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Resumen

En la formulacion econométrica de los modelos de produccién con frontera determinista, el uso de la
estimaciéon maximo verosimil presenta importantes problemas, debido a que el modelo no verifica las
condiciones de regularidad habituales que nos permiten obtener las propiedades asintoticas de los mismos.
Uno de los métodos de estimacion que ha sido usado con mas frecuencia es el de minimos cuadrados
corregidos (Green, 1980). Alternativamente, podemos obtener la estimacién bayesiana apoyandonos en el
algoritmo de Gibbs (Basulto y otros, 2006). En este trabajo, hacemos un estudio comparativo de ambas
alternativas a través de simulacion, en el que ponemos de manifiesto que el estimador bayesiano tiene un
mejor comportamiento en cuanto a sesgo y ECM, sobre todo en el caso de la ordenada en el origen del
modelo, lo cual puede resultar decisivo a la hora de estimar las eficiencias individuales, que es uno de los
objetivos principales en este tipo de modelos.

Palabras clave: Modelos de produccion, Inferencia Bayesiana, Algoritmo de Gibbs.
Area tematica: Métodos cuantitativos.

Abstract

In the econometric approach to deterministic frontier production models, the use of maximum likelihood
estimation has major problems, because the model violates the usual regularity conditions that allow us to
establish the desirable asymptotic properties of the estimators. One of the methods most widely used is the
corrected least-squares estimator (Green, 1980). Alternatively, we can perform the Bayesian estimation using
Gibbs sampling (Basulto et al., 2006). In this paper, we make a comparative study of both approachs using
simulation methods. We will conclude that the bayesian estimator has better properties in terms of bias and
MSE, especially for the intercept term; this fact can result very important to estimate the individual
efficiencies, which is one of the main objectives of these models.
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1. Introduccion

La estimacion de los modelos de produccion es un tema de bastante interés dentro del
area de economia aplicada, y ha generado en los Gltimos afios gran cantidad de literatura,
pudiéndose situar su inicio en el articulo de Aigner and Chu (1968). En este tipo de
modelos, se expresa un determinado output en funcién de una serie de inputs y parametros
desconocidos mas una perturbacion aleatoria negativa; la parte determinista del modelo
representa la frontera de produccion o valor méximo alcanzable de outputs para unos
inputs dados, mientras que la perturbacién aleatoria (diferencia entre la produccion real y
la méxima posible) representaria el grado de ineficiencia en el proceso productivo.
Alternativamente, podemos utilizar la formulacién dual de este problema, en la que la
variable dependiente es el coste de produccién y la perturbacion aleatoria seria positiva,
representando la parte determinista del modelo el coste minimo de produccion para unos
inputs dados.

Esta formulacion, denominada habitualmente modelo de produccion con frontera
determinista, presenta una importante dificultad de estimacion, debido al hecho de que la
modelizacion de la perturbacion unilateral rompe las hipotesis habituales de regularidad
asumidas para la obtencion de las propiedades asintoticas del estimador méaximo-
verosimil. Asi, podremos obtener los estimadores maximo-verosimiles resolviendo un
problema de optimizacion con restricciones, pero la determinacion de las propiedades
estadisticas del estimador es una cuestion complicada.

Otro inconveniente que se ha destacado acerca de este modelo es su gran sensibilidad a
la presencia de outliers y/o valores extremos (Simar, 2007). Para evitar esta cuestion, se
han propuesto métodos de estimacion que permiten dejar un cierto porcentaje de
observaciones “por encima” de la frontera estimada (Cazals et al., 2002 y Daouia and
Simar, 2004).

Alternativamente, se han planteado en la literatura los denominados modelos de
produccion con frontera estocastica. En ellos, se introducen dos perturbaciones; una es una
medida de la ineficiencia, mientras que la otra refleja factores aleatorios, como por
ejemplo errores de medida. En estos modelos, se verifican las condiciones de regularidad
habituales, por lo que podemos aplicar las propiedades asintéticas del estimador maximo-
verosimil para llevar a cabo nuestras inferencias. El problema principal de esta
formulacion es que, una vez estimado el modelo, no podemos identificar qué parte de cada
residuo se debe a ineficiencia y qué parte se debe a errores aleatorios, es decir, no
podemos obtener medidas individuales de eficiencia; en este caso, solo es posible estimar
niveles medios para el grupo analizado. Una posible salida a este problema se ofrece en
Jondrow et al. (1982).

Los modelos con frontera estocastica presentan otro inconveniente importante, que
aparece cuando los residuos muestran asimetria contraria a la asimetria teérica de la
distribucion del término de perturbacion compuesto. En este caso, decimos que los
residuos muestran asimetria “erronea” (es decir asimetria positiva en el caso de modelos
de produccion o asimetria negativa en el caso de modelos de coste). La practica mas
comun en esta situacion ha consistido en desechar el modelo (por ejemplo, el programa
LIMDEP 7 muestra un mensaje de error y detiene el proceso de estimacion), bajo el
argumento de que este hecho es un sintoma de que el modelo estd mal especificado o se
estd usando de una manera inapropiada. Sin embargo, estudios simulados han puesto de
manifiesto que en el modelo con frontera estocastica la asimetria “erronea” puede aparecer



con probabilidades no despreciables, que pueden llegar a ser hasta del 30% Yy que en
ciertos casos se necesita un tamafio muestral superior a 1000 para que esta probabilidad
descienda al 5% (Simar, 2007).

En lo que sigue, nos vamos a centrar en los modelos de produccién con frontera
determinista. Debido a la dificultad que presenta la estimacion maximo-verosimil, se han
buscado otras alternativas de estimacion. Una de las mas utilizadas ha sido el método que
[lamaremos de minimos cuadrados corregidos (MCC) (Green, 1980). Alternativamente,
podemos utilizar la Inferencia Bayesiana para estimar este modelo con ayuda del
algoritmo de Gibbs (Basulto y otros, 2006).

El objetivo principal de este trabajo es llevar a cabo una comparacion entre ambas
alternativas a través de un estudio de simulacion. Para ello, en situaciones diversas se van
a generar muestras del modelo, se estimaran los parametros (conocidos) con ambas
alternativas y valoraremos los resultados en términos del Sesgo Medio (SM) y del Error
Cuadratico Medio (ECM) que se obtiene tras aplicar el procedimiento a un gran namero
de muestras.

A partir de aqui, en la seccion 2 presentamos el modelo de produccién asi como su
funcion de verosimilitud bajo las hip6tesis asumidas para el término de perturbacién; en la
seccion 3 exponemos en qué consiste el método de estimacion MCC; en la seccion 4
resumimos el proceso de formulacion del Algoritmo de Gibbs para el modelo objeto de
estudio; en la seccion 5 presentamos la descripcidn del proceso de simulacién llevado a
cabo. Por ultimo, en la seccion 6 analizamos los resultados obtenidos y exponemos las
conclusiones mas importantes que pueden extraerse de los mismos.

2. Planteamiento del modelo.

Consideremos el modelo de produccion especificado como:
Y =X;l3+8i, i=1..n

donde vy, es la produccion, pe* es un vector de parametros, x, es el correspondiente
vector de variables exdgenas, n es el tamafio de la muestra'y €, <0 es una perturbacion

aleatoria que mide la ineficiencia de la observacion i-ésima. Habitualmente, nuestro
modelo contendra un término de ordenada en el origen; sin pérdida de generalidad,
supondremos que dicho término es B,, es decir, la primera componente del vector B,y

por consiguiente la primera componente de todos los vectores x;, i=1,...,n sera igual a la
unidad.

Asumiremos la hipotesis de que —g, sigue una distribucion half-Normal(0,6%), >0,
con lo que la densidad inducida para y; seria:

f(yi |X17B’G)=%6Xp{_2_i?_(yi —X;l})z}, Y, SX;B-
o

Por tanto, la funcién de verosimilitud para la muestra de tamafio n del modelo quedaria
como:



(v —X;B)Z}, Yy, <x;B Vi=1,..,n

2(52 i

L(B.oly,X)oco™ exp{—

donde y = (y,,....y,)' €0 "y X'=[x,]...|X,] € M,,, , que expresaremos como

L(ﬁ,Gly,X)OC c" exp{_ 2:;2 Z(yl _X'iﬂ)z}v B €B,

donde B = {B el ly, <xp Vi=1,.., n} representa el espacio paramétrico del modelo, es

decir el conjunto de valores de los parametros que son compatibles con los datos
observados en el sentido de que posibilitan que todas las producciones observadas queden
por debajo de la frontera del modelo.

3. Estimacion por Minimos Cuadrados Corregidos (MCC).

En el modelo de regresién con frontera determinista, puede probarse que los
estimadores de Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO) de las pendientes son consistentes
y el célculo usual de los errores estandar correspondientes seguiria siendo valida. Sin
embargo, el estimador MCO de la ordenada en el origen es inconsistente para nuestro
modelo. Ademas, es muy posible que el estimador MCO resulte en un vector que no
pertenezca al espacio paramétrico, con lo que algunos residuos podrian ser positivos,
hecho que no es posible en nuestro modelo pues la produccion observada siempre ha de
ser inferior a la frontera maxima de produccion.

Por ello, se propone una correccion sobre la ordenada en el origen, una vez estimados
todos los parametros por MCO, que conduce a un estimador consistente (pero sesgado) de
B, y con el que se consigue que el vector de estimaciones pertenezca al espacio

paramétrico (y consecuentemente todos los residuos sean negativos).
Concretamente, la correccion que se propone es la siguiente (Green, 1980).

1. Obtener el vector Bz (Blﬁzﬁk) a través del metodo MCO.
2. Considerar g =y, —ﬁzxiz —...—kaik, i=1..,n.
3. Sustituir la estimacién MCO de la ordenada en el origen por p; = !\ﬂéx{éi} :

Con esta correccion, obviamente todos los residuos resultaran ser negativos. Ademas,
como se ha indicado, el estimador asi construido resulta ser consistente, si bien como
sefiala el propio Green, es sesgado y de “eficiencia incierta”.

Debemos destacar que uno de los objetivos importantes de estos modelos es la
obtencion de los residuos, pues van a representar una estimacion de la ineficiencia en la
produccién de cada uno de los items que forman parte de la muestra. Para ello, es muy
importante contar con buenas estimaciones de las pendientes pero también de la ordenada
en el origen, que interviene de manera decisiva en la estimacion de la frontera de
produccion para unos inputs dados y por tanto en la estimacion de la ineficiencia. Aun
mas, es usual plantear este tipo de modelos en términos logaritmicos y asi una vez



obtenido un residuo &, se calcula e como estimacion de la eficiencia/ineficiencia del

proceso productivo (1 significa el maximo de eficiencia y 0 el maximo de ineficiencia).
Asi, los errores que se cometan en las estimaciones de los parametros de la regresion
pueden verse bastante aumentados por el uso de la funcidn exponencial.

4. Estimacion Bayesiana. Formulacion del algoritmo de Gibbs.

En esta seccion vamos a exponer los pasos fundamentales que permiten aplicar el
algoritmo de Gibbs a nuestro modelo; para una exposicion detallada puede consultarse
Basulto y otros (2006).

Utilizaremos una distribucion a priori no informativa para el modelo, cuyo nucleo viene
dado por:

Tc([i,c)occ_l.

El nucleo de la distribucion a posteriori conjunta, lo obtendremos multiplicando la
verosimilitud por la distribucién a priori, con lo que obtendremos:

n(B.oly,X) e o™ exp{—z—izZ(yi —XLB)Z}, BeB,

que, alternativamente, podemos expresar como:

1
n(B,o|y,X) o " expd—
(B.oly.X) o

(y—xmxy—xm},BeB.

La manipulacion algebraica de esta distribucion es complicada, debido a la restriccion
B € B, que hace que no sea facil conocer los limites de integracion y que lleva también a

que las distribuciones marginales de cada componente f; estén definidas a trozos. Para

evitar esta dificultad y dar respuesta al problema de la inferencia, utilizaremos el algoritmo
de Gibbs (Gelfand and Smith,1990), ya que no resulta excesivamente complicado simular
muestras de las distribuciones unidimensionales de cada pardmetro condicionadas al resto
de parametros. Por tanto, aplicaremos el algoritmo de Gibbs, obteniendo muestras
simuladas de las distribuciones o | B,y,X Yy Bj|B.0,y,X, j=1,....k donde B, representa

el vector B del cual se elimina la componente j-ésima.

La distribucién de o condicionada al resto de pardmetros se obtiene de manera
inmediata, pues la distribucion a posteriori conjunta puede expresarse como

n+1

2\ L1 .
n(B,Gly,X)OC(G 2) 2 exp{—c 2E(y—XB) (y—XB)}, peB,
y asi obtenemos inmediatamente que

7 By, X[ Ga(”T”’é(y—Xﬁ)'(y—XB)j



Como podemos observar, el nucleo de la distribucion a posteriori es Normal-Gamma,
aunque truncado a un cierto subconjunto B, por lo que la densidad del vector B

condicionada al resto de parametros es:
Blo. X,y N, (B.o*(X'X)"), peB,

es decir, una distribucion Normal k-dimensional truncada en el subconjunto B < 0 ¥.

En principio, podrian generarse valores de esta distribucion a través del procedimiento:

1. Generar un valor g, [ N, (ﬁ,cz (X'X)fl).

2. Si B, € B, aceptar dicho valor; si no, rechazarlo y volver a 1.

Sin embargo, en la préactica, es frecuente que la probabilidad de rechazo de este
procedimiento sea tan elevada que el método no resulte viable. Una solucion para este
problema es analizar las distribuciones condicionadas unidimensionales, que resultan ser
Normales truncadas; la generacion de valores simulados de esta distribucion puede
Ilevarse a cabo facilmente siguiendo el algoritmo propuesto en Devroye (1986), p. 380.

Para obtener muestras simuladas de Bj[pB;,c,y,X, reordenando los parametros,
podemos considerar la siguiente particion:

Bj } [ c? G'..
B — ( y 3 = ] 1)) ’
By Sipy i)

donde hemos llamado X = ?(X'X) .

Si suponemos que todas las variables explicativas toman valores positivos, las
distribuciones de cada componente del vector B condicionadas al resto de pardmetros son

de la forma:
: QA -1 n 2 ' -1
BilBg 0y, X0 N(Bj + 2y (B(j) 'BG))’GJ _610)21(1)610))' B = b(Ba)’X’y)’

donde b(B, X,y) = m?alx{(yi ~x;, By )/xij}.

En los modelos de produccién, es habitual medir las variables en términos de
logaritmos, por lo que aparecen con frecuencia valores negativos para las covariables; si
no imponemos la hipotesis de que las variables explicativas sean positivas, la distribucion
condicionada seria la misma, cambiando el recorrido del pardmetro, que seria de la forma

bl(ﬁuwx’y) >f3; > b, (BG),X,y), donde

b, (B X.¥) = iE”X'U_DO{(Vi ~XigBg )/Xii} y b, (B X.y) = imx%fo{(yi ~Xig By )/Xij}-

Una vez conocidas todas las distribuciones condicionadas unidimiensionales, el
algoritmo de Gibbs para nuestro modelo puede formularse como se especifica a
continuacion. Dados los valores p™ y (oz)m, obtenidos en la etapa m-ésima, los valores

generados en la etapa siguiente vendrian dados por:



1. Generar un valor v™ de la distribucion o7 |p™,y,X. Tomar
m+1
(62) Zl/Verl.

2. Generar un valor [3;“*1 de la distribucién

S QM+ m-+ m m m-+1 .
BB e B B B0 (0) 90X, =k

3 Bm+1:( m+l’m, km+l)'

Como valor inicial B* hemos considerado el estimador B obtenido a través del método

MCC. Hemos implementado este algoritmo en el entorno Mathematica 5.2, generando
muestras de la distribucion a posteriori de tamafio 5000. Para estimar los parametros,
hemos utilizado el criterio de la esperanza de las distribuciones marginales.

5. Descripcion del procedimiento de simulacion llevado a cabo.

Para comparar los resultados obtenidos a través del estimador MCC con los que
proporciona la Estimacion Bayesiana, hemos llevado a cabo un analisis de simulacion que
hemos configurado de la forma que explicamos a continuacion.

Se han considerado, para simplificar, modelos con una Unica variable explicativa (es de
esperar que la presencia de mas variables explicativas no influya en el mejor o peor
comportamiento de los estimadores). Asi, todas las simulaciones se han llevado a cabo
sobre modelos de la forma vy, =o+pX;+¢;,1=1.n, donde las perturbaciones ¢,

verifican las condiciones expuestas en el epigrafe 2.

Hemos asignado valores distintos a los parametros o, 3, o Yy al tamafio muestral n.
Concretamente, hemos considerado los casos (oc,B)z{(1,1),(5,2),(2,5)}, o={12} y
n:{5,10,20,50,100}. Ademas, en todos los casos, se ha duplicado la simulacién,

considerando primero una muestra de valores de X segin un modelo U(0,1) y
posteriormente segin un modelo U(0,5).

En cada situacion, una vez generada la muestra de valores de la covariable X se ha
procedido a generar 1000 muestras de la variable Y del modelo y a obtener los
estimadores bayesiano y MCC, comparando los resultados con los parametros fijados y
conocidos de antemano. Concretamente, hemos calculado el sesgo medio y el error
cuadratico medio de cada uno de los estimadores en las 1000 muestras simuladas. Por

ejemplo, siendo [3‘ el estimador de B (por cualquiera de los métodos) en la muestra
simulada i-ésima, el SM y el ECM vendrian dados por:

1 1000 1 1000 2

M=o > (B'-B); ECM “To0 2 (B -5)

6. Resultados y conclusiones.



Los resultados obtenidos en las 60 situaciones resultantes de combinar los distintos
valores de los parametros con los distintos tamafios muestrales y valores de X, se resumen

en las

6 tablas que ofrecemos a continuacion.

Tablal. a=p£=1XeU(0,)

—sw [ ov | sv | Eow | s | Eowi

SM
-0.021867
0.071134

o
SM ECM ECM
_ MCC
MCC
BAYES
BAYES
BAYES
Tablall. a=4=1X eU(0,5)
o=1 o=2
a B a B
SM ECM SM ECM SM ECM SM ECM
BAYES
BAYES
BAYES
BAYES
BAYES




Tablalll. «=58=2;X cU(0,1)
o=1 o=2

p
SM ECM

o a
SM ECM SM ECM SM ECM
McC
BAYES

n=5
=10 |.McCC -0.006240
BAYES -0.029073
n=20 MCC 0.009806
BAYES 0.012877
n=50 MCC -0.007006 -0.001297
BAYES -0.013711 -0.007182
n=100 MCC -0.007571
BAYES -0.009026
TablaIV. a=54=2;X cU(0,5)
=1 oc=2
SM ECM
n=5 MCC 0 002687
BAYES 0 010846
n=10 MCC -0.000292
BAYES -0.005997
_ MCC
_ MCC
_ MCC
TablaV. a=2,8=5X eU(0,)
o=1 o=2
§
Q\ﬂ%ﬂ
=5 | McCC o 058087
BAYES 0 079641
_ MCC
n=20 MCC -0 020675 -0.029089
BAYES -0.038061 0.035746
_ MCC
_ MCC




TablaVI. a=2,=5X eU(0,5)

o=1 o=2
o B a B
SM ECM SM ECM SM ECM SM ECM
n=5 MCC -0.311949 | 0.467860 | 0.000444 | 0.050408 | -0.700661 | 5.032480 | 0.005200 | 0.308593
BAYES | -0.144425 | 0.343128 | -0.001364 | 0.036606 || -0.501443 | 4.401420 | 0.050675 | 0.274580
n=10 MCC -0.110331 | 0.182689 | -0.002439 || 0.027136 | -0.292833 | 1.024270 | 0.012818 | 0.105765
BAYES | -0.011722 | 0.101944 | -0.011105 | 0.016955 || -0.150427 | 0.598757 | 0.015250 || 0.061612
n=20 MCC 0.011983 | 0.091084 | -0.011237 | 0.011578 | -0.053049 | 0.508607 | 0.005910 | 0.071510
BAYES | 0.003355 | 0.029764 | -0.004303 | 0.003929 || -0.025833 | 0.223762 | -0.000581 | 0.026872
n=50 MCC 0.016983 | 0.048296 | 0.003141 || 0.006095 | 0.043394 | 0.146822 | -0.001938 | 0.019480
BAYES | -0.004455 | 0.009950 | 0.001650 | 0.001165 || -0.001230 | 0.030804 | -0.001668 | 0.004432
n=100 MCC 0.028960 | 0.024025 | 0.001478 | 0.003112 | 0.045272 | 0.089621 | 0.006473 | 0.011604
BAYES | -0.002131 | 0.002920 | 0.000589 | 0.000333 || -0.005717 | 0.013159 | 0.000657 | 0.001418

En estas tablas hemos resaltado con fondo oscuro aquellas comparaciones que resultan
favorables al estimador Bayes frente al de MCC; por contra las celdillas sin relleno
corresponden a las situaciones en las que el estimador MCC ha mostrado un mejor
comportamiento.

La primera y principal conclusion que podemos obtener es que el estimador Bayes
presenta un mejor comportamiento que el MCC en las 60 situaciones analizadas. Este
resultado se mantiene para todos los valores de los parametros, del tamafio muestral y de
los valores de las covariables (de su mayor o menor dispersion). Tan sélo en algunos casos
el estimador MCC presenta un mejor sesgo medio para la pendiente, aunque siempre el
ECM es superior al del estimador Bayes.

Otra caracteristica que se repite en todas las situaciones es que las diferencias entre la
estimacion Bayes y MCC son mucho mas acusadas en el caso de la ordenada en el origen
que en el caso de la pendiente, en el que los resultados son mas similares entre ambas
metodologias (aunque favorables al estimador Bayes). Como es conocido y hemos
mencionado, el estimador por MCC de la ordenada en el origen, aungque consistente, es
sesgado y de “dudosa eficiencia”, y segln los resultados obtenidos en nuestra simulacion
el estimador Bayes consigue una notable mejora tanto en sesgo como en ECM, sobre todo
para tamafos muestrales pequefios.

Como era de esperar, en ambos casos disminuyen el SM y el ECM a medida que el
tamafio de la muestra va aumentando. Observemos también que cuando los datos de X
presentan mayor dispersion (es decir, cuando X € U(0,5)) manteniendo fija o, disminuye

el ECM de la pendiente para ambos estimadores, como cabia esperar. Asimismo, al
aumentar o manteniendo fija la dispersion de X, aumenta el ECM de la pendiente en
ambos casos.

Cabe destacar también que aunque el estimador Bayes consigue una significativa
mejora en el sesgo de la ordenada en el origen, sigue mostrando al igual que el estimador
MCC persistencia de sesgo negativo, especialmente para pequefias muestras. Este hecho
conllevara que, en general, ambos métodos tenderan a subestimar el grado real de
ineficiencia de los procesos productivos (0 equivalentemente estimaran un grado de
eficiencia superior al real).
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