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PROLOGO

Uno de los pfoblemaé que preocupan hoy dia fundamantalmante, 8 un
estadistico cuando va a analiLar un conjunbo de datos , es la aparicifn ‘
de outliers o0 conjunto de observaciones que "parscen ser incon81stent°s"
' con el resto del conjunto de datos. Lo que verdaderamente caracterizs
a un outliers, es el "“impacto “'que praduce en elvestadistico cuandao
va a analizar la muestraz

Es eVidénte que la presencia de outliersren un conjunto de datos
pusde conducir a errores en nuestroe intento de hacer inferencias acerca
de la poblacién he la que se han extraido, debido a que podrian falsear
fuertemente las estimaciones o contrastes que hagamos sobre los parame-
tros poblacionales, -

La_presencia de outliers plantea por tanto un problema fundamental

en el andlisis de los datos, por lo-que es natural buscar medios para




detectar e interprstar la-présencia de -dichas observaciones , recha-

zandolas en algunas ocasiones para asi restablecer las propiedades de

los datos , o por lo menos teniehdo en cuenta su presencia en todos los
anflisis estadisticos,

El objetivo de esta Memoria se centra en la obtencién de nuevos
criterios para la deteccifn de outliers en poblaciones normales multi
variantes;

En el primer capitulo despues de plantear‘de forma general el
problema que conlleva la presencia de outliers en un conjunto de datos,
se pasa a'describir el esquema que ha de seguir cualquier regla o tééu
nica de deteccién de outliersf En el Gltimo apaftado del capitulo in- ‘
éluimos un breve resumen con comentarios histéricos sobre estés técnicas
primero para elbcaso de poblaciones mniVariantes‘y en.el segundo epi~
grafe para poblaciones multivariantes, ‘

El capituio segurido de la Memoria se dedica a la obtencidn de
criterios para la deteccién de outliers basados en el concepto de fun

- .

cifn influencia; Estas reglas estan dadas para situaciones en las que

" se requiere aplicar una técnica de analisis discriminante, y han de

aplicarse una vez cobtenida la muestra, antes del calculo de la funcién
discriminante donde ya no podrdn ser incluidas las observaciones cone-
sideradas odtliers;
Utilizando como téCnica‘el test de cociente de verosimilitudes,

el éapitulo terc;ro se dedica al estudie de un criterio para detectar
outliers en muestras procadéntes~de poblaciones normales multivariantes;
S8 incluye al final un brograma de ordenadeor para deteccién de outliers
mediante este metodo y se aplica en ei'ﬁltimn epigrafe a una situacidn

préctica




£n el Gltimo capitulo'della Memoria y utilizando como estadistico

el méiximo del cuadrado de la distancia entre las matrices de sumas de
cuadrade y sumas de productds,de'observaciones muestrales, damos un |
’procedimiento para detectdr la presencia de outliers en muestras pro-
cedentes de poblaciones normales bivariantes, Despues de dar un progra
ma dé ordenador para la resolucién de esta técnica se aplica dicho pra

cedimiento en una situacién préctica;



CAPITULO PRIMERO

INTRODUCCION A LAS TECNICAS DE

DETECCION DE OUTLIERS




CONTENIDO.

1,1 - Planteamiehto‘general del problema

1.2 - Comentarios histéricos sobre técnicas

de deteccién de outliers,
- Dutlieré en poblaciones univariantes

-~ Outliers en poblacionss multivariantes



l.1. PLANTEAMIENTO GENERAL DEL PROBLEMA,

/ Segln ANSCOMBE (1.960) existen tres>Fuentes de variabilidad sgobre
,1os elementos de una mues?ra.d de un conjunto de datos extraidos de una
cierta poblacién y que se pueden clasificar de la siguiente Forma}

Variabilidad intrinseca.- Es la Vafiaciﬁn inherente a la poblacién,
Tal variaciép surge de una fiorma natural y no puede ser reducida sin

. modificar Ia poblaciﬁﬁ objeto del estudio:

Variabilidad debida al error en las medidas.- Es el error que lleva
‘consigo la falta de precisdén de los instrumentos de medida utilizados
para realizar el experimento;.Dentro de esta fuente de variabilidad
podemos incluir el error de transcripcién de las observaciones, !

Variebilidad debida al error de ejecucién.- Es debida a una recolec
cidn imperfecta de los datos. Puede ocurrir que tomemos una musstra
sesgada 0 gque incluyamog en la misma observaciones no representativas
de la poblacién que sstamos estudiando,

Basandose en estas fuentes de variabilidad Anscombe distingue dos -

. tipos de observaciones ‘ |

- Outliers: que son aquellés observaciones quevpresehfan una
gran variabilidad de tipo intrinsecﬁ.
~ Falsasi observaciones: que son debidas a un gran error de
eJecucibn y de medida, |
.8in embargo al igual que BARNETT (1.978) discrepamos de esta termi-
nalogia dabido al hecho que ante. un conjunto de datos extraidos de una
cierta boblacién, generalmeﬁte no podemos determinar hasta donde llega.
una fuente de variabilidad y donde comienza la otra. Por ello seguimos
en esta memoria el criteric de llamar outliers a aquella o aquellas
observaciones que presentan una gran variabilidad de cualguiera de_los

tipos descritos por Anscombe, con respecto al conjunto principal de datos;
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’ Oe entre las diversas definiciones del concepto outliers que apare-
cen a lo largo de: las numeraosas publicaciones estadisticas sobre el tema
extraemaos a continuacién, las que consideramos mas interesantes,

Para GUMBEL (1.960) " los outliers son aquellas valores que parecen
demasiado grandes o demasiado pequeﬁas,cdmparadas con el resto de las
observacionss",

En 1,961 FERGUSON da la siguiente idea de outliers " En una musstra
extraida de una cierta paoblacién aparecen una o varias observaciones

‘que sorprendentemente , se encuentranlejos del grupo principal de datos®

GRUBBS (1.969) afirma que un outliefs " es una ohservacién que se
presenta fuertemente desviada de los otros miembros de la muestra®,

-Por ultimo Barnett (1,978) , considera un outliers " como una obser
vacibén o conjunto de observaciunes'qué parecen ser inconsistentes con el
resto del conjunto de datos";

De estas definiciones ss~deduce que lo gque caracteriza a una obser-
vacion outliers es el impacto que produce en el estadistlco cuando va a
analizar los datos. _

Es evidents que la presencia de outliers en un conjunto de datas,
puede conducirnos a errores en nuestro intenta de hacer inferencias
acerca de la poblacién de la gue se han extraido, debido a que falsearan
fuertemente las estimaciones o contrastes que hagemos sobre los paramge
trns'poblacionales. T

La presencia de outliers plantea por tanto un problema fundamental
en el analisis de datos,

Podemos distiﬁguir para la resolubién de este problema dos grandes
.éreas: Reglas o técnicas de deteccién de outliers y estimacibn roﬁusta;:
El objetivo de esta memoria‘sa encuentra dentrwm de la primera area y por;

ello trataremos de una manera suscinta el problema de la estimacién roe




busta, en este primer capitulo,

Por técnica de deteccidn de outliers entendemos un procedimiento

/

I

que permite detectar de una‘manefa objetiva la pressncia de outliers en
una muestra y determinar que observaciones son outliers. En ests defi--
nicién hemos de destacar la palabra "objetiva" , debido a que existeh
autofes, gue no consideran la existencia de outliers sino simplemente‘
de falsas observaciones en el sentido dado por Anscombe y que piensan
que déstas deben ser detectadas de forma "subjetiva" por la experiencia
del obseryador.

Para dar cualquier técnica de deteccién de outliers, en general se
ha de seguir el siguienté<esqﬁema: _
| Se determina un estadistico que debe incluir la- observacifn u
cbservaciones que suponemos que son outiiers, a continuacién se halla
la distribucién que sigue dicho estadistico bajo la hipétesis de que
todas las observéciones'constituyen una muestra procedente de una misma
poblacién., o o

‘Para un nivel de Significacién 5¢(f prefijado, que segﬁn GRUBBS
. (1.969) . debe variar entre el 1% y el 5%)y que puedézintarpretarse
como el riesgo de considerar una buena observaciﬁh'como outliers, se
determina el valor critico o percentil de la distribucién teérica del
estadistico correépondiente a esa probabilidéd C{ . Esto nos permite
determinar la regifn critica de esta regla de deteccidn,

-Si para la mLestra dada, el valor del estadisticay cae en la regidén
critica, diremos que existen obsérvaciones outliers, para un nivel de
significacién Cx\ Una Qez detectada la presencia de outliers la téc- |
nica a regla utilizada nos permitird en cada caso determinar qué obser-

vacifn u observaciones pueden ser conéideradasoutliérs.



Una vez que se sabe que 6bservacionas son outliers, el procedimieﬁto
a seguir podria ser uno de los'siguientes; B

Una primera solucibn sefia déspreciar dichas observaciones y tomaf
'unas nuevas en su lugar , 'si esto es posible,y aplicar otra vez la tec~
nica de deteccifn de outliers a este nuevo conjunto de datos. No obstan
te adonsejamos no despreciar las observaciones consideradas outliers 9.
reservarlas para un amalisis posterior de las mismas ya que este nos .
puede conducir a determinar las fuentes de variabilidad que han dado ‘1u
‘gra a la presencia de outliers, pudiendolas corregir para un futuro
experimento,

Otra solucién y pensamos due esta se ha de fealizar cuando deteutamgs
un numero de outliers préximo a [ 5] (parte entera de 2~ ), es
tomar una nueva muestra y realizar de ndeva el estudio. 5i no es posible
tomar esta nueva muestra, entonces hemos de cambiér el modelo de distri
bucién supuesto él princ¢ipio por otro modelo que puede ser incluso una
mixtura de distribuciones,

Como indicamos anteriﬁrmente otra forma posible qé.abérdar el
. proﬁlema es basandose en 1a'fobustez. Puede ocurrir que no sea posible
realizar una técnice para detectar outliers o aunque existan outliers,
que queramos retenerlos en la muestra porque pensemos que los mismos
cpntieneh uné informacién que nos interesa o:por cualquier otra circung

tancia, Estos problemas pueden resnlverse mediante la estimacién robuse-
ta de los parametrns poblacionales sobre los ques queremos realizar la

inferencia,



1.2, COMENTARIOS HISTORICOS SOBRE TECNICAS DE DETECCION DE CUTLIERS,

Incluimos en este apartado un resumen hist6rico sobre las diferentes
reglas o métodos para la deteccién de outliers., Conviene indicar que
aunque los inicios de est;s técnicas para poblaciones univariantes
puedeﬁ remontarse hasta mediados del siglo XVIII no es hasta la decada
de los cincuenta, cuando aparecen las primeras referencias sobre detsc-
" ¢i6n de outliers para poblaciones multivariantes, debido a los problemas
que surgen en el caso multivariante y a los que haremos referencia mas

vadelante;

1:2.1. Outliers en poblaciones univariantes,

Los inicios de estas técnicas se pueden encontrar en el siglo XVIII
‘cuando Boscovich en 1788, intenta determinar la elipticidad de la Tierra
.promediando las medidas de exceso de los grados polares alrededor del
ecuador, descartando los valores extremos. Daniel Bernouilli en su traba
Jo ® DiJudicatio maxime probabilis plurium observationum dlscrepantium
atque verisimilima inductio inde formada " de 1777, aprueba el rechazo
de observaciones extremas. Y Legendre en su cbra " Nouvelles methodes
pdur la determination des orbites des cometes" en 1.805 recomienda
tambien el rechazo de observaciones, | '

Sin embargo la escuelg germana de astronomos en un trabajo publicado
por Bessel hacia 1,838, afirma al efecto, que nunca una observacién serd
rechazadé por su gran residuo pues el conjunto de todas las observacione:
contribuiran al resultade y afirman al mismo tiempo., " Creemos gue uﬁi-
camente mediante una observacién estricta de esta regla, ss elimina la
arbitrariedad de los resultados", | -

Vemos como en estos comienzos el rechazo de observaciones se realiza

unicamente a criterio del observador. Asi Saunder en su trebajo de 1. 90!



llega a escribir que la experiencia prictica del individuo ha de contar
sobremanera para el rechazo de obsarvaciones. _

Sin embargo el primer intento de dar un criterio de rechazo basado
en algun tipo de razonamiento probabilistico es debido a Pairce (1 852)
El argumento de Peirce es reproducido por Chauvenet (1. 863) el cual da
una regla similar basada en un argumento mas simple, Stone hacia 1,868
introduce un test de rechazo basado en un mbdulo de descuido o negligen
cia, lo cual suponia un error al tomar las ebservaciones al experimenta
dor, Pero podemos decir que el trabajo m4s serio en estos inicios es el
Glaisher (1, 872) " On the rejection of discordant observations " en el
que trabaja ya con observaciones procedentes de poblaciones normales.
urivariantes dando un procedimlento de medias ponderadas., Un afio mas
tarde Stone hace una critica a este metodo dando un procedimiento de
ponderacién ., basado en la maximizacién de la funcién de verosimili tud
y posteriormente este mismo criterio Fue dado tambien por Edgeworth en
1.883, A '

En asta mismé linea podemos citar el trabajo de Wrigth de 1,884
" A treatise on the adjustment of observaticns by ‘the method of least
Squares " en el que rechaza las observaciones que se desvian de la media
en mas de tres veces la desviacién tipica; y el procedimiento de
Boodwin (1,913) que rechaza una observacion en una muestra de tamafio
n si la desviacién de la media de 1gs restantes n — 1 gbservaciones -
exceﬁe cuatro veces a la desviacién'promedio de las n - 1 observaciones

Hemos de sefialar que todos estos procedimientos en cierto modo rudi
mentarios adolecen de un defecto general que consiste en no distinguir
.la varianza poblacional y la varianza muestral., Es IRWIN (1.925) quien

da el primer procedimiento para deteccifn de outliers en el qua ya



- distingue entre varianza muestral y varianza poblacional. Para el caso

en que Cr es conocidw propone el test: estadistico, R

"Z,m, - ’Zm-_u] . [f)ﬁm-u - rxcn-z)]
a" ' Y aq .

donde Q[(” denota el estadistico ordenado de ranga i . Conviene citar

tambien a STUDENT (1.927) que da un criterio basado en el recorrido mues

tral y THOMPSON (1.935) que da un test exacto stiudentizado,
x - &

e

S

A partir de este afio los estadisticos prestan una mayor atencién a

estos problemas y las técnicas de deteccién de outliers unidimensionales
se hacen mas figurosaS.

| GRUBBS (1.950) da un criterio basado en el cociente entre la suma

de cuadrados de desviaciones para una muestra reducida: y la suma de
cuadrados de las desviaciones para lamuestra completa,DIXON (1.950)

da varias reglas basadas en la razon entre la observacion "soépechosa"
y su mas proxima y el recorrida o rango muestral y DAVID , PEARSON y
HARTLEY (1.954) dan un test: para la deteccién de outliers en poblaciones
normales univariantes basado en la razon entre el.recorrido muestral y
la desviacién tipica muestral,

KUDO’(I,QSG) y da unas ciertas reglas para la deteccién de outliers
en poblaéiones normales uﬁivarianteé tanto para el caso de conocer la
varianza poblacional como cuando no se conoce. Dichos metodos se basén
en el ordenamiento de las observaciones, Kudo describe cinco criterios
por los gue una regla de rechazo puede considerarse bptima; -

Como caso particular de este trabajo de Kudo se obtiene el estadisti

co de PEARSON y CHANDRASEKAR (1.936) gue ha tenido una gran importancia



en el desarrollo de las reglés de'rechazo para outliers, probando qué
este estadistico es 6ptimo segun log criterios por é1 dadog y demostran
/ do que el de NAIR (1, 948) na posee gsta propiedad de optimalidad.
f‘ En el afio 1,960 , aparece un trabajo de ANSCOMBE gue ha tenido una
importancia fundamental en el desarrollo ulterior de ssta teoria..Comieg
za dando los tipos de variabilidad que se pueden presentar en un cofe--
Junto de datos y a los que ya hemos hecho referencia en el apartado
anterior, introduciendo a continuacién dos conceptos que el denomina
" premium " y " protection " con los que trata de dar un criterio para
poder estﬁdiar y comparar todas las reglas de deteccifin de outliarsz
Define el " premium " como ellporcentaja en que.se incrementa la ‘
Varianza del error de estimaci6n debido al usa del criterio dé detecciﬁé
cuando de hecho todas las observaoiones.proceden'de uﬁa misma poblacién
normal y la " protection " come la reduccion en lé varianza o error
cuadratico medio cuando-aparecen observaciones outliers;

ANSCOMBE Y TUKEY (1. 963) definen el residuo de una abservacién de

la sigu1ente forma. o
( residuo ) = ( valor obsarvado ) - (valor ajustado )

En este trabajo, dan algunas técnicas de tipo gréfico y otras de
tipo numérico para discutir los residuos que resultan de las medias por
filas y boluhnas én un analisis de varianza de dos factores o més.
Afirman que : " La razon mas importante para el calculo de los residuos
es detectar outliers, observaciones gque tienen un gran residuo en
comparacifn con la mayor parte de las otras y esto debe ser tratado
especialmente ", En este mismo trabajo dan ciertos estadisticos para la
deteccién de outliers, |
' Esta definicidn de residuo es generalizada por COX y SNELL (1.968),
indicando los campos de aplicébilidad de esta definicifn, Estudian-las

Q
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propiedades de los residuos, haciendo especial hincapié en‘los residuos
de poblaciones Binomial y Poisson, es interssante la discusién que ds
dicho trabajo hacen destacados especialistas en el tema como , Anscombe
Fo J., Barnett v,, Mallows C:‘L. , Pearce S. C., Harrison P, J., entre
otros. . _

Basandose en los trabajos de Anscombe s TIAD y GUTTMAN (1;967)-trata
- de dar una estimacién para la media de una poblacién noemal unidimen—-
sional a partir de una muestra de tamafio N, con la posibilidad de que
en dicha muestra existan uno o més outliers; Dan unas reglas de rechazo
basadas en el analisisbda los residuos, que suponen estan correlacionae
dos, Tambien hacen un estudioc del " premium® y " protection " de los
. metodos de deteccién de outliers que proponen.,
| En esta linea se encuentra el trabajo de ANDREWS (1.971), que
basandose en la distribdcién conocida de los residuos en el modelo
de regresidn 1inéal, da tests de significacién exactos, aplicando a.
continuacién dichos resultados para confrdstar la existencia de uno o
mas outliers, ’ . ,

TIETJE Y MOORE (1.972), basandose en la idea de outliers dada por
KENDALL Y BUCKLAND (1,957) definen el efecto de "enmascaramiento" ,
comd la imposibilidad de una regla de rechazo de identificar una obser- '
vacibn outlieré en presencia de varios valores "sospechosos", ilustran-
do dicho efecto con un ejemplo sobré isotopﬁs del uranio, aplicandole
el estadistico de GRUBBS (1.950).

BROWN ( 1,975) da tests estadisticos para la deteccién de outliers
basandose en los residués, que resultan en el analisis de varianza de
dos factores, pero a diferencia de otros tests‘baSados en residuosi
Brown no se basa en el valor del residuo, sino en el signo de los

residuos a que da lugér_cada una de las filas y columnas, Obtenientio

! . e 11-




asf un estadistico que se'diétribuye aproximadamente como una ley :(; .
En el afio 1,975 ROSNER publica un articulo de bastante importancia

en la deteccién de outliers en muestras univariantes, pues en &1 com—

para la potencia de varias reglas de rechazo,

-

Comienza exponiendo el problema de-deteccién de outliers en muestras

de poblaciones normales, Asf afirma que,

" 81 xl’x2"""xﬁ es una muestra aleatoria de una musstra compuesta
de dDS Suhconjuntos \Jl ] {.xil’xiZ"""xim} 9 Jz = { jl’sz’...'x k)
dondB X, e N( }/l- y (T\Z/ ) qalz,....,myx‘jl N( }LJQ, J‘?_ )
l1=1 2,.....,k donde todos los parametros son desconocidos. Llamaremos

Jl el subconjunto de las verdaderas observaciones y a J subconjunto de

2
los outliers ( 0 £k < ny m+ke=n), E1 problema de la deteceibn

J"
1Y Yo

Generaliza cuatro tiposde estadisticos para la deteccifn de un oute

de outliers consiste en identificar los subconjuntos'J

liers, modificando desplies los estadisticos para que sirvan para detec
tar mas de un outliers, Estos cuatro estadisticos son,
Desviacién extrema studentizada (ESD).
C - X

ESD ,\n’w\x 3
iz3,....n

Recorrido studentizado (STR),

TR ’('I.m)v— rx(.l))
v S

Kurtosis (KUR)

S (xi- %) |
KUR = ’Q—‘ji_"_—:—_[ -
[4__3_(%6 - 71)1]
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R - estadistico (RST)

L -al | :
RST = IMaX B '
t: 5|-~|{L

donde O y t) son la media y varianza muestral corregidas,
Y de estos estadisticos estudia su potencia mediante procedimientos
de simulacién, llegando a las conclusiones siguientes:
| 1) Entre los procedimientos para la deteccién de mas de un cutliers
el procedimiento STR es claraménte el inferior,
2) L&s otros tres procedimientos se pueden considerar iguales,
aunque el ESD es ligeramente ﬁmejorg
3) Para efectos‘computacionéles da el siguiente orden de menas a
mas complejos, RST,ESD,STR,KUR,
4) E1 procedimiento preferido derd el ESD, que es generalmente mejor

y computacionalmente es muy razonable:

Hemos dado hasta aquf un breve esquémé sobre reglas de deteccién de
outliers para poblaciones normales univariantes, Una de las lineas de
investigacién en este cémpo del Analisis de Datos consiste en encontrar
réglas de rechazo para muestras procedentes de poblaciones con diferen-
tes leyes de probabilidad, Asf el trabajo de SHAPIRO - WILK (1.972) para
el caso de una muestra de tipo exponencial o el mds reciente de COLLET
(1.980) para conjunto de datos extraidos de una poblacién con distribue

cidn de Von Mises,



1.2.2; Qutliers en poblaciones multivariantes,

!
/

Segdn acabamos de ver la mayoria de los criterios de deteccién de
outliers, para datos unidimensionales estdn basados en estadisticos or-
denados o en los tamarfios de los residuos, ' .

En 8l caso de poblaciones multidimebsionales surgen problemas no
existentes en el caso anterior Yy que hacen aumentar la complejidad del
estudio de reglas de rechazo.para datos multidimensionales.As? paor
ejemplo; la imposibilidad de ordenar las observaciones, que una obser-
vacién puede ser considerada outliers. porque existe una gran varia-
bilidad en una de sus componentes o porque existan pequefias variabilids
des en todas sus cdmponantes etc, Conviene tambien sefalar aunque parez
ca obvio que una muestra p ~ variante no puede ser estudiada como un
conjunto de p - muestras univarianfes pues se perderia el sentido de
dependencia o correlacién entre las variables e incluso pueden aparecer
outliers unidimensiénales y sin embargo el vector del que es componente
no lo sea. .

Como GNANADESIKAN y KETTERING (1.972) seﬁalan? " La complejidad del

. caso multivariante ,lleva consigo que sea infructuoso buscar proce-
dimientas de deteccién de outliers s+ que sean vélidos para todas las
situaciones, Mas razonable parece buscar procedimientos de deteccién
de outliers contra situaciones de tipo especifico, debiendose construir
un gran conjunto de técnicas con diferentes senéibilidades, de forma qu
un outlier para una cierta situacién puede no serlc para otraf

Podemos decir que las primeras publibacianes sobre deteccién de
~outliers en este campo, son una generalizacién del trabajo realizado
‘por FERGUSON en 1,961 sobre deteccién de outliers en poblaciones _

normales univariantes, Todos ellos tienen como base 8l exponente de



la distribucién normal multivariante

QUC.)A.Z) = @gx) =(X‘)")lzhﬂ(x‘)*)

y se considera este estadistico como una distancia dentro del espacio

de las observacicnes normales multivariantes, Dicha distancia est4 estu
diada bajo los supuestos de que se conozean los dos parametros }l‘ y
uno de ellos o ninguno de los dos,

Para todos estos casos sé realiza un ordenamiento de las observee-
ciones basado en la distancia‘antes descrita y se toma generalmente com

estadistico para decidir si una observecidn S 0 no oufliers\
T = Mex Q )

Asi si }L y<22, sam conocidos, tendremos estadisticos ordenados de
una distribucién gamma; y aﬁ este caso se compara el estadisticomT” con
un punto critice dado por un nivel de significaci6n. . fijado de antee
mana, Dicho punto critico podemos obtenerle de las tablas dadas por
GURTA (1.960), para la distribucién de los estadisticos ordenados de
una distribucién gamma. | ,

En el caso de que }Lu y..zglj'o.uno de los dos no es conocido la
~distribucién de——r— no estd determinada de forma exacta, sin embargo
SIOTANI (1, 959) da una tabulacién de una distribucién aproximada a la
de_T— .

Quizés el estudio mas riguroso sobre deteccién de outliers, es el
realizado por WILKS (1.963), quien da un estadistico para detectar k
outliers k=1,2y00.00 5 basandose para sllo en ideas geométricas, Asi
si se tiene una distribicién normal p ~ dimensional, de la que extrag—
mos una muestra de tamafio n ( n > p),.como estadistico para k = 1-

comsidera lo que 81 llama razén de dispersifén uni ~ outliers . Y Que

- 15 -



representa por . ' e

W | o
A, A8ewl W
4 ‘.S(“)\

siendo la rezén de dispersién k - outliers

(i) ‘
Ri - ls{é‘“, AJz(Q)

donde fSuw es 1a matriz de sumasde cuadrados y sumas de productos de n

observaciones muestrales y ESH)A) es la matriz de s, c. y s, p, de n -1
observa51ones de la muestra de tamano n donde se ha quitado la obser—-
vacién i - ésima,

El estadistico (¥2i se puede interpretar como la razén de los voll-
menes entre paralelotopos, ya qus WILKS (1, 962), relaciona 153(n)\ can
el volumen de los paralelotopos formados con o puntos de los ny el
centro de gravedad de la muestra X (Xn. Xao--- XP)

Con este estadistico Wilks considera que el mayor "candidato" a ser
un outliers es aquel elemento muestral que alcanza el ﬂWLn GQL y
serd considerado outliers si es menor que un cierto punto critico ,
determinado bajo un nivel de significacién dado, mediante la distribucién
del -mén Qg _ -

En 1.972 GNANADESIKAN Y KETTERING realizan un trabajo de recopila-
cibn, en el que uno de sus'puntos trata sobre deteccién de outliers en
poblaciones normales multivariantes . Estas técnicas estan basadas en
procedimientas gréficos entre los que podemos citar uno para deteccién
de outliers en analisis-discriminante y el basado en el analisis de las
componentes principales, | .

Sobre este ultimo m&todo HAWKINS (1.974) hace algunas modificaciones

- 16 -



realizando aplicaciones sobre datos gedlSgicos y dendo una comparacién
- entre diferentes estadisticos qQue surgen a lo largo de su trabajo, ‘

Es obvio que una forma gréfida para détectar outliers en distribu;—
;ciones bidimensionales o tridimensionales seria representar la nube de
puntos de las observaciones y ver que valores de la variable se aleja
de lé misma, sin embargo para dimensiones mayores esto nos resulta impo
sible, ANDREWS (1.972) propone una técnica para representar observacionse

p - dimensicrales sin ninguna restriccién para p., Afirma que un dato

p - dimensional )<: (XJ.AX2.~- 1 X%)define una funcidn,
$ (4) - + X, &va{ + X5005JL+X\¢ Sen. 1 4 X5 (05,21 4.
X \L?)
, — { —_— : !
siendo dibujada_esta funcién en el recorride - N % _ £ «Andrews

aplice este metodo a un trabajo de antropologia, .Esta representacién
gréfica de puntos p - dimensionales es aprovechada por GNANADESIKAN
(1.973) para darlotra técnica de tipo gréfico para la deteccidn de
autliers, _ . ’

DEVLIN y otros (1.,975) describen Qn procedimiento‘péraldeteccién de
outliers, al utilizar el coeficiente de correlacién, bésandooe en ia
funcién influencia dada por HAMPEL (1.974) aunque ellos utilizan la

funcibén influencia muestral dada por )
N
(% ,0) - (n-0) (8- B) 22 oom

o

Este metodo tambien estd basado en representaciones gréficas de esta
funcifn influencia, En este mismo trabajo podemos ver una aplicacién
al ejemplo que toman de FISHER (1.936) sobre la longitud y anchura de

los sepalos de cincuenta plantas de Iris Setosa,

- 17 -



Por ultimo para acabar esta breve resefia histfirica citaremos las
/
obras de GNANADESIKAN (1.977) en la que expone diversas técnicas para
la deteccién de outliers multivariantes y la mds reciente de BARNETT

(1.978) dedicada toda ella al estudio de outliers en el Analisis
Estadistico de Datos;f
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2.1, INTRCODUCGION. A

El objetivo de este capitulo se centra en la cbtencién de cri--
terios para la deteccion de outliers, basandonos en el concepto de
funcion influencia introducida por HAMPEL (1;974). Estos critericé
estan dados, para situaciones -en las que se requiera aplicar una tec-
nica de analisis discriminante, y han de aplicarse una vez obtenida
la muestra; antes del calculo de la funcion discriminante,‘donde va
no seran incluidas las observaciones consideradas outliers,

A-contiﬁuacion introducimos algunos de los conceptos, que se van
a utilizqr a lo largo del capitulo.

ANDERSON y BAHADUR (1.962); dan un procedimiento para discriminar
entre dos poblaciones normales multivariantes, Np(}xi, Eii) y
Nb(}iz, E:z ) no singulares, con vectores medias y matrices de cova-
rianza distintas, Formalmente el problema se resuelve de la siguiente
manera:s |

Sea b un vecfor p ~ dimensional de componsntes reales y ¢ una cons
tante real, una observacion x p - dimensional es clasificada como pertg
neciente a la priméra poblacion si b’x £ ¢ y de la segunda si‘b‘x > Co

Las posibles brobabilidades de errores en el procedimiento de clasi
ficacion 80N, .

| . - by
€ = p [X eNP(HMZ*;)/XeNp(}“'ié)]: A °}i:r;(o,4)(c(8v }1%“)

£

‘E)),“C

62, =z @{X _&Np(}‘i EJ/X é NP (}LZ,ZJJ: '1 - };(0'3)(7%2—:97’5« |

Se trata de minimizar las probabilidades 81 y Ga o lo que es lo

mismo maximizar los argumentos,

o C-buy | . by —¢
At (b, b | “a (b= b)%



Anderson y Behadur demugstran que el procedlmiento definido por.

b: (J”Z 4'3\2:447) (}‘LZ"“A)
/con ' C- b/llz )\IO/.-.z,b B}Li-t»}\ABEJ -

,para )‘i y )\2, arbitrarios tales que A >*4+)\'32—‘Z sea definida positiva,
es un procedimiento admisible, -

El problema surge al determinar '_/\i.y_ '}‘g de forma que se cumplan
las condiciones anteriores. Para su resolucion existeh varios metodos,
Nos basaremos: en el px."ccedimiento minimax gue consiste en igualar ?«.1 y

Z.e por lo:que las probabilidades de clasificacion correcta serian |
mayores que 4/2, y se verifica )\4:4— .>\.2:/\ .

0:%; - Z=bIXZ, - (1-2F,)b
y esta ecuacion tiene solucion unica ya que Z es creciente con .;\ y"
'Zz es decreciente con N

Por otro lade CHERNOFF (1 972 , 1973) utilize come medida para dise
criminar entre dos poblaciones N (JJvﬁ . Z. } N (}{,R, y 20y ) no sine.

gulares y la distancia S

Sh_ SO, +(-A)72) b

" donde t verifica las mismas condiciones que las del .procedimiento mini-
max descrito anteriormente y por 8 representamos e].vvector diferencia
& = Pea - Py
Dtro concepto de gran importancia a lo Iargo de este capituln es el
de f‘uncion influancia que podriamos definir en la forma siguiente.
sea L) un espacio metrico spparable y completo, sea’l una Funcim
vectorial definida en un subconjunto del espacio de todas las medidas
de probabilidad sobre -Q— y con valores en el espacio euclideo k - |
- dimensional IRK y sea T una funcion del dominio de "] . Si notamos
S,

curva de influencia de "I" en 1 se defire, mediants el limite,

la distribucion degene;‘ada en un punto arbitrario we Q) sy la
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&T[u £)F+£8w] —T(F)

/ €I, )= Pim . _

g0

si este limite existe para cada \W/ €~Q— .

La funcion influencia trata pues de reflejar la posible "influencia"
o "perturbacion" que experimentan los pérametros poblacionales, bajo la
hipatesis de que la variable'proceda de una poblacion con funcion de
distribucidn (4- E)F%—ES en lugar de E) ° CI () va a
dapender del punto en el gue suponemos estd definida la distribucién
degenerada, por lo que dicha funcion pyede consliderarse como una tras-
f‘orma,cion de la variable aleatoria, y tendrd por tanto una distribucién
de probabilidad, »

" E1l procedimiento a séguir‘ consiste en determinar la distribuciﬁn de
la funcion influencia bajo la hipotesis de que no existen outliers es
decir que la variable no se distribuye segun la distribucion (A+&) T+
+ £ 8W o Para in cual serd necesaric que estudiemos, como son per-
turbados los parametros poblacionales al considerar la distribucién
(i -E)F + gé}w y calculando a continuacion la funcion inmfluencia

CIT"F y por ultimo su .‘distz‘ibuciﬁn.

2.2:. CALCULD DE LOS PARAMETROS CARACTERISTICOS DE LA DiSTRIBUCIDN
PERTURBADA,

Sean dos poblaciones N (}-Lﬂ ' Z ) ¥y N (}""Z ' Z ) no singulares,
Representemos por }ﬂ (w) sy la f‘uncion de distribucion perturbada

de la funcion de distribucién ']__ (w) de la poblacion N ( }Li . Z. ).
. Definida por

T = (- e)*r‘;cw) +€8v

donde €E €A con 0O £E£ 1.,
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Pasemos shora a calcular los parametros caracteristicos de la dis

gt W - : -

tribucién E} Que van a ser necesarios pars la determinacién dz la
curva 1nfluencia

/

Asi la media de esta distrlbuulén sS8ré.

1 , )Li(q* JWoH’ (w) = }*’1 +ELV‘]-/J('A

Por otro lado la matriz de covarianza de la paoblacion perturbada,

gue notaremos porfzzi(}1f>, toma la forma
Zi(ﬁ*).:J(W P T oz (46077 et - (W)
51 notamos | .
‘\ﬁ]"fkd':;{
s (Y = pya-ex
(B = (1-8)72, + XX -

]
Veamos a continuacién la forma que tandr;a 1a matriz ;Zd = ,Ldi~#

tendremos

4—(i JK)A;JZ » bajo la distribucion r4 s yYa gua dicha matri7 va & ser

utilizada en desarrollos posteriores. Asf

SR A EY (1N, - 3\57,+g)>><><'

- cuya inversa es:

el :{ZZ —)\EZ4+5AXX'} ;{(Z .ﬁ_-g_J\zd)..
(T ed(Z 32 %) = (L e Mz -2 5 (2005 )

y aplicando la igualdad matricial (BELLMAN 1.965)

(1+AB)'=1 - A(T+AR)'R

se obtiene

{Z(ﬂ"‘)}t{ I, - eMZ -2z y(Lrerx(m-e07, ]

J
X (Z - 55‘24)-1“
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(AT A (S -ATL)  x (3 - ear)
=T " Lee A (Z-eA =)™

gh (T - eAT) Txx (5 ~e AT, (1)
L+e A (2 e A%

—

Désarrollando (1) en serie de Mac - Laurin en funcion de € hasta

el termino de primer orden ya que los restantes vendrian dados en fun-
K
“cibn da £ - (Tﬂf> 1) , y estos terminos se harian cero al efectuar
el calculo de la funcion influencia, resulta
-1
K e # -4 -1 -4 ——
{LG’{ )} =(I, +e AT )5 Ly e T

habiendose utilizado para ello

R e S Ivh

Por ultimo el vector é; se trasforma a su vez en

%(E*) 3)“'2, “)*4(‘}:;*)::5 -£X

A ' v
243, FUNCION INFLUENCIA PARA LA DISTANCIA 53 .

En este apartedo se estudia en primer lugar como seria esta distan-
cia fsz, bajo la hipoteéis de que la distribucion de la poblacion es
de la foma(if&‘)_ﬂ(wﬂg&‘) para ello bastard utilizar los parametros
perturbados, que hemos obtenido en el apartado 2.2. A continuacién
déterminamos la funcion influencia pare este parametro, y por ultimo

calculamos la distribucion de dicha funcion influencia.

2.3.10 Ca'lculo de Sz(—{{;*) °

‘Pbr definicidén

S*=a(-N86

y basandonos en los resulitados delnapartado anterior



: . 4
S - AU-NE-ex) (I, r eAT )T - AT X0 2
(3-£x) = MU (T rer =78 ) 278 _eAYE xS é -
2")"‘8 L AN X 06

S ok g N S 2T XXL X4

- EXUF-» N
S

5t
+e X(IFH&J\ z:) _ AT )x

Y debido a que en el calculo de la funcion influencia tomaremos
' A 2
limite en £ para cuando € —e 0 podemos despreciar sn S @E;*) , los
terminos con potencias. de £ mayores. gue la unidad. Por lo que esta

distancia perturbada quedaria

S = A1 W[E T2 e n(s L) -
-£J\<s--ﬂx> nzgs“ |

' 2
2.302, Funcion influencia para ;S °

Clgg () = i S(:r*) @)1 40
st ) = Ji | RSN

ST, s S S - 2627

' : : : ALV ‘
Y si realizamos el camhio de variable y:é ya .X nos resul-

taria

(T, )= 5C-DASTE, 6 - Avr- 2Y)




2.3.3., Distribucion de C:IS‘JT .

, Calculamos ahora la distribucifin de la variable CI &f(w) bajo Ia
hipotesis de que W €. N ( g ‘2.4 )« Esta distribucién que seré
utilizade como veremos en el apartado 2,6 para la detsccion de outliers.

si Wen ol Jea s Z:)

entonces u j
iv—ﬂ ——u -
Xen(o -Zi e Y w(0,35 578
Y si llamamos Z a la variable y tipificada se tiene
N
z (6 < i< Z 18)

La funcion influencia en f’un016n de- Z nos guedaria de la forma

C’ISI,FJ(W): J\(i*‘./\) {1\52:"1 o 18 _>\ 8 Q_"i s ;““‘g/ _
BRI« ISR

SRR YATA 5@ " 657 z*fgy)

y llamando ' _ ‘ 1(2'

t . }' - : 4 . .
0132'}" (W) z Z ’Y"X(E'v—‘xz‘izdg/\%‘)
'y dado que. Z 1( 0, 1) tendremos que

Claag, (W 63((1 *'»5_54; *g)

A continuacion damos un lema con la intencién de aproximar la ley

chi .- cuadrado no centrada mediante'una distribucién gamma,

2.3.3.1. Lema . Sea X uma variable aleatoria distribuida segun una 1éy
chi - cuadr'ado' no centréda con r grados de libertad y paremetro de

| descentralizacidn J/Z .. La distribucion de la variable cX dondé

es una constante real cualquiera, se puede aproximar por una ley gamma

@+ , - _
'G(aqu) 9-»3(412%&)
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La demostracién es trivial basta tener en cuenta la aproximacién
de PATNAIK (1949), .

Por tanto la funcion influencia de Sz nos quedaria de la forma |
_ toer -4 <t Y“'i i 1 - :
Clge W)= AL EZT, T8 o 4 - Claa (W)
donde C g»—&w se clJ‘ stribuird en vif‘tud del lema amterior como una gamma

C O AP ST ,\Zgz,iz Y
(w Ve G2 N8 =T 42*6(}\2’8 2L A XUNE T N s

2.4,. FUNCION INFLUENCIA PARA LA MEDIA. DISCARIMINANTE,

Obtenemos en este apartad(;) la funcion influencia y su distribucién, i
para ‘la media discriminante de la prlmera pablacién Bi‘q y para la
de la segunda. 1’3)‘42, . .

2.4.1 Calculo de bl (u) y b (5.

Teniendo en cuenta los resultados del apartado 2,2
b}L (FY . YEY) =&Y 'A}L(T (X “ex) I +EATT Z)s
CENT xS }(}L FEX) = 3(1 FENTY zﬂ) )ﬁ-— |
S EA Y T Ty - ex T FENTT ~457 Jo

- et Jody
+ez,X><‘2'x><'Z ‘Mﬁregh +g)\2’zﬂ;z X

5 |5
- J\SZ"XXL X -gx’I rEANTT TG X+

p e S e S x



B (7Y - YT uz*)}“)wz S (Teex) YT red 208) 20 -
/ - ' - -3 ' -1 IT-‘. -
- EAxx 2, j}}“ - (T, +eAZ )T ftz.—e)\gz X' Ky
- . -4 -4
~ex' | T, +eA DT} L ‘yz £ RN X XX Z
y dada la definicifn de funcion influsncia podemos desprgciar, los

terminos en £ de orden mayor que ung, Luego las expresiones anteriores

nas quedarian.

b)‘ (F) EZ )*1+&J\SZ~AZZ'}JVA 8.}352 XXZ u.,j
-EX Iy g8

. s
B3 - 82 ;Lz,4exsz‘:ZL I
- ex > L&b 4

2.4.2. Funcion.influencia para'_BH1 y Bﬂz; .

Aplicando la definicién dada de funcién influencia resulta t

by o}
<1

CIB)AJ-] (W)= A3 2T, Zd}ki -V ><><'2:“I'/uJ X 402 ,4

Siem < O MEIVIVE M PP P
0Ty 500 ASZL T - DD X D X D

y notando : \ 7
y = B' Z-‘l.X y U;_ = JL"L Z:{,X e 4,2

se obtiene

mié,u,r,(w) = N 8'2"2‘1,2"}5 SAYU-U Y - l



&)
2.4.3., Distribucién de CI{,’F,.,.E y (_,Ig,‘z,;r,. .

/ En este apartado vamos a calcular la distribucidn de la funcién
influencia de las medias discrminantes, distribuciones qus seran ;weoe-
sarias para la deteccion de ocutliers,

Para ello necesitamos de los siguieptes lemas:
2.4.3,1, Lema, SeaV un vector aleatorio bidimensional distribuido
segun una N2( }.L ’ 2o ) no singular. Entonces la funcion generatriz de
momentos de la variable ? obtenida al multiplicar las componentes del

vector aleatorio XI viene dada por,
L U n) g GG (840) l
X

t
(y L 89aeYE )T T agi(iopY) £ ;
*)%Qe)'(& R ) LX?' 1-260 0}@7_('1@ J
Tz

o 0) uw)(mdw;))’“ (-0) ©gellof
G‘G‘l - T % >
TR

2%

\3');:-

donde ? es el coeficiente de correlacidn entre las componentes del

"~ vector .

En efecto

V- (F) N () G )

‘Calculemos la funcion generatriz de momentos de la variable”%{ix.y o

¥ 00- 6le®?] Bl By |Ex[e™ /]

E.X[ e(Q,\J)-)%y:*_j] : Q)c\a{@fj(y.l +§>%;(z\j “J}Ll))*‘%qi(j"f)z) Qz,ji}
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Luege o o 2
% ; 2 O A
93100 = Eylexphpoe g o)) 03 ¢ 4 oru-pr ot
ya gue |
- 2,

1 . 4 (9}‘1+%‘9<%)*19) B
‘{)(g) ex}a.'l-—é;;%}- 9*?-1’2’ _éri-crf(t-el}'ei-az?g;e
AN S '
A R TR

Realizando las siguientes desaomposicicnes:

- 2§90 0 - 6o (4 - ¢?) 0%z (1 - g 6Cap)(4+ v.ﬂ;_Q(i-f)/\

4 (o w45 - pSped)f I ] P A AL
= pYo-2pZe X F 2G4 (?)
2 .

R r4 ) L G:L)Z,
(3-9) (15 e ) N (tep) (o= o & |
harat(4-(*) (i- 65.0,+f) hsrar (s §t) (B (4 p)

La funcion genératriz de momentos que se obtiene rj*g.e ot "*F)
' : - A S D (s )® QTG U+
{, (o). gemud“r(’)) ‘
\{)g ) - (AJ - > xp.

L TEEEEO- Y &
GG (|-(>) -4 ) (Lap) (v )t (-9) ’Zc:r_'_c.}_f_’..‘_ﬁ) l
»(§-2(-9) *—25;—“) exr,{i‘ CAITAEN R Z

§ 28 omre) T J
1 - 2(-9) 95 =P
Z
2.4.3.2., Lema, Sea X uné variable aleatoria distribuida segun una

chi cuadrado no centrada con un grado de libertad y parametro de

(4-¢)( T“c R o)t
R Tra? (i-p?)

independiente de la antg—arior y distribuida segun una chi cuadrado no

dascentralizacién y sea Y una variable aleatoria

centrada con un grado de libertad y parametro de descentralizaciéin.

2
(4+6) (J‘l“"”)“q‘) ¢ Entonces la variable.
.. 2:(’]7‘0'12‘(3'f)l) .
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H_ G, 0% (3+H X - &3|GL (l P) y
- R

tiene como funcion generatriz de momentos.

L.(‘W(“ﬂ‘+#ﬁﬁ 7.0 (nf)l
th ) - (/l ~2;900‘,(l+f’)) exP. { —% GJ_(‘_&Q. . )

(e f) (pad, -0, ) 2 (-9) ‘&E‘_ﬁ) l

1
x - . a, g; ()*f’)) . 3 . <T.7-<J,_‘L(l )
(i 2( 9) —%z — @XP{ i-20 9)<rvzm €] j

La demostracion es trlvial, basta utilizar la fJﬂCiOﬂ generatriz

de momentos de una distribucion chi - cuadrado no csntrada (PATEL 1976)

2:4.,3,3. Lema, Sea U una vafiabie aleatoria distribuida segun una
D(Z(A,QO y sea V una variable aleatoria distribuida segln una )e(ﬁ,QJ
independiente estocésticamente de U ; Sean r,s dos constantes reales
positivas arbitrarias, Con estas condiciones la funcion de densidad de

la variable aleatoria T = rU - sV viens dada pors

©o 9 - ’zJ/Z "b_ K@"Z}é _{E )‘{ jx t4+x . _2(~ ‘
W)= Z__Z.__a < k<'2/) 71 ) “ﬁé——')?{ﬂ;(jjd»

kOdO ‘ e

donde ﬁgh4 es la funcion de densidad de una variable chi cuadrado cens
trada con 4i+4 grados de libertad.
Ademas la funcion de densidad de T puede aproximarse poar,

T+ K {X’(i.%) () Lo

i .-Qz (5 -’FI“ y | T
(“‘TS)//%@ - S gixzu.m)(’}-‘) 170

En efecto:

Para hallar la funcion de densidad de la variable aleastoria T ’

hemos de calcular la convolucifn de las variables rU y eV,

,m-32v.



Por ser

- 2 \

Ue }C ( )
esta puede expresarse como mixturas de variables cusi. 1buides segun
chi cuadrados centradas (JOHNSON , 1970). Asi la funcion de densidad

de U se pueds expresar

2 oW (1
1, 0) = \ 6 (E’fz-m-%ﬁ'ﬁ
HMD T XA V)
donde sz%k 5)) es la funcion de densidad de una varisble alestoria
chi «» cuadrado centrada con 2H +4 grados de libertad,

Por tanto % ;:""fCJ tendrd como funcifn de densidad

oG ! .
) S o Wa (VA ) g =
ﬁ,-“,(z}: AN R St S D, =
SR T KT ¥ JXawsd) s
Analogamente se podrian expresar le funcion de densidad dg V vy sV,
Luego la funcion de densidad de T vendrd dada por s ot
- ~ k . «ﬂf - {‘vg‘ [" Q}J ( iy iil\ = */ ‘\1
(" I adxeS ST €% (W) (]9 1999 )
U - fn‘U(%H) (>< /S ./ = T }A_W___:w o
j Ko J:O € ~ ¥, %
e

y la integral que eparece en esta Q}.tima expresidn repz*eben*'ﬁ 1% Funcisn

. won -5 v B - S N
de densidad de la variable T =2 U -8 donds U € xuxm) ¥ \[ € ’}”f-?j*i}
gue viere expresada pon

" 3 73 £ 9 o
c@k+d,2]+4) t*”‘*«‘» ©%r U(ésji , 5/4-% ‘*% z) TR
P(%_“J;ﬁ) _ Z

SN R

A ‘ ' :
3{2x+1.z{+.(§t)° ‘ . . 5 ) !

e

1S

Jopaw 1 [ ~ g 40
C‘(Qk‘Fj,Zj%_j) (u—t}kil Q-?-n L} (‘2.24;._“ : 1/415 /[ - ’; t
I'( il.:&:i) ‘
donde C‘;i{Z.iu 2+ ’-5) g Lt %ﬁy U(CL‘ bfz’,) co 1a coroside

funcion de Kummer (A-BHAMGWITZ s 1972),
Y utilizando shora la aproximacion dada por PRESS (1966), results

para la funcion )“LUC) la expresion




i i Q“WL, (n}/z)K é‘nb’z {(1&/2 ); C(-UH.{ QJLLA—)( 'Ukﬂ QltS'/ ﬂé{)\-(m'/l)

g TR T TEY e
/ téo ’ ’
h(t): t (j+'%)
} ) Y 3 ; K+ T+5 v
B2 (L) () e (2Kki4, 20 4) Jt ’ e T (Er‘s t)
t>o

"y mediante sucesivos caluulos se obtiene finalmente:

(%)'be '%(i 23 ___é__ £><1(;'\.f‘1) (?g—) t 40,

it | S o
(«r’{ )/Z e w0 VTS)_Lf £ ) (t) ?t>/O

+S ”

Veamos ahora la distribucién de las funciones infuencias para las

medias discriminantes., £n el epigr‘af‘e 2.4.2 ss ha obtenido que

Cly, 5 () X8 T80, 57, — (W (U, - 24)5
| CIB}LI.TF;(W) :.}\ E'Z-jz“vjz.iﬂz‘“ (AY+4) UZ’ |

Ahora bien bajo la hipotesivs inicial de que'\'(/ no es outlier, las
variables .Y ' Uj y Uz, se distribuyen

Ve Ny(0, ¥4, 575)
Use N, (00 T r, L5 )
U, e N, (0, )g DT M y)

Consideremos las funciones |
! foeed o o 1

Clhh}-;(\(d) = A3 L jZ_iL i)ui L e CIB}\A,X(W) z
- (O (U, - )

e 34 -



=AY+ U,

Ya que si toda combinéciﬁﬁ lineal de las componentes de un veStor
aleatorio es una variable aleatoria normal, aicho vector tambien se

distribuye normalmente (DUMAS DE RAULY (1.966) ), por la dfinicion de

. las variables

(AY+ 1)y (U - /\-)

y en virtud de aste teorema de caracterizacion , se tiene

X944 RTTETY AT, T,
U "'/_/\ \I ST"“"‘ 2 Q’i /Li‘,—; ZJJL/‘(’J

luego se verifican las condiciones de los lemas anteriormente demostra-

dos y por tanto la Funcion de densidad de CAB* ylWOSBTéS

1-p\¥ (2 - %) ] 149], 2 2L,
( ) expi-4 [z el 2 }"@.«L(‘H) Ty, ol ) F“?ﬁ’r
C Iy (w) L0 T /

' Y T, & ZA:I: i
n (/ +a,) R g' ( ) s/ S
( '2,9) Qyt,{ —42—;[ ?Lrl(‘ P)i) 2 G"G";_(H'f’ (1 ( ff‘¢1(5+(’) )
C I‘S}‘.I\‘:J (\/\l) / ‘ |

dande

' ;;«'zq-‘z “+€)

h( I'):

kGZQ&Cé

G\ T L s

O:-L: V}‘J Z"le“'}’h.

). AT I
f= G %
‘& Analogamente todas las combinaciones lineales de las variables

({:V +4) vy ()Z

son normales , luego
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[tYed TS ‘z‘:"Z“‘"S , )\S'Z*ZIZ‘}%>
( UZ)GNZ (O) }\5 o SRt P ' -2—_-1——. =-1
12 I’ }‘% 2.4 2 }Jz, ~

~ y por los lemas anteriores, la funcion de densidad de CIB).L oy \’J)es

(4 P)% exp{ [ é’«um] ‘,’Sf} G%@ ][xz(i r,'aé;lu,-?))< ZCIbyZ,)

G, G2 (4-0)
GrIb)thj (W) 20 ,

o CI
(ro\Y 4 P12 7[ ( e lﬂ)
G;F) ZexM“‘z[wu P] PR Xz(i-;:aém) T ()
‘CI;;}“.'FJ\/'/O :

.}j(@f):

donde ———
Q] - v\/\ibiz-lzjz._'a-
A (j"z' " /;'21 5= -4 Zlﬂ-'-l}ll;
f) _ .r\o VY Zdj-‘z, '

di I,
Y teniendo en cuanta el lema 2.363.1. la distribucifn de estas

variables se pueden aproximar

(S + G )
.
I' [ ( %:7‘%ﬂ) 2/(]"110‘1 (i C}
Oy )? (-0}
E}I T’ ! 2(5 i(‘; :"ZAP > Z( 2' Z«“T:U E)GT'Z(: 9/

CI;;}xJ T (\/J) LO

el ] ot
GI;-), ) M._ : i ij “t?']“‘]
J.J 0o = Gyy 3N [y 2’\4(9/
RUre Epl) " 2(ova i) o

CI.E)A, ,-FJ (W) >/O
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) o C _z X jlf_ ,, Lz 1

h ;'F 5 J ,j Jd_ 1S V?.(( -0} ,’
/ f w2 L RTA(Y (3)) ' Z(j 2 2,<r2(4 -0} ) 2 /
: clgfz.F,(W) Z.O | ;

i+,.,4__‘_ ')2' 4
b},l.r (W) o C-t i <«+e) : 1+ 2oty
2( + 24 HfJ) : ﬁ (i + R 2 G:iz(n\ ,«(;.;)Gj%‘i?

C IL;)‘Z‘F:A(W) >/ O

2.5, FUNGION INFLUENCIA: PARA -L.0S COEFICIENTES DE LA FUNCION DISCRIMI-

NANTE

Al igual que en los apartados anterior'es se estudia la furcion

influencia para el producto bb y O modulo del \}ector L y a conti-

nuaclion determinamos su‘distribucidn,

2.5.1; Calculo de BL(@) .

Se tiene que: : ' ’
BB(EY) . VRY s ?r“)} RPN I E
+eAVLT T T

~EAVE Ty T +£’z\ LB N
FEMVITIL TS L a0y
N VI, T T ke ET Y - NV T
- 5'2’:’ T, ST, Tk + 8N I S T E e T -
~EXAV TN T - 2N Pk T T S

PITL T T, -

A_‘{...—o

PN T T T 5« ST LV T X TR ke +



F X T e I T T T s @ T e T T e T
C EXTITS L g AT EN S, 5T AN I T Ty
b XTIy AR T T T - EANE T e T
- AN TT, Y - e S Z‘—"Z"’ZZ"E-;-

+ NI T T k! I e AL T T X+

= - !

Pk R T TS T s N T T ek
TIX 4 2AXNTX T T 4 8 T S

Pl

Z,Z‘ ) - 53) XN TS I 2 S A T !

: B G S )
2;4-—-1 ~ 54_/\2X'Z~1X><'2_‘ S~ 2/‘4?:- JX -
TR, ,,:ixxz.‘zixx}’x

y despreciando las potencias en £ de orden mayor que uno, ya que estas
no intervienen en la funcibn influencia. Se obtiene .
bb(E") - ¥ "“Z“S FeNT TS TS e NI e 2T -
Do x+£ASZ Rl il b 8\‘““"xx7 5o
- ex TS =

245424~ Funcion influencia para BL) o
GI_EL;F; (W) - L\W_. %\ BB(%—AM) é‘ ‘bB("FZ)} - 2 [)\ a"z-lz‘lzii"b"-

£-o0

F XTI e ZY S X

Y si notamos

V-3ZX =X'b (1) y £ =bZ7X (2)
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obtenenos que la funcion influencis se puede representar por

Clypz W = ij\ BT, b - (A1)

/ _ \
| 2.5,3, Distribucién de CLpE, ;“(w’

Bajo la hipotesis de que W no es cutlier, las varfables .Y v
f definidas en (1) v {2} se distrdbuyen

| Ve N0 ' TETE )
Nj_( 0 + 52 —122‘"3%)
Consideremos la funciféin

‘ i 5 Clune (w
Qﬂbb{hﬂf\i G&J‘? ot : Ah) jz EJ m{‘ﬁﬁi__«j

[
Y& que cualguier combinacién lineal de las variab1€8(5\¥4-§> .25
es normal univariante, en virtud del tecrems de caracterizacidn de
la ley normal se verifica que

K A /) J\Mv —555‘42 b b)“h xmvi ’
“

+d
Estamos asi en las condiciones de locs immas 2.4.3.1 5 2.4,3.2

¥ 2;4@3;3 y por el lema 2¢3@351 s se tendra que la variable

(% e 2”i )?\ . 1+ ng‘(tﬁ“ \
Cq}bbb,jtw Oic_i ’ BL ?2,-1(1 ) 9 4)“;(3‘%-

Clgemtw) £ 0

. I 2

Ll u Iy ,/(.mg;:%;z)“%@

sa distribuye

o
.
0

,(.
&
.
1
-
2

A

I3
£

donde




2.6, DETECCION DE OUTLIERS,

El estudio realizads anteriormente, estd hecho suponiendo conocidos
los parametraos poblacionales,nsin embargo en las aplicaciones précticas
no vamos a conocer dichos ba;ametros, por lo que tendremos que recurrir
a estimaciones de los mismos, mediante la muestra que obtengamos. Las
estimaciones generalmente las haremos por el metodo de maxima verosi-
" miltud, por -aguello de que es el metodo de estimacién con mejores pro-
pledades asintéticas.

Por tanto si vamos a utilizar estimaciones de los parametros PO
blacionales tendremos que calcular estimaciones de la funcién influen
cia y en Qirtud del teorema de Zehna {ROHATGI ’ 1:976), sabemos que la
estimacidn de maxima verosimilitud &a la funcién influencia , serd la
ifuncién influencia de los estimadores de maxima verosimilitud de los
parametros poblaqionales:

Con esto tendremos determinada la funcifn influencia para los
parametros muestrales., La distribucidn de la funcibn influencia mues-—
tral se distribuird asint6ticamente como la de la funcibn influencia
poblacional, de la que conocemos su distribucién y parametres,

Hemes determinado la‘distribuciﬁn de la funcifn influencia pobla-
cional bajo lé.hipétesis de que la variable \K/ € Np( }Lj ' :Zli )
es decir bajo la hipotesis'de que la variable no es outliers., Por asta
razon tendremos que la distribucién de la funcién influencia muestral
estard calcﬁlada bajo la hip6tesis de que las n observaciones muestra
les obtenidas no son outliers,'debiendo exigirse que el tamafio de la
muestra sea suficientemente grande pues estamos trabajande con PrQw—

cedimientos asintéticaos,



Sefialemos que el caloulo de la Ffuncidn influencia, se ha realizado
supsniendo gue existe algln puntq\ﬁ/ en gl cual hay definide una dig-
tribucifn degenerada. Se han extreido n chservacionss por lo gue ten-

dremos una muestre de tamano n de la variable funcibdn ind

U

tenida al ir suponiendo cada una de las ohservaciones cono aguael pune
te en el que existe dicha distribucidn degenerada, Luego sl ss cumple

la hipStesis nula de gue las n observaciones pertenscen a una N [ 1,7

PR
N {3} £
tendremos que dichas chservaciones se ajusterdn e la distribucién nuss

tral de la funcién influencia.

Como. se ha comprobadg en los apartados anteriores la distribucién
de las fgmaiom@s influencia son de tipa gemmas. Por lo que propoiemos
para cada funeldn un mé8todo gréfico Qéra la deteccitn de outliers bae

sados en las representaciones grédficas de distribuciomes

nidas mediante procedimientos computecionales por WILK, GNANADESTKAN

SR £
y HUYETT (1.962)
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ST

3.1. INTRODUCCION

En el capitulo anterior hemos dado un metodo para la détcccion de
outliers en poblacinneé normales, cuandoc se supone que estas proceden
de una poblacién con funcién de distribucién dada pOT(i-E)FYx)%-QTS(X) y
y ademds para una técnica determinada comn es el enalisis discriminante
con vectores medias y matrices ds covarianza'distintas, para funciones
discriminantes linsales,

En este capitulo lo gue estudiamos es un eriterio para detectar
outliers cuando se ha extraido una muestra procedente de una poblaci6n
Np( R , -2, ) no singular,

Para ello se supone que dada una muestra de tamafio n siempre es

' -
posible afirmar que en dicha muestra existen k elementos con k z'[zj s

' que no son outliars.es decir que son gbserveciones de la poblacién cu=

estamos muestreando, pues en caso contrario la muestra no seria repre-

sentative,

CE1 criteriu'due se propone para la deteccion de outliers ess el
siguiente: Mediante un muestreo aleatorio simple extraemos k ohserva-
ciones de entre las n de la muestra y sobre estaes observaciones hacsmosz
le suposicién de que todas son de la poblacién N?( r& s o) ycon
cada una de las n - k observaciones restantes, realizemos un contraste
de ﬁipotesis para comprobar si cada una de estas abservacionss es o no
outlier, ‘

Este contraste obtenido por el pfocedimiénto de razon de verosimi-
litud, se basa en un estadistico cuya distribucitn es ura ley F ds
Snedecor. |

Al final del capituio se incluye un programa de ordenador, para

la deteccion de outliers , mediante el metodo dado en este capitule,

ws

NOTA: Con [%ﬂ indicamos parte entera ds %% K

w- A4 o



3.2, CONTRASTE DE COCIENTE DE VEROSIMIL .g.wn,,se

Sea_jil,jiz,uuu ,;{g‘fJ*una muestre aleatoria simple procedente de
éna poblacion normal p - dimensienal no sirgular. Supongamos gue X, X, .
;X es una muestra de tamafio k extraida de una poblacin . 5

Nﬁ( }L s 2. ) no singular.

Se quiere contrastar la hipotesis de gue la obssrvacion :& se ha
extraido de una poblacifn N ( ii 2;4 } no singular ernta a la hipge
tesis alternativa da que EJ ner@eﬁﬁca e uvna poblacién N (3k e OF 2
con CL { 0. =£41) una constante real no nula y fijada de antemanoﬁ

Utilizaremos para cmntras%ar:gsta hipotesis el procsdimiiento del
cociente de vereosimilitudes, o |

Bajo la hipotesis nula, la distribucidn conjunta de la nmuestra

aleatoris ds tamaio k41, e,

{(xgﬁ<§,m_XK XTT(Z W) S iu%gxﬁ‘
L) I ep wm W2 (-

: . - . . Y
Donde &}QQL:&L_.k’ éf-y }m son vestores cuvas mmmpaﬂemtasvjii, éﬁ
@ » 2 : »
¥ &L° con | /4z]z F‘ toman sus velores sn el intervalo (- o0 ; o0 )
y por ultimo 4;§@5 una matriz simétrica definida positive, que represen
taremos por j{; > 0.
Esta distribucién conjunta tambien se puede expresar de la forma

(KSHIRSAGAR , 1.972).
(kM)f gy

b ) L)
N Qxij,{_é{r_z-a“(xw)-ju Emj{ X1Y)- m;,swﬂ (1)

- donde
K D (PN X Yy
‘}{2"‘ -~ ng yz X3
:::f"’”’f“ : Yy o £53u4 :(i‘ﬁ"TTf’ﬁ)
4 3%z~u-,“X%K y%} '
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Yy los peramnsiros }u{ ¥ ‘23

toman sus valores en el espacio DEL e
métrice (L

M@M-};u, j‘;\nmc}uém 2. >o}
51enda }>+ ?<P*5 el numero de pufaretzos desconcocidos vy que estinsre-

mos mediante el metodo de mexima vercsimilitud

De (1) se deduce que el logaritmo de la funcion de verosimilitud es

b lta) s de d Gaia, e, v) e oo o ka loing
ﬂ .

,---e-j ot

-4 jsisy - k& 4, (X—;v~

l\f

) - __,4-;.”4 (y- “) j*‘“ (2)

donds ] _
S.(: “*jg“ X E’H«i

Y (DX es la matriz de suma de cuadradaos y suma de producteos de la
matriz de datos X y viene dada por

X1 - 3“;“ Erx) X

lLes ecuncionss da veraszmlllwd vendrian dadas por,

Ve

(:&\L;L, =0 (a) =
U/’ u ‘

? L :@\‘é‘:ig-?-w,f);j%,i (4)
EWL}'

donde U”& es el elementoc gque estd en la i- &sima fila ¥ J ~ ésima columna
de 1z matriz }: s -

) ,
Escribiendo j“ por ft ¥ 5’ QD&T‘Z er estas ecuaciones para distin
guir los estimadores de 105 mmetr&s ﬁf’lgm‘zdeag de (3) se obtiens

E \5‘%&&10

:;MZ. (X” }-E' Z_A-i(.\f“
b nEeg f

y de (4) se obtiene

(OQML N i’\“}i () C‘ ; 1 4 »..11%..&
%T~”~Zﬁ('“mif “Z"F—%“—L SXD
'{\‘--3
1 0 Sy g 5 L 2 (IS
+ __2.:—“ %:!_ (X- H( )’&L.* 442%“?;@- ) j) )
=0 (5)

)

o A



habiendose utilizado los siguientes resultados de analisis matricial

(BELLKAN , 1.965) T
'3“3_-m—-<z T

% e f

donde CTJes el elemento que esté en la i - ésima fila y j -~ ésima colum

P | <~
na de EZ: y dcj es la delta de Kronecker, Y
_ ~4 - -4
’DZ _ 3 i '32 S
'-DG" ’DGZ) ~ :
Multiplicando a la izquierda por . , de la expresién (5) se

deduce, n KR4y (7)

- H+i |

que no es mas que el vector media muestral de las k+1 observaciones,

Y/ despejanda en (6) G ‘_. se obtiene ]
S 4§ -s{ FROR-R) (- (5 (Y- 6 *4}
a '.(ku)(z,_-&-‘))lf?: "b % S ) }A )A

Jluego

~

b 4TS H(R- )R- 4 (-0 Nl

L = K+

A\
y multiplicandeo a izquierda y derecha por . /;ﬂ

2 IS R -+ Y-
y sustituyendo jx por su valor dado en (7) se obtiene finalmente
2_ SN SLKH) | (8)

‘ donde:

Suensg = (XII(T = 2 B )51

Ka.g

que es la matriz de suma de cuadrados y suma de productos de las k+ 1
observaciones p - dimenéionaleijs.j{z‘.--.“,;(;,Qf o
Para comprobar que estos estimadores maximizan la funcién de .

verosimilitud, bastaria aplicar el procedimiento de WATSON (1.964).



£(><J.xz; X..¥) [lT(” () /’ex3 {- 5 Cepwzix f)ﬂ
« (21 Pz %

Bajo la hipotesis alternativa la funcifn de densidad conjunta de
la muestra aleatoria viens dada por ( GIRI , 1.977).

exp|-4
métrico (2, .

siendo 2 p+ ._L

©
4 -[f""}*a.
P(p+d)

.“- (" J
T4 ,
\ Ju) et (Y-u )3
y los parametros /UL }AJ y D toman sus valores en el espacio para-

- 00 ¢ uL o0 | -o0 A)M 200, Y, >O}
mediante el método de maxima verosimllitud.
' Tomando logaritmos en (9) se deduce.
| LL(Q ) =

el numero de parametros desconocidos y que estimaremos

be $00, X0y -_@_fléuzﬂ kot L 12| H2705
Ay oo

Y% u)(XjA)~-—LA Fo it atr? yﬁ \Uu

y las ecuaciones de vercsimilitud vendrian dadas por el sistema
A —-—
(DPML z .HZ:J(X }—‘)
o

(10)
(11)
1 PR - T DA | T
W-a 2.y j‘{J)“,O ) (12)
Wb . kg 3 S| L g ke D8 (R i -
: "1, - ‘2—’0’}1 R U{f‘l ’C ’bql
A_J ‘ v
4 ) i G i) =0
~
De (11) multiplicando por Z a le izquierda se tiene,
. )Q: X
De (12) multiplicando por oFJ,

(14)
fae¥

a la izquierda se tiene

(18)



y sustituyendo en (13] obtenemos »

\/}>

- Kt 3 :&«'\L\‘»N}W . Sy =0
/¥y por ultimo | _
, A . |
(18)

AN I
T e £
Z K%‘i I\«X
Veamos shore gue estos estimadores maximizan la funcidn de vercsi-
! 3
- (ﬁﬁij)? 4 kad LJJZ}“%’“
Fa 2
(N4,
Y

' l

militud | ¢

{ -4 sy o w #r
#émlr.-L S'X: + »%« e 27T ( - }A)(X k) +

-M;u'/[ {
277 (Y1

Lot 1

y como’

{r. Z«L(X"}*) (R-juéf - (i-ju)‘ 5K —}i)
U

tr Tl (Ypl = (Y- ) 2

y

son definidas pasitivaa ze tliens ;
" ¥ EMVRE
LAUQJ MQ) %ML SA— (K§’§3+%~L*X‘*‘5"*‘

TE |
n 4L, I - (kzﬂ}- 3 4. T 0% (17)

-,

Rotemos por )M s AZ 9 ssesce 3 .&f ilos autovalores de la matriz

;;z Sx >t enfomce&» , ‘
0 gl = . -ma-.i/z J\
,&S?\Z 'ngj\u v k«{-_{ '&f‘ ? ‘)(
y sustituyendo en (17)
: AN . K+ ( ?1
fwa(Qi) »L\LL(“QJ},«» 51 H&AL._ K;j)“}"é (“HIL s

s



P : :
IR SRR s
2) P . :
/ yva gue pare cualguier t real no negativo se tiene
telnt 3 1

de (18) deducimos

Lo WLQ,) ~ ke b(2,) %0
Lo Q) 5 Lol

e £ ‘- N T“ l '
y esto es cierto para cuslouier punta [ W | fJ s fa ) twgzi e
J

luego

Sustituyendo shora los valores obtenidos pera [, Z. , en (7) vy
7

(8) en 1a expresién (2) tendremos.

sl () = - (kedlp L2 - Kid
o Z ps

i : i k1)
wed) b LA _ketlp \
. kwni&z - L%QLAWdSwHA =2z (19)
’ . /
Analogamente sustituyendo los valores obtenidos para 51 ¢ ;i‘ s ¥
A : v

2- en (14} , (18} 4 ¥ (16) en 1= expresifn (10}, obtensmos.

L A
iR { oL o 20

fnax L L) < ﬁ%ﬁ L AT »—i k“&«m R g WZH? - i{" Ll (20)

EL crlterlﬁ de razdén de verosimilitud pare contrastar la hipohesis

nula es,

D -
e 1, ()
JX L
| | T Ty
de (19) vy (20) se deduce '
\ | Sx1 2%
e

14

o
h
s

s

por lo que

‘Ahora bien

o B



SWH} : Sx “";}(;TZ (X y)(X-yy

por tanto

~>\; = ; ‘}SXl = ]
1Sk 4 £ (X-9) (x|

y basandonos en la igualdad (AITKEN , 1.965)

[A+aql=1a1{s + 9 4%9)
N - 2

§+ £ (y-2SF(Y- %)

Por lo qﬁe la regién critica pare este contraste viens dada por:
‘ El X
I o
L (y-X) e (y-x) T
que tambien puede expresarse ea la fmrma _
Lo 4 Ko (y-%) 8 (Y- %)

1]
Calculemos uhara la ﬁ%str¢bucxén del esizdisticno

M(yx ) 35 (Y =)

. . e e ,
bajo la hipotesis nula de QUE‘Jﬁg‘;Kaa-»~~;J3wz:{ gz una muestra alsa-

toria simple de tamafic k+ 1 extraldas de una poblacibn que se distribuye
 segun una ley Np( [ Y, ) no singular.
§

Luego - - l
o ryéﬂf(:u‘?:) { -Xi(: ﬁﬁ(}*tl} v"![ i -é‘”')"“’,lk
y por tanto (ANDERSON , 1.958) ,
- ] |
Xelp &2

de donde

Y -XeN (o, 2 5)

= 51 -



Por otro lado pare K> b (KGHIRSABAR , 1.972)

S)C{_ N "(" IL-—-‘)
y como (§f~.X) y  Sx son independientes (WILKS , 1,962} , el esiedis
tico e 9

oy S SE %)z i

V,{,_i X y = K‘j

—2
donde 'p es una variable que sigue ung distribucidn de Hotelling centrs

da g -~ dimensional con K = 1 grados de libertad,
Por otro lado segun { KSHIASAGAR , 1.972)
wgy Uen ( 0.5 Jy D esindependients de U y

e §

distvlbulda sSegurt qu(Tw 2 la distribucién de la

- (U

es ura distribucidn de Hotelling centrada p - dimensioral

variaeble

core T gra@aq de libertad v

g- SL T
£
se distribuye segan una ley Fode:Snedecor caonp y ¥ = p 4

grados de libertad 9

Por tanto el ectad¢$ticw . _
Kep Koo(y S Y
P !/+5 (E ) (5 )

se distribuye segun una F de Snedecor con p v k ~ p grados de libertsd

Por lo para un nivel de significacién of prefijado la regifn ocritica
seré: , RN | —1 1 e
: Kepo H (Y-X)SE(Y-X)>E
%‘7 &/(—;—i (y ) /< y ")/ E«qﬁﬁbi}(”?’

siendo T, el_cuantil de ardeﬁ

i-diP‘k-F'

4 . €5 decir
[N 1.
?[ ,.L ;Flk";") 7/ ;:;“0{\?‘ k-?i h 0<



5,3, DETECCION DE OUTLIERS.

Fi

Consilderemos una pablécién gquE se distribuya segun una ley - - s
/ Ng( }& s o )i no singular de la que hemos extraide unasmuestra ce
tamafio n. Se trata de-detec%ar cuales de estas observaciones son cute
j - .

liers,

Como ya vimos en la introduccién, dada una muestra de tamafio n
sismpre es posible afirmar gue en dicha muestra existen k slementos
con K F%}- gue na son outliers, es decir son chservacionss de la
poblacibn Nﬂ( }& s 2. ) que estamos muestreando.

El metodo que proponemos pare la deteccién de ocutliers es el
siguienteay |

Mediante un muestreo aleatorlc simple, extraemos k cbserveciocnes
de entre las n de 1= muest?a@ Sobre estas k chservacioness hacemos la
hipftesis de que todas ellss pertenscen a ls poblacién pr g 25 )
no $iﬁgulara A cgntinuami&ﬁ calculameos sl vector medls de e;tas k
ghservacionss EE v lia &atwiz de suma de cuadrados yyswma de productos

Eig de estas observaciones e impondremos .a K la condicidn K> P
para que la distribusidn de ﬁii seanmAdegeﬁeraﬁa; ‘

) . xRS :
Para cada una de las n - k ogbservaciones restantes Y ,caleulamos

gl valor del estadistico )
. ~ s R -4 ——
wep o Ko (o XS (Y -X)
P K44 .
Fijado un nivel de significacién ¢f s 82 busca el valor del cuantil

§§~&.F.V~? tal bue

Pl s T gz

donde ?;f s8€ distribuya'segun urna ley F de SBnedecor conp vy kK =
gradas de libertad,

Para cada una de las n - k obssrvacionss 3/'13 regle de deciszidn

o B3 e




a segulr serla,

gi

T, < b K (V=X (Y- X)

-, b, K- F P k+j
—
se rechaze la hipotesis nula de que N e Np(}L ¢ £~ ) aceptandose

por tanto gue dicha cbservacidn es cutlier,

Midamos ehora el riesgo de error que cometemos , al suponsr gue las

'

k chservaciones obtenidas mediante el muestreo aleatorio simglgg,,“
,k_,2<g no son outliers,

Ska Z la variable alesatoria que representa el. numero de cutliers
IS
17

]

en una muestra de tamafo n, Ef podyré tomer los valores a . 4y “ebaypt

81 notamos por 8 1a probabllidad de ser outlier

P[7o] = g b L UL
LR Pu-er

Notemos por J% el suceso de que ninguna de lms k observaciono:z

extraidas de la muesbra es oatlter'@ Entonces

PLA]- A@}%r} Plz-r] -

Sy (5o la-er .
e R SN TP

e (S8
() - I N
T ) G-er

Solo gusedaria dar una estimacidn de la probabilidad Q de ser

outlier, para ello pueden seguirse los siguientes criterics



12 .~ Considerer la probabilidad &9 dé ser outlier como la probabilidad
de gue el estadistice caiga én lé regién critica, Es decir tomer @9
como el ndvel de signiﬁicaciﬁn_dal contraste

29 .. Eetimar G mediante 1a‘prdpﬁrci§n entre el numero ds observaciones
' que detectamos como cutliers y el numero de total de ochservaciones, |

3¢ .- La sstimacién de O dada por SHAH (1.988)

é:’ Qa_~ Q%l%ﬂa@
C o s i (n~4) (n- [%})-Mmz)}ﬁ»ﬂ -nfi

donde )
5

O; =i

YL

49,%w 'Elegir como probabilidad de ser cutlier la gue se desprende de
los trabajos de DEVLIN y oiros. (1;!975) , GNANADESIKAN {1:977) ,
BARNETT &1;9?8) ete. ¢ Que consideran esta probabilidad del orden de

1/n , siendo n el tamafio de la muestra,

e B e



3.4, APLICACION,

/

donde se representan las edades y salarios estos ultimos expresados en
rlibras esterlinas , de 55 de los 374 miembros de la seccién de estudi-

antes del Instituto de Ingenieria Electrica,

27.67
23.42
24,67

27,92

26,92
28,92
26.08
29.92

29.50

22,42
23.42
28,00
23.00
25,17
26,58
22,75
25,00
30,00
23.50
26.58
28,25

2930

2330°

2480
4100
2500
3380

2720
4930

3020
1970
1700
3100
1950
2320
2750
1960

2300

4120
3900
5200
3200

- 56 o

25.33
25.25
27.92
29.50
21.17
25,67

28,42

26,00
27.42
26,58

‘25.50

26.00
29.33
26,25
26,83
27.92
27.08
28,33
28,33
30.00

Aplicamos este metondo al siguiente ejemplo dado por Barnett (1.978)

2300
2200
3500
3600
1470
2690
2860

.. 3000

3100
2600
2250
3600
2750
3500
3400
4500
2800
3610
3100
2900

3600




28,25 3600 - . 29,92 3610

24,67 2030 30.58 4200
25,42 3520 o 23.83 3080
22,67 1500 T 26,33 2760
25,92 3230 | 26.83 4000
25,25 2500 28,25 3100
25,58 - 3020

Para un nivel de significacién Q( = 0,05 y para k = 10 ,
mediante el sigulents programa de ordenador obtenemos los elementos

OUTLIERS,
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CAPITULO CUARTO

DETECCION DE OUTLIERS BASADD EN LA

“DISTANCIA ENTRE  MATRICES SIMETRICAS Y

DEFINIDAS POSITIVAS




'CONTENIDG.
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4,2 - Distancia entfe matrices de sumas de cuadrados Yy
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- Distancia geodésica'entra matrices simétricas
definldas positivas
- Distribuciﬁn del estadistico distancia entre
matrices de sumas de cuadrados y sumas. de

productas
4,3 - Acotscidn
4,4 - Deteccibn de outliers

4,5 -~ Aplicacién



4.1, INTRODUCGCION.

éa este capitulo damos un procédimiento para la deteccién de out-
liers en muestras procedentes deApublaciones N2()& y :Z: ), utili%ando
~como estadistico el méximo del cuadrado de la distancia entre matrices
de sumas de cuadrados y éumas de productos de observaciones muestréles.

Se comienza calculando  la distahcia entre matrices simétricas y
definidas positivas, comprobandaose gue dicha distancia se puede definir
entre matricés de sumés de cuadradeos y suma de productos de observa -
ciones muestrales, | |

A continuacién obtenemos la funcién de densidad del cuadrado de la
distancia, acotandose dicha funcién por otra que puede ser tabulada,

Finalizamos el capitulo exponiendo un criterio para la deteccitn

de outliers que se basa en el estadistico ordenado

Ma.x A (S Sorn)  tomz (B
L

e

4,2. DISTANCIA ENTRE MATRICES DE SUMAS DE GUADRADDS Y SUMAS DE
" PRODUCTOS, 4 | o

En este apartado vamos a célcular la distancié'entre matrices
simdtricas y definidas positivas, si se utiliza como forma métrica
diferencial la dada por MAAS (1.955). A continuacién se comprueba gue
dicha distancia'se puede definir entre las matrices de sumasds cuadrados
y sﬁmasde productos ( s. c. ¥ S. p. ) de cbservaciones muestrales,

Encontrando finalmente la distribucidén del estadistico distancia;

4.2.,1, Distancia gecdésica entre matrices simétricas definidas

positivas,

4.2;1:1. Definicién, Sea;I%,un espacio conexo sobre el que se ha




: %
definido una forma métrica diferencial (c:‘ 5\ i la distancia entre dos
puntos X , VY € H viene dada por '

_ \Y
Jx.y = tnf | ds :
x X
donde %‘ es el conjunto de todos los posibles caminos que unen X
son Y .
La funcibn CJ(X,y) verifica las siguientes propiedades (.KD@AYASHI,
NOMIZU , 1.963).

dex.y)yo

d (X Y) = 0 &=>X=Y

o (X.Y] A(y,x)’
d(x,z) ¢ dx )+ dY.2)

‘ La topologia definida por c:‘ es equivalente a la topologia inmicial
del espacio H . .

1

N

Las matrices simétricas definidas positivas de dimensién 0 X p,
florman un cono convexo en el espacio euclideo RzP F ). Utilizanua
ahora la forma métrica diferencial para matrices simétricas definidas
positivas dada por Maas, podemos enunciar el siguients teorema,
422:1.1. T-‘eoréma .- Sea A y B dos matrices simétricas definidas

positivas. Tomando como forma diferencial la deda por Maas, la distan-

cia geodésica entre estas matrices viene dada por

A(AB) = j:(["j )

donde ../\\L son las raices de la ecuacifn determinants ‘E) —.}\j‘\\ =O.
En efecto :

La distancia entre dos matrices-A y B veridrd dada por

B
A(AB) - tnl|da
: X

A.

- 7L -



donde f s el conjunto de vtoeﬂos. lus posibles caminos que unen Acoﬁ
B vy d€ es 1a forma métrica diferencial,
Por otro lado se sabe por Analisis Matricial que ( BELLMAN , i965),
" Dadas dos matrices simétricas reales A y B y CoOn A |
definida positiva, existe una matriz no singular T tal
que Lo
TAT'=T v TBT:A
donde./\ s una matriz diagonal y si B es definida posi-
tiva los elementos que componen la matriz A >\ >O Vi

Como (c:iS es invariante por trasformaciones de congruenclas podpmos

escribir, 4
| A(A,B):zg{ s
donde | - Tp
(s S o7 il S (dagf
. 4]

Haciendo el cambio Yl; - Loa. )‘L i:l,.z,...,? se tiene

: . . '2 .
(A B) - inf j ds
donde ahora

= | ' R P R » "Zﬂ‘;i -"'—{L) (L, 1%
(AS)Z:L(A'IJ)Z+i(QQ rh"'e l ’()"Ze 2 8 12’ (Ciz") ey

i=4 Ve
Lo .
257 (A o ) ey ) (dg)
iz . ”f
»P"or- tanto Z |
C‘(A B) - {n{ {n{ \/i(c\rt )Z+%\';(Sen h‘(éi(fl"’rlji)) (‘J\Z‘|5>/
g, £, J |



vind) (240 F)*
m tz0
0
Y esto ultimo se hace minimo (1) si como dlsfancia tomamns la sucli

dea entre el punto ( 0 0,00.890) Yy ( h QL ger00y YUJ .

En definitiva 4
| e - ()

4;2:2: Distribucidn del estadistico distancia entre matrices de

- suma_de cuadrados y suma de productos,

Aplicaremos el resultado anterior a las matrices de s; Ce ¥ 86 Ps
de observaciones muestrales,

Ast si

es una muestra aleataoria vimple procedente de una poblacién N (}L ,Aﬂa )
no singular, entonces la matriz de 8. C. Yy 8. p. de ubsarvac1onps UL S

trales para esta muestra de tamafio n viene dada por

B = KT Feban ) X

y sabemos que esta matriz es simétrica por su propia construccién ,
ademds si no conocemos los parametros poblacionales,ﬁsin)esté distyri-~
buida seglin una ', ley de Wishart p - dimensional con n -~ 1 grados de

)

1) . E1 minimo se puede alcanzar de la misma forma si como trayectorias

tomamos
'Z"(J‘)FJ“Z& ezt sy CZA'Z“"'F
ZLJ({):




libertad y matriz asociada Z (\/(/ (n A, f') ) { ANDERSON, 1.958) y
si se tiene que H)P entonce S(n) es ‘definida positiva con probabl—

. lidad uno, esto se puede representar como ’ -

g\/\/ (n-1,5) 48 - 1

3%0 ' .

Luego podemos afirmar que las matn'ices de s. c. Y 8. p. muestr‘ales,
cumplen las condiciones exigidas para poder.definir la funcion distancia

c:)‘ (S(n-k)‘sm,) y Salvo conjuntes de medida nula,j en la forma.
A Son,8) = | Tl %

donde S(n.g)es la matriz de s, c. Y S« Pade nek{( ne-k?)p) obser-

vaciones ,.y los J\L son las soluciones de la ecuacifn determinante.

\ Sin-wy - A S(m] =0 : ’

Como estamos trabajando con matrices de tipo aleatorio la distancia

definida en (2), podemos considerarla como una ve‘arial;le aleatoria y por
tanto‘podemos hablar de laldistribucién de la variable distancia y para
calcular dicha distribuc;iﬁn vamos a nscesitar la distribucién conjunta

de las raices: Q\J, )\2.."., >\F gue determinarsmos basandonos en los

. siguientes resultados.

s

4,2,2%1, Lema; Sea X una muestra aleatoria simple de tamafio n{n> p)
procedente de una poblacién N ( Mo y 2+ ) no singular, La matriz de

8. c. Yy 8. Pe. de la muestra X ,‘Sm) pueds descaomponerse en la forma

S(n) = S(n-'k) + S(k) + I—{—(—%:—L}* (X(n—k} ‘,X(K))(X(H-K) - XK})

o

donde Sen. ges la matriz de Se Co ¥ Se Pu dB8 N = k ( n= k> p) obser——
vaciones y X(n -k) su vectaor media, siendogw)la matriz de s, c. y s. p.

de la k ( kK > p) observaciones restantes y X(K) su vector media,

S(K) + Ml\ﬁ_j")(x(n k) SZ(M)(X(“ W) X(zl) 6\'\/ (K E)

Ademés

- '74-—



En efecto X ,h o

S (1 - 42X K ol ) (T - B X
:—X‘“'W X('n-k) + -X(k) .,X(‘x)f’-’ —éL—(X(n-k)\Xm) (tn - n)C(” “))

)<<)

' T L 7
:}((\n—k) X(Yl-k) + X(K)—X(K) - ”%_‘ {-X("'k)En—k.h-k-X(n-k) -+
] -‘ . | ?t
'+X(h-k) £(Y1"k).b(*)<(k) + X(:’:) Ek‘(h—'k)){("'k) + X(K) Ev,x .X(K)]

Sumaﬁdo y restando

' !
l_k ~Xm.-k) E(n~l<},(n-k)-Xl“-K) 'lY JK’"'XUOE\'“‘XK)

s8 obtiene

Sm) < S(n K) + S(K) + (n-X%) X(n k) Xm k) -
+ l/\ Xk)x - ”"'" XV x ‘w X(k) Xm k) = (‘\L x(n k))((x)
S(n l<) 4+~ S(K) + k(n k (Xm k) - (k.)) (X(n k) /‘(fk)>

Ahora bien, la matriz de 8 C, ¥ Ss P S(k)se distribuys segun una

ley Wp (k-4,52), Por otro lado como: W [
7 . i - |-
Nna € Np (J0 2 L) y X eJJP(y. 7;)

y ambas son independientes se deduce

,lk (n-x) (X\n L — )(m) eN (0, Z)

Por tanto
( k(n- u)) (X(“ Y X(K)><ch ) Xm)

se distribuye segun una.ley pseudoc Wishart p -~ dimensional com un grado

de libertad y matriz asociada Z .

Por Gltimo como

S K (% TR

- 75 .



son independientes ( WILKS , 1,962)
/ S = S(k) k(Y} k) (X(“ w) Xﬂd)(x(n k)‘)/(m>

se distribuye ségun una ley \/\/F(K .Z) en virtud de la reproducti——

Y

vidad de esta lasy,

dtro resultado que utilizaremos para encontrar la funcion de dene
sidad del estadistico distanqié es el dado por § HSU (1.,939) , FISHER
(1.939) , ROV (1.939) y KHRISNATAH (1.978).

4.2 22. Lema, Sea S' una matriz pxp que se distribuye segun una
ley WP(K Z) Yy Sen- -k} una matriz pXxXp que se distribuye segun una ley
\‘/t)(“ K-, Z) independiente de 1la anterior y sea Sn) = Oen- k))r*S'
Entonces la distribucién conjunta de las raices de la ecuacifn deter——
minante, o : |
\S(n-k) - .>\.Sml\ =
es de la forma b

(YL K - 4)
O ) - A AT (-3 ﬁj\ -

‘-‘JL{-‘\ >
| —‘«k\oi)
T
4
- donde
0t edae oo 2dy e
y

4.2.2.1. Teorema, Seaxuna muestra aleatoria simple de tamafio n . .
( n 3 2) extraida de una poblacién con distribucién N (}& 2% ) no
singular, Sea Sm) la matriz de s, c. y 8. p. de las observaciones

T
A
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muestrales y S“..k)la matriz de s, c. ¥y 8, p. de n -~ k observaciocnes

(k>2).
/ La funcidn de densidad del estadistico cuadrado de la distancia

i = o\z(S(n-m , Sm)) = (Q,o uk J\:)z’—&- ( LOT J\z>2

donde .>\5y J\z son las soluciones de la ecuacién determinante

\S(n-k) ;',«>\ S(n)\: O

>

viene dada por 4 A-w
e = @k Mffi) un- 2P
- Aaw?

O o en el resto

siendo A = F( ] (Y‘_J)) } r(:;: (n-z)L
f(.z,‘" X J)) (ﬁ(nk@ﬂ%)fl(%)

En efecto

En virtud del Lema 4,2.2.2. kg

§0u,0:) = AW - (O A)EC M- SNV WA NS

I [lEn-) P(é -2))
f‘( (n--n) [ [(40a-e-2) (15 [(%54
Haciendo el cambio de variables
Xty
Voo by
. se obtiens : k-3

+ ’ (n-k-2 SHER |
i(xnl):. e'x) Q"(x Pt )[(i o¥)(1-¢ U 0LYix 2100

- 77 -



y si hacemos
Q - X*

- - ,
obtendremos: y ‘ ”
ey Ae T er)e‘(mmz-‘“'“'z’[(j-e‘w) ] @\0

OL\QLQ/—OO

/

y por ultime realizando la trasformacién

u - 94-\{)
t- 0 , ~ N
vg(ii{c;btiznze e ) -(Vt +r) A L (n-x-2) [( ) -\st)j
(lf(“r-“)%' ouuoo,ﬂ.ziéu

Por lo que la funcién de densidad marginal de U s viene dada pox

:Y(U‘—“X (Q- u- _e—r)e (FHY“) (n-w- z){(& e-vu (j Q-d'—):] [ )] ‘/ZH‘

0 < U L 00
Efectuando ahora el-cambio de variable
2(u-+t) .
ok u . : ) k-3
sae obtiene 1 : n--v‘-z p D quvj ’3 \3 ®
i PR T’”*'/ﬁ'-’*'-)[ i ( ¢ ﬁ
4\(“) J ( ?"” e (\fZ Z (, | )
“ . .
X‘tz (j _%{) /‘DJZ o - U A-OO

y .realizando la trasformacién

/1 - - (;& + »—-)
se deduce f’inalmente )/ o %_3
nuz ,Wlw F(nu.z 41(5(’, |wi€ uwl)
X oA (Q bewd Q uw 4 [ J
:f(u)-AQ | JL_ e )

J+w ' 0L\ LoD




4,3. - ACOTACION,

' 4,3,1. Teorema, La funci6n | | i Q/ y

o =X ! L-yo? ‘H,Z_W__l. 'J-J(n'kOZ)W];w’- —
/ ’g(U) - A @"W(n—'i"&)j (Q'n‘ rwe _ @0 BwH 0

j+w? :

-

slendo

A, LEea) i)
Tl L o2 P2 T2
estd acotada por la funcién

k-1 - k-2
9(u) = A Q'W(Lr) (3-9'\”

En efecto:

S bow? 2
ea ly ;(Q-ﬁ Trwz _ Q-J?»,;“—’v;—z)v
y ¥

f-w? : 2w é 2
' R R I o V¥ e -2 on Ywe d
- — AW u
Y =€ P e T [ (aw?)?

Juego )ﬁ es una funcién'creéiente en el intervalo de integracién
Iz (JZ-A, J) « Por tanto o
. I
sup. Vi = (4-¢ “)
I

Sea ‘ b~
~y1 : Q—‘YG (n-K-Z)\A/ "—“‘+w2_
. : I-w 1
. , K- Ar A f-2w-\
. yz - Q—W(_“ NW T Vu (n-x-2) {“*m]

esta derivada primera se anula en los puntos
\A,_]:’i-m WZ:'A‘F\TZ‘

‘danduée

Y, () 20 | _\j;(wz)w



Luego

’ v .
sgp.Jz-&

Tomemos T 2w \K-

_szz—ﬁi)kvs JEZWL — Z—ZWL

IHw? ¢ ey

e 3@ 50 QVJe(Vﬁi;zd) 5) s por lo que alecanza el supremo-en W: 4

as{ K- 3
sup Yy = (4 -e"®)F
I R
Sea
l \20(3
- e

Lowi\KeE AWl [-Lw]
O 4 "“L) Sl v

' “‘ .
e B& L0 y por tanto el supremc en el intervalo de integracifin se alcan

za en el extremo inferior del mismo asi

Sur.yq ,(_1- Q—ru quO:”) 7

'Y por ultimo

o
S daw| 205
\‘ijw -

Por tanta {

:s(u);Af })4 L Y3 )fq 1+w* 4 A Q’\u '

(ﬁ\ ..,uxowm) ) _32.__'
r(nkz (1 o ) : j}(u) \JL; 0l 400

&’\'

) (e (€

ast

’T?(U)LA 0




4.3;2; Teorema, La funcion é}(x)définida- mediante la expresidn
n-K-2 .
i e U ()
‘j(x - z, QO LX L0
Z; [ ) n K -2 J)] -

con M52 y (n KYSR es funcién de densidad,

En efecto:

Para que ﬁ(x sea funcidn de densidad ha de ocurrir que

f/‘](x 20 V’X
o0
: (x\o\x :/l‘
|

tLa primera propiedad es evidente'qqe se cumple, Veamos que es

cierta la segunda, 60
oQ ' ‘ N-¥-2 K-2,
Jj(x\o‘x: 1 ' @"\R(f’“ )(i-—Q‘K) Ax:

eaE

1
(5 z‘zﬂ’)”'] o
o0

K- 2 . r n- K- 2
] o< ( 3(“ 2') 0 ( )
- ZM K-Z,) i 4 J=0 ‘f -
STt =
3o
Héalizando el cambio de variable

ix =y | - o

. ‘ . o ‘-J
se obtiene ‘ K-2 .\J(wﬂ).

e

>

| 7004 - 5 [('“;)(.5)‘»_—-—.'——:;]— o

Jo



La funcibn de densidad ﬁCX) presenta la ventaja sobre f(u) da
c}/ua su funcién: de distribucién se puede tabular, aplicando para ello
el metodo de Simpson ., Y ademds "F—‘(U) domina estocasticamente a C}(X} .
Eo las pdginas 83 a 287 se incluye un programa de ordenador para
las representaciones gréficas de f(U) y 3 (X) , determinando dichas repre
sentgcliones en el .t_:aso particular n = 55 y kK = 10; . '
A continuacidén en lasv plginas 88 y B9 sge incluye un programa para

la tabulacién de C—l(X) en la situacién préctica n = 15 y k = 6,

- B2 -




Representacién gréf"icé de las funciones. (y) y %(X) .
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1 ' DOUBLE PRECISION FUNCTION SIﬁ’P\I(FXOA-EnRELcMAXITvFKI $) SIKINT

24 ' IMPLICIT DOULLE*PRECISIONTA-K ¢0=7} SIMINT
3 : DIMENSICON L2 o cr
L S LO3ICAL REL
e } POE Y=,
€s L HTtAUL2Y~a 01 /%,
Te ‘ X=A (1)
&s Nz E
Qs M3
10+ .. 820, = ;
11 TOD0 3 JDleMAXITY :
12 o 0O 1 T=Nen .
11 © Rz3. '
14 : JECHOD( Yy 31 4E 5. 29 NY R-Nvl.
16+ - STTHFXCXeFKI*R i 5 S S e
16 e 1 XX +H ’ S N L
17 SIMINIZSsHY 375D /(N+1.00) '
18- . TFINGERY GO TO 2
10 HZH +, §0Q
2 Us : U mz2 M
21 =5 IMINI-PREV
22y . IFEPFLY RSR/SIKINT
23 IFLOLBSIRILLTWEDY GO TO &
24s © 2 PREVZSIMINT
25 -NZY
2€v ST 3 XTA(L e SDOH
27 ¢ RETURN 7
.28 . & RELTURN - L e AR A IR : . ;
29 ENG L E . L . SIM3NY
END OF COMPILATIONS: NO - DIAGNOSTICS .
1 DOUILE PRECISICM FUNCTION FACTI M)
e COMMON Ne K
e TELMY 1344
e A PRINT 2eNvK
ca 2 FORMATL Y ARGUMUNTC NEGATIVO PARA UN FACTCRIAL oNZ'+I4e® K-'»14)
fe cToo
. 1e 3 FACTZ
fle RETURN
®e .. . . & FACTS
10 DO S IZ1leM
21 S FACTZFACY T
10 RET URN
13 . TEND .
ENO OF COMPILATION? NG DTAGNOSTICS .
s DCUBLE pPrecT ION FUNCTION FI(Ts7K)Y DA
2+ o IMPLICTT OOUBLF PRF CISION (A-Hs0~Y su~2)
k2 R COMMON Ny Koy }
Lo . RIDEXP (-omenn. ~Tee21/01, +Tes2))
Ge SEDEXPU-TSUPT (U2, #7711, +T#e2) )
[ GZDEXPI~DSGIT (U Is (IN~K =23 T# (1. “T¥W {le +«Tee2))
Tro T FLIMR=SI* Q% t(1s ~Sha{1e ~R)}s el (K~ ~33/2e 1481e +Tee2)
24 RETURK . .
Qoo END . L : T P PR S -

END CF COMPILATIONS " NO DIAGNOSTICS.
i ‘ : :
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Tabulacién de la funcién de distribucién C“ (X) .
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1e DOUILE PRECISINN FUNCTION SIMINI(FXsAsf oREL eMAXITeFKo S} STIM3NTY

2+ IMPLICIT DCUBLE PRECISION(A-H+0=2) STM3INT

3 o o e e e e e e e e e e e e b e e e e e e € TH 3N T

ye [ INTEGRACION NUMERICA UTIL IZANDO LA REOLA X/8 DE SIMPSON SIM3NT

Se [ ———— ——— — - e e STMINTY

fe DIMENSION ATt214 . SIMINT

Te LOGICAL PEL ' STMINT

Pe PRE V= 0, SIMINT

Se Comom o e ———————em eo e e G THINT
10e [ INICIALIZAR HeXoNoMaoS SIMINT
11e G e e e e e ————— - e e e e e S THIN T
12e HICAL21-A1111/3, SIM3NT
13e XZA (1Y SIMINT
b T NZ0 SIMINT
16 MEZ SIMINT
16 S0 SIM3NT
17 Cmm o e ——— ——— e e SIMINT
18« [ CICLO HASTA EL MAXIMO NUMERO DE £VALUACIONES SIMINT
19e G e e o e e e - —— e e e e —~ o= e e STMINT
20+ BO 3 J= 1. MAXIT SIM3NT
21e o e e e e e e e e e e e e e et e o e e s e een € TN IN T
22 ¢ CICLO PAPA EL NUMERD OF EVALUACIONES - SIMINT
23e et ——-- - —— m——mem—=STMINI
249 CO 1 ISNeM STMINT
2 ca R=3 . STMINT
26 [ it R e o o = e et e e e e S e e e o e = § TM TN T
27 [ DETERMINACTION DEL COLFICIENTE R STMINT
28 [ - —— ——————S M INT
29e IF(MADETs 3Y4EQ.2#NY RN+, : . SIMTNT
30 Lo e o e e e e e e e et e o = et e e e e § TM IN T
X1e € SUMA OE LAS EVALUACIONES DL LA FUNCION SIMINY
32 (R T — i et TR - e o e § TH 3N T
33 STS4FXIXeFKYeR SIMINT
Jas e e e e e e e e e e e et e e et e e e s o e § TH N T
3 8e ¢ INCREMENTAR X ® SIM3NT
I6e G e o e e e e - e e e e e =G IM3INT
37. 1 X=X +H ) STMINT
3I8e [ R - ——————————— G TN IN T
319 ¢ OBYENCION DEL NUEVO VALOR DE INTEGRACION SIMINT
§ 0 [ - —— ——— ————————————— e e S TMIN T
41 SIMINIZSaR* 27500 /IN+ 1,00 . SIMINT
4 2% G e o e e e e e e - e e e e ek e ~—SIMINT
4 3 4 TEST PARA EL PRIMER CICLO ) ’ SIMINT
4 4o [ D e i —— e e e o n e e e S TY INT
4 5o IFEN.EQLOY GO TO 2 ) SIM3NT
4Ee Com e e e e - ———— B —SIM3INI
67 [ PARA LOS CICLOS DYSYINTOS LEL PRYIMEROSMITAD DE 4 Y DOBLE BE M STM3NT
48 G e e e e e e - ~——— —emee S IMINT
49 HoH*. 500 CSTIMI3NT
5 0» M2 M . SIMINY
51s- o o e e et e e e e e e ——————— e —————————— e e S TH N T
52 4 REVISION DEL ERROR DC CONTROL STHINT
€ 3s G o ot e e e e e - e —~— STH3INT
5 o RIS IN3NI-PREV STM3INY
L) IF(REL) P=R/ASIMINT SIM3INT
£ Es G e e e et e e e e e —— e aee G TMINT
E7s (¢ SI EL ERROR ESTA DENTRO DE LOS LIMITES DADOS+FIN SIMINT
58e G oo e e ———— - e e e ot i e v e o e e § TM 3N T
5 Qe IF(DABSIRILY.FY GO TO & SIM3INY
6 0+ [ e e s e e e e e e e ——— —— em e eeS IMINT
61e [ FIJAR UN NUEVO VALOR OF INTEGRACION SIM3NT
€ 2¢ Cmm e e e e —————— - ———— —mmmmeemS THINT
€ 3 2 PREVZSIMINT SIMINT
6 us Nzl SIMINT
£ 5 B o e e e e et e e e e e ot o et e i e et s e e e ~STMINT
€ Ge ¢ OBTENER FL NUEVO LINMITE INFERICR PARA L& EVALUACION DE LA FUNCION SIMINT
£ 7 e e e ———————— ——- -— e e S TMINT
[0 3 XZA(114,500%H SIM3NTY
69+ RETURN 7 SIM3NTY
7Ce 4 REYURN SIMINT
71s £ND SIM3NT

END OF COMPILATIONS " N0 DIAGNOS TICS.



‘ 1 . IMPLICIT DNUBLE PRECISION(A-H+0~Z1

© 2e EXTERNAL F1
3= LOS ICAL REL
Ty : COMMON NoK
Se NZ1 S
Ce . K=6
Te - DIMENSICN At2)
e B8 o/ {IN~K=2a? ae2
as - K2=K-2
10« . DO 1 IRS1eK2
13e S 1 Bzpal- l)ttYot(FAcY(Kz)/lFACT(InitFACT(Kz-IR1!)t
13 . #flie /IN~K-242¢1IR 102 i
13 Atiyz=0
18e At23z3 o ‘ o oo _ .
“1Ce ’ £21 .D-6 B R P S U
16 . MAYTIT=2 00 ’ ' S B B
17 RELZ. TRUE.
18 o DO 3 I=1.270
1as AT2YZAL 2 41,D-1
20+~ AINTZSIMINT(F1e ArCoRELOMAXITo 1000 82
21 - FzAINT/ (281
2 2e PRINT Se212%F .
2 3. 5 FO”FAT(IUX"F('vDS.Q"I ='+020.101
24 60 Y0 3 B _ )
25e 2 PRINT G eNoK ) . )
26 & FORMATE®  ERROR EN LA INTEGRAL PARA N=veIfe® K='yIh)
27 3 CONTINUE . :
26 5709
293¢ END .
£ND OF COMPILATION: - NO DIAGNOSTICS.
1 DOUSLE PRECISION FUNCTION FACTCMy
e } COMMON NoK
2. TFEMY 1e3 04
Ge 1 PRINT 2eNeX
g 2 FCRMAY(* ARGUMENTO NEGAYIVO PARA UN FACTORIAL .N~'.In.‘ KZ*»I8)
Ee sroap
T ) 3 FACTZ2)
[} RETURN
9 8 FACT=1
10e DO £ Y=1eM
11 S FACT=FACTaT
12e RET YRN
13 END
END OF COMPILATIONS NO DIAGNOSTICS.
1s DOUBLE PRECISION FUNCTION F1{UsFK)
2¢ IMPLICIT DOUZLE PRECISION(A=H +0~71}
HHON NeK
3:~ . gg*!osx9:—n°on7¢u1.««N~x =2.1/2,13 3¢ (1-DEXP(=DSORT(UI PV e s (K=7)
Se RET URN .
g END
£ND OF COMPILATIONS NO DIACNOSTICS.
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4,4 DETECCION DE OUTLIERS,

En el apartado 4,2 se ha obtenido la funcién de densidad de el
cuadrado de la distancia entre la matriz de s c: Y S. p; de una muestra
aleatoria de tamafio n extraida de una publaciﬁn N ( }L > ) ne
singular y la matriz de s. c. Y Se p. de n - k de estas observacioneé.

Debido a que se puedsn extraer de (&) formas diferentes estas n - k
- observaciongs de entre las n de la muestra para cada k fijo variando
dentro de las condiciones dal teorema'd.2;2:1 s obtendriamas \
matrices de s, ¢, y s. p; :ESUhk); Pbp'otro lade bajo la hipotesis do

que los elementos de la muestra de tamafio n pertsnecen a la misma pobla
cién N2( }L . = j , se tendrd que 3 é%(i W% R C%>-O tal que:
X0 , : _
dz[s(ri Kk) (ni] q ‘J’{ /L 42 (1)
y por tanto :
\’YLOLX @\z[ %:m §m>] £ q(
Evid - az[su‘lk S ]) '
ventemente:si YY%KX (8-%) 1~ () gvesto se interpretaria afirmando
que los n elementds que‘componen la muestra no pertenccen a la misma
pﬁblacién. Pbrlotro lado los k elementos que se han suprimido de la
muestra para obtener Es(n\K) serian los elementos gus no pertengcen a
la poblacién Né(}i. ,,;El' ) ya que al sfadir estos k elementos & la
muestra de tamafio n - k se produce una dispersifn que hace que la dis-
tancia entre dichas matriées sobrepase a esa cota 41 « Estos k
elementos. serdn los posibles outliers para esta distribucién N (g& .944 ]
Ya que los estadisticos{éA ( S?khfimo ) :A.ZP.M,(K)} no son

independientes no podemos calcular la distribucibn del estadistice-

»
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ordenado Hgﬁxcn(shwnﬁi} Por ells recurriremos a hallaer una cota supe-

rior para la cola de dicha distribucién, es decir acotaremos .
- 7 )
Plmpx (S

(n- k).S(n)) > Cq.]
’ ' . u) | ﬂ';~
81 definlmos.Ei como el spceso{ci( (vi-u) SMJ>ﬂjpara 1:L2p-_,(K)i
entonces <§,l

- Plmax 415 “ s MICIE [UFM];/_‘__“@ )

()P < (1) P, 8009

Sin embargo nes interesa trabéjar con la variable aleatoria.>< con
funcién de densidad la dada én el teorema 4'3.2 s cuya distribucién gue
‘es dominada por la del eatadistico(J ( (nu)(ng .. - hemos tabulado en

el apartado a. 3,,

pIX 4@1].4 P[o\ (5 o, S) 43] ‘/‘} | 0494 00
?{.X>‘ﬂ @[@‘ (S(n iy, (m)>cq]

y en definitiva

Pl mix F(S0 80)>9](7) P S0n Sm%aﬂ
A Wqlea

Ya que

se deduce

v Ol -



En definitiva el proceéé a segulr seria el siguiente:

Dado un nivel de significacifn ¥ se determinaria el cﬁantil €1q
mediante la tabulacién que se ha hecho de la distribucién de la variable
aleatoria :XT:

A continuacién calculariéﬁos el valor del estadistico Yﬂgxcﬂzﬁﬁﬁﬂhsm
y la regla de decisién seria la siguiente,

. Yho&'xx o‘z'(g(:r)n-x),gm)) >‘fio< i=4,2,.... (Q)

L

los n elementos que componen la muestra no pertenecen a la misma pobla-l
cibn , siendo considerados como outliers los k elemsntos que se han
suprimido de’ la muestra para obtener'fg@qg,

En las paginas éiguientes incluimos un programa dg ordenador para
~ calcular el valor del estadistico ordenado hdeCJzGSSLU«S‘"O y obtener
-lbs K elémentoé de la muestra excluidos en el calculo de dicho estadis-
'tico y tue determinariaﬁos si son outliers mediante la regla de decisién

dada anteriormenﬁe.

b



Calculo del estadistico maxima distencie y. deteni”

posibles: outliers. , - -
1+ PAPEMETER NT1 5+ NGZN=§ sNIZN=T¢N?IN=2 «N1ZH-1
2e DIMENSION DATGSUZ eNYs CINy NI ¢PRIZoNI +S(Ze2) o SINV (292) 0 ¥ILT2 1
3+ eX1U 2o NG Yy CNUONG oNGY sPRY (2 oNU) 9521202} s A L2402
e el - e e 2 o o 20 P 0 e A e 2 [ —— 0 e e o ot e . Ot S | 7 o e O e e
S C LECTURA DE UN DATO QID¢FEN§IONAL EN CADA TARJETA & IMPRTSICN
6 ¢ m— e e e e e e e s e 2 R A e
Te PEAD 1-(lDATOS(I'J)'1:1-2)-J-1vN)
£ POINT 1e {(DATOS{TeJ) »I21e2 3eJ=2vN)
Ge 1 FORMATI 2F20.21
1w PRINKT 23
11+ 23 FORMAT( /s /)
12¢ 01=0
13 . J1zg
1 us ¢  eecmece—e- ——— et o o it - -t o o7 o o v ) 8D e b
16 C CALCULO DE LA MATRIZ OF SUMA DE CUADRADOS Y PRODUCTOS DBE f Ou3E
C16€s C LEN EL PROGRAMAe LA MATRIZ SN ES S)
17 C - - ——— - - — e e ot h 3 e -——
18e ., ro 2 ¥=1.N
19+ © DG 2 JT1eN
20 2 CtIsJIS=1a/N
21 Yo 3 IT1eN
232 3 CUIelI=CUIsTI1
a2y 0O 4 Izie2
Y DO & JZ14N
26e POLTed) =0
2 €e DO & KZ1iN
27 Q_PQ(*vq)—PQ(IvJ1+DA’0a(I-K)'C(de)
28 00 & IT1e2
29« DO S J=1e2
20« C{tedI=O
31e D0 § KZ1wN
324 5 S(IeJI=S{TeJI4PR{ToK) *DATOS (U 0K
X 2 C | memerecmcmm e ae - - e a2 O e o g 0 i e o s S T T 41 e e @
7 us C IMPRESION DE LA MAT®IZ SN
3¢ c - e e e e ————————— ———————— e et e i e
3 ge PRINT 301
37 301 FORNATI Y MATRI? SNt «/) .
3ge PRINTIOO: ({SITedY osT1 o229 U102}
29 300 FORMATE 2£12.9)
4 Qo PRINT 23
4 e c e, ————— ————— - e e o o e —————
520 € COMPROCBACION DE QUE LA MATRIZ SN ES INVERTIBLE Y SIMCTRICAs E "MPRTSION TRRCR
4 e £  emmmemeeraeaao - - ——_— o et e s 2 o e e e e e e
LY ne’-sx1.n)-\(g")—st1¥?x-s«7.1)
4 Se IF((5(1+21).,EQ.(St2+1 03 GOTG 200
4 g PRINT201e ST102355(2¢ 1)
47 201 FOTMATE * S122°£1649 'S7LI'E18.7
4 fia 200 IFIDFT.E0.,0 STNPY
g§ g L  ———— ——————— - - -——— - _— - ———— o £ 7y 1 e T i
€ 0. C CALCULO DE LA MATRI™ SNt-11« INVERSA DF 5Ne £ INPRESION
S 1+ C (FN FL PROSRAMAC SNT=1) ES SINV)Y .
£ 2» (4 - o e o 2 o e o —— e o 00 T —— o o o s B e o s e O W S
€ 3 SINVE 1s 1) 12¢2V/DET
£ ge SINVE 29 21=%(111/0F T
8 & SINVI1e2)Z=St1e2) /DET
£ 6o STNVITy 1)2-50201) JOET
L) PRINT 302
€ 8e 302 FORMAT(®* MATRI? SNU-11)'e/}Y
§ Qe PRINT3COs LUSINVIZed s I2102Y e d=1e2)
£ Qe “PRINT 23
£ 1 [ od - onorn - - - nr A o .7 ST O
€ 2+ C ENUMERACICON UNO A UNO DE TODAS LAS POSIBLES CUATLRNAS
€ 3« C - o n or = - - - —— - - - - - T = - T 0 - - . " TP g0} S T O e
£ e 00 € I1=1eN3
€ Ce Y11:=11+1
€ 6o oo € 122711482
€7 I21z12+1
£ 0 DN 6 I2=I21.N1
£ e T31:13+1
70 CO & IuzI31eN
T 1 10=0
7 2. TO 8 JT1eN - ’ : .
7 3. IFL G-I D) 2 (-T2 I8t J=I 3o J=-T4 ) +E£0 Q) 50707
Tae DO & M=1.2 : :
78 £ X1 Ko J~I01TCATOSEMeJ)
7 €. - 80TO0 9
B A £ 7 Y0z I0+1
700 9 CONTINUE
7 Ge (o @ —. e o At A L e i A = e ey A Y s Non v e A T e o T A e 47 b g W G A P P Wl W e P U e et

"1 de los

tVACTONES SN



£ Qe
2 1.
[ad
e I
g e
[
£ €
B Te
&8
£ Qe
eC+
Qle
@ 2n
93

eas

Qte

9 Fe

97

f0e

99
10 Os
N1
10 2+
10 Je
10 as
10 €=
106
10 Te
10 8¢
10 g
11 Q=
11 1+
11 2+
11 3+
1} us
11 S
11 €
117
13 8
11 3»
12 0=

> 1e
12 2e

o e

T he
12
12 f
27
12 8
12 S»
13 0e
13 1
13 2+
17 3s
13 4
13 5
1X €e
137
1% B«
13 Qe
pUNL
14 1.
i Zs

CALCULO CF LA MATRI™ OE SUMA DE CUADRADCS.Y PRODUCTCS ©~F N-% O7SERVECIONCS
(EN EL ONOGRAMA LA MATRIZ2 SNu ES S? )
DO 11 I=1eN8 .
PO 13 J=1eMe
11 CNG (1eJ1o~1 /N
D0 12 IT1.NU
12 CNG{I+TI=CNUITe I} 42
0o 13 I3 +2
DN 13 JT1eNd
PR2(Ied’=0
00 13 K=1 N4 .
13 PRZCILJIZPRZEIFJI4XLE oK) «CNG (K od)
no 14 I=1.2
DO 14 JZ1e2
S20Ted) 20
DOt 16 KTZleNG
1 S20 TeJ) TS 20T eI +PR2 (T «K 1% X1 LJ0K)
CALCULE DE LA MATRI? SN sSNU-1)
{EN EL PROGPAMAs LA MATRIZ PRODUCTO SNG4 aSNE-13 ES A}

o0

(s XeNeNel

0O 15 X=12
0O 15 JZle2
AMIedN=C
DO 15 K=1+2
15 A{IeJI=ALIoJI+S2(IoK) 4aSINVIKe J)

- - oa e e et on e i a0 e R P S O S O S S S8 S

[

CALCULO DE LOS AUTOVALORES )

[ taiebe B ittt ebt oy ——— o o e O o e n e 8 e e S
RAD:SCRT;(A(lvll—AIZ'Z))-tt‘%.‘A(?oI)OA(1~2})
Y1Z CACL ¢1 VS AL 2RI 4RAD I/ 20
Y22 A1 913+ AL2e2)~RAD V/ 2w

e e ke 0 S e e T e S S A a5 i o 8 o e S5 TS . ¢ s e o O 2 s ine

c
¢ COMPROZACTION O GUE LOCS AUTCVALORES ESTAN EN 1011

C - ———- " T o Y A L e 4 o - o - - - T i T . — - S St

IFE(0.LTaYI Vo ANDe (Y 1. LTo1)) GOTO 16
PRINT 17sY1eYLeIZ¢I3e 1l
17 FORIMATL * YL NO ESTA EN (Uelle Y1Z'F15e9¢5X o113/ )
cOTO £3 L '
16 IFf (D.LTe Y210 AND. (Y2, LTo1 1Y GOTC 18
PRINT 19¢Y2+T1sY2+I3s 14
19 FORMATUL * ¥2 NP ESTA CN tueld. YPS*F 15945 XettINv /Y
GOTO €0
c __________ - e e A P o o T o P e T B S P B e S 0 ——— G e
€ CALCUL® DEL ESTADISTICO MAXIMA CISTANCIA £ IMPRESION OF LOS DATOS ©XCLUIDCS
CtPO5 IBLES OQUTLIERS)
€ J1 FS FL CONTADOR DEL NUMERO DE COMFARACIONTS
C - —— . i Y o o --..-—--....---_-._.._-..-_--—_-—-_---_-—--.--—-.—n-_
18 D2z ((ALOGIY1) Vv o2 4 ALOGIY 211020
IrE02.LT.03) GOTO &0
T11 1= 12
1222:-12
1333213
4% 41
£1-02
60 J1zJ1+l o
IF1 (09171008, 3-INTTJ1 /1800 1,67 . 10.000001 32 G6OT 06
PRINT £0¢J1+11eT2¢T2s Lto D1rI111+122201332 «I4048
g0 FORMAT( ® ITCPACION'I 7+ EN® GITr20%»7 MAXa DIS TANCIA PARCTAL =*
e C15,90% ENYUITH/)
€ CONTINVE
PRINT 2CeD1

SNT



13 2e 20 FORMAYT( v MAXIMA DISTANCIA Z'F15.97)

18 8. PRYNT 21s DATOS(1+T211)-DATOS (1472221 ¢DATOS(1+T33310ATOS (1eT0bYY
14 Se PRINT 22y DATOS(Z+XI112)+DATOS (2T 202)eDATOS(2 eI 33T eDATOS (24T 4GY)
14 Ev 21 FORMATL * DATOS EXCLUIDOS EN EL MAXIMO® 10X+4F15.97

26 7 22 FORMAT( 39%e 4F15 .91

18 8 C o o o e e e e e e e e e e o e e e e 0 2 o et i 0 i o 0 e e e o o2 7m0 s o
14 Qe C GRAFICA DE LOS PUNTOS

1% Oe C . -—— e ——— — - - ————
18 1e PRINT 103

15 2= 103 FORMAT( 1M1

15 I+ © DO 101 IZ1.61

1% 8e 00 105 Jz1.121

15 €+ 105 Vigrze ¢

1% € ) V(g 1r=*I"

15 7e . IFCI.NEW41) GOTO 106

1% 2o 00 107 Jy=is121

15 2 107 VI(Jiz v~

18 Qe - 106 DO 102 J=1.N . ‘
16 1e IEC(CATOS (290 1eGE (204025459133 cAND G IOATOSI20d} (LTo(20aTE=a50T) )}
1€ 2 ¢ GATO 104 :

16 1 GOTO0 102

1€ 4+ 108 J2Z {1C+CATOSI1sJY)e121/20

16 Se Vg1t e

1F §e 102 CONTINUE S —

167+ PRINT 108V : ‘ ,

1% 8» 102 FORMATE 1Xo121A1) ) .
C 1R 3 101 CONTINUE

17 0¢ sToe

17 1e END

.
FND OF COMPILATION? ND DIAGNOSTICS.




4,5, APLICACION.

/

Se ha extraido una muestra de tamafio quince de las calificaciones

obtenidas en teoria y problemas en una asignatura de tercer curso de

la licenciatura de Matematicas, con los siguientes resultadas.

5,00
6.00
3,00
4;00
3,50

4,00

4,50
4,00
5.50
4,00
4,50
4,00
3,50
5.00
3.50

4,00
8,00
4,50
3.50
5,50
9.00

4,50
5.00

4,80

4,50

4 .0.0 .

1500

4,50

4,50
5.00

Répresentando en el eje de abscisas las calificaciones de teoria y

en el de ordenadas las de problemasla nube

de la forma

de puntos que se obtiene es

foX?)

SR,
g, )

LY.
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Se quieren detectar las éaliﬁicaciones que destacan de entre las de
la muestra, es decir las observaciones cutliers aplicando para ello el
método de la distancia entre las matrices de sumas de cuadrados y
sumas de productos de observaciones muestrales desarrollado en el
apartadoc anterigr. | |

Mediante el programa dado -‘en Las.pggsg' 93 a 95 , para k = 3 se
obtiene:

MAXIMA DISTANCIA . = 8.6990



DATOS EXCLUIDOS EN EL MAXIMO:

/ 6.00 8,00
4,00 ' 9.00 g
4,00 . 1.00 §

Para un nivel de significacién C{ "= 0.01 el percentil de 1la
distribucién del estadistice \’Ylf\x d' ( Sm 'S:‘)"“’), que viens dado
mediante el programa de drdehador de las pégs. 88 y 89 es 8,5,

Gbmo la maxima distancia expérimental as mayor que este valor criti
co, se tendrd que para los détos excluidos en el maximo, se rechaza la
hipotesis de que las tres observaciones pertenecen a la misma poblacidn
y por tanto serian consideradas outliers,

_ A continuacién comprobamos si pue&en existir cuatro observaciones
outiiers. Mediante el brograma de ordenador dado en las paginas 93 ,

94 Y 95 ,.obtensmos,

MAXIMA DISTANCIA = & 12.6026
DATOS EXCLUIDOS EN EL MAXIMO
6,00 ~8.00
400 - ' ' 9.0
4,00 1.00
4,00 3.50

Para un nivel de significacién O = 0.01 el valor tedrice del
estadistico es 13:5 y como el experimental es menor rechazamos la

hipotesis de que esas cuatro observaciones sen outliers,

w 98 -
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