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NOTACION

1. Escalar, Vectorial y Matricial

N : Conjunto de los nimeros naturales.

R : Conjunto de los numeros reales.

R, : Conjunto de los ntimeros reales no negativos.
la| : Valor absoluto de a € R.

RY : Espacio Euclideo de dimensién N € N.

%]zvu.: Ef\::l v;w; : Producto escalar Euclideo de los vectores v = (v;)Y.;, w = (w))N, €
|v| = (v -v)/? : Norma Euclidea de v € RY.

v ® w : Matriz (producto tensorial) de orden N x N cuyo coeficiente (i,7) es v;w;.
A:B= Zf\fj:l A;;B;; : Producto escalar Euclideo de las matrices A, B € RNVXN,

|A| = (A : A)Y? : Norma Euclidea de A € RV*V,

tA : Matriz traspuesta de A € RV*V,

2. Nociones Geométricas

Q : Abierto de RY de medida de Lebesgue |Q].
0Q : Frontera de (2.

n = n(z) : Vector unitario normal a 9 en el punto z, orientado hacia el exterior de .

Q : Adherencia de .

(0,7), 0 <T < +o0 : Intervalo temporal de observacién.
3. Derivadas Parciales y Operadores Diferenciales

Para (z,t) €  x (0,T),
p = p(z,t) : Funcién (o distribucién) escalar.

u = u(z,t) : Funcién (o distribucién) vectorial, u = (u;)Y;.
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N

7 = 7(z,t) : Funcién (o distribucién) tensorial, T = (7i;); ;=1

Los siguientes operadores en derivadas parciales estdn considerados de forma gene-
ral en el sentido de las distribuciones.

: Derivada parcial de p respecto de t.
= u' = uy : Derivada parcial del vector u respecto de t.

= 7¢ : Derivada parcial del tensor 7 respecto de t.

N
Vp= (—Q&')i.ﬂ : Vector (fila) gradiente de p.

N
Vu = <B—Z,L) : Matriz (o tensor) gradiente de u.
i,5=1
Ay = N 5%y . :
u =y .y 57 : Vector Laplaciano de u.

1=

V -y = 2ui . Divergencia de u.
g

=1 Ox;
V -7 : Vector (divergencia de 7) cuya i-ésima componente es ZN 9mij
. g y p le azj .

N a
u-Vp=73i, Uzgx%

(u - V)u : Vector cuya i-ésima componente es Zjvzl ujgé‘—;—‘
(u- V)7 : Matriz (o tensor) cuyo coeficiente (7,7) es E}Z\;l U g;’z .

V-(u®v)=(V-uwv+(u-V)v, donde v también es una funcién vectorial.
4. Espacios de Funciones con Valores Reales

Para k£ > 1 entero o k = +o0,

C(2)={f; f:92 — R es continua}.

CH(Q) = {f; f:Q — R es k veces continuamente diferenciable}.

CH(Q) = {f; f € C¥(A) para algtn abierto A tal que & C A}.

Co*(Q) (0 < p < 1) = {f; f es py-Holderiana}.

CHR(Q) (0 < p < 1) : Funciones de C*(Q) cuyas derivadas de orden k estdn en C%#(Q).
p : Exponente de sumabilidad, 1 < p < +co.
p' : Exponente conjugado de p, 1+ 3 = 1.

LP=LP(Q)={f; f: Q2> Resmedibley [,|f(z)Pde < +oo} (p < +00).

L =L°Q)={f; [:Q— Resmedibley |f(z)] < C cp.d. en Q}.

LF . =Lf (@) ={f; f € LP(K) para todo compacto K C Q}.

D(Q) : Funciones de C*°(§2) con soporte compacto contenido en €.



D'(2) : Distribuciones sobre {).

Wkp = W*P(Q) : Funciones de LP({2) cuyas derivadas de orden < k en el sentido de
D'(Q) estan también en LP(S2).

WE?P = WHP(Q) : Cierre de D(Q) en WF2(Q),

Wk = W=k (Q) : Dual de WHP(Q), para 1 < p < +co.

H* = HYQ) = Wh(Q), Hf=HHQ)=Wy2(Q) HF=H*Q) =W Q).
Los WE2(Q), WeP(Q), W52 (Q) son espacios de Banach (respectivamente Hilbert

cuando p = 2) respecto de sus normas habituales y se denominan espacios de Sobolev.

5. Espacios de Funciones con Divergencia Nula

Para 1 < s < 400,
Hy, ={v e L*(Q)Y; V-v=0, v-n=0sobre 90}, H = H,,
Ve = foe W, (Q)N; Vovo=0} = W (QONNH, V=1,
D(A4,) = W25()N nV,, D(A) = D(4,).

6. Espacios de Funciones con Valores en un Espacio de Banach B

C(B)=C([0,T;;B) ={f; f:[0,T] — B es continua}.
C*¥(B) = C*¥([0,T); B) = {f; f:[0,T] = B es k veces continuamente diferenciable}.
Cw(B) = Cuw([0,T);B) = {f; f:[0,T] — B es débilmente continua}.

L?(B) = L*(0,T; B) = {f; f: (0,T) — B es medible y [; [|f(#)|%dt < +oo} (p <
+00).

L®(B)=L=(0,T;B)={f; f:(0,T) — Bes medible y || f(¢)|lp < C c.p.d. en(0,T)}.
Lf =1L (0,T;B)={f; f € L?(a,b; B) siempre que 0 < a < b < T}.

D(0,T; B) : Funciones de C*°([0,T]; B) de soporte compacto contenido en (0,T").

D'(0,T; B) : Distribuciones sobre (0,T') con valores en B.

7. Productos de Dualidad y Escalares

, Producto de dualidad entre un espacio de Banach y su dual.

()
(-,-) : Producto de dualidad entre L? y L?' o producto escalar en un espacio de Hilbert.



Introducciéon

0.1 Problemas Considerados y Objetivos

El objetivo bésico de esta Memoria es aportar nuevos resultados tedricos de existencia,
unicidad y dependencia continua de soluciones para algunos sistemas de ecuaciones
en derivadas parciales que describen el comportamiento de ciertas clases de fluidos
no Newtonianos. En concreto, consideraremos fluidos de Bingham, pseudoplasticos y
dilatantes con densidad variable y fluidos viscoeldsticos de tipo Oldroyd.

Como es bien conocido, existe una multitud de fluidos de gran interés practico que
pueden ser modelados por las ecuaciones de Navier-Stokes. Estos son llamados flui-
dos Newtonianos!. Sin embargo, algunas experiencias muestran que existen otros
tipos de fluidos que no pueden ser modelados por estas ecuaciones. Estos son llama-
dos fluidos no Newtonianos?. He aqui dos situaciones tipicas, donde se observan
comportamientos distintos de los que tienen los fluidos Newtonianos:

o El efecto Weissenberg?3 — Este fenémeno ocurre en la superficie libre de un fluido.
Supongamos que el fluido se encuentra en un recipiente cilindrico vertical, abierto en
la parte superior y con una barra (cilindrica) situada en su eje de simetria. El fluido
ocupa solamente el espacio hasta una determinada altura del recipiente, de forma que
sobre él hay aire; la presién en la superficie de separacién es constante, igual a la
presién atmosférica. En estado de reposo, si despreciamos los efectos de las fuerzas
de capilaridad, la superficie libre del fluido es plana. Si la barra central gira en torno
a su eje, con velocidad angular constante, entonces el fluido empieza a moverse y la
superficie no permanece plana. Para algunos fluidos no Newtonianos (por ejemplo, el
liquido viscoelastico B de Oldroyd), la superficie remonta en el centro y baja en la parte
periférica del recipiente, justo lo contrario de lo que sucede con un fluido Newtoniano
(ver [8], [48]).

o El “die-swell” - Este fenémeno tiene lugar cuando un fluido pseudopléstico sale
como un chorro hacia abajo, por el orificio de un tubo cilindrico vertical. Bajo determi-
nadas condiciones, el fluido primero se expande considerablemente y después se contrae
nuevamente, gracias a la influencia de la gravedad (ver [8], [15]).

El agua y el aire son ejemplos clasicos.

Las tintas, los detergentes liquidos, los champties, los dentifricos, la mahonesa y la sangre son algunos
ejemplos que encontramos a diario.

3 Demostrado experimentalmente por Weissenberg (1947/1948).



En los Gltimos anos, el creciente interés en el modelado de productos de utilizacién
industrial, tales como polimeros fundidos, aceites pesados, fluidos biologicos, fluidos
alimentarios, etc..., y experiencias tales como las anteriormente descritas, entre otras
cosas, han conducido a considerar ecuaciones més complejas que las de Navier-Stokes
¥y, en consecuencia, al estudio tedrico y préctico de los fluidos no Newtonianos.

Ecuaciones Basicas

La descripciéon matematica del comportamiento dinamico de un fluido, que ocupa una
regién Q@ C R? durante un intervalo de tiempo [0,7], se hace utilizando las siguientes
ecuaciones en derivadas parciales, obtenidas en el marco de la Mecanica de Medios
Continuos a partir de las leyes de conservacién de la masa y cantidad de movimiento
respectivamente (ver, por ejemplo, [11]):

dp

(0.1) n +V-(pu) =0 (ecuacién de continuidad),

(0.2) Qgg— +V-(pu®u) = V-Z+pf (ecuacién de movimiento).
Aqui, p es la densidad del fluido, u es el campo de velocidades, ¥ es el tensor (simétrico)
de esfuerzos (representa las fuerzas de tensién entre las particulas del fluido) y f es
un dato (representa las fuerzas exteriores que actdan sobre el fluido). En Mecénica
de Fluidos, se admite que éstas son funciones suficientemente regulares, definidas en
Q2 x (0,T). Siel fluido es incompresible * (es decir, el volumen ocupado por un conjunto
de particulas que se desplazan a lo largo de las trayectorias no varia con el tiempo),
debemos afiadir a {0.1) — (0.2) la siguiente ecuacién:

(0.3) Veu = 0 (condicion de incompresibilidad).

Obviamente, el sistema (0.1)—(0.3) no es suficiente para describir el movimiento del
fluido, puesto que tenemos més incognitas que ecuaciones. Para completar la descripcion
(aparte de afladir condiciones de contorno e iniciales apropiadas), necesitamos relacionar
el tensor ¥ con otras variables, es decir, introducir una ley constitutiva (o reolégica de
estado) para . Asf como (0.1) y (0.2) son vélidas para todos los medios continuos, la
ley constitutiva impuesta dependera de la naturaleza del fluido considerado y también
de las caracteristicas del flujo.

El Sistema de Navier-Stokes

En el caso de un fluido viscoso e incompresible, una primera ley constitutiva para X es

(0.4) Y = —pld+o, o = 2pD(u) (ley de viscosidad de Newton),

4 . , . . .
En esta Memoria, sélo trataremos con fluidos incompresibles.



donde p es la presién (una nueva incdgnita), Id es el tensor identidad, p > 0 (una
constante) es el coeficiente de viscosidad dindmica del fluido y

D(u) = -;—(Vu + V)

es el tensor de deformaciones. Esta ley obedece a la hipétesis de dependencia lineal de
o respecto de Vu. En este caso diremos que el fluido es Newtoniano. Puesto que el
tensor o es una funcién explicita de D(u), es posible sustituir (0.4) en (0.2) y obtener
Opu

(0.5) —(—%——{—V-(pu@u)-—u[ku%-Vp = pf.

Las ecuaciones (0.1), (0.3), (0.5) reciben el nombre de ecuaciones de Navier-Stokes con
densidad variable (o no homogéneas). Naturalmente, este sistema debe ser completado
con adecuadas condiciones de contorno e iniciales. Resultados tedricos para este modelo
pueden ser encontrados en [4], [19], [20], [31], [37], [56], [58], entre otros.

En el caso de densidad constante, se suele suponer que ésta es conocida (puede ser
determinada en cualquier momento, con independencia de la evolucién del fluido); por
tanto, la ecuacién (0.1) no aporta ninguna informacién y, en consecuencia, desaparece
del modelo. En este caso, estamos en presencia de las ecuaciones de Navier-Stokes
habituales, para las cuales hay una extensa bibliografia. Citemos, por ejemplo, los
trabajos de J. Leray [42], E. Hopf [36], O.A. Ladyzhenskaya [40], J.-L. Lions [43], R.
Témam [60], P. Constantin y C. Foias [14], entre otros. Por ultimo, mencionemos que

n [35], J. Heywood hace un recuento de los resultados conocidos y discute sobre las
principales e importantes cuestiones abiertas relacionadas con este modelo.

Muchos fluidos encontrados en la Naturaleza u obtenidos industrialmente no ve-
rifican la ley Newtoniana (0.4). Desgraciadamente, no se conoce una ley constitutiva
“general” satisfecha por todos ellos. Por el contrario, la ley constitutiva varia de un
fluido no Newtoniano a otro (ver [5]). A veces, es posible modelar el fluido sustituyendo
(0.4) por otra ley “explicita”, tal como (0.6). En estos casos, se suele decir que estamos
en presencia de un fluido quasi-Newtoniano. Por el contrario, en otras ocasiones, la
tnica ley aceptable es una nueva ecuacién para o (tal como (0.11)) acoplada con las
leyes de conservacién. Esto ocurre, en particular, con los fluidos de tipo Oldroyd.

En esta Memoria, presentamos resultados de existencia, unicidad y dependencia
continua para sistemas que modelan

(a) una clase particular de fluidos quasi-Newtonianos (Parte I) y
(b) fluidos de tipo Oldroyd (Parte II).

A continuacién, presentamos con més detalles los modelos considerados y los resul-
tados obtenidos.

Fluidos Viscoplasticos y Dilatantes con Densidad Variable

Algunos fluidos conocidos no verifican (0.4), pero si una relacién de la forma

(0.6) L = —pld+o, o = 2u(Drr(u))D(u),



donde la “viscosidad” u es una funcién no lineal de Dyr(u), el segundo invariante de

o Dot — Lo 1l 10w | By \T
M@-§”Wﬂw~§§3b@%+mﬂ

i,j=1

Se trata, como hemos dicho, de los fluidos Newtonianos generalizados o fluidos
quasi-Newtonianos.

En la primera parte de esta Memoria (Capitulos 1 y 2), trataremos con fluidos que
satisfacen la relacién constitutiva (0.6), en la que p viene dada por

p(Drr(w)) = v+ 5 Dur(w)’T,

donde v y « son constantes® positivas y 1 < r # 2. Sustituyendo la expresién anterior
en (0.6) y, a su vez, (0.6) en (0.2), tendremos

9pu
ot
Consideraremos los fluidos viscosos, incompresibles y no homogéneos que son modelados

por las ecuaciones (0.1),(0.3),(0.7). Dichos fluidos se clasifican, segin el valor de r, de
la siguiente forma:

(0.7) +V - (pu@u)—V- (ZVD(u) + aDH(u)%zD(u)) +Vp = pf.

¢ r=1 — fluido de Bingham
¢ 1<r<2 — fluido pseudoplastico
e r>2 — fluido dilatante

(ver [12], [13], [18] y sus referencias). El término fluido viscopldstico se aplica
genéricamente cuando 1 < r < 2. Cuando r = 2, estamos en presencia de un flui-
do Newtoniano.

Cuando consideramos un fluido de Bingham, observamos que la expresién dada
anteriormente para el tensor o,

o = 2vD(u)+ ozDH(u)—%D(u),

tan sélo tiene sentido cuando Dyr(u) # 0. Cuando Dyr(u) = 0, se admite que o queda
indeterminado pero verifica

1/2
o < a (o1 = —0 o Z 03 0ij).

1,j=1

Las constantes positivas « y v son, respectivamente, el umbral de plasticidad y la vis-

cosidad del fluido de Bingham. Estos se comportan como un medio rigido si o I§ <a

2
y se mueven como fluidos viscosos cuando ¢ _,/ > a. Este tipo de comportamiento se

En el Capitulo 2, Seccién 2.2, también consideraremos el caso en que /' y & dependen de la densidad

p.



observa en ciertos aceites pesados y otros fluidos que estan relacionados con las perfora-
ciones petroliferas, asf como en la fabricacién del hormigén. Los fluidos pseudoplasticos
estan caracterizados por el hecho de que y es una funcién decreciente de Dry(u) mien-
tras que, por el contrario, en el caso menos frecuente en que la viscosidad u es creciente
estamos en presencia de un fluido dilatante.

El sistema (0.1),(0.3), (0.7) debe ser completado con adecuadas condiciones de con-
torno e iniciales. Por su simplicidad y también porque estdn bien adaptadas a muchos
fenémenos fisicos, introduciremos:

¢ Condiciones de contorno homogéneas de tipo Dirichlet sobre el campo de veloci-
dades u (condicién de adherencia o no deslizamiento):

(0.8) u = 0 sobre 08 x (0,T).
¢ Condiciones iniciales para la densidad p y el momento lineal pu:

(0.9) plt=0 = po en £,

(010) (pu)|t:0 = pPolp e€en Q.

Las incégnitas del problema son p, u y p y los datos son pg, uo, f y las constantes v, a
y .

Para el Problema (0.1),(0.3),(0.7) —(0.10), en adelante (FVPD), vamos a conside-
rar tres tipos diferentes de soluciones: muy débil, débil y medida-valuada. Bésicamente,
lo que marca la diferencia entre ellas es el sentido en que se verifica (0.7): una inecuacién
variacional (solucién muy débil), el sentido distribucional usual (solucién débil) o un sen-
tido distribucional modificado donde interviene una medida de Young (solucién medida-
valuada). Como caracteristica comtn, esta el tratamiento “esencial” que reciben (0.3)
y (0.8): son “introducidas” en el espacio de funciones donde se busca la o las soluciones.

En esta Memoria (Parte I) son presentados, principalmente, nuevos resultados de
existencia de solucién muy débil (para todo r > 1), de solucién medida-valuada (para
todo r > 1) y de solucién débil (para todo r > 12/5) para el problema (FVPD).

Fluidos Viscoelasticos de tipo Oldroyd

En los modelos de fluidos Newtonianos generalizados anteriormente presentados, el ten-
sor ¢ es una funcién no lineal explicita de Vu y, de hecho, no constituye una incégnita
del problema. Sin embargo, para muchos fluidos no Newtonianos, es mas apropiado
suponer que el tensor ¢ es una nueva incégnita del problema y que su ecuacién cons-
titutiva debe ser acoplada con las ecuaciones (0.1) — (0.3). La ecuacién para o puede

ser de tipo diferencial o integral, dando lugar respectivamente a un modelo diferencial
o integro-diferencial.

Las leyes constitutivas diferenciales son tales que el tensor o esté relacionado con
Vu (en el caso de fluidos) a través de un sistema de ecuaciones diferenciales. Se admite
que estas leyes deben satisfacer el principio de la indiferencia (u objetividad)



material ®. Por esta razén, en su formulacién se hace uso de derivadas objetivas”’

en tiempo, como es el caso de las derivadas de tipo Oldroyd ([47], 48], [53]):
D,o
Dt

= o' +(u-V)o+ ga(o, Vu).
Aqui, o' denota la derivada respecto del tiempo,
go(o,Vu) = oW(u) — W(u)o — a(D(u)o + o D(u)),

donde a € [—1,1] es una constante, D(u) = (Vu + 'Vu) es el tensor de deformaciones
y W(u) = $(Vu — *Vu) es el tensor de vorticidad. En el caso particular a = 0, la
derivada objetiva correspondiente se conoce como derivada de Jaumann.

En la segunda parte de esta Memoria (Capitulos 3, 4 y 5), trataremos con un modelo
muy importante en Mecanica de Fluidos no Newtonianos, el modelo diferencial de
tipo Oldroyd, que sirve para describir el comportamiento de determinados medios que
poseen propiedades en parte caracteristicas de los materiales eldsticos y, en parte, de
los fluidos viscosos y, por eso, son llamados fluidos viscoeldsticos. Se dice que estos
fluidos poseen memoria: esto significa “grosso modo” que las fuerzas que las particulas
del fluido ejercen sobre otras particulas en un determinado instante ¢ dependen, no sélo
del estado actual del movimiento, sino también del movimiento del fluido en el pasado
(es decir, de la historia completa de la deformacién del fluido). La ley constitutiva de
tipo Oldroyd es la siguiente ([47], [48], [53]):

D,o

Dt

(0.11) Y = —pld+ o, o+ A

_ oy (D(u) +/\2M> ,

Dt

donde A; es el tiempo de relajacidn, A, es el tiempo de retardacién (0 < A2 < A1)y 7
es la viscosidad del fluido. El caso A\; = Ay = 0 corresponderia a un fluido puramente
viscoso (Newtoniano) mientras que el caso A; > 0, A\y = 0 corresponde a un fluido
puramente elastico (modelo de tipo Maxwell). Supondremos siempre que Ay > 0; en tal
caso, (0.11) puede ser utilizada para describir soluciones de polimeros en un solvente
Newtoniano® (ver, por ejemplo, [62]).

En esta Memoria, estudiaremos tres problemas asociados a la ley (0.11): el Pro-

blema de Evolucién, el Problema Estacionario y el Flujo de Poiseuille en Dominios
Cilindricos.

B El Problema de Evolucién (FVE).,

La ley constitutiva (0.11) es acoplada con las ecuaciones de movimiento y continuidad

Este principio dice que 0 es invariante bajo rotaciones rigidas y translaciones (ver, por ejemplo, [53]).
Observamos que la derivada material en tiempo de ¢ no satisface el principio de la indiferencia material
(ver, por ejemplo, [53]).

Al principio de los afios 50, en el estudio del comportamiento reolégico de soluciones de polimeros (prin-
cipalmente el “polymethylmethacrylate” en varios solventes organicos), bajo determinadas condiciones,

hipétesis del tipo (0.11) tuvieron algin éxito en la interpretacién de resultados experimentales ([48]).
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para fluidos incompresibles y homogéneos (densidad p constante). En este caso, (0.1) —

(0.3) se reduce a
(0.12) p(u' +(u - Vu)+Vp = V-o+pf, V-u =0,

donde u' denota la derivada respecto del tiempo.

Utilizando en (0.11) la descomposicién

g = 7-Newt + T)
donde \
Trews = 20 22 D(u)
A

es la parte Newtoniana del tensor o y 7 es la parte puramente eldstica, se tiene que T
verifica el siguiente sistema diferencial:

DaT . )\2
TN = 2 (1— /\1>D(u).

A partir de aqui, (0.12) y esta tltima ecuacién para 7 se escriben, en forma adimen-
sionalizada (ver Capitulo 3, Seccién 3.1, para los detalles), como sigue:

(0.13) Re(u' +(u-Vu)—(1—a)Au+Vp = V-74+f, V.u =0,

(0.14) We(r' 4+ (u - V)7 + go(7,Vu)) + 7 = 2aD(u).

Aqui, Re = pUL/n es el nimero de Reynolds, We = \;U/L es el numero de Weissen-
berg y @ = 1 — Ay/A; es un pardmetro de retardacién. Las constantes positivas U y

L representan, respectivamente, una velocidad y una longitud caracteristicas del flujo.
Las ecuaciones (0.13) — (0.14) deben verificarse en 2 x (0,7).

Completaremos el sistema (0.13) — (0.14) con las siguientes condiciones de contorno
e iniciales:

e Condiciones de contorno de tipo Dirichlet homogéneas sobre el campo de veloci-
dades u (condiciones de no deslizamiento):
(0.15) u = 0 sobre 0Q x (0,7).

e Condiciones iniciales para u y 7:
(0.16) Ult=0 = Up, Tli=o =70 en .
Las incdgnitas del problema son u, p y 7 y los datos son ug, 75, f y las constantes Re,
We, a y a.

Para el problema (0.13) — (0.16), en adelante (FVE)ey, sélo vamos a considerar
soluciones fuertes, es decir, las ecuaciones se verificardn puntualmente. En el Capitulo 3
son presentados, principalmente, nuevos resultados de existencia y unicidad de solucion
fuerte local en tiempo (y global para datos pequefios) para (FVE)ey.
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® El Problema Estacionario (FVE)es

Cuando, en el modelo (FVE),y, buscamos soluciones independientes de ¢ (y olvidamos
las condiciones iniciales (0.16)), llegamos al problema estacionario asociado, en adelante

(FVE)est:

(0.17) Re(u - Viu—(1—a)Au+Vp = V-7+f, V.u =0 en Q,
(0.18) We((u - V)T + go(1,Vu)) + 7 = 2aD(u) en £,
(0.19) u = 0 sobre 0.

Como antes, las incognitas son u, p y 7 pero ahora sélo tenemos f como dato, aparte
de las constantes Re, We, a v a.

En el Capitulo 4 obtendremos nuevos resultados de existencia, unicidad y dependen-
cia continua de soluciones fuertes para (FVE)est, cuando el dato f es suficientemente
pequeno, es decir, cuando hay una pequefia perturbacién del estado de reposo.

B Flujo de Poiseuille en Dominios Cilindricos (FVE)¢p

Para el problema (FVE)ey, la cuestién de la existencia de solucién global en tiempo
para datos cualesquiera estd abierta (ver Capitulo 3, Seccién 3.5). Sin embargo, un tal
resultado es posible cuando consideramos una clase particular de movimiento paralelo.
Maés precisamente, consideraremos el flujo de Poiseuille de un fluido viscoelastico de tipo
Oldroyd en Qpg, r, % [0,T], donde Qg, g, es la regién comprendida entre dos cilindros
concéntricos. Usando coordenadas cilindricas, ponemos:

Qr, R, = {(re,2); 0< Ry <r <Ry, 0<¢<2m, z€ R}

Algunas simplificaciones naturales nos conducen a las siguientes ecuaciones (ver Capitulo
5, Seccion 5.1, para los detalles):

(020) Revy—(1—a)vpr — (1 — a')—l—v,. = o2+ 102 +f en (Ry,R2)x(0,T),
r r

1

(0.21) “t1+v£v'e = (1-a®)o, en (R, Ry)x(0,T),
(0.22) A (R1,Ry) x (0,T)
* i We - '\Afe r r en 1, 2 9 .
Aqui, v = v(r,t) es la componente del campo de velocidades u en la direccién del
movimiento, o' = o!(r,t) y ¢* = o?(r,t) son combinaciones lineales de algunas de

las componentes del tensor 7, f = f(r,t) es un dato y los subindices ¢, r, rr denotan
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derivadas parciales respecto de estas variables. Completamos (0.20) — (0.22) con las
siguientes condiciones de contorno e iniciales:

(0.23) v(R1,t) = v(Rg,t) = 0 en (0,7),

(024) ’0|t=0 = 7o, 0'i|t=0 - O'é (Z=1,2) €n (Rl,Rz).

Las incégnitas del problema son v, 6! y 02 y los datos son vg, 03, 0, f y las constantes
Re, We, a y a.

Para el problema (0.20) — (0.24), en adelante (FVE)¢p, consideraremos soluciones
de dos tipos diferentes: soluciones semi-fuertes ((0.20) se verifica en el sentido de las

distribuciones y (0.21) — (0.22) se verifica puntualmente) y soluciones fuertes ((0.20) —
(0.22) se verifica puntualmente).

En el Capitulo 5 presentamos nuevos resultados de existencia, unicidad y depen-
dencia continua de soluciones semi-fuertes (y fuertes) para (FVE)¢p globales en tiempo
y para datos arbitrarios.

0.2 Resultados Tedricos Conocidos

Vamos a recordar, brevemente, algunos resultados teéricos conocidos sobre (FVPD),

(FVE)ev, (FVE)est vy (FVE)sp.

® (FVPD)

El problema (FVPD) parece haber sido tratado sélo ocasionalmente en la literatura.
En este sentido, mencionamos los trabajos de M. Béhm [7] y P. Magnaghi [44], donde
se estudia la existencia de solucién para fluidos de Bingham no homogéneos® (el caso
r = 1) y el trabajo de S.N. Antontsev y J.I. Diaz [3], donde se obtienen resultados sobre
propiedades cualitativas de las soluciones !? de algunas clases de fluidos no Newtonianos
con densidad variable, incluyendo el modelo (FVPD).

Por otro lado, en el marco de los fluidos homogéneos (p constante), problemas si-
milares a (FVPD) han sido estudiados por O.A. Ladyzhenskaya [39], J.-L. Lions [43],
G. Duvaut y J.-L. Lions [18], D. Cioranescu [12], [13], Q. Du y M.D. Gunzburger [17],
H. Bellout, F. Bloom y J. Necas [6], entre otros.

B (FVE).,

En [32], C. Guillopé y J.-C. Saut prueban existencia y unicidad de solucién fuerte local
en tiempo (y global para datos pequefios) para (FVE)e,. He aqui sus principales
resultados (véase la Notacién que procede):

9 Ver los comentarios después de la prueba del Teorema 1.2, Capitulo 1, Seccién 1.2.

10 En [3] se supone existencia de solucién.
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Teorema 0.1 (Existencia y Unicidad de Solucién Fuerte Local) — Sean @ C R®
un abierto conezo acotado con frontera O regular y T > 0. St

(0.25) up € D(4), m € H?, felIL*0,T;HY) y f e€L*0,T;H™"),

entonces existen T € (0,T) y una dnica solucién fuerte local {u,p,7} en [0,T%] de
(FVE)ey (p es tdnica salvo una funcidn de t), con

u € C([0,T.); D(A)) N L*(0,T,; H?), ' € C([0,T.]; H)n L*(0,T; V),
€ C([0,T.]; H?), '€ C(0,T.;H").

La demostracién de la existencia de solucién se basa en un razonamiento ya utilizado
por otros autores (por ejemplo, [61]): reescritura de (0.13)—(0.16) como una ecuacién de
punto fijo y aplicacién del Teorema de Schauder. La unicidad se demuestra de la manera
habitual: se supone existencia de dos soluciones, se obtiene una inecuacién diferencial
para el quadrado de la norma de la diferencia y se aplica el Lema de Gronwall.

Teorema 0.2 (Existencia y Unicidad de Solucién Fuerte Global para Datos
Pequenos) — Sea Q C R® un abierto conezo acotado con frontera OQ regular. Eziste
ag = ao(2) € (0,1) tal que, cuando o € (0,09) y los datos

(0.26) wy € D(A), T €H?, feIL®Ry;HY) y fle l®Ry;H™

poseen normas suficientemente pequenas en sus respectivos espacios, entonces el proble-
ma (FVE)e, posee una dnica solucidn fuerte {u,p,7} definida en [0,+00) (p es iunica
salvo una funcidn de t), con

u € Cy(Ry; D(A)) N L*(0,T; H?), o' € Cy(Ry; H)NL*(0,T;V), YT >0,
7€ Cy(Ry; HY), 7' € Cy(Ry; HY).

Aqui, Cy(R4; X) es el espacio de las funciones continuas y acotadas de R4 en el espacio
de Banach X.

La prueba de este resultado se obtiene a partir de estimaciones uniformes en tiempo
para la solucién local, razonamiento también utilizado en [61].

B (FVE)es

Este problema ha sido estudiado por M. Renardy en [50]. Del contenido de este trabajo,
se puede deducir el siguiente

Teorema 0.3 (Existencia y Unicidad de Solucién Fuerte “Pequena” para

Dato Pequefio) — Sean Q@ C R? un abierto conezo acotado con frontera OQ regular y
k > 1 un nimero entero. Si f € H* es de norma H* suficientemente pequenia, entonces

14



11
12

(FVE)est posee una tnica solucién fuerte “pequena” {u,p,7} (p es dnica salvo una
constante aditiva), con

u€  H? peHM!' y reHM

Decir que la solucién es “pequefia” significa que u y T poseen normas pequefias en sus
respectivos espacios.

La demostracién de este resultado se basa en un método iterado, que alterna la
resolucién de problemas de tipo Stokes con problemas hiperbdlicos cuyas curvas caracte-
risticas son lineas de corriente 1. Primero, se prueba que las {u™, p", 7"} estan acotadas

y sus normas en H**% x H**1 x H**! son pequedias; luego se muestra convergencia en
H¥ o HF x H* 12
El Teorema 0.3 también es cierto para o = 0. En este caso, hace falta suponer

f € H*1 (ver [50]). Otros resultados tedricos relacionados con (FVE)est pueden ser
encontrados en [32], [34], [51] y [52].

B (FVE)»p

En [33], C. Guillopé y J.-C. Saut estudian un problema andlogo a (FVE)sp: el flujo
plano de Couette (y Poiseuille) de un fluido viscoeldstico de tipo Oldroyd en {0, L] x
[0, T]. El problema considerado en [33] (en coordenadas cartesianas planas (z,y)) tiene,
bésicamente, las siguientes ecuaciones y condiciones de contorno e iniciales:

(0.27) Revi— (1= a)vz, = 024+ f en (0,L)x (0,7),
ol
(0.28) o; + We = (1 —a*)o*v, en (0,L)x(0,T),
(0.29) 2, & ° 1 0,L) x (0,T
: o+ = = —v; —
¢t We Wels T 0 vz en (0,L) x (0,T),
(0.30) v(0,t) = v(L,t) = 0 en (0,7),
(0.31) V|t=0 = vy, om0 = of (i=1,2) en (0,L).

En el caso del flujo de Couette, se supone que v(L,t) = L, t € (0,T), pero el cambio de
variables

w(z,t) = v(z,t)~z, ze€l0,L]

Esquemas similares son utilizados en simulaciones numéricas (ver, por ejemplo, [15]).
Procedimiento similar al que muchas veces es utilizado en la obtencién de resultados de existencia para

problemas de valores iniciales para ecuaciones en derivadas parciales de tipo hiperbélico.
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permite reducir el problema a condiciones de contorno homogéneas. Este cambio intro-
duce términos afines en (0.28) y (0.29) que no aportan dificultades a la hora de resolver
el problema.

Por otra parte, observamos que el problema (0.27) —(0.31) es préximo a (FVE)sp.
De hecho, la principal diferencia es el término —lr—((l — a)v, + 0?) del segundo miembro
de (0.20) que, en (0.27), no esta presente. He aqui el principal resultado de [33]:

Teorema 0.4 — Supongamos que |a| < 1. Si
vy € Hy(0,L), of € HY(0,L) (:=1,2) y f€Ry,

entonces (0.27) — (0.31) posee una dnica'® solucidn fuerte global {v,o', 0%} en [0,T],
con

(0.32) v € C(Hy)NL*(H?), o'ecC(HY) (i=1,2).

En la prueba de este resultado, primero se obtiene existencia de solucién local (como
en el Teorema 0.1). A continuacién, se obtienen estimaciones uniformes en tiempo para
la. solucidn local que permiten concluir que ésta, en realidad, es una solucién global.

En [33] también se estudia el problema estacionario asociado a las ecuaciones
(0.27) — (0.29), asi como la estabilidad (en el sentido de Lyapunov) en el caso de flujos
estacionarios de Couette. Para mas resultados y cuestiones relacionados con el problema
(0.27) — (0.31) y algunas variantes, ver [45] y sus referencias.

0.3 Aportaciones Originales de la Memoria

m (FVPD)

Presentamos en esta Memoria, en primer lugar, un resultado de existencia de solucién
muy débil {p,u} global en tiempo para (FVPD). Bésicamente, esto significa que (0.1)
se verifica en el sentido usual de las distribuciones, la condicién inicial (0.9) como una
igualdad c.p.d. en Q y

T . T T
/0 (pu,—%t—)dt—*—/o (V-(pu@u),v}dt-}-?y/o (D(u),D(v —u))dt
T 1 1
+ a/o (Jr(v) = Jr(w)) dt — (pouo, v(0)) — 5 (P, u)(T) + 5 (pouo, uo)

T
2 / / pf-(v—u)dedt Vv e CH[0,T); V) tal que o(T)=0.
0 Q

13 De hecho, en [33] se prueba que hay unicidad en la siguiente clase de funciones menos regulares:
v € LOO(LZ) N LZ(H&), o' € LOO(LOO) (i=1,2). En el Capitulo 5 probaremos existencia de

solucidén semi-fuerte en esta clase.
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Aqui, 8 = max (r,2) y Jo(v) =2 [, Di(v)? dz. Se impone que

(0.33) po € L®(Q), po >0, wuo€H, felL'(L?

y se obtiene que {p,u} verifica, entre otras cosas,

(0.34) p€ L®(L®)NC(LP) Vp< +oo, ueLP(Vp), pue L=(L?).

Cuando r > 1, imponiendo (0.33) obtenemos un resultado de existencia de
solucién medida-valuada {p,u,u} global en tiempo para (FVPD), es decir,

Jp={pay} con pEgy € Prob(R**®) c.p.d. en Qx(0,T),

3{p,u} que verifica (entre otras cosas) (0.34), (0.1) en el sentido usual de las distribu-
ciones, la condicién inicial (0.9) como una igualdad c.p.d. en Q y

T T
/ (pu, ————) dt—}—/ (V- (pu Q@ u),v) dt+2z//(; (D(u), D(v))dt
va [ ([ PO DO) duen (3, D)) d = (o, (0)
- /0 (pfiv)dt Vo€ CY[0,T);Vs) tal que o(T)=0.

Aqui, fijamos la notacién
1 1
DN = —2—()\ +*\) vy D)) = E’D()\) : D(N).

Ademés, se verd que la correspondiente {p,u} también es una solucién muy débil de

(FVPD).

Las demostraciones de estos resultados estdn basadas en el método de compaci-
dad !4, usado conjuntamente con una discretizacién de semi-Galerkin. Esencialmente,
son combinadas las técnicas ya conocidas para Navier-Stokes con densidad variable
(véase [4], [58]) y para fluidos de Bingham homogéneos [18].

Cuando r > 12/5, se consigue existencia de solucién débil {p,u,p} global en
tiempo para (FVPD), es decir, solucién en el sentido usual de las distribuciones°. En
este caso se impone que

po € L®(R), InfEspy>0, wug€V,, felL*L?
y se obtiene, ademas de (0.34), que

eI (), Merm y 2

2 1,6
5 e L*(W=>°).

Ver, por ejemplo, [43].

En dimensién espacial 2, este resultado es cierto para todo r > 2, es decir, para todos los fluidos
dilatantes.
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La clave de la prueba de este resultado es la posibilidad de obtencién de estimaciones
para la derivada en tiempo del campo de velocidades u.

Por otra parte, también probamos existencia de solucién muy débil (y medida-
valuada) global en tiempo cuando los coeficientes v y a dependen continuamente
de p. Esto se obtiene utilizando, entre otros, ciertos resultados debidos a R. DiPerna y
P.-L. Lions [16] sobre el Problema de Transporte.

Finalmente, damos una respuesta parcial a la unicidad de solucién, que es una
cuestién esencialmente abierta. Més precisamente, presentamos un resultado de unici-
dad de solucién regular.

B (FVE).

En primer lugar, obtenemos un resultado de existencia y unicidad de solucién
fuerte local {u,p, 7} para (FVE)e,. Se supone que

l<s< 400, 3<r<+o0, T>0,
(0.35)

ug € D}, meWh, feL*0,T;L")
y se obtiene que {u,p, 7}, definida al menos en [0, T,] para algin T, € (0,7, verifica

(0.36) v € L*(0,Ty; D(4,)), u' € L°(0,Ty; Hy),
' e C([0,T,; Wb, 7' e L%0,Ty;L").

Aqui, D] es un espacio adecuado, obtenido por interpolacién entre D(A,) y H, (ver
Capitulo 3, Seccién 3.2, para més detalles). Por otra parte, suponiendo (0.35) se obtiene
que, para cada T > 0, existe oo(T") € (0,1) tal que, si 0 < a < ao(T') y los datos ug, 7o
y f son suficientemente pequefios en sus respectivos espacios, entonces (FVE)., posee
una unica solucién fuerte global en tiempo!® {u,p, 7} (es decir, definida en todo
el intervalo [0, T1), verificando (0.36).

Las demostraciones de estos resultados, en cuanto a la existencia de solucién, se
basan en reescribir (FVE)e, como una ecuacién de punto fijo y aplicar el Teorema de
Schauder en un conjunto convexo y compacto apropiado. Son utilizados, entre otros,
resultados recientes de Y. Giga y H. Sohr [30] sobre la regularidad L* — L" del Problema
de Stokes. La unicidad es consecuencia de un resultado de caricter més general, donde
de hecho no se necesita toda la regularidad dada por (0.36).

Los resultados anteriormente descritos constituyen una versién L® — L" (no Hilber-
tiana) para (FVE)e, y en algunos aspectos mejoran los de [32]. Es facil ver esto si
comparamos (0.35) con (0.25) o (0.26). Resaltamos que, en particular, no exigimos
ninguna informacién sobre las derivadas del dato f, ni en tiempo ni en espacio. Sin
embargo, en el Teorema 0.2, oy no depende de T y se permite que T sea +o0o. En
nuestro caso, ag(7) — 0 cuando T — 4.

Mencionemos que no es conocido un resultado de existencia de solucién global en tiempo para, (FVE).,

para datos arbitrariamente grandes, salvo en el caso particular (FVE);p.
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Por tltimo, se presenta un resultado de dependencia continua local para (FVE)ey.
. (FVE)est

El resultado que presentamos para este problema es de existencia y unicidad de
solucién fuerte “pequena” {u,p, 7}, en el caso de pequefias perturbaciones del estado
de reposo 7. Se supone que f € L™ (3 < r < +0c0) es suficientemente pequefia en L" y
se obtiene que u € D(A,) y 7 € W1, Como en el caso del problema de evolucién, ésta
es una versién L™ para (FVE)es y aquf se impone menos regularidad para el dato f
que en [50] (ver Teorema 0.3).

La prueba de este resultado no hubiera sido posible razonando como en [50], puesto
que ahora no tenemos ninguna informacién sobre las derivadas espaciales de f. Por otra
parte, el razonamiento utilizado en (FVE).y es posible, pero éste necesita, ademas, que
el pardmetro « sea suficientemente pequefio. No obstante, la combinacién de los dos
razonamientos anteriores nos permite llegar al resultado deseado.

B (FVE)p

Para el problema (FVE)¢p, en primer lugar, probamos existencia de solucién fuerte
global en tiempo. Este resultado es andlogo al de [33] para flujos planos de Couette
y Poiseuille (ver Teorema 0.4). Mas precisamente, se impone que

(0.37)  wo € H}(R1,Ry), ofe HY (Ry,Ry) (i =1,2), fe¢L*0,T;L*(Ry,Ry))
y se obtiene que la solucién {v, o', o2} verifica (0.32).

Para probar este resultado, primero razonamos como en (FVE)., para obtener
existencia de solucién local y, seguidamente, obtenemos estimaciones uniformes en
tiempo para la solucién local. Finalmente, un argumento estdndar permite concluir
que ésta es una solucién global.

A continuacién, probamos un interesante resultado para (FVE)¢sp: existencia
de solucién semi-fuerte global en tiempo, es decir, (0.20) se verifica en un sentido
variacional y (0.21) — (0.22) se verifica c.p.d. en (Ry, R2) X (0,T). Se impone que

(0.38) wo € L*(Ry,Ry), of € L®(Ry,Ry) (i=1,2), fe&L*0,T;H '(Ry1,R))
y se obtiene que la solucién {v,c?, o2} verifica
v € C(LX)NL*(HY), o'eL®(L>®)nC(L?) (i =1,2).

La prueba consiste en regularizar los datos vy, o (i = 1,2) y f para obtener
una regularidad como en (0.37), aplicar el resultado de existencia de solucién fuerte

Como se comenta en [53], a pesar de la importancia de los flujos estacionarios de fluidos viscoelésticos,
se conoce muy poco desde el punto de vista matematico sobre la existencia de dichos flujos. Seria de
gran interés obtener resultados de existencia que no fuesen para perturbaciones del estado de reposo.
Han sido encontradas grandes dificultades en simulaciones numéricas de tales flujos y se ha sospechado

que la no existencia de solucién es una posible causa.
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global para obtener una sucesién de soluciones aproximadas y estimar éstas en espacios
apropiados. En el proceso de paso al limite, surge la necesidad de obtener algin tipo
de convergencia fuerte. Esto se consigue probando que las aproximadas constituyen
una sucesién de Cauchy. Es importante resaltar que este resultado también se aplica al
problema (0.27) — (0.31), estudiado en [33].

Por ltimo, logramos probar que la solucién semi-fuerte es tinica y, también, que
hay dependencia continua con relacién a los datos. Este conjunto de resultados
tienen un importante significado: en la situacién considerada, (FVE)¢p es realmente
un buen modelo matemédtico para describir el comportamiento del fluido.

0.4 Resumen de la Memoria

Haremos a continuacién una breve descripcién de cada uno de los Capitulos de los que
consta esta Memoria. Los Capitulos 1 y 2 constituyen la Parte I y estdn dedicados al
estudio tedrico de los fluidos viscopldsticos y dilatantes con densidad variable,
mientras que los Capitulos 3, 4 y 5 constituyen la Parte II y estan dedicados al
estudio tedrico de los fluidos viscoeldsticos de tipo Oldroyd.

Capitulo 1

Introducimos, en la Seccién 1.1, el problema (FVPD). En la Seccién 1.2, enunciamos
y demostramos un resultado de existencia de solucién muy débil global en tiempo para
(FVPD). También presentamos un resultado que, ademds de justificar la introduccién
del concepto de solucién muy débil, da condiciones suficientes para que éstas sean de
hecho soluciones débiles. En la Seccién 1.3, damos la definicién de solucién medida-
valuada para (FVPD) y probamos existencia de tal solucién (global en tiempo) para
todo r > 1. En la Seccién 1.4, probamos existencia de solucién débil global en tiempo
para (FVPD) cuando r > 12/5 (y para todos los fluidos dilatantes cuando © C R?).

Capitulo 2

En la Seccién 2.1, estudiamos la cuestién de la unicidad de solucién para (FVPD).
Aunque éste sea un problema abierto, logramos obtener resultados parciales, a costa
de imponer a la solucién determinadas propiedades de regularidad. En la Seccién 2.2,
consideramos el caso en el que los coeficientes v y « son variables (mds precisamente,
dependen continuamente de p). Tras introducir las nuevas ecuaciones a resolver, puesto
que la ecuacién de movimiento ha de ser modificada, presentamos resultados de exis-

tencia de solucién muy débil y medida-valuada, ademés de comentar la cuestién de la
unicidad en este caso.

Capitulo 3

Introducimos en la Seccion 3.1 el problema (FVE)e,. En la Seccién 3.2, enuncia-
mos y probamos dos resultados para (FVE),: existencia de solucién fuerte local en
tiempo para datos arbitrarios y existencia de solucién fuerte global en tiempo para
datos pequefios. Estos resultados son establecidos fuera del marco Hilbertiano. En la
Seccién 3.3, presentamos un resultado de unicidad de solucién para (FVE)e, (que es
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anélogo al resultado de unicidad de solucién regular del problema de Navier-Stokes) y
un resultado de dependencia continua para las soluciones locales de (FVE)ey,. En la
Seccién 3.4, hacemos referencia a posibles extensiones de nuestros resultados a otros
modelos de fluidos no Newtonianos. En la Seccién 3.5, discutimos sobre una importante
cuestién abierta para (FVE)e,: la existencia de solucién débil global en tiempo para
datos arbitrarios.

Capitulo 4

En primer lugar, en la Seccién 4.1, presentamos el problema (FVE)est. A continuacién,
en la Seccién 4.2, enunciamos y probamos los siguientes resultados: existencia, unicidad
y dependencia continua de solucién fuerte “pequefia” para (FVE)es cuando el dato
f es suficientemente pequefio. Como en el caso evolutivo, este resultado también es
establecido fuera del marco Hilbertiano.

Capitulo 5

En la Seccién 5.1, presentamos las ecuaciones (0.13)—(0.14) en coordenadas cilindricas y
el razonamiento que nos conduce al problema (FVE)¢p. En la Seccién 5.2, enunciamos
y demostramos los siguientes resultados: existencia, unicidad y dependencia continua
de solucién semi-fuerte (y fuerte) global en tiempo para (FVE)fp. En la Seccién 5.3
comentamos sobre otras cuestiones relacionadas con este problema.

Por dltimo, mencionemos que versiones abreviadas de los principales resultados de
los Capitulos 1, 2 y 8 han sido publicadas en [21] y [22]. Posteriormente, los resultados
obtenidos en la Parte I por un lado y en la Parte II por otro, constituyeron los objetivos
de dos trabajos de prizima aparicidn, [23] y [24], respectivamente.
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PARTE |

Nuevos Resultados Teodricos

sobre Fluidos Viscoplasticos y Dilatantes

con Densidad Variable

Resumen

En esta Primera Parte, consideramos el flujo de algunos fluidos no Newtonianos (de Bingham,
pseudoplésticos y dilatantes) en un dominio 2 C ]R3, cuando la densidad es variable. En el Capitulo
1, definimos el concepto de solucién muy débil, que se basa en sustituir la ecuacién de movimiento
por una inecuacién variacional, y probamos existencia de este tipo de solucién (global en tiempo) para
los fluidos considerados. Ademds, para los fluidos pseudoplasticos y dilatantes, la solucién muy débil
es, junto con una medida de Young apropiada, una solucién medida-valuada del problema. También
probamos existencia de solucién débil global en tiempo (en el sentido de las distribuciones) para algunos
fluidos dilatantes (cuando 2 C R2, este resultado es valido para todos los fluidos dilatantes). En el
Capitulo 2 se estudia, en primer lugar, la unicidad de solucién, donde presentamos una respuesta parcial
a esta cuestién, que todavia permanece abierta. Por tltimo, consideramos un caso en que el tensor de
esfuerzos depende de una manera particular de la densidad. Los resultados de esta Primera Parte estan
recogidos en {22] y [23].
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Capitulo 1

Existencia de Solucion

1.1 Planteamiento del Problema

En toda la Primera Parte de esta Memoria, consideraremos el flujo de un fluido vis-
copléstico o dilatante, incompresible y no homogéneo (densidad variable), que ocupa
un dominio © C R? (un abierto conexo acotado con frontera 9§ Lipschitz-continua),
durante un intervalo temporal [0,7]. La densidad p, el campo de velocidades u y la
presion p del fluido verifican el siguiente sistema de ecuaciones en § x (0,7'):

9p
(L.1) % 49 (pu) =
dpu
(1.2) s +V-(puu)+Vp = V-0o+pf,
(1.3) V-u = 0.

En la ecuacién de movimiento (1.2), f es un campo de fuerzas dado y

(1.2a) o = 2vD(u) +0zDH(u)L;'2D(u),
donde D(u) = 3(Vu + 'Vu),

Dir(u) = %D(u):D(u) - %zi: [ (gZ; gzz)]Z),

vy o son constantes positivas y 1 <r # 2. Cuandor = 1,7 € (1,2) or > 2, estamos en
presencia, respectivamente, de un fluido de Bingham, de un fluido pseudoplastico
o de un fluido dilatante (ver [12], [13], [18] y sus referencias). El término fluido
viscoplastico se aplica genéricamente cuando r € [1,2). El caso r = 2 corresponderia
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a un fluido Newtoniano. Completaremos el problema afiadiendo a (1.1) — (1.3) las
siguientes condiciones de contorno e iniciales:

(1.4) u = 0 sobre 0 x (0,T),
(1.5) pli=o = po en £,
(16) (pu)lt:O = ppUg €n .

Las incégnitas del problema son p, u y p y los datos son pg, ug, f y las constantes v, «
yr.

Cuando consideramos un fluido de Bingham, observamos qua la expresiéon dada
anteriormente para el tensor ¢ (con r = 1),

c = 2vD(u)+ aDrr(u)”2 D(u),

tan sélo esta definida cuando Dyr(u) # 0. Cuando Drr(u) = 0, se admite que ¢ queda
indeterminado pero verifica

3
1/2 1 1
o4 < @ o :—a:a:—g T 054 ).
II — (II 2 2ij_1 1] 7])

Las constantes positivas « y v son, respectivamente, el umbral de plasticidad y la

viscosidad del fluido de Bingham. Estos se comportan como un medio rigido si 0%2 fa
y se mueven como fluidos viscosos cuando 0%2 > «. BEste tipo de comportamiento
se observa en clertos aceites pesados y otros fluidos que estdn relacionados con las
perforaciones petroliferas, asi como en la fabricaciéon del hormigén. El marco funcional
adecuado para estudiar los fluidos de Bingham, utilizado por G. Duvaut y J.-L. Lions
[18], consiste en sustituir la ecuacién de movimiento por una inecuacién variacional que

lleva en cuenta la interface desconocida entre el medio rigido y la regién fluida.

Nuestro objetivo en el presente Capitulo es obtener algunos resultados de existencia

de solucién global en tiempo (en sentidos que precisaremos a continuacién) para el
sistema (1.1) — (1.6), en adelante (FVPD).

En cuanto a los antecedentes del problema (FVPD), citamos los trabajos de M.
Bohm [7] y P. Magnaghi [44], donde se estudia la existencia de solucién para fluidos
de Bingham no homogéneos (ver los comentarios después de la prueba del Teorema
1.2, Seccién 1.2) y el trabajo de S.N. Antontsev y J.I. Diaz [3], donde se obtienen
resultados sobre propiedades cualitativas de las soluciones de algunas clases de fluidos
no Newtonianos con densidad variable, incluyendo el modelo (FVPD). Por otro lado,
en el marco de los fluidos homogéneos (p constante), problemas similares a (FVPD)
han sido estudiados por O.A. Ladyzhenskaya [39], J.-L. Lions [43], G. Duvaut y J.-L.
Lions [18], D. Cioranescu [12], [13], Q. Duy M.D. Gunzburger [17], H. Bellout, F. Bloom
y J. Necas [6], entre otros.

Este Capitulo estd organizado como sigue. En la Seccién 1.2, definimos solucién
muy débil de (FVPD) (esencialmente, (1.2)—(1.3) son sustituidas por una inecuacién
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variacional y (1.1) se verifica en el sentido de las distribuciones), probamos existencia de
tal solucién para todo r > 1 y establecemos un resultado que da condiciones suficientes
para que las soluciones muy débiles sean soluciones débiles ((1.1)—(1.3) se verifican en el
sentido de las distribuciones). En la Seccién 1.3, definimos solucién medida-valuada
de (FVPD) y probamos existencia de tal solucién para todo r > 1. Finalmente, en
la. Seccién 1.4, probamos existencia de solucién débil de (FVPD) cuando r > 12/5 (y
para todos los fluidos dilatantes cuando 2 C R?).

1.2 Existencia de Solucion Muy Débil

Empezamos esta Seccion recordando algunas notaciones y propiedades que utilizaremos
con frecuencia.

e Paral < s < +oo,
V={veD)? V-v=0}
V. = clausura de V en WH3(Q)? = {v ¢ W *(Q)%; V-0 =0}, V =",
H, = clausura de V en L*(Q)3
={veL*(Q)® V-v=0, v-n=0sobre 80}, H = H,,

donde n = n(z) es el vector unitario normal a 9 en el punto z, orientado hacia el
exterior de Q. H, y V; son espacios de Banach reflexivos para las normas de L¥(2)3
y Wl*(Q)®. H y V son espacios de Hilbert para los productos escalares de L2(Q)? y
HL(Q)®. Denotaremos por (-,-) el producto de dualidad entre W= (Q)3 y W2 *(Q)3 y
por (-,-) la dualidad entre L?' (Q)? y L?(2)?. La norma en V (y HL(£2)?) ser4 denotada
por |- || y en H (y L%(Q)3) por | -|. Utilizaremos el siguiente resultado técnico, que es
consecuencia de la desigualdad de Korn (ver [46]):

Lema 1.1 — Sean Q@ C R3 un abierto acotado con frontera OQ Lipschitz-continua y

1 < s < +oo. Entonces |[Vv +*VollLs es una norma en Wy*(Q)?, equivalente a la
norma usual de Wh*(2)3.

e Para 1 < s < 400, denotaremos por s, al conocido como exponente de inyeccién

de Sobolev, dado por

1 1 1 <3

— = ——— 8 s

Sy s 3 ’

S« es cualquier real finitosi s =3y

S« = +oo s1 s> 3.

Recordamos que W1*(Q) C L**(Q) de forma continua. Ademés, la inyeccién Wh*(Q) C
L(Q) es compacta si ¢ < s, (ver, por ejemplo, [1]).
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e Si X es un espacio de Banach, 0 < a <1y 1 < ¢ < 400, introducimos el espacio

de Nikolskii (ver [38], [57])

Na’q(07T;X) = {f € Lq(O,T;X); OSII;IET h_a”ahf - fHLq(O,T-h;X) < +OO},
<

donde oy, f(t) = f(t + h) para casi todo t € [0,T — h]. Se trata de un espacio de Banach
para la norma

| fliveaco,rxy = 1 llpao,xy + sup A7 %|lonf — fllao,m—n;x)-
0<h<T

Recordamos que L4(0,T; X) es el espacio de las funciones f : (0,7) — X medibles tales
que t — ||f(t)||x es una aplicacién de L4(0,T).

e Por simplicidad, frecuentemente abreviaremos la notacién. Por ejemplo, escribire-
mos LP para designar LP(Q) o LP(Q)®, L9(L?) para designar L4(0,T; L*(Q)*), C(LP)
en vez de C([0,T}; LP(Q2)), etc. ..

e Para 1 <r < 400, introducimos €l funcional J, : W&’r — R, definido por
2 z
Jr('l)) = —/ DI]('U)2 dz.
rJo

J, es convexo y si 1 < r < 400, J, es Gateaux-diferenciable, con J). : Wol’r — WL
dada por

(TL(u), ) = / Dyi(u) % D(u) : D(v)dz = (=V - (Dry(u)F D(w)) ,0).
Q
He aqui el principal resultado de esta Seccion:

Teorema 1.2 — Sean Q@ C R® un abierto conexo acotado de frontera OQ Lipschitz-
continua y T > 0. Supongamos que

po € L=(Q), po >0, w€H y feL'(L%.
Entonces eziste un par {p,u}, con

p € LX(L=)NC(LP) Vp< +oo, we LP(Vp) (B=max(r,2)),

pu € L®(L*) N NP2 (W=1F) (B =min (8./2,6)), (pu,u) € C([0,T)),

Inf Es pg < p(2,t) <Sup Es pg cp.d. en Qx(0,7),
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que verifica (1.1) en el sentido usual de las distribuciones, la condicidn inicial (1.5)
como una tgualdad c.p.d. en  y

/

T T T
/0 (pu,—%?)dt—l—/o (V- (pu @u),v) dt+2u£ (D(w),D(v —u))dt

T
A1) e [ )= T)dt = (oo, (0) = Hlowu)T) + 5(puvo,uo)

T
VU — U z v 1 N a ue v = U.
> [ [ of-w—wydact e C(O,TVa) tal e o(T) =0

\

Por definicién, diremos que {p,u} es una solucién muy débil de (FVPD). Ob-
servamos que tal solucién satisface la condicién de incompresibilidad (1.3) y la condicién
de contorno (1.4) en el siguiente sentido:

u(,t) € Vg cpd. en (0,7).

Aunque la condicién inicial (1.6) esté incluida en (1.7), también se verifica en el siguiente
sentido débil:

(1.8) (pu,v) € C([0,T]) v (pw,v)(0) = (pouo,v) Vv € Vp.

A partir de la regularidad de {p,u}, notamos que (1.1) se verifica en L®(H ') N
Lﬂ(w—l,ﬂ*)‘

El siguiente resultado, ademds de justificar la introduccién de las soluciones muy
débiles, da condiciones suficientes para que éstas sean soluciones débiles.

Corolario 1.3 — En las condictones del Teorema anterior, supongamos ademds que

Opu

feIL(L*)n LﬁI(L(ﬁ"‘)I)7 5 € Lﬁ'(w—l,ﬂ'), V- (pu@u) € Lﬁ'(w—l,ﬂ’)

y se verifica la desigualdad

T

O0pu 1 1

(1.9) [ R uowu)dt < 5w 0)(T) = 5 (poa, o).

o Ot 2 2
Entonces, se tiene que
(1.10) pu € Cu(L?),  ((pu)(0),0) = (pouo,v) VveH

Y

(1.11) { (%}-I—V-(pu@u),v—-u)+21/(D(u),D(v—u))

+a(Jr(v) = Jr(u)) > (pf,v—u) cp.d. en (0,T), VveVs.
Ademds, cuando v > 1, existe una presién p € L (LP') tal que {p,u,p} es una solucidn

débil de (FVPD), es decir, una solucidn en el sentido usual de las distribuciones, con
(1.6) verificindose en el sentido de (1.10).
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Notamos que, en las condiciones del Corolario 1.3, si u € C,,([0,T]; H) ' entonces
(pu)(0) = p(0)u(0) = pougp c.p.d. en .
Si, ademas, Inf Es pg > 0, obtenemos que
(1.12) u(0) = ug c.p.d.en K.

Para ver esto, sea pu € Cy,(L?) (V¢ < 2) la funcién definida por (pu)(t) = p(t)u(t) Vt €
[0,T]. Esto se obtiene multiplicando p € C(LP?) (Vp < 400) por u € Cyp(H). Puesto
que pu € Cyp(L?) y (pu)(t) = p(t)u(t) c.p.d en t € [0,T], es facil concluir que (p%)(t) =
(pu)(t) Yt € [0,T]. En particular, (pu)(0) = p(0)u(0). Ahora, tomando v = u(0) — o
en (1.10) y utilizando que p(0) = po, se obtiene

po(2)|u(0) —ugl*(z) = 0 cp.d en .

Si Inf Es pg > 0 obtenemos (1.12). En cualquier caso, multiplicando la igualdad anterior
por pg, obtenemos

1po(u(0) —ua)P(x) = [p(0)u(0) - pouol*(z) = 0 cpd. en £,

luego p(0)u(0) = pouo.

Cuando r > 11/5, la hipétesis V - (pu @ u) € L# (W~1#) es autométicamente
satisfecha. Para ver esto, es suficiente probar que

p1/2u € LQﬁ’(Lzﬁ’)_

Por simplicidad, comprobaremos esto tltimo en el caso 2 < 8 < 3. Utilizando que
p*/?u € L*°(L?) (se verd més adelante) y que p'/?u € LA(LF+) (recuérdese que u €
LB(Vy)), se obtiene:

' B/ B« (28'-pB)/2
/|p1/zu}2ﬁ de — / <|p1/2u|ﬁ*> <|p1/2u|2> de
Q Q

B/ Bx (28'-8)/2
< ( / |0 ?ul P d:c) ( / o ?ul? dw)
Q Q

siempre que ﬁ% + _%é’_’z_:é < 1. Esto implica que

Y3 < PP ull o ooy o Pul 2 f

e 126" (L28") LA (LA~ Leo(L?)

siempre que § > 11/5.

Por otro lado, veremos en la Seccién 1.4 que, cuando

12
r>, IfBspo >0, weV, y felL’(L?),

t En realidad, basta suponer que la aplicacién ¢ + u(t) es débilmente continua en t=0 con valores en

H
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cualquier solucién muy débil de (FVPD) dada por el Teorema 1.2 verifica todas las
hipétesis del Corolario 1.3; en consecuencia, es una solucién débil.

Por ltimo, observamos que la inecuacién variacional (1.11) es andloga a la presen-
tada por G. Duvaut y J.-L. Lions [18] para el estudio teérico de los fluidos de Bingham
en el marco p constante. :

. 0 ' ,
Prueba del Corolario 1.3 — Puesto que % € L# (W~1F), obtenemos que

pu € C(W=YFyN Cy(L?).
Por tanto, (pu)(t) € L? Vt € [0,T) y, utilizando (1.8), concluimos que
(pu,0)(0) = ((pu)(0),0) = (pouo,v) Vo€ V.
Como Vj es denso en H, obtenemos (1.10). Por otro lado, para cada s € [0, T], tenemos
J @ = [ (o, - o) e+ (u)e)o()
— (p)(0),0(0) Vo e CH([0, T Vi)

Por tanto, a partir de (1.7) y de lo anterior, obtenemos
T dpu
<6‘t + V- (pu@u),v)dt + 2v (Du) D(v —u))dt
0
ta / (Jo(0) = To(w)) dt — 5 (pu,u)(T) + 5 oo, o)
0

T
_>_/0 (pf,v—u)dt Vo e CY([0,T);Vs) tal que o(T)=0.

Sustituyendo (1.9) en la desigualdad anterior resulta

Jpu T
(—+ V- -(pu®u),v—u)dt+2v | (D(u),D(v—u))dt
(1.13) /0 o /"

T T
+ a/o (Jr(v) — Jp(u))dt > /0 (pfyv—u)dt

Vv € CH([0,T]; Vs) tal que v(T) = 0. En particular, (1.13) es cierto Vv € D(0,T; V3) v,
por densidad, Vv € LA(Vg). Veamos que (1.13) implica (1.11). Sean

w € Vﬂ, to € (O,T), I(S = (to —_ 6,t0 -I- 6) C (O,T)

para 6 > 0 suficientemente pequefio, y v definida por

_ w st teE I,
v(t) = {u(t) si t¢ I
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Para este v (€ L#(V3)), (1.13) se reduce a

/(%—FV (pu®u),w—u)dt+21//1(D(u),D(w—u))dt

+oz/16(Jr(w) — Jp(u))dt — /Ié(pf,w —u)dt > 0.

Dividiendo por 26 (medida de Is) tenemos

1 1
R >
% (H w) dt 55 ((H,u) + aJr(u)) dt + aJ.(w) > 0,
donde P
H = 5tu+v (pu @u) — vAu — pf

pertenece a L (W18 (recuérdese que L)' ¢ W-18"), Utilizando que

6—0+

lim — / H(t)dt = H(t)) en W15

}7
lim 515 ((H(t),u(t))+aJr(u(t))>dt = (H(to), ulte)) + adn(ulte))

§—0+

para casi todo tq € (0,T) (ver, por ejemplo, [38], p. 111), podemos pasar al limite
(cuando § — 01) en la tltima desigualdad y obtener

(H(t0); w) = (H(to), u(to)) = aJr(u(to)) + atr(w) 2 0

para casi todo ty € (0,7), Vw € Vg. Esto da (1.11).
Para r > 1, tomando v = u + Aw en (1.13), con w € L#(V3) y A > 0, obtenemos

/\(/O (0; + V- (pu®u), )dt+2u/ (D(w), D(w))dt)

+ a/T(Jr(u + Aw) — Jp(u))dt > )\/ (pf,w)dt  Yw e LP(Vp).

Dividiendo por A, haciendo A — 0% y utilizando la Gateaux-diferenciabilidad de J,,
obtenemos

/0 <8gf+v (pu ® u), )dt+2u/ (D(u), D(w)) dt

T T
+oz/0 <J;(u),w>dt2/0 (pfiw)dt Ve IA(Vy).

La desigualdad inversa se obtiene haciendo lo mismo para A < 0. Por tanto,

/0 (aapt +V-(pu®@u)—2vV . D(u) + alJ.(u) — pfyw)dt = 0 VwELﬁ(Vg).
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En particular,

opu g
( apt +V-(pu®@u)— <2VD(u)—I—ozDH(u) 2 D(u)) —~pfyw) =0
para casi todo t € (0,T), Yw € V. Ahora, puesto que
008 49 (puu)~ V- (20D(w) + aDps(w) T D(w)) - pf € TP W),

utilizando el isomorfismo

VP Q)R — VQ
(ver [2], Corolario 3.1(i), p. 11), donde
I# (Q)/R = {q; g=q+ec geLf(Q), ce R}
(un espacio de Banach para la norma ||l 1o )/ = infeer |lg + |l por (@) ¥
Ve = {h he W™ (@), (h¢)=0 VéeVs)

(un espacio de Banach para la norma de W18 (Q)3), se obtiene que existe una funcién
p € LF(0,T; LF (Q)) tal que
9pu
Bt

Esto concluye la demostraciéon. m

+V-(pu®Q@u)—V- (ZI/D(U)-{-QDI](U)L}ZD(U))—[)]( = —

En la prueba del Teorema 1.2, utilizaremos los siguientes lemas técnicos:

Lema 1.4 — Sea Q C R?® un abierto acotado con frontera OQ Lipschitz-continua.

(a) Para 1 < s < g < +oo, la aplicacidn producto de

Whi(Q) x Wh*(Q) en WHP(Q), % = qi- + % ,

estd bien definida y es continua si p > 1.

(b) Para 1 < ¢ <400 y1<s <400, la aplicacidn producto de

WLUQ) x W (Q) en WolrQ), t=l gl
b

g« S

?
estd bien definida y es continua st % + % < 1.

Lema 1.5 — Sean X, B y Y espacios de Banach. Supongamos que X C B C Y, donde
la primera inyeccion es compacta y la segunda es continua. Entonces:

(a) L1(0,T; X) N {¢; %ﬁ? € LY(0,T;Y)} se inyecta de forma compacta en el espacio de
Banach Li(0,T;B) st 1 < q < 4o00.
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(b) L*=(0,T; X)) n {¢; g¢ € Lq(O T;Y)} se inyecta de forma compacta en el espacio de
Banach C’([O T);B) st ¢ > 1. A

(c) LU0, T; X) N N0, T;Y) se inyecta de forma compacta en L1(0,T;B) para 0 <
a<lyl<g<+too.

(d) Si F es la interseccion de un conjunto acotado de L*°(0,T; X)) y el conjunto

R(K,C) = { & |l%?lly SK+¢ cpdoen (0,T), [9llLeo) SC}’

donde K € LY0,T), ¢ > 1 y C > 0, entonces F es relativamente compacto en
C([0,T}; B).

El Lema 1.4 estéa demostrado en [56] y [58]. En cuanto al Lema 1.5, los apartados
(a) y (b) estan enunciados en el Corolario 4 de [55] (p. 85) y el apartado (c) sigue del
Teorema 5 de [55] (p. 84). El apartado (d) puede ser encontrado en [58] (Lema 4(iii)).

Los apartados (¢) y (d) también estdn demostrados en [56].

Prueba del Teorema 1.2 — En primer lugar, consideraremos el caso en que “r > 1%
y dividiremos la prueba en tres partes.

A) Existencia de soluciones aproximadas.

Como V es denso en el espacio de Banach separable V3 (recuérdese que B =
max (r,2)), podemos elegir una “base especial” de V3, es decir, una sucesién de fun-

ciones {w!,w?,...,w™,...} con las siguientes propiedades:
(a) Para cadam > 1, w™ € V3N CY(Q)3,
(b) {w',w?,...,w™,...} es un sistema ortonormal en L?(Q)3,

(c) Las combinaciones lineales finitas construidas con las w™ son densas en Vj.

Una forma de justificar la existencia de una sucesién de estas caracteristicas es la
siguiente. Sea {2"},>) una sucesién densa en V3. Para cadan > 1, existe {z™7};5; C V
tal que z™7 — 2" fuertemente en Vg cuando § — +o0o. Tras una renumeracién adecuada,
podemos escribir el conjunto

{z™7; j,n > 1}
como una sucesiéon {v™},,>;. El proceso habitual de ortonormalizacién de Gram-
Schmidt en L2(Q)® conduce a la existencia de {w™}m>1 .

Llamaremos V" al subespacio de V3 generado por {w',w?,...,w™}. Por tanto,
para cada v € V3, existe v™ € Vg" tal que v™ — v fuertemente en Vj.

Para cadam > 1, diremos que el par {p™,u™} es una m-ésima solucidn aprozimada
si

p™ € CH O X [0,T]), w™e CH[0,T);Vg")
y, ademas,

8 m
(1.14) S U Ve =0 en 2x(0,T), p"(0) = of e 9,
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m

[0 2 4 (- ) v) 4 21(D™), D)) + al T (u™),v)

= (p"f™,v) VveVs, u™(0) = ug® en Q.

(1.15)

Aqui, hemos elegido sucesiones {p§* }m>1, {ug tm>1 ¥ {f™ }m>1 tales que

116 p € CHQY), pit — po  débilmentex en L°(Q) y

(1.16) fuertemente en LP(2) Vp < +o0,
1 1

(1.17) — +InfEs pg <pi £ —+SupEspy en €,
m m

(1.18) ugt € Vg, wug® —wug fuertemente en H,

(1.19) f™ e C(L?, f™— f fuertementeen L*(L?).

La existencia de una m-ésima solucién aproximada es garantizada por el siguiente

Lema 1.6 — Sean  C R? un abierto acotado con frontera 8§ Lipschitz-continua, T > 0
ym € N. S {wlw? ...,w™, ...} es un sistema ortonormal en L*(2)* de funciones
CY(Q)® que se anulan sobre O, pIt € C*(Q) verifica Inf pI* > 0, u* € V" (subespacio
de Vs generado por {w',w?,...,w™}) y f € C([0,T]; L*(2)*), entonces eziste una

Unica m-ésima solucion aprozimada {p™,u™} en 2 x [0,T] que, ademds, verifica

(1.20) 0 < Inf pf" < p™ < Sup pi* en Qx[0,T).

La prueba de este resultado se encuentra en el Apéndice A y se obtiene razonando
como en [31] y [56]:

(1) Reescribimos (1.14) — (1.15) como una ecuacién de punto fijo e introducimos
soluciones aproximadas linealizadas.

(i1) Obtenemos estimaciones aproximadas para estas soluciones linealizadas.

(iii) Aplicamos el Teorema de Schauder para deducir que (1.14) — (1.15) posee al
menos una solucion.

De hecho, solamente el término a{J.(u™),v) no aparece en [31] y [56], pero éste no
aporta dificultades en este razonamiento.

Finalmente, notamos que las ecuaciones (1.14) — (1.15) pueden ser escritas en la
forma conservativa equivalente:

@2) T4Vt =0 e Qx(O1), 0) = 4 e 9
6pmum m, m m m ! m
(1.22) ( 5 + V- (p"u™ @u™),v) + 20(D(u™), D(v)) + af{J(u™), )

=(p"f"v) YveVg, u™(0) = uyt en L.
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B) Estimaciones de las soluciones aproximadas.

B.1) Estimaciones de las funciones - Utilizando (1.17) y (1.20) obtenemos que

1 1
— +InfEspo <p"<—+SupEspy en Qx(0,7),
m m

en consecuencia,

(1.23) p™  estd acotada en L°(L%°).

Para cada v € V", multiplicando (1.21) por —;—um - v, integrando en §2 y sumando
el resultado con (1.15), obtenemos
mou™ o u™ 9p™

m,. m m _’tl’_nl_ . m,, m
(0" + 5 g T (P VT 4 =V (™), v)

T 20(D(u™), D(v)) + alJL(u™),0) = (o™ F™, v).

En particular, eligiendo v = u™(t) € V4", obtenemos

/Q{gi (Pm@> +V- (pmumf—u—;—n!—z>} d:c+21//Q ID(u™)|? dz

+22‘;—£a/ |D(um)]rd:c:/pmfm-umda:
Q Q

F4

m|2
y, como / V. (pmuml—%> dz =0 (ya que u™ = 0 sobre JQ), nos queda
Q

%%/ ol d:c+2u/ D™ de
(1.24) @ &
+2:51a/ lD(um)Ide:/pmfm'umda:.
Q Q
De aqui,
d 1/2 1/2
pn P ™ dz < 2(/ pm|um|2d:z> </ pmlfm|2d:c>
Q Q Q
< h(t) + (D) / o™ P de,
Q
donde

o = ([ pm|fmt2dw)l/2 0)

Puesto que h € L*(0,T), utilizando el Lema de Gronwall junto con (1.16), (1.18), (1.19)
y (1.23), se obtiene que

(1.25) (p™)2u™  est4 acotada en L*®(L?).
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Utilizando (1.23) y (1.25) se obtiene que

(1.26) p™u™ estd acotada en L™(L?).

Integrando (1.24) respectbo de t, y utilizando el Lema 1.1, se obtiene que

(1.27) u™ estd acotada en LP(Vp) C LP(LP),

que junto con (1.23) implican que

(1.28) (p™)?u™ y  p™u™ estén acotadas en LP(LP+).

Gracias a (1.25), (1.28) y un argumento de interpolacién, obtenemos que
(p™M*u™  estd acotada en LW (L9)

para cada a € (2, f«), donde

Pa(Bs—2)
gla) = ———= si fi <40
( ) (a - 2)ﬁ*
y
g(a) es cualquier exponente menor que ( a % si By = +oo
a —

Consecuentemente,

(1.29) pmu™ @ u™  estd acotada en LU®/2(L2/?),

La obtencién de ¢(a) se hizo de la siguiente forma:
L a1 £
/ |(pm)1/2um|a dr = / (Kpm)lﬂumiﬂ*) q(a)f» (l(Pm)l/zumP) 2( q(a)) dz
Q Q

< ([ 1mpean e ko)

q(a)fBx 7( q(a)
Ba da:) (/{; l(pm)1/2u1n|2 d:[)> ,

siempre que f, < +o0 y q(a),@ + 5 (1 — ?(%7> = 1. Por tanto,

U Kpm)l/zum'ad‘”faﬂ < ([ rmprame dﬂ«‘)% ([ do) -

R P (O RE A [ R

m mye(a) m m m m a)—
1™ ™15 ey < 1™ a8 oy 0™ 2um™ 59725

siempre que ¢(a) = % El caso B, = +oco se obtiene notando que ¢(a) =

GLQ) (5:3> V¢ < 400 y que ésta ultima es una funcién creciente en €. Por otro
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lado, puesto que ﬂ}; 2 _>_ , Se obtlene g(a) > En particular, para a = 4 tenemos

3(a 2)°
g{a) > 8/3, luego (1.29) 1mphca en particular que

(1.30) P u™ @ u™  estd acotada en L*/3(L?).

B.2) Estimaciones sobre las derivadas respecto de ¢ — Utilizando (1.26) y (1.28) en (1.21)
se obtiene que

(1.31) %)}— estd acotada en LOO(H_I) N L’G(W_l’ﬁ* ).

Por otra parte, a partir de (1.22) se obtiene que

(e, v)] < (o™ @ u™, D(v)] + 20(D(u™), D(v))
Fal(Dpr(™)E D™, D)+ I(75v)
< I @™ D) + 204D D) s
+ i ()7 D) o D) s + 107 ol

Por tanto,
d m m
(1.32) ("™ o)l < (G YTl Yo e VT,

donde G € L'(0,T) es una funcién fija y ™ estd acotada en el espacio L*(0,T), donde
s = min (4',8(58 — 6)/6) > 1. En efecto, gracias a (1.27) y (1.29), se obtienen las

estimaciones

r—2

Dr(u™)™ D(u™) estd acotada en LTET(LTE_I) c L (LF)

pu™ @ u™  estd acotada en Lq(w’)/z(Lﬁ/),

donde
g(28')  B(58—6)
2 6
y ¢(28")/2 > B si B> 11/5.

B.3) Estimaciones de tipo derivada fraccionaria en tiempo — Veamos que

. 11
< B i ﬂ<—5——

(1.33) pu™  estd acotada en N1/2/3'>2(I/V“1’E)7

donde A = min ($,/2,6). Teniendo en cuenta la definicién y las propiedades de los
espacios de Nikolskii, como ya sabemos que p™u™ estd acotada en LP(LA*) (y, en

particular, en L2(W_1’E)), probar (1.33) equivale a probar que existe una constante
C > 0 tal que

(1.34) low(o™u™) = p™u™ | ooy, S R
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para h pequefio y para todo m. Llevaremos a cabo la demostracién de (1.34) en cuatro
etapas.

¢ Ftapa 1 - Veamos que existe una constante C' > 0 tal que, si 0 < h < T, entonces

h= o ( L4 ) = (O] ) =) d:c) gt < ChH/7.

Fijado v € V", gracias a (1.32), obtenemos que

Jomamye+ 1) = (oo v = / - (di [mumys) - d) ds

t+h
< ( / g™ (s) ds) lollvs,

donde ¢™ = G + ™. En particular, g™ es una sucesién acotada en L'(0,T) (indepen-
diente de m). Tomando v = u™(t + h) — u™(t) € V4" e integrando respecto de ¢ en
(0,T — h), obtenemos que

T—h t+h
I s/o Ju™(t + k) = u™ (), (/ g’%s)ds) dt.

Aplicando el Teorema de Fubini, se ve facilmente que

*

T g
ns [ ( /() num<t+h)—um<t>nv,,dt> ds,

0 s1 s <0,
st = s si 0<s<T~—h,
T—h si s>T—h.

donde

Observamos que s* — (s — h)* < h, en cualquiera de los casos. Finalmente, utilizando
primero la desigualdad de Holder y posteriormente la estimacién (1.27) junto con la
acotacién de g™ en L*(0,T'), obtenemos

T s* 176 s* 1/p
I < / g™ (s) (/ 1 dt) (/ lum(t + b) — u™ (B, dt) ds
0 (s—h)* (s—h)*

T
< B2 ™ o vy / g™(s)ds < CR/P,
0

de donde se tiene la estimacidén deseada.

e Etapa 2 — Veamos ahora que existe una constante C' > 0 tal que

T—h
— m _.m u™ ™ — ™ . 1/,8'.
b= [ ([l n - Onne - W - wnolds) & < cn
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Dados tel0,T—-hlywe W'Ol’?’/z, gracias a (1.21) es claro que

I(t)

i

Lo m = olwds = [ - ( Lemamis v dx) ds

t+h
< Q0™ poe oy | V20 | 5 / a™(s)]l o ds

t+h 1B/ tth /8
< Qo™ |l oo (o0 (/ 17 ds) (/t lu™ ()16 ds) [Vwl|ps/2
4

Por tanto, gracias a (1.23) y (1.27), se tiene:
L(t) < ChYP|Vuwl|pe» para cada w e Wi /2,
Por otra parte, es posible elegir
w = u"(t) [um(t+h)—u"(t)] Vte(0,T~h)

(gracias al Lema 1.4(a), se deduce que el producto H} x H} en VVOI’H'/2 es continuo). En
consecuencia, usando la desigualdad de Poincaré, resulta que

HV’LU“Ls/z S C|Vum|L2 |V(um(t + h) - um(t))|L2 .
Debido a (1.27), el segundo miembro de la desigualdad anterior se encuentra acotado

en LP/2(0,T — h). Por tanto, integrando I(t) en (0,7 — k), se llega a la estimacién
deseada.

e Etapa 3 - Se observa que

T—h
L -1, = / (/ P (t 4 R)u™(t 4+ h) —um(t)|2d:c) dt < CrY#.
0 Q
En consecuencia, gracias a la estimacién de p™ en L*°, se tiene
(1.35) lonp™(@nu™ — u™) |20, m—niz2y < CRY?

o [Etapa 4 - Intentemos finalmente acotar (op™ — p™)u™. Obsérvese que, para cada
t € (0,7 — h), se tiene la igualdad

t+h
pT(t+h)—pT(t) = —/ V- (p™u™)(s)ds en W LA
t

Por tanto, tomando normas en W18 y teniendo en cuenta la estimacién de P u™ en
LA(LP+), se tiene

t+h
c / 1™ u™)(5) | o ds

< Chl/ﬂlllpmumHLﬁ(Lﬁ*) < Chl/ﬂ/’

[(onp™ — ™ )(B)llw-1.0.

IA
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o sea, ,
lonp™ = p™ || oo o, 7— w180y < CRMP

Como, en particular, u™ esté acotada en L?(0,T — h; W'#), utilizando la continuidad
del producto de W8 x W18« en W—18+/2 (Lema 1.4(b)), se tiene

(1.36) [(onp™ — Pm)“mHLﬁ(o,T—h;W—1,ﬁ*/2) < Ch'?

Puesto que

y teniendo en cuenta que L? C W% (1.35) y (1.36) conducen a (1.34) de forma
inmediata.

C) El proceso de paso al limite y conclusiones.

Gracias a (1.23) y (1.31), utilizando el Lema 1.5(b) con X = L*®°, B = W™b> ¢
Y = H™!, tenemos que

(1.37) p™ € compacto de C(W 1),

Con (1.28), (1.33) y el Lema 1.5(c), para X = LP» B=Wb® e Y = I/V“l,ﬁ’
obtenemos que

(1.38) p"u™ €  compacto de L*(W 1),

Aplicando el Lema 1.5(d), con X = B =Y = R, se deduce de (1.26) y (1.32) que
(1.39) (p™u™,v™) € compactode C([0,T]), Vo™ eV con [v™|y, <C.
También se tendra que
(1.40) (p"u™,u™) € compacto de C([0,T])).

En efecto, gracias a (1.25), (p™u™, u™) estd acotada en L*°(0,T'). Por otra parte, (1.19),
(1.24) y (1.26) implican que £ (p™u™, u™) estd acotada por una funcién de L'(0,T).
Luego, el Lema 1.5(d) nos conduce a (1.40).

Teniendo en cuenta las estimaciones obtenidas anteriormente y las propiedades de
compacidad (1.37) —(1.40), se puede suponer que existen subsucesiones de {p™}, {u™},

{pmu™}, {p"u™ @ u™} y {(p"u™,u™)} (que llamaremos igual) y funciones p, u, x1,
X2 ¥V X3, con las propiedades siguientes:

. débilmente x en L(L*),
(1.41) P p 1
fuertemente en C(W™H°),
(1.42) u™ — u  débilmente en Lﬁ(Vﬂ),

41



débilmente en LP(L*),
(1.43) pu™ = x1 débilmente* en L*°(L?),

fuertemente en L*(W 1),
(1.44) pTu™ @ u™ — xo débilmente en L4/3(L2),

(1.45) (p™u™,u™) — x3 fuertemente en C([0,T7}).

Ademis, gracias a las propiedades de los Problemas de Transporte (1.14) (ver [16]),
también se tiene que

(1.46) p" — p fuertemente en LP(LP) y pe C(L?) Vp< +oo.

En efecto, de [16] se obtiene, por ejemplo, que si & € L*(V) y go € L>=(f2), entonces
existe una Unica

p e L®(L®)NC(LP) Vp< +oo,

tal que 5
—aa—?—}—ﬁ-Vﬁ =0 en D(Q2x(0,1)),
Plt=o = po cp.d.en €

y

I8@lr = llpoli» VE€[0,T], Vp<+oo.
Por tanto, utilizando (1.16), se deduce de (1.14) que

o™ (Ollze = lleg e — lleollze = lo(liz» Vi €[0,T).

Luego obtenemos
o™ lzezsy — llollze(zr)

que, junto con (1.41), implica (1.46) (recuérdese que en espacios uniformemente con-
vexos como es LP(LP) si 1 < p < +o00, la convergencia débil y en norma implican la
convergencia fuerte; ver [9], Proposicién I11.30). De hecho, la igualdad

lo@lize = llpollzs VE€[0,T], Vp<+oo

se obtiene tras pasar al limite en (1.14). Esto se hard mds adelante, obviamente sin
utilizar (1.46).

Veamos que X1 = pu, x2 = pu®@u y x3 = (pu,u). Aplicando el Lema 1.4(b), la
aplicacion producto definida de Wol’ﬁ x W12 en W18+ es continua. Por tanto, de
(1.41) y (1.42), se tiene que

p"u™ — pu  débilmente en LA (W 1)

que, junto con (1.43), implica la igualdad x; = pu (también se puede utilizar (1.42) y
(1.46) para obtener que p™u™ — pu débilmente en L°(L9) Vs € [1,8), Yq € [1, B))).
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De forma andloga, gracias a (1.42) y (1.43), se obtiene que

pru™ @u™ — pu®u débilmente en Lﬁ—z-l%(LV‘l’ﬁ*)

(p"u™,u™) — (pu,u) débilmente en Lﬁgf_?.
Luego, también se tiene que x2 = pu @ u y x3 = (pu, u).

Las propiedades de convergencia anteriores seran suficientes para probar que el par
{p,u} es una solucién muy débil de (FVPD).

En primer lugar, tomaremos limites en la ecuacién (1.21) y obtendremos (1.1).
Gracias a (1.41), en particular tenemos que

p™—=p en D(Qx(0,T))

y, por tanto, 5 p
o™ % ,
5 T o R D'(2 x (0,T)).
Gracias a (1.43),
pmu™ = pu en D'(Qx(0,T))
y, por tanto,
V-(p"u™)— V- -(pu) en D'(Qx(0,T)).

Luego, tomando limites en (1.21), se obtiene

%H%(pu) = 0 en D(Qx(0,T))

Ademds, por la regularidad obtenida para p y pu, también se tiene la igualdad anterior
en

Le(H YN LA(w =18,
Por otro lado, gracias a (1.41),
p™(0) — p(0) fuertemente en W™1H°°(Q)

que, junto con (1.16), lleva a la igualdad p(0) = py c.p.d. en Q, es decir, (1.5).

Para probar (1.7), procedemos de la siguiente forma. Tomando v—u™ como funcién
“test” en (1.22), con v € C1([0, T]; V") tal que v(T) = 0, utilizando que
(Jr(w™), v —u™) < To(v) = Jo(u™)

(recuérdese que J, es un funcional convexo y Gateaux-diferenciable cuando r > 1),
integrando (1.22) en [0,T], y utilizando la siguiente propriedad de p™ y u™,

T
6Pmu m_m m m 1 mn m m 1 m m m
X SV (T @um)um) dE = (o™, um)(T) — Sl u),
o | Ot 2 2
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obtenemos
( T T
| omam = Gdes [ v (mum o um) ot
0
T
Lo / (D), D))t +a [ T,(0)dt = (s, v(0)
(1.47) — S YD)+ (g ) / Lo eo—umde

z2v/0T1D(um)|2dt+a/0 To(u™) dt

Vv e CH[0,T}; Vi) tal que o(T)=0.

Ahora, para m' > 1y v e CY([0,T]; Vﬁm') tal que v(T') = 0 fijados, obtenemos:

T
lim /(p ,——%)dt = /0 (pu,—%)dt (de (1.43)),

m-——+o00

T
bm [ (V- (™ @), 0 di = / (V- (pu@u)o)dt  (de (1.44)),

m— -+ 00 0 0

T T
ml—i»rﬁoo 21//(; (D(u™),D(v))dt = 21//0 (D(u), D(v))dt (de (1.42)),

i~ (ppupe(0) = —(pouns0)  (de (116) y (L15))
mgriloo — %(pmum,u"f)(T) = - -;—(pu,u)(T) (de {1.45)),

: L, omom m 1 . ;
lim 5(90 ug',ug') = ~2—(p0u0,u0) (de (1.16) y (1.18)),

m-~——+0oo

T T
lim —/ /pmfm-(v—um)d:z:dt = ~/ /pf-(v—u)dxdt
m—too Jy Ja 0o Jo

(de (1.19) vy (1.43)),

T T
liminf 2V/ [D(u™)|*dt > 27// | D(w)]? dt,
0 0

m—-+o0

T T
lim inf a/ J(u™)dt > a/ Jr(u) dt
0 0

m—+0o

Estas dos tdltimas desigualdades son consecuencia de (1.42) y de la semicontinuidad
inferior de la norma respecto de la topologia débil. Luego, tomando limites (cuando

44



m — +00) en (1.47) (el limite inferior en el segundo miembro), resulta
T O T T ’
/ (pu, — Ef-) dt + / (V- (pu®u),v)dt+ 21// (D(u), D(v))dt
0 0 0
T 1 1
+ a/ Jr(v)dt — (poug,v(0)) — §(pu, w)(T) + —2-(,00u0,u0)
0

T T T
—/0 /pr-(-v—u)da:dt > 21//0 |D(u)| dt+a/0 Jr(w)dt
Yo e CH([0,T]; Vﬁm’) tal que v(T) = 0.

Finalmente, razonando por densidad, dejando m' crecer a +co, se deduce (1.7) a partir
de la desigualdad anterior. Cabe aqui resaltar (por su importancia) que, aunque no
hemos probado continuidad de u ni de pu, (pu,u) € C([0,T]) vy la convergencia (1.45)
nos permitié concluir que

(" u™ u™ N(T) = (pu, u)(T),
hecho fundamental en la obtencién de (1.7) a partir de (1.47).

Para probar que la condicién inicial (1.6) se verifica en el sentido débil (1.8), fijemos
una funcién v € Vg y consideremos una sucesién v™ tal que

(1.48) v™ eVt y v™ — v fuertemente en Vj.
Gracias a (1.43) y (1.48), es claro que
(p"u™,v™) = (pu,v) débilmentex en L*=(0,T).

Ademas, debido a (1.39), también se tiene que la convergencia anterior es fuerte en
C([0,T)) v, en particular, (pu,v) € C([0,T]). En ¢t = 0, obtenemos

(™ um,0™)(0) = (pu,0)(0) en R.
Por otro lado, gracias a (1.16) y (1.18), tenemos
(6™ um, 5™)(0) = (p™(0)u™(0),0™) = (o' u™) = (oot ),

por lo que (pu,v)(0) = (pouo, v).

Para probar las otras propiedades de p y u, en primer lugar vemos que, gracias a
(1.17), (1.20) y (1.41), facilmente se obtiene que

Inf Es po < p(2,t) <Sup Es pg c.p.d. en Qx(0,7T)

(ver [56]). Por otro lado, en lo que se refiere a la regularidad de tipo derivada fraccionaria
en tiempo de pu, se puede demostrar, de forma anéloga a como se hace para p™u™, que

pu € N1/2ﬂl’2(W"l’—’é),
donde B = min (B«/2,6).
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Cuando “r = 17, introducimos una “regularizacién” Gateaux-diferenciable J; L1
m

de J; poniendo, para cada m > 1,
2m m+l
Jipa(v) = m/QDH(v) 2 da.

Procedemos como en los apartados A) y B) anteriores, pero ahora sustituyendo J,
y J]. por Jy +L Y J +L respectivamente. Las estimaciones obtenidas en el apartado B)

siguen siendo las mlsmas con = 2.

El procedimiento de paso al limite es analogo al apartado C), pero ahora nos queda
todavia que comprobar dos cosas:

(i) Si v™ — v fuertemente en L?(V) entonces
T T
lim Jipi(v™)dt = / Ji(v)dt.
™ 0

m-—+00 0

(ii)

T T
lim inf Jipa(u™)dt > / Ji(u) dt.
™ 0

m—+co 0

Gracias a la convergencia fuerte de v™, es ficil ver que (i) se verifica. Para probar el
apartado (ii), razonamos como en [18]. Para ello, escribimos

/OT.Il(um)dt = / /Du(u )% do dt
- // Drr(u™ )zm)"‘“. 1757 de dt

m+1 m_-H T m+1 T m-+1
< 2(——————) / Jya(u™)dt / /1d:vdt .
om ( 0 1+m( ) ) ( 0 Q

Aqui, hemos utilizado la desigualdad de Holder. Por tanto,

m+1

/OTJﬁ%(um)dt > (2]Q] - )——( +1> (/le(um)dt) =

Puesto que

lim (2|Q|-T)" = (—"L) =1,

m—+oo m-+1
obtenemos
T T
. m > Tim m
AR, () 2 dmint @) dt

Finalmente, se observamos que

T T
/0 Jw™ydt = 2 /0 IDrr(w™)} |11 dt,
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deduciremos de la semicontinuidad inferior de la norma respecto de la topologia débil
que

T T
hmmf/ Jl(um)dt Z / Jl(um)dt,
0 0

m—-+o0
lo que permite concluir la prueba. m
En el Capitulo 2 (Seccién 2.2) probaremos un resultado (Teorema 2.2) andlogo al
Teorema 1.2 en el caso en que v y « son ambas funciones continuas de la densidad p.

Para los fluidos de Bingham no homogéneos, resultados de existencia de solucion
muy débil han sido establecidos en [7] y [44]. He aqui las principales diferencias con
respecto al Teorema 1.2 (y al Teorema 2.2, Capitulo 2, Seccién 2.2). En [7], se considera
el caso  C R?, Inf Es py > 0, f € L?(H), v una constante positiva y a = a(p); en
[44], se considera f € L?(H), v y a constantes positivas, condiciones de contorno no
homogéneas y una formulacién mas débil que (1.7).

Por otro lado, hemos presentado en [22] una versién ligeramente distinta del Teo-
rema 1.2, del Corolario 1.3 y del Teorema 1.7 (Seccién 1.3). Cuando f € LP(L?), con
1<p<4/3sire(l,2)yl<p<min (r(5r—6)/6,r")sir > 2, utilizando (1.32) (pero
ahora G € LP(0,T)) es posible obtener que

Jpu
—8}—' € LP(Vé)
(Vj es el dual de Vj), donde pu : (0,T) — Vj es la funcién definida por
)y, = (pw)(t)v)e YveVs, cpd. te(0,T).

Puesto que pu € L*®(L?), es facil ver que pu € L*(Vg). De esta forma, podemos
sustituir (1.7) por

T ) T
/()(%—I—V-(pu@u),v)dt—%%z/o (D(u), D(v — u)) dt

T
o [ (00 = (1) dt = 5(pu,u)(T) + 5 (oo, o)

T
2/ /pf-(v—u)da:dt VUELPI(O,T;V[;).
0 Q

Cambios analogos se pueden hacer en el Corolario 1.3 y en (1.49).

1.3 Existencia de Solucién Medida-Valuada para
Fluidos Pseudoplasticos y Dilatantes

En esta Seccién, introduciremos y utilizaremos el concepto de soluciéon medida-valuada

para el problema (FVPD). Empezamos con la definicién para, a continuacién, presentar
nuestro resultado.
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En las condiciones del Teorema 1.2, diremos que {p, u, u} es una solucién medida-

valuada de (FVPD) si:
(a) p={p(n}, con p ) € Prob(R**%) c.p.d. en  x (0,T),

(b) {p,u} es como en el Teorema 1.2, con (1.7) sustituida por
T T
/ (o, — 2oyt + / (V- (pu ® w),v) dt + 21// (D(w), D(v)) d
0

(1.49) ta / ( /R  DIO)E D) e n(N), D)) dt = (pouo, o(0))

T
:/ (pf,v)dt Vv e CH[0,T);Vs) tal que o(T)=0.
0

Aqui, hemos utilizado la notacién

D()) = %(Hu), D)) = %D(/\):D(/\).

Teorema 1.7 — Bajo las hipdtesis del Teorema 1.2, si v > 1, existe una solucidn
medida-valuada {p,u, n} para (FVPD) tal que {p,u} es una solucidn muy débil.

En la prueba del Teorema 1.7, utilizaremos el siguiente resultado técnico (ver [54],
Teorema 2.2):

Proposicién 1.8 — Sean A un abierto de R* yu™ : A — R"™ una sucesidn de funciones
uniformemente acotada en LP(A) para algin p > 1. Entonces eziste una subsucesidn

{u™} y una familia de medidas de probabilidad {tty}yen sobre R, tal que s1 f € C(R")
y satisface f(A) = o(|A|P) cuando |A| — 400, entonces

f™) — O diy ()
en el sentido de las distribuciones.

Se dice que {py}yen es una medida de Young asociada a la sucesién {u™}.

Prueba del Teorema 1.7 — Procedemos como en la prueba del Teorema 1.2. Ahora,
a partir de (1.22), obtenemos

( T dv T
/ (pmum’__a_)dt_{_/ <V.(pmum®um)7v> dt
0 t 0

T T s
(1.50) < +2V/0 (D(u )7D(v))dt+a/0 (Drr(u™)= D(u™), D(v)) dt

T
— (Pl 0(0)) = / (™ ™, v) dt

Vv e C([0,T); Vg') tal que »(T)=0.
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Por otro lado, como
Vu™ — Vu  débilmente en L°(Q x (0,T)),

podemos aplicar la Proposicién 1.8 para deducir la existencia de una subsucesién de
{Vu™} (que llamaremos igual) y de una medida de Young p = {j(,5}, tal que

DII(um)%D(um) — / DU(/\)%ED()\) dp(z,y(A)
R3x3

débilmente en  L# (Q x (0,T)).

(1.51)

Las convergencias obtenidas en la Seccién anterior, junto con (1.51), permiten pasar al
limite en (1.50) y obtener (1.49). m

Podemos considerar los fluidos Newtonianos no homogéneos como limites de fluidos
pseudoplésticos cuando o — 07. Para ver esto, para cada a > 0, sea {p®,u®, u°} la
correspondiente solucidon medida-valuada proporcionada por el Teorema 1.7. Llamemos
x® la funciéon dada por

r—_

@) = [ DOy F DO i o).

Es facil ver que x® € LrTzl(Q x (0,T)). Ahora, si {p™* u™*} es una m-ésima solucién
aproximada y
r—2
Xm,CY — DII(?_Lm,a)TD<um’a)7
tenemos que

™Y p% ™Y sy ™Y = x® cuando m — oo,

P

donde las convergencias son como en la Seccién 1.2 (y (1.51)). Puesto que {p™“},
{u™*} y {x™*} estan acotadas independientemente de o (sélo cuando 1 < r < 2)
y m, obtenemos que {p®}, {u®} vy {x®} también estdn acotadas independientemente
de a. Luego, existen funciones p, u y x y subsucesiones de {p®}, {v®} v {x*} (que
llamaremos igual) tales que

pY—p, u®—u y x*—x cuando «—0,

donde una vez mas las convergencias son como en la Seccién 1.2 (y (1.51)). En el limite,
obtenemos

T v T T
/O(pu,~%;)dt+/o (V~(pu®u),v)dt+21//0 (D(w), D(v)) dt

T
— (poto,v(0)) = /0 (pf,v)dt Vv eCY[0,T);V) tal que o(T)=0.

Luego, {p,u} es una solucién de las ecuaciones de Navier-Stokes con densidad variable

(ver [4], [58]).
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1.4 Existencia de Solucién Débil para Algunos
Fluidos Dilatantes

Hasta ahora no hemos probado existencia de solucién débil para (FVPD) por falta de
informacién sobre la regularidad del par {p,u} que permitiera, por ejemplo, comprobar
las hipdtesis del Corolario 1.3. En esta Seccién veremos que, a partir de un determinado
valor de r, esto serd posible. Mas precisamente, tenemos el

Teorema 1.9 — Sean @ C R® un abierto conezo acotado de frontera OSY Lipschitz-
continua y T > 0. Supongamos que

12
r>>=, p€L®(Q), ItBspy>0, weV, y felI*(L?).

Entonces la solucidon muy débil {p,u} proporcionada por el Teorema 2.1 es, junto con
unae presion p € L2(L’" ), una solucidn débil de (FVPD). Ademds, en este caso se
obtiene

Ou

u€L™®(V,), — €L*H)

gpu 2,117 —1,6
5 € L*(W=H%).

ot

Prueba — Debemos, esencialmente, comprobar que se verifican las hipétesis del Coro-
lario 1.3. Procedemos como en la prueba del Teorema 1.2, pero ahora regularizamos ug
y [ de la siguiente forma:

(1.52) ug” € V", ug' — ug fuertemente en V,

(1.53) fmeC(L?), f™—f fuertementeen L*(L?).

Vamos a obtener la siguiente estimacién clave de la prueba:

a m

(1.54) —;?— estd acotada en L%(H).
Para ello, tomamos v = _éut_(t) € V™ como funcién “test” en (1.15) y obtenemos

(e )1/2 l2 tve ID(U I + el T (u™), =)
(1.55) - ot -

m rm m,. m m u
= (p"f ,~5t—)~((p u™ V', —=).
Notando que
aum d d 2—7r
N ) — my . 2 =T r
(@™ ) = 20w = = (25D )
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y estimando el segundo miembro de (1.55), se obtiene

1 myi20u™ g
21(/) ) 5 l

<A™ ™2 4 (™2 (w™ - VY 2.

Utilizando la acotacién de p™ en L®(L*°) y la desigualdad de Young (con exponentes

—L- y %), obtenemos

& (2% all D™ + VD) +

d

d s
(1.56) di

%—-’3 my||T my)2 1 myl/2
(2% al D™z + vIDW™)) + 516™) 2
< CIF™ P+ ™2 s, + Clu™ 2 2, ID™)E

r
r—2

donde C =1 + Sup Es pg. Como

2
(1.57) T < %

L re &= r 2
r—2

I

de (1.27) concluimos que, en particular,

(1.58) ‘ u™ estd acotada en LZ(L

2r
r—2 )

Utilizando (1.52), (1.53), (1.58) y aplicando el Lema de Gronwall a (1.56), obtenemos
que

(1.59) u™ estd acotada en L*™(V,)

(recuérdese el Lema 1.1) y
a m
(1.60) (pm)l/z% estd acotada en L?(L?).

Utilizando que

0 < InfEspy < p™ < 1+4SupEspy en Qx(0,7),

obtenemos que

1 4 o< o
(161) W esta acQtada en L (L )
De (1.60) y (1.61) se obtiene (1.54). Las estimaciones (1.54) y (1.59) implican que
0
(1.62) -aftﬁ eLXH) y ueL®(V,).
En consecuencia, se tiene que u € C(H). Por otro lado, puesto que
ou Op
e L%(L? bl oo —1,r4 /2
pa; ELLY) vy Fuel™(W );
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se obtiene que
Jpu Ju Op
£ - Zr L2 W/-l,ﬁ '
o = Par T ST
Finalmente, para la obtencién de la desigualdad (1.9), razonamos de la siguiente forma:
(i) Introducimos los productos de convolucién p™ = j* v y u”™ = @ * v*, donde
p:R— L 4:R — V, son dadas por

o ) et) st t€(0,T)
pt) ‘{ 0 si té¢(0,T),

o Jut) st te(0,7)
at) _{ 0 si t¢(0,T),

y 7" = 7"(t) es el n-ésimo término de una sucesién regularizante estdndar. De este
modo, tenemos que

e CR(L®), u e CP(V,)

para todo n > 1y, cuando n — +oo,

(1.63) p" — p fuertemente en LP(0,T;L%>) Vp < +oo,
(1.64) u" — u fuertemente en LP(0,7;V,) Vp < +oo,
Bp" 3p P —1
(1.65) 5 T 5 fuertemente en L{ (0,T;W™""™) Vp< +oo,
ou™  Ou
(1.66) Eraladn fuertemente en L7 _(0,T; H).
Estas convergencias nos permiten concluir, ademds, que
Op™u™ 0
(1.67) patu — éotu fuertemente en L{ (0,T;W~1%) V¢ <2,

(1.68) V-(p"u"®@u") — V-(pu®u) fuertemente en LP(0,T; W 1"/2) Vp < 4o,
(1.69) V-(p"u") = V- (pu) fuertemente en LP(0,T;W~1™) Vp < +oo,

(1.70) [u> — |u|® fuertemente en LP(0,T; Wy*) Vp< 400,
dondel:%—i—;l: (s > 2),

38

(1.71) (p"u",u"™) — (pu,u) fuertemente en LP(0,T) Vp < +oo.
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(ii) Haciendo calculos andlogos a los utilizados en la obtencién de (1.24), obtenemos
que, para cada n > 1, se verifica la igualdad

an " n_n n 0 1 n
(L2 4V (o @ut),um) — (£ (™), =)
ot ot 2
(1.72)
1d( )
Toga ‘

(iii) Cuando n — oo, (163) — (1.71) nos permite concluir que

Ip"u” non oo ny n dpu
ar e T en ) o GV (ueu)
: fuertemente en L (0,T) V¢ <2,
0

(179 O 5 (), SP) = (247 ), gl = 0

fuertemente en Lf (0,T) Vp < +oo,

(1.75) Zi—t-(p u u) — dt(pu,u) en D'(0,T).

Las convergencias (1.73) — (1.75) nos permiten pasar al limite en (1.72) en el sentido de
las distribuciones y obtener

Jpu

(1.76) (5

+ V- (pu@u),u) = (pu,u) en D'(0,T).

D =
S~

Puesto que el primer miembro de (1.76) pertenece a L?(0,T'), concluimos que el segundo
también. Luego, podemos integrar (1.76) en [0,T] y obtener (1.9).

Finalmente, puesto que

Opu

5t + V- (pu®u)— (21/D(u) + aDH(u)’T:z—z"D(u)> —pf € LZ(W'—LT') ,

se obtiene que p € Lz(Lr'). |

Notamos que u € C(H) e Inf Es py > 0 implican que la condicién inicial (1.6) se
verifica en el sentido de (1.12). Por otro lado, cuando Q C R?, el anélogo de (1.57)

queda
2r

r—2
Luego, en dimensién espacial 2, el Teorema 1.9 es cierto para todos los fluidos dilatantes.
También es facil ver que este resultado es cierto cuando v = 0.

S re &= 1 >2

Bajo las hipétesis del Teorema 1.9, es mucho més fécil obtener una solucién muy
débil de (FVPD) que en el caso del Teorema 1.2. La estimacién (1.54) garantiza la
suficiente convergencia fuerte de u™ como para pasar al limite en (1.47) sin necesidad,
por ejemplo, de la estimacién fraccionaria en tiempo, de tipo Nikolskii, (1.33).
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Capitulo 2

Sobre la, Unicidad y Otras Cuestiones

2.1 Un Resultado de Unicidad de Solucién Regular

En este Capitulo, trataremos dos importantes cuestiones relacionadas con el problema
(FVPD). En esta primera Seccién, probaremos un resultado de unicidad imponiendo
hipétesis adicionales de regularidad para una soluciéon muy débil {p,u} de (FVPD). La
Seccién 2.2 estd dedicada al estudio del caso en el que los coeficientes v y o dependen
continuamente de la densidad p.

He aqui el resultado de esta Seccion:

Teorema 2.1 — Sean Q@ C R3 un abierto conezo acotado de frontera OQ Lipschitz-
continua y T > 0 y consideremos el problema (FVPD) para los datos

po € L=(Q), po>0, ug€H y feL*L?.

Supongamos que {p1,u1} es una solucidn muy débil de (FVPD) que, ademds de la
reqularided dada por el Teorema 1.2, verifica

p1 >0 cp.d en Qx(0,T),

Oy
ot’

donde p y q son tales que % + % =1. Se tiene:

(up - Vus, Vpy € L3(L?) y Vau; € LP(LY),

(a) Si {p2,u2} es una solucidn muy débil de (FVPD) con la misma regularidad de
{p1,u1}, entonces {p1,us} = {pa2,u2}.

(b) Cuando r > 1, st {p2,us} es una solucidn muy débil de (FVPD) construida como
en la prueba del Teorema 1.2, entonces {p1,u1} = {p2,us2}.

Prueba — Tan sélo presentaremos la prueba de (b); la prueba de (a) es similar e incluso
mas facil.

55



Teniendo en cuenta las hipétesis de regularidad y razonando como en la obtencién
de (1.76), es facil ver que {p;,u;} estd en las condiciones del Corolario 1.3. Ademas
estas mismas hipotesis permiten concluir (por ejemplo) que

O
ot’
3p1u1 8U1 0/)1

— > S 1 6/5
o M T el ()

V- (pru1) = uy - Vpy € LY(L?),

A\ (p1u1 & ul) = (p1u1 . V)Ul + u1V . (91U1) & LI(LS/S).

Entonces, puesto que {p1,u1} es una solucién débil regular de (FVPD), tenemos que
este par verifica la siguiente formulacién no conservativa:

Juq /
(p1 R v) + ((pruy - V)uy,v) + 2v(D(u1), D(v)) + a(J/(uy),v)
= (p1f,v) Vv e Vg, ui(0) =ue en £,

(2.1)

0
(2.2) —(,)p—tl'+u1 Vpi = 0 en LY L%, p1(0)=po en £

Por otro lado, sabemos (de la Seccién 1.2, Capitulo 1) que, para cada m > 1, existe

{pg",uz"} con _
Py € CHQx[0,T]), wuf € CY([0, T} V5,

tal que

m

oul
(pg" ~— ETRE ) + ((pg'ug - Vug',v) + 2v(D(ul'), D(v)) + a{J.(ul"),v)
=(p3 f™,v) YveVg, uy'(0) =ug" en Q,

(2.3)

a m
(2.4) %-Fug’-v,o;n =0 en Qx(0,T), pr(0)=p" en 0

y se cumplen las propiedades de las convergencias

?

m m m m m
Py = P2, Uy — U2, py > po, Uy —ug y [T —f,

ya vistas en la Seccion 1.2.

De (2.2) y (2.4) obtenemos

a m
L——}—um'V,ol +uy - Vp™ = 0,
ot
donde p™ = pi' — p; y u™ = uf — u;. Multiplicando por p™ e integrando en €,
obtenemos
1d 2

2dt’f’ + (™ V1, p™) + (ugt - Vp™, p™) = 0.
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Puesto que

m m m 1 m m
(ug' - Vp™,p™) = (ug', 5 VIp"[") = 0 (porque V-uj' =0),

se llega a
=l = =2 V1, ™) < 2w el Veallzelo™ .
Luego, para cada ¢ > 0, existe C. > 0 tal que
d m |2 m my |2
(2.5) 917 < GV alo™ P + el D

Tomando v = uf'(t) € V4" en (2.3), sumando y restando términos, se llega a

6um m m, m m m m m
(Pgl'b‘;—7 ug' —u1) + ((p5'uy’ - V)ug',uy —wr) + 2v(D(uz'), D(uy* — w1))
(2.6) +a{Jp(ug),uy —ui) = (p3 f7yuy —ui) + (p3 f7wr) — (b7 'a—:,ul)
— ((p5ruz’ - Vuz',wa) — 20(D(ug’), D(ur)) — e Jo(uz"), va)-
Sumando Do
(( gtz +ud -Vl ul',u;) = 0 (gracias a (2.4))
al segundo miembro de (2.6), se obtiene

mau‘nl m m,_ . m m m m m
(2 7) {(P2 —5‘;—7742 —ul) +((/)2 Ug 'V)UQ ) —u1)+2y(D(u2 ),D(u2 “ul))
+a(Jp(ug'),ug —ur) = (p3 [ uy —u1) — F™,

donde -
Opyuj

ot
+ oo (ug"), ur) = (p3" ™, ua)-

Veamos que, cuando r > 1,

F™ = ( + V- (p3rug’ @ ug'),u1) 4+ 2v(D(u3"), D(uz))

¢
(2.8) lim / F™(s)ds = 0 para casi todo t€[0,T].
0

m-—-4o0

No es dificil comprobar, de forma andloga a la obtencién de (1.49), que existe una
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medida de Young u = (4,4 tal que

t

'At(pzuz,—%)ds+[) (V'(p2u2®u2),v)ds+21// (D(us), D(v)) ds

o / ([ D)= D) dpsgs.py(X), D(v)) ds — (poto, v(0)
(2.9) 0 R3X3 .
+(ea(Oualt). o) = [ (pafuv)ds = 0

| Vue LA(Vs) tal que %11 € LY(L?),

para casi todo t € [0,7]. Esto es cierto, en particular, para v = u;. En este caso, el
primer miembro de (2.9) es igual a limy, 1o fot F™(s)ds. Luego, tenemos (2.8).

Tomando v = uj* — u; en (2.1), restando a (2.7) y utilizando que

—(Jr(ua)yug" —wa) 2 Je(wa) = Je(ug') vy (Jp(ug'),upt ~ ) 2 Jo(ug) = Jo(w),

obtenemos
(5 T ™) + (3 - ™ u™) 4+ 2(D(u™), D(™)
(2.10) < (om0 )~ (" - Vs, ™)
— (™ - Py, u™) (07 ™) + G
donde

G™ = (p3'(f™ — f),u™) - F™.
Usando que f™ — f fuertemente en L?(L?), que pJ* estd acotado en L®(L*®) y que

u™ — u débilmente en L*(V), gracias a (2.8), también se cumple que
¢
(2.11) linj / G™(s)ds = 0 para casi todo t € [0,T].
m—1+00 0
En (2.10), utilizando que
maum my __ 1/2 mi2 __ map2 u™
y

map u™ m, m m
( ’ V- (pg'ug’),u™) = 0,
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obtenemos

2L (o V™)

+ -2-(um V- (pguzt),u™) + 20 D(u™)|”

< ("2 )~ (o V™)

= ((p7u™ - V)ug,u™) + (p™ f,u™) + G™.
Utilizando que

1 m2
(g - T )+ 3@ V- ) = [ 9 (epupEhyde =0,
obtenemos
0
L1(pg)7um? + 4D < = 2(pm S )
— 2((p™uy - VYur,u™) = 2((p5ru™ - V)ug,u™) +2(p™ f,u™) + 2G™
(2.12) B m m m
< 200 15 g™ e + 20p™ s - Vyun | zellu™ | ze
L+ 200 Iz llu™llze + 2 Vuallneli () 2u™ 13, +26™,

donde s es tal que % + 2 =1 (recuérdese que, por hipétesis, Vu; € LP(L?)).

Utilizando un resultado bien conocido de interpolacidn (ver, por ejemplo, [25]), se
obtiene que

1om) 2| < (o) 2um |2 (o) /2u™| 2% para cada s € [2,6].

Teniendo en cuenta que % + 5‘9’5 =1, se obtiene que % — —;— = % y % — -‘3— = 1. Luego,

Homy 2™ he < (o0 2um R (o) 2

y, en consecuencia, para cada € > 0, existe C{ > 0 tal que
(2.13) 2|V || [|(p7) P |3 < CLllVulfal(p5") ! 2u™® + el D(u™)I*.
Utilizando (2.13) en (2.12) se obtiene

l(p ) 2u™ 2 + 4| D(u™)?

Ou
(2.14) ¢ < c 1||L3|p P+ Celj(ur - V)ua|3sle™? + Cell Fll3slo™

[+ GVl (o5)?u™ + 4e| D(u™)* +2G6™.

59



De (2.5) y (2.14) se obtiene que
d m m m m m m
= (I 2 4 o™ ) < Ch (152 + o™ ) + 267,
donde %
ot

es una funcién de L*(0,7"). Luego,

ho= 503 + lus - Vuallze + [1£117e + [IVullf,

o) < o™(0)+2] / G™(s)ds| +C / h(s)o™(s) ds,

donde
(1) = |(pE) PWu™ ()3 + o™ ()72

Aplicando el Lema de Gronwall, se obtiene que

(2.15) e™(t) < ' (99"%0)—}—2|/0 Gm(s)ds|> cpd. tel0,T]

Tomando limites inferiores en (2.15) y teniendo en cuenta (1.16), (1.18) y (2.11), se
obtiene

0 < [(p2) 2(B)(ua(t) ~ wa ()22 + pa(t) = ()3 < limint ™ (1) < 0

para casi todo t € [0,T]. Luego, p; = p;. Como por hipétesis p; > 0 c.p.d. en 2% (0,T),
también se tiene que u; = u;. W

En dimensién espacial 2, el andlogo del Teorema 2.1 requiere

aul

p1 >0 cpd.en Qx(0,T), T, 5

(u1-Viu, Vpi € LH(L*?),

para algin 6 > 0.

2.2 El Caso de Coeficientes Variables

El problema (FVPD) estudiado en las secciones anteriores puede ser planteado en un
contexto més general. En esta Seccién, consideraremos que v y a dependen continua-
mente de p. En este caso, el concepto de solucién muy débil supone cambiar (1.7)
por

( T

T T
/0 (pU,—%)dt-{-/O (V- (pu®@u),v) dt+2/0 (v(p)D(u), D(v — u)) dt

T 1 1
(2.16) +/0 (Jralp;v) = Jralp, u)) di = (pouo, v(0)) — 5 (pu, u)(T) + 5(potto, uo)

T
2/ /pf-(v—u)dxdt Vv e CY([0,T); V) tal que o(T) =0,
\ 0 Q
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donde Jyq : L=(Q) x Wy'" — R est4 definido por

2 .
Tralp) =2 [ alp)Du)de (157 < 4o0).

Para cada p € L(R), el funcional J, o(p, ") es convexo respecto de v y, si 1 <1 < +o0,
Jr.a(p, ) es Gateaux-diferenciable respecto de v, con J; , @ L*°(£2) X Wy — WL
dada por

Urapu)oh = [ a()Dir(w)F D(w): D(v)d=

Tenemos el siguiente

Teorema 2.2 — Bajo las hipdtesis del Teorema 1.2, supongamos que v, € C(Ry.) ¥
v(s) > >0 y a(s)>ay>0 Vs>0.

Entonces, el problema (FVPD) posee al menos una solucidn muy débil {p,u} con las
mismas propiedades de regularidad dadas por el Teorema 1.2.

Prueba — Procedemos de forma anéloga a la prueba del Teorema 1.2. Existen, esen-
cialmente, dos diferencias importantes:

(i) La obtencién de la inecuacién

1

th/p um? d:c+2z/0/]D 2 de

(2.17)

+2Ta0/ |D(um)]’"d:v§/pmfm-umd:t,
Q Q

que sustituye a (1.24) en este caso.

(i1) La comprobacién de las igualdades

T T
(2.18) [ wGmpem),pem)a = [ (e, D)t

T T
(2.19) lim Jra(p™,v™)dt = / JIr.a(p,v)dt,
0

m—-+o0 0

donde v™ — v fuertemente en L?(Vj3), y de las desigualdades

T T
) tmiat [ GGMDEM, D) 2 [ (D6, Dw)
(2.21) }rllrginf /TJr,a(pm,um)dt > /T Jra(p,u)dt.
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Naturalmente, cuando “r = 1, en los primeros miembros de (2.19) y (2.21) debemos
cambiar J; o por Jy 1 donde

_’a,
2m m+t
Tip o™ 0") = A a(p™)Drr(v™) > da.

Luego, en este caso debemos probar que

T T
(2.22) 1ir_r|_1 Jipa o(p™v™)dt = / Ji,a(p,v)dt
m—+oo Jq ™’ 0
y
T T
(2.23) liminf/ Jipai o(p™u™)dt > / Ji,a(p,u)dt,
m—+0 Jo ™’ 0

en vez de (2.19) y (2.21), respectivamente.

La desigualdad de energia (2.17) se obtiene como sigue. Primero, es obvio que

1d 9 9
557 L ommEde w2 [ emIDEm da

(2.24) -
+272 /Qa(p ND(u™)] dx:/ﬂp fmeu™de.

Ahora, notamos que, para alguna constante C' > 0,
O0<vy<v(P™)<C y 0<apg<al(p™)<C en Qx][0,T).

Esto y (2.24) dan (2.17).

Para probar (2.18) — (2.23), utilizaremos fundamentalmente la convergencia fuerte
de p™. Teniendo en cuenta (1.41), (1.46) y la continuidad de v y «, obtenemos que

fuertemente en LP(L?) Vp < +oo
y débilmentex en L*(L*)

(2.25) v(p™) — v(p) {

y

fuertemente en LP(LP) Vp < +oo
y débilmentex en L°°(L*).

(2.26) a(p™) = alp) {

Utilizando (2.25), (2.26) y (1.42), no es dificil concluir (2.18), (2.19) y (2.22). Para
obtener (2.20), notamos que

T T
/0 (v(p™)D(u™), D(u™)) dt = /0 (o™ )2 D(w™) dt

v que v(p™)'/? también converge como en (2.25). Luego, se tiene que

V(pm)l/zD(um) — I/(p)l/zD(u) débilmente en LP(L#)
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(luego en L?(L?*)). Utilizando la semicontinuidad inferior de la norma respecto de la
topologia débil, se llega a (2.20).

Por otro lado, notando que

T m m 22;1‘ T m
| Tnatomumyae = 2 [ ey

que a(p™)'/" también converge como en (2.26), y utilizando (1.42), podemos concluir
que

a(p™) V" D(u™) — a(p)t/"D(u) débilmente en LP(LP)

(luego en L"(L")). Nuevamente, la semicontinuidad débil inferior nos conduce a (2.21)
(incluso con r = 1).

Finalmente, para obtener (2.23), razonamos como en [7]. Basta probar que
T T
(227) };IE}*_I})E/O J1+#,Q(Pm7um)dt > }rlzr—ri-ll-réfo/o Jl,a(pmaum)dt)

puesto que, por (2.21), sabemos que

T
hmmf/ Jia(p™,u™)dt >/ J1,a(p,u) dt.
0

Para ello, escribimos
T T ,
/ Jl,a(pm,um)dt:2/ /a(pm)DH(um)5 dz dt
0 o Ja
T m ma L ﬁ’f my—1—
=2 (Oz(p )Dr1(u )m) a(p™) T de di
0o Ja

1 —77173-_1 T —T"L‘H- T m+1
<2 m+l / Jir 1 o(p™, u™)dt a(p™)dz di .
2m 0 ™! 0 Jo

Aqui, hemos utilizado la desigualdad de Hoélder. Por tanto,

T
/ Jip L o(p™ u™)dt
0 ™’
mil

> 9% <m+1> (/ /a(pm)dzdt)—# (/OT Jl,a(pm,um)d;f) i
mgrﬁooz-*# (%) (/OT/Qa(pm)dwdt>~# =1,

obtenemos (2.27) tomando liminf,, .|, en la desigualdad anterior. m

Puesto que
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Con v y « variables, también es posible obtener resultados andlogos al Corolario
1.3, al Teorema 1.7 y al Teorema 2.1. En cuanto a éste ultimo, el analogo exige imponer
que v y « sean funciones localmente lipschitzianas y sustituir las hipétesis

(u1 . V)ul € LZ(Ls) y Vul & LP(Lq)

por la siguiente:
Vuy € L2A=D(1*),
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PARTE I

Nuevos Resultados Teodricos

sobre Fluidos Viscoelasticos

de Tipo Oldroyd

Resumen

En esta Segunda Parte, presentamos varios resultados tedricos de existencia, unicidad y depen-
dencia continua de soluciones para las ecuaciones que describen el comportamiento de fluidos no New-
tonianos de tipo Oldroyd. En cuanto al problema de evolucién, en el Capitulo 3 probamos existencia
y unicidad de solucién fuerte local en tiempo y global para datos pequefios. El caso estacionario es
estudiado en el Capitulo 4, donde se prueba existencia y unicidad de solucién fuerte “pequefia” cuando
el dato fes suficientemente pequefio. Todos estos resultados son establecidos fuera del marco Hilber-
tiano. El Capitulo 5 estd dedicado al estudio de una clase particular de movimiento paralelo (flujo
de Poiseuille de un fluido de Oldroyd entre dos cilindros concéntricos), donde obtenemos existencia y
unicidad de solucién semi-fuerte (y fuerte) global en tiempo para datos cualesquiera. Los resultados de

esta Segunda Parte estdn recogidos en [21] y [24].
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Capitulo 3

El Problema de Evolucién

3.1 Planteamiento del Problema

En toda la Segunda Parte de esta Memoria, consideraremos fluidos viscoeldsticos
incompresibles que verifican la ley constitutiva de tipo Oldroyd ([47], [48], [53])

Dyo D.D(u)

donde o es el tensor (simétrico) de esfuerzos oblicuos (el tensor de esfuerzos estd dado
por & = —plId+o, siendo p la presién e Id el tensor identidad), D(u) = (Vu+*Vu) es
el tensor de deformaciones, u es el campo de velocidades, A; es el tiempo de relajacion,
Az es el tiempo de retardacién (0 < Ay < A1) y 1 es la viscosidad del fluido (n > 0). En
(3.1), D,/Dt denota una derivada objetiva ([47], [48], [53]),

D,o
Dt

= o' +(u-V)o+ g.(c, Vu),
o' denota la derivada respecto del tiempo y
ga(o,Vu) = oW(u) — W(u)o — a(D(u)o + o D(u)),

donde a € [~1,1] es una constante y W(u) = 1(Vu — *Vu) es el tensor de vorticidad.

El caso A\; = A; = 0 corresponderia a un fluido puramente viscoso (Newtoniano)
mientras que el caso A; > 0, Ay = 0 corresponde a un fluido puramente eldstico (modelo
de tipo Maxwell). Consideraremos siempre A, > 0; en tal caso, (3.1) puede ser utilizada
para describir soluciones de polimeros en un solvente Newtoniano (ver, por ejemplo,
[62]).

La ley constitutiva (3.1) es acoplada con las ecuaciones de movimiento y continuidad
para fluidos incompresibles homogéneos,

(3.2) oW +(u-VIu) = V-S+4pf, V-u=0,
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donde u' denota la derivada respecto del tiempo, f es un campo de fuerzas dado y p es
la densidad del fluido (una constante dada).

Utilizando en (3.1) la descomposicién
0 = TNewt + T,

donde
Ao
TNew: = 277)\ D(u)

es la parte Newtoniana del tensor o y 7 es la parte puramente eléstica, se tiene que 7

verifica - N
a.T . _ e
T 2n (1 » )D(u)

En consecuencia, (3.2) y esta tltima ecuacién para 7 se escriben como sigue:

)\
(3.3) p(u' + (u-V)u) — w Au+Vp = V-7 +pf, V.u = 0,
' )\2
(3.4) T+ M7+ (u- V)T + go(1,Vu)) = 27 (1 — :\-> D(u).
Podemos adimensionalizar (3.3) — (3.4) de la manera habitual, poniendo
. z* ‘e t*U _ut
- i3 3 - F U = U )
* * * 2
TZTL, p:pL7 :pr7
nU nU nU

donde U y L representan, respectivamente, una velocidad y una longitud caracteristicas
del flujo y z, ¢, u, 7, p y f son las variables adimensionales. Se obtiene:

(3.5) Re(u' +(u-V)u)— (1 - a)Au+Vp = V-7 +§, V-u = 0,

(3.6) We(r' + (u- V)T 4 go(7,Vu)) + 7 = 2aD(u).

Aqui, Re = pUL/n es el niimero de Reynolds (representa una relacién entre las
fuerzas inerciales y las fuerzas viscosas que actdan sobre el fluido), We = A\ U/L es
el nimero de Weissenberg (puede ser visto como una medida de la elasticidad del
fluido) y @ = 1~ X2/A1 (0 < a < 1) es un pardmetro de retardacién (puede ser
considerado como la razén entre la viscosidad viscoeldstica y la viscosidad total del
fluido). Este sistema debe verificarse en Q x (0,T), donde Q C R? (un abierto conexo
acotado con frontera O} regular) es el dominio ocupado por el fluido y (0,T) es un
intervalo temporal. Completaremos el problema afiadiendo a (3.5) — (3.6) las siguientes
condiciones de contorno e iniciales:

(3.7) u=0 sobre 0Q x(0,T),
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(38) . U|t:0 = Uop, T|t=0 =71 en £

Las incognitas del problema son u, p y 7 y los datos son ug, 7, f vy las constantes Re,
We, a y a.

Nuestro objetivo en el presente Capitulo es obtener algunos resultados de existencia,
unicidad y dependencia continua de soluciones para (3.5) —(3.8), en adelante (FVE),,.

En cuanto a los antecedentes del problema (FVE).,, citamos los resultados de
C. Guillopé y J.-C. Saut [32], establecidos dentro de un marco Hilbertiano. En [32] se
prueba existencia y unicidad de solucién fuerte local en tiempo (y global para datos
pequefios) para (FVE)e, utilizando las técnicas de [61]. La prueba de la existencia
de solucién local se basa en reescribir (3.5) — (3.8) como una ecuacién de punto fijo
y aplicar posteriormente el Teorema de Schauder. Ademads, bajo hipdtesis de datos
suficientemente pequefios, se obtienen estimaciones uniformes en tiempo para la solucién
local, lo que permite concluir que, en tales condiciones, ésta es global. Cabe resaltar
que, hasta el momento, no se conoce ningtn resultado general de existencia de solucién
global en tiempo para datos arbitrariamente grandes (ver Seccién 3.5).

Este Capitulo esta organizado como sigue. En la Seccién 3.2, utilizando las técnicas
de A. Valli [61] combinadas con resultados recientes de Y. Giga y H. Sohr [30] sobre la
regularidad L® — L" del problema de Stokes, probamos existencia y unicidad de solucién
fuerte local en tiempo (y global para datos pequenios) fuera del marco Hilbertiano (lo
que permite debilitar considerablemente las hipétesis hechas en [32]). En la Seccién
3.3, establecemos un resultado de unicidad de solucién para (FVE)e, (que puede ser
considerado como un analogo de la unicidad de solucién regular del problema de Navier-
Stokes) y un resultado de dependencia continua. En la Seccién 3.4, hacemos referencia a
posibles extensiones de nuestros resultados a otros modelos de fluidos no Newtonianos.
Finalmente, en la Seccién 3.5, hacemos algunas consideraciones sobre una importante
cuestién abierta para (FVE)e,: la existencia de solucién débil global en tiempo para
datos arbitrarios.

3.2 Existencia y Unicidad de Solucion Fuerte

Empezamos esta Seccién recordando algunas notaciones y propiedades que utilizaremos
con frecuencia.

Sea 2 C RY (N > 2) un abierto acotado con frontera 8 regular. Para I <r,s <
+o00, introducimos:

e Los espacios
H,={veL(QV;, V-v=0, v-n=0 sobre 00}, H = Hy,
V=HnH(QY, V'= dualdeV.

Aqui, n = n(z) es el vector unitario normal a 9 en el punto z, orientado hacia el
exterior de 2. H; es un espacio de Banach reflexivo para la norma de L™(Q2)"; H y V son
espacios de Hilbert para los productos escalares de L2(Q)N y H} ()Y, respectivamente.
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La norma en H (y L?(Q)N) serd denotada por |- | y el producto escalar por (-,-). La
norma en V (y H}(Q)Y) serd denotada por || - ||; el producto de dualidad entre V' y V
se designa por (-,-).

e La proyeccién de Helmholtz
P.: LT(Q)N — H,.

Se trata de una aplicacién lineal y continua caracterizada por la identidad P,v = vy,
donde vy es dada por la siguiente descomposicién (de Helmholtz):

v = v+Vuvy, con vw€H, y v € T/VI’T(Q)
(la férmula precedente determina univocamente v y Vuy ; ver [26]).
e FEl operador de Stokes
A, =—-P,A:D(A,) — H,.

Aqui,
D(A,) =W ()N nwy ()N n H,

es un espacio de Banach para la norma del grafo [|v]| p(4,) = V]

u, T 1Al ; éstaes
equivalente a ||A;v|y ¥, también, a la norma usual en W27(Q)N. El operador —A,
genera un semigrupo analitico acotado de clase (Cp), {e™**; t > 0}, en H, ([28], [59]).
En este caso, se pueden definir operadores A2 (0 < @ < 1) con potencia fraccionaria de

A, y dominios D(A%) D D(A,) ([25], [29], [63]).
e El espacio

+o0
D; = {v € Hy; |Are™tAry
0

|;{r dt < +oo},

generado por el semigrupo analitico {e¢4r; ¢t > 0}, un espacio de Banach para la norma

+o0 . 1/s
o, + (/ ”AreﬂtA’UHH, dt)
0

D7 coincide con un espacio de interpolacién real entre D(A,) y H, ; tenemos

o]

p: = |[v]

D(AT)CD:CHTW

donde las inyecciones son continuas (y densas) y

1-1

1
lolips < Clivliz, Ivllph,y Vv e D(4,)

(ver {10], Capitulo 3). También se tiene que

DA YD s o0<s<

» =
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En efecto,

(Wl = Iols,)" = | ety

Yoa=s _ga, 1=t oo —tA,, 1|® |
=/ e o
4] 1

|5, dt

Utilizando que
< C

l4Ze ™ wly, < Slwly,  YweH,,

donde C = C(a, A,), obtenemos que

(Il

8 , 1 1 l—l—[-ﬁ “+oo 1
o= lolm)” < 0 [ smmllar oy ae et [T Lol at
0 1

8
H, | -

< 1 .
HvHDg = CIIUHD(A1_2+6)

Por otra parte, se comenta en [30] que, cuando N =3y r = s # 3/2, D coincide con el

completado de D(A,) para la norma del espacio W2~ 7:7(2)3. En este caso tendriamos,
por ejemplo, que

< o (A

a, + vl

Esto implica que

D(Ag)CcDiCcDy=V s r>2
Para mas propiedades del espacio D2, ver [10], Capitulo 3.

¢ Por simplicidad, frecuentemente abreviaremos la notacién. Por ejemplo, escribire-
mos W1 para designar WHT(Q), WhT(Q)3 o W7(Q)3*3; L*(L") para designar L*(0, T
LT(Q)*) o L*(0,T; L™(Q)**3); C(W'7) en vez de C([0,T]); WHr(£2)3*3); etc. ..

He aqui los resultados principales de esta Seccién:

Teorema 3.1 — Sean @ C R® un abierto conezo acotado de frontera 00 € C¥# (0 <
p<l),l<s<+4oo,3<r<+o0yT >0 5i

w €D, ToeWY y feL%0,T;L"),

entonces ezisten T, € (0,T] y una dnica solucidn fuerte local {u,p,7} en [0,Ty] de
(FVE)ey (p es tdnica salvo una funcidn de t), con

u € L°(0,Ty; D(4,)), «' e L*(0,Ty; H,),
€ C([0,T.); WhT), ' € L*(0,T.; L7).
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Teorema 3.2 — Sean  C R3 un abierto conezo acotado de frontera 9N € C** (0 <
p<l),l<s< 400 y3<r<+oo. Entonces, para cada T > 0, ezxiste ao(T) € (0,1)
tal que, cuando 0 < a < ap(T') y los datos

ug €D, T eWYT y feL¥0,T;L")

son suficientemente pequerios en sus respectivos espacios, el problema (FVE)e, posee
una dnica solucidn fuerte {u,p, 7} definida en todo el intervalo [0,T] (p es tdnica salvo

una funcion de t), con
u € L°(D(4,)), « € L*(H,),

e C(Whn), 7' eL°(L").

El Teorema 3.1 mejora el Teorema 1 de [21]. Por otra parte, cuando @ C RY (N >
2), resultados andlogos a los Teoremas 3.1 y 3.2 son ciertos para N < r < +oo.

Los Teoremas 3.1 y 3.2 constituyen una versién L® — L” (no Hilbertiana) para
(FVE)ey y son mas generales que los Teoremas 2.4 y 3.3 de [32] (respectivamente
Teoremas 0.1 y 0.2 de la Introduccidn, Seccién 0.2). Observamos que, en particular, no
es preciso exigir ninguna informacion sobre las derivadas del dato f, ni en tiempo ni en
espacio. Sin embargo, en el Teorema 3.3 de [32], @p no depende de T' y se permite que T
sea +o00. En nuestro caso, T puede ser arbitrariamente grande pero finito (y ao(7) — 0
cuando T — +00).

En las demostraciones de los teoremas anteriores, utilizaremos los dos lemas si-
guientes:

Lema 3.3 — Sean  C RY(N > 2) un abierto acotado de frontera 9Q € C** (0 < p <
1),1<rs<+4oc0yT>0. 5

u €D} y FelL®0,T;H,),
entonces existe una iUnica funcion u tal que

u € L°(D(4,)), u'€L°(H,)

Y
(3.9) Rev' + (1 —a)A,u = F cp.d. en (0,7), ult=0 = ug.
Ademds,
Ej s Cl ’ L] 3
(3.10) lullze(peayyy + 1w e,y < T . (”u0| ps + ”F”L’(HT)) ;

donde Cy = C1(r,s,Re, Q) y no depende de F, ug y T.

Que la constante C; no dependa de T' es un hecho importante y pronto serd uti-
lizado.
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Lema 3.4 — Sean @ C RY(N > 2) un abierto acotado de frontera 00 € C*, N <r <
+o0, 1<s< 400y T >0. 5

ue L*(0,T;D(A,)) y moe W,
entonces existe una unica funcion T tal que

TE C(Wl’r), e L°(L")

Y
(3.11) {We(T' + (- V)T 4+ go(7,VU)) +7 = 2aD(u) c.p.d. en Qx(0,T),
3.11
Tlt=0 — Tg-
Ademds,
4oy 4o _ .
(3.12) ”‘T”Loo(Wl,r) + CyWe < HTOHWLT + CyWe exp (CQHIL“LI(VVZ,T)> =A
Y
! 1-1 - T/
(313) HT ”L"(L") S 2+ 7 02 A HU,HLs(Wl,r) + CZVVe )

donde Cy = Cy(r, a,2).

Para la demostracién del Lema 3.3, ver {30}, Teorema 2.7. En realidad, Y. Giga y
H. Sohr estudian en [30}, entre otras cosas, el Problema de Stokes (3.9) para varios tipos
de dominios @ C RY (N > 2): todo el espacio RN, un dominio acotado, un semiespacio
o un dominio exterior (es decir, RV\Q es un compacto no vacio). Ellos imponen, en
todos los casos, que la frontera 0§ es, al menos, de clase C?* (0 < p < 1). Cuando £
es un dominio exterior, se supone que N > 3. Por otra parte, V.A. Solonnikov prueba
en [59] (Teorema 4.2, p. 487) un resultado similar al Lema 3.3, en el caso particular
N =3y r =s. En cuanto al Lema 3.4, la demostracién se encuentra en el Apéndice B.

Observamos que la solucién u de (3.9) proporcionada por el Lema 3.3 tiene, ademds,
la siguiente regularidad:

C(H,) N L*(WhTyn LF (L),
En primer lugar, puesto que v € L*(H,) y u' € L*(H,), se tiene que u € C(H,) y
(3.14) [ullzeo@ry < lluol

Por otro lado, puesto que u € L>®(L") N L*(W?%T), a partir de la desigualdad

1

A Wy < lvolla, + 77 |u!||em,) -

IVuller < Clr, Qllullif2 - lull 12
([25], Teorema 10.1, p. 27), se obtiene ficilmente que
(3.15) el 2oy < Callull 2 ooy NullFol ey,
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donde C3 = C3(r,f). Ahora, consideremos el siguiente resultado ([25], Teorema 10.1,

p. 27):
o “S11<g<p<L+ooyr >N, entonces

lullze < Cllullzy® - ullfpn, Yue Wb,
donde

| 3=

y C=0(p,qr,Q).

Q=
+ s (Lo
2=
3=

Para ¢ = r y p = 400, obtenemos
lulle < Cllullz=" - lullia

con a = % y C =C(r,Q). Por tanto,

%%—7—'- 237 27‘1,1'-—-25 2s
lu®lfe < CF @l

que si integramos en (0,7), se traduce en

——23

CN

- Nl wary -

il o <
En consecuencia,
N
(3.16) HUHL 8 (L) = C4I|uHLoo(Lr)HuHL2s(W1 )

donde Cy = Cy(r, Q).

En la demostracién que sigue, se aplicaran los Lemas 3.3 y 3.4, puesto que se

reescribe (3.5) —

(3.8) como una ecuacién de punto fijo, mediante una linealizacién

donde aparecen los problemas (3.9) y (3.11). Las desigualdades (3.14), (3.15) y (3.16)

serviran para comprobar que se verifican las hipo6tesis del Teorema de Schauder.

Prueba del Teorema 3.1 — Para T > 0, Ry > 0, Ry, > 0y R;3 > 0, definimos el

conjunto

(3.17)

;

\

= {@7); Te (0, T; D(4,)), W € L*(0,T; H,), w(0) = us,

TE L°°(0 T; Wl’r) 7 € L*(0,T; L"), 7(0) = 7o,
< Rla

“FHLM(WL') < Ry, |7 llLs(Lr) < Rs}-

Veamos que si KB; y Rz son suficientemente grandes entonces Y(T') # 0 VT > 0 (y
V R3 > 0). Para ello, sea u, la dnica solucién del siguiente Problema de Stokes:

(3.18)

Reu, + (1 —a)4,us =0 cpd. en (0,7), Uy lt=0 = ug.
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Por el Lema 3.3, existe C; > 0 (independiente de T') tal que

s SN
Ly S 7o) Iluol
1

(3.19) Ry 2 1C 2o

-«

lxllZe (piany + llusd Ds -

Por tanto, si elegimos

ps ¥ Ry > |mollwrr,

entonces (u, o) pertenece a Y(T') VT > 0 (y VR3 > 0). A partir de ahora, tomaremos
Ry vy R, verificando (3.19).

Ahora, introducimos el espacio producto
X = L*(0, T; Wy " (2)*) x C([0, T); L7(£2)**%)
y la aplicacién
®:Y(T)— Xr, 97)=(u,71),

donde u es la tnica solucién de (3.9) con
F = P(-Re(@w-V)u+V -7+ f)

y 7 es la solucién de (3.11). Obviamente, X7 es un espacio de Banach para la norma
producto habitual y la aplicacién @ estd bien definida. Por construccién, un punto fijo
de ® es una solucién de (FVE)e,. En consecuencia, reducimos la demostracién de la
existencia a encontrar las condiciones para aplicar el Teorema, de Schauder!.

Veamos primero que, para algin Ty € (0,7, se tiene que ®(Y(Ty)) C Y(T,). Para
ello, usaremos basicamente las estimaciones (3.10), (3.12) y (3.13) de (u, ) en funcién
de (u,7) y las desigualdades (3.14) — (3.16). Sea (u,7) € Y(T) y (u,7) = @(u,7).

Entonces

2]

by < Cs (Re'@- V)l

Loy T PN oy + Hf”‘Ze(Lr)) -
Podemos acotar (u- V)u en L°(L") de la siguiente forma:

1@ V)l < Jlullp-[|Val

LT

T 1/2 T 1/2
s.dt < ( / Izli35 dt) ( / INaa dt) dt
0 0
2 r=3
T 287 27 T 27
< (/ umuiodt) (/ 1dt> 19l

He aqui una versién del Teorema de Schauder del Punto Fijo: “Sea K un subconjunto convexo, compacto
y no vacio de un espacio de Banach X. Si ®:K— K es una aplicacién continua para la topologia de X,

entonces P posee al menos un punto fijo”.

integrando en (0,7),

/ i@ vy
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es decir,

I V)@ pezry S TF ([T a5

N i ey

Luego,

< C’5<Re S PPN v

87(L%)

+ T 7l iy + 112 )

Ahora, utilizando (3.14) — (3.16) (parau =7 y N = 3) y la definicién de Y(7') dada en
(3.17), obtenemos

3a2(r—1) s(r43) r_g
| Flze ) < Co (HuoHH "R/ T T
s 3s(r—1)—27 s s
+ R? PSR R-T+ ”fllLa(Lr)),

donde Cg = Cg(r, s, Re, ). Utilizando esta acotacién en (3.10), obtenemos que

Cl s s(r—1) 2{r+3) r—3
)< 7 (nuouDswﬁ(nuonH” Ry T T

3s(r— 1
+ R¥.T ~ + R ))

el

Le(D(A,)

Por otra parte, teniendo en cuenta la definicién de Y(T'), a partir de (3.12) y (3.13) se
tiene:

4oy
ey + < (HTOHWM ;

CQWC

nglve> exp (C’g Ry - Tl_%> = A

. Tl/s
< s Oy A )
) = Cs <R1 + C’2We>

Por tanto, ®(Y (7)) estard contenido en Y (T,) si elegimos Ty, Ry, R; y R; tales que
los lados derechos de las tres desigualdades anteriores (con T sustituido por T, ) estén
acotados respectivamente por Rj, Ry y R;3. Basta elegir, por ejemplo,

7 = (122) (ol

4o
Rz = (”TO”WLT“*—CEWe) expC’g,

s 32 - ) s
p; + Co (HUOHH, +2+ “f“Lf(L’")» )

1
Ry = 21—% Ro | Ry + —
3 C2 By < ! Cy WeR2>

1 1 1 1

s!r+3! Y 3 b T

T* = min 4sr Y g
= nG-n-zr Ry RI-T
R R 1
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Por tanto, tenemos definidas constantes Ry, Ry y Rs (dependientes de los datos) y un
tiempo 7T, € (0,T] (dependiente de Ry, Ry y los datos) tal que ®(Y(Ty)) C Y(Ty).

Ahora, consideremos el espacio
Wr, = {u € L°(0,Ty; D(A,)); w' € L°(H,)} x {T € L*=(0,T%; wbm), 7 e L3(L7)}.

Es fécil ver que Y(T}) es un conjunto acotado de Wr,. Puesto que Wr, se inyecta en
X7, de forma compacta (ver, por ejemplo, Lema 1.5(a)(b), Capitulo 1, Seccién 1.2),
tenemos que Y(T,) es relativamente compacto en X7,. Veamos que Y (Ty) es cerrado
en Xr,. Para ello, consideremos una sucesién {(Un,Tn)}n>1 tal que

{ (Un,7n) € Y(T,) VYn>1,

(Un,Tn) — (4,T) fuertementeen X, .

(3.20)

Para probar que (@,7) € Y(7T.), en primer lugar notamos que existen (v,5) € Wr, y
una subsucesién (Tx,7x) de (Un,Tn) tal que

(3.21) Ur — U débilmente en L°(D(A,)),
(3.22) W, — U débilmente en L°(H,),
(3.23) U — v débilmentex en L°°(H,)

(aqui, hemos utilizado (3.14)),
(3.24) Up — v fuertemente en LY(WH®) yen C(W™ 1)

(aqui, hemos utilizado (3.21), (3.22), (3.23) y la compacidad de las inyecciones W?7 C
Wl,oo y LT C W-l,oo)’

(3.25) 7 — & débilmentex en L®(WHT),
(3.26) 7). — 0 débilmente en L°(L7),
(3.27) T, — & fuertemente en C(L°)

(aqui, hemos utilizado (3.25), (3.26) y la compacidad de la inyeccién Wh" C L),

Hk(O) = Ug, Fk(O) = To VEk Z 1,

Pllzeeary < lminflfEe] o,

17l Lem,y < lim inf 1]

L"(H,.),
@l wiry < lminf [Tyl peowiny < Ra,

it

La(Lr) S lk@fgﬂﬂﬂm(m) < Rs.
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Con estas informaciones, es facil ver que (9,7) € Y(T,). Ademiés, (3.24) y (3.27)
implican que
(Uk,Tk) — (v,5) fuertemente en Xr,.

Por unicidad del limite, tenemos que (7,75) = (@, T) € Y(T\); luego Y (7T) es cerrado en
Xr,. Con eso, también se obtiene que Y (T\) es un compacto de X7, (ademés, sabemos
que Y(T,) es un convezo no vacio).

Ahora, veamos que

es continua para la topologia de X7,. Como antes, consideremos una sucesién {(u,,7,)}
verificando (3.20). Debemos probar que

(3.28) ®(Un,Tn) = (Un,Tn) = ®(W,7) = (u,7) fuertemente en X7, .

En primer lugar, extraemos subsucesiones (U, 7¢) de (Tn,75) ¥ (uk, 7) de (un, 7,) tales
que, para algln (v,0) € Wr,, tenemos (recuérdese que (ug,7x) € Y(Ti) Yk > 1):

(3.29) (Tk, k) = (@, 7) v (ur,7:) — (v,0) comoen (3.21)—(3.27)
y, para cada k > 1,
(3.30) { Reuy + (1 — a)Ayug = P(—Re(ty - VYU + V - 7 + f) c.p.d. en (0, T),

’U.k(O) = Ug,

(3 31) { We('r],c + (Uk . V)Tk + ga(Tk,Vak)) -+ Ty = QQ_D(I[k) de en % (O,T),
. Tk(O) = T9.

Las convergencias de (3.29) son suficientes para pasar al limite en (3.30) y (3.31) y
obtener

ev' —a)Av = P.(—Re(u-Vu T c.p.d. en , T,
(3.32) {R +(1—a) P.(-Re(@-V)u+V-T+f) cpd (0,7)
v(0) = uy,

(3.33) {V‘E‘;(;'j (@ V)0 +ga(0,VT) + 0 = 2aD(w) cpd. en Qx(0,T),

Puesto que u y 7 también son soluciones de (3.32) y (3.33) respectivamente, la unicidad
de solucién para estos problemas lineales nos conduce a la igualdad (v,0) = (u,7).
Luego,

(uk,mk) — (u,7) débilmente en Wr,

y, €n consecuencia,
(3.34) ®(ur,7Tr) = ®(u,7) fuertemente en Xr..

Finalmente, (3.20) y (3.34) implican (3.28).
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Ahora estamos en condiciones de concluir la prueba del Teorema 3.1. Puesto que
Y(T,) es un convexo compacto de X7, y ® es continua para la topologia de X,
podemos aplicar el Teorema de Schauder y deducir la existencia de un punto fijo de &
en Y(T,), que sera solucién fuerte de (FVE)e, en Q x (0, Ty).

La unicidad de solucion es consecuencia del Teorema 3.5, Seccién 3.3. ®

Prueba del Teorema 3.2 — Definimos el conjunto Y'(7') como en (3.17). Notamos que,
fijados @ € (0,1), Ry > 0y Re > 0, si ug y 7o verifican (3.19), entonces (ux,79) € Y/(T),
donde uy es la solucién de (3.18). Luego, Y(T') # 0 (VR; > 0).

Andlogamente a la prueba del Teorema 3.1, introducimos el espacio X1 y la apli-
cacién ®. Veamos que existe ag(T") € (0,1) tal que (Y (T)) C Y(T') para a € (0, ao(T)].
Primero, si (4, 7) € Y(T)y FF = P(—=Re(W-V)u+ V -7+ f), entonces

IFls iy < Cs (Refll(@- V)

ooy + 17wy + 1l o)) -

Acotando (T - V)u en L°(L") de la siguiente forma:

(@ V)alizrry < lElgeo 2 Vallzereoy,

obtenemos

||F||23(HT) < Cs (Res : ”ﬂ”zw(LT)

Yl gy + T oy + IS -

Utilizando que ||Va||pe(p00) < C||U]| s w2y ¥ (3.14), obtenemos

1B 30,y < Cr (lwol

@3 oy + 7270 ||

H, Lo I8l e (wary
T [P ey + 115 ir))
donde C7 = C7(r, s,Re, Q). Utilizando la definicién de Y (T"), obtenemos

£l

W+ BT+ R T+ f]

beiry < Cr (RS- ol Lot

que, junto con (3.10), implica

c; \°¢
Le(H,) S (1_a> (HUOH%;

+ Cr(BS - Nuolly, + B2 T + B3 T 4|30 )-

[l

Lo(D(ay) T lIW']

Por otra parte, gracias a (3.12) y (3.13), se tiene:

I 22 < (Yol
Lo (W) CZWe < Tollw1,r—|—-

ng‘ve> exp (02R1 -Tl"%) = A’

17|

11 , Tl/s
Ls(Lr) S 2 3 CQA. R1+ C2We .
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Por tanto, ®(Y(T)) estard contenido en Y(T') si, por ejemplo, a, Ry, Ry, Rs, |luol D2,
ITollwr.r ¥ || fllze(z-) son tales que los lados derechos de las tres desigualdades anteriores

estén acotados respectivamente por R}, R, + ﬁ y Rs. En efecto, primero elegimos
a1, Ry y R, suficientemente pequenos tales que

( < ) Cr (R T°'+Ry-T) < RS

1— ay
Para estos R; y Ra, elegimos ag € (0, ;] suficientemente pequeiio tal que

40[0

Cg We

exp (02R1 - Tl-%) < R,.

Finalmente, elegimos R3 tal que

Tl/s ) 4060

) . ex LT ,
CoWe ) Cowe P (02R1 ) < B

£

2=t C, <R1 T

Para 0 < o < o = ag(T) y |Juo]
tiene:

Ds, ro(z7) ¥ ||7oljwr.r suficientemente pequetios, se

(87

C * 8 3 8 2s $— 3 g 1
(_1——:1“> (”“0]|D; +Cy (Rl lwolly, + Ry - T~ + Ry - T + ”fHL‘“(L’)» = B

dex

-1 4o
(Inllwer + o) exp (R 7°74) < ot

Cg We

Tl/s 4
21-3 Oy (Rl + CQW€> <[|7-0||W1,r -+ C’;;Ve> exp (C’le .Tl—%> < Rs.

Anélogamente al resultado de existencia de solucién local, podemos concluir que ® posee
un punto fijo en Y (T') que proporciona la tinica solucién de (FVE)q, (la unicidad de
solucién es, de nuevo, consecuencia del Teorema 3.5, Seccién 3.3). m

3.3 Unicidad y Dependencia Continua

En esta Seccién presentamos, en primer lugar, un resultado de unicidad para (FVE)ey v,
a continuacién, un resultado de dependencia continua para las soluciones fuertes locales.
Se observard que la unicidad se obtiene en una clase de funciones menos regulares que
la clase donde se da existencia de solucién.

Teorema 3.5 — Sea @ C R® un abierto conezo acotado de frontera Q Lipschits-
continua. Siug € H, 19 € L2, f € LY (V') y el problema (FVE)ey admite dos soluciones
débiles {u*,p*, 7'} (i = 1,2) en [0,T] (en el sentido usual), con

ut € L®(H)N LA (V)N LY (Wh), e L®(L?) n L} (L) N LA(W3),
entonces estas dos soluciones coinciden (p' y p? coinciden salvo una funcién de t)
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. . r) .
Prueba — Tomamos la diferencia entre {u!,p, 7'} y {u?,p?,72}. Las funciones u =

u! —u? y 7 =1 — 72 verifican

Re(u' + (u! - V)u+ (u- V2, v) + (1 ~ &) (Vu, Vo) = (V-1,0)
(3.35) {\/v €V, cpd en (0,1),

We(r' + (w2 - V)1 4+ (v V)T + go(7}, V) + go (7, Vu2)) + 7 = 2aD(u)
(3.36) {c.p.d. en x(0,7),

(3.37) ult=0 = 0, T|t=0 = 0.
Gracias a la regularidad de v y de 7, obtenemos que
(W' vy ={(g9+h,v) VveV, cpd en (0,7),
donde g € L}(H) y h € L*(V"),
(u',u) = (g,u) + (h,u) € L'(0,T)
(ya que u € L®°(H)NL*(V)) y
e LA (LYY nLY(L?).
Utilizando un argumento estandar (ver por ejemplo [60], p. 261-262), se obtiene que

14 1d
2 dt 2 dt

Ahora, tomamos el producto de dualidad de (3.35) por u, multiplicamos escalarmente

en L?(Q)**® (3.36) por 5, utilizamos (3.38), sumamos las dos ecuaciones resultantes y
obtenemos

(3.38) (u',u) = > v (7',7) = 7|2

1d .  We 2, 1 0 9
= (Relul® + S=I71?) + (1 = @)lJull® + 5= Ir* = —Re((u- V)u?, u)
We We We

o ((u . V)Tl,'r) ~ 5 (ga(Tl,VU),T) (ga('r, VuZ),T) )

a
Acotando los términos de la derecha, llegamos a que

d W,
= (Relul? + 5 I7?)
(3.39) .

< Ol lwiee + 7 im + 17 [ne) (Reful? + 5olrl?),

donde C' es una constante. Aplicando el Lema de Gronwall a (3.39), y utilizando (3.37),
obtenemos

W
Relu(t)|” + 2—;|T(t)12 =0 cpd te(0,7).

Esto implica que u =0 y 7 = 0, lo que concluye la demostracién. &
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" El Teorema 3.5 mejora ligeramente el Teorema 3 de [21] y juega el mismo papel
del Teorema 6.9 de [43] (p. 84), un resultado de unicidad de solucién regular para el
problema de Navier-Stokes habitual. Cuando 2 C RY (IV > 4) se obtiene, de forma
andloga, unicidad de solucién en la clase

we L(H)NLA V)N LA (Wh>), 7¢e L=®(L*) N LA (L®)n LA(whHM).
Por otro lado, cuando 2 C R?, se tiene unicidad en la clase

we L(H)NI*(V)NL*WH®), e L®(L*)n LA L®)n LAWY (5 > 0).
He aqui el resultado de dependencia continua:

Teorema 3.6 — Sean Q C R? un abierto conezo acotado de frontera 9Q € C** (0 <
p<l),l<s<+4o0,3<r<+o0yT>0. Fiyemos

u €D, ToeWY y felL%0,T;L")

y consideremos la correspondiente solucion {u,p,7} de (FVE)e, para estos datos. En-
tonces, dado 6 > 0:

(a) Eziste T € (0,T] (que sélo depende de ug, 79, f y &) tal que, si

(0,70, ) € BS = {(T,70,7) € Dy x W™ x L*(L");

%o — wol

Tonry < 52},

entonces existe une Unice solucion de (FVE)e, para estos datos iniciales, definida en

todo el intervalo [0,T).

(b) Eziste C = C(uo,70,f,6) > 0 tal que s1 {4,p,7} y {0,4,5} son las soluciones
correspondientes a los datos (W, To, f) y (Vo,00,9) respectivamente, ambos en Bf, con
f,g € LA H™Y), se tiene:

Ds + 0 = 7ollfgr +1[F = £

1% = Bl 2o (ary + 1T = TlZ2 vy + IIF = Tl 7o (12

< € ([0 = ol + 7o = Fo* + T = Gll3ecuny) -

Prueba:

(a) Razonando como en la demostracién del Teorema 3.1, si la terna (ug, o, f) es dada,

(oY
R = (122 (ol

Ry = (HTOHWer

3s{r—-1

b +Co (Inollm ™ +2+ 17l ) )

4o
CQ We> €xp C2 3



vemos que existe una, tnica solucién de (FVE)e, correspondiente al dato inicial (uo, 7o)
v al segundo miembro f. Esta solucién esté definida (al menos) en [0, 7%}, con

1 1 1 1

s(r43)?

T* = Imin - 4517_ ; R —“‘_—1‘
Rl r—3 Rl“ r—1)—2r 2 Rl

T

Sean § >0y (EO,FO,}E) € BS. Para los correspondientes valores de Ry y Rp, tenemos

- R; < <1€1a)s<(l|uo“m+5>s

+ s ((luollr, +8)F +2+ (If]

y también que

Loy +6) )) = 57(9)

R, < (||7011W1r+6+ )expC’z = 52(6).

4o
CyWe
Luego el correspondiente valor de T verifica

— 1 1 1 )
T* Z min s — , - — T
{51(6) r—+3‘ Sl(é)m SQ(é) 51(5)5_1 }

Con este valor de T se tiene por tanto el apartado (a).

i
N

(b) Consideremos dos ternas (%o, 7o, f), (T0,50,9) € Bf, con f,g € L*(H™'), y las
respectivas soluciones {%,P,7}, {7,q,7}, ambas definidas en [0, 7). Razonando como en
la prueba del Teorema 3.5, obtenemos

d

7 (Refr o+ St —aP) + (1 o) - o

(3.40) We
< GellF = 931 + Coh(Refa - 5 + 5|7 — 7)),

donde

h(t) = () llwre + [T T + 1T
y Cs, Cy son constantes. Gracias a que D(4,) C Whe, Wt c L, Wh™ ¢ W3,
1Tl Le (D)) < S1(6) ¥ [ITllLe(wriry < S2(8), tenemos que

—1--1 —
b0 < Crolr, ) (S1(6) - T7% + 52(8)* 7).
Obsérvese que, en esta desigualdad, el segundo miembro no depende de (%, 7o, f) ni de
(Vo,T0,9) (pero si depende de (ug, 7o, f) ¥ 6). Integrando (3.40) en [0,1] y aplicando el
Lema de Gronwall, resulta
1% =l 2oy + 1T = T 32qvy + 1T = Tl T oo (12

<C (Iﬂo —Tol? + [0 — To|* + ”—f__g|l%’2(H—1)> .
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Se pueden probar, con pequefios cambios, algunos resultados de dependencia con-
tinua para soluciones globales en tiempo, bajo hipdtesis de pequeiniez en los datos.

3.4 Otros Modelos Diferenciales

Varias leyes constitutivas de tipo diferencial han sido introducidas para describir el
comportamiento de fluidos viscoelasticos. Muchas tienen la siguiente forma:

DD,

Dyo
Dt

+ 8o, D)) = 20 (D) + X220

donde B es una funcién no lineal de ¢ y D(u) (la notacién es la misma de la Seccién
3.1). He aqui algunos modelos clésicos:
e El caso en que
B(o,D(u)) = poTr(o)D(u) — p1(D(uw)o + ocD(u)) + 1 Tr(cD(u))Id
+ 4dnpe D(u)? — 2nvy Tr(D(u)?)Id,

donde pg, i1, p2, 1 ¥ V2 son constantes fisicas que tienen la dimensién del tiempo y

N
Tr(o) = Z Cii
=1

es la traza del tensor o, corresponde al modelo 8-constantes de Oldroyd [48].
Cuando las constantes p;, v; son todas nulas, obtenemos de nuevo (3.1).

e Elcasoenquea=1y
p(o, D(u)) = 2Tr(cD(w)) - v(Tr(e)) - (o + Id),
donde 7 es una funcién escalar de Tr(o), corresponde al modelo de Larson [41].

e Elcasoenquea=1y
B(s, D)) = 7-Tr(0)- o,
donde v es constante, corresponde al modelo de Phan Thien y Tanner [49].

e FElcasoenquea=1y
B(o,D(u)) = vo?,

donde 7 es constante, corresponde al modelo de Giesekus [27].

Por otro lado, también podemos considerar modelos con varios tiempos de
relajacién. Por ejemplo, para modelos de tipo Oldroyd, podemos utilizar en (3.1) la

descomposicion
k
0 = TNewt + § Ti)
1=1
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donde Tyew: = 2m0D(w) (1o > 0) y

D
’Dt

= 2771'D(u), 771‘,/\,' > 0, 1= 1,.. .,k‘.

T3

En este caso, el andlogo de (3.3) — (3.4) queda como sigue:

k
(3.42) p(u' + (v V)u) —neAu+Vp = ZV'Ti-i-pf, Veu = 0,

(3.43) 7 + Ni(7 + (u - V)T + go(73, Vu)) = 20;D(u), i=1,...,k

Finalmente, (3.42) y (3.43) adimensionalizadas se escriben asi:

(344)  Re(u' + (u-V)u) = (1 —a)Au+Vp = Zv n+f,  Veu =0,

(3.45) Wi(r! + (u- V)i + go(73, Vu)) + 11 = 20;D(u), i=1,...,k.
Aqui,
P! n: : pUL AU
Oé:__llfl_z7 ai:_zv n= + ) Re = — Wz: - .
. , 7o Zn — i

Los resultados obtenidos en las Secciones 3.2 y 3.3 se aplican a todos los modelos
anteriormente descritos.

3.5 Una Cuestion Abierta

Contrariamente a lo que ocurre en el caso de las ecuaciones de Navier-Stokes, un re-
sultado de existencia de solucién débil global en tiempo (para datos arbitrarios) del
problema (FVE)e, no es conocido. Intentaremos exponer, en esta Seccién, algunas de
las dificultades encontradas en esta direccion.

En el razonamiento que sigue, consideraremos solamente el caso a = 0, lo cual co-
rresponde al modelo corrotacional de Jeffreys. Como quedara claro a continuacién,
el caso general a # 0 aporta grandes dificultades a la hora de obtener estimaciones
globales en tiempo para las soluciones de un problema aproximado.

Supongamos que los datos verifican
uo € H, mo€L*()*?, felL*0,T;V"),
y consideremos sucesiones {uf'}m>1, {7§" }m>1, {f™ }m>1 tales que

W EVT, e CHRTS, e 0, TL V)
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(aqui, V™ = V3™; véase notacion del Apéndice A),

(3.46) uy® — ug fuertemente en H,
(3.47) 7" — 79 fuertemente en L*()3*?
y

(3.48) f™ — f fuertemente en L*(0,T;V").

Razonando de forma similar a la prueba del Lema 1.6, Capitulo 1, Seccién 1.2 (de-
mostrado en el Apéndice A), se puede probar que, para cada m > 1, existe un tnico par
{u™, 7™} tal que

u™ e CY([0,T; V™), ™ e CHRx[0,T])>*°,
(3.49) Re{uy® +(u™ - -Viu™v)+(1—a)(Vu™,Vv) = (V- 7" 4+ f™,v) VYvoe V™,
(3.50) We(r" + (u™ - V)r™ + go(7™, Vu™)) + 1™ = 2aD(u™) en Qx(0,7),

(3.51) u™ i = ug’, "m0 = 10" en Q.

Nota: En principio, se obtiene que la solucién {u™,7™} tan solo estd definida en

[0, 7], donde

1
™ — .

G, We, T) (Il + [ 2 + ™| z20,25) + Calm))

A continuacién, se obtiene que

lw™llcwy < Cs y T lcwey < Cs,

donde Cs es independiente de m y de T' (ver las estimaciones (3.53) y (3.54)). Fi-
nalmente, un argumento estandar (ver, por ejemplo, la prueba del Teorema 5.1(b),

Capitulo 5, Seccién 5.2) permite concluir que, de hecho, la solucién estd definida en
todo el intervalo [0, 7.

Ahora, veamos qué tipos de estimaciones podemos obtener para u™ y 7™. Para

ello, tomamos v = u™ en (3.49), multiplicamos escalarmente en L%*(2)**3 (3.50) por

E%Tm, sumamos las dos ecuaciones resultantes y obtenemos

1d

We 1
- mi2 Sty m2 . ml|2 Z|m2 m m
32 g (RelmP o G5 ) 4 (- U 4 o = ()

2cv

Observamos que, en general,

(g (7™, Vu™), ™) = —a(D(u™)r™ + 7™ DE™), ™).
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Luego, si a # 0, el segundo miembro de (3.52) tendria, ademas, el término

aWe
2a

(D™)r™ +7"D(u™),7™),

lo que impediria la obtencién de estimaciones globales en tiempo para u™ y 7™. Esta
es la razén por la cual estamos suponiendo que a = 0. En este caso, este término
conflictivo desaparece y, por tanto, (3.52) nos permite obtener que

(3.53) u™ estd acotada en L®(H)N L2(V)
Y
(3.54) 7™  estd acotada en L°°(L2).

A partir de (3.49) — (3.50), utilizando (3.53) — (3.54), también se obtiene que

uy® estd acotada en L4/3(V')

™ estd acotada en LE(W™h?) Vg< —g

Por tanto, podemos suponer que existen v € L¥(H)N L}(V) y 7 € L>(L?) tales
que
u™ — v débilmentex en L*(H),

(3.55) u™ — v débilmente en L*(V),

uy’ — uy débilmente en L4/3(V’),

(3.56) ™ — 7 débilmentex en L°°(L?),

7™ — 7, débilmente en L*(W™19) Vg< %

Si estas convergencias, junto con (3.46) — (3.48), fuesen suficientes para pasar al
limite en (3.49) — (3.51), entonces obtendrfamos existencia de solucién débil global
en tiempo para (FVE)ey en el caso a = 0. Desafortunadamente, existe un término
donde no parece claro que podamos pasar al limite (en los demds, el paso al limite es
relativamente sencillo): ‘

go(t™, Vu™) = rmW(u™) - W(u™)r™.
En efecto, aqui tan sélo tenemos (gracias a (3.55))

W(u™) — W(u) débilmente en L2(L?)
lo cual, junto con (3.56), no parece suficiente para que se tenga que

(3.57) W (™) - W(u™)r™ — 7W(u) — W(u)r
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en el sentido de las distribuciones (por ejemplo).

Veamos a qué se reduce esta dificultad en el caso N = 2. Poniendo
m m m m Tlm sz
u = (ul y Uy ) y 7 = 2m am »

la ecuacién constitutiva (3.50) se escribe como sigue:

(3.58) We(r{™ +u™ - Vri™ 4 o™r2™)  71m = 2D |
(3.59) We(rf™ +u™ - V2™ 4 E;— (™ — ™)) 4 22 = 2aDT
(3.60) We(r}™ +u™ - Vrd™ — ™™y 4 p3m = 94 DM
donde
oul Oul 1 /8um™ Oul
w™ = 2 1 ¥ m _ z + J )
Oz Ozo t 2\ Oz Oz;

Es facil ver que el sistema (3.58) — (3.60) es equivalente al siguiente:

(3.58) We(rtlm +u™ - Vrim g mezm) + i = 22 D7,
2m m 2m m__1im 2m m We m __.m
(3.61) We(r,™ +u™ - V7™ — ™™y 4 727" = 2aD12—~—2—w o™,
(3.62) We(oi* +u™ - Va™)+ 0™ = 0,
donde
o™ = Tlm_}_T?}m'
La ecuacién (3.61) se obtiene sustituyendo 7™ — 71™ = g™ — 271™ en (3.59) vy la

ecuacion (3.62) se obtiene sumando (3.58) con (3.60).

Ahora, podemos pasar al imite en (3.62) (en el sentido de las distribuciones) y
obtener :

We(oy+u-Vo)+o = 0
(obsérvese que 0 = 7! + %), Ademds, utilizando las propiedades del Problema de
Transporte (ver [16]), se obtiene que

o™ — ¢ fuertemente en Lz(L2).

En las ecuaciones (3.58) y (3.61), los tnicos términos donde no parece claro que podamos

pasar al limite son

meZm y _ melm
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respectivamente.

En nuestra opinidn, ésta es una interesante cuestién abierta, no sélo porque una res-
puesta afirmativa a la misma constituiria un primer resultado de existencia de solucién
global para datos arbitrarios, sino también por los aspectos tedricos subyacentes, impli-
cados en el paso al limite de 7™ W (u™) — W(u™)r™.

Para finalizar esta Seccién, hagamos notar que, en el Capitulo 5, se analiza un caso

particular de (FVE)ey, donde la convergencia de (3.57) se obtiene. En este caso se
logra probar, entre otras cosas, convergencia fuerte de 7™.
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Capitulo 4

Fl Problema Estacionario

4.1 Presentacion del Problema

En este Capitulo, estudiaremos el problema estacionario asociado a (FVE)ey, que se
puede escribir como sigue:

(4.1) Re(u-Vu—(1—a)Au+Vp = V.74 f, Veu =0 en
(4.2) We((u - V)T +go(r,Vu)) + 7 = 2aD(u) en Q,
(4.3) v = 0 sobre 0Q.

Las incégnitas son u, py 7 y el inico dato es f, aparte de las constantes Re, We, a y a.

Nuestro objetivo es obtener resultados de existencia, unicidad y dependencia con-
tinua de soluciones para (4.1) — (4.3), en adelante (FVE)est.

Este problema ha sido estudiado por M. Renardy en [50]. Del contenido de este
trabajo, se puede deducir existencia y unicidad de solucién fuerte “pequenia” cuando el
dato f es suficientemente pequefio. Este resultado es establecido dentro de un marco
Hilbertiano y su demostracién se basa en un método iterado, que alterna la resolucién
de problemas de tipo Stokes con problemas hiperbdlicos cuyas curvas caracteristicas
son lineas de corriente. Otros resultados tedricos relacionados con (FVE)est pueden
ser encontrados en [32], [34], [51] y [52].

En la siguiente Seccién, presentamos una versién no Hilbertiana del resultado de M.
Renardy, con lo que conseguiremos generalizar dicho resultado. En [50], se impone que
f esté, al menos, en H* (ver Teorema 0.3 de la Introduccién, Seccién 0.2), mientras que
en nuestro caso exigiremos sélo que f € L", con 3 < r < +oco. Esto implica que no es
posible razonar como en [50], puesto que ahora no tenemos ninguna informacién sobre

91



las derivadas espaciales de f. Por otra parte, el razonamiento utilizado en (FVE)., es
posible, pero éste necesita, ademds, que el pardmetro a sea suficientemente pequerio.
No obstante, la combinacién de los dos razonamientos anteriores nos permitira llegar al
resultado deseado.

4.2 Los Resultados Principales

A continuacién, enunciamos los resultados centrales del Capitulo:

Teorema 4.1 (Existencia) — Sean @ C R?® un abierto conezo acotado de frontera
0 € CY y 3 < r < 4oo. Eziste una constante K = K(a,a,Re, We,r,2) > 0 tal
que st f € L™ y ||fllzr £ K, entonces (FVE)est posee al menos una solucidn fuerte

{u,p, 7}, con

u € D(4,), TeW,

lullpay < 6 v lIr|lwrr <6,

donde § = 6 (a,a,Re, We,r,Q, || f|lzr) > 0 es una constante. Ademds, se puede elegir 6
tal que
§—0 cuando |f]

LT -—)O.

Teorema 4.2 (Unicidad y Dependencia Continua de Soluciones “Pequenas”)
Sean Q@ C R3 un abierto conexo acotado de frontera OQ Lipschitz-continua y 3 < r <
+00.

(a) Eziste una constante v = v(a,a,Re, We,r,Q) > 0 tal que el problema (FVE)est
posee a lo mds una solucidn fuerte {u,p, 7} con

u € D(4,), TeWh,

verificando
lullpa,y < v v vl < 7

(b) Eziste una constante C = C(a, o, Re, We,r,Q2) > 0 tal que, st {u,p,7} v {v,q,0}
son soluctones fuertes “pequerias” (en el sentido del apartado (a)), correspondientes a
los datos f y g respectivamente, se tiene:

lu—ol* + 17~ o < ClIf — gl

Uniendo estos dos resultados, deducimos que si || f||z- es suficientemente pequeiia,
entonces existe una unica solucién “pequenia” {u,p,7} de (FVE)ess (p es tnica salvo
una constante aditiva). Ademads, el par {u,7} depende continuamente en H}! x L? de f

en H1.

En la demostracién del Teorema 4.1, utilizaremos los dos lemas siguientes:
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" Lema 4.3 — Sean @ ¢ RY (N > 2) un abierto conezo acotado de frontera OQ € cht
y1l<r<+4oo. S§iF €L, entonces eziste un inico par {u,q} (g es unica salvo una
constante aditiva), con

we D(4,) y qe Wb,

tal que

(4.4) —Au+Vqg = F cpd en
Ademds,

(45) lullwer + Vel < Gl

donde Cy = Cq(r,§2).

Lema 4.4 — Sean @ C RN (N > 2) un abierto acotado de frontera 9Q € Cl y
N <r < +oco. Dadow € D(A,), se tiene:

() S5i G € L7, entonces eziste una tinica 7 € L tal que
(4.6) We(@w-V)r+7 = G en Q.
Ademds,

Irllz- < 1G]
(b) Egiste Cq = Co(r,Q) tal que, si G € WH" y

L.

1
Tlwor < ——e
@l war < A

entonces T € WH 7 y

(4.7) 7w < 20|Gllwrr.

El Lema 4.3 (existencia, unicidad y regularidad L” del Problema de Stokes) esté
demostrado en [2] (Teorema 4.9, p. 23). El Lema 4.4 estd demostrado en el Apéndice
B.

Prueba del Teorema 4.1 — Para v € D(A,), con N < r < oo, introducimos los
siguientes operadores lineales continuos: '

(i) R(u): I7(Q) - I(Q), R(u) = w,
donde w es la tnica solucién del problema

We(u - Vw+w = v en £
Gracias al Lema 4.4, tenemos que

[R(w)v

rr < ol

LT
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¥, si ||ul|w2- es suficientemente pequeiia, entonces R(u) aplica WHT(Q) en WHT() de
forma continua.

(i) L(u): L"(Q) - L™(), L{uw)p = (1-a)+ aR(u)v.

Es facil ver que

L(u)v] v Vvel™

(recuérdese que a € (0,1)). Ademds, como veremos a continuacién, L£(u) posee un
operador inverso lineal y continuo,

1 < v

(iif) L{u)™: L7(Q) — L7(),
que verifica
(4.8) 1£(u) ol < (i J_’ Z) o]l 2~ .

En efecto, sea v € L" cualquiera. Por el Lema 4.4 (con @ = (1 — a)u), sabemos que
existe una unica w € L" tal que

(4.9) (1-a)We(u-Viw+w = v en £
y
(410) ]|w| r S ”’U] L.

Ahora, definimos z € L (dnica) de la siguiente forma:
(4.11) 1-a)z+aw = v,
Veamos que w = R(u)z y v = L(u)z. De (4.9), tenemos que
(4.12) (I1-a)(We(u - Vw4 w)+aw = v.
Comparando (4.11) con (4.12), concluimos que

z = We(u-V)w + w,
luego w = R(u)z. Sustituyendo en (4.11), obtenemos

(1-a)z+aR(u)z = v,

luego v = L(u)z. Por tanto, hemos mostrado que, dado v € L", existe una tnica z € L"
tal que L{u)z = v. Luego, podemos invertir £(u) y escribir

z = L(u) o,
Ademas, de (4.11),

(I-a)z = v—aw = (1-a)||l(u)" ]

I < H’U”Lr +a]|w| Lr.

Finalmente, utilizando (4.10), obtenemos (4.8).
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Hacemos a continuacién calculos formales, que permitirdn reescribir el problema
como una ecuacién de punto fijo.

Aplicamos el operador divergencia a (4.2) y obtenemos
We(u - VIV -7+ V-1 = alu—We(V - g.(7,Vu) + Ou : 07).
Aqui, hemos utilizado que
V-((u-V)r) = (u-V)V-740u:0r,

donde du : 07 es el vector cuya 1-ésima componente vale

(Ou:0r); = 3 %—g%l
jk=1 "3 TR

Por tanto, teniendo en cuenta la definicién de R(u),

(4.13) V-r = R{u)(alAu — We(V - g,(1,Vu) + Ou : 97)).

Sustituyendo (4.13) en (4.1) obtenemos

~(1—a)Au+Vp = —Re(u-Viu+R(u) (aAu — We (V- go(7,Vu) + 0u : 07)) + f.

Luego, gracias a la definicién de £(u),

—L(w)Au + Vp = —Re(u - V)u — WeR(u) (V- go(7, Vu) + Ou : 07) + f.
Finalmente, aplicando £(u)™' obtenemos
—Au+Vqg = —Rel(u) (v V)u) — WeL(u) "R(w) (V- go(T, V) + Ou : O7)
+ L) f + aWel(u) "' R(u) ("Vu - V(R(u)q)) ,

donde ¢ = L(u)™*p. Aqui, hemos utilizado la igualdad

(4.14) L) (Vp) = Vg—aWel(u) ' R(w) ("Vu - V(R(u)g)),
que s obtiene como sigue. En primer lugar, sabemos que p = £(u)g, luego
(4.15) (1-a)g+aR(u)g = p,

donde R(u)q verifica

(4.16) We(u - V)(R(u)q) + (R(w)q) = ¢

Ahora, aplicando el operador gradiente a (4.15) y (4.16), obtenemos respectivamente
(4.17) (1-a)Vg+aV(R(u)g) = Vp

y
We(u - VIV(R(u)q) + V(R(u)g) = Vg — We'Vu - V(R(u)q).
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Luego,
(4.18) V(R(w)g) = R(u)(Vq—We'Vu - V(R(w)g)).
Llevando (4.18) a (4.17), obtenemos

(1 - a)Vq + aR(1)Vq — aWeR(w)(‘Vu - V(R(u)g)) = Vp.
Luego,
(4.19) L(uw)Vq — aWeR(w)(*Vu - V(R(w)g)) = Vp.

Finalmente, aplicando £(u)™" a (4.19) se obtiene (4.14).

Como en ocasiones anteriores, introduciremos un espacio de Banach X, un convezo
compacto Y (¢) contenido en X y una aplicacidn & : Y(e) — Y (&) continua respecto de
la topologia de X, de tal forma que resolver (4.1) — (4.3) sea equivalente a hallar un
punto fijo de ® en Y'(¢). Mas precisamente, para € > 0, ponemos:

Y(e) = {(ﬁ,?ff); Te D(A,), ge Wb, Fe Wb,

@2 + [ V]

€ 2e
r < P o T 1,7 < .
S Sgwer IMlhwer < C’gWe}
Es obvio que Y(g) # 0 Ve > 0.

Ahora, introducimos el espacio
X =W (Q)2 x L(Q) x LT(Q)3*3

y la aplicaciéon
®:Y(e) - X, @ug7)=(u,q7),

donde {u, g} es la solucién de (4.4) con

(4.20) {F = —ReL(@) (T V)u) — WeL(@) ' R() (V - ga(7, VD) + Ou : O7)
+ L@) 7 f + aWel(w) ' R(7) (*Vu - V(R(W)T)),

/qd:c——-O
Q

G = 2aD(u) — We g,(7, Vu).

y 7 es la solucién de (4.6) con

Por construccién, si (u,q,7) es un punto fijo de ® entonces {u,p,7} es solucién de
(FVE)ey, donde p = L(u)q. Veamos que existen ¢ > 0y K > 0 tales que ®(Y(¢)) C
Y(e) si ||fllzr £ K. En efecto, si (@,q,7) € Y(e), entonces existen constantes C3 =
Cs(a,r,Q) y Cy = Cy(a,r, Q) tales que
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1]l

1
- < G (T2 (Rellyn + Well v el

vallzr)

(aquif, hemos utilizado las propiedades de los operadores £(7)™ y R(%)) y

+ 1 flle- + aWel[@||wa.-

IGllwir < 2al@]|wer + CaWe|[F||wr.- @] we.r
Utilizando (4.5), (4.7) y la definicién de Y (¢), obtenemos

1+« Re+aWe We 9
2,r r <
lellw= +IVallz- < C1Cs (1—a> (( (2C; We)? (czwey)

~ (o) + (soaee ) W1z
(C; = Ci(a,a,Re, We,1,Q),1=15,6)y
2a 2C4We \ ,
e < =22 Szale ) e
Il < <02We>5+ ((CQWe)2>€

Por tanto, ®(Y(¢)) estard contenido en Y'(¢) si los lados derechos de las dos desigual-
dades anteriores estan acotados, respectivamente, por

€ 2e
QCQWG Y C’QWe '

A continuacién, determinaremos K y € > 0 tales que esto ocurre cuando || f]jz.r < K.
Bastara, por ejemplo, resolver el siguiente sistema de inecuaciones:

Cse? — e+ Cq

LT SO7

< (1 — Q)CQ .
= 04

. . .2 . 1 .
De la primera inecuacién, suponiendo que || f]|rr < 1c.0; Se obtiene que

1= (1= 4CsCollfl)? _  _ 1+(1-4CsGe|f]

205 - - 205

Lr)l/z

Ademas, debe cumplirse que

1~ (1 —-4CsCs]| fllp-)*? < 1-a)C
205 - 04 '

En consecuencia, si

2(1 - Ol)CzCs
>
Cy = b
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elegimos K tal que

1
0 K
< n < 1C5C,

¥, si (

2(1 — 01)0205

1
Ci <5

elegimos

2
2(1—=a)CC
1 — (1 - _G;A)

K =
> 4C5Cy

Basta ahora elegir ¢ tal que

—(1— S)1/2 - S)1/2 —
L= (4G Coliflle) ™ i [ 14 4G5 Gollf|ler) -0 |
205 205 C4
La constante § puede ser elegida como sigue:
2
C'ZWe

y, st elegimos
1 — (1 —4CsCs||fllp-)"?

§ =
0205We ’

tenemos que § — 0 cuando |||z — 0.

La conclusién es andloga a la de la prueba del Teorema 3.1. En este caso, para
probar que ® es continua para la topologia de X, se utilizan las siguientes propiedades
de los operadores R(u) y L(u)™!:

@) Si

(4.21) up, — u débilmente en D(A,)
y
(4.22) vp — v débilmente en L7,

entonces existen subsucesiones {ur} de {u,} y {vi} de {v,} tales que

(4.23) R(ug)vy — R(u)v débilmente en L™
y
(4.24) Llug) tog — L(u)"'v débilmente en L.

(ii) Si, ademads de (4.21), ||un||w2+ es suficientemente pequefa y

(4.25) zn — z débilmente en WLT
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entonces existe una subsucesién {z;} de {z,} tal que
(4.26) R(ur)zr — R(u)z débilmente en W',

Veamos, por ejemplo, cémo se obtiene (4.26). Por la definicién de R(u), tenemos que

(4.27) Rlup)zn =w, <=  Welu, Viu, +w, = z,
y
(4.28) Ru)z=w <<= We(u-Vwt+w = z.

Aplicando el Lema 4.4(b) a (4.27), obtenemos que
foallwrs < 2zallwnr
Luego, existe una subsucesién {wy} de {w,} tal que
(4.29) wyp — w débilmente en WbLT,
Utilizando (4.21), (4.25) y (4.29), podemos pasar al limite en (4.27) y obtener
(4.30) We(u - Vu+w = 2.

Comparando (4.28) con (4.30), concluimos que W = w, luego tenemos (4.26). La ob-
tencién de (4.23) y (4.24) es andloga. m

Prueba del Teorema 4.2:

(a) Sean {u',p!, 7'} vy {u?,p? 72} soluciones fuertes, con
(4.31) lu'llpany € v v IIFllwer < v (6=1,2).

Razonando como en la prueba del Teorema 3.5, obtenemos:

(1= affell® + g&lﬂz = —Re ((u-V)u',u) - % ((u- V), 7)

(4.32)
We We
™ (ga(Tz,Vu),T> ~ 5 (ga(r, Vul),T) ,
donde u = u! —u?y 7 = 7! — 72, Luego,
1 We V
(=@l + 517 < ReCyl]Vu [ paalfull + S Coll V7 sl -
We We

+ EC91'T2||L°° 7] flul] + Egcmﬂvulﬂmlﬂz
y, en consecuencia,

(4.33) lull* +17* < Cu (IVulflze + 7%}z + V7 123) (Il + I717),
donde Cy; = Ci1(a, a, Re, We, Q).
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Utilizando que W2 C Whee, Wbr ¢ Wi3 y Wb € L°°, junto con (4.31), resulta
que
lull® + 17" < Cray (lul® +177),

donde Cy3 = Ci2(a,a,Re,We,r,Q). Luegou =0y r=0s10 < v < 1/Ci2. Esto
prueba el apartado (a).

(b) La demostracién se obtiene a partir de estimaciones analogas a las que se usan en
la prueba de la unicidad. ®

Cuando  C RY (N > 2), resultados anélogos a los Teoremas 4.1 y 4.2 son ciertos
para N < r < 4o00. Por otra parte, los Teoremas 4.1 y 4.2 se aplican a los problemas
estacionarios asociados a todos los modelos diferenciales presentados en el Capitulo 3,
Seccién 3.4.

En la demostracién del Teorema 4.1, la idea de la utilizacién de (4.20) como segundo
miembro del Problema de Stokes (4.4) esta inspirada en el trabajo de M. Renardy [50],
aunque nuestra prueba sea ligeramente distinta. Al contrario de lo que ocurre aqui,
si (por ejemplo) f € H*, se puede razonar como en [50], usando el Teorema de la
Aplicacién Contractiva (lo que proporciona ademas un algoritmo iterado para el célculo
de la solucién). En [50], siempre dentro de un marco Hilbertiano, se estudia (FVE)qt
incluso cuando o = 1 (modelos de tipo Maxwell). Por otra parte, en [32] (Corolario 4.3),
C. Guillopé y J.-C. Saut presentan un resultado de existencia, unicidad y estabilidad
para (FVE)eg cuando a € (0, o], con ag < 1,y f € H! con norma H' suficientemente
pequena.

La unicidad de solucién fuerte “pequeiia” de (FVE)qg es cierta para una clase
mas amplia de funciones que la proporcionada por el Teorema 4.2. En efecto, utilizando
o bien (4.33) o bien su variante

(4.33)  lullP + 1 < Cu (IVU?flze + 17 [z + 197 12s) (ull® + 1717)
es facil ver que bastaria suponer que o bien
' 1
<“VUIHLOO + ”TQHLOO -+ HV'}'lan) < .é_...
11
o bien )
(IVe?llze + 7 |z + VTt I2e) < o
11

Por otra parte, cuando a = 0, tenemos que
(90(7%, Vu), 1) = (go(7?, V), 7),
puesto que go(7,Vu) : 7 = 0. En este caso, en vez de (4.33) se puede obtener
lull* + 171 < Coa (IVellzes + 17 2o + 197 22) (full® + I71%) -

En consecuencia, sia =07y f € L™ es de norma L" suficientemente pequena, entonces
la solucién proporcionada por el Teorema 4.1 es la inica solucidn de (FVE)est.

! Recuérdese que este caso corresponde al modelo corrotacional de Jeffreys.
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Capitulo 5

Flujo de Poiseuille en Dominios Cilindricos

5.1 Planteamiento del Problema

En este Capitulo, consideraremos el flujo de Poiseuille de un fluido viscoelastico
de tipo Oldroyd en Qg, r, X (0,T), donde (en coordenadas cilindricas)

Qr, R, = {(r,c,o,z); 0< Ry <r< Ry 0<p <27, zER},

es decir, g, g, es la regién comprendida entre dos cilindros concéntricos de radios Ry
y R,. Para ello, utilizaremos las ecuaciones (3.5) — (3.6) escritas en las coordenadas
cilindricas (r, ¢, z). Pongamos

u = u(r,p,zt) = (u',u?,u®),

p = p(r,,2,t),

f = f(T,(,Q,Z,t)Z(fl,fz,f3)

T = 1(ryp,z,t) = |1° 1 T

Entonces (3.5) — (3.6) se transforma en lo siguiente (ver, por ejemplo, [8]):
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‘e Ecuaciones de movimiento:
1
Re(u% + ulup + ;u2(u}p —u?) + u%i)
1 1 1 2
1 1 1 1 2 1
—(1-a) <ur,, + ~Up = U + gy~ T3l + u2z> + pr
1 1
=T ot A (T =)+
1
Re(uf +utul + ;uz(ui +ut) + usuﬁ)
1 1 1 2 1
2 2 2 2 1 2
(51) — (1 — Ol) (urr + ;UT ey T—Z’U, + '7'1—2"1,L<P¢ + ;:;usa + uzz) + ;pcp
1 2
R S S et
r r
1
Re(uf +utud + —-uzu?p + u3u§>
r

1 1
— (- a)(ul, o ~ud 4 el ) +ps

1 1
:T$+;TZ+TS+;Ts+f3.

Aqui y en lo que sigue, los subindices ¢, r, ¢ y z denotan derivadas parciales respecto
de estas variables.

¢ Condicién de incompresibilidad:
(5.2) u1+lu1—|—lu2 +ud =0
' Ty r ¢ i ’

¢ Ecuaciones constitutivas:

(

1
W'e(’rt1 +ulrt 4 —uz(ri, —2r3) + Pl & g(ll) +7!1 = 2ad',
T

1 2
Wel 72 +ult? + ;uz(ﬁz S I s N SR VAL +gg> + 72 = 2ad?,

(5.3)
1

We( 7} +ulrt + —u2(7'$ +2r®) +ulrd 4 gg) + 7t = 2adt,
T

5

( 2
1
VVe('rt3 +ulr? + ;uQ(TS’, —7%) +ulr3 +g§> + 7% = 2ad®,
( 4

1
'rt5 + ule + ;uz('r; + T3) + u37-25 + gi) +7° = 2ad°,

1
VVe(Tt6 4 ulrf + ;uzﬂg + usrf 4+ gg) +78 = 2ad°.

Aqui, hemos utilizado la notacién

g ¢t ¢ & & &
ga(T,Vu) = | g2 gt 42 y D) = |d& d* &
9t 9o 4% PA I
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Estas matrices pueden ser obtenidas a partir de

. 1 -
Uy ;('lhlp —u?)
1
(5.4) Vu = [u2 ;(ui —ut) ol
1
3 3 3
_’U.r ;U‘P Uu, |

Ahora, con datos ug, 70 y f de la forma ug = (0,0, ve(r)),

w(r) () m(r)
(5-5) o= |7g(r) 7(r) (r)
wo(r) () To(r)

y f = (0,0, f3(r,t)), buscaremos soluciones de (5.1)—(5.3) que obedezcan a la estructura
sigulente:

(5.6) u=(0,0,v(r,1)),

Hrt) T(rt) T3(r,t)
(5.7) T = |7%(r,t) THr,t) T°(r,t)
TS(T,t) TS(T7t) 76(r,t)

Es facil ver que (5.5) y (5.6) implican que 7 sblo depende de r y de t. Por tanto, se
obtiene:

1
(5.8) pr = T +=(71 = 1%,

r
(5.9) Pp = rr2 4+ 277,

1
(5.10) Revi — (1 — a)vpr — (1 — a);vr = 734 _71:7_3 + 3 —p.,

1
5.11 Arl = _(1-a)d
(5.11) ¢+ e (1-a)rv,,
2 —
(5.12) T2 4 % _ (1 . a> v,
3 1+4+a l1—a

5.13 34— = . 1, 6
( ) Tt+W WU+<2)TU1~ <2>T’U,~,

103



4

(5.14) 4 —— =0

t We 3

5

s, T (lEa) 4

(515) T¢ +We = < 9 )T Vr,

6

-
(5.16) Tf—l——V% = (1+ a)r’v,.

En primer lugar, (5.14) nos dice que 7% puede ser calculada directamente. Ahora,
suponiendo que 7§ = 7§ = 0, de (5.12) y (5.15) se obtiene que 2 = 75 = 0. Luego,
de (5.9) obtenemos que p, = 0. Por otra parte, puesto que p, = p.(r,t), tenemos
que (p;)r = (pr): = 0; luego p, no depende de r. Esto significa que p es de la forma
p = po(t)z + p1(r,t). Supondremos, como es habitual, que p, = po(¢) es conocida. En
tal caso, resolver el sistema (5.8) — (5.16) se reduce, basicamente, a resolver el siguiente:

1 1
Revi — (1 — a)vpr — (1 —@)=v, = 72+ =7° + §,
r r

Ttl—l——V% = —(1—-a)rv,,
3
3, T o Ltal ;, (l—a) 4
T e = We””“( 5 )’”” ( 3 )7
-6
Tf-l—w—e = (1+a)rv,,

donde f = f* — p, es un dato. Ademaés, el cambio de variables

1 1-—-
ol = —( ;a>7'1+< 2a>76, o? =1 o = (1+a)yrt+(1-a)

nos conduce a

(5.17) Revi — (1 — a)vpr — (1 - a)lvr = o+ l02 + f,
r r

(5.18) o; + = (1-a*)o?v,,

5.19 240 = —p,.—0o!
(5.19) g = o,

3

lo que significa que la componente ¢® puede ser determinada directamente. Por tanto,
nos ocuparemos de resolver el sistema (5.17) — (5.19) en (R, Ry) x (0,T), al cual
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anadiremos las siguientes condiciones de contorno e iniciales:

(5.20) v(R1,t) = v(Ra,t) = 0 en (0,T),

(5.21) Vemo = vo,  O'lmo = of (i=1,2) en (Ry,R2).

Nuestro objetivo en el presente Capitulo es obtener resultados de existencia, unici-
dad y dependencia continua de solucién (global en tiempo) para el sistema (5.17)—(5.21),
en adelante (FVE)¢p. En la Seccién 5.2, enunciamos y demostramos nuestros prin-
cipales resultados y més tarde, en la Seccién 5.3, presentamos otras situaciones rela-

cionadas con (FVE)¢p.

5.2 Los Resultados Principales

Tenemos, para el problema (FVE)¢p, los siguientes resultados:

Teorema 5.1 (Existencia y Unicidad) — Supongamos 0 < Ry < Rz, T >0y |a} < 1.
(a) St

Vo € Lz(Rl’RQ)’ O{) € Loo(RlaR2) (Z = 1’2) Y f € L2(07T;H*1(R17R2))7

entonces (EVE)sp posee una tinica solucidn “semi-fuerte” global {v,cot, 02} en [0,T],
es decir,

v € C([0,T}; L*(Ry, Rp)) N L*(0,T; HY(Ry, Ry)),
o' € L°(0,T; L°(Ry, Ry)) N C([0,T); L*(Ry, Ry)) (i = 1,2),

la ecuacion (5.17) se verifica en el sentido débil

Re{ur, w) + (1 = a)(vr, w,) = (1 = a)(2vryw) = (0%,w)
(5.22) r

1
+ (-o%w) +(f,w) YweH;, cpd en (0,T),

y las ecuaciones (5.18) — (5.19) se werifican ¢.p.d. en (R1, Ry) x (0,T).
(b) Si

vo € HY(R1,R2), o4 € H'(R1,Ry) (i=1,2) y fe€L*0,T;L*(Ry,Ry)),
entonces (FVE)ep posee una inica solucidn fuerte global {v,0',02} en [0,T], es decir,
v € C([0,T]; Hy (Ra, R2)) N L*(0,T; H*(Ry, Ry)),
o' € C([0,T); H(Ry, Ry)) (i =1,2),
y las ecuaciones (5.17) — (5.19) se verifican c.p.d. en (Ry, Ry) x (0,T).
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Teorema 5.2 (Dependencia Continua) — Supongamos 0 < Ry < Ry, T >0, |a| < 1
y fijemos

vo € L*(Ry,Ry), o) € L®°(Ry,Ry) (1 =1,2), fe€L*0,T;H YRy, Ry)).

Para cada § > 0, esiste C = C(Jodllz, [odllz=,6) > 0 tal que, si {5,515} y
{w, 71,72} son las soluciones de (FVE)sp correspondientes a los datos (0y,54,54, f)
y (Wo,Tg,73,9) (respectivamente), ambos en

B = { (B0, 71,52, F) € L? x L® x L™ x L} (H™Y),;
B0 = vol3s + Y 1176 = blliee +11F = FIaqay < 67},
1=1,2
entonces se tiene que
17 — @] oo (1) + Hi—wnizmg) + Z 15" = 7| Feo (22
1=1,2

< (o —wols + 3 1 — 7l + [ = 3o )-

1=1,2

El apartado (a) del Teorema 5.1 se aplica a los flujos planos de Couette y Poiseuille
estudiados por C. Guillopé y J.-C. Saut en [33] (ver el problema (0.27) — (0.31), Intro-
duccién, Seccién 0.2). De hecho, en esta referencia los autores prueban un resultado
analogo al que se enuncia en el apartado (b). La principal diferencia entre (FVE)rp

y el sistema de [33] es el término 1((1 — a)v, + o?) de (5.17), que aparece debido al
cambio de coordenadas.

Se puede obtener también un resultado de dependencia continua para las soluciones
fuertes que proporciona el Teorema 5.1(b). En concreto, tenemos el

Teorema 5.3 — Supongamos 0 < Ry < Ry, T >0, |a| < 1 y fijemos
vo € Hy(Ri,Rs), og € H'(Ry, Ry) (1=1,2), fe€ L*0,T;L*(Ry, Ry)).

Para cada 6 > 0, existe C' = C(”UOHH(}a||Ué”H1>HUg“H1, | fllz2(z2y,6) > 0 tal que, si
{7,5,5°} y {w,7',7} son las soluciones de (FVE)sp correspondientes a los datos
(T0,75,05, f) vy (Wo,Tg,Ta,9) (respectivamente), ambos en '

By = { (Vo,T4,0,f) € Hy x H' x H' x L*(L?);

B0 = vollzy + D 175 = abllizs + 17 = Fleery < 6%},

i=1,2
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entonces se tiene que
[T~ B oo (grzy + 17 = W||72 g2y + Z 17" = 7 |70 (2
i=1,2

< om0 ~Boldy + 3 176 — 7ol + IF = 9ll3ecesy)-

i=1,2

Prueba del Teorema 5.1:

1. Existencia — Comenzaremos demostrando el apartado (b); a continuacion utilizaremos
éste para probar el apartado (a).

(b) En primer lugar, se prueba que existen T, € ¢0,T] y una tnica solucién fuerte local
{v,01, 0?}, definida en [0, Ty}, de (5.17) — (5.21), con

v E C([OvT*]vH(}(RlvR?)) N LZ(OaT*; Hz(RlaR2))

o' € C([0,T.); H' (R, Ry)) (1 = 1,2).

Esto se puede hacer como en la prueba del Teorema 3.1, Capitulo 3, Seccién 3.2. Es
importante notar que st T, < T, entonces

1

x (lvoll g, lod e, Bl I flzzcany )

(5.23) T, =

donde x es creciente respecto de cada argumento. Este hecho sera fundamental a la
hora de aplicar el razonamiento que permite pasar de solucién local a global.

En segundo lugar, obtenemos estimaciones para la solucién local {v, o', 02}, todas
ellas independientes de T,. Haciendo

<(5-18) - 5%) : (al - %) +(5.19) - ((1 — a®)o?),

resulta
d 2 2c o a? 1
— t) + = ) = —— (ol - —) < —— +—
gVt + () We? (“ We> < wF Fwetint)
donde )
— 1@ 2y 232
p(rt) = (o = 5) +(1 -
Luego,

P(r,t) < P(r,0)e t/We 4 ﬂz— (1 - e_t/We) .
T ’ We?

De aqui, obtenemos que

(524)  [o'llemgomizm) < Cila,a, We, [0z, o2llz=) (6 =1,2).
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Multiplicando escalarmente (5.17) por v en L?(Ry, Ry), resulta
1d
2dt

En consecuencia,

(Refol?) + (1= alorl? = (1= @)(For,0) = (02, 00) + (0%, 0) + (£, 0).

2(1 — )

S Relo) 21— aur < Z2

2
o] - o] +2]0®] - Jvr] + EIUZI ol 421 f] - ol.

A partir de aqui, utilizando (5.24), obtenemos
(5.25)  |[vllpeoqo,1n;r2) +IvllL2o,msmyy S Cale, Re, Ry, Ro, C, fvol, || fllr2(z2))-

Derivamos (5.18) y (5.19) respecto de r, que denotaremos (5.18), y (5.19),. Haciendo

((5.18),,01) + ((5.19),, (1 — a®)o?) + ((5.17), — Q-%V%i)ﬁvrr),
resulta
— a®)aRe —a®)a(l —a
55 (o o+ (- e ) + L)y,

(1-a*)a(l—a)
We

1
+ 55z (ol + (=)o) = -

1
(;vrgvrr)
(1—a¥)a (
We T

- (1~ az)(Ulva?)-

L

0%, Vrr) —

— a2 (87
(1—\—7\/—6_—)_— (f7 vrr) + (1 - az)(O'QUrr,O’i)

Estimando los términos de la derecha y utilizando (5.24) y (5.25), se obtiene que
(5.26)  [lollzeeco,musmyy + ll0llz2o,msm2y < Csy o' |leoo,msmny < Cs (i=1,2),
donde C3 = C3(a, a,Re, We, Ry, Ry, T, ||vo|l, llog || a1, lod || v, 1 £l 22 2y)-
Sea,
Trnex = Sup{T*; Ty > 0y la solucién de (5.17) — (5.21) esta definida en [O,T*]}.
Las estimaciones (5.26) implican que _
(5.27) lo®llmy; <Cs v llo'@®llm <Cs (1=1,2) Vte[0,Tun).

Supongamos que 1., < T. Sabemos que la tinica solucién local de (5.17) — (5.21) estd
definida en [0, T,,.. — 6], cualquiera que sea 0 < § < T,.... Ahora, utilizando (5.23), es
facil ver que esta solucién también estd definida en [0, T.,., — 6 + 7%), donde

1
X (I10(Tne = )iy, 1o T = s, 102 (T = v, 17 222 )

Té =
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Utilizando (5.27), obtenemos que
1 -
T! > =T
* X(C37037C37Hf”L2(L2)) ’
donde T no depende de § (recuérdese que x es creciente en cada argumento). Esto
significa que si § es suficientemente pequenio entonces la solucién estard definida, por

ejemplo, en [0, T .., + g], lo que contradice la definicién de T.,.,,.. Esto implica que la
solucién estard definida en [0, T'], cualquiera que sea T finito.

(a) Dividiremos la prueba en 4 etapas.
Etapa 1: Existencia de soluciones aproximadas.
Elijamos sucesiones {v]"}m>1, {00™m>1 (1 = 1,2) y {f™}m>1 tales que
WP e HY oimeH' (1=1,2) y fmeIl*L*) Vm>1,
vg' — vy fuertemente en L?,
oim — o} débilmentex en L ycp.d. en (Ry,Ry) (i=1,2),
f™ — f fuertemente en L*(H™').

El apartado (b) demostrado anteriormente implica que, para cada m > 1, existe
{v™, o1™ 2™}, con

v™ € C(H)NL*(H?), o™ e C(HY) (i=1,2), tal que

Re(of",w) + (1 - @)(o]",wr) (1 - @)1, w)

(5.28)m ,
= (07", w) + (Z0™™,w) + (™, w) Ve H,
im
(5.29) oi™ + %V_e_ = (1-a*)o*™™ cpd.en (Ry,Ry)x(0,7),
2m
2m g X m m,_ m
(5.30)m oi™ + We = Welr — '™ cpd. en (Ry,Ry) x(0,T),

(5.31)m v i=0 = vg, 0™ = oi™ (1=1,2) cpd en (Ry,Ryp)

Etapa 2: Estimaciones de las soluciones aproximadas.
Hacemos

o

((5-29)771 - W) : (Ulm - Waé) +(5.30), - ((1 — a2)02m)
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y obtenemos

d m 2a m o o? m
gt‘m(Tt)‘F—?P (rt):_We2<al —ﬁ)ﬁwg-l-—@b (r,t),
donde )
m — im __ i 2 2m\2
pr(nt) = (o7 - )+ (- a?)(e?™)
Luego,

¢m(r t) < d)m(r O)e—t/We+ i <1 . e—t/VVe)
’ = ’ WeZ '
De aqui, obtenemos que
(532) o™l < Cila,a,We,lotllze, o2l ze) (i =1,2)

Tomando w = v™ como funcién “test” en (5.28),,, resulta

m |2 1 m . m
S SR+ (1= )l = (1-a)(Gor,o")

1
(OZm’v;n) (ra_2m7vm) <fm,vm>’
de donde

d mi2 m 2 2(1_ ) m m
E(Re]v 1) +2(1 = a)v"|* < le [ o™

2m m 2 m m m m
+ 200" - ot 4 1o o 20l - o]
1
A partir de aqui, utilizando (5.32), obtenemos
(5.33) [v™ |2y + ™ |2y £ Cale, Re, Ry, Re, O, ool (| fll 2 (a-1y)-
Utilizando (5.32) y (5.33) obtenemos
(5.34)  [ofllz2qm-1y < C3(C1,Ca) v lof™llz2rzy < Cu(Ch,Co) (6=1,2).

Las estimaciones (5.32), (5.33) y (5.34) permiten deducir la existencia de subsuce-
siones de {v™} y {¢*™} (i = 1,2) (que llamaremos igual) y de funciones limites v, o' y
o?, tales que

v™ — v débilmente en L?*(Hy) y débilmentex en L°°(L?),

vi* — vy débilmente en L*(H™1),

o™ — o' débilmentes en L®(L®) (i =1,2)

o™ — ! débilmente en LY(L*) (1=1,2).
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Ademss, resultados bien conocidos de compacidad permiten obtener que

v™ — v fuertemente en L?*(L?).

Estas convergencias son suficientes para pasar al limite en (5.28),, y obtener (5.22). Sin
embargo, no es posible pasar al limite en (5.29),, — (5.30),, a causa de los términos
o™ .u™ (i = 1,2). Realmente, las convergencias débiles de ¢'™ (i = 1,2) y de v (en
L*(L?)) no permiten concluir que o™ - v™ — o - v, (i = 1,2). En la siguiente etapa,
obtendremos convergencia fuerte suficiente como para resolver este problema.

Etapa 3: {v™,0!™,0?™} es una sucesién de Cauchy en (L°(L?)N L%(Hy)) x L®(L?) x
L(L2).

Sean {v™,0'™, 02™} y {v"™, 01" 02"} soluciones de los correspondientes problemas

aproximados (5.28),, — (5.31)m v (5.28), — (5.31),. Entonces obtenemos que

Re(of" — of,w) + (1 - a)(o]" —vf'w) — (1 - a)(-(o]" —v7),w)
(5.35) .
= (0¥ = " w) + (0P — 0P w) 4 (7 7 w)

para cada w € H},

Im _ . 1n
(5.36) (of™ —oi") + %—— = (1 —a®)(o®™ — ®™)ol* + (1 — a®)o™™ (v — v})
Y
5.37 ( 2m 2n) + 02m - U2n . & ( m n 1m 1ny..m ing. .m n
( . ) - Oy We - We Uy UT)—-(O' -0 )vr -0 (vr "vr)'

Tomando w = g=(v™ —v™) como funcién “test” en (5.35), multiplicando (5.36) y (5.37)

escalarmente en L? por = (¢!™ — ¢'") y (¢2™ — ¢?") (respectivamente), y sumando

las ecuaciones resultantes, obtenemos

1d (aRe . n2 1m 1n|2 2m 2112
2dt(We|v VIl e A e =
a]."'a) m n 1 1 m n m n
+ —g—V\—/.g—-—h)r _UT|2+—We (————1_&2]01 e S |2)
CM(].-—-O() 1 m n m n
- We (-7:(1)7. _"'Ur)av —’U)

@ 1 2m 2n m n m no,m n

# 7 (Gam =o™om —om) (57— g0 - o)

+ (O,Zn(v? _ U?),O’lm . O,ln) _ (o,ln(v:n = ,017})’0.2771 . O_Qn)
a(l — a) a

<
- We R1 We Rl

o m n m n m n m n
+ o™ = e o™ = ot 4 Gl = 7] - ot — ot

;" — v |- o™ — 0" +

|0,2m __0_2n| . lvm _Unl

+C1o = [o?™ ~ o).
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Cabe resaltar que el procedimiento anterior nos ha permitido eliminar los términos
“dificiles” de controlar:

(1—a®) (™™ —~ ™" en(536) vy —(¢'™ - en (5.37),

lo que resulta fundamental en nuestro razonamiento. A continuacién, obtenemos

| - ((;\_1} e G R 02"P>
all — «
sas | o) o
< Cs (O\[Aiewm — v + '1_:?!01’" — o 4 | - 02"|2>
+ Coll F™ = f™[5-1,

donde C; = Ci(a,a,Re,We, Ry, (), 1 = 5,6. Aplicando el Lema de Gronwall, llegamos

a que
[0 = 0™ Lee r2y + 10" = 07T 2y + 0% = [T (1)
< Cr (o = vble + lob™ = od™[3e + lo2™ = 2" 132 + 1F™ = F*Wacar-vy) -

Esta desigualdad implica que {v™} y {oe'™} (4 = 1,2) son sucesiones de Cauchy en
L*>(L?), puesto que {v*}, {ot™} (4 = 1,2) y {f™} lo son en L? L%y L*(H™1)
respectivamente. Volviendo a (5.38) también se obtiene que {v]*} es de Cauchy en

L*(L?).
Etapa 4: El paso al limite.

Las convergencias fuertes obtenidas en la Etapa 3 permiten facilmente pasar al
limite en los términos o™ - v™ (i = 1,2). Por ejemplo, utilizando que o™ — ¢°
débilmente * en L®°(L*°) y que v — v, fuertemente en L?(L?), obtenemos que '™ -
v™ — ot-v, débilmente en L2(L?) (i = 1,2). Ahora, podemos facilmente pasar al limite

(5.29)r, — (5.30) y obtener (5.18) — (5.19). También es ficil ver que se verifica (5.21).

2. Unicidad — Tomamos la diferencia entre dos soluciones (9,5%,5%) y (w,7,7%) de

(FVE)¢p. Las funciones v =7 —w, o' = 5! —7* y 02 = &% — 72 cumplen lo siguiente:

Re(vs,0) + (1= a)(or,we) = (1~ @)oo w) = {0, w) + (0%, w)
Yw e Hy, cp.d en (0,7T),

(5.39)

1

(5.40) o—g+$-% = (1-a)o%0, + (1 —a®)F2v, cpd. en (Ry,Rp)x(0,T),

o? o O |
= = =V, —0 U, —7 v, cp.d en (Ry,Rz)x(0,T),

5.41 2
( ) ot We We
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(5.42) Wy = 0, o= = 0 (i=1,2).

Tomando w = K%gvlcomo funcién “test” en (5.39), multiplicando (5.40) y (5.41) escalar-

mente en L? por ol y o? (respectivamente), y sumando las ecuaciones resultantes,

1—a?
obtenemos
1d faRe, , 112 9 a(l—a), 1 1 12 212
o (Sl + |a|+|a|) =l + gz (gl 1o
a(l —a) 1 1 _ — 2

= —VV—;—_( Upy V) + — We (Taz,v> + (720,»,01) - (7'1’07.,0'?)

all — — —
< 20D ol g le?l bl + 1ol 214 [P aemlon 1%
Por tanto,

R
& (Sl + =gl o+ 107P)
5.43 dt
(5.43) < C aRe|vi2+—|01]2+|02[2
= P\ We 1—a? ’

donde Cs = Cs(a,a,Re, We, Ry, ||7' || oo (1), HF2||L°°(L°°))- Ahora, aplicando el Lema
de Gronwall a (5.43), y utilizando (5.42), obtenemos

aRe

1
o PO + =5l OF + @O = 0 Vteo,T]
Esto implica v =0, 0! =0y ¢? =0, lo que concluye la demostracién. m

Prueba del Teorema 5.2 — Procedemos exactamente como en la prueba del resultado
de unicidad, anteriormente demostrado (incluso con la misma notacién). En vez de
(5.39) y (5.42), ahora obtenemos, respectivamente:

Re(vr, w) + (1 a)(vr,w,) — (1 — a)(~v,,0) = (02,w)
(5.44) r

1 —
+ (;az,w) +{(f-9g,w) VweH;, cpd en (0,T)
y
(545) ’Ult:o = 50 —Tv—o, O’ilt_—_—() = E(z) *—7'—6 (Z = 1,2) de en (Rl‘, Rg)

Por tanto, en vez de (5.43) ahora se obtiene que

d (aRe 24 1 12 212 al—a), 19
. i (Soel + sl 1077 ) 4 26y
) aRe 1 7 =
< CoK (lelz + il + 10212) + Cuollf = Gllf-1
donde

K = HTlHLoo(Loc) + 172 oo ooy + 1,
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Co = Cy(a,a,Re, We, R1) y Cyp = Cyo(a, We). Gracias a una estimacion del tipo (5.24)
para 7 (i = 1,2), sabemos que

7l (ze=y < Ci(a, @, We, [T, [Tollze) (i=1,2)
y, puesto que ‘ ‘
[Tollzee < lloglizee +6 (2 =1,2),

podemos tomar en (5.46)
CQI{ = C’ll(a, (88 Re, We, R1, HO'(I) ”Lco y ”O'gHLoo 5 6)

Integrando (5.46) en [0,t] y aplicando el Lema de Gronwall, resulta

[T = @[T (z2) + 17~ w”%?(Hé) + Z 15% = 7T oo 22y
1=1,2

< C(IFO ~Wol7. + Y [5h —Tolis + H7—§l|2m(H-1)). =

i=1,2

Prueba del Teorema 5.3 — Se procede como en la prueba del Teorema 5.2 pero
ahora, ademds, hay que razonar como en la obtencién de (5.25) y (5.26). Omitiremos
los detalles. = -

Cuando @ = +1 o0 a = —1, resultados andlogos a los de esta Seccién se pueden
obtener mas facilmente. Por otra parte, cuando R; = 0, los razonamientos utilizados
en las pruebas anteriores no se aplican, puesto que % ¢ LP(0, Ry) cualquiera que sea
p € [1, +oo].

5.3 Otras Cuestiones

De forma andloga a como se hizo en el Capitulo 3, Seccién 3.4, podemos considerar una
variante de (FVE)¢p con varios tiempos de relajacién. En este caso, a partir de las
ecuaciones (3.44) — (3.45) escritas en coordenadas cilindricas (r, , z), con

Tl 7 T2,i 7_3,1'
T, = 7_2,1 7_4,1 7,5,2 ,
7,3,2' T5,i 7_6,i

y razonando como en la obtencién de (5.17) — (5.19), se obtiene:

k
1 | .
(5.47) Revy = (1= a)or, = (1 - a)~v, = ;1 (0_3,2 . ;02,1> Lr
1,8 gl 2\ 2.0 :
(548) O’t —I-VVZ = (1——(1)(7"01", Z:l,...,k,
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2,i

(5.49) U?’i‘}‘(;v. = %—ijvrf—al’ivr, i=1,...,k,
donde
1, I+ay 4 l—a\ 4, 2, 3. 3, 1, 6,i
ot = — 5 Tt 5 ™ oot = Y 0%t = (1+a)r 't (1—a)r?,
31
+W' = 0, v=1,...,k.

Si completamos el sistema (5.47) — (5.49), que debe verificarse en el abierto (Ry, Ry) X
(0,7, con las condiciones de contorno

(5.50) v(Ry,t) = v(Re,t) = 0 en (0,7)
y las condiciones iniciales
(6.51)  vl=o = vq, oilimp = o' (=1,2) en (Ry,Ry), i=1,...,k,

resultados analogos a los Teoremas 5.1, 5.2 y 5.3 son ciertos para el problema (5.47) —

(5.51).

Supongamos ahora que los cilindros de radios R; y R, se mueven con velocidades
K1(t) y Ky(t) respectivamente. En este caso, tenemos las siguientes condiciones de
contorno:

v(Ry,t) = Ki(t) v v(Re,t) = Ky(t) en (0,7).

Usando el cambio de variables

u(r,t) = v(r,t)+ Ki(t) (R }; ) 0 ( r—RR11>

— R, R
up = v+ Kt (—"————> KLt <—————>
t t 1() RQ—Rl () Rl

U = v+ (E%RT) (K1(8) — Kn(D))

obtenemos

Urr = Upp.

Por tanto, el problema (5.17) — (5.21) queda como sigue:

Reuy — (1 — a)upy — (1 — a)lur = o+ l02 +f
T r
- R r—R
ReK'(#) [ ——2 1} _ ! -1
(5.52) + Re 1( ) Z —*R1> ReI{Z(t) (Rz "R,
l—a 1
| - (%) 2 - o),

115



1 ]_.___a2

1, 9 2y .2 - - 2
I — - — K — Ko(t

(5.53) 7 + (1 —-a*)o*u, <R2 — R1>( 1(t) — Ka(t))o”,

AN Yty = e (K4 (t) = Ky (%))

T We =~ Wer T T We(Ry - RV 2
(5.54) .
+ L (K (t) — Ky(t))at,

(5.55) u(Ry,t) = u(Re,t) = 0 en (0,7),
(556) Ult=0 — Uy, O'iitzg = O'(i) (221,2) €n (Rl,Rz),
donde

T'—-Rg T'—Rl
= K — .
Ug ’Uo+ 1(0) <R2-"R1> 1{2(0) <R2_R1)

Si K7 y K son funciones de H'(0,T), resultados andlogos a los Teoremas 5.1, 5.2
y 5.3 contindan siendo ciertos para (5.52) — (5.56).
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Apéndice A

Prueba del Lema 1.6

Existencia de Solucion m-Aproximada,

Lema 1.6 (Capitulo 1, Seccién 1.2) — Sean Q C R® un abierto acotado de fron-
tera OSY Lipschitz-continuae, T > 0 y m € N. §i {w!,w?,...,w™,...} es un sistema
ortonormal en LE(Q)* de funciones C1(Q)? que se anulan sobre 8Q, pi* € C*(Q) veri-
fica Inf pf* > 0, ug* € V" (el subespacio de Vj generado por {w',w?,...,w™}) y f €
C([0,T); L*(Q)?), entonces eziste una inica m-ésima solucidn aprozimada {p™,u™} en

Q x [0,T] para la cual se tiene ademds que

(A.1) 0<Infpl <p™ <Suppy® en Qx][0,7]

Prueba — Seguiremos el razonamiento de [31] y [56]. Puesto que nos encontramos en la
m-ésima etapa del proceso de aproximacién, por comodidad, omitiremos en la medida
de lo posible el superindice m. Dividiremos la prueba en cuatro etapas.

Etapa 1: Linealizacion del problema aproximado.

Dado w € C([0,T]; V§"), resolvemos primero el siguiente problema lineal:
Hallar pe CY(Q x[0,T]) tal que
0
(A.2) E@er-vp =0 en Qx(0,7),

pli=o = pg° en K.
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Posteriormente, conocidos w € C([0,T];V5*) vy p € C* (Q x [0,TY)), resolvemos el
siguiente problema (también lineal):

Hallar w € C'([0,T]; V4") tal que
0
(8.3) 3 (4224 (- 9)u,0) + 2(D(w), D) + {71 (w),0) = (pS™,0) Yo € VS
ult=o = ug en £

Diremos que un par {p,u}, que sea solucién de (A.2)—(A.3), es una m-ésima
solucién aproximada linealizada.

Etapa 2: Existencia de solucién aproximada linealizada.

Las propiedades del problema (A.2) y de su solucién son bien conocidas. Enuncia-
remos dos resultados al respecto (ver [37]):

Lema A.1 (Existencia y Unicidad de Solucién de (A.2)) — Sean
we C([0,TCYR)°) v py € CHQ)

tales que
V-w =0 en Qx(0,7), w = 0 sobre 00 x[0,T)

Inf pf* > 0 en Q.

Entonces (A.2) posee una dnica solucién p que, ademds, verifica

0 <Inf pI" < p<Sup p* en Q x[0,T).

Lema A.2 (Continuidad Respecto de w de la Solucién de (A.2)) — Supongamos
que w y {wp}n>1 estin en las condiciones del Lema A.1 y que w, — w fuertemente en
C([0,T]; CH(QV)*). Si, para cada n > 1, p, es la solucidn del respectivo problema (A.2)
cambiando w por wy, entonces p, — p fuertemente en C([0,T]; C(R)).

Gracias al Lema A.1, sabemos que (A.2) admite una tnica solucién p € C*( x
[0,T1]), para la cual se tiene

(A4) 0 < Inf pg* < p(t,z) < Sup pg* V(t,z)€[0,T] x Q2

Para encontrar una solucién u de (A.3), pongamos

(A.5) u(t,z) = Zqﬁj(t)wj(a:),
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donde {¢;}7, serdn ahora las incégnitas. Llevando (A.5) a (A.3) (escrito para v =
wl; j = 1,...,m), llegamos a que u es solucién de (A.3) si y sélo si {¢;}TL, €
C([0, T])™ y verifica el problema diferencial ordinario

Z ai;(t)d5(t) + Z bij(1)6;(t) + ci($1(t), .- ., dm(t)) + di(t) = 0
(A.6) =t =
en (0,7), 1<¢<m,

| {#;(0)}j=; = componentes de ug® respecto de V4",

donde los coeficientes son: -
aij(t) = (p(t)w’,w"),
bij(t) = ((p(thw - V)w!,w') + 2v(D(w?), D(w')),
ci(61(1)y- -, m(t)) = a(JL(u(t)),w’),
di(t) = ~(p(t)f™(1),w").
Ademds, la matriz A = (a;;)[";=; es simétrica y definida positiva (uniformemente en

t € [0,T]) ya que, teniendo en cuenta (A.4) y que {w!,w?,...,w™,...} es un sistema
ortonormal en L%(2)*, se cumple:

m m 2 m
> i) = /Qp(t,x) (Zm%w) dz > (Inf pf") > |G VEER™
i,j=1 g==1 i=1

En particular, la matriz A es invertible y, por tanto, (A.6) admite la escritura equivalente

$'(t) = — A@®) T B(1)é(t) — A(t) T C(4(1)) — A() T D(t)
(A7) = F(t,6() e (0,T),
#(0) dadoen R™,

donde ¢ designa el vector columna de las ¢;. En consecuencia, podemos aplicar la teoria
de ecuaciones diferenciales ordinarias y obtener una tinica solucién ¢ de (A.7) definida,
al menos, en [0,7™], donde T/ € (0,T]. Pero las estimaciones que obtendremos a
continuacién (ver (A.9)) permiten concluir que, de hecho, T™ = T'. Por tanto, llegamos
a la existencia y unicidad de solucién de (A.3). Observamos que, ademas, la solucién
u de (A.3) depende continuamente de p y de w. En concreto, si w y {wn}n>1 estén
en las condiciones de los Lemas A.1 y A.2 y lamamos {p,u} y {pn,un}n>1 a las co-
rrespondientes soluciones aproximadas linealizadas, se tiene que u, — u fuertemente en

([0, T); V™).
Etapa 3: Estimaciones de las soluciones aproximadas linealizadas.

Sea {p,u} una solucién aproximada linealizada relativa a la funcién w dada en
C([0,T]; V™). El objetivo de esta etapa es obtener estimaciones de u independientes (o
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dependientes en su defecto) de w. Razonando como en la obtencién de (1.24) {Capitulo
1), llegamos a

1d

5T piulzdx+2V/|D l2d$+2 2 a/ID(u)Irdx = /prm-udx,

de donde, gracias al Lema de Gronwall,

(/Qﬂi“izdwy/? < (/meuz;‘lz dw)l/2+/oT (/qumizda,)l/z dt en [0,7).

En consecuencia, (A.4) y las propiedades de pg*, ug® y f™ implican que

(A.8) u estd acotada en C([0,T); L*(Q)?),
independientemente de w (y de m). De (A.8), utilizando (A.5), se obtiene (recuérdese
que {w',w? ..., w™,...} es un sistema ortonormal en L?((2)3):
(A.9) S0P = / W ds < € Yie,T],
=1 ik

donde C' es una constante positiva. Por tanto, las funciones ¢; estan acotadas en

C([0,T)). Esto implica que

[e@llvy < > 18O1 ey < Y willyp VieD,T)

=1

luego
(A.10) u estd acotada en C({0,T7; V5"

independientemente de w (pero dependiente de m). Por otra parte, teniendo en cuenta
(A.6) y la regularidad de los coeficientes que ahi aparecen, st w estd en un acotado de

C([0,T); V4"), entonces
m
Zaij 43'] estd acotada en C([0,7]) para 1<:<m.
Al ser (a;;)[%=; simétrica y uniformemente definida positiva (respecto de t), se deduce
de lo anterior que
¢; estd acotadaen C([0,T]) para 1<j <m,

lo que equivale, gracias a (A.5), a que

Ou , m
5 estd acotada en C([O’Tkvﬂ )-
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Uniendo esta estimacién y (A.10), obtenemos que, para w acotada en C([0, T]; V5"),
u estéd acotada en C'([0,T]; Vi™).

Etapa 4: Aplicacidén del Teorema de Schauder del Punto Fijo y conclusién.

Hasta el momento sabemos que, dado w € C([0,T7; Vﬂm), existe una unica funcién
p € CY(Q x [0,T7), solucién de (A.2), que verifica Inf p* < p < Sup pI* en & x [0, 7.
Ademas, conocidas w y p, existe una tnica funcién u € C'([0,T]; V4"), solucién de

(A.3), acotada en C([0, T1; V") (independientemente de w) y acotada en C*([0,T]; V5"
si w lo estd en C([0,T]; V4™). Por tanto, existen constantes R, Ry > 0 tales que

HUHC([O,T];Vﬂfn) < R paracada w € C([0,T]; V4"

lullorqomvmy < Raost wllogomyvey < R

Llamando B a la bola cerrada de radio R en C([0,T]; V") y By a la de radio Ry en
C'([0,T]; V"), tenemos definida una aplicacién

w € B C C([0,T); V3") = u € By C CY([0,T]; V™),

que, de acuerdo con lo que se vio anteriormente, es continua. Como, gracias al Teorema
de Ascoli-Arzela (ver, por ejemplo, [63]), By es relativamente compacto en C([0, T; V5™),
tenemos bien definida la aplicacién continua

®:BCC([0,T;V5") = BCC([0,T}; V™), &(w) =,

donde @®(B) C B es relativamente compacto en C([0,T]; V4"). Por tanto, podemos

aplicar el Teorema de Schauder’ y deducir la existencia de un punto fijo. Llamando
u™ € B a dicho punto fijo y p™ a la correspondiente solucién de (A.2), resulta que
{p™,u™} es una m-ésima solucién aproximada que, ademds, verifica (A.1). La unicidad
es facil de probar, debido a su regularidad (se puede razonar, por ejemplo, de forma
similar a la prueba del Teorema 2.1, Capitulo 2, Seccién 2.1). B

t He aqui otra versidn del Teorema de Schauder del Punto Fijo (ver nota al pie de la pagina 75): “Sea B
un subconjunio convezo, acotado, cerrado y no vacio de un espacio de Banach X. Si ®:B— B es una

aplicacién continua para la topologia de X y ®(B) es relativamente compacto en X, entonces ® posee

al menos un punto fijo”.
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Apéndice B

Pruebas de los Lemas 3.4 y 4.4

Lema 3.4 (Capitulo 3, Seccién 3.2) — Sean Q C RY(N > 2) un abierto acotado de
frontera 8Q € C1, N <r < +o0, 1 <s<+oo yT >0. 51

w € L°(0,T;D(A,)) y 10 €W,
entonces existe una Unica funcidn T tal que

re (Wi, e L3(L")

)
(B.) {WG(TI+(U-V)T+ga(T,Vﬂ))+T = 20D(T) cp.d. en Qx(0,T),
Tlemo = To.
Ademds,
(B.2) 171l oo (wrry + C’js;Ve < (HTOHWLr + Cj%e) exp (02“17||L1(W2,r’)) =A
Y
(B.3) Pl < 27 ot ([l + T ).
CyWe

donde Coy = Ca(r,a,Q).

Prueba — Consideremos sucesiones {T@™ }n>1 ¥ {7" }m>1 tales que
a™ e CY([0,T); C}*(M)YN L*(0,T; D(4,)), =& eC*(QN*N ¥m>1,

@™ — U fuertemente en L°(0,T; W>"(Q))
ot — 7o fuertemente en WhT(Q)V*V,
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Utilizando el Método de las Caracteristicas, se puede probar que, para cada m > 1,
existe una unica

™ e C1([0, T}; C*(2)*M)
tal que
We((r™) + (@™ - V)™ + g (7™, VE™)) + ™ = 2aD(T™),
(B.4)
™(0) = 74"°.
Para obtener estimaciones de 7™ y (™), multiplicamos escalarmente en L?(Q)
(B.4) por |t™|""27™. Por otra parte, aplicamos el operador V (gradiente) a (B.4) y mul-

‘ . . —2
tiplicamos escalarmente en L%({2) la ecuacién resultante por |[V7+™|""2V+™. Sumando
las dos ecuaciones, obtenemos:

(1d r mir —m mir—2_m
== (Wellr™ [y ) + 7™ [nr = 20 (D@™), |77 727™)

r dt
+ 2a (VD(@™),|Vr™|"?vr™)
(B.5) < — We (go(+™, VE™), |r™ |7~ 2r™)
— We (Vgo (7™, VT™), [Vr™|" 2V ™)
— We (Vr™ . V@™, V™| 72Vr™) .

Aqui, hemos utilizado las siguientes igualdades:
1
(@ V)t = 2w v da
rJa

- %/Qv @™ do — %/Q (Y T de = 0,
V@™ -Vv)yr™) = @™ - V)V 4+ Vr™ . vu™,
donde V7™ es una matriz N2 x N, y
(@™ - V)Vr™, [V "2V r™) = 0.
Gracias a que r > N, estimando los términos del segundo miembro de (B.5), obtenemos

1d milir mir =m mir—
(B.6) == (Wel| 7™ [Gye) + 7™ [ < dad@™ e 7™ 157

+ CoWel|@a™{|w2.[|7™ |[Tyro.e

T, obtenemos

donde Cy = C3(r,a,). Dividiendo (B.6) por We|7™||

d 1 4o
—||™ ,r —||r™ o < =™ -
- {dt ™l + gl s < ol
+CZ”EmHW2,T

Tm”WLr .
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A partir de (B.7) se obtiene facilmente

4o m 4o —m _
(B 8) ”Tm”LW(Wl r) —|-— C W ~ (HTO “Wl,r -|- C2We> €Xp (Cz”’u, HLl(WQ”‘)) = Am-

Por otro lado, a partir de (B.4), se obtiene
(™Y = g GaD@™) = 7™ = @ V)"~ go(r", VA,
Si tomamos normas en L™ y acotamos el segundo miembro,
™) e

(podemos suponer que C; es la misma constante), de donde

< G ([ lwer + == ) (1™ e + om
Lro= 2 v wer CQWC T whr 02We '

En consecuencia, elevando a s e integrando en (0,7,

1
- < o (alE s + 77

)+ Cof@™ lwrr I lw.r

=™l

m s 8 3 m T 2c g
Wfﬂbw>é2IQ(MHumwﬁXCW)>@TM“W”+cm>'

Finalmente, utilizando (B.8), obtenemos

1/s
(B.9) 1™ ey < 2175 Co A (““ ooy + We>

A partir de (B.8) y (B.9), obtenemos que

™ estd acotada en L°(Wh™)

(t™)  estd acotada en L°(L").
Luego, podemos suponer que existe una subsucesién (que llamaremos igual) y una
funcién limite 7 tal que

7™ — 7 débilmentex en L®°(WhT),

(r™) — 7' débilmente en L°(L")

™ — 1 fuertemente en C(L").

Estas convergencias, junto con las de T™ y 7J*, son suficientes para pasar al limite
en (B.4) y obtener (B.1). Ademds, a partir de (B.8) y (B.9), teniendo en cuenta el
limite fuerte de la parte derecha y la semicontinuidad inferior de las normas respecto
de las topologias débil y débil x, se obtiene (B.2) y (B.3). Por otro lado, utilizando los
resultados de R. DiPerna y P.-L. Lions [16] sobre el Problema de Transporte, podemos



facilmente obtener que V7 € C(L"). Como también 7 € C(L"), concluimos que 7 €
C(WbT). La unicidad de solucién es consecuencia de la linealidad de (B.1). m

Lema 4.4 (Capitulo 4, Seccién 4.2) — Sean @ C RY (N > 2) un abierto acotado
de frontera 9Q € C' y N <r < +co. Dado U € D(A,), se tiene:

(a) St G € L™, entonces existe una dnica 7 € L" tal que
(B.10) We(w -Vir+7 = G en Q.

Ademds,
iz < Gz

(b) Eziste Cy = Cy(r,Q) tal que, st Ge WL y

1
IR U
lllwer < e

entonces T € WhHT y

(B.11) Il < 2Glwar

Prueba — Consideremos sucesiones {G™}m>1 y {G™}m>1 tales que

a™ € (N ND(4,), Gme (NN VYm>1,

(B.12) lz™||w2r < |JTllw2r Ym>1,
(B.13) u™ — U fuertemente en W2T(Q)V

y

(B.14) G™ — G fuertemente en WHLT(Q)V*V,

Utilizando el Método de las Caracteristicas junto con la teoria cldsica de ecuaciones
diferenciales ordinarias, podemos asegurar que, para cada m > 1, el sistema

(B.15) {%90m(3>‘”) = ~u™(p™(s,z)), (s,z) € [0,400) x Q,
¢™(0,z) = z €9,

posee una tnica solucién ™ : [0, +00) x @ — 0, o™ € C*([0, +00); C2()N) (ver, por
ejemplo, [37]). En primer lugar, con la ayuda de ¢™, obtendremos formalmente una
expresion de la Unica solucién del problema

(B.16) We(@m™ - V)r™ + 1™ = G™ en (.
En efecto, a partir de (B.16) y utilizando (B.15), podemos escribir, sucesivamente:
We(@™(¢™(s,2)) - V)r™(¢™(5,2)) + 77(0™(s,2)) = G™(9™(s,2)),
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We (7 (s, 2)) + (™ (s,2)) = G(e™(s,2),
d
ds
—We (Tm(gom(t,m))e"t/we—~Tm(<pm(0,a:))> = /0 Gm(gam(s,x))e"s/weds.

Haciendo t — +00 obtenemos, en el limite,

—We (Tm(tpm(s, m))e——s/VVe) — Gm((pm(s, x))e—s/VVe’

1 [t

m - my, m —s/We
(B.17) ™ () We . G™(e™(s,z))e ds.

No es dificil comprobar que 7™ € C2(Q)V*Y y es la tinica solucién de (B.16). Para
ello, basta hacer el camino inverso del que nos condujo a (B.17), utilizando que

me(s,cpm(t,m)) = S‘Qm(5+t7w)

Yy
+o0 Foo
G™ (™ (s, x))e” Ve ds — / G™(™(s +t,2))e”TO/ Ve gg
0 0
t
= / G'm(gom(s,:c))e_s/we ds.
0
Ahora, multiplicando escalarmente en L? (B.16) por |r™|""27™, obtenemos que

(B.18) [ P A [[ER F A
luego

7™ estd acotadaen L".

Por tanto, podemos suponer que, para algin 7 € L",
(B.19) ™ — 7 débilmente en L7.

Utilizando (B.13), (B.14) y (B.19), podemos pasar al limite en (B.16) y obtener (B.10).
El limite inferior en (B.18) da

7]

= |G|

pr < Hminfllr™pr < limiof |G L

Esto prueba el apartado (a) (nétese que no hemos utilizado (B.12) y solamente que
GelLn).
Ahora, multiplicamos escalarmente en L? (B.16) por |7™|"~27™, aplicamos el ope-

rador gradiente a (B.16) y multiplicamos escalarmente en L? la ecuacién resultante por
|[V7™|"=2V7™. Sumando las dos ecuaciones, obtenemos

Tm T .= Gm’ +m r—2._m + VGm, \V4 m r~2v m
(B.20) {II |91 (G 7™ 75 ™) + ( VTV

— We(Vr™ . Va™, [V | —2vrm),
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Gracias a que 7 > N, estimando los términos de (B.20) obtenemos
7™ lwrr < [IG™ lwer + CoWel[@™ || wa - [|7™ lwr.r,

donde Cy = Cy(r, Q). Utilizando (B.12) y que

I E—

u o —
waT = 50, We
se obtiene que

(B.21) Ir™lwer < 21G™lwr -

Es fécil concluir que 7 € W7, Ademds, tomando limites inferiores en (B.21) se obtiene
(B.11). Esto prueba el apartado (b). m
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