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RESUMEN

Se estudia la relacion entre la “G-media”, Berrebi y Silber (1987), y otras

“medias” habituales, atendiendo a la estructura de su ponderacion.

Como consecuencia, se relaciona la medida de asimetria construida a partir de la G-
media, también introducida por Berrebi y Silber, con los coeficientes de asimetria de

Pearson. Se generaliza a otros coeficientes de asimetria posibles.
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1. Introduccién

Comenzamos exponiendo notaciones y resultados basicos y establecemos una
expresion del indice geométrico de Gini como una media ponderada de desviaciones
absolutas respecto a la mediana. A partir de la G-media introducida por Berrebi y Silber
(1987), definimos la G-media complementaria y analizamos las propiedades de robustez

de ambas.

Haciendo un paralelismo entre los cuartiles y la definicion de la G-media,
introducimos la nocién de G-cuartiles y demostramos las propiedades de optimalidad
que verifican. Construimos medidas de dispersion absoluta y relativa a partir de los G-
cuartiles y demostramos las relaciones entre esas medidas y la diferencia media de la

distribucién.

También construimos un G-coeficiente de desigualdad y estudiamos su relacién
con el indice geométrico de Gini, segun la asimetria de la distribucion medida a través

de lo que denominamos G-coeficiente de asimetria.
2. Expresiones preliminares

Definiremos algunos términos de importancia para el desarrollo del trabajo.
De una variable estadistica observada, anotaremos sus valores como Xxi, i = 1,...,N,

valores ordenados de menor a mayor, y todos ellos no negativos.

k
Sea T=> x;n; lariqueza total que se esta repartiendo
j=1

Sea ti= xini la riqueza que tienen entre todos los que estan en la categoria i (ganan lo

mismo)

Sea qi=ti/T la proporcion de riqueza que tienen los individuos de la categoria i



Sea Ti=>t; = > x;n, la riqueza acumulada entre todos los individuos de la categoria i y
j=1 j=1

las inferiores a ella.

Por tanto, Ti= letj = lexjnj = Tiatxini=Tiat ti; es decir, Ti=Tia+ ti
i=L

=

Sea Qi=Ti/T= z':qj la proporcion de riqueza acumulada hasta la categoria i.

j=1
X,
Igualmente, Qi=Qi.1+ # = Qi1* Qi

El simbolo P; representa la frecuencia acumulada relativa hasta la categoria i, es decir la

proporcidn de observaciones iguales o menores a Xi.

Seguidamente estableceremos una serie de proposiciones que seran instrumentales para

la definicion y estudio de la G-media y sus derivaciones.

Proposicion 1.
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Proposicion 2.

Demostracion:
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Vimos en la proposicion 1 que Pi — Qi= **— | de donde se obtiene:
X

Pl_Qi _ k<i _ — )_(_ —
|:1( ) i1 X N x izzllksi i1 k=i
1 [N NN 1 ;(N—l)N N-1
= Xi — X, |== X (N-1-k+1)|=
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Proposicion 3.

Demostracion:

En efecto,
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obsérvese que cada sector i del area de Lorenz se decompone en dos tridngulos
de areas Aiy Ai , salvo el primer y el Gltimo sector, que tienen cada uno un solo
triangulo de area A1y An' (A1 =0= An) , respectivamente, de manera que

Ai:%(Pi -Q )% (&rea del triangulo inferior del sector i)

Ai=Z(P, —QH)% (&rea del triangulo superior del sector i)

N -1

Por tanto, AL=>"(A +A') =Y (A +A,)=

i=1 i=1

es decir,

¢

El indice de Gini, es definido como el cociente entre el area de Lorenz y el area de
méaxima desigualdad posible con N observaciones. Cuando el tamafio N es grande, el
area de maxima desigualdad tiende a convertirse en el area de todo el triangulo bajo la
linea de equidistribucion; en tal caso tiene sentido aproximar el indice de Gini mediante
el que denominaremos indice de Gini Geométrico (IGG) , definido por:
IGG=%:2AL
2

Se sabe que el IGG puede expresarse en funcion de la diferencia media de la siguiente

forma:
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Proposicion 4.

N N PN N

S (2i-N-1)x z(z'“'lj C Sk L
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XN 2 X x N2
Demostracion:
IGG=2 AL

Ademas, ya vimos, en la proposicion 3, que
N-1
(PI _Qi)
i=1

A= N

y, en la proposicion 2, que

luego:

100%
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Proposicion 5. Sea N un numero par. Entonces:

N
> ¢ |% — Me] J2i-N-q

N
IGG==2 —— [ ¢=——", D=1
2x N% le
(Una expresion similar ocurriria para el caso impar)
Demostracion:
En efecto,
N
> (2i-N-1)x
a partir de la expresion IGG= 1_N—2 se prueba que, para el caso N par:
X
N
2 Wi [x; = Me]
i=1
>
Wi C N N
IGG=— = |y, =‘2'—N1‘ Sw =t
2X N i=1 2
Y, por tanto, si llamamos
2i-N-1 Q
Ci:l N2 ]4’ >c=1
/é =
se verifica que:
N
> ¢ [% —Me|
IGG=12+

3
Definicién 1. Definimos el indice Geométrico Absoluto de Gini como IGGA=x -IGG,

con lo que, por la propiedad 5, se verifica que

2i-N-1 &

N% : iZ:l:ci =1

IGGA=2 5" [x M|, ¢ =
i=1



3. La G-media como media ponderada. La G -media.

Berrebi y Silber(1987) definen la G-media de la siguiente forma:

Definicion 2. Se define G-media de las observaciones {xi} como

=Zcixi,ci— y D¢ =1
/

Puede apreciarse que la G-media es una media ponderada de los valores observados x;,
mediante las ponderaciones ci. Estas ponderaciones tiene la propiedad de ser mayores en
las posiciones mas alejadas de la mediana y menores en los valores cercanos a esta

(siendo cero precisamente en el valor mediano).

Dichas ponderaciones nos indican que xg serd una media que sobrepondera los valores
extremos e infrapondera los centrales. Este comportamiento es el opuesto a las medias
ponderadas consideradas “robustas”, en las cuales se infraponderan los valores extremos

para evitar un exceso de sensibilidad ante valores atipicos o aberrantes.

Berrebi y Silber sugieren que la G-media es una especie de combinacion de media
aritmética y mediana. En realidad la G-media es, como media ponderada, no un
intermedio entre mediana y media aritmética sino que estaria fuera del intervalo, por asi
decirlo, determinado por ellas. Es decir, tomando la media aritmética como referencia
equiponderada, la mediana estaria en una “direccion” (infraponderar los extremos) y la
G-media en otra “direccion” opuesta (sobreponderar los extremos). Una media derivada
de la G-media y que tendria la propiedad de infraponderar los extremos es lo que
denominaremos G -media, consistente en una media ponderada con las ponderaciones
complementarias a las de la G-media respecto a las de la media. Es decir, si bi son las
ponderaciones de la G -media y 1/N son las de la media aritmética, entonces haciendo

que se verifique (bi + ¢i) / 2 = 1/N, se deduce que bi = 2/N — ci.



Por consiguiente, podemos establecer la siguiente definicion:

Definicion 3. Se define la G-media complementaria o G -media de las observaciones

{xi} como

2
Xg :Zbixi, b, :W_Ci ( Zbi =1)

Puede comprobarse facilmente que

Xg + X5

Il
x|

El papel de x; y Xz como medidas robustas o “antirobustas” es el siguiente: en general

una media robusta (es decir, que infrapondere los extremos) es mejor estimador del
valor central de una distribucion simétrica que la media aritmética si la distribucién
tiene curtosis elevada (hablando en términos generales) y una media “antirobusta” (que
sobrepondera los valores extremos) es mejor que la media aritmética en distribuciones

con escasa curtosis (por ejemplo, distribuciones en forma de “U”).
4. Otras medidas de localizacion y dispersion a partir de la G-media

La expresion de la G-media podemos reescribirla como

N/2

N N 1 N/2 N
Xo =D CX = D X + D CX; :E(ZZCixi + ZZcixij
i=1 i=1 i=1

i=N/2+1 i=N/2+1

Interpretando estos Ultimos sumatorios, se observa que son, el primero de ellos, una

media ponderada de los valores inferiores a la mediana y, el segundo de ellos, una



media ponderada de los valores superiores a la mediana. Por tanto hacen una funcion
similar a los cuartiles 1° y 3° (que son la mediana de los valores inferiores a la mediana
y la mediana de los valores superiores a la mediana, respectivamente). Por ello los

denominaremos G-cuartiles.

Definicion 4. Definimos el primer G-cuartil, Gy, y el tercer G-cuartil, Gs, como

N/2 N/2
G, = Zelx,,e—ZC( eizlJ

i=N/2+1

N N
Lemal. Sea x, = Zwi X, una media ponderada con ZWi =1, w, >0, Vi. Entonces Xw
i=1 i=1

N
es el valor a que minimiza la expresion > w, (x, —a) .
i=1

La demostracion es similar a la conocida para la media aritmética.

Proposicion 6. La G-media y la G -media minimizan las expresiones cuadraticas

N N

ci(x —a) y Y bi(x —a)® | respectivamente.

i=1 i=1

Demostracion: Inmediata a partir del lema anterior.

Proposicion 7. Los G-cuartiles, G1 y Gs, minimizan las expresiones cuadraticas

N/

N

N
e(x—a) y Delx—a) ,respectivamente.
i=1 i=N/2+1

Demostracion: Inmediata a partir del lema anterior.

Proposicion 8. La G-media es la media de los G-cuartiles

10



G, +G;

Demostracion: Se deduce de la construccion de los G-cuartiles.

Lema 2.
N/2

Zc,xI Zc,xI

i=N/2+1

Demostracion:

N
A2 . 2.6 —Me|
Dado quelGG =—— vy, como por la proposicién 5, IGG:'ﬂT, se
X X
verifica que:
N
A=Y c|x—Me|=
i=1
N/2 N
=Y ¢ (Me-x)+ > ¢(x—Me)=
i=1 i—N/2+1
N/2 N/2
= Zc Zc,x,+ Z ¢ —Me Z C =
i=N/2+1 i=N/2+1
N/2 N/2
= Me ZCi—Z ZC +Zcixi:
i=1 i=N/2+1 i=N/2+1
N/2 N
==X+ Y CX
i=1 i=N/2+1
.

Teorema 1. El semirecorrido inter-G-cuartilico coincide con la diferencia media;

Demostracion:

11



N /2
Zeixi —Zeixi N N2
Gs _Gl i=N/2+1 i

= i=1 = . . . .
2 - 2 ZCIXI zcl XI

i=N/2+1 i=1

Expresion que coincide con A segun el lema 2.

¢

Con los G-cuartiles podemos construir una medida de dispersion relativa analoga al

recorrido intercuartilico relativo.

Teorema 2. El recorrido inter-G-cuartilico relativo es igual a la diferencia media

relativa respecto a la G-media.

G,-G, A
G,+G, Xg

Demostracion:
Se deduce del Teorema 1y de la proposicion 8.

¢

N
Definicion 5. Sean unos pesos de ponderacion w; que verifican Zwi =1, w, >0,Vi,
i=1

definimos la w-mediana de las observaciones {xi} como el valor a que minimiza

N
Zwi |x; —a|. Como caso particular, definimos la G-mediana cuando wi = ci
i=1

Un resultado algo menos general al del lema 1 se verifica con desviaciones absolutas.

12



N
Lema 3. Sea unos pesos de ponderacion wi que verifican Zwi =1, w, >0, Vi, siendo
i=1

N/2 N
simétricos respecto a la posicion mediana, Zwi = Zwi . Entonces la mediana Me es
i=1 i=N/2+1

N
el valor a que minimiza la expresion > w;|x; —a.
i=1

Demostracion: Anéloga a la demostracion de que la mediana minimiza la suma de las

desviaciones absolutas.

Proposicion 9. La G-mediana coincide con la mediana.

Demostracion: A partir de la definicion 5y el lema 3.

De la proposicion 6 surgen de forma natural las siguientes definiciones de varianza y

coeficiente de variacion.

Definicién 6. Definimos la G-varianza, Sg?, como

N
Sé = Zci (Xi —Xg )2
i=1
Definicion 7. Definimos el G-coeficiente de variacion, CV, = —

Otra medida de dispersion relativa o de desigualdad surgiria de sustituir la media por la

G-media en el indice geométrico de Gini, IGG.

Definicion 8. Definimos el G-coeficiente de desigualdad como

_42

CD
G X,

4. Asimetria y desigualdad

13



Vamos a exponer la relacion entre el indice geométrico de Gini (IGG) y el G-coeficiente

de desigualdad en funcion de la asimetria en la distribucion de los valores observados.

Definicion 9. Se define el G-coeficiente de asimetria, Ac , como

Ab:ﬂs_MS
iy — M,
siendo
N/2 N/2
X, Dix,
M — i=1 , — i=1
TN/ T N(NT2) /8

Yx  Y(-N2)x

_i=N/2#1 _i=NJ/2+1

*TIN2 NN+ 2)/2

Diremos que la distribucion es:
e G-simétrica si Ag=1
e G-asimétrica a la derecha si Ag > 1

e G-asimétrica a laizquierda si Ag <1

Teorema 3. Se verifican las siguientes afirmaciones:
e Siladistribucion es G-simétrica, CDg = IGG
e Siladistribucion es G-asimétrica a la derecha, CDg < IGG
e Si la distribucién es G-asimétrica a la izquierda, CDg > IGG
Demostracion: Puede comprobarse que se dan las siguientes relaciones:
o A;=1=x;=X
e A >1=X5>X

° AG<1:>XG<)_(

14



Y de estas relaciones, junto con las definiciones de IGG y CDg, se deduce

inmediatamente el teorema.

*
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