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Capitulo 1
INTRODUCCION

1.1 Objetivos de la Memoria

En esta Memoria, analizaremos diversos problemas de controlabilidad relacionados con
ecuaciones en derivadas parciales (EDP) de evolucién de tipo parabdlico o hiperbdlico,
motivadas por problemas con origen en Mecédnica. Las EDP evolucionan en un intervalo
temporal dado [0, T] y serdn completadas, de manera natural, con condiciones de contorno
y condiciones iniciales.

De forma general, la controlabilidad de una EDP o de un sistema de EDP se consigue
cuando se sabe conducir la o las EDP de un estado inicial dado yo a un estado final
deseado y; usando un control v que actia sobre el sistema desde el “exterior”.

Si el control se ejerce a través de las condiciones de contorno, se habla de control
frontera. Por el contrario, si actuamos a través del segundo miembro de la ecuacién,
hablaremos de control distribuido.

Fijado v en un conjunto U de controles admisibles, cuando tenga sentido, llamaremos
estado asociado al control v a la correspondiente solucién y, del sistema. Diremos que
nuestro sistema es exactamente controlable en Y (un espacio de Banach adecuado en
el que evoluciona la ecuacién) en el tiempo T si, cualesquiera que sean yop € y; en Y,
podemos encontrar v € U tal que el estado asociado ¥, que inicialmente toma el valor yo
coincide con y; en el instante de tiempo t = T.

Podemos debilitar la condicién y,(7T) = y;, obteniendo otras nociones de controlabi-
lidad. Concretamente, diremos que el sistema es aproximadamente controlable en Y
en el instante T si, dados 39, y1 y € > 0 arbitrarios, existe un control v tal que el estado
Yy asociado a v y al dato inicial g verifica

lyo(T) —nlly < e

Aqui, hemos denotado || - ||y la norma en el espacio dé Banach Y en el que se han tomado
Yo € Y1 -

Finalmente, diremos que hay controlabilidad exacta a cero o controlabilidad
nula en el tiempo T si, para cada yg, existe un control v tal que el estado y, asociado a v
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y a yo verifica y,(7T') = 0. Es un caso especialmente interesante de controlabilidad exacta
ya que, en la practica, implica llevar el sistema a un estado de equilibrio en ¢t = T'.

El objetivo principal de esta Memoria es aportar nuevos resultados de controlabilidad
y (a ser posible) presentar métodos de determinacién de buenos controles.

Durante los dltimos afios, la controlabilidad de EDP ha sido estudiada intensamente.
En 1978, D.L. Russell [31] realizé un trabajo en el que recopilaba los resultados més sig-
nificativos que habian sido obtenidos hasta ese momento, presentando asimismo diversas
técnicas para abordar estos problemas.

Maés tarde, J.L. Lions, introdujo nuevos métodos para tratar problemas de controlabi-
lidad, entre ellos el método conocido como H.U.M. (Hilbert Uniqueness Method) (cf. por
ejemplo [24] y [25]; distintas versiones de esta técnica estan presentes en el Capitulo 7).

Han sido muchos los autores que han contribuido al anélisis de la controlabilidad de
EDP desde entonces. Seria imposible mencionar aqui todos los resultados interesantes
probados en este contexto. Destacaremos sélo algunos, aquéllos a los que nos hemos
referido en este trabajo con mayor frecuencia.

En 1991, E. Zuazua en [34] introduce un argumento que permite deducir propiedades
de controlabilidad para EDP semilineales. Este argumento combina técnicas de punto fijo
con resultados de controlabilidad para sistemas lineales andlogos y es presentado en el
contexto de la ecuacién de ondas semilineal, con controles ejercidos a través de una parte
de la frontera (véase también [3] y [35]).

Més tarde, C. Fabre, J.P. Puel y E. Zuazua [10] prueban otros resultados de con-
trolabilidad de manera similar para la ecuacién del calor semilineal. Con posterioridad,
en [9], C. Fabre, prueba resultados de controlabilidad aproximada para sistemas lineales
y casi-lineales de tipo Stokes con condiciones de tipo Dirichlet, con controles que pueden
tener alguna componente nula.

Por otra parte, en 1991, O. Yu. Imanuvilov [17] comenzé a utilizar desigualdades globa-
les de tipo Carleman para abordar problemas de control exacto a cero. Desarrolld nuevas
técnicas que posteriormente volvié a aplicar en [18] y [19], en [15] junto con A. Fursikov
y en [20] con M. Yamamoto.

Recientemente, E. Ferndndez Cara en [11] y E. Ferndndez Cara y E. Zuazua en [14]
han desarrollado técnicas que permiten obtener estimaciones de observabilidad explicitas.
Entre otras cosas, se ha probado asi la controlabilidad de la ecuacién del calor semilineal
cuando las no linealidades tienen crecimiento casi éptimo. Mencionemos también [13],
donde E. Fernandez Cara y E. Zuazua analizan el coste de la controlabilidad aproximada
de la ecuacién del calor lineal.



1.2 Los sistemas considerados

En esta Memoria, trataremos diversos problemas de controlabilidad para distintos sis-
temas de EDP. A continuacién, describiremos cada uno de ellos. Usaremos principalmente
la siguiente

Notacion:

Q2 C R¥: abierto conexo acotado de RY (N =2 6 3), 99 regular,

@ =Qx(0,T) (T es el instante final),

=00 x(0,7),

O un “pequeilo” abierto de 2 {1 es su funcién caracteristica),

v: un “pequefio” abierto relativo de 9 (1, es su funcién caracteristica),

v: el control,

® = L*(Q; Ls(RY)), siendo Ls(IRY) el espacio de matrices cuadradas simétricas N x N,
V={peD@" : V- p=0},

V (resp. H): la adherencia de V en H}(Q)N (resp. L2(Q)"),

Se tiene:
V=4{veH}(QN :V-v=0 en Q},

H={nel* Q)" :V.v=0 en Q, wv-fi sobre 00}

={ve H}Q)N: V-v=0, v-A=0 sobre 00},

ﬁ n(x): el vector normal unitario exterior a €2,
['(z%) = {z € 9Q : M(z) -7i(z) > 0}, donde Mi(z) =z —z° (z° € RV\Q),
B(z°) = ( %) x (0,T),
T(a") = 2R(z"), R(x) = max |i(z)].

Para mayor claridad, en cada Capitulo de la Memoria, daremos mas detalles sobre la
notacién necesaria.

Seran considerados los sistemas siguientes:

e La EDP del calor con términos no lineales discontinuos

dy — Ay + f(y) dvlo en Q,
y=0 sobre X, ' (1.1)

y(0) = yo,
donde v € L*(O x (0,7)), yo € L=(Q) y f(s) = fo(s) + F(s), donde fo : R — IR una
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funcién localmente Lipschitziana. Por simplicidad, supondremos que
M
F(s)zZarH(s—sr), ar €R, s1<8<...<Sspy, (1.2)
r=1

siendo H la funcién de Heaviside. En (1.1), aparece una ecuacién semilineal con discon-
tinuidades (de hecho, una inclusién diferencial), relacionada con una combinacién lineal
de funciones multivocas.

e Las EDP parabélicas con términos no lineales de la forma f(y, Vy)

O — Ay + f(y,Vy) =vlo en Q,
y=0 sobre X, (1.3)

y(0)=1yo en

Oy —Ay+ f(y,Vy) =0 en Q,
y =vl, sobre (1.4)

y(0) =50 en &,

donde v e yo son dadas en espacios adecuados. En (1.3) y (1.4), f : R x RY — R es una
funcién localmente Lipschitziana.

¢ La EDP del calor con condiciones de tipo Fourier no lineales

Oy — Ay=vlp en @,
O+ f(y)=0 sobre %, (1.5)
y(O) = Yo,

donde v € L2(Ox (0,T)) e yo € L*(Q2) son dadasy f : R — IR es una funcién globalmente
Lipschitziana.

e El sistema de Stokes con condiciones de tipo Fourier no lineales

Oy —Ay+Vr=vlp, V-y=0 en Q,
y-n=0, (o(y,m) M)+ (f(y))y =0 sobre 2, (1.6)
Z/(O) = %Yo,

donde v € L2(Ox(0,T))N ey € H son dados y f : RN — R es una funcién globalmente
Lipschitziana. Aqui, hemos usado la notacién siguiente:

(a)ig = a — (a - @)7 = componente tangencial de a

o(y,m) = —wld + (Vy + *Vy) = tensor de esfuerzos.



e Modelos lineales de Maxwell para fluidos viscoelasticos

Los sistemas que describen, en primera aproximacién, el comportamiento de un fluido
viscoeldstico de tipo Maxwell (cuando la velocidad es “pequefia”) son los siguientes:

Oy+Vr=V-1+vlp, V-y=0 en @,

;7 +ar =2bD(y) en Q,
y=0 sobre 3,

y(0) =%, 7(0)=m

(1.7)

y+Vr=V.1r, V.-y=0 en @,
o7 +ar =2bD(y) en Q,

y = vlpioy sobre X,

y(0) =%, 7(0)=T0

(por ejemplo, cf. [21]). Aqui, v, yo y 7o son dadas en espacios adecuados,

Diy) = 3(Vy + V)

es el tensor de deformaciones y a y b son constantes positivas. El campo de velocidades
viene dado por y = y(z,t) y la presién es m = w(z,t). Por otra parte, 7 = 7(z,1) es el
tensor de esfuerzos eldsticos.

Con un cambio de variables adecuado, estos sistemas se re-escriben como nuevos sis-
temas de EDP de tipo hiperbdlico.

e E]l modelo lineal de Jeffreys

Oy —vAy+Vp=V -7+vlp, V.-y=0 en Q,
O +ar =2bD(y) en Q,
y =0 sobre X
y(0) =10, 7(0) =10,
donde v, yo y 7o son dadas y v es una constante positiva. El sistema (1.9) describe,

en primera aproximacién, el comportamiento de un fluido viscoeldstico de tipo Jeflreys
(ct. [21]).

(1.9)

1.3 Los resultados obtenidos
Esta Memoria consta de dos partes. La Parte I estd formada por cuatro Capitulos y en

ella se consideran distintos sistemas de tipo parabdlico (esencialmente, variantes de la
EDP del calor y de las EDP de Stokes). En la Parte II hay otros tres Capitulos, donde se

7



analizan sistemas lineales que permiten modelar fluidos con memoria. En algunos casos,
se trata de sistemas de cardcter hiperbdlico. Las referencias bibliogréficas se encuentran
al final de cada Capitulo.

A continuacién, haremos una breve descripcién de cada uno de los Capitulos, presen-
tando los resultados originales y también las principales ideas usadas en las demostra-
ciones. Para mayor claridad, denotaremos vy, , 7, ... la solucién del sistema asociada al
control v cuando haga falta.

En el Capitulo 2, analizamos la controlabilidad exacta a cero y la controlabilidad
aproximada, para el sistema parabdlico semilineal con discontinuidades (1.1). Se permite
al término no lineal univoco fo(s) crecer més rapidamente que |s|, pero menos que todas
las potencias |s|” con r > 1, cuando |s| — co. Se sabe que (incluso cuando no hay términos
discontinuos), si fo(s) tiene comportamiento superlineal en el infinito, en general no se
puede controlar el sistema.

Se prueba el siguiente resultado de controlabilidad exacta a cero:

Teorema 2.1 — Supongamos que fy : R +— IR es localmente Lipschitziana y verifica
fo(0) =0y
fols) (1.10)

im ————— =
ls|—co s - log(1 + |s])

Supongamos también que f = fo+ F, donde F' estd dada por (1.2), con s; > 0. Entonces
(1.1) es exactamente controlable a cero en todo tiempo T > 0.

La demostracién se basa en un procedimiento adecuado de regularizacién, el control de
sistemas lineales por el método de A. Fursikov y O. Yu. Imanuvilov (cf. [15]), la deduccién
de estimaciones como en [11] y la aplicacién de un argumento de punto fijo.

El resultado principal de controlabilidad aproximada es el siguiente:

Teorema 2.2 — Supongamos que fy : R — R es localmente Lipschitziana y verifica
(1.10). Entonces (1.1) es aprozimadamente controlable en L*(2) en todo tiempo T > 0.

Este teorema se demuestra adaptando el razonamiento de [14] donde, por primera vez, se
deduce la controlabilidad aproximada a partir de la controlabilidad exacta a trayectorias
acotadas para una EDP semilineal (a su vez, la controlabilidad exacta a trayectorias es
consecuencia de la controlabilidad nula).

Estos resultados son nuevos y constituyen una extensién de los de [11] y [14] al caso
en que se permiten términos no lineales discontinuos.

En el Capitulo 3, se consideran sistemas parabdlicos de la forma (1.3) y (1.4). Se
observa que si f : IR x RY — R es localmente Lipschitziana es posible escribir

f(s,p) = £(0,0)+ g(s,p)s + G(s,p) - p  V(s,p) € R x R,
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para ciertas funciones g y G en L{, . Las funciones g y G estdn dadas respectivamente
por

9(s,p) = /1 Q[(/\s Ap) dA Gi(s,p) = /191(,\3 Ap)d\ para1<i<N.
o 8s° ’ ’ o Op;' ==
El primer resultado de controlabilidad nula, relativo al control distribuido, es el siguiente:

Teorema 3.1 — Supongamos que f es localmente Lipschitziana, f(0,0) =0y

lg(s, p)| - G(s,p)]
im 372 =0, 73 = 0. (1.11)
|(s.p)l =00 log™*(1 + |s| + |p]) |(s:p)l—c0 log™/*(1 + |s] + |p])

Entonces (1.3) es exactamente controlable a cero en todo tiempo T > 0.

Para la demostracion, se utilizan bésicamente desigualdades globales de tipo Carleman
para la EDP del calor con segundo miembro en L2(0,T; H~!(Q2)) (parcialmente impli-
cadas por los resultados de [20]), resultados de regularidad parabdlica [22] y técnicas de
punto fijo. Los puntos clave consisten en obtener constantes explicitas y en deducir una
desigualdad de observabilidad no “standard”, basdndose en los argumentos de [13] y [14].

El segundo resultado principal trata sobre controlabilidad aproximada y se prueba a
partir del resultado anterior. Hay que volver a razonar como en [13], pero en un contexto
méas complicado. Se tiene:

Teorema 3.2 — Sea T > 0. Supongamos que f : RxRY — IR es localmente Lipschitziana
y verifica
i 1
lim 373
|(s.p)l—o00 log™ (1 + |s| + |p|)

1Of
/0 =L (50 + As, 0 + p) d)\{ _0,

(1.12)

1
lim 73
I(s:p)=o0 log!/2(1 + |s| + |p|)

1 of
/ (0 + As, po + Ap) dA| = 0,
o Op;

uniformemente en (so,po) € K, para cada compacto K C Rx RN. También, supongamos
que (1.3) posee al menos una solucién global y* € C°([0, T]; WH*°(Q)), correspondiente al
dato inicial y§ € WH*(Q) N HY(Q) y al control v* € L=(O x (0,T)). Entonces (1.3) es
aprozimadamente controlable en L?(2) en todo tiempo T > 0.

Para los problemas de control frontera (1.4), obtenemos resultados anédlogos que, a su
vez, pueden deducirse de los teoremas 3.1 y 3.2.

Los teoremas 3.1 y 3.2 son nuevos. Generalizan (al menos) los resultados de [14], [20]
y [36] donde, o bien f = f(s), o bien g y G son acotadas.

En el Capitulo 4, tratamos la EDP del calor con condiciones de contorno de tipo

Fourier no lineales, mds precisamente, el sistema (1.5). En primer lugar, presentamos un
resultado de existencia y unicidad de solucién débil, cuya demostracion es “standard”:
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Teorema 4.1 — Supongamos que v € L*(O x (0,T)), yo € L*(Q), y f : R — R es
globalmente Lipschitziana. FEntonces existe una tinica solucién y de (1.5) que verifica
y € L*0,T; HY(2)) N C°([0,T); L*()), 8y € L*0,T; HY(Q)). Ademds, existe una
constante positiva C que sélo depende de Q, T, f, |yo| ¥ |v||r2(ox(0,1)) tal que

[Yllzoe(z2y + Myllzzgar + 10wllp2a-n < C.

Posteriormente, presentamos el resultado de controlabilidad aproximada siguiente:

Teorema 4.5 — Supongamos que f : R — R es globalmente Lipschitziana. Entonces
(1.5) es aprozimadamente controlable en L*(Q) en todo tiempo T > 0.

La demostracién de este teorema se basa en un resultado de controlabilidad andlogo para
problemas lineales y un argumento de punto fijo. La estrategia ha sido adaptada de [10].
El punto esencial consiste en determinar “el buen espacio” de funciones definidas sobre &
para que la aplicacion de punto fijo posea propiedades de compacidad adecuadas.

En el Capitulo 5, se demuestran varios resultados para el sistema de Stokes con condi-
ciones de tipo Fourier no lineales (1.6). El primero trata sobre la existencia y unicidad de
solucién débil y es el siguiente:

Teorema 5.1 — Supongamos que v € L*(O x (0,T))N, yo € H, v € L*O x (0,T))N
y f : RY — RY es globalmente Lipschitziana. Entonces existe una tnica solucion
{y.7} de (1.6) que verifica y € L*(0,T;W) N C°[0,T}; H), 0y € L*(0,T;W') y 7 €
W=12°(0,T; L*())). Ademds, existe una constante positiva C que sélo depende de Q, T,
I lvol v llvll2oxom) tal que

19l 2wy + [yl ooy + 10yl 2wy < C

De nuevo, la demostracién es “standard”. Aqui, debido a la presencia del término de
presion, se hace uso de una versién distribucional del lema De Rham (cf. [32]).

El segundo resultado del Capitulo 5 es relativo a la controlabilidad aproximada. Se
trata de un resultado anédlogo al teorema 4.5 (ya comentado):

Teorema 5.5 — Supongamos que f : RN — RY es globalmente Lipschitziana. Entonces
(1.6) es aprozimadamente controlable en H en todo tiempo T > 0.

El siguiente resultado trata sobre la controlabilidad aproximada del sistema (1.6) con
una componente del control igual a cero:
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Teorema 5.7 — Supongamos que f : RN — R es globalmente Lipschitziana. Entonces
(1.6) es aprozimadamente controlable en H en todo tiempo T > 0. Ademds, el control
v € L0 x (0,T))N puede elegirse de la forma v = (v;,v2,0).

La clave de la demostracién consiste en probar una nueva propiedad de continuacién
unica. Tras la misma, se vuelve a repetir el argumento de punto fijo como en el caso en
que todas las componentes son no nulas.

La Parte II comienza con el Capitulo 6, donde analizamos la existencia, unicidad y
regularidad para el modelo lineal de Maxwell (1.7). Todos los resultados se deducen a
partir de resultados relativos a los problemas de tipo hiperbdlico que se obtienen tras el
cambio de variables

) _
z= / e*y(s)ds, u = e, 7 = e*r.
0
El primer resultado principal es el siguiente:

Teorema 6.2 — Supongamos v € L*(O x (0,T)N, yo € H y 1 € ®, con V-1 € L)V,
Entonces (1.7) posee una dnica solucién {y, 7,7} que verifica

y € CU(0,T); H), 9y € L*0,T; V"),
T € Wh(0,T; H-HQNY), e W=b(0,T; LA(Q)).

Ademds, existe una constante positiva C que sélo depende de Q, T, a, b, |yol, |70] ¥
vl L2ox (o)) tal que

9l oo ey + 10yl L2¢vry + ITllwreo(m-1) < C.

La demostracién es “standard”. Para mayor claridad, se han incluido todos los detalles
de la misma.
En segundo lugar, probamos el resultado de regularidad siguiente:

Teorema 6.4 — Supongamos que v, yo Yy To Son como en el teorema 6.2 y, ademds, verifican
vo €V, 9, (vlp) € L*O x (0,T))N. Entonces la unica solucion {y, 7,7} del problema
(1.7) posee la regularidad siguiente:

y € C%[0,T);V), &y e C%0,T); H),
T € Wb (0,T; LX(Q)MN),  « e L*(0,T; H'(Q)).

Ademds, eziste una constante positiva C que sélo depende de 0, T, a, b, |[voll, |70l ¥
vl z2ox o1y ¥ 1180200y tal que

| Loo vy + Oyl Looary + NI Tllwrrezzy < C.
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Para llevar a cabo la demostracién, recurrimos a estimaciones adecuadas (més complicadas
que las estimaciones de energia habituales) sobre las aproximaciones de Galerkin.

En el Capitulo 7, probamos resultados de controlabilidad exacta y aproximada para
el modelo lineal de Maxwell. El primer resultado principal es el que sigue:

Teorema 7.1 — Eziste un tiempo To(Q2) > 0 tal que, si T > To(Q2), entonces la variedad
lineal

{yo(T), 7(T)} :v € LX(O x (0,T))N} es densa en H x .

La demostracién de este teorema (y también la del que presentaremos inmediatamente
después) se basa en la obtencién de una nueva propiedad de continuacién tnica para
una ecuacion escalar de tipo hiperbélico. Mds precisamente, comprobamos que existe un
tiempo Tp(€2) tal que, si T > Tp(R2), entonces esta propiedad es cierta. Esto se consigue
aplicando una consecuencia del teorema de Holmgren, cf. [3].

En este Capitulo también se habla de la controlabilidad exacta para (1.7). En primer
lugar, se vuelve a considerar control distribuido. Los resultados que presentamos tienen
caracter “abstracto”, en el sentido de que no podemos identificar los espacios donde se
deben elegir los datos iniciales. El resultado principal de esta parte es el que sigue:

Teorema 7.5 - Supongamos T > Ty(Q2) y 70 = 0. Entonces existe un espacio de Hilbert
Fy que contiene a V como subespacio denso tal que, para cada yo € F, existe un control
v e L2 O x (0,T)N tal que la correspondiente solucién de (1.7) verifica

Para probar este teorema se recurre al método H.U.M. (cf. [25]), en combinacién con la
propiedad de continuacién tnica ya mencionada.

El siguiente resultado proporciona controlabilidad exacta de fluidos lineales de Maxwell
permitiendo, al mismo tiempo, identificar espacios de datos iniciales. Para ello, es preciso
cambiar (1.7) por un problema de control frontera asociado al sistema (1.8). Queremos
resolver un problema no homogéneo con dato no regular sobre una parte de la frontera.
Luego la definicién (natural) de solucién que utilizamos es la de solucién por trasposicién.
Con la notacién introducida al principio de la seccién 1.2, tenemos:

Teorema 7.13 — Supongamos T > \/ET(xO). Entonces, para cada yo € V' y cada 19 € @
con V -1 € L2 (Q)V, existe un control v € L*(X(z°))N con v -7 = 0 sobre $(z°) tal que

12



la correspondiente solucion de (1.8) verifica

y(T)=0, 7(T)=0.

El punto clave (y dificil) de la demostracién consiste en probar una propiedad de observa-
bilidad “frontera” para un sistema de tipo hiperbdlico (una generalizacién no escalar
de la EDP de ondas con término de amortiguamiento y acoplamiento incompresible).
Necesitamos una desigualdad inversa adecuada. Consideramos previamente sistemas de
tipo “ondas-Stokes” que, en nuestro contexto, aparecen de forma natural. Probamos una
desigualdad inversa y, también, una desigualdad directa, cierta cuando los datos iniciales
son mas regulares. Combinando estos resultados (entre otros) con un argumento de
compacidad-unicidad inspirado por las técnicas de [28], obtenemos la desigualdad inversa
que hace falta. La presencia del gradiente de presién en el problema considerado hace que
este argumento no sea trivial. Se puede entonces probar el teorema, adaptando el método
H.U.M.

Los teoremas 7.1, 7.5 y 7.13 (y los otros resultados de controlabilidad demostrados en
el Capitulo 7) son, hasta donde sabemos, los primeros resultados de controlabilidad que
se han conseguido probar para fluidos viscoeldsticos de tipo Maxwell. Constituyen en la

practica generalizaciones al contexto no escalar de resultados de controlabilidad para la
EDP de ondas.

El Capitulo 8 contiene dos resultados principales. En el primero, se estudia la existen-
cia y unicidad de solucion del sistema (1.9). La demostracién se consigue con argumentos
similares a los anteriores y recurriendo a una aproximacién de Galerkin. Se tiene:

Teorema 8.1 — Supongamos que yo € H, 7o € ® y v € L*(O x (0,T))Y. Entonces existe
una unica solucion {y,m, 7} de (1.9) que verifica

y e L2(0,T;V)NC[0,T); H), 8y € L2(0,T;V"),
7€ CO[0,T); ®), me W1(0,T; L))

Ademds, existe una constante positiva C' que sdlo depende de ), v, a, b y linealmente de
[yol, |70l ¥ [[vllr2oxo,r)) tal que

Iyllzzevy + WllLoocary + 10yl L2qvry + (|7l o) < C.

Por ultimo, presentamos el siguiente resultado de controlabilidad aproximada:

Teorema 8.2 — Supongamos que todos los autovalores del operador —A en ) con condi-
ciones de Dirichlet son distintos. Entonces, para cada T > 0, la variedad lineal

{v,(T) :v € L*(O x (0, 7))V} es densa en H.
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Para la demostracién, hace falta comprobar que una nueva propiedad de continuacién
lnica es cierta. Esto se consigue utilizando la técnica de separacién de variables y ciertos
elementos de la teorfa de variable compleja (entre otras cosas, las propiedades de la
transformada de Laplace y el teorema de los residuos). Hasta donde sabemos, éste es
el primer resultado de controlabilidad relativo a fluidos de tipo Jeffreys que aparece en la
literatura.

Algunos de los resultados que presentamos estdn recogidos en [6], [7], [8].

1.4 Comentarios adicionales y cuestiones abiertas

Es posible hacer muchas observaciones sobre los resultados y técnicas que preceden. En
muchos casos, estas observaciones conducen a cuestiones abiertas.

1. Las condiciones (1.11) no son éptimas, aunque estan cerca del éptimo en el sentido
siguiente:

Se dice en el Capitulo 3 (y se prueba en [14]) que no hay control a cero ni control
aproximado cuando G =0y g = g(s), con

lg(s)] ~log" (1+1s]), cuando |[s|] — 0 (1.13)

y p > 2. Por el contrario, gracias al teorema 3.1, sabemos que hay control a cero y
también control aproximado si ¢ verifica (1.13) con p < 3/2. Luego es natural preguntarse
lo siguiente:

e ; Qué ocurre cuando G =0y g cumple (1.13) con 3/2 < p <27

e | Es posible construir un contraejemplo a la controlabilidad con G # 0y g verificando
lo anterior con 3/2 < p <27

2. Las hipétesis (1.12) son “ligeramente” mas fuertes que (1.11). Obsérvese que, si
= f(s), (1.12) es equivalente a (1.11). Por tanto, la cuestién a responder en este caso
es:

e ; Se tiene control aproximado de (1.3) y (1.4) bajo las hipdtesis (1.11)?

3. Tiene sentido analizar propiedades de controlabilidad finito-aproximada para (1.3)
(por ejemplo). Se dice que esta propiedad se da en E en el tiempo T (E es un subespacio
de L*(2) de dimensién finita) si, para cada yo,y; € L*(Q) y € > 0, existe un control
v € L*(O x (0,T) tal que la solucién de (1.3) asociada a v e yo verifica

w(T) — 1| <k, Oey(T) =gy
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(donde g : L%(Q) — E es el operador de proyeccién ortogonal habitual). Seria intere-
sante saber responder a la pregunta siguiente:

¢ ; Bajo qué condiciones sobre f y E se tiene esta propiedad para (1.3)? ;Y para
(1.4)7

Parece razonable esperar que las técnicas de [13] y [14] y las que se usan en el Capitulo 3
permiten dar respuestas a estas cuestiones.

4. No hay resultados andlogos a los de los Capitulos 2 y 3 para la EDP de ondas con
términos no lineales del mismo tipo. En el caso de la ecuacién de ondas semilineal con
f = f(s), tan sélo se sabe que hay controlabilidad exacta:

(a) Cuando N =1y |f(s)| ~ |s|log? (1 + |s|) cuando |s| — 0o y p < 2, cf. [35].
(b) Cuando N > 2y f = f(s) globalmente Lipschitzana, cf [23], [3].

En el rango de las funciones f que crecen de forma superlineal en el infinito, las soluciones
pueden explotar y esto impide la controlabilidad exacta a causa de la velocidad finita de
propagacién. Obsérvese por tanto que sélo las no linealidades que no impliquen explosion
en tiempo finito estan permitidas.

5. Se desconocen resultados de control a cero “satisfactorios” para (1.5). De hecho, para
el problema lineal andlogo

Oy — Ay =vlp en @,
Oy +a(z,t)y =0 sobre X, (1.14)
y(0) = o,

también es deconocida la controlabilidad nula, a menos que se tenga a € L*®(Z) y
dia € LY(X). Esto se debe a que, para probar el control a cero, hace falta previa-
mente una desigualdad de observabilidad, cuya demostracién necesita una desigualdad
global de Carleman. Aparentemente, la regularidad precedente (sobre a) es necesaria en
la deduccién de la desigualdad de Carleman, cf. [15]. Esta dificultad para (1.14) hace
complicado el razonamiento habitual de punto fijo para (1.5) y deja abierta esta cuestion.

6. En el teorema 5.7, hemos considerado controles de la forma v = (v;,vs,0). También
tiene sentido preguntarse si se puede conseguir o no controlabilidad aproximada con con-
troles 1-dimensionales, es decir, de la forma v = (v;,0,0). Esta cuestién parece compli-
cada. De hecho, ya lo es cuando las condiciones de contorno son de tipo Dirichlet, cf. [26].
No obstante, al menos en el caso en que ) es un abierto cilindrico, es posible dar algunas
respuestas parciales. Esto serd objetivo de un préximo trabajo.
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7. El verdadero modelo de Maxwell es similar a (1.7), con las EDP cambiadas por

{8ty+(yv)y+V7rZVT+v]—0a vy:o en Q’ (115)

o+ (y- V)T +g(Vy,7)+ar =2bD(y) en Q,
donde

9(Vy, 1) =17-W(y)-W(y) -7 —alr-D(y) + D(y) - 7), a€[-1,1] (1.16)

1
W(y) = §(Vy —'Vy) (el tensor de vorticidad).

No parece facil extender los teoremas 6.2 y 6.4 a este contexto, ni siquiera en el caso
maés sencillo, cuando a = 0. En realidad, todo lo que se conoce (de momento) para estos
sistemas son resultados locales en tiempo, cf {30].

8. Un modelo intermedio se consigue cuando se conservan en (1.7) los términos de
transporte (y- V)y e (y- V)7. En este caso, si es posible probar la existencia de solucién
global. Por tanto, puede tener sentido analizar el control aproximado y/o control exacto
para el modelo “incompleto” de Maxwell

Oy+ - Viy+Vr=V.-1+vlp, V-y=0 en Q,
O+ (y-V)T+ar =2bD(y) en Q,

y =0 sobre %,

y(0) =wo, 7(0)=10.

(1.17)

Puede ser interesante averiguar si las técnicas de [4] y [16], que conducen a la controlabi-
lidad de las EDP de Euler, pueden ser adaptadas en este contexto.

9. En relacién con los teoremas 7.1, 7.5 y 7.13, es posible plantear numerosas observa-
ciones y deducir muchas variantes. Entre ellas, destacaremos dos:

(a) Razonando como en [29], vemos que se puede controlar exactamente a cero (1.8)
actuando sobre subconjuntos de 92 de la forma

(2% 3,B)={zel: (z—2° (B + B)i > 0},

donde B es una matriz cuadrada (real) antisimétrica N x N, [ es la matriz identidad,
¢ RY y 3>0.

(b) Cabe preguntarse:

e ; Es posible controlar exactamente a cero con controles frontera en L? sobre
I'; en el tiempo T si y sélo si {1, T} satisface la conocida condicién BLR (de
Bardos, Lebeau y Rauch; cf. [2])?
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Es razonable que sea asi, puesto que la respuesta es afirmativa en el caso de la EDP
de ondas (cf. [2]).

10. En el verdadero modelo de Jeffreys, también conocido como modelo de Oldroyd, las
EDP son '
Oy+ @y -Vy—vAy+Vr=V.1+0vlp, V-y=0 en Q,
O+ (y-V)T+9(Vy,7)+ar =2bD(y) en Q,
y=0 sobre X,
y(0) =90, 7(0)=170.

(1.18)

donde ¢g(Vy,7) es como en (1.16). El teorema 8.1 no es facil de extender a este modelo.
De hecho, salvo en algunos casos particulares, tan sélo se sabe probar resultados locales
en tiempo para (1.18), cf. [12] y las referencias mencionadas alli. No obstante, men-
cionemos que, cuando o = 0, es conocido un resultado de existencia de solucién global.
Su demostracién es complicada y puede hallarse en [27].

11. Puede ser interesante considerar modelos “incompletos” de Jeffreys (para los cuales
se puede demostrar un resultado de existencia de solucién global), en los que conservamos
los términos de transporte:

oy+(y-Vy—vAy+Vr =V -74+vlp, V:-y=0 en @,
7+ (y-V)r+ar =2bD(y) en @,

y=0 sobre 2,

y(0) =yo, 7(0)=10.

(1.19)

Cabria preguntarse si las técnicas de [5] pueden ser extendidas y adaptadas aqui.

12. Seria también de interés analizar la controlabilidad de sistemas lineales de tipo
Jeffreys (resp. de tipo Maxwell) obtenidos al linealizar (1.18) (resp. (1.15)) en un estado no
nulo. De hecho, esto podria servir de etapa preliminar para el analisis de la controlabilidad
de los sistemas no lineales correspondientes.

13. Se pueden hacer muchas observaciones y comentarios en relacién con el teorema 8.2
y, mas generalmente, con la controlabilidad del sistema (1.9). He aqui varios ejemplos:

(a) Se puede probar un resultado de controlabilidad anélogo al teorema 8.2 con control
frontera.

(b) Queda por analizar con detalle qué ocurre cuando hay valores propios multiples. No
obstante, conviene recordar que “genéricamente” los valores de —A con condiciones
de Dirichlet son simples, cf. [1].
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(c) La controlabilidad a cero de (1.9) est4 todavia por estudiar. Habrfa que preguntarse

previamente por la posibilidad de establecer estimaciones de tipo Carleman, en la
linea de [19].
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Parte 1

La EDP del calor, el sistema de
Stokes y variantes
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Capitulo 2

LA EDP DEL CALOR
SEMILINEAL CON TERMINOS
NO LINEALES DISCONTINUOS

2.1 El problema considerado

Sean 0 C RY un abierto conexo, acotado, de frontera 99 regular, @ C  un abierto no
vacio y T' > 0. Pongamos Q = Q x (0,7), ¥ = 99 x (0,T). En lo que sigue, C' designard
una constante positiva genérica cuyo valor podréd cambiar de una linea a la siguiente. Las
normas en L*(Q), L?(Q), L*(Q) seran denotadas respectivamente |- |, || - |l2 ¥ || * l|oo -

Para v € L*(O x (0,T)) e y € L=(Q) dados, se considera el problema parabélico
semilineal con discontinuidades:

Oy —Ay+ f(y) dvlp en Q,
y=0 sobre %, (2.1)

y(0) = vo,

donde 1o es la funcién caracteristica de O. Aqui, f(s) = fo(s)+ F(s), donde fo: R — R
es una funcién localmente Lipschitziana. Por simplicidad, supondremos que

M
F(s)=> aH(s—s,), a €R, s<s<...<spy,
r=1

siendo H la funcién de Heaviside.

En (2.1), aparece una ecuacién semilineal con discontinuidades (de hecho, una inclusién
diferencial), relacionada con una combinacién lineal de funciones multivocas. Hablaremos
de la controlabilidad exacta a cero y de la controlabilidad aproximada para el sistema
(2.1). Veremos que, bajo ciertas condiciones de crecimiento para fy, (2.1) es exactamente
controlable a cero. También veremos que, bajo condiciones andlogas, (2.1) es aproximada-
mente controlable.
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Mas precisamente, diremos que (2.1) es aprozimadamente controlable en L*(Q) en el
tiempo t = T si, dados yo € L®(R), yg € L%(Q) y € > 0 arbitrarios, siempre existe
v € L*(O x (0,T)) tal que el correspondiente sistema (2.1) posee alguna solucién ¥, €
C°([0, T); L*(2)), con

|y (T) —wal < & (2.2)

Diremos que es ezactamente controlable a cero para t = T si para cada yo € L*®(1Q),
siempre existe v € L2(O x (0,T)) tal que el correspondiente sistema (2.1) posee alguna
solucién y, € C°([0,T]; L*(Q2)) que verifica y,(T) = 0.

En este Capitulo, se permitird al término no lineal univoco fo(s) crecer més rapidamen-
te que |s|, pero menos que todos los |s|” con r > 1, cuando |s| — oo; en concreto,
supondremos

fo(s)

— = 0. 2.3
sl s-log(1+|sl) (23)

Cuando estemos hablando de controlabilidad exacta a cero, pediremos ademés f,(0) = 0
y s1 > 0 (para el andlisis de problemas similares con términos no lineales discontinuos de
otro tipo, véase la seccién 2.4).

Los resultados de controlabilidad que presentaremos a continuacién son andlogos a
los que se pueden demostrar cuando no hay discontinuidades, i.e. con f(s) = fo(s). En
tales casos, si f verifica (2.3), se sabe que ambas propiedades de controlabilidad son ciertas
(cf. [4], [5]). Véanse también [8] y [3], donde se prueban estas propiedades bajo la hipétesis
mas restrictiva

If(s)| < Cls|+C  VseR; (2.4)

de nuevo hay que pedir f,(0) = 0 para la controlabilidad exacta a 0.

De hecho, en [5], se prueban resultados andlogos a los que siguen (controlabilidad
exacta a cero y controlabilidad aproximada) cuando f(s) = fo(s) v fo verifica la siguiente
hipétesis, que es algo mas débil que (2.3):

lim fols) = 0. (2.5)

lsl—c0 s - log® (1 + |s|)

Las técnicas utilizadas en [5] son también aplicables aqui, en presencia de discontinuidades,
con los cambios adecuados. De hecho, serén utilizadas més adelante, en el Capitulo 3, en
el contexto de la EDP del calor con términos no lineales del tipo f(y, Vy) (i.e. la EDP del
calor quasi-lineal con parte principal lineal). No obstante, para ofrecer la maxima cantidad
posible de técnicas distintas, hemos optado por restringir nuestras consideraciones en este
Capitulo al caso en que se cumple (2.3).

En [5] se prueba también que la hipétesis (2.5) estd muy cerca da la mejor posible.
Maés precisamente, se demuestra que, para cada p > 2, existen funciones fo = fo(s) tales
que

|fo(s)] ~ |s| - logP(1 + |s]) cuando [s] — oo
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y (2.1) no es aproximadamente controlable, ni siquiera en ausencia de discontinuidades.
También se prueba un resultado andlogo en el contexto de la controlabilidad exacta a
cero. Los resultados de este Capitulo fueron enunciados en [2].

2.2 Un resultado de controlabilidad exacta a cero

Teorema 2.1 - Supongamos que fo: R — IR es localmente Lipschitziana, verifica (2.3),
fo(0) =0 y s1 > 0. Entonces (2.1) es ezactamente controlable a cero.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.1:
1. Introduccidn de los problemas aprorimados.

Por el momento, supondremos que yo € C*(Q) y que fo es C' en (—1,1). Para cada
0 > 0 suficientemente pequeno, se introduce Fy, con

M
F5(s)=ZaTH5(s—sT), ar €R, 0<s51<8<...<sMm,

r=1
siendo Hs(s) = s/0 si s € [0,8] y Hs(s) = H(s) en otro caso. El correspondiente

problema aproximado consiste en hallar un par {vs,ys} en el espacio producto L?(Q) x
C°([0, T}; LA(9)) tal que

Oyys — Dys + folys) + Fs(ys) = vslo en @,
ys =0 sobre X, (2.6)

¥5(0) = o, ys(T) = 0.

2. Resolucion de los problemas aproximados.
Pongamos
Jo(s) + Fs(s) :
JON/ T T 0N/ 0,
gs(s) = s sios# (2.7)
16(0) si s=0.

Se tiene que gs es continua (recuérdese que s; > 0y fo(0) = 0) y, gracias a (2.3), verifica:
¥n >0, 3C, > 0 tal que |gs(s)| < C, +n]log(l+|s})] VseR. (2.8)

Para cada § > 0, consideremos la aplicacién A; : L®(Q) — L*®°(Q), definida como sigue:
ys = Ns(2) st y sblo si ys es, junto con vs, la solucién del problema de controlabilidad
exacta a cero :
Owys — Dys + 95(2)ys = vslo en @,

ys =0 sobre X, (2.9)

y(;(O) =%, ys(T) =0
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que proporciona el método de A.V. Fursikov y O.Yu. Imanuvilov (cf. [8], [6]). Concre-
tamente, sea § € C*°([0, T']) una funcién tal que 6(t) = 1 cerca de t = 0 y 6(¢) = 0 cerca
de t = T'. Buscamos la solucién de (2.9) de la forma ys = 6(t)xs + ws , donde x; verifica

Oixs — Axs+9s(2)xs =0 en @,
Xxs =0 sobre X, (2.10)

X5(O) =%Yo,
y ws es, junto con vs, la solucién de

Ows — Aws + gs(2)ws = —0'(t)xs + vslo en Q,
ws =0 sobre X, (2.11)
ws(0) =0,  ws(T) =0

que se construye en [7] p. 174.

Recordemos que la existencia de un par {vs,ws} de estas caracteristicas (y también
la propia construccién) reposa sobre una desigualdad global de tipo Carleman adecuada.
Desigualdades de este tipo seran consideradas més adelante en un contexto més general,
véase el Capitulo 3.

Podremos afirmar que el problema aproximado (2.6) posee solucién si somos capaces
de probar la existencia de un punto fijo ys de As. En este sentido, con el objetivo de
aplicar el teorema de Schauder, vamos a probar lo siguiente:

o N5 L=(Q) — L®(Q) estd bien definida;
e A; envia una bola de L*>(Q) en s{ misma;
e A; es continua y compacta.

El punto crucial en la prueba del teorema 2.1 consistird en obtener estimaciones para vs
e ys en L*=(Q) independientes de . En el siguiente apartado, probaremos este hecho
simultaneamente a las propiedades de As.

3. Propiedades de As y estimaciones independientes de 6.

e Por una parte, las estimaciones habituales escritas para xs implican que x5 € L*=(Q)
Yy
[IXslloo < €18 Mee ]yl oo, (2.12)

Por otra parte, podemos resolver el problema (2.11) de controlabilidad exacta a cero por
el método de A.V. Fursikov y O.Yu. Imanuvilov.

En este apartado no insistiremos demasiado en los detalles. Volveremos sobre ello
en un marco mas complicado, en el contexo de la EDP del calor quasi-lineal con parte
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principal lineal (véase el siguiente Capitulo). Dicho esto, afirmamos que existe un par
{vs,ws} en el espacio producto L*(Q) x L>(Q) que verifica (2.11) y las estimaciones

wglloo < eCOHIBEI) | x4, (2.13)

lvsll < eCCHssl=) x5l , (2.14)

donde C depende de Q, O, T e yy, pero no de §. En consecuencia, por ser As(z) =
6(t)xs + ws para cada z € L*(Q), obtenemos que As(z) € L*(Q). Esto prueba que
As : L®(Q) — L*°(Q) estd bien definida. Ademés, teniendo en cuenta (2.12) y (2.13)
podemos escribir:

[146(2)lloo < eCCHIO@N= ]| oo (2.15)

con C' dependiente de 2, O, T, pero no de 6.

e Veamos que, si R > 0 es suficientemente grande (pero independiente de ¢§), As envia
la bola cerrada Br C L*™(Q) de radio R en s{ misma. Para ello, razonaremos como en [4].
Asi, supongamos que z € L®(Q) y ||z|lcc < R. Usamos (2.8), donde C,, es independiente
de 0 (gracias a que s; > 0) y concluimos que

1As(2)lloo < e“HFCrtmoEllel|jys | 1o < T ROy oo

Tomando ahora 7 tal que Cn € (0,1) y eligiendo R suficientemente grande (e indepen-
diente de §), resulta que

1As(2)[loo < eSO+ ROyl oo < R.

Esto prueba que, efectivamente, As envia Bg en si misma.

e La continuidad y la compacidad de la aplicacién As se deducen de las propiedades
de regularidad de la solucién de (2.9) asociada a un dato inicial suficientemente regular
(por ejemplo, cf. [9]). Mds concretamente, dado que yo € C*(Q), podemos afirmar que
existe a € (0,1) tal que A transforma los acotados de L*®(Q) en acotados de C%/2(Q)).
Por definicién, éste es el espacio de Banach formado por las funciones z € C%(Q) tales
que

(z]a,as2 := sup |2, 1) ~ 2(2,2)] |z(z,t) — 2(z, )]

5 P s%p It — t/|ol2

< +o00.

Basta usar ahora la inyeccién compacta de CO%/2(Q) — L*(Q) para deducir que As
transforma los acotados de L*®(Q) en conjuntos relativamente compactos. Esto prueba
que As 1 L®(Q) — L™(Q) es compacta. La continuidad de esta aplicacién se deduce por
argumentos similares, teniendo en cuenta la manera especifica en que se construye w; .
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4. Paso al limite y conclusidn.

A continuacién, seguiremos suponiendo que yo € C*(Q2) pero permitiremos que f; sea
(s6lo) localmente Lipschitziana, verificando (2.3) y fo(0) = 0. Vamos a ver que, gracias
a que las estimaciones precedentes son independientes de d, podemos pasar al limite en
el problema aproximado (2.6) cuando § — 0, consiguiéndose una solucién de (2.1) que
verifica ademds y(T') = 0. M4s precisamente, consideremos una sucesién de funciones fy;

con las propiedades siguientes:

fos es localmente Lipschitziana en IR,
fos es C' en (-1,1),
fos(0) =0,

fos = fo fuera de (-2,2),
fos — fo uniformemente en los compactos de IR.

Obsérvese que las funciones fos verifican (2.3) uniformemente en §. Més precisamente,
sea fs = fos + Fs5 y llamemos g5 a las funciones construidas como en (2.7), cambiando
Jo por fos . Entonces se tiene (2.8), donde las constantes C, son independientes de 4. El
razonamiento anterior vuelve a tener validez para cada fos. Se obtienen las estimaciones

[Yslloe < C, luslla < C,

con la constante C' independiente de 6. De aqui deducimos que

1/5(ys)lloo < C.

Por tanto, la solucién ys del problema
Owys — Ays = — fs(ys) +vslo en @,
ys =0 sobre X,
y5(0) = 1os ,

satisface
ys € acotado de L*(0,T; H*(Q) N HL()),

Oiys € acotado de L?(Q).

En particular, tenemos que

ys € compacto de L*(0,T; Hy(f)).

Luego, extrayendo eventualmente una subsucesién, llegamos a lo siguiente:

ys — y* en L*(0,T; H*(Q))-débil,
ys — Y~ en L>®(0,T; H}())-débilx,
Owys — Oyy*  en L2(Q)-débil,

Ys — y* en L?(0,T; HL(Q)) y c.p.d.,
Vs — v* en L*(Q)-débil.
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Teniendo en cuenta que f5(ys) = fos(ys) + Fs5(ys), podemos pasar al limite cuando 6 — 0
y deducir que

Oy* — Ay* = —fo(y*) + h* +v'lo en Q,
y*=0 sobre X, (2.17)
¥y (0) =%, y(T)=0.
Aqui, hemos usado que Fj(ys) converge en L*®(Q)-débilx hacia una funcién h*.
Para estar seguros de que hemos resuelto el problema que desedbamos, necesitamos
comprobar que h* € F(y*), donde y* es el limite (fuerte) de ys. Pero esto es cierto. En

efecto, para § > 0 suficientemente pequefio, gracias a que ys — y* en L2(0,T; H}()) y
c.p.d., obtenemos:

En {y*(z,t) < s1}, Fs(ys) =0, luego h* = 0 c.p.d.,

M
En {y*(z,t) > sp}, Fs(ys) Zar, luego h* Zar c.p.d.,

r=1

En {y*(z,t) € (si,8i41)}, Fs(ys) Zar, luego h* = Zar c.p.d.,

Bn {y*(z,1) = s:}, Fo(us) {zaga} luego h € {;a;a]

Esto prueba que h* € F(y*). En consecuencia, el teorema estd demostrado cuando
Yo € C ! (—Q)

En el caso general, con yg € L®(Q), el resultado se puede probar de la forma siguiente.
Fijamos 7 > 0 (suficientemente pequetio) y tomamos control idénticamente nulo en O X
(0, 7). Esto determina al menos una solucién § € C°([0, 7}; L*(Q)) de

Oy —AG+ f(§)20 en Qx(0,7),
=0 sobre 090 x (0,7),
9(0) = yo.
Gracias al efecto regularizante de la EDP del calor, sabemos que §(7) € C*(€). Aplicando
(

)
el argumento que precede en [r,T], es claro que existe 7 € L*(O x (7,T)) tal que el
correspondiente sistema

Oy — Ay + fly) 30l en Qx(1,T),
y=0 sobre 00 x (1,7T),
y(r) =y(7)

posee al menos una solucién § € C°([r,T]; L*(Q)) qﬁe verifica g(T') = 0. Esto conduce
obviamente al resultado deseado.
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Observacién 2.1 El mismo resultado sigue siendo cierto bajo hipdtesis m4s generales.
Como hemos dicho, se puede cambiar (2.3) por (2.5). De hecho, basta suponer que

|fo(s)] < dols| - log™?(1 +|s|)  para |s] > so,

donde §y es una constante suficientemente pequefa que sélo depende de Q, O y T.
También pueden considerarse problemas anidlogos donde aparezcan un operador lineal
uniformemente eliptico de coeficientes regulares en vez del operador de Laplace, EDP
parabdlicas de orden superior, algunas ecuaciones quasi-lineales, etc.

Observacion 2.2 El teorema 2.1 continda siendo cierto, esencialmente con la misma
demostracién, en algunos casos en los que f = f(z,t,s). Por ejemplo, esto ocurre cuando
fo = fo(z,t,s) es una funcién de Carathéodory tal que s — fo(z,t,s) es localmente
Lipschitziana para cada (z,t) € @,

fO(-Ta 12 S)

——————— =0 uniformemente en (z,t) € Q, 2.18
s|—o0 - ].Og(l + ISD ( ) Q ( )

fo(z,t,0) = 0y, adem4s, s; > 0.
n

Observacién 2.3 (a) La hipétesis s; > 0 puede ser sustituida por la siguiente: Para

cada r, s, # 0y, ademas, Z a, = 0. Esto pemitiria discontinuidades con saltos

$-<0
negativos.

(b) También puede considerarse una suma infinita de discontinuidades, bajo una hipéte-
sis adecuada sobre el comportamiento de los a, .

(c) Es posible considerar discontinuidades de otro tipo, por ejemplo de la forma n(t) F'(y),
con 7 = 7)(t) una funcién regular que se anula cerca de t =T y con F = F(y) veri-
ficando hipétesis de crecimiento convenientes.

2.3 Controlabilidad aproximada

En esta seccién, probaremos un resultado de controlabilidad aproximada para (2.1).
Seguiremos el razonamiento de [5], donde, por primera vez, se aplican argumentos que
permiten obtener esta propiedad a partir de la controlabilidad exacta hacia trayectorias
acotadas (que a su vez es consecuencia de la controlabilidad nula). Sefialemos que volver-
emos a usar técnicas parecidas (en Capitulos posteriores). En particular, en el contexto
de la EDP del calor con términos no lineales de la forma f(y, Vy), nos detendremos més
en los detalles de la demostracion.
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Teorema 2.2 - Supongamos que fo : R — R es localmente Lipschitziana y verifica (2.3).
Entonces (2.1) es aprozimadamente controlable.

IDEA DE LA DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.2: Sean yo € L®(f2) e ys un estado
final deseado suficientemente regular (por ejemplo, ¥4 € C%())) y sea € > 0. Veamos que

existe un par {v,y} en L*(Q) x C°([0,T]; L*(Q)) que verifica (2.1) y (2.2).
1. Introduccion de los problemas aproximados.

De nuevo por el momento, supondremos que fy es regular en (—1,1). Para cada § > 0,
se considera el correspondiente problema aproximado

Owys — Ays + fo(ys) + Fs(ys) = vslo en @,
ys =0 sobre X, (2.19)
¥5(0) = o, lys(T) — ya| <,

donde la notacién es la misma que en la seccién precedente.

2. Resolucién del problema aprozimado. Introduccién de una aplicacion de punto fijo.

Sea go la funcién definida por

fo(s) = fo(0) .
go(s) = { — si s #0,
£4(0) si s=0.

Para cada 6 > 0, consideramos la aplicacion I's : L®(Q) — L*°(Q), definida del modo
siguiente: ys = ['s(2) si y sélo si ys es, junto con vs, la solucién, construida como en [5],
del siguiente problema de controlabilidad aproximada:

Owys — Ays + go(2)ys = —F5(2) — fo(0) + vslo en @,
ys =0 sobre 3, (2.20)

y5(0) = o, lys(T) —ya| < e
Maés precisamente, dado que y,4 es regular, existe ¢ > 0 tal que la Unica solucién Y; de

0iYs — AYs + go(2)Ys = —F5(2) — fo(0) en Qx (T —-¢,T),
Y5 =0 sobre 0Qx (T —¢(,T), (2.21)
Ys(T'— () =wa

verifica Y5 € CO([T — ¢, T); L*(Q)) N L=(Q x (T — ¢, T)) y también
Y5(T) = yal < ¢,

con estimaciones independientes de §, pues Fj(z) estd uniformemente acotada. A conti-
nuacién hacemos lo siguiente:
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e Durante el intervalo de tiempo (0,7 — {), tomamos como control v = 0. Asi, obtenemos
una trayectoria que parte de yo € L*°(f2) y describe una curva en L%(Q2). El punto final
de esta curva es y¢ = y(T — ().

e Es claro que en el intervalo (T' — ¢,T') podemos obtener un control

95 € L2(O x (T -¢,T))

y una funciéon
g5 € CUT — ¢, T, LXQ))NL®(Q x (T - ¢, T))

tales que
Ocfs — ATs + go(2)Us = —Fs(2) — fo(0) +Tslo en @,
Us =0 sobre 00 x (T —¢,T), (2.22)
Us(T — () =9

y ademas

9s(T) = Y5(T).

De esta forma, tomando
0 en (07 T - C)?
Vs =
"% en (T—¢T)

obtenemos que
lys(T) —yal <&

3. Aplicacidn del teorema de Schauder, paso al limite y conclusion.

No es dificil probar que la aplicacién Iy : L®(Q) — L*(Q) estd bien definida, es
continua y es compacta. Ademads, es posible demostrar la estimacién

||F6(Z)”oo < CHigo(2)le) vy, c LOO(@),

donde C' depende de ), @ y T pero es independiente de §. Gracias a la hipdtesis de
crecimiento (2.3), vemos que de nuevo es posible aplicar el teorema de Schauder y deducir
la existencia de un punto fijo ys de I's, es decir una solucién de (2.19). Para justificar
estas afirmaciones, basta razonar como en la demostracién del teorema 2.1.

Como en la demostracién del teorema 1, tenemos ||ys|leo ¥ ||vs|l2 uniformemente aco-
tadas. Esto permite, tras la extraccién de subsucesiones adecuadas, pasar al limite en
(2.19) cuando § — 0 y llegar a la conclusién deseada. Esto prueba el teorema cuando fo
es C' en (—1,1). En el caso general, basta proceder de modo anédlogo a como se hace en
la cuarta etapa de la demostracién del teorema 2.1.
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2.4 Algunos casos particulares

Existen algunos casos particulares interesantes que conviene analizar. Por ejemplo, cuando
el término no lineal tiene un crecimiento sublineal, es decir,

7o) < Cls|+C  Vs€R, (2.23)

el resultado de la controlabilidad aproximada admite dos demostraciones posibles. Por
un lado, controlando exactamente una trayectoria (como antes) y, por otro, aplicando el
teorema de punto fijo de Kakutani para una aplicacién multivoca. Para mayor claridad,
presentaremos a continuacién un resultado en este sentido:

Teorema 2.3 — Supongamos que fy : R — R es localmente Lipschitziana y verifica
(2.23). Entonces (2.1) es aprozimadamente controlable.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.3:
1. Introducion de una aplicacion multivoca.
Supongamos por simplicidad que fo es C* en (—1,1) y pongamos

fo(s) = fo(0)

si s#0,
go(s) = s 7
fo(0) si s=0.
Se tiene que g es continua y, gracias a (2.23), verifica la acotacién uniforme:
lgo(s)] < C VYseR. (2.24)

Consideremos la aplicacién multivoca A1 : L2(Q) = L*(Q), definida como sigue: Para cada,
z € L®°(Q) y cada h € F(2), yp € A1(2) si y sélo si yp es, junto con vy, la solucién del
siguiente problema de controlabilidad aproximada para una ecuacién lineal

Owyn — Ayn + go(2)yn = —h — fo(0) +vplo en @,
yn =0 sobre X, (2.25)
yr(0) = vo, lyn(T) —ya| < €

construida como en [3]. Concretamente, fijado z y fijado h € F(z), buscamos la solucion
de (2.25) de la forma yp, = uy, + Uy, siendo uy la solucién de

Oup, — Aup + go(2)un = —h — fo(0) en @,
up, =0 sobre X, (2.26)
un(0) = yo
y siendo Uy, , junto con vy, la solucién del problema de controlabilidad aproximada
Uy — AUL + go(2)Ur, = vplo en @,
Up,=0 sobre X, (2.27)
Un(0)=0,  |Un(T)—wil <e,
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donde ¢ = y4 — un(T). El problema (2.27) se resuelve razonando como en [3]. Esto es
posible puesto que go € L>(Q). Se obtiene que el control vy, viene definido por v, = ¢plo,
siendo ¢y, solucién del problema adjunto asociado a (2.27)

—0upn — Apr + go(2)pr =0 en Q,
& =0 sobre X, (2.28)

or(T) = @ur -

Aqui, el dato final @pr es el dnico minimo del funcional J(-; go(2), €), estrictamente con-
vexo, continuo y coercivo, definido como sigue:

1 2 h 2
. . — L*(Q). 2.2
J(orig(2).€) = 5 //OX(O)T)‘ lonl* +elor| — (va o) Veor € L7(Q) (2.29)
Se tiene entonces que
A(2) = {up + Uy : h€ F(2)} C L*Q).

Luego decir que y € A;(z) significa que existe h € F(2) tal que y = up + Uy . Esto significa
que

Oy — Ay + go(2)y + fo(0) + h=wvlp en Q,

y=10 sobre X, (2.30)

y(0) =90, |y(T)—wil <e,

donde v, = @pleo y Pp es solucién de (2.28).
Por tanto, todo consiste en demostrar que la aplicacién multivoca A; posee un punto
fijo, es decir, una funcién y € L*(Q) tal que y € A1(y).

2. Aplicacion del teorema de Kakutani.

Recordemos que una aplicacién multivoca A, : L?(Q)= L?(Q) posee un punto fijo
cuando se verifican las hipdtesis del teorema de Kakutani (por ejemplo, véase [1}):

(i) Para todo z € L*(Q), el conjunto A(z) es un convexo cerrado no vacio de L*(Q):
(i) Existe un convexo compacto K C L*(Q) tal que

Az)c K Yze L*Q);

. . . . 2
(iii) A es hemicontinua superiormente en L?(Q); en otras palabras, si z, — 2o en L*(Q),
entonces se tiene que

lim ( sup // pw) < sup // pp  Vpe L*Q).
0\ peA(zn) /Y Q wEA(z0) 4 /@
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Se observa que A;(z) no es necesariamente un convexo de L?(Q) y, por tanto, A; no
cumple la hipétesis (i). Vamos a ver que, sin embargo, podemos resolver esta dificultad.
La estrategia a seguir es la siguiente:

o Considerar la envolvente convexa A de A;: A(z) =2 Ai(2) Vze L3Q).

e Probar que los puntos fijos de la aplicacién A son, de hecho, puntos fijos de la
aplicacién A; (cf. el lema 2.4).

e Demostrar el resultado de controlabilidad aproximada, probando que la aplicacién
A posee un punto fijo (cf. el lema 2.5).

Se tiene el siguiente resultado:

Lema 2.4 - Siy € L*(Q) es un punto fijo de A, entonces también lo es de A;.

DEMOSTRACION DEL LEMA 2.4: Supongamos que y € A(y). Recordemos que decir
y € ¢o A4 (y) significa lo siguiente:

y=limy,, con y,€ coh(y),

In I,

Yn =D Qiln,, 0<0; <1, D =1,
i=1 i=1

Yn, € Ai(y) para 1<:i<I,, n>1.

Por otra parte, segin hemos visto, la relacién y,, € Ai(y) implica que existe h; € F(y)
tal que

Octn: = DYn, + 9o (¥)Un; + fo(0) + A3t = v}ilo en Q,

Yo, =0 sobre X, (2.31)

yni(o) = %Yo, |ym‘(T) - ydi <e.

Ademss, sabemos que el control viene dado por vyt = p,'lo, donde @y es la solucion de

—0ipyt — Mgy + go(y)py' =0 en @,
©p =0 sobre X, (2.32)

o (T) = @y

y el dato final @i+ es el inico minimo del funcional correspondiente

Koo =5 [ o+ elor ~ (= wi(T), o) Vore Q). (233

Aqui, ¢, es solucién del problema adjunto (2.32) asociado al dato final @7 y, por otra
parte, uy* es solucién de

Opuy' — Buyt + go(y)uy' = hiy — fo(0) en @,
uy’ =0 sobre 3, (2.34)
uy(0) = yo .
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Vamos a ver que podemos pasar al limite cuando n — oo y deducir que ¥ es un punto
fijo de A;. Para ello, observemos en primer lugar que, gracias a que go(y) y las hy se
mueven en un acotado de L*®(Q), en virtud de las estimaciones parabdlicas (habituales),
la solucién u;* de (2.34) verifica

ul € acotado de L2(0, T'; H}(Q)) N L>(0, T; L%(2)),

Y

um € acotado de L?(p, T; H%(Q)) N C°([p, T); H3(Q)) Vp >0,

Y

ug(T) € compacto de L*(Q2).

Por tanto, el inico minimo del funcional (2.33) satisface
@y € acotado de L*(0Q).
Luego la solucién 7 del problema adjunto (2.32) es tal que

@y € acotado de L*(0, T; Hj(Q2)),
Oy € acotado de L*(0,T; H™'(Q2)),
@y € compacto de L*(Q).

Esto implica que el control
v, = ,*lo € compacto de L*(Q).
Tomando ahora,

In In
;:Zaivgi, 0<a; <1, Zaizl,
i=1 i=1

In In
Yn =D QiYnis  hn=D il
i=1 i=1

obtenemos
Oyn — Dyn + 9o(y)yn + fo(0) + hn =10 en @,
yn = 0 sobre X, (2.35)
¥(0) =90,  |ya(T) —val < e

Gracias a las propiedades de regularidad para y,, v, y h, obtenidas anteriormente, ex-
trayendo subsucesiones si hiciera falta, deducimos que, entre otras cosas, se verifica:

hn — h en L?(Q)-débil,
Up — U en L*Q),
Yn = Y en L*(Q),
yn(T) = y(T') en L*(9).
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Obsérvese que, en este caso, también se tiene que h € F(y). Basta adaptar el razo-
namiento llevado a cabo en la demostracién del teorema 2.1. Pasando al limite en (2.35),
obtenemos que el punto fijo y de A verifica:

Oy — Ay + go(W)y+ fo(0)+ h=vlp en Q,
y=0 sobre X, (2.36)

y(0) = o, ly(T) — ya| < &,

con h € F(y). Esto prueba que y es también un punto fijo de A;.

Lema 2.5 - La aplicacién multivoca A, : L*(Q) = L*(Q) posee al menos un punto fijo.

DEMOSTRACION DEL LEMA 2.5: Vamos a comprobar que se verifican las hipétesis del
teorema de Kakutani del punto fijo. De la demostracién del lema 2.4, se deduce claramente
que, cada z € L*(Q), A(z) es un convexo cerrado no vacio de L?(®). Ademds, hemos visto
que existe un convexo compacto K de L*(Q) tal que A(z) C K para cada z € L*(Q). La
aplicacién A es también hemicontinua superiormente. En efecto, sea {z,} una sucesion de
L*(@Q) tal que 2, — 2 fuertemente. Por ser cada A(z,) un compacto de L*(Q), tenemos
que, para cada n > 1, existe p, € A(z,) tal que

// Py = / PPn -
SDGA(Zn)
lim sup // pp = lim //pcpn.
n—%oo‘peA n—co [ /g
// pp < sup /] Py
Q 1/)61\1 Zn)

para cada ¢ € A(z). En particular, esto es cierto para ¢ = ¢, , de donde, gracias a que
cada A1(z,) es un compacto, se deduce que

lim // pon < lim  sup // P, < lim. // PYn (2.37)
n—>00 Q n—o0 'll)neAl(Z n—o0 Q

para algunos ¥, € A;(z,). También podemos suponer que el limite superior precedente
es, de hecho, un verdadero limite (basta en todo caso extraer una subsucesién adecuada).
Por la definicién de Ay, v, es de la forma

" Luego

Es facil comprobar que

'djn = U’hn + Uhn COH h/n e F(Zn)a
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siendo up, y Uy, soluciones de (2.26) y (2.27), respectivamente (con h = h,). Como
los F(z,) estdn uniformemente acotados en L?(Q), obtenemos, al menos para una sub-
sucesién, que

h, — hy en L2(Q)—débil.

Aqui, ho € F(2). Esto se prueba razonando (una vez mis) como en la demostracién del
teorema 2.1. Usando de nuevo la regularidad parabdlica, llegamos a que

Un, — Up, en Lz(Q), Up, — Up, €N Lz(Q).

n

Luego
Un — o =up, + Up, en L*Q),

con ¥y € A1(20) y ho € F(zp). Volviendo a la desigualdad (2.37) (con el dltimo limite
superior sustituido por un verdadero limite), podemos escribir

E/AP%SJ%//@Z?%=//QWOS sup (p,) = sup (p,¢).

weA1(20) pEA(20)

Finalmente, llegamos a

lim ( sup // pgo) < sup // pp Vpe LXQ).
PTO0 \peA(zn) Y IQ wEA{z0) Y/ Q

Esto prueba el lema.

Finalmente, aplicamos el teorema de Kakutani, obteniendo que existe un punto fijo y de
A. Hemos resuelto asi el problema de controlabilidad aproximada cuando f; es C* en
(—1,1). Para terminar la demostracién del teorema 2.3, basta tratar el caso general (fo
globalmente Lipschitziana y sublineal) similarmente a como se hace en la demostracién
del teorema 2.1.

Observacién 2.4 También hemos probado con este argumento que la aplicacién A; es

hemicontinua superiormente y que existe un convexo compacto K de L?(Q) tal que
Al(z) C K.

Observacién 2.5 Diremos que la funcién multivoca F verifica la propiedad (Q) si

(a) F estd acotada, i.e. existe una constante R > 0 tal que

F(s) Cc (-R,R) Vs € R.
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(b) Existen funciones F; € WH*(R) (6§ > 0), con |F3(s)] < R para todo s € R,
verificando la propiedad siguiente: Si y; — y en L*(Q) y Fs(ys) — h débil-+ en
L*>(Q) cuando § — 0, entonces necesariamente h € F(y).

Diremos que F satisface la propiedad (P) si verifica la propiedad (@) para unas funciones
Fs que, ademés, cumplen F35(0) = 0y |Fj| < C en un entorno de 0. Si fp es como en
el teorema 1 y F verifica propiedad (P), entonces (1) es exactamente controlable a cero.
Por otro lado, (1) es aproximadamente controlable si fo es como en el teorema 2 y F
verifica (Q)). Obsérvese que las propiedades (P) y (Q) son satisfechas por las funciones
consideradas en los teoremas 2.1 y 2.2 respectivamente. Por otra parte, cualquier operador
acotado maximal monétono en R verifica (@). Finalmente, todo operador acotado maxi-
mal monétono F que es de clase C! cerca de cero y se anula en cero satisface (P).
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Capitulo 3

CONTROLABILIDAD EXACTA Y
APROXIMADA DE EDP
PARABOLICAS CON TERMINOS
NO LINEAES DE LA FORMA

fy, Vy)

3.1 Introduccién y resultados principales

En este Capitulo, presentaremos algunos resultados relacionados con la controlabilidad de
ecuaciones parabdlicas quasi-lineales (con parte principal lineal) en un dominio acotado
de RY con condiciones de contorno de tipo Dirichlet. Analizaremos tanto problemas
de controlabilidad con control distribuido (de soporte en un pequefio abierto), como de
control frontera (de soporte en una pequefia parte de la frontera). Veremos que estos
sistemas son exactamente controlables a cero y también aproximadamente controlables
para tiempos positivos arbitrarimente pequerios cuando el término no lineal f (y, Vy) crece
menos répidamente que |y|log¥2(1 + |y| + |Vy|) + | Vy|log?(1+ |y| + |Vy|) en el infinito
(en general, en este caso, en ausencia de control se produce explosién de en tiempo finito).
En las demostraciones, usaremos principalmente desigualdades globales de tipo Carleman,
la regularidad parabélica de los sistemas considerados y técnicas de punto fijo.

Sea 2 ¢ RN un dominio acotado de frontera 952 de clase C2. Sean O C ) un abierto
no vacfo, vy C 9§ un abierto relativo (no vacio) de la frontera y supongamos que 17" > 0.
Seguiremos usando la notacién habitual: @ = Q x (0,T), & = 00 x (0,T). Para cada
p € [1, +00], denotaremos por || - ||, la norma usual en LP(Q).
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Consideraremos sistemas parabdlicos de la forma

Oy — Ay + f(y,Vy) =vlo en Q,

y=20 sobre X, (3.1)
y(z,0) = yo(z) en 0
y
Oy — Ay + f(y,Vy) =0 en  Q,
y =vl, sobre X, (3.2)
y(z,0) = yo(z) en Q,

donde yo y v son dados en espacios adecuados. En (3.1) y (3.2),
f RxRY—R

es una funcién localmente Lipschitziana y 1o y 1, son las funciones caracteristicas de
los conjuntos O y 7, respectivamente. Supondremos que yo € WH*(Q) N H}(Q) (por
simplicidad), v € L®(O x (0,T)) en (3.1) y v € L=(y x (0,7)) en (3.2).

Nuestro objetivo serd analizar las propiedades de controlabilidad de (3.1) y (3.2).
Recordemos que se dice que (3.1) (resp. (3.2)) es exactamente controlable a cero en el
tiempo T si, para cada yo € WH(Q) N H3(Q), existe v € L=®°(O x (0,T)) (resp. v €
L>(y x (0,T))) tal que el correspondiente sistema (3.1) (resp. (3.2)) admite una solucién
y € C°([0,T); L%(2)) verificando

y(z,T)=0 en Q. (3.3)

Por otra parte, diremos que (3.1) (resp. (3.2)) es aproximadamente controlable en L?({2)
en el tiempo T si, dados yo € L®(R), ya € L*(Q) y € > 0 arbitrarios, existe un control
v € L®(O x (0,T)) (resp. un control v € L*®(vy x (0,T))) tal que el correspondiente
sistema (3.1) (resp. (3.2)) posee una solucién y € C°([0, T']; L*(£2)), con

ly(T) — vall2 < e (3.4)

La controlabilidad de sistemas parabdlicos lineales y semilineales ha sido analizada
recientemente en varios trabajos. Entre ellos, mencionemos [8], [7], [4], [2], [1] y [6] donde
se trata la controlabilidad exacta a cero y [3], [13] y [6] para la controlabilidad aproximada.

En este Capitulo, se generalizan todos estos resultados previos, en particular, los de
[6], donde el término no lineal es de la forma f(y).

Obsérvese que, bajo la hidtesis mencionada antes, podemos escribir que

f(s,p) = £(0,0) + g(s,p)s+ G(s,p) - p  V(s,p) € RxR" (3.5)

para ciertas fuciones g y G en L%, . Dichas funciones vienen respectivamente dadas por

1 1
g(s,p) = /0 %é()\s,)\p) dA, Gi(s,p) = / of (As,Ap)d\ paral <i<N.

0 Op;

Nuestro primer resultado es el siguiente:
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Teorema 3.1 Supongamos que f es localmente Lipschitziana, f(0,0) =0y

G(s,
m 72 |g(3)p)' =0, hm 1/2| (3 p)l —_ 0 (36)
l(s:p)l—o0 log™ (1 + |s| + |p]) Is.p)l—o0 log'/ (1 + |s| + |p])
Entonces, para T > 0 arbitrario, (3.1) es ezactamente controlable a cero.
n

Observacién 3.1 Este resultado generaliza al menos otros dos anteriores. Primero, el
caso en el que la funcién f es globalmente Lipschitziana, i.e. cuando ¢ € L®(R x RY)
y G € L®(R x RM)N. En este caso, f posee comportamiento sublineal en el infinito y
la demostracién del correspondiente resultado de controlabilidad es méas cencilla (cf. [9]).
Segundo, el caso en el que G =0y g = g(s) y verifican

. lg(s)] |
lim —7——"——=0. 3.7
lsl—o0 Jog®/2(1 + | s|) (3.7
La demostrcién es también més facil (cf. [6]).

Observacion 3.2 En [6], se prueba que, para cada 3 > 2, existe una funcién f = f(s)
con f(0)=0y

|£(s)] ~ [s|log® (1 4+ |s]) cuando |[s]| — oo, (3.8)
tal que (3.1) no es exactamente contralable a cero para todo T > 0. Gracias al teorema
3.1, sabemos que ocurre justamente lo contrario si f verifica (3.8) con § < 3/2. Mientras
que, la controlabilidad nula de (3.1) cuando 3/2 < # < 2 es una cuestién abierta.

Observaciéon 3.3 En particular, el teorema 3.1 implica que, bajo la hipédtesis (3.6), para
cada yo existe un control v tal que (3.1) posee una solucién global definida en todo [0, T).
Esta afirmacién no es cierta para cualquier segundo mienbro y cualquier dato inicial en
Whee(Q) N HE(N), dado que estamos en el rango en el que puede haber explosién.

La controlabilidad aproximada para (3.1) serd consecuencia del teorema 3.1. En este
caso, supondremos que f verifica (3.5) y (3.9), una condicién ligeramente distinta de
(3.6) (con f(0,0) no necesariamente igual a 0). También supondremos que, para algunos
ys € WHR(Q)NHH () y v* € L®(O x (0,T)), el sistema (3.1) admite una solucién y* en
CU([0, T]; Wb*=(Q)). Naturalmente, esto ocurre de forma inmediata cuando

f(OaO) =0,

el caso en el que y* = 0 es solucién de (3.1) con y§ =0y v* = 0.
Nuestro segundo resultado principal es el siguiente:
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Teorema 3.2 Sea T > 0. Supongamos que f : R x RN + R es localmente Lipschitziana
y verifica
, 1
lim 373
I(s:p)l—o0 log™=(1 + |s| + |p])

19
/ _f(80+)‘8’p0+/\p) dA‘ = Oa
0o 0s

(3.9)
1

1
(9f. (so + As, po + Ap) d/\‘ =0,

lim
I(s.p)i—o0 log'/?(

uniformemente en (8o, po) € K, para cada compacto K C RxRY. También, supongamos
que (3.1) posee al menos una solucion global y* € C°([0, T]; WH>(R2)), correspondiente al
dato nicial y € WH=(Q) N H3(Q) y al control v* € L=®(O x (0,T)). Entonces (3.1) es
aprozimadamente controlable.

Observacién 3.4 De hecho, en la seccién 3.4 veremos que, para sistemas como (3.1), el
resultado de controlabilidad aproximada es una simple consecuencia de la controlabilidad
exacta hacia las trayectorias que se encuentran en C°([0, T'}; W1 (Q)).

Observacién 3.5 De nuevo, el teorema 3.2 generaliza dos resultados conocidos. El
primero corresponde al caso en el que f es globalmente Lipschitziana, i.e. cuando 0f/0s
y Of/0p; (1 <4 < N) estdn uniformemente acotadas (cf. [13]). Por otro lado, el caso con

G=0,g=g(s)y (3.7) (cf. [6]).

Observacién 3.6 Se observa que, en particular, (3.9) se tiene cualesquiera que sean
df/0sy 0f/0p; (1 <1i < N) verificando

of of
) 555P) | oo (s, p)'
lim 72 =0, im 72 =
|(s.p)l=00 log™* (1 + |s| + |p]) l(s.p)l—00 log™“ (1 + |s| + |p|)

Por otro lado, las hipétesis (3.9) pueden interpretarse facilmente cuando f = f(s). En
efecto, en este caso, éstas simplemente se interpretan como sigue:

1
lim
(sp)i—oo log¥?(1 + |s

/O1 F(50+ \s) dAl —0

uniformemente en sy € K para cada compacto K C ]R Los argumentos de [6] muestran
que esto es equivalente a (3.7) y, también a

lim / (As)dA = 0.
Isi—*oo logg/2 1+| D A
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Observacién 3.7 Se prueba en [6] que, para cada @ > 2, existe una funcién f = f(s)
verificando (3.8) tal que el correspondiente sistema (3.1) no es aproximadamente contro-
lable para todo T' > 0. Como en el caso de la controlabilidad nula, con f verificando (3.8)
con 3/2 < § < 2, la controlabilidad aproximada para (3.1) es una cuestién abierta.

Podemos establecer un resultado similar para (3.2) bajo hipétesis del mismo tipo sobre
f v yo. Més precisamente, sea el espacio de Hilbert

V={ze H(Q) : z=00n 90\ 7}
Se tiene lo siguiente:

Teorema 3.3 Sea T' > 0. Supongamos que yo € WH(Q) NV y f es una funcidn
localmente Lipschitziana verificando f(0,0) = 0 y (3.6). Entonces (3.2) es exactamente
controlable a cero.

Como antes, para demostrar la controlabilidad aproximada de (3.2), supondremos la
existencia de una solucién global en C°([0, T]; W>°(Q)). En otras palabras, supondremos
que, para un cierto dato inicial y5 € WH*°(Q) NV y un cierto v* € L*®(y x (0,T)), el
correspondiente sistema (3.2) admite una solucién y* € C°([0,T}; Wh°(Q)). En este
contexto, tenemos el siguiente:

Teorema 3.4 Sea T > 0. Supongamos que f es localmente Lipschitziana y verifica
(3.9). También, supongamos que (3.2) posee una solucion global y* € C°([0, T]; Wh*(Q))
correspondiente al dato inicial y € Wh°(Q) NV y al control v* € L®(vy x (0,T)).
Entonces (3.2) es aprozimadamente controlable.

Observacion 3.8 En las demostraciones de los mencionados resultados de controlabi-
lidad, vamos a construir controles que poseen propiedades convenientes. Estos controles
van a ser regulares. En particular, serdn tales que las soluciones asociadas de (3.1) y (3.2)
pertenecen a C°([0, T}; W1°(Q)), el espacio en el que podemos asegurar la unicidad.

El resto de este Capitulo se organizard como sigue. La seccién 3.2 se dedicard a ciertos
lemas de cardcter técnico que necesitaremos después. En la seccién 3.3, probaremos
el teorema 3.1. En la seccién 3.4, daremos la prueba del resultado de controlabilidad
aproximada para el sistema (3.1), i.e. el Teorema 3.2. Finalmente, en la seccién 3.5,
demostraremos los teoremas 3.3 y 3.4.
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3.2 Algunos resultados de caracter técnico

En este Capitulo, C designard una constante genérica positiva dependiendo sélo de 2, O,
y (en ocasiones) T', cuyo valor puede cambiarse de una linea a otra. Antes de pasar a
demostrar los teoremas mencionados anteriormente, necesitamos presentar algunos resul-
tados de caréacter técnico.

Consideremos el problema lineal

Oy—Ay+B-Vy+ay=F en Q,
y=0 sobre X, (3.10)
y(z,0) = yo(x) en Q,

donde yo y F son dados, a € L®(Q) y B € L®(Q)". Se tiene el siguiente lema, cuya
demostracién puede encontrarse en [10]: '

Lema 3.5 Supongamos que F' € L™(0,T; L9(2)) con
1

1N

r  2q
Yo € WAP(Q)NH(Q) conp > N, a € L*(Q)
(3.10) werifica

<1
2
y B € L=®(Q)N. Entonces la solucién y de

y € L0, T; W2A(Q)), 8y € L™(0,T; LP()),

1 N\ 3.11
con [ = min (p,—N(—qL—) >>N. (3:11)
2 \r 2q

En particular, tenemos que y € C°([0, T]; W1>(Q)). Mds adin, se verifica

bras) < M, Nlalloo, 1Blloe) (llvollwas + (1 Fllzren)  (3.12)

[yl oo (wesy + [|04y]
donde
M(Q, T, |[a]loe, [| Blleo) = exp [C (1+ T + (T + T*?)lfalloe + TIIBIZ)|  (3.13)
y C es una constante positiva que solo depende de €.

Recordemos también una desiguldad global de tipo Carleman de [9] para el problema
lineal

or;

N
O —Ap=Fo+)

5 en (@,
i=1 9% (3.14)
=20 sobre 3,
oz, T) = or(z) en {2,

donde Fy, F; € L*(Q) (1 <i < N)y or € L¥HQ). Se tiene:
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Lema 3.6 Emiste una funcion estrictamente positiva oo = oo(z) en Q y ezisten con-
stantes positivas Co y 0o (que sélo dependen de 2 y O), tales que

s // e 23T — t)73|p|* dz dt < Co <s3 // e~ 23T — t)3|p|* dz dt
Q ox(0,T)

N
+ //Q 2o o2 dz dt + 52 Y //Q e—2sat-2(T—t)—2|ﬂ|2dxdt>
i=1
(3.15)

para cada s > so = 0o(Q, O)(T + T?), siendo ¢ la solucidn de (3.14) asociada a pr €
L*(Q). En (3.15), la funcién o = ofz,t) viene dada por

a(z,t) =

Observacién 3.9 La desigualdad (3.15) estd basada en una desigualdad de Carleman
similar para la EDP del calor con el segundo miembro en L*(Q). La dependencia expliicita
de so en T estd analizada en [5] y es esencial en nuestro anélisis.

n
Vamos a introducir el siguiente sistema (adjunto)
—0,g—Aqg—V - (¢B)+ag=0 en Q,
q=0 sobre X, (3.16)
q(z,T) = qr(x) en £,

donde gr € L*(Q). Razonando como en [5], podemos deducir de la desigualdad de Carle-
man (3.15) una desiguldad de observabilidad para (3.16):

Teorema 3.7 Para cada a € L®(Q), B € L®(Q)N y qr € L*(2), se tiene:

1
L)%, < [( - 2/3 1TB2>]// 2 iy d,
laC 03 < exp [C (14 + Tlalloo +lal2e + A+ DIBIE )| [ laPda
(3.17)
donde q es la solucién del correspondiente sistema (3.16).

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.7: Sean a, B y ¢r dados y sea ¢ la solucién de (3.16).
Veamos primero que

1
2 g dt < [C <1 — ot llal2 + 1B 2)]/ 2 dudt. (3.18
i yasae 0 4zt < exp O (1 g+ lall2e +IBIR )| [, o o dmt (3.18)
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Podemos escribir (3.15) para ¢ = g. Obtenemos

s® // e™ 23T — )32 dz dt < Cy (33 // e 3T — t) 73|  da dt
Q Ox(0,T)

+ //Q e 2 aq|® dz dt 4 s* //Q e 22T — t)7%|Bq|* dx dt)
(3.19)

para cada s > sg. Podemos estimar los términos de la derecha como siguie:

/ /Q e~2%|qq[? dz dt < 27°TS}|a|2, / /Q e~254=3(T _ £)=%q[2 da dt,

/ /Q e~2%4~2(T — 1)~ Bg|? dz dt < 272T%||B|I2, / /Q e~254=3(T — )=3q|? da dt.

Luego de (3.19) se deduce que

// e~ 2=T — )3 gPPdzdt < C / / e 2T — 1) P|qPdadt  (3.20)
Q Ox(0,T)

siempre que
s 2 s1 = max (s0,27°Cy”* ||| [2*, CoT?|| BIIZ, ) -

Por otra parte, no es dificil comprobar que

e 23T — )73 < 25T P exp (—CST_2> Y(z,t) €Q (3.21)

16

6—25at-—3(T _ t)vfﬁ Z < 3

>3 T exp (—CST_Q) V(z,t) € Q x [T/4,3T/4) (3.22)
para

5> 59 = max | s1,37%(8minag(z))™" .
€N
Analizando la estructura de las constantes s; y sz, vemos que ss < s3, donde s3 es de
la forma

s3 = 03(0,0) (T + T + Tl + T*|| BI%,) -

A partir de ahora, fijaremos la constante s = s3. Teniendo en cuenta (3.21) y (3.22)
y volviendo a la desigualdad (3.20) (escrita para s = s3), deducimos que (3.18) es vélida
para toda solucién ¢ de (3.16).

Veamos ahora que

o, T/ANB < o0 € ( 1+ Tllalle + TUBIE)| [, o i b 322)

(T/4,3T/4)
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En efecto, multiplicando (3.16) por ¢ e integrando en (2, obtenemos

1d
—§a;/ﬂlql2dm+/glvfz|2dx= —/QqB-quw—/Qalczlzdm vt > 0.

Luego,
d ) \ . 2
~= | ladz+ [ [Val*dz < (IBI +2llall) [ laP do

% (o0 (@lalle +1BIR)E) [ la?dz) 2 0 (3.24)

para cada t > 0. Integrando esta desigualdad respecto de ¢ en [T'/4,t], con ¢t € [T'/4,3T/4],
llegamos a que

[laz. 0z > expl(2lallo + 1BIE) @/~ 1) [ lata, T/4)7da
' (3.25)
> o | (llko + glIBIE ) 7] [ oo, 7/ de

para cada t € [T'/4,3T/4]. Integrando (3.25) de nuevo respecto de ¢, tenemos

T 1
“exp | = (||allos —BQT/ T/4)2d <// 1)[2dzdt, (3.26
ron |~ (Il + 1) 7| [l /o des [ ot 0P dedt, (326)

de donde se deduce facilmente (3.23).
Finalmente, vamos a probar que

| la(@, 0)2 dz < exp [CT (|lal oo + 1| BI1%)] | latw, 7/4)? da. (3.27)
Esto, junto con (3.23) y (3.18) implicard la dsigualdad de observabilidad deseada (3.17).

Para probar (3.27), basta integrar (3.24) respecto de ¢ en [0,7/4]. En efecto, llegamos
a que

T
0)2dz < 2lalls BQ—/ T/4) dz
[yt 002 de < oxp | (2l + 1812) T [ late.2/)
y, por tanto, se tiene (3.27). Esto termina la demostracién del teorema 3.7.
]
Para analizar la controlabilidad de problemas no lineales (3.1) y (3.2), necesitaremos

una versién mds fina de la desigualdad de observabilidad (3.17). Esto se consigue gracias
al siguiente resultado:
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Teorema 3.8 Para todo a € L®(2), B € L®(Q)N y qr € L*(Q), se tiene

o Ol < 0 C K (T, ol 1310 (], oy el ) . 326)
donde

1
K (T, llallo, [|Blleo) = 1 +

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.8: Sea O’ un abierto tal que O’ cC O. Apliquemos el
teorema 3.7 a O’ y en el intervalo de tiempo [T'/4,3T/4]. Deducimos que

laC T/ < exp CK'(T lallo 1BI1e)] [, - laldmds, (330)

+T + (T +T")||alloo + [lallZ® + (1 + T)I|BII5 - (3.29)

donde ¢ es solucién de (3.16) asociada a gr € L%(). Aqui, K'(T,||al|e, || Blleo) viene
dada por

(T, flalloo [1Blloo) = 1+ 5+ Tllalleo + lall2* + 1+ T) | BII%

T

y C es una nueva constante positiva que sélo depende de O’ (i.e. O) y Q. Usando (3.24),
obtenemos

[, e 00 ds < exp | 2l + 1BIE)| [ late /40 az
Esto, junto con (3.30) implica que

laC OlfEe < exp [CK/(T, o 1Bl [ laPdwdr. (331)

Usaremos un resultado (de cardcter técnico) relacionado con el efecto regularizante de
la EDP del calor cuya demostracion se hard més adelante:

Lema 3.9 Sean O;, T;, r; y v (i =0,1) dados, con
O/CO()CCOlCO, 0ST1<T0<T/2, 1 <r; <rg< oo,

1 1 N <1 1 ) 1
Y1 Y 2 \r1 1o 2
Entonces
T T() )\ Tle % %
(/ (o dﬂs) ) < CTH(T, llalloe, | Bllco) ( L e de) dt>
(3.32)
para cada gr € L*(Q), siendo C = C(, O; ,r5,v,N), A= Xri,v,N) y
1/2
H(T, llalloo,[|Blloo) = 1+ 7= + T (1 + llallec) + A+ T*)][Bllos. (3:33)
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Aplicaremos ahora este lema junto con (3.31). Para ello, pongamos 1o = 7 = 2 y
vamos a introducir los nimeros ; y 7;, dados por las igualdades

1<:i< 1,

con I > 0 tal que rr > 1y r74; < 1. Por simplicidad, redifinamos también r71; y yr41,
poniendo 1741 = y741 = 1. Llamemos § = T//4(I 4+ 1). De acuerdo con esto,

[T/4—(I+1)8,3T/4+ (I +1)8] =1[0,T].
Vamos a indtoducir también una familia de abiertos O; tales que
O'ccO,ccOycC...cC O cC Oy = 0.
Para 0 < ¢ < I, podemos utilizar la desigualdad (3.32) con Oy, O1, To, 11, 70, 71, %0 ¥

71 sustutuidos respectivamente por O;, 0,41, T/4—10, T/4— (i +1)0, 74y Tiv1, Vi ¥ Vis1 -
En su conjunto, estas desiguldades implican

<//'x<T/4,3T/4> IQ|2dx‘dt> " < CTH(T, ||aljos, || Bllo)? (//OX(O’T) lq| d dt> . (3.34)

donde f =141y « es la suma de de los exponentes ;. Combinando ahora las desigual-
dades (3.31) y (3.34), obtendremos (3.28). Esto completa la demostracién del Teorema 3.8.

DEMOSTRACION DEL LEMA 3.9: Sean p; y pg dos funciones en D(Oy) y D((T1, T — T1))
respectivamente, tales que

plzlenOo, nglGﬂ(To,T—To)

¥y 0 < p1,p2 < 1. Pongamos p(z,t) = p1(z)p2(t) y u = pq, siendo ¢ la solucién de (3.16)
asociada a gr € L*(Q). Claramente,

suppu C Oy x (11, T —T1)

=0 — Au= —apq+V - (pgB) — (9p + Ap)g —2Vp-Vq—(Vp- B)qg en Q,
u =10 sobre X,
u(z,T) =0 en Q.
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Para mayor claridad de los célculos, pongamos #(z,t) = u(z,T — t) para (z,t) € Q. De
manera similar, introduzcamos @, B, gy §. Tenemos entonces

0/i — AT = —apg+ V - (5GB) — (8ip + Ap)§ — 2VF - Vg — (Vp- B)§ en Q,
u =0 sobre X,
%(z,0) =0 en Q.

Denotemos por {S(t), t > 0} el semigrupo generado por la ecuacién del calor con condi-
ciones de Dirichlet. Entonces se tiene

t - -
i(,t) = [ S(t—s) [~apa+ V- (57B) - (85 + ART - 2V VG — (V5 B (- 5) ds,
(3.35)
donde la integral puede ser interpretada, por ejemplo, en L™(S).
Gracias al efecto regularizante de la ecuacién del calor, tomando normas en L™(f2) en
(3.35), obtenemos lo siguiente para cada t € (T}, T — Ty):

Ty, *llellet HBlloo) fe- o F ) gt 9l o s

i, 8)llzo < o[(u

-~ (A-%)-3,
(Bl + 1) [ 6= 9 T g 5 monds|
(3.36)
Aqui, C' es una constante positiva que sélo depente de Oy y O;. Esto conduce a la
desigualdad
11

I Ollro < CH ol 1B11) [ (¢ = 9 H ) Bt s)inopds 357

1

para cada t € (11,1 — T1), donde H(T, ||allco, || Blloo) €8 como en (3.33). En virtud de la

hipétesis
N ( 1) N 11 _ 1
2\r o 2’

podemos aplicar la desigualdad de Young en (3.37) y acotar la norma de @ en L™ (0,7"; L™(2))

como sigue:
/v

T T /7o \ Y
(e 0lpa ) < O ol 1811 ([ 0o
1 1

(3.38)
Aqui, C' es una nueva constante positiva que sélo depente de €, O;, r;, 75 y N;: el

exponente A es
N (1 1) 1 1] 1
A=— |- )+ === +=.
2\r 1o Mmoo Y] 2

La desigualdad (3.32) se obtiene directamente de (3.38). Esto termina la demostracién
del lema 3.9.
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Observacién 3.10 Una ficil consecuencia del teorema 3.8 y (3.28) es que podemos de-
ducir para cada r € (1, 00) una desigualdad de observabilidad en L"(O x (0,7)):

o0 < exp 0 K (Tl 181 ([l d0t) (339

cualesquiera que que sean a € L®(Q), B € L2(Q)N y g7 € L3(Q). En (3.39), K (T, ||al|co; || Blloo)
viene dada por (3.29) y C, sélo depende de 2, O y r.

3.3 Demostracién de la controlabilidad exacta a cero

Esta seccién estard dedicada a la demostracién del teorema 3.1. Usando el teorema 3.8,
probaremos primero un resultado de controlabilidad exacta a cero para un sistema para-
bélico similar lineal con controles en L*(O x (0,T)). Después, aplicaremos un argumento
de punto fijo para obtener el resultado deseado. La estructura de la demostracién (la
controlabilidad de sistemas lineales andlogos + un argumento de punto fijo) es general. Fue
introducida en [12], en el contexto de la controlabilidad para la ecuacién del ondas semi-
lineal con control ejercido a través de la frontera. Para otros resultados de controlabilidad
probados de manera similar, véanse por ejemplo [3] y [7].

3.3.1 Controlabilidad exacta a cero para problemas lineales

Consideremos el sistema lineal

Oy—Ay+ B-Vy+ay=wvlp en Q,
y=20 sobre X, (3.40)
y(z,0) = yo(x) en Q,

donde a € L=(Q), B € L>=(Q)" y yo € L*(Q) son dados. Se tiene lo siguiente:

Teorema 3.10 Supongamos que T > 0, a € L®(Q), B € L2(Q)N e yo € L*(Q). En-
tonces existe un control v € L*(O x (0,T)) tal que la correspondiente solucion de (3.40)
verifica

gz, T)=0 en. (3.41)

Ademds, U puede elegirse tal que es cierta la estimacidn

10l 2 (ox (01 < exp[C K (T |lalloo, || Bloo)} 1ol 2 (3.42)

donde K(T,||al|co, || Blloo) viene dada por (3.29).
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.10 Para cada ¢ > 0, consideremos el funcional J,,
dado por

2
J.(qr) = -;- ( / /O o {qld:z:dt) +ellarllze + /Q a(z,0)yo(z)dz  Var € LA(RQ), (3.43)

donde g es la solucién de (3.16) asociada a gr € L?(Q). Es facil ver que J; es un funcional
continuo y estrictamente convexo en L%(f2). Ademss, de (3.20), se deduce inmediatamente
la siguiente propiedad de continuacién dnica para (3.16): Si g =0 en O x (0,T), entonces
q = 0. Luego, razonando como en [3], obtenemos que

lim inf Je(ar)
lorll 2~ [lgr|| L2

> €

¥, ademds que, J. alcanza su minimo en un tnico punto gr. € L*(Q).
Sea . la solucién de (3.16) asociada a gr. . Se prueba en [3] que, tomando en (3.40)

v = ¥, , donde
Ve = (sgnge G- dz dt | 1o, 3.44
o= oead) f[ | laldodt) 1o (3.49)
la solucién asociada 7. verifica k
17, T2 < e. (3.45)
No es dificil ver que

oellimoxory = [ 1&l < exp(CK (@ alles [Bll) lollie - (346)

para cada € > 0. En efecto, el hecho de que sea

) oo = q, dCE dt
19| 2= (0 (0,1)) //OX(O,T) 17|
es consecuencia de (3.44). Por otra parte, como
Je(ZI\T,e) < JEJ(O) = 0:

teniendo en cuenta (3.43), deducimos que

5 ([ ) < = [ o, Ol < 2O el

En virtud de (3.39), tenemos (3.46).
Por ser ¥, uniformemente acotado en L=(O x (0,T')), para (al menos) una subsucesién
podemos escribir
5. — 7 en L¥(O x (0,T))-débils, (3.47)
donde 7 € L*®(O x (0,T)) y verifica (3.42). Por tanto,
Ge(T) = §(T) en L*(Q),

siendo 7 la solucién de (3.40) asociada a 9. Como sabemos que se tiene (3.45) para cada
¢ > 0, también tenemos (3.41). Esto termina la demostracion.
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3.3.2 Demostracion del teorema 3.1

Estamos ya preparados para demostrar el teorema 3.1. En primer lugar, observemos que
podemos suponer en este teorema que yo € W2P(Q) N Hg(Q2) con p > N. En efecto, basta.
tomar v = 0 para t € [0,6] y trabajar en el intervalo [6, T], considerando y(:,§) como el
dato inicial. Como menciondbamos antes, aplicaremos un argumento de punto fijo. Por
comodidad, se supondrd en una primera etapa que g y G son continuas.

El caso en el que g y G son continuas
Sea yo dado en W2P(Q) N H}(2) con p > N. Supongamos que
geCR xRY), GeC'RxRMY (3.48)
y verifican (3.6). Entonces es claro que, para cada € > 0, existe C, > 0 tal que
l9(s,p)|*® +|G(s,p)|* < Cc +elog(1+s| +Ip]) V(s,p) € R x R". (3.49)

Pongamos Z = C°([0, T); Wh*(Q)) y sea R > 0 una constante cuyo valor se determi-
naréd mas adelante. Usaremos las funciones truncantes Tg : R — R y Tg : RY — R,
que vienen dadas como sigue:

( s si |s] <R,

Tr(s) = {

R sgn(s) en otro caso,

Para cada z € Z, consideremos el correspondiente sistema lineal

Oy — Ay + G (Tr(2), Tr(Vz2)) - Vy + g (Tr(2), Tr(V2))y=vlp en Q,

y=20 sobre X,
y(z,0) = yo(z) en Q.
(3.50)

Asociaremos a z una familia A(z) de controles L que conducirén la solucién a cero.
Obsérvese que (3.50) es de la forma (3.40) con a = a, y B = B,, donde

a. = g(Tr(z), Tr(Vz)) € L™(Q), B, = G(Tg(2), Tr(V2)) € L=(@Q)".  (3.51)

En consecuencia, podemos aplicar el teorema 3.10 a (3.50). De hecho, aplicaremos este
resultado en un intervalo de tiempo adecuado (eventualmente pequefio) (0,T), siendo

T. = min {71l (Ta(2), Ta(V) 2% lg (Ta() Ta(VD I} (852)

Esto es la clave de nuestra demostracién, que proporcionaré estimaciones necesarias. Del
teorema 3.10, deducimos (directamente) la existencia de un control v, € L*(O x (0,1%))
tal que la solucién de (3.50) en Q x (0,7},) con v = ¥, verifica

U.(x,T,) =0 en{
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y, ademas,
102 | 2o (0x(0,1.)) < exp [C K(T%, |laz|loo, [ Bzloo)] |90l |22

(K veine dada por (3.29)).
Sean U, y 7. las extensiones por cero de 9, y ¥, a todo el cilindro @ = Q x (0,T). Es
claro que ¥, es la solucién de (3.50) asociada a ¥, y que

U.(z,T)=0 en . (3.53)
De la definicién de T,, obtenemos que

15 | oo(ox 0.1y < exp [C (14 [[a=l12L + || BalIZ, ) lwoll 2 (3.54)

donde la nueva constante positiva C s6lo depende 2, O y T.
Por otra parte, de (3.48) y el lema 3.5, deducimos que

g: € C°([0, T, WH()

19 oo go.rwrce@y) < M, T, llaslloo, 1| Belloo) (|10l lwas + [[8:{zo0x(0,12)

(M viene dada por (3.13)). Teniendo en cuenta (una vez maés) la definicién de 7., la
estimacién (3.54) y la definicién de ¥, , llegamos a que g, € Z y

17112 < exp [C (1 + [la=|PL* + 11 B 112 ) | 9ol lwes (3.55)

donde (de nuevo) C' = C(Q,0,T).
Las estimaciones (3.54) y (3.55) pueden ser escritas en la forma

Tl ox01)) < C1(2, O, T, 2)||yol |2 (3.56)

H@>HZ < C1<Q’ OaTv Z)HyO“Wz’P ’ (357)

siendo

C1(2,0,T, 2) = exp [C (1 + [lg(Tr(2), TR(V)IZ +[|G(Tr(2), TR(V2)II%,) |
(3.58)
Para cada v € L*(O x (0,T)), sea y, € Z la solucién de (3.50) en  con segundo
miembro v (para simplificar la notacién, omitiremos la dependencia de z). Teniendo en
cuenta esta notacién, pongamos
)

AZ) ={w v e A(2), lnllz < Ci(Q,O,T, 2)llyollw2} (3.59)

Az) = {0 e L¥(O x (0,7)) : 9u(T) =0, [lellzmoxt0r) < Co(2, 0, T, 2)llwol
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para cada z € Z. De esta forma, podemos introducir una aplicacién multivoca sobre Z
2o A(2).

Probaremos que esta aplicacién posee al menos un punto fijo y. También probaremos que,
para un cierto R, todo punto fijo de A verifica

llyllz < R. (3.60)

Evidentemente, esto implicard la existencia de un control v € L*(O x (0,T)) tal que (3.1)
posee una solucién verificando (3.3).

Veamos que el teorema de punto fijo de Kakutani es aplicable a A. En primer lugar,
de (3.56) y (3.57), deducimos que para cada z € Z, A(z) es no vacio. Més aun, es facil
comprobar que A(z) es un convexo cerrado y uniformemente acotado de Z. Ademds,
debido a la hipdtesis de regularidad sobre yo y al lema 3.5, tenemos (3.11) (aqui 8 = p)
y la estimacién

[[¥l|zoo w2y + 110yl Lo ey < C(Q, O, T, R, ||yollw2),

(donde C(Q,0,T, R, |lyo|lwz») es independiente de z) para cada y € A(z). Como p >
N, podemos aplicar resultados bien conocidos de compacidad y concluir que existe un
compacto K C Z (que depende de R) tal que

Az)CcK VzeZ (3.61)

(por ejemplo, ver [11]).
Finalmente, vamos a comprobar que z = A(z) es hemicontinua superiormente, es decir
que la funcién de la variable real

z2€Zw sup (u,y)
yEA(2)
es semicontinua superiormente para cada forma lineal acotada p € Z’. Para ello, veamos
que
Ba,u = {Z €7 : sup </,L,y> > O{}
yEA(2)
es un cerrado de Z para cada a € R y cada p € Z'. Sea entonces {z,} una sucesién en
B, . tal que
Zn =2 en Z.

Nuestro objetivo es probar que z € B, , . Gracias a la hipétesis de continuidad sobre g y
G, tenemos

9(Tr(z), T(V2)) = g(Ta(2), Ta(V2) en L¥(Q),

G(Tr(2a), Tr(Vzn)) = G(Tr(2), Tr(Vz)) en L®°(Q)V.
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Por ser todos los A(z,) compactos y verificar (3.61), deducimos que

a< sup (4,Y) = (i Yn) (3.62)

y€A(2zn)

para un cierto ¥, € A(z,). Gracias a las definiciones de A(z) y A(z), debe existir v, €
L*(O x (0,T)) tal que

atyn - Ayn + G (TR(Zn)) TR(vzn)) * vyn + g (TR(zn)7 TR(VZH)) Yn = ’Unlc) €n Q)

Yn =10 sobre %,
yn(:r,O) =y0($): yn(xaT) =0 en Q.
Ademas,

an“L“’(OX(O,T)) S Cl(Q7 Oa T’ Zn)”yOHL2

y
||yn||Z < CI(Q) O)T, zﬂ)HyOHWZ’P:

donde v,, (resp. vy,) estd uniformemente acotado en Z (resp. L*=(O x (0,T))). Por tanto,
se puede afirmar lo siguiente para al menos una subsucesion:
Yn — Y en Z
(recuérdese que (3.61) es cierto) y
v, — 0 en L%®(O x (0,T))-débilx.
No es dificil ver que

0,5 — AJ+ G (Tr(2), Tr(V2)) - Vi+ g(Tgr(2), Tr(V2))§=0lo en Q,
y=20 sobre %,
ﬂ(ﬂf, 0) = yO(I)7 g(qu) =0 en Q7

es decir que ¥ € A(z) y § € A(z). Podemos ahora pasar al limite en (3.62) y obtener

a < (u,g) < sup (u,v),
yEA(z)

lo que significa que z € B, , . Esto prueba que z:= A(z) es hemicontinua superiormente.

En consecuencia, para cada R > 0 fijo, el teorema de Kakutani es aplicable y asegura la
existencia de un punto fijo de A. Como hemos dicho antes, finalizaremos la demostracién
mostrando que podemos elegir R > 0 de tal forma que todo punto fijo de A verifica (3.60).
Es justamente aqui, cuando (3.6) (de hecho (3.49)) sera utilizado.

Sea entonces y un punto fijo de A asociado al control v € A(y). Entonces (3.57), (3.58)
y (3.49) conducen a la estimacién

lollz < oxp (C (14 l9(Trly), TRV + IG(Ta(y), TRV ) llvollw=s
< exp(C (1 +Ce +elog (14 2R))) [[yo|lw2s
= exp (C (1 + Co))(1+ 2R)%|[yo]lw=»
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donde C = C(Q,0,T). Tomando € = 1/(2C), llegamos a que

llyllz < C(1+2R)2|lyollwe ,

de donde (3.60) se verifica si R es suficientemente grande (dependiendo de 2, O, T, g y
(). Tenemos probado entonces el teorema 3.1 en el caso de los datos regulares.

El caso general

Supongamos ahora que f es una funcién localmente Lipschitziana verificando (3.5) (con
£(0,0) = 0) y la hipétesis (3.6). Sea p € D(R x RN) tal que p > 0 en R x R, suppp C

//RXRN p(s,p) dsdp = 1.

B(0,1)y
Consideremos las funciones p, , g, v G, (n > 1), siendo

1
pu(s,p) = —75p(ns,np) V¥ (s,p) € R x RV,

gn = Pn * g, Gn:pn*G-

Entonces no es dificil comprobar que se verifican las siguientes propiedades sobre g, y

G,
L g €CORXRM) yG, e CORXx RMY VYn>1.
2. Si ponemos f,(s,p) = gn(s,p)s + Gn(s,p) - p para cada (s,p) € R x RY, entonces

fn — f uniformemente sobre los compactos de IR x RY.

3. Para cada M > 0, existe C(M) > 0 tal que

sup  (|gn(s,p)| + |Gu(s,p)|) < C(M) Vn>1.
{(s,p)|<M

4. Las funciones g, y G, verifican (3.6) uniformemente en n, es decir, para todo € > 0,
existe M(g) > 0 tal que

{ 19n (s, D))
|Gr(s, p)]

elog™?(1 + |s| + [pl),

(3.63)
elogl/Z(l + |s| + |pl),

<
<

siempre que |(s,p)| > M(e) para cada n > 1.
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Para cada n, podemos razonar como antes (en el caso de los datos regulares) y encon-
trar un control v, € L*(O x (0,T)) tal que el sistema

613'!;’71 - Ayn + fn(ynv vyn) =v,lo en Qa
Yn =0 sobre X, (3.64)

yn(z,0) = yo(z) en
posee al menos una solucién y, € Z que verifica
yn(z,T)=0 en K.

Gracias a las propiedades verificadas por g, y G, y a las estimaciones obtenidas ante-
riormente, deducimos que

vl ox@r)y < C, lmllz <C V> 1

De hecho, el lema 3.5 permite escribir que y, € K para cada n, siendo K un compacto
fijo de Z. Por tanto, podemos suponer que, al menos para una subsucesién que,

v, — v en L%®(O x (0,T))-débilx,

Yo — vV en 2.

En consecuencia, pasando al limite en (3.64), obtenemos un control v € L>(O x (0,T'))
tal que (3.1) posee una solucién y que verifica (3.3). Con ello, terminamos la demostracién
del teorema 3.1.

Observacién 3.11 Analizando la demostracién del teorema 3.1, deducimos que el resul-
tado de controlabilidad exacta a cero continta siendo vélido si cambiamos (3.6) por la
siguiente hipdtesis:

. lg(s, p)| : |G(s,p)]
lim sup - < [} < o0, lim sup <o
(5.0l —o0 10g** (1 + |s| + |p]) (spl—o0 log!/* (1 + |s| + |p])

<

donde [y y [; son positivos y suficientemente pequetnios (que sélo dependen de Q y O).
|
Observacion 3.12 En el teorema 1.1, es posible considerar términos no lineales més

generales de la forma f(z,t;s,p), con (z,t) € Q y (s,p) € R x RY. Las hipdtesis sobre
f tienen que ser en este caso las siguientes:

1 f(z,£0,0)=0 ¥ (z,t)€Q,
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2. f(-;8,0) € L®(Q) V(s,p) e R xRN,

3. f(z,t;:) es localmente Lipschitziana para (z,t) c.p.d. en @, con constantes de
Lipschitz independientes de (z,t) en los acotados de R x R¥,

4. f(:;s,p) = g(-;5,p)s + G(:;s,p) - p para cada (s,p) € R x R, con

. z, t S . G m)ta S,
m 31/92( Pl g, m 1I/2( pl_ _
|(s:p)l o0 log™*(1 + |s| + |p]) (s;p)—o0 log™/*(1 + |s| + |p|)

uniformemente en (z,t) € Q.
]

Observacién 3.13 Adaptamdo los argumentos utilizados en la demostracién del teo-
rema 3.1, podemos deducir un resultado local de controlabilidad nula para (3.1) con el
témino no lineal f(s,p) verificando f(0,0) = 0. M4s precisamente, si f es dada, existe
§=146(Q,0,T, f) > 0, tal que, para cada yo € W2P(Q)NH(Q2) (p > N) con ||yol|lw2r < 6,
el control v € L"(O % (0,T)) puede ser hallado de manera que el correspondiente problema,
posee una Unica solucién y € L®(0,T; WH(Q)) que verifica

y(z, T)=0 en £

3.4 Demostracion de la controlabilidad aproximada

En esta seccién probaremos el teorema 3.2. Fijemos T > 0, & > 0, yo € WH®(Q)NH(Q) e
ya € WHP(Q) N H}(Q) con p > N (por ejemplo). Naturalmente, serd suficiente considerar
el dato final en W2P(Q2) N HE(€2), por ser este espacio denso en L?(Q2).

Recuérdese que estamos en el rango de las no linealidades para las cuales puede haber
explosién. Por esta razén, tendremos que suponer que existe una solucién global y* €
CO([0, T); Wh(€)). Esta hipétesis, junto con (3.9), implicarén la deseada propiedad de
controlabilidad aproximada. Haremos la demostracién en vérias etapas, comenzando por
el resultado de controlabilidad exacta a las trayectorias que estdn en C°([0, T]; WhH°(Q2)).

Lema 3.11 Supongamos que se verifican las hipdtesis sobre f del teorema 3.2. Sea y*
una solucidn de (3.1) en C°([0, T); WH*°(Q)) asociada a los datos

vi € Wh(Q) N HLQ), o* € L®(O x (0,T)).

Eziste un control v € L®(O x (0,T)) y un estado asociado y € C°([0,T]); WH=()) tal
que
y(z,T)=y*(z,T) en S

60



DEMOSTRACION DEL LEMA 3.11: Pongamos y = y* + w. Buscaremos un control u €
L>(O x (0,T)) tal que la solucién de
Ow — Aw + F(z,t;w, Vw) =ulp en @,
w=0 sobre X, (3.65)
w(0) = yo — ¥} en )
verifica
w(z,T)=0 en £
Aqui, F viene dada por

F(z,t;s,p) = f(y*(z,t) + 5, Vy*(z,t) + p) — f(y* (2, 1), VY™ (2, 1)),

para cada (z,t) € @ y (s,p) € R x R". La demostracién del lema estard terminada si
somos capaces de comprobar que tal control u existe.
Obsérvese que

F(z,t;s,p) = §(z, t;8,p)s + G(z, t; s,p) - p,

donde -
g9(z,t;8,p) = /0 —a—i(y*(x,t) + As, Vy*(z,t) + Ap) dA
y L
Gi(z,t;s,p) = / (y*(z,t) + Xs, Vy*(z,t) + Ap) dA para 1 <i < N.

o Jp;

Entonces, de (3.9) y, gracias a que y* € C°([0,T}; Wh*°(Q2)), es claro que F verifica las
hipdtesis de la Observacién 3.12. Esto ya es suficiente para asegurar que u existe y concluir
la demostracién.

Ahora, razonemos como sigue:
o Existe g > 0 que sélo depende de Q, y4 v f, tal que, para cada 6 € (0, dp), el sistema

dw — Aw + f(w,Vw)=0 en Qx (T—-46T),
w=0 sobre O x (T —46,T), (3.66)
w(z, T —§) = ya(x) en Q,

tiene exactamente una solucion w € C°([T — 6, T]; W1=(£2)), que también verifica
w(-,T) € W2P(Q) N Hy (). (3.67)

Evidentemente, podemos asociarle a € un pardmetro § € (0,60p) (suficientemente
pequefio) tal que, para la correspondiente solucién w de (3.66), se tiene:

lw(-,T) = yallr2 < e (3.68)
Fijemos 0 y w verificando (3.66), (3.67) y (3.68).
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Existe v; € L*(O x (0,T — §)) tal que el correspondiente sistema

Oh — Ay + f(y1, Vyr) =nilo  en Qx(0,T - 9),
y1 =0 sobre 99 x (0,T — §), (3.69)
y1(z,0) = yo(x) en Q

posee exactamente una solucién y; € C°([0,T — &]; WH*(Q)), con
y(z, T—-0)=y"(z, T —6) en Q.
Esto es consecuencia del lema 3.11.

De (3.68), obtenemos que, en [T —§, T'], nuestra tarea consiste en conducir el sistema
exactamente del estado y*(-, T — d) al estado w(-,T’). Pero podemos usar de nuevo
el lema 3.11 y deducir la existencia de un control v, € L®(O x (T'—4,T)) tal que
el correspondiente sistema

Owya — Ays + f(y2, Vya) = v13lp  en Qx (T -4,T),

ya =10 sobre 9 x (T'—6,T), (3.70)
y?(xaT_(S) =y*(.’E,T—5) en Qa

admite una solucién y, € CO([T — 4, T); Wh*°(Q)) verificando

yo(z, T) = w(z,T) en £

Pongamos ahora

v oen [0, -],
v v en [T —46,T).

Fl estado asociado es

y1 en [0,T -4,
yo en [T —46,T].

En consecuencia, hemos encontrado un control v € L*(O x (0,T)) tal que la correspon-
diente solucién del sistema (3.1) posee una solucién y que verifica (3.4). Esto finaliza la
demostracién del teorema 3.2.

3.5 Idea de la demostracién del resultado de contro-

labilidad con control frontera

En esta seccién daremos una breve idea de las demostraciones de los teoremas 3.3 y
3.4. Ambos resultados se deducen de los resultados ya demostrados en el caso de control
distribuido.
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Por ejemplo, vamos a referirnos a la prueba del teorema 3.3. Supongamos, por sim-
plicidad , que yo € W2P(Q) NV para un cierto p > N. Recordemos que f : RxRY » R
es una funcién localmente Lipschitziana y verifica f(0,0) = 0 y (3.6). Sea G un abierto
acotado de frontera 0G de clase C? tal que Q C G y 92N G C 7. Sea O un subconjunto
abierto de G \ Q. Existe una funcién 7 € W2?(G) N H}(G) tal que Jo =y en O y

|[ollw22(6) < Cllyollw2e()

donde C es una constante positiva que sélo depende de Q y G.
Sea v € L*(O x (0,T')) un control, dado por el teorema 3.1, tal que

atg - Ag + f(g’ Vg) = 1710 en g X (07 T))
=0 sorbe  8G x (0,T),
7(z,0) = go(x) en g,

posee exactamente una solucién § € C°([0, T]; W1*°(G)) con
g(z,T)=0 en G.

Llamemos v la traza de 3 sobre v x (0,7). Entonces v € L*®(y x (0,T)) y la restriccién
a Q) x (0,T) de ¥ resuelve el correspondiente sistema (3.2). Esto prueba el teorema 3.3.
Para demostrar el teorema 3.4, basta razonar de forma andloga.
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Capitulo 4

LA EDP DEL CALOR CON
CONDICIONES DE TIPO
FOURIER NO LINEALES

4.1 El problema considerado. Existencia y unicidad
de solucién

En este Capitulo, 2 es de nuevo un abierto conexo acotado de RY de frontera 82 regular.
Consideraremos con frecuencia los espacios de Hilbert L2(Q) y H'(2). La norma y el
producto escalar en L*(Q) (resp. en H'()) serdn denotados |- |y (-,-) (resp. || - || y
).

Consideramos la ecuacién del calor con condiciones de contorno no lineales de tipo

Fourier:
Oy—Ay=vlp en Q=0Qx(0,T),

Oy + fy) =0 sobre ¥ =00Qx(0,T), (4.1)
y(O) = Yo,
donde v € L2(O x(0,T)), yo € L*(2) son dados y f : R — IR es una funcién globalmente

Lipschitziana. Nuestro primer objetivo es analizar la existencia y unicidad de solucién
débil de (4.1). El resultado principal de esta seccién es el siguiente:

Teorema 4.1 - Supongamos que yo € L*(Q), v € L*(O x (0,T)) y f : R — R es
globalmente Lipschitziana. Entonces eziste una unica solucidn y de (4.1) que verifica
y € L*(0,T; HY(Q)) N C°([0, T); L*(Y)), Oy € L*(0,T; HY(Q)). Ademds, existe una
constante positiva C' que sélo depende de 0, T, f, |yo| y |v]l2(ox 01y tal que

lyllee 22y + Nyl ey + 18yl 21y < C. (4.2)

El sentido en que y es solucién de (4.1) quedard explicito en la demostraciéon. Para la
demostracién del teorema 4.1, véase la subseccién 4.1.2. Necesitaremos con anterioridad
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algunos resultados previos para problemas lineales andlogos a (4.1), que ser4dn analizados
en la subseccién 4.1.1.

4.1.1 Un problema lineal

Consideramos de momento el problema lineal

Oy —Ay=vlp en Q,
Oy +a(z,t)y = —f(0) sobre X, (4.3)
y(0) = o,

donde a € L*(X). Tenemos el siguiente resultado de existencia, unicidad y dependencia
continua respecto de los datos:

Lema 4.2 - Supongamos que yo € L*(Q), v € L*(O x (0,T)) y a € L=(X). Entonces
eziste una dnica solucidn y de (4.3) que verifica y € L*(0,T; HY(Q)) N C°([0,T]; L*(Q)),
Owy € L*0,T; HY(Q)). Ademds, existe una constante positiva C que sélo depende de ,
T, 1f(0), llallz=c), lyol ¥ llvllz2ox@ry) , tal que

lylleoz2y + 19l 2ty + 110wyl L2car-1y < C. (4.4)

De nuevo, el sentido en que y es solucién de (4.3) serd explicado en la demostracién.

DEMOSTRACION DEL LEMA 4.2: Para la demostracién, aplicaremos el método de
Galerkin. En primer lugar, tengamos en cuenta que la formulacién débil habitual del
problema (4.3) conduce a una forma bilineal que no es coerciva en H'()). Para evitar
esta dificultad, se introduce el cambio de variable z = e *y. De este modo, la formu-
lacién débil escrita para z contiene una forma bilineal que puede ser coerciva en H(Q)
(ver mas adelante). Gracias a este cambio de variable, todo lo que obtengamos para la
aproximacion de Galerkin para z implicar4 de forma inmediata propiedades de y. Veamos
mas detalladamente esto.

1. Eleccion de la base “especial”.
Sea {wi,...,Wn,,...} la base especial de H*(Q), que estd definida de la forma siguien-
te:

{ (Vw;, Vw) + (w;, w) = A\j(w;, w) Ywe HYQ), w; € HY(Q), 15)
. (4.

’U}jl‘—"l, O<)\1§)\2S ........ SAJS ........ s AJ/—DO

2. Definicion de solucidén aprozimada.
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Pongamos V,,, = w1, . .., wn,] para cadam > 1 (V,, es el subespacio de H'(2) generado
por los w;, con 1 < j < m). El m-ésimo problema aproximado es:

(

Hallar 9 : [0,T] = Vi, yn(t) =D gim(t)w;, tal que
=

4 (yﬁn ,’LU) + (Vym y V’lU) + (aym ,’w)Lz(aQ) (46)
= (vlo,w) — (f(0), w)r2¢90) Yw € Vpn,
\ ym(o) = Yom

donde Yom = Pnyo ¥ P : L2(Q) — V,, es el operador de proyeccién ortogonal habitual.
Dado que (4.6) es un problema de Cauchy para un SDO lineal de dimensién m, deducimos
que posee una Unica solucién y,,, definida en todo el intervalo [0, T

3. Estimaciones “a priori” sobre y,, .
Obtendremos aqui estimaciones uniformes de las y,, en los espacios L=(0;T; L3(2)) y
L%(0; T; HY(Q)). Como paso previo, necesitaremos el resultado siguiente:

Lema 4.3 - Para cada o > 0 existe A(a) > 0 tal que

Vol + Xa)lo* 2 ellvllfa@n) Vv e H(Q). (4.7)

DEMOSTRACION DEL LEMA 4.3: Supongamos que esto no es cierto. Entonces existe
a > 0 tal que, para cada n > 1, existe una funcién v, € H(2) que verifica

[Vo|* + nfval* < aflvnlZ2go0) - (4.8)

Tomemos
Uy = HUnHEZI(aQ) Un Yn 21

Entonces ||U,|12(00) = 1 y, ademds, podemos suponer que
U, — v en HYQ)-débil yen L*Q).
Por otra parte, de (4.8) se tiene que
V.2 4+ nltn)* <o Vn>1.
Luego necesariamente ¥ = 0. Tenemos que
YoUn — 0 en  HY2(5)-débil

(de donde ¥, — 0 en L?(9%)) y, al mismo tiempo, ||oUn||z2(00) = 1 para cada n > 1.
Por supuesto, esto es una contradicciéon que prueba el lema.
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Evidentemente, cabe esperar que A(a) crezca con o. Para obtener estimaciones de la
solucién aproximada y., de (4.6), introducimos un cambio de variable, poniendo

—At
Zm = € Ym

para cada m > 1. Como ya hemos mencionado anteriormente, basta obtener estimaciones
adecuadas para z,, . Al introducir este cambio, el sistema (4.6) se convierte en

(2 (1), w) + (Vzm(t), V) + Mzm(t), w) + (a(t)2m(t), w) 2200
= (e™Mvlo,w) — (f(0)e™, w)r200) YW € Vim, (4.9)
Zm(o) = Yom -
Tomemos en (4.9) como funcién “test” w = z,,(t) para cada t. Podemos escribir que

1d , , - 2
5o OF + [VanOF + Mam(®P + | a®len(®)dr

= (e(t) 1o, Zm(t)) — / F(0)e 2, (¢) dT.

o

(4.10)

Sea R > 2||a||pee(sy . Tras aplicar el lema 4.3 con a = R, se deduce que
V2 (8)* + MR)|2m (t)]* > Rl|2m(t) [ 2200)

para cada t y cada m. En lo que sigue, supondremos que la constante A\ verifica A >
max(A(R), A(1)). Podremos escribir en tal caso que

/ma(t)lzm(t)l? drl < %!Vzm(t)P i %lzm(t)lz.

Luego obtenemos facilmente de (4.10) que

%|Zm(t)|2 + V(@) + Az () (4.11)

< el + Sl Mu(e) 1o + 2

/8 FO)e () dr| .

Para acotar el ultimo sumando de (4.11), aplicamos de nuevo el lema 4.3 con o = 1y
llegamos a las desigualdades siguientes:

[ 1@z (0 th.
([ 1t |2dF>12</ 1£(0) ‘”|2d1“)
(92O + ALz 0F) " ([ 150 ar)

% (IV2m(®)[* + A1) 2m(1)]?) + Ce™(F(0)

IA

IA

(A
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Esto tltimo, junto con (4.11), implica

L1l + 1V + Dm0

o ) (4.12)
< Sleo(B)1of + 7 (lam®I? + MDlzm(B)) + 20| F(O).
Dado que A > A(1), obtenemos que
d 2 2
E]z,,»b(tc)jl + |V 2 ()2 4+ N zm (8) ]2 @13)

< Sle™Mu(E) ol + Ce | £(0)[*

By
Integrando (4.13) respecto de la variable ¢, conseguimos la desigualdad

am + [ (V) + N} ds < Sololfa + SIAOP + ol (414)

De aqui, deducimos que existe una constante positiva C' (de las caracteristicas del enun-
ciado del lema 4.2) tal que

lzmllLoo 2y < C,  Nlzmllze@ny < C.

At

Finalmente, teniendo en cuenta que y,, = e*z,,, concluimos que y,, también verifica

[Ym |2y + Nymll 20y < C,
donde podemos suponer que C es creciente en ||al|e. Esto prueba que

Ym € acotado de  L*®(0;T; L3(Q)) N L*(0; T; H*(Y)). (4.15)

Observacién 4.1 No es posible (al menos con este argumento) “cuantificar” el modo en
que depende la constante C de [[af|.. Esto es debido a la presencia de un argumento de
compacidad-unicidad.

4. Estimaciones “a priori” sobre las y, .
Vamos a obtener primero estimaciones sobre las z/,. Definimos h, = hn(t), con
hn(t) € (HY(Q)) para cada t como sigue:

o (£), ) = —(Vzm (L), Vo) — Azm(t), w) — / a(t) zm(t)w dT
+ (e Mu(t) 1o, w /mf JeMwdl Ywe HY(Q).
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Tenemos
’ (Z;(t),’w) = (hm(t)aw) Vw € Vi,
2. (t) € Vin.
Luego, podemos escribir que 2. (t) = Pphm(t) para cada t, donde P, : (HY(Q)) — V,, es
el operador de proyeccién habitual, definido como sigue:

ﬁmg = in:(g’ W;)W; Vg e (H().

Por ser V;, el espacio generado por los wj, con los w; formando la base especial, podemos
afirmar que

1Pl @y < 1.
De aqui, se deduce facilmente que
2. € acotado de L*(0,T;(H(Q))). (4.16)

Usamos ahora que 4, = e

y,. € acotado de L2(0,T;(H'(Q))). (4.17)

*2m para concluir que

5. Extraccion de subsucesiones convergentes.
Las estimaciones obtenidas implican que

Ym € acotado de  C°([0,T]; L3(Q)),
Yym € compacto de L?*(Q).

De hecho, podemos suponer que y,, € compacto de L?(0,T’; E) para cada espacio de
Banach £ tal que H'(Q2) — E — (H*(Q))' con la primera inyeccién compacta. Por tanto,
podemos deducir la existencia de (al menos) una subsucesién {y,} con las propiedades
siguientes:

Yy =y en  L2(0,T; H'(Q))-débil,
Y — Y en L*(0,T; L*(9))-débilx,
Y =Y en L*Q)ycpd,

y.(0) — y(0)  en L*()-débil,

Yy, — Y en L*(0,T;(HYQ)))-débil.

6. Paso al limite. Conclusion.
Gracias al apartado 5, es posible pasar al limite en todos los términos de (4.6). M4s
concretamente, obtenemos

(Y, w) — (Y, w) en L2(0,7)-débil,
(Vy,, Vw) — (Vy,Vw)  en L*(0,7T)-débil,
(ayu, w) — (ay, w) en L%*(0,7).
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Se observa que también tenemos y(0) = yo puesto que, al mismo tiempo, se verifica

9.(0)=vo. >y en L*),
.(0) — y(0) en L2()-débil.

Tomando limites en (4.6), llegamos a que, para cada w € U Vin , se tienen las igualdades
m2>1

(¢ (), w) + (Vy(t), Vw) + (a(t)y(t), w)r2(a0)
= (v(t)lo,w) — (f(0), w)r2(a0) (4.18)
y(O) =%.

Por tltimo, por densidad, deducimos que (4.18) es cierto para todo w € H'(Q).

Hemos probado pues que existe y, solucién del problema lineal (4.3), con
y € L*(0,T; H'(Q) N C°([0, T); L*(R)), 8w € L*(0,T;(H'())")
y con estimaciones
lyllL2ery + [lyllpoe(z2y < C, (4.19)
donde C es como se dice en el enunciado.

En lo que se refiere a 9,y, todavia no podemos decir que dyy € L*(0,T; H*()), como

afirma el lema 4.2. De momento, s6lo tenemos definida 0;y como una distribucién con
valores en (H'(Q))".

7. Una propiedad adicional de Oyy.

Vamos a ver que, “a posteriori”, es posible interpretar O,y como un elemento de
L*(0,T; H1(€)) (con una nueva estimacién, andloga a (4.19)). En efecto, razonemos
como sigue: Sean w € D(Q) y ¢ € D(0,T). Para todo (z,t) € Q, tomamos p(z,t) =
w(z)(t). De (4.18), se deduce que

T T T
| Wowpdt+ [ (Vy, Vupdt = [ @lo,wpwd,
0 0 0

de donde
(Owy — Ay —vlo, ) p@) p@) = 0.

Como las combinaciones lineales de estas funciones ¢ son densas en D(Q)), se llega a que
Oy~ Ay=vlp en D(Q).

En consecuencia, dyy € L*(0,T; H™'(£2)) y, en virtud de las estimaciones (4.19), se deduce
que
10yl 21y < C. (4.20)
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Resumiendo, hemos demostrado que existe al menos una funcién y que es solucién del
problema lineal (4.3) en el sentido (4.18) que, ademés, verifica las acotaciones (4.4) del
lema 4.2.

8. Unicidad.
Supongamos que existen dos soluciones 3!, y? de (4.3). Pongamos

y=y' -9

Entonces y, satisface
dy—Ay=0 en Q,
Oy +a(z,t)y=0 sobre X, (4.21)
y(0)=0

con a € L°°(%). Veamos que y = 0. Para ello, basta probar que z = ey es idénticamente

cero. Usando una vez mas el lema 4.3 y razonando igual que en el apartado 3 de esta
demostracién, llegamos a la desigualdad

) + 1900 + N <0,
2(0) = 0.

(4.22)

Aqui, también hemos tomado A > max(A(R), A(1)), con R > 2||a||zee(x) . No hay mas que
aplicar el lema de Gronwall para concluir que z = 0 por lo que, necesariamente, y = 0.

Observacion 4.2 De las estimaciones deducidas en la demostracién, se deduce que la
constante C' de (4.4) puede elegirse como sigue:

¢ = Co([lvlollrag + 1 (0)] + lyol),

donde Cy sdlo depende de ©, Ty {|al| Loy -

4.1.2 Demostracion del teorema 4.1

1. Definicion de una aplicacion de punto fijo.
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Supongamos, por el momento, que f es C! en (—1,1) y pongamos

f(s) = f(0) .
g(s) = f,(o)_s ST s f g, (4.23)

Se tiene que g es continua y uniformemente acotada, es decir
lg(s)| < C Vs eR. (4.24)

Llamemos Z = L%(XZ). Definimos la aplicacién A : Z — Z como sigue: A(z) = Yy,
donde y, es la solucién de

8tyz - Ayz =vlp en Q"
Ony + 9(2)y. = —f(0) sobre X, (4.25)
¥-(0) = vo

(proporcionada por el lema 4.2). La existencia de solucién de (4.1) estard asegurada
sl somos capaces de probar que existe un punto fijo de A. El siguiente resultado que
presentamos va en este sentido.

Lema 4.4 - La aplicacion A cumple las propiedades siguientes:
(¢) A estd bien definida;
(i1) A es continua;

(#3i) A envia todo el espacio L*(Z) en un conjunto relativamente compacto de L?(%).

DEMOSTRACION DEL LEMA 4.4: Para empezar, veamos al mismo tiempo que se cumplen
las propiedades (), (¢i1). Observemos que, gracias a la cota uniforme (4.24) de la funcién
g, podemos afirmar que, si z € Z, entonces g(z) estd acotada en L*(X). Por tanto, el
lema 4.2 es aplicable. Deducimos que, para cada z € Z, existe una unica solucién y,
del problema (4.25). Ademés, vy, cumple las estimaciones (4.4) con constantes que sélo
dependen de €, T', f, |yo| ¥ |[v|l20x(0,1)), Pero independientes de z. En particular, se
tiene que

y. € acotadode L>(0,7T;L%*Q))NL%0,T; H(N)),

4.26
dwy. € acotadode L%(0,T; H}(Q)). (4.26)

Més ain, como la inyeccién H(Q) — H*(Q2) es compacta cualquiera que sea s < 1
(cf. por ejemplo [3]), obtenemos de (4.26) que

y, € compacto de L2*(0,T; H*(Q)).
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Pongamos para simplificar la notacién
Y ={y: ye L*0,T; H(Q)), 0 € L*(0,T; H*(Q))}.

Este espacio vectorial se convierte en un espacio de Hilbert para la norma “natural”

1/2
lvlly = (oo + lul3ag-n) " -

Lo que acabamos de utilizar es que la inyeccién del espacio Y en L%(0,T; H*(Q)) es
compacta para todo s < 1. Hay que tener en cuenta ahora los siguientes resultados:

e Siw € H*(2) con s > 1/2, tiene sentido hablar de su traza yow = w|sq como
elemento de H*~1/2(9Q2) y la aplicacién w + Yow es lineal continua de H*(Q) en
HY2(0Q) (cf. [2]).

e En particular, vy, se mueve en un compacto de L*(0,T; H*~/2(9))) para cada
s€(1/2,1).

e Lainyeccion L*(0,T; H5Y2(99)) «— L*(%) es continua, cualquiera que sea s > 1/2.

Esto y lo anterior implican que A(Z) es relativamente compacto en Z. Asi, probamos que
la aplicacién A estd bien definida y transforma todo Z en un relativamente compacto de
Z.
Queda comprobar (i7), es decir, la continuidad de A. Para ello, consideremos una
sucesién 2 en Z que verifique
Zr— 2z en 4.

Hay que demostrar que
Az) — A(z) en Z. (4.27)

Pongamos A(z) = vy, siendo y; la solucién de

Oy — Ay =vlp en @,
Onte + g(zx)yr, = —f(0) sobre X, (4.28)
Yi(0) = yo.-

Todo consiste en comprobar que y, converge fuertemente en Z hacia y, , la solucién de
(4.25) asociada a z (en realidad, bastarfa demostrar que una subsucesién converge hacia
Y-, pues la unicidad hace que toda la sucesién converja).

En efecto, por una parte, la convergencia fuerte de 2z, hacia z en Z y la continuidad
de la funcién g implican que existe una subsucesién 2z, tal que

z,(x,t) — z(z,t) cpd. en X,
9(z,) — g(2) en L*™(¥)-débilx y c.p.d.
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Por otra parte, hemos visto que y, se mueve en un acotado de Y y A(2,) = Yoy, se mueve
en un conjunto relativamente compacto de L?(X); luego podemos suponer que

Owy, — Oy en L*(0,T; H1(Q))-débil,
Yu =Y en L2(0,T; H(Q))-débil
y
Yoyu — Yoy en L*(Z).

Pasando al limite en (4.28) (con k cambiado por p), obtenemos que y es solucién de (4.25).
Esto justifica la continuidad de A.

2. Aplicacion del teorema de Schauder.
Gracias al lema 4.4, podemos aplicar el teorema de Schauder y afirmar que existe al
menos un punto fijo y de A. Esta funcién verifica
Oy — Ay =vlp en @,
Oy + g(y)y = —f(0) sobre X, (4.29)
y(0) = yo
y es la solucién que buscamos. Hemos demostrado por tanto que el problema (4.1) posee
solucién que, ademds, verifica las estimaciones (4.2).

3. El caso general, con f (sdlo) globalmente Lipschitziana.

Supongamos ahora que la funcién f : R — IR es (sélo) globalmente Lipschitziana.
Mediante el producto de convolucién, podemos construir una sucesién de funciones fj
que son de clase C! en (—1,1) y globalmente Lipschitzianas, con constantes de Lipschitz
independientes de k y tales que

fr — f uniformemente sobre los compactos de IR.

Maés concretamente, fijado § > 0 (suficientemente pequeiio), las fi pueden venir dadas
como sigue:

f(s), sl > 143,
fu(s) =< 0(s)f(s) + (1 —8(s))(fxpe)(s), 1< |s| <1+,
(f*pr)(s), sl <1

Aqui, py es una sucesién regularizante y la funcién 6 es continua, 0 < 6(s) < 1y, es tal
que (1) =0, 8(1 +§) = 1. Para cada k > 1, sea y; la solucién del problema

Oy — Ay =vlp en @,
Ok + fe(yr) =0 sobre X, (4.30)
Yk(0) = wo
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(construida como en los apartados que preceden). Definimos g, : R — R como sigue:

fi(s) = fe(0) .
gi(s) = o s " 3740(; (4.31)
4 (s si s=0.

Como las constantes de Lipschitz para las fi son independientes de k, usando la definicién
(4.31) de g, obtenemos que

gr(yx) € acotado de L®°(X)
(independiente de k). Es posible ahora razonar como antes, llegando de nuevo a que

yr €  acotado de L2(0,T; HY(2)) N L*>(0, T; L*(Q2)),
Ok € acotado de L2(0,T; H~1()),
Yoyr € compacto de L2(X).

No hay més que pasar al limite en (4.30) cuando k — oo para terminar la demostracién de
la existencia y regularidad de una solucién y del problema (4.1), como afirma el teorema.

4. Unicidad.
Supongamos ahora que el problema (4.1) admite dos soluciones, y' e y%. Pongamos
y = y' — y?. Hagamos de nuevo el cambio z = e~*y. Tenemos que

Oz—Az+Az=0 en Q,

Oz + e M(f(y") — f(¥*)) =0 sobre X, (4.32)
2(0) =0.
Razonando como en otras ocasiones, obtenemos
Sal? SV 4 A=) + [ M) - )T =0
2dt” "2 o0 ’ (4.33)
z(0) = 0.

Por otra parte, gracias a que f es globalmente Lipschitzana, podemos escribir

1) — FP)] < CeMlzl.

En consecuencia, la igualdad (4.33) implica

2 dt (4.34)

1d, o 1 9 5 9
v <
|2] +2([ z|* + Alz[%) C’/m |z|* dT,
z(0) = 0.

De donde, tras aplicar el lema de Gronwall, llegamos a que z = 0 y, por tanto, y = 0.
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4.2 Controlabilidad aproximada

Hablaremos en esta seccién de la controlabilidad aproximada para el problema (4.1).
Gracias al teorema 4.1, sabemos que, dados v € L*(O x (0,T)) e yo € L*(f), existe una
tinica solucién y de (4.1). Ademas, entre otras cosas, se verifica que y € C°([0, T]; L*(£2)).
El resultado principal de esta seccién es el que sigue:

Teorema 4.5 — Supongamos que f : R — R es globalmente Lipschitziana. FEntonces
(4.1) es aprorimadamente controlable. Mds precisamente, dados yo € L?(Q), v1 € L*(Q)
y € > 0 exziste un controlv € L?(O x (0,T)) tal que la correspondiente solucidn y de (4.1)
verifica

w(T) —unl<e

La demostracién de este teorema se basa en un resultado de controlabilidad andlogo para
problemas lineales y un argumento de punto fijo (véase la demostracién del teorema 4.5
en la seccién 4.2.2). La estrategia que seguiremos estd adaptada de la que se utiliza en [1].
Para mayor claridad, presentaremos todos los detalles.

Como en ocasiones anteriores, pasamos a presentar a continuacién, los resultados
previos que hacen falta para la demostracién de este teorema.

4.2.1 Resultados previos. Control de sistemas lineales

Consideramos el sistema lineal asociado a (4.1)

Oy — Ay =vlp en Q,
Ony + a(z,t)y =0 sobre X, (4.35)
y(O) = %Yo,

donde ¢ € L>(¥). Sabemos, por el lema 4.2, que existe una inica solucién y del problema
(4.35) que verifica ademds y € C°([0, T]; L*(2)). Se tiene el resultado de controlabilidad
aproximada siguiente:

Teorema 4.6 - Supongamos dados yo € L*(Q), 71 € L*(Q) y a € L®(X). Entonces,
para todo € > 0, existe un control v € L*(O x (0,T)) tal que la solucion y de (4.35)
verifica

[y(T) — | < e

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.6: La demostracién de este teorema se hard en varias
etapas. - Iremos presentando cada etapa como un respectivo lema, junto con su de-
mostracién. Como hemos indicado, seguiremos las lineas generales de [1]. De acuerdo
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con ello, como paso previo, vamos a considerar el problema adjunto asociado a (4.35)

_atgo - AQD =0 en Q7
Opp + alz,t)p =0 sobre X, (4.36)
o(T) = er,

donde @7 € L%(Q)). También definimos el funcional J = J(¢7;a, 1), con

~ 1 9 ~ 2
: == - L2(Q). 4.37
J(or;a,71) 2//@)((”) lol? + elor| — (T, o) Yer € L*(Q) (4.37)

El camino seguido serd el siguiente:

e Probaremos que el funcional J(-;a,#1) posee un dnico minimo en L*(Q), que serd
designado @ (véanse lemas 4.7 y 4.8).

e Daremos una caracterizacién de este minimo (ver lema 4.9).

e Construiremos el control v de la forma v = @lox(,r), siendo @ la solucién del
problema adjunto (4.36) asociado al dato final @r, el tnico minimo de J(-;a,%1)
(ver lema 4.10).

Asi, el primer resultado a probar es el siguiente:
Lema 4.7 - Fl funcional J(-;a,%;) verifica:

1. J(-;a,71) es continuo;

2. J(-;a,71) es estrictamente convezo;

3. J(-;a,71) es coercivo.

DEMOSTRACION DEL LEMA 4.7:
1. Es fécil probar la continuidad de J(-;a,7,). En efecto, si ¢p% — @7 en L?(Q), entonces
las correspondientes soluciones ¢™ y ¢ de (4.36) verifican " — ¢ en L*(Q). de donde

//C)x(O,T) o = //Ox(O,T) [ol”

Por otra parte, |¢"| — |pr|, obviamente,
100 dr — / U dz.
/leSOT le(PT
En consecuencia, J(p%;a,91) — J(pr;a,71) y J(-;a,71) es continuo.

2. Para comprobar que el funcional J(-;a,¥;) es estrictamente convexo, basta observar
que se escribe como suma de dos, el primero convexo y el segundo estrictamente convexo.
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3. La coercividad de J(-;a,%;) se da gracias a la propiedad de continuacién dnica para el
problema adjunto (4.36), es decir para la EDP del calor. Esta tltima es independiente de
la condicién de contorno. Més precisamente, tenemos el siguiente resultado, que implica
la coercividad de J(-;a, %) y, por tanto finaliza la demostracién del lema 4.7:

Lema 4.8 - Dados §; € L*(Q) y a € L®(Z), se tiene que
lm inf ZETIGT) S (4.38)
[pr]|—00 |(PT|

DEMOSTRACION DEL LEMA 4.8: Razonemos por reduccién al absurdo, repitiendo la
demostracién de la proposicién 2.2 de [1]. Supongamos que (4.38) no es cierto. Entonces
existe una sucesién ¢% en L(Q)) tal que

J((p?’ @, gl)

7| — o0, — <& Vn > 1. (4.39)
%]
Pongamos
—n _ PT o "
PT =T = Vn>1.
T %] |Q0T‘

Gracias a la linealidad de los problemas considerados, ¢™ es la solucién de (4.36) asociada
al dato final 7.
Para todo n, se verifica que |[¢%| = 1. Luego, tras extraer una subsucesién si hace

falta, deducimos que
o — @y en L*(Q)-débil. (4.40)

Los razonamientos de dependencia continua habituales nos dicen que las @™ convergen
débilmente en L%(0, T; H*(2)) hacia la solucién @ de (4.36) asociada a @ con 0,¢™ — 0,@
en L*(0,T; H~1(£))-débil. Luego

"~ ¢ en L*Q).

Por otra parte, la desigualdad (4.39) implica que

1 , 2 _
- P4 < T 4.41
2 //<9><(0,T) i |07 le@T ( )

Tomando limites en (4.41) cuando n — oo, como |¢| — oo, llegamos a que

1 ~12
Z =0,
2 //OX(O,T) @l

de donde ¢ = 0 en O x (0,T). Aplicamos ahora el resultado de continuacién tnica a @
para deducir que ¢ =0 en @ y, por tanto, también se anula en el instante final t =T, es
decir

(,BT =0 en .
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Por ultimo, de la definicién del funcional J(-;a,%;) tenemos

J(@F;a,91) // I<p"|2 / /
_ _ >e— [ 7gh. 4.42
erl T 2MJoxem |¢?‘|2 v Tl % (4.42)

Basta tomar limites inferiores en (4.42), pues sabemos que se da (4.40) con @y = 0, para
llegar a un absurdo. Esto prueba el lema.

Observacién 4.3 Un argumento similar al de la demostracién del lema 4.8 muestra que
cuando a se mueve en un acotado de L®(X) e 7, se mueve en un compacto de L?(Q2), el
tinico minimo @7 de J(ior;a,7;) se mueve en un acotado de L?(£). :

El resultado que sigue afirma que existe un tinico minimo de J(-;a,¥;) y proporciona al
mismo tiempo una caracterizacién de éste.

Lema 4.9 - El funcional J(-;a,71) alcanza su minimo en un tinico punto or € L2(Q).
Ademds, se tiene que
Pr=0< 71| <e. (4.43)

DEMOSTRACION DEL LEMA 4.9:

1. La existencia y unicidad del minimo de J(-;a,7;) en L*(Q), es consecuencia trivial del
lema 4.7. Denotaremos este minimo por @r.

2. Veamos que la caracterizacién (4.43) de @r es correcta. Supongamos en primer lugar
que |71| < . Entonces, para cada ¢r € L*(Q) podemos escribir

J(pr;a, 1) > elor| — (1, or) > (e = [TuD)]er] > 0. (4.44)

Por otra parte, J(0;a,%1) = 0. Luego el tnico minimo de J(-;a,y1) se alcanza en el
origen. Esto prueba que @pr = 0.
Reciprocamente, si el inico minimo del funcional es @7 = 0, tenemos

J(or;a, ) > J0;a,71) =0 Ver € L*(Q).
Sea @r € L*(Q) tal que |@r| = 1, (§1, r) = |71]. Pongamos

1 1
or = —9r, " =—¢ Vn=>1,
n n
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donde @ es la solucién del problema adjunto (4.36) asociada al dato final r. Entonces
decir que J(@7};a, 1) > 0 significa que

1
— Pl <e— |y Vn > 1.
2n //OX(O,T) l(pl =€ lyll n=

Pero entonces |7 < €. Esto completa la demostracién.

De acuerdo con la estrategia marcada al principio de la demostracién del teorema 4.6,
como iltimo paso, probaremos la controlabilidad aproximada para el sistema (4.35):

Lema 4.10 - Supongamos que yo = 0 e 7y € L*(Q), con |71]| > e. Si tomamos en (4.35)
como control la funcion ¥ = @lox o), donde @ es la solucion de (4.36) asociada al unico
minimo @r de J(-;a,71) en LE(Q), entonces la correspondiente solucidn y es tal que

[W(T) =l =&

Observacioén 4.4 Si |3;| < ¢, gracias a la caracterizacién que proporciona el lema 4.9,
sabemos que @ = 0. En consecuencia, la solucién asociada, es ¢ = 0. El control v = 0,
hace que la solucién y de (4.35) cumpla

y(T) =l =lin] <e

En otras palabras, para estados deseados “pequefios”, sabemos controlar el sistema (4.35)
de forma aproximada (y trivial). As, el caso realmente interesante es aquél en que |J;| > €.

DEMOSTRACION DEL LEMA 4.10:  Por hipétesis, sabemos que |g;| > €. Podemos
aplicar el lema 4.9, para deducir que @7 # 0. Esto implica que el funcional J(-;a,71) es
diferenciable en @ . Por tanto, su tinico minimo @ viene caracterizado por las igualdades

(J'(@r5a,7), er) =0 Ver € L¥(Q).

No es dificil ver, que esto se escribe en la forma

—~

JL et —Guen) =0 Ver € LX(Q), (4.45)
Ox(0,T) |7

donde ¢ es la solucién de (4.36) asociada a 7.
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Volvamos a considerar el sistema (4.35), con yp = 0y v € L2(Ox (0, T')). Multiplicando
la ecuacién de (4.35) por ¢ e integrando en @ respecto de = y respecto de ¢, tras realizar
las oportunas integraciones por partes y utilizar las propiedades de ¢, se llega a que

//OX(O,T) vp = (y(T'), ¢r).

v = Plox(,r) -

Elijamos el control

Entonces la igualdad (4.45) implica

~

(Y(T), 0r) = (I1 — 625, or) Ver € LXQ),
|90T|

de donde podemos afirmar que

Asi, hemos probado que

Observacién 4.5 Obsérvese que hemos probado la controlabilidad aproximada para el
problema lineal (4.35). Ademds, hemos visto que el “mejor” control viene dado por
v = Plox(o,r) - Aqui, la funcién @ es la solucién del problema adjunto (4.36) asociado al
dato final @r, el inico minimo en L?(2) del funcional J(-;a, 7).

4.2.2 Demostracion del teorema 4.5

En lineas generales, la demostracién de este teorema sigue los mismos pasos de la del
teorema 4.1. Se utilizan varios resultados ya demostrados anteriormente. Por esta razén,
pasaremos por encima de algunos detalles.

1. Definicion de una aplicacidn de punto fijo.

Supongamos, por comodidad, que f es C*(R) y globalmente Lipschitziana. Sea g la
funcién definida por (4.23). Entonces g es continua y uniformemente acotada.

Definimos la aplicacién T' : L*(Z) — L%X) de la forma siguiente: Para cada z €
L*(%), ponemos T'(y.) = 7oy, , donde y, es (junto con v,), la solucién del problema de
controlabilidad aproximada lineal

atyz - Ayz = Ule en Qa
Ony. + 9(2)y, = —f(0) sobre X, (4.46)
v(0) =vo, |v-(T)—ml <5¢,
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construido de modo andlogo a como se ha hecho previamente. Obsérvese que, en realidad,
la aplicacion I' actia de la siguiente manera:

z € L2(Z) — g(2) € L®(Z) = {g(2),v,} € L=(Z) x L2(O x (0,T))

=y, €Y — yy, € L*(T).

Todo consiste en comprobar que I' posee un punto fijo.

2. Deduccion de la existencia de un punto fijo.
Razonemos de la forma que ya es habitual. Para cada z € L?(Z), sea g(z) = a,. Se
tiene que
a, € acotado de L*°(XL).

Buscamos y, = u, + w, , siendo u, la solucién de
O, — Au, =0 en @,
Ontz + a(z,t)u, = —f(0) sobre X, (4.47)
u(0) = yo

y, siendo w, (junto con v,) la solucién de

ow, — Aw, =v,10 en Q,
Opw, + a,(z,tyw, =0 sobre X, (4.48)
’LUZ(O) =0, le(T) - (yl - U'Z(T))' <e

que se construye como en la seccién precedente. Ambos problemas son de caracter lineal.
En este sentido, los resultados vistos con anterioridad son aplicables. Mas concretamente,
sabemos por una parte que existe una tdnica u,, solucién de (4.47), que verifica (entre
otras cosas)

u,(T) € compacto de L?*(9),

U, € compacto de  L*(Q).
Esto es consecuencia de los resultados de regularidad habituales para las soluciones de la
EDP del calor.

Por otra parte, pongamos ¢; = y; — u,(T) y definamos el funcional J(-;a,%1) como
antes. Gracias al teorema 4.6, sabemos controlar de forma aproximada problemas lineales
como (4.48). En este contexto, el control es v, = @|ox(o1), siendo @ la solucién del
problema adjunto para (4.48) asociado al dato final @r, el tnico minimo (en L*(€2)) del
funcional J(-;a,¥;). Ademds, podemos afirmar que

v, € acotado de L*(O x (0,T)). (4.50)

(4.49)

Esto es cierto. En efecto, en virtud de la observacién 4.5, tenemos que @ pertenece a un
acotado de L2(f2). Por tanto, la correspondiente solucién @ de (4.36) verifica:

@ € acotado de L%(0,T; HY(Q)),
0,p € acotado de L2%(0,T; H}()),
¢ € compactode L%*(Q).
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En lo que se refiere al problema (4.48), dado que el segundo miembro verifica (4.50), la
correspondiente solucién w, satisface

w, € acotado de L2(0,T; H()),
dww, € acotado de L2(0,T; H~1(2)),
w, € compacto de L*(Q).

Finalmente, por ser y, = u, + w, , se deduce que y, se mueve en un acotado de Y. Aqui,
seguimos usando la notacién del teorema 4.1, con

Y ={y:yeL*0,T;H(N), dy € L*(0,T; H'())}.

Una vez més, gracias a la compacidad de la inyeccién de Y en L%(0,T; H*(f))) para
1/2 < s < 1, llegamos a que la aplicacién I est4 bien definida y envia todo L?(Z) en un
conjunto relativamente compacto de L?(%). También es posible (y ficil) demostrar que
I es continua. De donde, tras aplicar el teorema de Schauder, deducimos la existencia de
un punto fijo y de I" que verifica

aty - Ay =vlp en Q,
Oy + 9(y)y = —f(0) sobre X, (4.51)
y(0) =20, W) —wnl e

Para terminar la demostracién de este teorema, basta simplemente decir que, en el caso

general, con f sélo globalmente Lipschitziana, se puede razonar por regularizacién y paso
al limite como en la demostracién del teorema 4.1.
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Capitulo 5

EL SISTEMA STOKES CON
CONDICIONES DE TIPO
FOURIER NO LINEALES

5.1 El problema considerado. Existencia y unicidad
de solucién

Consideremos la ecuacién de Stokes con condiciones de contorno no lineales de tipo

Fourier:
Oy—Ay+Vr=vlp, V-y=0 en Q,

y-n=0 sobre X,
(o(y,m) M)y + (f(y))yg =0 sobre X,
y(O) = Yo,

donde v € L2 (O x (0, 7)), yo € H son dados y f : RY +— R es una funcién globalmente
Lipschitziana. Aqui, hemos usado la notacién siguiente:

(5.1)

(a)yy = a — (a- M) = componente tangencial de a
o(y,m) = —wld + (Vy +Vy) = el tensor de esfuerzos. (5.2)
Recordemos que H es la adherencia de
V={ocDQ)" :V.¢o=0 en Q}

en L2(Q)N. Este espacio posee por tanto estructura Hilbertiana para la norma de L?(Q)V,
denotada | - | y puede ser caracterizado como sigue:

H={ve QY :V-v=0 en Q, v-ii=0 sobre 00Q}.

Pongamos
W={veHQ":V.-v=0, v-i=0 sobre 09Q}.
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W es un subespacio cerrado de H*(Q)" y, por tanto, se convierte en un espacio de Hilbert
dotado de la norma de H(Q)V. En este Capitulo, || - || denotars la norma habitual en
L*(Z; L(IRYN)). Tenemos el resultado siguiente:

Teorema 5.1 — Supongamos que yo € H, v € L*(O x (0,T)N y f : RN + RN es
globalmente Lipschitziana. Entonces existe una tnica solucion {y,n} de (5.1) que verifica
y € L*(0,T;W)NCO([0,T); H), 8y € L*0,T;W') y m € W1(0,T; L?(2)). Ademds,
existe una constante positiva C que sélo depende de Q, T, f, |yo] y Wvllr2(ox(o1)) tal que

Yl 2wy + Yl Lo ary + Oyl 2wy < C. (5.3)

Veremos la demostracién del teorema 5.1 mis adelante. El sentido en que {y,7} es
solucién de (5.1) quedard claro tras la demostracién. Estudiaremos primero (como ya es
habitual), problemas lineales anélogos a (5.1).

5.1.1 Resultados previos para problemas lineales analogos
Consideramos el problema lineal
Oy—Ay+Vr=vlp, V-y=0 en Q,

y-n=0 sobre X,

(U(y,’/T) ' ﬁ)tg + (M(:L‘, t)y)tg = “(f(O))tg sobre Z,
y(0) = o,

(5.4)

donde M € L*°(Z; L(RYN)). El resultado que probaremos a continuacién es el siguiente:

Lema 5.2 - Supongamos que yo € H, M € L*(3; L(RY)) y v € L?(O x (0,T)). En-
tonces eziste una inica solucion {y, 7} de (5.4) que verificay € L*(0,T; W)NC®([0,T); H),
Oy € L*0,T; W) ym € Wb2(0,T; L*(Q)). Ademds, existe una constante positiva C
que sdlo depende de 2, T, [yo|, |vllL2(0x0.1)) s M llee ¥ [f(0)] tal que

WyllLeowy + |yl Loy + 10yl 2wy < C. (5.5)

Observacidén 5.1 De las estimaciones deducidas en la demostracion, se infiere que la
constante C' de (5.5) puede elegirse como sigue:

C = Co([lvlollzzoxomr) + 1(f(0)l + lvol),

donde Cj sélo depende de Q, Ty || M| -
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DEMOSTRACION DEL LEMA 5.2: Veamos cudl es la formulacién variacional de (5.4).
Sea w € W. Multiplicamos por w la EDP de (5.4), integramos en {2 y hacemos célculos
formales. Obtenemos:

/(Oty—Ay+V7r)-w=/vlo-w Ywe W. (5.6)
Q Q
Integrando por partes y usando que V -y = 0, se obtiene la identidad
f 29w = [~V (Ty+Ty) - 57
== t 0 — t - = . .
- /Q(Vy +'Vy) - Vo /m((Ver Vy) - ) - wdr.
Consideremos la integral sobre 9Q de (5.7). Como w = wy, (pues w € W), podemos
escribir que
(Vy+'Vy)-71) - w = ((Vy +"Vy) - )sg - weg = (0(y, ) - W)eg - Wg -

Por otra parte, teniendo en cuenta que
(O'(y, 7T) 'ﬁ)tg = _(My)tg - (f(O))tg sobre 2,
llegamos a que

/aQ((Vy+tVy)-ﬁ)-wdF= —/aQ(My)tg~de’—-/69(f(0))tg-wdf‘.

Observemos también que, gracias a que el tensor (Vy + *Vy) es simétrico, se verifica
1
/Q(Vy +'7y) V=3 /Q(Vy +1Vy) - (Vw + V).

En consecuencia, (5.7) conduce a la igualdad

1 . .
/Q(_Ay) W= —2- /Q(Vy + Vy) . (V’LU + vw) (58)
+ /80(My)tg cwdl + /0Q(f(0))tg . wdr.

Finalmente, la formulacién débil de (5.4) es la siguiente: Hallar y € L*(0,T;W) N
C°([0,T); H)) tal que

/n&,y.er%/Q(Vya-tVy).(vw+tvw)+/m(My)tg.wdp
_—_/Qv(t)lo-w—/m(f(o))tg.wdp VYwe W, (5.9)
y(O) =Y.
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Vemos pues que aparece la misma dificultad que surgia en el Capitulo anterior a la hora
de tratar la EDP del calor con condiciones de contorno de tipo Fourier (linealizadas): la
forma bilineal espacial asociada a (5.9) no es coerciva en W. Usaremos la desigualdad
de Korn (véase [1]), junto con con un resultado andlogo al del lema 4.3. Aplicaremos
el método de Galerkin. En lineas generales, seguiremos la demostracién del lema 4.2 del
Capitulo anterior. Por esta razén, cuando sea oportuno, pasaremos por encima de algunos
detalles.

1. Eleccion de la base “especial”.
Sea {w1, ..., Wm,...} la base especial de W, con los w; tales que

{<ij,Vw)+(wj,w)=Aj(wj,w> VweW, weW, (5.10)

lwi|=1, j7>1, X / +oo.

2. Definicion de solucién aprozimada. :
Pongamos V,,, = [wy, ..., wy,], con los w; como en (5.10). El m-ésimo problema apro-
ximado es:

Hallar 4 [0,T) = Vin,  ym(t) = D gjm(t)w;, tal que
=1

U 0)+ 5 [ (Vo + Vo) - (Vo +Vo) 4 [ (Mya) wdl (511

= (vlo,w) - /m(f(o))tg - wdl VweV,,
Ym(0) = Yom

donde yom = Pnyo ¥ P : L2 ()Y +— V,, es el operador de proyeccién ortogonal habitual.
Claramente, existe una tnica solucién y,, de (5.11), definida en todo el intervalo [0, T'.

3. Estimaciones “a priori” sobre vy, .
Obtendremos aqui estimaciones sobre y,, en L>®(0;T; H) y en L?(0;T; W). Para ello,
necesitaremos la siguiente desigualdad de Korn (véase por ejemplo [1], teorema 3.1):

Teorema 5.3 ~ Sea 2 un abierto acotado de frontera reqular. Entonces, eziste una
constante positiva C = C{Q) tal que

/Qle Vw2 dz + /Q w)? dz > C’/Q Vollde  VYwe H(Q)V. (5.12)

Necesitaremos también el resultado siguiente:
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Lema 5.4 - Para cada o > 0 existe M\(a) > 0 tal que

/Q |V + Vo2 + (@) /Q (o> > allov|2ape Vo€ HY(Q). (5.13)

DEMOSTRACION DEL LEMA 5.4: Es anéloga a la del lema 4.3. Supongamos que la
desigualdad (5.13) no es cierta. Entonces podemos afirmar que existe o > 0 tal que, para
cada n > 1, existe una funcién v, € H(Q) que verifica

|V, + "V, |2 + njua)? < a||'ygvnH%2(aQ) . (5.14)

Tomando

U, = ||’)’0Un||£21(ag) v, Yn2>1,
podemos suponer que

U, =7 en H'YQ)-débil yen L*Q).
Por otra parte, (5.14) implica
IV, + VT2 + 0t <a Yn> 1.

Liuego necesariamente ¥ = 0. Tenemos que las trazas 0, y 700 verifican

YoUn — 0 en HY?(9Q)-débil

y, por tanto,
YoUn — 0 en  L*(0Q).

Pero, por otra parte, ||voUn|/z290) = 1 para cada n > 1. Esto es una contradiccién que
prueba el lema.

Es claro que podemos suponer en lo que sigue que A(a) crece con . Como ya hicimos en
el Capitulo anterior, introducimos las funciones z,, , con

—At
Zm = € Ym

para cada m > 1. Aqui, A > 0 es una constante que verifica A > max(A(R), A(1)) con
R > 4||M|| . Basta estimar adecuadamente z,,. Con el cambio introducido, el sistema
(5.11) queda como sigue:

1
(zhs ) + 5 /Q(Vzm + V) - (Vi + PVw) + Az, w) + /89(Mzm) cwdl

= (lo,w) = [ MOy wdl Yu €V, (5.15)
Q

Zm(O) = Yom -
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Tomando en (5.15) como funcién “tests” w = z,(t) para cada t y razonando como en la
demostraciéon del lema 4.3, no es dificil probar que

1d  wpE+ : 2 20 P
S 7 lm(®)] ;rlﬁlwm<t)+ V(@) + T512m () 6516
< Sl o(t)lof* + CeTI(£(0))s]*

Integrando (5.16) respecto de la variable ¢, deducimos que existe una constante positiva
C (de las caracteristicas del enunciado del lema 5.2) tal que

lzmlleemy < C,  Nomllzwy < C

y, por tanto concluimos que y,, también verifica

Yl ooy + lYmll 2wy < C,
donde podemos suponer que C' es creciente en || M ||« . Esto prueba que

Ym € acotado de  L=(0;T; H) N L*(0;T; W). (5.17)

Obsérvese que, al igual que ocurre en el lema 4.3, no es posible (con este argumento)
“cuantificar” la dependencia de la constante C respecto de {|M ||« , pues como antes, den-
tro del razonamiento, en la demostracién del lema 5.4, hay un argumento de compacidad-
unicidad.

4. Estimaciones “a priori” sobre y,,.
Razonando de forma andloga a como se hace en el apartado 4 de la demostracion del
lema 4.2, llegaremos facilmente a que

y' € acotado de L*(0,T;W"). (5.18)

5. Extraccion de subsucesiones convergentes. Paso al limite y conclusion.
Las estimaciones obtenidas permiten pasar al limite en (5.11) y, deducir la existencia
de una soluciéon y de (5.9) que verifica

lyll 2wy + 1yl ooy + 10l 2wy < C, (5.19)
con la constante C como indica el lema 5.2.
6. Recuperacion de la presion .
Veamos que existe 7 € W=5(0, T; L?(2)) tal que {y, 7} es solucién de (5.4). Ponga-

mos
S= 0y — Ay —vlo.
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Sabemos que, 8y € W1°(0,T; H), Ay € L*(0,T; HY(Q)V), vlo € L}(Q)"N. Por tanto,
podemos afirmar que

S € W0, T; H-H(Q)N) = HY(Q; W(0, )V € D/(Q; W1(0, 7))V
y tenemos que
(S,wy=0 VweV

(igualdad en W~1°°(0,T")). Luego, aplicando el lema de De Rham (cf. por ejemplo [4])
deducimos que existe 7 € D'(Q; W=1°(0,T)) tal que S = —Vn. De hecho, como S €
H-YQ; W=1(0, T))V, se puede elegir

T € L2(Q;W1°(0,T)) = W10, T; L*(R)),

ademds, de forma tnica salvo una distribucién de W=1°°(0,T) (también es cierto que
||7|lw-1.00(£2) estd acotada por una constante como la que aparece en (5.19)).

6. Unicidad.
La demostracién de la unicidad de solucién de (5.4) es anédloga a la del respectivo
apartado de la prueba del lema 4.2 a la que nos hemos referido antes en varias ocasiones.

5.1.2 Demostracién del teorema 5.1

Para demostrar el teorema, basta definir adecuadamente la aplicacién de punto fijo y
aplicar el teorema de Schauder, razonando como en la demostracién del teorema 4.1.
Observemos que, por definicién de componente tangencial, en realidad, las condiciones de
contorno son las siguientes:

y-n=0 sobre X

(Vy+'Vy) - i)y + (f(y))g =0 sobre I.

Por otra parte, por ser la funcién f : RY — IR globalmente Lipschitziana. existe
Df € L*(RY; L(RY)), con

(Df() = 90s), 1<i <N, cpd

Podemos escribir que, para cada s € RV,

fi(s) = f;(0 +/ —~f] sT)
= £,(0) —I—/O (Df;(sT)-s)dr = f;(0) (/ Df; ST)dT>-
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Pongamos

o(s) = [ "Df(sr)dr VseRY. (5.20)
Se tiene que g € L*(RY; L(RN)) y
f(s)= f(0)+g(s)-s VseR" (5.21)

Con la notacién introducida, el problema (5.1) se escribe de forma equivalente como sigue:
Oy —Ay+Vr=vlp, V-y=0 en Q,
y-n=0 sobre X,
(o(y, ) - )eg + (9(y) - Y)eg = —(f(0))sg sObre X,
y(0) =yo
con g € L®°(RYN; L(RN)).
Pongamos Z = L*(X)". Definimos la aplicacién A : Z — Z como sigue: A(z) = 7oy, ,
donde ¥, es (junto con alguna 7,) la solucién del problema
Oy, — Ay, +Vm, =vlp, V-y,=0 en Q,
Yy, -n =0 sobre %,
(0(y=,72) - )eg + (9(2) - yz)ig = —(f(0))y sObre X,
v:(0) = yo
(que proporciona el lema 5.2). Siguiendo los pasos de la demostracién del teorema 4.1,

no es dificil comprobar que estamos en las condiciones en las que el teorema de Schauder
es aplicable. Esto prueba el teorema 5.1.

(5.22)

(5.23)

5.2 Controlabilidad aproximada. Control con una
componente nula

En esta seccion, presentaremos varios resultados de controlabilidad aproximada para el
sistema (5.1). Veremos en primer lugar dos resultados de controlabilidad aproximada
andlogos al contenido en el teorema 4.5. No nos detendremos excesivamente, por tanto, en
sus demostraciones. En cambio, el tercer resultado tendra caracter novedoso, en el sentido
de que tratara sobre la controlabilidad aproximada con una componente del control igual
a cero. Seremos capaces de controlar aproximadamente el sistema (5.1) con controles v de
la forma v = (v1,v,,0). Obviamente, diremos que (5.1) es aproximadamente controlable
si, para cada yo € H, cada y; € H y cada £ > 0, existe v € L2(O x (0,T7))" tal que la
correspondiente solucién de (5.1) verifica

Wy(T) —wl <e

Se tiene el siguiente resultado:
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Teorema 5.5 — Supongamos que f : RN — RY es globalmente Lipschitziana. Entonces
(5.1) es aprozimadamente controlable.

IDEA DE LA DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5.5: Como en [2] y en el Capitulo 4, nos
basaremos en un resultado de controlabilidad andlogo para un sistema lineal y en las
propiedades de una adecuada aplicacién de punto fijo. El problema adjunto asociado a
(5.23) es el siguiente:
—Oip—Ap+VII=0, V-p=0 en Q,

p-n=0 sobre %,

(o(p, 1) - )sg + (9(2) - @)1y =0 sobre X,

QD(T) =T,

(5.24)

donde o7 € H. La PCU necesaria en este caso es la PCU para la EDP del calor, que vuelve
a ser cierta. Basta definir la aplicacién de punto fijo como en el teorema anterior y seguir
los pasos de la demostracién del mencionado teorema 4.5, con los cambios adecuados.

Para demostrar este teorema, como hemos dicho, hemos usado un resultado de controlabi-

lidad aproximada para problemas lineales andlogos que puede ser demostrado a partir de
la PCU para la EDP del calor:

Teorema 5.6 — Supongamos que M € L=®(Z; L(RN)). Entonces (5.4) es aprozimada-
mente controlable.

El resultado de controlabilidad aproximada con una componente del control nula que
comentabamos antes es el siguiente:

Teorema 5.7 — Supongamos que f : RN — RN es globalmente Lipschitziana. Entonces
(5.1) es aprozimadamente controlable. Ademds, el control v € L*(O x (0,T))N puede
elegirse de la forma v = (vy,vy,0).

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5.7: En primer lugar, tenemos que saber controlar pro-
blemas lineales, andlogos a (5.1), con controles del tipo v = (v1,v2,0). Razonando como
en el teorema 4.5, llegamos a que todo se reduce a probar la PCU siguiente:

St € L*0,T;W)n C°([0,T); H),

{—Gtgo—A<p+VH=0, V-p=0 en Q,

5.25
p-n1=0 sobre ¥ ( )
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y ademds
;=0 en Ox(0,T) para i=1,2, (5.26)

entonces ¢ = 0.

Veamos que esta PCU es cierta. Se observa en primer lugar que, tomando la divergencia
en la EDP de (5.25), obtenemos que

All=0 en Q@Q

(pues V- ¢ = 0). Ademsds, teniendo en cuenta que ¢; = @3 = 0 en O x (0, T), deducimos
de (5.25) que

8_H — .?.Il =0 en O x (O,T) (527)
0z 09

Luego, II es arménica para cada t € (0,T) y verifica
H=1Izs,t) en Ox(0,T).

Esto permite afirmar (gracias a la bien conocida PCU eliptica) que, en @, II no depende
ni de z; ni de z,, es decir

[I=1II(z3,t) en Q.

En consecuencia,
o ol
8$1 N 8.’E2

Volviendo ahora a la EDP de (5.25), llegamos a que las componentes ¢; y ¢ verifican

=0 en Q.

-0 —Ap; =0, ;=0 en Ox(0,7).

De donde, tras aplicar la PCU para la EDP del calor a cada una de estas componentes,
deducimos que

p1=wy=0 en Q.

Por tanto,
% =0.
81133
Esto implica que ¢ es de la forma
©=(p1,92,93) =(0,0,p03) con 3= p3(x1,22,1). (5.28)

Teniendo en cuenta ahora (5.28), la condicién de contorno ¢ - 7 = 0 sobre X, en realidad
se escribe
w3-n3 =0 sobre . (5.29)

Esto permite afirmar que existe un abierto w C € de la forma

w={z: z€ B(Z;6)NQ, Icii}
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tal que
w3=0 en wx(0,7).

En efecto, existe un punto Z € 99 tal que n3(Z) # 0. Luego existe d; > 0 tal que, en
B(%;6,) N 0K, se tiene de nuevo que ng # 0; asi, de (5.29) se deduce que @3(z,t) = 0 en
B(Z;6;) N 0Q. Tomando d; € (0,4;), se justifica la afirmacién anterior.
Basta ahora aplicar la PCU para la EDP del calor a la componente @3 para concluir
que
w3=0 en Q.

Con esto, hemos justificado la PCU que nos hace falta. Para terminar la demostracién
del teorema, basta repetir el argumento de punto fijo como en el caso en que todas las
componentes son no nulas, pues la clave de la demostracién es la PCU que acabamos de
probar.

Observacién 5.2 Cabe preguntarse si es posible conseguir la controlabilidad aproximada
de (5.1) y/o de (5.4) con controles de la forma v = (v, 0,0). Esta cuestién no es trivial.
De hecho, ya no lo es en el caso (aparentemente méas simple) en que las condiciones de
contorno son de tipo Dirichlet, cf [3]. En el caso particular de un dominio cilindrico
Q0 =(0,L) x G, con G C R? un abierto acotado de frontera regular, es posible conseguir
resultados parciales, andlogos a los obtenidos en [3]. Todo esto serd detallado en un
préximo trabajo.
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Parte 11

Sistemas lineales de tipo Maxwell y
de tipo Jeffreys
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Capitulo 6

MODELO DE MAXWELL:
EXISTENCIA, UNICIDAD Y
REGULARIDAD

6.1 Modelo de Maxwell. Existencia y unicidad de
solucion

En este Capitulo y en los siguientes, usaremos la notacién habitual para los espacios V,
H, V y denotaremos ® el espacio L?(Q; Ls(IRY)), siendo Ls(IRY) el espacio de matrices
simétricas de orden N. Se considera el siguiente sistema, que describe el comportamiento
de un fluido lineal de Maxwell (véase[1]):

Oy+Vrn=V-17+vlp en @,

Ot +ar =2bD(y) en Q,

V-y=0 en Q, (6.1)
y =0 sobre 3,

y(0) =yo, 7(0)=10.

Aqui, v € LHO x (0, TN, yo € H y 19 € ® son dados; D(y) = %(Vy-i— 'Wy) es el tensor
de deformaciones, 7 es el tensor de esfuerzos eldsticos, a y b son constantes positivas. El
campo de velocidades viene dado por y = y(z,t) y la presién es 7 = 7(z, t).

Se trata de un sistema de ecuaciones de tipo parabdlico. Vamos a ver que, con un
cambio de variables adecuado, es posible re-escribir (6.1) como un nuevo problema para
una ecuacién de caracter hiperbdlico (acompafada también de la condicién de incompre-
sibilidad). Hagamos, en primer lugar, cdlculos formales. Concretamente, multiplicamos
la segunda ecuacién de (6.1) por e, integramos en (0,t) y obtenemos

- Zb/ y(s)) ds + e %rg . (6.2)
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Sustituyendo la expresién obtenida en la primera ecuacién de (6.1), se llega a que
t
Oy +Vr = b/ e (Ay)(s) ds + eV - 10 +vlo . (6.3)
0

En consecuencia, el sistema (6.1) se escribe de forma equivalente como

( i
Oy — A (b/o e~y (s) ds> +Vr=e*V-19+vlp en Q,
V-y=0 en @, (6.4)
y =0 sobre %,

Y y(0) = yo.

Por otra parte, tras multiplicar por e* la primera ecuacién de (6.4), se tiene

i
ey — A <b/ e**y(s) ds) + V(e®r) =V - 10 + ()10 .
0

Pongamos ahora
t
z = / e*y(s) ds, (6.5)
0
podemos escribir
atZ = eaty, 3ttz = aatz + eataty.

Finalmente, si ponemos

Z =", u=ev,

llegaremos al siguiente problema de tipo hiperbdlico:

Oyz — adz —bAz2+VZ =V -1g+ulp en Q,
V-z=0 en Q,

z=10 sobre X,

2(0) =0, 8z(0)=1yo.

(6.6)

Es claro (gracias al cambio de variables que hemos introducido y a la igualdad (6.2)), que
lo que obtengamos para z y Z permitird sacar conclusiones sobre ¢, m y 7. El resultado
principal que probaremos en esta seccién es el siguiente:

Teorema 6.1 — Supongamosyy € H, 79 € ®, V.70 € L2 ()N, u € LHOx(0,T))" dados.
Entonces existe un dnico par {z,Z} (Z es unica salvo una distribucién de W=1°(0,T))
solucidn de (6.6) que verifica z € L®(0,T;V), 8,z € L=(0,T;H), duz € L*(0,T;V"),
Z € W=h(0,T; L%(Q))). Ademds, existe una constante positiva C que sélo depende de
Q, T, a, b, |yol, [0l ¥ HUHLZ(OX(O,T)) tal que

2l Looqvy + 1102]| Loy + [|One 2| L2y < C. (6.7)
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA 6.1: Para la demostracién, aplicaremos una vez més
el método de Galerkin.

1. Definicion de la solucién aprozimada.
Sea {w1,...,Wm,...} labase especial del problema Stokes con condiciones de Dirichlet
homogéneas y pongamos V,, = [wy, ..., W] para cada m > 1.
(wj,w) = Xj(w;,w) YweV, w;€V,
|’LUj| = 1, >‘j / -+00.
El m-ésimo problema aproximado es:

r

Hallar 2, : [0,T] > Vi,  2m(t Zgam (t)w;, tal que
(zp (t), w) — a(2l,(t), w) + b((zm(t ),w)) = (V- 19,w) + /Qulo ~wdz (6.8)
YweV,,
Zm(0) =10,  2,(0) = yom-
Aqui, Yo = Puyo, con P, : H — V,, el operador de proyeccién ortogonal habitual. Se

observa que (6.8) es un problema de Cauchy para un SDO lineal de segundo orden. Luego
posee una tnica solucién z,, , definida en todo el intervalo [0, 7).

2. Estimaciones “a priori” sobre zp, y 2.,
Tomando en (6.8) como funcién “test” w = z/,(t) para cada t, llegamos a que

1d o 2 2 2
5 i OF = 6l (O + 5 Sz = (V- 70, 2,(0) + [ wlos @z, (69)

De aqui, podemos deducir que

1d
2dt

Aplicando el lema de Gronwall, deducimos facilmente que

(12 (OP + bllzm(B)]?) < Clz (B + C.

}Zvln‘ < C> Hzm”V < C.

Esto implica que
zl, € acotado de  L*°(0,T; H),

(6.10)
Zm € acotado de L*°(0,T;V).
3. Estimaciones “a priori” sobre 2,
Vamos a probar que
z!! € acotado de L*(0,T;V"). (6.11)
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Para ello, definimos h,,(t) € V' como sigue:

(hm(t), w) = (az,,(t) — bAzy,(t) + V - 10 + ulo,w) Yw e V.
Aqui, A:V — V' es el operador de Stokes, i.e. el operador lineal continuo definido por

(Ap,w) = (p,w) YoweV.
Tenemos entonces
(20 (), w) = (hm(t),w) Yw € Vi, zm(t) € V.

Luego podemos escribir que

20 (t) = Pph(t) = P (a2l (t) — bAzpn(t) + V - 70 + ulo),

donde P, : V' — V,, es el operador de proyeccién habitual. Por ser las w; las que son,
sabemos que

1Pallcern < 1.
Por otra parte, es claro que Az, € L=(0,T; H~(Q)Y) y, ademés,

Azl Lo -1y < Cllznmll.

Teniendo en cuenta la definicién de Az, (t), podemos afirmar ahora que Az,,, € L>(0,T; V')

y
”Azm“L“(V’) < Cllzmll-

Esto prueba que
1|20y < ©

y, por tanto, se verifica la propiedad (6.11).

4. Extraccion de subsucesiones convergentes.
Sabemos, gracias a las estimaciones obtenidas, que

zm € acotado de L*(0,T;V),
zl, € acotado de L*°(0,T;H), (6.12)
2! € acotado de L2(0,T; V).

En consecuencia, cualesquiera que sean los espacios de Banach £y E,con V — E — H
y H — E — V' siendo las primeras inyecciones compactas, se verifica:

zm € compacto de C°([0,T); E)

Z € compactode C°([0,T); E).
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Por tanto, podemos deducir la existencia de (al menos) una subsucesién {z,} tal que

2y — 2 en L*°(0,T;V)-débilx yen C°([0,T]; E),
z, — Oz en L*®(0,T;H)-débilx yen C°([0,T);E),
2 = Oy en L2(0,T;V")-débil, (6.13)

2,(0) — 2(0) en ZE',

7,(0) — 0,2(0) en FE.

5. Paso al limite. Conclusion.
Observemos en primer lugar que, necesariamente, se tiene 0;2(0) = yo. En efecto,
basta usar que se verifica simultdneamente que

zL(O) =Y. — Y en H

2 (0) — 9,2(0) en E.

7

Un razonamiento andlogo nos lleva a que z(0) = 0.
Gracias a (6.13), es posible pasar al limite en todos los términos de (6.8). Mas concreta-
mente, tenemos

a(z,,w) —a(Oz,w) en L=(0,T)-débilx,
b(Vz,,w) —b(Vz,w) en L*®(0,T)-débilx,
(21, w) — Oz, w) en L%(0,T)-débil.

Luego podemos escribir que, para cada w € U Vin
m>1

(Ouz,w) — a(dyz,w) + b(z,w)) = (V- 10, w) + (ulo,w) (6.14)

(igualdades que han de ser ciertas al menos en D'(0,7)). Por tltimo, por densidad,
deducimos que (6.14) es cierto para todo w € V. En resumidas cuentas, hemos probado
que existe z tal que

{ (Ouz, w) — a(Oyz, w) + b(z,w) = (V- 70, w) + (ulo,w) VYweV (6.15)

z2(0) =0, 8,2(0) = yo.

Ademés, las estimaciones precedentes implican que z € L=(0,T;V), 0,z € L>=(0,T: H),
8ttZ & LQ(O, T, V/) vy

2l zeo vy + 110e2 || oo (1) + 1022l L2(vry < C, (6.16)

donde la constante C sélo depende de Q, T, |yo|, |70| ¥ llull .2(0x(0,1)) -
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6. Recuperacion de la presion Z.
En lo que sigue, vamos a ver que existe Z € W™12(0,T; L(Q)) tal que {2, Z} es
solucién de (6.6). Pongamos

S =04z—0a0z —bAz—V -19—ulo.

Entre otras cosas, 8,2 € W™1%(0,T; H), 0,2 € L*(0,T; H), Az € L*=(0,T; H~1(Q)V),
ulp € L*(Q)N y V-1 € LAHQ)N. Por tanto, podemos afirmar que

S e W0, T; HH(Q)N) 2 H-Y(QWH(0, T)N € D/(; W(0, )N
y tenemos que
(S,wy=0 VweV

(igualdad en W~1°°(0,T)). Luego, aplicando el lema de De Rham (cf. [2]) deduci-
mos que existe Z € D'(Q;W~1°(0,T)) tal que S = —VZ. De hecho, como S €
H=Y(Q; W=Leo(0, T))¥, se puede elegir

Z € (O W™1=(0,T)) = Wb2(0,T; L*(52)),

ademas, de forma tnica salvo una distribucién de W=5°°(0, T'). Por supuesto, el lema de

De Rham demostrado en [2] también proporciona una estimacién de || Z||w-1,.0(2) andloga
a (6.7).

7. Unicidad.
Sean {2, Z'}, {22, Z%} dos soluciones de (6.6). Pongamos z = 2! — 22 Z = Z — Z2.

Entonces
Ouz —adz —bAz+VZ =0 en Q,

V-z=0 en Q,
z=0 sobre %,
20)=0, 8,2(0) = 0.
Veamos que z =0y Z = 0. Fijemos s € [0,T] y definamos

(6.17)

—/sz(a)da si t<s,
t

0 si t>s

ws (t) -

(i.e. ¥s(t) es una primitiva de z en [0, s] que se anula para t > s). Sea también

Y(t) = /Ot z(o) do,

de manera que () = 9(t) —9(s) si t < s. Multiplicamos ahora escalarmente la primera
ecuacion de (6.17) por 9,(t) e integramos en [0, s]. Tenemos que

~ [@ o+ [[(wddo=a [ ) do
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de donde, teniendo en cuenta que ¥, = z, se llega a

- [ 2 do+ [[(@0),30) ~F) do = a [ (2(0),b4(0)) do

Luego podemos escribir

~l)P ~ [[(@ (), B do + TN = ~a [ |s(0)do.  (615)

Como por otra parte

/OS(W(U)’ W(s)) do = ||9()II* — ((0),%(s))

y 9(0) = 0, de (6.18) obtenemos que

1 1 - .
SO +SIB)7 = a [ |z(0)? do
y, también, que
%IZ(S)I2 < a/o |2(0)[2do Vs € [0,T).

Basta ahora usar el lema de Gronwall para deducir que z = 0 y, por tanto, Z = 0. Con
ello concluimos la demostracién de teorema 6.1.

Una consecuencia del teorema 6.1 es el siguiente resultado de existencia y unicidad para.
(6.1):

Teorema 6.2 - Supongamos que yo € H, 7 € ®, V-1 € L*(Q)N yv € L*(O x (0, 7))V
son dados. Entonces (6.1) posee una 1nica solucidn {y,r,7} que verifica

y€ L>*(0,T;H), 0w e L*0,T;V"),
€ Wheo(0, T H-HQ)NEN),  x e Wheo(0,T; L2()).

Ademds, eziste una constante positiva C, que sélo depende de 0, T, a, b, |yo|, |70| ¥
|| L2(ox 0,1 tal que

Yl Loy + 110yl L2vry + 1T llwreo -1y < C. (6.19)

Para la demostracion, tan sélo hace falta tener en cuenta el cambio de variable (6.5) y la
igualdad (6.2) y aplicar el teorema 6.1.
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6.1.1 Un resultado de regularidad

En esta seccién, probaremos un resultado de regularidad para la solucién del problema
(6.1). De acuerdo con lo que precede, conviene en primer lugar saber si es posible afir-
mar mayor regularidad para la solucién del problema (6.6). En este sentido, tenemos el
siguiente

Teorema 6.3 — Supongamos que yo , To Yy u son como en el teorema 6.1 y verifican ademds
Yo € V y 8i(ulo) € L3O x (0,T))N. Entonces la tnica solucidn {z,Z} (Z dnica salvo
una funcién de L*(0,T)) de (6.6) posee la regularidad siguiente:

z € L=(0,T; HX(Q)N), 8,2 € L®(0,T;V), duz € L*(0,T; H), Z € L*(0,T; H(Q)).
Ademds, eziste una constante positiva C que sélo depende de Q, T, a, b, ||lyoll, l|7oll ¥
vl z2ox 0,y ¥ 10:v||L2(0x0,1)) tal que

2l oo 2y + [10e2l| Lo vy + |0zl 20y < C. (6.20)

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 6.3: Recurriremos a estimaciones més elaboradas sobre
la aproximacién de Galerkin z,, que se introdujo en la demostracién del teorema 6.1.

1. Estimaciones sobre zp, y 2.
Para todo ¢ € [0, 7], tomamos en (6.8) w = —Az], (t) y obtenemos:

(2, ~D2) = (), ~B2) + (2, ~A2L) = (V- 70, ~AZ,) + (ulo, —Az,).
De aqui, integrando por partes, se llega a que

(=0 20) — allzb)I? + b(Az, , AZ) = (V- T0, —Az),) + (ulo, —AzL,).

m? m
Esto a su vez implica

Sl 4 5 Az = el (V70, ~Ag) + (ulo, ~As),  (621)

donde ;
(V- 70, =Dz, (1)) = =(V - 70, = Az (1))

Integrando ahora (6.21) en [0, T, llegamos a que

1 9 2
5“2 12 + —lAZm(t -—a/ 1z, ()| d8+(v To, —Azy(t)) (6.22)

+/ $)lo, —AZ (s ))ds+§llyoml|2-
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Por otro lado, podemos escribir que

[) ‘(ulo,—A7 (s))ds = — /0 (Buulo)(s), ~Azm(s)) ds + (u(s)lo , —Azm(s)) |7 .

Esto ultimo, junto con la desigualdad (6.22), implica

SO + 218 < o [ 1) ds + [ 10.016)(6)|Azm(s)l ds

) ) (6.23)
+ Clulof? + 71Azn(®)* + 3 llvom||* + |V - 7ol
Por tanto, si yo € V y 8:(ulo) € L*(Q)", obtenemos de (6.23) que
401 + 1820 < €+ [ (s)] ds.
Aplicando de nuevo el lema de Gronwall, deducimos que
2l € acotadode L*(0,T;V), (6.24)

zm € acotado de L>(0,T; H2(Q)N).

2. Estimaciones sobre z,,,.

Razonando como en el apartado 3 de la demostracién del teorema 6.1, pero ahora
teniendo en cuenta las propiedades (6.24) que acabamos de obtener, podemos deducir
facilmente que

Z" € acotado de L?*(0,T;H). (6.25)

3. Paso al limite. Conclusiones.

Los mismos argumentos que siguen al apartado 3 (ya mencionado) de la demostracién
del teorema 6.1, permiten pasar al limite en el problema aproximado (6.8) y, concluir que
el limite (débil) z de la sucesién z,, , es decir la solucién del problema (6.6), verifica

z€ L0, T; HHQ)NV), 8ze L*®(0,T;V), 0uz€ L*0,T; H).

Ademds, el argumento utilizado prueba que existe una constante positiva C' que sélo
depende de 2, T', a, b, {lyoll, lI7oll, vllz2ox0.1)) ¥ 19:v]iL20x (0,1 » tal que

|zl Lo a2y 4 1|0e2] Lo vy + 1|0zl L2¢ery < C. (6.26)

4. Recuperacion de la presion. _
La presién Z tiene ahora mas regularidad. Mas concretamente, gracias al la regulari-
dad obtenida para z y sus derivadas respecto de t, sabemos que

S = 0pz —adyz — bAz -V - 19 —ulp € L*(0,T; LX(Q)N) =2 L*(Q; L*(0,T))"
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y, ademds, se verifica la siguiente igualdad en L?(0,T):
(S,w)=0 YweV.

Aplicando de nuevo el lema de De Rham (cf. [2]), podemos afirmar que existe Z tal que
S =-VZ con
Z € H'( L*0,T)) = L*(0,T; H'(2))

y con || Z||2(z1) de nuevo acotada por una constante como la que aparece en (6.26). Esto
finaliza la demostracidn.

El resultado que acabamos de demostrar permite deducir que, cuando los datos son mas
regulares, la solucién {y, 7,7} del problema (6.1) es también m4s regular. No hay més
que recurrir al cambio de variables

y = e——atatz, T = e—atZ
para deducir el resultado siguiente:

Teorema 6.4 - Supongamos que yo, To y v son como en el teorema 6.2 y, ademds, veri-
fican yo € V' y 0¢(vlp) € L*(O x (0,T))N. Entonces la unica solucion {y, 7,7} (n dnica
salvo una funcién de L*(0,T)) del problema (6.1) posee la regularidad siguiente:

y € L*0,T;V), 0Owe L*0,T;H),
Te Whe(0,T;®), = e L*0,T; H'()).

Ademds, eziste una constante positiva C' que sélo depende de 2, T, a, b, |lyoll, 7ol ¥
lvllzecoxo.) ¥ 110w L2(0x (0 tal que

Il oo vy + 10| L2cary + | Tllwreo(r2y < C. (6.27)
| |

Observacién 6.1 Se puede demostrar que, de hecho, en los teoremas 6.1, 6.2, 6.4, hay
continuidad en el sentido siguiente:

e En el teorema 6.1, z € C°([0,T]; V), 9z € C°([0,T); H)
e En el teorema 6.2, y € C°([0,T]; H), 9,y € C°([0,T}; V")
e En el teorema 6.4, y € C°([0,T]; V), 8y € C°([0,T}; H).

Esencialmente, esto es consecuencia de las estimaciones en L™ y el resultado de regula-
ridad que proporciona el teorema 6.3 (véase un razonamiento analogo en la demostracién
del lema 7.9).
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Capitulo 7

CONTROLABILIDAD DE
FLUIDOS LINEALES DE
MAXWELL

7.1 Controlabilidad aproximada

Se considera de nuevo el fluido lineal de Maxwell:

Oy+Vrn=V-74+vlp en @,

O +ar =2bD(y) en Q,

V.-y=0 en Q, (7.1)
y=0 sobre %,

y(0) =90, 7(0)=r0,

donde v € L%O x (0,T))N, yo € Hy 70 € ® son dados, con V - 75 € L2(Q)". Obsérvese
que, gracias a los resultados obtenidos anteriormente (ver teoremas 6.2, 6.4), podemos
afirmar (entre otras cosas) que la solucién {y, 7,7} de (7.1) verifica y € C°([0,T]; H).
Para mayor claridad, cuando sea necesario, denotaremos {y, , 7, , 7, } la solucién de (7.1).
El resultado de controlabilidad aproximada que probaremos aqui es el que sigue:

Teorema 7.1 - Existe un tiempo To(2) > 0 tal que, si T > Tp(§2), entonces la variedad
lineal

{y,(T) :ve L*O x (0,T)N} es densa en H.

La demostracién de este teorema se hard mdés adelante. También veremos que el punto
clave para la prueba de este resultado consiste en demostrar la propiedad de continuacién
unica (PCU) que aparece en el resultado siguiente:
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Lema 7.2 - Existe un tiempo To(Q) > 0 tal que, si T > To(2), entonces es cierta la PCU
que sigue: Si h € L=(0,T; H(2)), 8;h € L*®(0,T; L*(R2)), 8:h € L=(0, T; H~1(Q)),

{ atth - aath —bAR=0 en Q, (7 2)

h=0 sobre X

h=0 en Ox(0,T),

entonces h = 0.

Observacién 7.1 Si h es tan regular como en este lema y verifica (7.2), entonces de
hecho h € C°([0, TT; HY()) y 8:h € CO([0, T]; L*()).

Para la demostracién del lema 7.2, utilizaremos la siguiente consecuencia del teorema de
unicidad de Holmgren (por ejemplo, véase [1]):

Teorema 7.3 (L. Hormander) - $i O; y Oy son dos abiertos convezos de IRF tales que
O1 C Oy y P(D) es un operador diferencial de coeficientes constantes tal que toda superfi-
cie caracteristica de P(D) que corte a Oy corta también a Oy, entonces toda distribucion
h € D'(O,) que verifigue P(D)h =0 en Oy y h = 0 en Op también verifica h =0 en Oy .

DEMOSTRACION DEL LEMA 7.2: Las superficies caracteristicas del operador diferencial
(de tipo hiperbélico) asociado a (7.2) coinciden con las superficies que son caracteristicas
para la EDP de ondas. En consecuencia, si la conclusién del teorema 7.3 es cierta para
dos abiertos O; y Oy dados y

92
P(D)= — — A
(D) ot? ’
también lo serd para estos mismos abiertos con
02 0
= _A—qg—. 7.3
P(D) BIE A—a T (7.3)

Podemos seguir las lineas generales de la demostracién del lema 8.1 de J.-L. Lions [2]
para probar el lema 7.2. Para mayor claridad, presentaremos el argumento con detalle.
Pongamos k = N + 1y P(D) como en (7.3). Considéeremos un hiperplano H ¢ RY x R
de ecuacién

N
Zaixi +dt=c¢, con a;,d€R.
i=1
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El polinomio caracteristico asociado al operador P(D) es:

N
p(al,...,aN,d)=d2—Z|ai|2.
i=1

N
Luego H es una superficie caracteristica respecto de P(D) si y sélo si Y _ |a;|* = d°.
i=1
Sean 21,2 € RN y 6,7 > 0 con 7 > 2|z; — 23|. Consideremos los abiertos convexos
siguientes:

Ol = B(Zl ,5) X (O,T),
Oy = |J {B(Q =Nz + A22;8) x (Mz1 — 2|, 7 — Mz — 22])}-

A€[0,1]

Gracias a la estructura de los planos caracteristicos, podemos afirmar que toda superficie
caracteristica de P(D) que corte a Oy también corta a ;. Aplicando el teorema de
Hormander, deducimos lo siguiente:

e Si h € D'(O,) verifica dyh — ad;h — Ah =0en Oy y h =0 en O, entonces h =0
en Oy.

A partir de aqui, razonando como en [2], se prueba que existe un tiempo Ty = To(2) tal
que, si T' > Ty, entonces es cierta la PCU para h. Esto prueba el lema 7.2.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 7.1: Veamos que todo se reduce (como hemos men-
cionado) a probar la PCU que aparece en el lema 7.2. Para ello, la estrategia a seguir es
la que presentamos a continuacién:

(a) Llegar a una primera PCU para una ecuacién “adjunta” no escalar de tipo hiperbolico
en la que aparece la presién;

(b) Pasar a una nueva PCU para una ecuacién escalar hiperbdlica donde ya no aparece
el término de presién;

(c) Hacer un cambio de variables (andlogo al introducido en el capitulo anterior) para
escribir una tercera PCU, esta vez para la EDP de tipo hiperbdlico que aparece en
el lema 7.2.

(a) En primer lugar, observemos que, como se trata de un problema lineal, probar el
teorema es equivalente a demostrar el siguiente resultado:
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e Supongamos yo =0, 7o = 0 y sea f € H tal que
(y(T), f) =0 VYve L0 x (0,T)V. (7.4)
Entonces f = 0.

Es bien conocido que este argumento conduce a una PCU para un problema adjunto.
Concretamente, sean yo = 0y 7o = 0 y sea f € H tal que se cumple (7.4). Razonando
como en el Capitulo anterior, llegamos a que (7.1) se escribe de forma equivalente como
sigue:

( t
Oy — A (b/ e~y (s) ds> +Vr=vlp en Q,
0
V.y=0 en @, (7.5)
y=0 sobre X,
y(0) =0.

Consideremos también el problema retrégrado siguiente:

T
—0ip — A (b/t e~ (s) ds) —VII=0 en @,

Vipg=0 en Q, (7.6)
o =0 sobre X,
L o(T)=F.

Como f € H, sabemos (basta seguir los pasos de la demostracién del teorema 6.2) que
existe un unico par {¢, I} que es solucién de (7.6), con

v € C°([0,T]; H),
Bp € L=(0,T: V"), (7.7)
I € W-12(0,T; L*()).

(como siempre, II es tnica salvo una distribucién de W=2°°(0, T)). Multiplicamos por ¢
la primera ecuacién de (7.5) e integramos en ). Tendremos

0= (1)) = D) eT) = [[  v-pdedt Wve L0 (0,T)"

Luego todo se reduce a demostrar la siguiente PCU:

Sip e CU0,T); H), 8pp € L=(0,T; V"),

T
-0 — A (b/ e 500 (s) ds) -VII=0 en @,

t
Vop=0 en Q,
=0 sobre ¥
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=0 en Ox(0,7), (7.9)

entonces ¢ = 0.

(b) Trataremos a continuacién de justificar que, de hecho, basta probar una PCU maés
sencilla. M4s precisamente, veremos que, en las condiciones precedentes, forzosamente se
tiene

VII=0 en Q. (7.10)

En efecto, gracias a (7.9), obtenemos que
T
b/ e p(s)ds=0 en O x(0,T).
t

Luego, de la primera ecuacién de (7.8), deducimos que
VII=0 en Ox(0,7).

Por tanto, la presién IT es constante en O x (0,T). Pondremos IT = Cy en O x (0,T).
Por otra parte, tras aplicar el operador divergencia a la primera ecuacién de (7.8) y
usando que V - ¢ = (), obtenemos

All=0 en Q.
Esto implica, que para cada ¢, la funcién II(-, ¢) verifica
{ II(-, ) en (),
(- ,t) = en O.
Entonces I1 = Cj en @), es decir, es cierto (7.10).

De este modo, el sistema satisfecho por ¢ se reduce a N ecuaciones escalares desaco-
pladas.

(c) Por simplicidad, en lo que sigue denotaremos @ la i-ésima componente de ¢. Sabemos
que 6 verifica

6 € W0, Ts HH(Q) N ([0, T LA(Q)), 8.6 € L=(0, T; H™(9)).

Ademas, acabamos de probar que

T ,
-0,0 — A (b / e~ ""99(0) da> =0 en Q,
t

0 =0 sobre %,
=0 en Ox(0,7).

(7.11)
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Y queremos probar que # = 0. Por comodidad, re-escribiremos el problema (7.11) con
integrales en (0, t), cambiando ¢ por T — t. Sea

T
- / be~"=0V4(0) do
4
Observemos que 7(T") = 0 y se verifican las igualdades

-0 = -V -5, —0m+an=—-bVo.

Pongamos
6*(s) =0(T —s), n*(s)=n(T —s).
De aqui, es facil deducir que 7*(0) = 0 y que se tiene

0.0°(5) = —(V 7)), Bun’(s) = —a(s) — VO (s).
Llamando de nuevo 6* a 6 y n* a 7, obtenemos ahora que 7(0) =0y
—00 = -V -, on + an = —bVa. (7.12)
Multiplicando la segunda ecuacién de (7.12) por e, obtenemos que
di(e%n) = —be™ V4,

de donde, integrando en (0,¢), llegamos a las igualdades

t
. —b/ W=)Vg(s)ds, ~V-p=A <b/ e~ =94 (s) ds).
0

Finalmente, teniendo en cuenta (7.12), la ecuacién de (7.11) queda como sigue

t
8,0 — A ( [ beet=9g(s) d3> ~0.
0

Este argumento permite formular asi la PCU que queremos probar:

Si 6 € Wt(0, T; H'(Q)) N CO([0, T); L*(Q)), 8,0 € L=(0, T; L*(Q)) verifica

t

_ —a(t-s) —

0 — A (b/o e 6(s) ds> 0 en Q, (7.13)
=0 sobre X

=0 en Ox(0,7T),

entonces 8 = 0.
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(c) Como ya hemos mencionado, esta PCU es cierta, dado que T' > Tp(2), como conse-
cuencia del lema 7.2. En efecto, si multiplicamos la primera igualdad de (7.13) por e*,
obtenemos

i
e*0,0 — A (b/o e*0(s) ds) = 0.
Pongamos
t
h= *0(s) ds.
/0 e*0(s) ds

Entonces es inmediato que

3tth - (Iath —bAh =0 en Q, (714)
h=0 sobre X.

Sabemos que
he L=(0,T; H'(Q)), &he C%0,T]; LX), duxhe L0, T; H1())

y, ademads, que h = 0 en O x (0,T). Podemos por tanto aplicar el lema 7.2 y deducir que
h = 0. Evidentemente, esto implica # = 0. Esto termina la demostracién del teorema.

Observacién 7.2 Con un poco mds de trabajo, también se puede probar que, en las
condiciones del teorema 7.1, la variedad lineal

{o(T), 7(T)} - ve L3O x (0,T))N} esdensaen H x .

7.2 Controlabilidad exacta a cero (I)

En esta seccién, hablaremos de controlabilidad exacta a cero para el modelo lineal de
Maxwell. Seguiremos hablando de control distribuido, actuando sobre una pequena parte
O del dominio €. Los resultados tendran cardcter “abstracto”, en el sentido de que no
podremos identificar los espacios donde se deben elegir los datos iniciales. Por esta razon,
tendremos que suponer, ademds, que 7o = 0 (véase la observacién 7.4). En cambio. en
los resultados de la seccién 7.3, seremos capaces de identificar estos espacios, modificando
ligeramente (7.1), en el contexto de un problema de control frontera.

Volvamos pues a considerar el sistema

Oy+Vn=V-1+vlp en Q,

T +ar=2bD(y) en Q,

V-y=0 en Q, (7.15)
y=0 sobre X,

y(0) =y, 7(0) =0,
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donde v € L*(O x (0,T))Y, yo € H y 79 € ® son dados. Como en otras ocasiones, con
ayuda del cambio de variables

t
z= / e**y(s) ds, u = e, Z = e,
0

llegaremos facilmente a la siguiente reformulacién hiperbdlica:

Oz — a0tz —bAz+VZ =V -19+ulp en Q,
V-2z=0 en Q,

z=0 sobre %,

2(0) = 2%  8,2(0) = 21

(7.16)

Aqui, 2° = 0y 2! = yo. Gracias a este cambio, podemos relacionar los resultados de
controlabilidad exacta a cero para los sistemas (7.15) y (7.16) y afirmar lo siguiente:

e Controlar exactamente a {0,0} el sistema (7.16) partiendo de {0, yo}, implica con-
trolar exactamente a cero el campo de velocidades y en el sistema (7.15) partiendo
de {vo,70} (v reciprocamente).

Las PCU demostradas anteriormente (véanse el lema 7.2 y la demostracion del teo-
rema 7.1) van a permitir probar la controlabilidad exacta a cero para las soluciones de
(7.16) y (7.15) respectivamente. De hecho, usaremos la PCU siguiente:

St e L*(0,T;V), up € L=(0,T; H), Oup € L=(0,T; V"), p € W=12°(0,T; L*(2))

{ Oup+ a0 —bAp+Vp=0, V-p=0 en Q, (717)

w=0 sobre X%

=0 en Ox(0,7T), (7.18)
entonces ¢ = 0.

Obsérvese que esta PCU es cierta si T > Tp(€2). Para convencerse de ello, basta
razonar en primer lugar como en la demostracién del teorema 7.1 para llegar a que,
necesariamente, Vp = 0; después, teniendo en cuenta que las superficies caracteristicas
del operador diferencial asociado vuelven a ser las que aparecen en la demostracién del
lema 7.2, se deduce que ¢ = 0.

Para el sistema (7.16), tenemos un primer resultado de controlabilidad que es el si-
guiente:

Teorema 7.4 - Supongamos que T > To(2) y 7o = 0. Definimos el espacio F' como el
completado de V X V para la norma

I{e®, 0" Hir = llell2oxomy V{e% @'t eV xV, (7.19)
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donde ¢ es la solucién de (7.17) que verifica p(0) = ¢° y 8ip(0) = ¢'. Sea F' el dual
de F. Entonces, para cada {2°, 2'} que verifique {z' — az°, —2°} € F', eziste un control
u € L2(O x (0,T))N tal que la correspondiente solucién z de (7.16) verifica

2(T)=0, 0,2(T)=0.

Observaciéon 7.3 El espacio F' estd definido como el completado de V x V para una
norma adecuada. En principio, no sabemos identificar F' ni F’ a partir de los espacios
funcionales habituales. “A priori”, F'y F' dependen de O y T'. El problema radica en
que no se saben probar desigualdades directas ni desigualdades inversas adecuadas. Por
ejemplo, si O y T fueran tales que supiéramos probar la desigualdad inversa

1/2
0 1 < 2 v 0o .1 Y% Y%
oo <O ([ tePasa) i €V

donde ¥ es un espacio de Banach que contiene a V x V como subespacio denso, entonces
podriamos afirmar que F C ¥ con inyeccién continua y, en consecuencia, F' D W'
Desgraciadamente, esta cuestién no es trivial (ni siquiera lo es en el caso andlogo pero
mas sencillo de la EDP de ondas).

Observacién 7.4 Por ser el teorema 7.4 un resultado de caracter abstracto, el caso en
el que 7y # 0 conduce a un problema de regularidad para los datos iniciales cuya solucién
no parece clara. Describamos en lineas generales la estrategia que deberiamos seguir en
este caso. Supongamos pues que 75 € ® y T > To(£2). Busquemos la solucién de (7.16)
de la forma z = w + h, siendo w la solucién del problema

Opw — adyw — bAw + VW =V - 19,
V-w=0 en @,

w=0 sobre X,

w(0) = 2%  Buw(0) = 2!

y siendo h, junto con H y u, la solucién de

Ouh — a0th — bAh+ VH =ulp en @,

V-h=0 en @, v

h=0 sobre X%, (7.21)
h(0) =0, 0:h(0) =0,

MT) = —w(T), Gh(T)=—0w(T).
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Usando adecuadamente la reversibilidad en tiempo del operador que aparece en (7.3)
y el teorema 7.4, seremos capaces de resolver (7.21) (y por tanto asegurar que z(T) =
0;2(T) = 0), cuando {Qw(T) — aw(T),w(T)} € F'. Luego la pregunta natural que surge
es la siguiente:

& Qué hipdtesis de reqularidad sobre {2°, 2z} y 1o hacen falta para poder decir que la
solucidn de (7.21) verifica {Ow(T) — aw(T), w(T)} € F' ?

Por supuesto, dado que no sabemos caracterizar F’, también parece complicado dar
una respuesta satisfactoria a esta cuestién.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 7.4: Para probar este resultado, aplicaremos el método
H.U.M. (véase [2]).

Etapa 1. Sea {¢° ©'} € V x V. Consideremos el problema homogéneo:

Oup + a0 —bAp+Vp=0 en Q,
V.p=0 en @,

7.22
o =10 sobre %, ( )

0(0) = ¢°%  Bip(0) = .

Podemos afirmar (véanse los resultados del Capitulo anterior) que existe una tinica solucién
{p,p} de (7.22), que verifica (entre otras cosas)
p e C°0,T1;V), A € C°([0,T]; H).
Etapa 2. Consideremos ahora el problema retrégrado siguiente:
Ouh — adph — bAY + Vg = —plo en @,
V-y=0 en Q,

¥ =0 sobre X,
’¢(T) =0, &w(T) = 0.

(7.23)

De nuevo, (7.23) posee una tnica solucién {4, ¢} que verifica
¥ e C[0,T)V), aw e Co([0,T]; H).
Definimos el operador lineal A de V x V en H x V como sigue:
M, 0"} = {0ab(0) — ap(0), —(0)} V{¢® '} €V x V. (7.24)
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Obsérvese que A estd bien definido, pues v es suficientemente regular.

FEtapa 8. En esta etapa definiremos el espacio F' y veremos que la aplicaciéon A se puede
extender como un isomorfismo de F en su dual F”.

Consideremos unos datos iniciales {¢°,£'} € V x V y sea {{,E} la solucién del corre-
spondiente problema (7.22), esto es:

0 + a0l —bAE+VE=0 en @,
V-&E=0 en @,

&E=0 sobre %,

£0) =€, 8g(0) = L.

Multipliquemos ahora la primera ecuacién de (7.23) por € e integremos en (). Obtenemos
que

(7.25)

/ (Ot - € — aBth - € — DAY - £ + Vg - €) de dt = //O o 0T

De aqui, realizando oportunas integraciones por partes y teniendo en cuenta las condi-
ciones iniciales y finales, llegamos ficilmente a la igualdad siguiente:

2 de— [ -/ gdzdt. 7.26
J00(0) -z~ [ w(0)- (€ +ag)dr = [[ o-ds (7.26)
Usando la definicién del operador A, deducimos que (7.26) se puede escribir en la forma
A o1} {0 ¢! :// Edzdt, 7.27
Mo e W EEN =[] oy P 80 (7.27)

donde (-, -) denota el producto de dualidad asociado a H x V. En particular, de (7.27)
con {€° &1} = {¢° '}, deducimos que

A, o' {0 ) = ] 2 g dt. 7.28
Moo bl =[] o el de (7.28)
Introducimos ahora la aplicacién || - ||, definida como sigue:
1/2
{e®, 0 Hlr = (M, '} {e% ') Vi’ e' eV x V. (7.29)

Gracias a la igualdad (7.28), podemos escribir que para cada {¢° p'} € V X V que

1/2

I e = (M0 € 0) ™ = ([ P eat)

Ahora bien, dado que T' > Tp(£2), se verifica la PCU mencionada inmediatamente antes
de este teorema. En consecuencia, podemos afirmar que la solucién ¢ de (7.22) que se
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anula en O x (0,7T) es idénticamente nula. Luego la seminorma (7.29) es, de hecho, una
norma en V X V.

Definimos el espacio F' como el completado de V X V para la norma || - ||r. Es claro
que F' es un espacio de Hilbert y, los célculos anteriores implican

(Mg, 0"} A€ = ({% 91, {€%€1) . VI e h {6 eV Y, (7.30)

donde (-,-)F designa el producto escalar en F. En consecuencia, A se extiende de forma
Unica como un isomorfismo de F en F'. En efecto, de (7.30) se obtiene que

(A", @ 1A ENT < IR 0 HIRIHE € Hlr V{0, 01}, (", € eV x V. (7.31)

Por tanto (gracias a la desigualdad (7.31)), se puede extender A de forma tnica a una
aplicacién lineal continua de F en su dual F”. Teniendo en cuenta (7.30), podemos escribir
ademas que

(Mo, 014061 = ({e° 01, {€%€), Vit o'} (€ e P (7.32)

De aqui se deduce que A es efectivamente un isomorfismo de F' en F' (y también que
A =A%)

Ftapa 4. Conclusién. Por ser A un isomorfismo de F' en F', podemos afirmar que para
todo {2% 2} con {2} — a2 —2°} € F, existe un tnico par {¢° ¢'} € F que verifica

A{p° o'} = {#' —az® -2} (7.33)

Esto sugiere la siguiente estrategia: tomamos en (7.16) como control u = —¢le, siendo ¢
la solucién de (7.22) asociada a los datos {¢°, ¢!}, donde el par {¢°, '} estd determinado
por la igualdad (7.33). Usando la definicién de A, vemos que esto significa que

Outp — adyp —bAY +Vqg=—plo en Q,

Vep=0 en Q,

Y =0 sobre %, (7.34)
P(0) = 2%, 9(0) = 27,

P(T)=0, 0y(T)=0.

Como (7.16) posee una unica solucién, podemos decir que hemos resuelto el problema
de controlabilidad exacta con control u = —plp y estado {z, Z} = {4, ¢}, partiendo de
{2°, 2'} en el instante inicial. Esto finaliza la demostracién del teorema.
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Observacién 7.5 En particular, tomando 2° = 0 y 2! = yo, poniendo F = F; x Fy y
F' = F{ x F}, obtenemos que, en las condiciones del teorema 7.4, para cada yo € F] existe
un control u € L*(O x (0,T))" tal que la solucién {z, Z} de (7.16) con 79 = 0 verifica
2(T) = 8,2(T)=0.

Volvamos a considerar el problema (7.15). Como hemos mencionado antes, el problema
de controlabilidad exacta a cero para (7.15) partiendo del dato inicial {yo,0} se resuelve
gracias al resultado que acabamos de probar. Mds precisamente, teniendo en cuenta la
observacién 7.5, deducimos el siguiente resultado:

Teorema 7.5 — Supongamos T' > To(Q) y 10 = 0. Entonces existe un espacio de Hilbert
Fy que contiene a V como subespacio denso tal que, para cada yo € FY , existe un control
v € L2O x (0,T))V tal que la correspondiente solucién de (7.15) verifica

y(T) =0, 7(T) =0.

7.3 Controlabilidad exacta a cero (II)

A continuacién, presentaremos otros resultados de controlabilidad para los que si se
podrén identificar espacios donde elegir datos iniciales. Serd necesario modificar lige-
ramente (7.1), de modo que quede un problema de control frontera.

7.3.1 Sistemas de tipo “ondas-Stokes”. Resultados previos

En esta subseccién, presentaremos algunos resultados previos, necesarios para probar
una desigualdad inversa adecuada. En primer lugar, veremos un resultado para sistemas
de tipo “ondas-Stokes” (véase [2] para un resultado andlogo para la EDP de ondas).
Probaremos una desigualdad inversa y, también, una desigualdad directa, cierta cuando
los datos iniciales son més regulares (cf. el lema 7.6). Estos sistemas ya fueron considerados
por J.L. Lions en [2]. En nuestro contexto, aparecen de forma natural (algo de esto se ha
visto ya en las secciones precedentes) cuando se consideran fluidos lineales de Maxwell.
En lo que sigue, haremos uso de la notacién introducida por J.L. Lions en [2].
Sea z° € RM\Q. Consideremos la siguiente particion de 9:

I'(z%) = {z € 00 : m(z)-7i(z) >0}, T.(2%) = Q\['(z?).

Aqui, la funcién 7 viene dada por m(z) = z — 2% y i = 7i(z) es el vector normal unitario
en x € 01, orientado hacia el exterior de 2. Pongamos

2(z%) = T'(a%) x (0,T), Z.(z°) =T.(z°) x (0,T)
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R(z°) = max |mi(z)|, T(2°)=2R(").

€

Consideraremos el siguiente sistema de tipo “ondas-Stokes”:

Ouwp—Ap+Vrn=f en Q,
Vep=0 en @,

7.35
@ =0 sobre %, ( )

©(0) =¢°, Bup(0) = '.

Observacién 7.6 Los argumentos que conducen a la existencia, unicidad y regularidad
de solucién del problema (6.6) utilizados en el Capitulo anterior, son también aplicables
al problema (7.35). De hecho, podemos afirmar lo siguiente:

1. Para cada f € L}(0,T; H) y cada par {¢° ¢'} € V x H, existe una inica solucién
{p, 7} de (7.35) que verifica

¢ € C°0,T}; V), 8w € C°[0,T]; H), up € L0, T; V'), 7 € W1°(0,T; L*(Q))

(como siempre, 7 es Unica salvo una distribucién de W=1°°(0,T)). Ademaés, existe
una constante positiva C, que sélo depende de Q, T, || flloiay, 1€°llv v el , tal
que

lellzoevy + 10kl 2oy + [1Oupll vy < C. (7.36)

2. Denotemos A el operador de Stokes habitual, de dominio D(A), dado por
DA)={ue H:uec HOQ)Y, Aue LX)V}

Supongamos ahora que f € L%(0,T; H), 0,.f € L*(0,T; H) y {¢°, o'} € D(A) x V.
Entonces la solucién {¢, 7} de (7.35) verifica

v € C°([0,T]; D(A)), dyp € C°([0,T); V), dup € C°([0, T); H).

Adeinés, existe una constante positiva C, que sélo depende de €, T, || f|lr2¢m),
10Nl 2cmys 19°pay v ot llv tal que

[l oo Dayy + 10wl oo vy + [ Oupll Loy < C. (7.37)

El primer resultado de esta seccién estd esencialmente probado en [2] y es el siguiente:
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Lema 7.6 Supongamos que {¢, w} es la solucidn de (7.35) asociada al sequndo miembro
f =0y a los datos iniciales {¢°, ¢'}.

(@) SiT > T(z% y {¢°% '} € V x H, entonces eziste una constante positiva C, que
s6lo depende de Q y de T, tal que se verifica la desigualdad inversa siguiente:

%2

He", " Hlvxu < C (//zxm) on

: 0 . ,
(b) Si {¢° !} € D(A) x V, entonces se tiene éf € L*(Z). Ademds, existe C > 0,
que sélo depende de Q) y T, tal que se verifica la desigualdad directa siguiente:

(L5

DEMOSTRACION DEL LEMA 7.6: El argumento se debe a J.L. Lions [2]. Para mayor
claridad, serd recordado con detalle. En primer lugar, usando el método de los multipli-
cadores, demostraremos una identidad que permitird probar la desigualdad inversa (7.38)
(véase (7.41)). Después, de esta misma identidad deduciremos la regularidad L%(X) para
la derivada normal de ¢ (cuando {¢°, ¢} € D(A) x V) y, también, la desigualdad directa
(7.39).

1/2
dadt) V{o o'} eV x H. (7.38)

0 1/2
dadt) < ClI{¢°, ' Hipyxv  V{¢’, ¢'} € D(A) x V. (7.39)

(a) Por el momento, supongamos {¢°, ¢!} € V x V, de modo que {p, 7} es tan regular
(al menos) como en el apartado 2 de la observacién 7.6. Multipliquemos escalarmente la
EDP de (7.35) por (m- V) e integremos en Q. Con el convenio usual de suma de indices
repetidos, obtenemos:

/ Oysp - mkamk / Ap - mk(‘)xk // —Vr) - mkaafk (7.40)

Tras hacer integraciones por partes, podemos escribir el primer término de (7.40) como

sigue:
/ O - mk@:ck 2// amklat@P /atSD Mg aatpk

El segundo término es de la forma

/ B mk //Q oz, (amk gai+ amjax) // 8a:kd odt.

Aqui, integrando por partes el segundo sumando de la derecha, obtenemos que

//Q 3% <9x3837k ) // 887;1: Vel + % //2 mini |Vl dodt.
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2
. Entonces (7.40) da lugar a

0
Usemos que ¢ = 0 sobre ¥ para deducir que |Vy|? = ‘5%

la siguiente identidad:

[ oup-mi 22 I I G (el = 1Vl
Q 8zk =0 2

S G e 5 Jlymens et dodt= [f-Om mg

A continuacién, deduciremos la desigualdad inversa (7.38) a partir de (7.41). Gracias a
la eleccién de la funcién i, se deduce de (7.41) que

f o me 22|+ 5[] (ol = 196l7) + [ 96
// mknk|—| dodt = // —Vn) - mk(?xk

No es dificil comprobar que
/ / V7T mk 8x L 7

pues V- ¢ = 0. Por otra parte, podemos afirmar que la solucién de (7.35) verifica

(7.41)

(7.42)

t=T

[ (el = 196P) = (@e(t), o(2)

t=0

Para simplificar la notacién, pongamos

AIZ//;HBW—\W\?% Ay = / Orp - gai

t=0

y, también X
B(t) = —{I&:w( DI+ Ve, EBo={l¢'* + Ve’ P}

Para cada t € [0,7T], E(t) es la energfa total del sistema (7.35) en el instante ¢. Por otra
parte, Fy es la energia en el instante inicial. Usemos que E(t) se conserva, esto es,

% //C;(]@tsof + |Vo?) dzdt = TE,.

En consecuencia, de la igualdad (?7?), se deduce que

A2+N A1+TE—_//mknk

“’l dodt = 0. (7.43)
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Por ser 17 - i < 0 sobre E*(xo) y | - 7| < R(x°) sobre X(z°), podemos escribir que

// T Tk //E(EO) kT SR(wO) //z(xO) g%

Luego, de (7.43), deducimos también que

8n Bn

_‘P

N-1
Ay + 2 A+ TEy <

dodt. (7.44)

E(zo)

Vemos que, por densidad, esta desigualdad debe seguir siendo cierta para cualquier
{¢° o'} € V x H. En efecto, bastarfa considerar la sucesién de las soluciones de (7.35)
asociadas a datos iniciales {¢?, o1} muy regulares, con segundo miembro igual a cero.
Tras escribir (7.44) para los A}, A} y Ej correspondientes y tener en cuenta la “buena”
convergencia de todos los términos de la izquierda, llegarfamos a esa conclusién.

No es dificil probar la estimacién

N -1
A+ Al < R (100l + [Vl oo,y = T(2”) Eo.

Esto tltimo, junto con (7.44), permite escribir finalmente la desigualdad

(T — 2R(z° / A o |3

Basta ahora tomar T > 2R(z%) = T(z°) para deducir que se tiene (7.38), con C depen-
diendo sélo de 2 y de T.

—“0 dodt. (7.45)

(b) Veamos ahora que, si {¢% ¢'} € D(A) x V, entonces g € L*(%) y se tiene (7.39).
n

Volvamos a la identidad (7.41). Observemos que (7.41) también se verifica, cambiando
my, por By, para cualquier {¢°, ¢!} € V x V y cualquier funcién B € C'(Q)". Esto
conduce a la siguiente igualdad:

8o " 1/ 0B
Low Boom| 45 [[ S50 - Vel
8 Ty =0 2 Q a.'lik (7 46)

" 2
P ede 20 [ ey B2 = L[] Bune |22 o

Elijamos en (7.46) la funcién B tal que B -7 = 1 sobre 9. Una tal funcién B = B(z)
existe, debido a la regularidad de 9. Se deduce que existe una constante positiva C, que
s6lo depende de 2 y de T, tal que

Op ?
/L‘%I dodt < CI{e°, @' Hibrayxv -

126



Aqui, hemos usado el apartado 2 de la observacién 7.6 y, més concretamente, la estimacién
(7.37). Por densidad, esto debe ser cierto para cualquier {¢©° '} € D(A) x V. Esto
termina la demostracién del lema.

Observacién 7.7 De hecho, si {¢°, ¢!} € D(A) x V, la solucién de (7.35) posee una

derivada normal % més regular. En efecto, dado que ¢ € C°([0,T]; D(A)), tenemos
%%

5 € C°([0, T); HY?(8Q)).
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A continuacién, consideraremos el siguiente sistema el de tipo ondas-Stokes con un término
adicional de orden cero:

( 2

8tt9—bA0—aZ0+V9=f en Q,

! V-6=0 en Q, (7.47)
0 =0 sobre X,

| 0(0) =6°,  8,0(0) = 0"

Aqui, f € LY(0,T; H) y {6°,6'} € V x H son dados.
Observacién 7.8 Para el sistema (7.47) son vélidas las afirmaciones de la observacién 7.6:

" 1. Supongamos que f € L(0,T;H) y {6°,0'} € V x H. Entonces existe una tnica
solucién {6, 0} de (7.47) que verifica

0 € C°[0,T]; V), 8,0 € C°([0, T]; H), 840 € L0, T; V'), ©® € W~(0, T; L*()).

Ademas, existe una constante positiva C, que sblo depende de 2, T, a, b y lineal-
mente de || f[lzagay, 10%0v v 110", tal que

00)| oo vy + 110:0]] oo a1y + 1|08 L1 vy < C (7.48)

2. Supongamos ahora que f € L*(0,T; H), 8,f € L*(0,T; H) y {6°,6*} € D(A) x V.
Entonces la solucién {6, ©} verifica

0 € C°([0,T); D(A)), 8:0 € C°([0,T); V), dub € C°([0,T7]; H),
© e L>(0,T; H(Q)).

Ademds, existe una constante positiva C, que sélo depende de §2, T, a, b y lineal-
mente de || fllz2cy ¥ 10ufllz2emy , 10°pcay ¥ 16*flv, tal que

101 oo () + 1100 e (vy + 1|0s0]| Loo 11y < C. (7.49)

3. Finalmente, supongamos que f € LY(0,T;V) y {6°,0'} € D(A) x V. Entonces la
solucién {6, ©} verifica

6 € L=(0,T; D(A)), 88 € L>(0,T;V)

y existe una constante positiva C, que sélo depende de 2, T, a, b y linealmente de
£ lsevy s 10°pcay v 16Mlv , tal que

101l o (D(ay) + 1001l Lo (vy < C. (7.50)
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Para justificar esta regularidad, hagamos célculos formales sobre la aproximacién de
Galerkin de 6 (que volvemos a llamar #). Tomando como funcién “test” —A(90),
obtenemos que

2
(80 — bAG — %9 +V0O,—A(8:9)) = (f, —A(80)).
Haciendo oportunas integraciones por partes en esta igualdad, llegamos a

2 ja0]2 + 221861 = (£,5) +——II9H2

2dt 2dt 8 dit

Esto justifica lo que se ha dicho de 8, asi como la estimacién (7.50).

Usaremos el lema 7.6 para probar el resultado siguiente:

Lema 7.7 Supongamos que f € LY(0,T;V) y {6°,0'} € D(A) x V. Entonces, para cada
g € CYO)N, la solucién {8, @} de (7.47) verifica la siguiente identidad:

2// G Tk 8

8% 2 AT 751
= | 00 g 5~ (18:0]% — b| V0|2 — —|6]%) (7.51)
/ ! kt » 2// 4

@ ff, ii B et el

En consecuencia,

i

donde la constante C solo depende de 2, T, a y b.

dadt

dadt> <C (H{eoagl}llD(A)xv + Hf”L%V)) ; (7.52)

DEMOSTRACION DEL LEMA 7.7:
1. Para probar (7.51), basta razonar como en la demostracién del apartado (a) del

lema 7.6. Todo se reduce a multiplicar escalarmente la primera EDP de (7.47) por ¢

Oz,

y realizar las oportunas integraciones por partes (facilmente adaptadas a este caso).

2. Para probar (7.52), elegimos ¢ = B, donde B € C*(Q)" y B-7i = 1 sobre 9{2. Teniendo
en cuenta que, en las condiciones de este lema, la solucién {6, ©} verifica (7.49), es facil
deducir (7.52).
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Observacién 7.9 Ellema 7.7 continia siendo cierto cambiando la hipétesis f € L*(0,T;V)
por f € L*(0,T; H), 8,f € L*(0,T; H) (y cambiando adecuadamente el segundo miembro
de (7.52)).

7.3.2 Una desigualdad inversa

En lo que sigue, nos ocuparemos de demostrar una desigualdad inversa para el problema

siguiente:
2

8ttcp—bAcp—aZcp+Vp:0 en @,

V-p=0 en @, (7.53)
=0 sobre X,

e(0) ="  Bp(0) = .

Tenemos el resultado siguiente:

Lema 7.8 Supongamos que T > 0T(z°) y que {p, p} es la solucidn de (7.53), donde
{©°, @'} € V x H. Entonces existe una constante positiva C, que sélo depende de Q, T,
a y b, tal que

Dol? 1/2
il dadt) . (7.54)
on

I{¢", ¢"Hvxr < C <.//E(z°)

DEMOSTRACION DEL LEMA 7.8: Para la demostracién, usaremos la desigualdad inversa
(7.38) que proporciona el lema 7.6, la identidad (7.51) probada en el lema 7.7 y un
argumento de compacidad-unicidad. Esta estrategia ha sido previamente utilizada por
A. Lépez, Xu Zhang y E. Zuazua en [3], en el contexto de la EDP de ondas.

Busquemos la solucién de (7.53) de la forma ¢ = 7 + ¢, siendo 1 la solucién del
problema de tipo “ondas-Stokes”

Oun —bAn+Vrn =0 en Q,
V-n=0 en Q,

n =0 sobre X,

n(0) =¢%  am(0) = ¢'
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y siendo ( la solucién del sistema,

4

2

a? a
0§ — bAC — ZC“‘VH =" en Q,

{ V(=0 en Q, (7.56)
(=0 sobre %,
¢(0)=0, 39¢(0)=0

(andlogo a (7.47)). Supongamos que T > vbT(z°). Gracias al lema 7.6, sabemos que
existe una constante positiva C, que sélo depende de Q y T, tal que

1{e° @' Hlvxw < C (//z(zo)

Aqui, 7 es, junto con 7, la solucién de (7.55) asociada a los datos iniciales {¢°, ¢'}. Por
ser 7 = ¢ — (, sustituyendo en (7.57), obtenemos que

on

9 1/2
3 dadt) V{p® o'} eV x H. (7.57)
n

e, @ MY mr < C// o[ dadt+C’// L o (7.58)
IV = Jy@oy | On £(20) |On ' '
Definimos ahora la aplicacién A : V x H — L*(E)N como sigue:
A(LO Al 9¢ 0 1
Ao’ 9= o= V{g’ '} eV x H, (7.59)
on 5(20)

donde ( es, junto con II, la solucién de (7.56) (asociada a los datos iniciales nulos y al
2

segundo miembro %1—77). En términos de A, la desigualdad (7.58) se escribe en la forma

dp? -
—“"‘ dodt + CIR{E", ')y, (7.60)

0 1 2
<
1 M < [, |52

Debido a un argumento de compacidad-unicidad bien conocido, para deducir (7.54) de
(7.60), basta demostrar que A verifica lo siguiente:

e A es una aplicacion lineal continua bien definida;
e A es compacta.
Supongamos entonces que

{° '} € acotadode V x H. (7.61)
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Podemos afirmar, en virtud de la observacion 7.6, que las soluciones {n, 7} de los sistemas
(7.55) correspondientes a estos datos iniciales verifican (entre otras cosas)

n € acotado de L*(0,T;V),

O € acotado de L*(0,T; H).
En consecuencia, aplicando el segundo apartado de la observacién 7.8, deducimos que
las soluciones {(,II} de los sistemas (7.56) (correspondientes a los datos iniciales nulos)

verifican
{¢, I} € acotado de E. (7.62)

Aqui, hemos usado la notacién

E = {{¢, 71} : ¢ € L™(0,T; D(A)), 8 € L(0,T; V),
8uC € L=(0,T; H), I1 € L®(0, T; H{())}.

De (7.62)-(7.63), se deduce inmediatamente que

(7.63)

o¢ € acotado de L2(Z)VN.

on
Estas afirmaciones, prueban a la vez que A : V x H — L*(X)V est4 bien definida y que
es lineal continua.

Veamos que A también es compacta. Sea {¢, L} una sucesién débilmente conver-
gente en V' x H. Para cada n > 1, sea {¢",I1"} la solucién del correspondiente sistema
(7.55)~(7.56). Escribamos la identidad (7.51) del lema 7.7 (con ¢ = By B € C*(Q)" tal
que B -7 =1) para ("™ = (" — (™ y ™™ = 11" — [I™:

b o o¢em|
5//2 on dodt
agn,m t=T 1 0 5 a2 9
— nm. B - . nmi2 iy cneml2 | o (764)
Jyos B g [](7 B0 = HTE = i)

0B, 9¢™™ 9™ OB. O™ a2 - o

Q Oz; Oz, 0zy, Q oz; Oz 0 4 oxy,
Claramente, cuando n,m — oo, (™™ converge a cero en L(0,7;V), 8,(™™ converge a
cero en L2(Q)N, 8,(»™(T) — 0 en H y ¢("™(T) — 0 en V. Esto es consecuencia de

que {¢", II"} se mueve en un acotado de E. Por otra parte, n™ — ™ converge a cero en
L*(0,T; H) y II™™ converge a cero en L*(Q). Por tanto,

Ik

Esto prueba que 6(;% es de Cauchy en LA(E)N y, por tanto, A : V x H — L*(Z)V es

compacta, como queriamos demostrar.

a(n,m
n

2
5 dodt - 0.
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Observacién 7.10 Hay otra forma de ver que A es compacta. Més concretamente,
supongamos que {¢®, ¢'} pertenece a un acotado de V x H. Entonces la correspondiente
solucién {¢,II} se mueve en un acotado de E. En particular, esto implica que

¢ € acotadode L*(0,T; D(A)),
8¢ € acotado de L*=(0,T;V).

Por tanto, podemos afirmar que
¢ € compacto de  C%([0, T]; H* ()N nV) (7.65)

para cada s € (3/2,2). Obsérvese que, para estos valores de s, se tiene D(A) — H*(Q)V N
V — V, siendo la primera inyeccién compacta. Esto implica que

g% e compacto de  C°([0, T); H*3/2(2)M),

es decir que A es compacta.

7.3.3 Controlabilidad exacta a cero. Control frontera

En esta seccién, probaremos un resultado de controlabilidad exacta a cero en el que po-
dremos identificar espacios en los que se pueden elegir los datos iniciales. Esto serd posible
gracias a la desigualdad inversa (7.54) que hemos probado en el lema 7.8. Deberemos mo-
dificar ligeramente el sistema de Maxwell considerado hasta ahora. Concretamente, en
vez de (7.1), consideraremos el siguiente problema

Oy+Vr=V.-7 en Q,

O +ar =2bD(y) en @,

V-y=0 en @, (7.66)
y = vlpoy sobre 2,

y(0) =10, (0) =0,

donde v € L*(Z(z®))V, v - i = 0 sobre (2"), yo € H y 10 € ® son dados. Se trata ahora
de un problema de control frontera. El control es v y actda sobre la parte ['(z°) de la
frontera de 2. El “precio” que habréd que pagar seré que habremos de debilitar el concepto
de solucién (obsérvese que estamos intentando resolver un problema no homogéneo con
dato no regular sobre una parte de la frontera). Por supuesto, la “buena” definicién de
solucién corresponde al concepto de trasposicion (cf. més adelante).
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Para deducir la existencia, unicidad y regularidad de solucién de (7.66) y también el
anunciado resultado de controlabilidad (como ya hemos hecho en més de una ocasién),
introducimos el cambio de variables

z= /Ot e*y(s) ds, Z = e, w = /Ot e**v(s) ds.
Se llega al problema siguiente:
Oz — a0z —bA2+VZ =V -1 en @,
V:-2=0 en Q,
z = wlp(zoy sobre X,
2(0) = 2% 8;2(0) = 2.

Aqui, 2 =0y 2! = 19. Se observa que es posible eliminar el término —ad;z reahzando
un nuevo cambio de variables en (7.67). Més concretamente, pondremos

h = e—-at/2z, q= e—at/QZ, u = e—at/2w‘

(7.67)

Tenemos entonces que

2
Oz = eat/z(%h +8h), Oz = e**(Ouh + adih + 94_]1), Az = e®2AR

y, en consecuencia, {h, ¢} es solucién de
2

Bh — AR — %—h L Vg=e V.7 en Q,

{ V-h=0 en Q, (7.68)
h = ulpoy sobre X,

h(0) = R,  8,h(0) = hl.

a .

Ahora, h® = 2° = 0, Al = 2! — =K% = yy. Gracias a los cambios de variable realizados, las
soluciones de estos tres sistemas son facilmente relacionables. Para hablar de la solucion
por trasposicion de (7.68), no es restrictivo suponer que V-7 =0, i =0y h! = 0.

Definicién 7.1 Sea u € L*(S(z°))" con u -7 = 0. Se considera el problema (7.68),
donde V-7 =0, h® = 0y h' = 0. Se dice que h es solucién por trasposicién de (7.68) si
he Lo, T, V) y

T - k
| @, g@wydt==b [[  u OF dodz VgeLNO,T;V)  (7.69)
0 S0  On
donde k es, junto con K, la solucién de
2
(%Jc-bAk—%k—kVKzg en Q,

V-k=0 en Q, : (7.70)
k=0 sobre X,
E(T)=0, 0k(T)=0.
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Repetimos que, dada g € L'(0,T;V), existe una tnica solucién de (7.70) que verifica
k€ L>(0,T; D(A)), 9;k € L>=(0,T;V) y también en consecuencia

_(9_]2
on

Esto da un sentido a (7.69). De hecho, dado que para cada g € L*(0,T; V) la correspon-

Ok € L*(Z) con

5 < Cligllzivy - (7.71)

L(Z)

diente & verifica gli € L0, T; H/*(0Q)N), podriamos igualmente definir la solucién por
n

trasposicién de (7.68) para u € L*(0,T; H™Y*(I'(2%))N).

Observacién 7.11 Si, en (7.68), V.79 =0, h® = 0, h' = 0 y u es muy regular y coincide

con la traza sobre $(z°) de un campo de divergencia nula, entonces se puede hablar de la

solucién h de (7.68) en un sentido fuerte. En tal caso, & verifica (7.69). Basta usar (7.70)
e Integrar por partes adecuadamente.

Observacién 7.12 También, podriamos considerar controles u € L2(X(z°))" tales que

/ o) u-ndo = 0. Esto es lo que da coherencia a la definicién de solucién por trasposicién.
I'(x

En este caso, en la definicién 1, en vez de (7.69) habria que poner

//h gdxdt = —b//( u- dada:%—//m u- 1)K dodt.
3 (x0) z0

Observacion 7.13 Es claro que tiene también sentido hablar de la solucién por trasposi-
cion de )

6tth—bAh—%:h+Vq:0 en O

V-h=0 en @, (7.72)
h = ulpgoy sobre 3,

h(T)=0, Gh(T)=0.

Se trata de la funcién h € L*(0,T; V") caracterizada por verificar

/0<h() gty vdt = —b/ﬁ;(m U - -—dadt
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donde k es, junto con K, la solucién de
4 a2
8ttk—bAk—Zk+VK=g en @,
V:-k=0 en Q,

k=0 sobre %,

| k(0) =0, 0:k(0)=0.

Lema 7.9 Supongamos dadosto € ®, V-1g € L2 ()N, R € V, bt € H yu € L2(Z(z))V,
conu - = 0 sobre L*(£(z°)). Eriste una dnica “solucidn por trasposicion” h de (7.68),
dada por h = h* + h, donde h* es, junto con ¢*, la solucidn de ‘

;

2
Buh* — bART — %h* YV =e Vo en Q,

V-h*=0 en Q, (7.73)
h* =0 sobre X,
| 7*(0) = h®,  8;h*(0) = h!

en el sentido habitual y h es solucidn por trasposicion de (7.68) (con V-1 =0, h° =0y
h' =0), en el sentido de la definicién 7.1. Ademds,

he C°[0,T); V"), o.he C%0,T); D(AY). (7.74)

DEMOSTRACION DEL LEMA 7.9: Las dnicas afirmaciones no triviales son las de (7.74).
Bastara probar estas propiedades para h. En efecto, {h*, H*} estd univocamente deter-
minado por (7.73), con

h € Co0,T); V), 9h* € C°[0,T); H), 08yh* € C°([0,T);V").

Por otra parte, h estd perfectamente determinada por (7.69), dado que g es arbitraria en
LY(0,T;V). Ademss, teniendo en cuenta (7.71), deducimos de (7.69) que

’}VL € LOO(O, T; V’) y HE”LW(V’) < CHU“L2(E(z0)) . (775)
A continuacién, seguiremos la estrategia siguiente:

(a) Veremos, en primer lugar, que
8ih € L®(0,T; D(A)) v |18:hllze(piayy < Cllull 2oy - (7.76)

(b) Después, usando (7.75) y (7.76), probaremos que son validas las afirmaciones de (7.74).
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(a) Observemos que de (7.75) &,k € W=1(0, T; V') y ademss

(@h.g) =~ [ (he), gy de Vg € WO, T;V) (7.77)

Sea g € D((0,7T); D(A)). Entonces, denotando momentdneamente (-, -) el par de dualidad
asociado a D'((0,T); D(A)"), podemos escribir:

(.1, 9) |_l/ (h(2), Bog(t) )y v dt| =

9(:k)
on

( / a(at )d di
(xo)

on (7.78)

< Cllull 2oy 19l L1 pcay) -
L2(2(z0))

< Cllullr2(s(z0y

Aqui, hemos usado que la solucién del sistema anélogo a (7.70) donde 0:g sustituye a g
es el par {0;k, 0, K}, es decir

2
Buuck — bADK — %atk +V(3,K)=08g en Q,

V- -0k=0 en Q, (7.79)
Otk =0 sobre 3,
8tk(T) = O, 8ttk(T) = O

También, hemos usado que

0(0:k)
on

< C|0ekl Lo piay < Cllgllrpay »
L2(Z(x0))

donde la 1ltima estimacién, es ficil de obtener, tomando (—A)20,k como funcién “test”
en la aproximaciéon de Galerkin para la solucién de (7.70). De (7.78), deducimos (7.76)
de forma inmediata.

(b) Veamos que h (resp. 9,h) es limite en L°(0,T; V") (resp. L=(0,T; D(A)')) de una
sucesién de C°([0,T]; V) (resp. C°([0,T]; H)). Recordemos que u € L?(%(z°))" con
w- 7 = 0 sobre $(z°) y que & es solucién por trasposicién de (7.68), con V-7 =0, h% =0
y ht = 0. Sea pues u, una sucesién regular con u, - # = 0 sobre 2(z°) y, tal que

u, —»u  en LAS(z)V. (7.80)

Consideremos el problema,

—~ —~ 2~
Buh™ — bAR™ — “Zh" +VH =0 en Q,

V-h"=0 en Q, (7.81)
h™ = uplpo) sobre X,
A™(0) =0, 8,h™(0) = 0.
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Sabemos que, para cada n, existe h™ solucién por trasposicién de (7.81) que verifica
(gracias a que u,, es muy regular y los datos son nulos)

B e CO(0, T, H{ ()N nH), 8~ € C°([0,T); H).
En particular, podemos escribir que
r™ € C°([0,T); V')
y de la desigualdad de (7.75), obtenemos que
A" = Rl|peovry < Cllu™ = ull2(ne0) - (7.82)
De donde, gracias a (7.80), deducimos que
R —h en L%(V).
Por tanto, (por densidad) concluimos que h e C°([0,T]; V). Esto es la primera afirmacién
de (7.74) (para h).
Por otra parte, podemos afirmar que
8,h™ € C°([0,T]; D(A))
y en virtud de la desigualadad de (7.76) tenemos
18R = ikl (pay < Cllu™ — ull 220y (7.83)

de donde
&A™ — 8h en L®(D(A)).

En consecuencia, 8;h € C°([0,T]; D(A)'). Esto finaliza la demostracién del el apartado (b)
y, con ello terminamos la prueba del lema.

Podemos relacionar ficilmente las propiedades de controlabilidad de los sistemas (7.66),
(7.67) y (7.68):

e Controlar exactamente a {0, 0} el sistema (7.68) partiendo de {0, 30} implica con-
trolar exactamente a {0, 0} el sistema (7.67) partiendo de {0,yo} lo cual, a su vez,
implica control a cero para el campo de velocidades y de (7.66) partiendo de {yo, 7o }.
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Para controlar exactamente a cero el sistema (7.68), usaremos la siguiente PCU, que es
cierta siempre que se tenga T > T'(z°):

St w € LOO(O, T; V); 815%0 € Loo(O, T; H); att(p € Loo(O, T; V/)f peE W_I,OO(O’T; L2(Q))

2
(9tt<,0—bA(p—%—<p+Vp=O en @,

(7.84)
=0 sobre X
! 0
¥= sobre  B(z9), (7.85)
n

entonces ¢ = 0.

Esta PCU es consecuencia trivial del lema 7.8

Teorema 7.10 - Supongamos T > T(z°) y 70 = 0. Definimos el espacio F como el
completado de V x V para la norma

e o = | 32 Vi e} € VXY, (7.56)

L2(%(=9))

donde ¢ es la solucion de (7.53). Sea F' el dual de F'. Entonces, para cada {h,h°} € F,
eziste un controlu € L2(Z(z°))N tal que u-7i = 0 sobre $(z%) y la correspondiente solucién
por trasposicion h de (7.68) verifica

W(T) =0, 8,h(T)=0. (7.87)

Ademds, se verifica que
F'>V' x H. (7.88)

Observacién 7.14 Las igualdades (7.87) deben ser interpretadas en el sentido de V' y
D(A)', respectivamente, dado que tan sélo cabe esperar que se tenga (7.74). El mismo
comentario es valido para los resultados de controlabilidad que siguen a éste.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 7.10: Para probar este resultado, seguiremos un es-
quema que, en lineas generales, coincide con el presentado en la demostracién del teo-
rema 7.4. Més precisamente, aplicaremos en primer lugar el método H.U.M. para deducir
un resultado de controlabilidad nula con datos iniciales en un espacio “abstracto”. Despu-
és, usando la desigualdad inversa (7.54), podremos probar (7.88).
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Etapa 1. Sea {¢° ¢'} € ¥V x V. Consideremos el problema homogéneo:

( 2
8tt<p—bAso—%-<p+\7p=0 en @,

V-p=0 en Q, (7.89)

w=0 sobre %,

L 0(0) =¢°  Bip(0) = .

Sabemos, gracias a la observacién 7.8, que existe una tnica solucién {¢,p} de (7.89) que
ademas verifica

'4 S CO([O,T]v D(A))a at(P € CO([())T]a V))
8w € CO(([0,T); H), pe L=(0,T; H(Q))
y también
Op

890 Q . 1/2 N = __
anEC’([O,T],H (o)), o 7n=0 sobre 3. (7.90)

42 es consecuencia de que V- =0y ¢ = 0 sobre £ (cf. [4],

Esta ultima propiedad de
on

property 2).

Ftapa 2. Consideremos ahora el problema retrégrado siguiente:

2
att@b—bmz)—“zwwf:o en Q,

Y= %11«(390) sobre X

De acuerdo con (7.90) y con el lema 7.9, (7.91) posee una tnica solucién por trasposicién
¥ que ademds tiene la regularidad siguiente:

Y e C°([0, T V"), ow € C°([0, TT; D(A)').
Definimos el operador lineal A de V x V en D(A)" x V' como sigue:
A {p? o'} = {0,4(0), —¥(0)}. (7.92)

Obsérvese que A estd bien definido, pues ¥ posee la regularidad suficiente.

Etapa 3. Consideremos un dato inicial {€°, '} € V x V y sea {{,E} la solucién del
correspondiente problema (7.89), esto es:

2
attg—bAg—%l—uv::o en Q,
V-£=0 en Q, (7.93)
£€=0 sobre X,

£(0) = €% 0.(0) = ¢
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Teniendo en cuenta la definicién de v y las condiciones iniciales satisfechas por &, es claro

que
Op 9
/ (B(0) - €% — / /E o By 5 ot (7.94)
Podemos escribir (7.94) en términos del operador A como sigue:
8g0 o0&
0 1 0 £1yy _
(M o1 (€8N = [[L |, 50 5 dodt, (7.95)

donde (-,-) denota el producto de dualidad asociado a D(A) x V'. En particular, de
(7.94) con {&€°,&'} = {¢° ¢!} € V x V, deducimos que

Bl
M 01 (0N = [ |5e] dodt (7.96)
Introducimos ahora la aplicacién || - ||, definida como sigue:
1/2
{e% @' HIr = (M @' 1 4% 0'h) T V{0l eV x V. (7.97)

Gracias a la igualdad (7.94), tenemos que

O

1/2
e 'l = (A% ), 1%, ) (//w) dodt) V{g® o'} € VxV.

Sabemos que, si T' > T'(z°), es cierta la PCU mencionada inmediatamente antes de este
teorema. En consecuencia, la seminorma (7.97) es, de hecho, una norma en V x V.
Definimos el espacio F' como el completado de V x V para la norma || - ||. Razonando
como en la tercera etapa de la demostracién del teorema 7.4, se deduce que A se extiende
de forma unica como un isomorfismo del espacio de Hilbert F en su dual F’ y podemos
escribir que

(M”16 = ({" "1, {6%€Y) . VI o' i e (7.98)

Etapa 4. Conclusion. Como A es un isomorfismo de F sobre F’, podemos afirmar que,
para cada {h', —h%} € I, existe un tnico par {¢°, ¢!} € F que verifica

A o'} = {n}, —h°}. (7.99)
Tomemos ahora en (7.68) como control la funcién derLQ(E(a;O))N

0
U= '_wlF(xo) )

on
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siendo ¢, junto con p, la solucién de (7.89) asociada a los datos {¢°, '} y estando el par
{¢% '} determinado por la igualdad (7.99). Por la definicién de A, esto significa que

( 2
attw—bmp—“zwv\p:o en Q,

V=0 en Q,

Y= g—::—].l"(ZO) sobre ¥(z°),

$(0) =h%, 8i(0) = h',
( ¥(T) =0, ow(T)=0.

Por tanto, hemos resuelto el problema de la controlabilidad exacta a {0,0} de (7.68) con
control u € L*(Z(z°))N y estado {h, H} = {¢, ¥}, partiendo de {h°, h'} en el instante
inicial.

Ademsés, gracias a la desigualdad inversa (7.54), probada en el lema 7.8, podemos
afirmar que ' C V' x H (con inyeccién continua) y, por tanto, ' O V' x H (en otras
palabras, el resultado de controlabilidad es valido para cualquier dato {h',h°} € V' x H.
Esto finaliza la demostracién.

(7.100)

A continuacién, veamos que es cierto un resultado analogo al teorema 7.10, pero con
T0 # 0.

Teorema 7.11 - Supongamos que T > T(z°), 70 € ® y V- 75 € L2(Q)N. Entonces, para
cada {h',h°} € V' x H, exziste un control u € L*(Z(z°))Y con u -7 = 0 sobre X(z°) tal
que la correspondiente solucion por trasposicidn h de (7.68) verifica

WT)=0, Oh(T)=0. (7.101)

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 7.11: Razonaremos como en la observacién 7.4. Vere-
mos que, en este caso, podemos resolver el problema de regularidad que comentamos por
primera vez en la citada observaciéon. Como en la demostracién del lema 7.9, buscare-
mos la solucién de (7.68) de la forma h = w + h siendo w, junto con W, la solucién del

problema
2

Opw — bAw — azw + VW =e %%V .15 en Q,

V-w=0 en 0, (7.102)
w=0 sobre X,

w(0) = A% Bw(0) = h!
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y siendo &, junto con u € L*(Z(z°)V, la solucién del siguiente problema de control a

{0,0}:

4

~ g 2~
8tth—-bAh—C—zl—h+Vq=0 en Q
V-h=0 en Q,
h= ulpoy sobre X,

h(0) =0, &h(0)=0,
| A(T) = —w(T), 8h(T) = —8w(T).

Usando adecuadamente la reversibilidad en tiempo del operador que aparece en (7.103) y el
teorema 7.10, somos capaces de resolver (7.103). En otras palabras, si {—0,w(T), w(T)} €
V' x H, sabemos que existe un control u € L%(X(z°))" tal que u - 7t = 0 sobre X(z%) y
la correspondiente solucién & de (7.103) verifica A(0) = 8;A(0) = 0. Luego la regularidad
que hay que pedir a {h° h'} y a 7y es aquélla que implica que la correspondiente solucién
w de (7.102) verifica {—0,w(T),w(T)} € V' x H. Ahora bien, podemos afirmar que, si
{RLRY eV X H, 7o € ® y V -15 € L2(Q)V, entonces la solucién w de (7.102) verifica

(7.103)

we C0,T);H)  dw € C°([0,T); V).

Luego, en estas condiciones, somos capaces de conseguir (7.101). Esto finaliza la de-
mostracion del teorema.

El resultado que acabamos de probar permite afirmar la controlabilidad exacta a cero para
los sistemas (7.67) y (7.66). No hay més que recordar el cambio de variables realizado
que relaciona estos tres problemas. Se tienen por tanto los resultados siguientes:

Teorema 7.12 - Supongamos que T > T(z°), 7o € ® y V-7 € L*(Q)N. Entonces, para
cada yo € V', eziste un control w € L*(%(z°))N con w -7 = 0 sobre £(z°) tal que la
solucion z del sistema (7.67) con 2° = 0 y z* = yo verifica

2(T)=0, 06.z(T)=0.
[

Teorema 7.13 - Supongamos T > T(z°). Entonces, para cada yo € V' y cada 79 € ®
con V- 19 € LA Q)N, ewiste un control v € L2(2(z°))NV con v - = 0 sobre £(z°) tal que
la correspondiente solucion y de (7.66) verifica
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7.3.4 Controlabilidad exacta a un estado dado distinto de cero

En esta seccién, veremos que también podemos conducir exactamente la solucién y de
(7.66) a un estado dado distinto de cero. De nuevo, habra que tener en cuenta las relaciones
que existen entre los tres problemas de los que hemos hablado en la seccién anterior.
Demostraremos en primer lugar el resultado siguiente:

Teorema 7.14 - Supongamos que T > 2T(z°), 1o € ® y V-7 € L*(Q)N. Entonces, para
cada {h*,h°} € V' x H y para cada {k',k°} € V' x H, eziste un control u € L*(S(z°))V
con u- 7 =0 sobre $(z°) tal que la correspondiente solucidn por trasposicién h de (7.68)
verifica

WT) =k, Oh(T)=k"

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 7.14:
Etapa 1: En el intervalo [0,T/2] consideremos el problema siguiente:

2
Buh — bAh — “Zh FVH=¢"V .1, en Qx(0,T/2),
V-h=0 en Qx(0,7/2), (7.104)
h= ﬁlp(z()) sobre 0 x (0, T/Z),
h(0) = h, 8h(0) = hl.

\

Gracias al teorema 7.11, sabemos que existe un control & € L%(X(z°))" con @ -7 = 0
sobre L(z°) tal que la correspondiente solucién h de (7.104) verifica

r(T/2) =0, o:h(T/2) = 0.
Etapa 2: Resolvemos ahora el problema de control a cero siguiente:

2
Ok — bAR — 94—/1 FVH=e .1y en Qx(T/2,7T),
V-h=0 en Qx(T/2,T),

h=ilpge sobre 09 x (T/2,T), (7.105)
h(0) = k%  ,h(0) = k1,
h(T/2) =0, &,h(T/2)=0.
Esto es posible si T/2 > To(2°) y {k},k°} € V' x H.
Ahora, basta tomar en (7.68) el control u de la forma
a(z,t) si te[0,T/2]
u(z,t) =< _ ,
u(z,t) si tel[T/2,T).
n
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Para afirmar un resultado andlogo para el sistema (7.67), recordemos el cambio de varia-
bles

o = eat/Qh

y apliquemos el teorema 7.14. Tenemos el siguiente resultado:

Teorema 7.15 - Supongamos que T > 2T(z°), 1 € ® y V- 1 € L2(Q)N. Entonces,
para cada yo € V' y para cada {k',k°} € V' x H, eziste un control w € L*(L(z°))V tal
que w - 7 = 0 sobre £(z°) y la correspondiente solucidn z de (7.67) verifica

2(T) =k, 0,2(T) = k"

Finalmente, también tenemos el

Teorema 7.16 - Supongamos que T > 2T(z"). Entonces, dado {yo7o} € V' x ® con
V.1 e LN y dado {y1, 1} € V! x® con V-1, € LAY, existe un control
v € L*(5(z°)N tal que v -7 = 0 sobre £(z°) y la correspondiente solucién y de (7.66)
verifica

y(T)=vy, or(T)=m.
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Capitulo 8

CONTROLABILIDAD DE
FLUIDOS LINEALES DE
JEFFREYS

8.1 Existencia y unicidad de solucién
Se considera el modelo lineal de Jeffreys

Oy —vAy+Vp=V - -7+vlp, V-y=0 en Q,
O +ar =2bD(y) en @,

y=0 sobre %

y(0) = 4o, 7(0) =0,

donde v € L*(O x (0, 7))V, yo € H y 19 € ® son dados.

8.1)

Teorema 8.1 - Supongamos que yo € H, 7 € ® yv € L2(O x (0,T))N. Entonces existe
una unica solucion {y,n, 7} de (8.1) que verifica

y € LX0,T; V)N CO[0,T); H), dw € L*(0,T; V"),
7€ C[0,T); @), me W b(0,T; L*(Q)).

Ademds, eziste una constante positiva C, que sélo depende de ), v, a, b y linealmente de
[Yol, |70l ¥ HUHLQ(OX(O‘T)) , tal que

lyllLeevy + Yl Loy + 110yl L2vry + Il Lo @) < C (8.2)

La demostracién de este resultado es “standard”. No obstante, para mayor claridad,
presentaremos el argumento completo.
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA 8.1: Para la demostracién, aplicaremos de nuevo el
método de Galerkin.

1. Definicién de solucién aprorimada.

Sea {w1,...,Wm,...} la base especial de V, formada por las autofunciones del pro-
blema de Stokes con condiciones de Dirichlet. Tenemos

-—-ij -+ VQj = )\j’w]' R V- Wy = 0 en Q, (8 3)

w; =0 sobre 00, A; /' +co. '
Sea {©1,...,%m,...} una base ortonormal de ® (® es un espacio de Hilbert separable).
Pongamos Vi, = [w1,... ,Wn]y ®mn = [¢1,...,9m] para cada m > 1. El m-ésimo

problema aproximado es:

Hallar 4, : [0,T] > Vi, con ym(t) =D gim(H)w; y
=1

NgE

T 2 [0,T]) = @y, con 7,(t) =) hum(t)pr, tales que

= (8.4)
(W (), w;) + v(Vym(t), Vw;) = —(1w(t), Vwj) + (v(t)1lo,w;) 1<j <m,
(Ta(2), 00) + a(Tm(8), 1) = 26(D(ym(t)), 1) 1 <1 <m,

Ym (0) = Yom , T (0) = Tom -

Il

Tm,

Aqui, Yo = Poyo Y Tom = Qmmo con P, - H— V,, vy Q,, + & — &, los operadores de
proyeccién ortogonal habituales. Por ser (8.4) un problema de valores iniciales para un
SDO lineal de primer orden, posee una tnica solucién {y,, Tm }, que esta definida en todo
el intervalo [0, T7].

2. Estimaciones “a priori” sobre ym y Tm -

Multipliquemos la j-ésima ecuacién del primer sistema de (8.4) por g;m(t) y sumemos
en 7, con 1 <7 <m. Para cada t, llegamos a que
1d
2dt
Multiplicando la [-ésima ecuacién del segundo sistema de (8.4) por hy,(t) y sumando en
[, 1 <1 <m, para cada t obtenemos también que

lym'Q + VHymHQ = —(Tfm vym) + (Ul(’) 7ym)- (8'5)

1d
E—d—ileIQ + a’ITmIQ = Qb(D(ym) Tm)' (86)
De aqui, dividiendo por 2b y teniendo en cuenta la definiciéon de D(y,,), podemos escribir
1d 5  Q 5 1 :
— 7 —Tl? = = (VY + VY, Tin). 8.7
g T gyl mml” = (Vi + Vym, ) (8.7)
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Sumando las igualdades (8.5) y (8.7), tenemos que

1d 1
5 (lnl? + ) - vlml + ol = (010, 3)

Integrando esta ultima igualdad respecto de £, se tiene que

2 i 2 2 ¢ 2d g t 2d
Y@ + S T @)+ 20 | Nym(s)Pds + 3 | 7m(s)|"ds

Sl + Yonf O [ O s
lyOml 2b|70m|+ lym(s)|* ds + X(T [v(s)|* dz ds

Deducimos que
2, 1 2 T 2 a (T 2
O + (@ + 20 [ lgm() P ds + 5 [ ()P ds

< (P i+ [ (o)Pdsds).

Esto implica que

Ym € acotado de  L*(0,T; H) N L*(0,T; V),
T € acotado de  L*°(0,T;®).

3. Estimaciones “a priori” sobre y., y 7).

(8.8)

Debido a que el modelo considerado es lineal, podriamos ya pasar al limite en el SDO
de (8.4). No obstante, para dar un sentido apropiado a las condiciones iniciales, conviene
saber si las funciones v,, y 7,, convergen en algin espacio de funciones continuas en la
variable t. Para ello, serd apropiado acotar sus derivadas (primeras) respecto de t. Veamos

en primer lugar que
y! € acotado de L*(0,T;V").

Definimos h,,(t) € V' para todo ¢ como sigue:

(hon(t), ) = ~(Vyn(t), Vi) = (7 (t), V) + (vlo(t) ,w) Yuw € V.

Tenemos que
<y;n(t)7wj> = <hm(t),wj> para 1< j7<m,
Yum(t) € Vi

Luego podemos escribir que
y':n(t) = ﬁm(hM(t)) Vie [OaT]>
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donde B, : V' Vi, es el operador de proyeccién, dado por
Poh =Y (h,w)w; VheV'
j=1
Gracias a que las w; forman una base “especial”, se tiene que
| Pty < 1.

Por otra parte, es claro que

| (P (2), w)] < C ([lym @)l + 7 (B)] + [0()10]) [[w]],

donde (-, -) denota el producto de dualidad asociado a V' y V. Esto prueba, teniendo en
cuenta (8.9), que
Wrmllz2gry < C,

esto es, se verifica la propiedad (8.10).
También podemos probar que

7' € acotado de  L*(0,T; ®). (8.11)
En efecto, definamos g,,(t) € ® para casi todo ¢ como sigue:

(gm(8): 0) = —a(Tm(t), ) +26(D(ym(t)) . ) Vo € .

Tenemos ahora
(T (t), 1) = (gm(t), ) para 1 <1< m,
7 (t) € Dy .

Entonces podemos escribir que

7 () = Quam(t) Yt €[0,T],
donde @, : ® — d,, es el operador de proyeccién ortogonal habitual. Naturalmente, se
verifica que ||Qnm||z@) < 1, puesto que las ¢; forman una base ortonormal de ®. Ademds,
las estimaciones obtenidas permiten escribir que

|gmll2(2) < C.

En consecuencia, se da la propiedad (8.11).

4. Extraccion de subsucesiones convergentes.

Gracias a las estimaciones vistas en el apartado anterior, podemos afirmar entre otras

cosas que ,
ym € acotado de L%(0,T;V),

Ym € acotado de C°([0,T}; H), (8.12)
y. € acotadode L*(0,T;V’).
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y, también, que
Tm € acotado de C°([0,T]; ®),

7! € acotadode L2(0,T;®). (8.13)
Esto permite deducir que existen subsucesiones {y,} y {7.} tales que
Yu =Y en L>®(0,T;H)-débil* yen L?*(0,T;V)-débil,
4,(0) = y(0)  en H-débil, | 610
Ty — T en L*®(0,T; ®)-débilx,

7,(0) = 7(0) en &-débil

De hecho, hay convergencia fuerte de y, hacia y en L*(Q) y también hay convergencia
débil de y,, hacia &y en L2(0,T;V").
5. Paso al limite. Conclusion.

En primer lugar, notemos que necesariamente se tiene y(0) = yo y 7(0) = 7. En
efecto, basta recordar que

yu(0) =90, — 1y en H

7,(0) =Top = 70 en &.

Usando (8.14), podemos pasar al limite en todos los términos de (8.4). Mds concretamente,
fijemos 7; para cada u > j, es cierta la igualdad

(Y, w;) = —v(Vyu, Vw;) — (1., Vw;) + (v(t) 1o, wy).
Tomando limites, tenemos que

(Vy,,Vw;) — (Vy,Vuw;) en L*0,T)-débil,
(1., Vw;) — (1, Vw;) en L*(0,T)-débilx

y, también,
(y) ,w;) — (O, w;) en L*(0,T)-débil.

Por tanto, para cada j obtenemos que
Oy, w;) + v(Vy, Vw;) = —(1, Vw;) + (v(t)1lo,w;) c.p.d. en [0,T].

Como los w; generan un espacio denso en V, deducimos que, al menos en D'(0,T), se
tiene:
(Ory, w) + v(Vy,Vw) = —(7,Vw) + (vlp,w) YweV.

Analogamente, fijado [, para cada p > [ es cierto que
(T/I;, ) Qol) = —CL(T# ) Qol) + 2b(D(yu)7 QOl)
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Se tiene que

(Tu, 1) = (1,0) en L*=(0,T)-débilx,
20(D(y,), @1) — 2b(D(y), 1)  en L*(0,T)-débil.

Luego
(T;/ugpl)_’(at'r,@l) en L?(0,T)-débil.

Para cada [, obtenemos pues que
(OeT, 1) + a(T, 1) = 2b(D(y), 1) c.p.d. en [0,T].
Como las ¢; generan un espacio denso en ®, podemos escribir que, al menos en D'(0,T),
(07, @) + a(r, ) = 2b(D(y(t)), ) Ve €.

En resumidas cuentas, hemos probado que existe un par {y, 7} tal que

(O, w) + v(Vy, Vw) = —(1,Vw) + (vlp,w) YweV,
(07, 0) + a(T, ) = 26(D(y),») Vo€, (8.15)
y(0) =yo, G7(0) =19.

Ademas, las estimaciones precedentes implican que y € C°([0,T]; H) N L?(0,T; V). By €
L*(0,T; V"), 7 € C°([0,T); ®), 9,7 € L*(0,T;®) y

[Yllzeeany + lwll2vy + 10yll2evry + 7Moo @) < €, (8.16)

donde la constante positiva C' sélo depende de |yol, [7o] ¥ ||v|lz2(0x(0.1)) -

6. Recuperacidn de la presion 7.

En lo que sigue, vamos a ver que existe 7 € W~1°°(0,7; L?(Q2)) (tinica salvo una
distribucién de W=1>(0,T")) tal que {y, 7,7} es solucién de (8.1). Pongamos

S=0y—vAy—V - -17—-vlp.

Tenemos que, 0y € W=122(0, T; LEQ)N), Ay € L*(0,T; H-Y(Q)Y), V-r € L*(0,T: H~Y{(Q)V)
y vlo € L3(Q)Y. Por tanto, podemos afirmar que
Sew=b=(0,T; H-HQN) = HH(Q; W0, 7)Y ¢ D'(Q; W=1(0,T))"
y tenemos que
(S,w)y=0 YweV

(igualdades en W~1%°(0,T)). Luego, aplicando el lema de De Rham (cf. [2]), deduci-
mos que existe 7 € D'(;WL2(0,T)) tal que S = —Vr. De hecho, como S €
H=HQ; W=Le2(0, T))V, se puede elegir

e LA W0, T)) = W0, T; L2(Q)).
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Ademaés, 7 es tnica salvo una distribucién de W=1(0,T'). Por supuesto, el lema de De
Rham demostrado en [2] también proporciona una estimacién de ||7||w-1.e(z2) andloga a

(8.2).

8. Unicidad.

Sean {y!, 7!, 71}, {y% 7% 72} dos soluciones de (8.1). Recordemos que, para cada
7 =1,2, se tiene

¥ € C°0,T}; H)N L0, T; V), 9w’ € L*(0,T;V"),
™ e C%[0,T); ®), 8,77 € L*0,T;d), (8.17)
7 e W=b(0,T; L3(Q)).

Pongamos {y, 7,7} = {y*, !, 7} — {42, 7%, 7%}. Entonces

Oy—vAy+Vr=V.7, V.y=0 en @,
0T +ar =2bD(y) en Q,

y=0 sobre X,

y(0)=0, 7(0)=0,

(8.18)

Multiplicando escalarmente en (8.18) la primera ecuacién por y vy, la segunda por T,
obtenemos que, para cada t € [0, 7],

(0w, y) + vy = —(r,D(y)) c.p.d.

(0,7, 7) + a|r|* = 2b(1, D(y)) c.p.d.

Gracias a (8.17), podemos escribir también que

1d s 1, 9 @, 9
—_——— —_— — g O

de donde
1d

|
ia 2 L 2) <
2dt(<|y‘ 517l ) =0

Como y(0) = 0y 7(0) = 0, deducimos que y = 0, 7 = 0 y, por tanto, # = 0 salvo una
distribucién de W~1°°(0,T"). Con esto concluye la demostracién del teorema.
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8.2 Controlabilidad aproximada. Continuacién tinica

En esta seccién, probaremos un resultado de controlabilidad aproximada para (8.1). Gra-
cias al teorema 8.1, la solucién {y, m, 7} de (8.1) verifica y € C°([0, T]; H). Como en otras
ocasiones, denotaremos cuando sea necesario {y,,7,, 7, } la solucién de (8.1). Tenemos
el siguiente

Teorema 8.2 — Supongamos que todos los autovalores del operador —A en 2 con condi-
ciones de Dirichlet son distintos. Entonces, para cada T > 0, la variedad lineal

{9,(T) :v € L*(O x (0,T))"} es densa en H.

Gracias a un argumento de dualidad que ya hemos usado en el Capitulo anterior (de-
mostracion de la controlabilidad aproximada del modelo de Maxwell), la prueba de este
teorema se reduce a comprobar la siguiente PCU:

Lema 8.3 - Supongamos que todos los autovalores del operador —A en §) con condiciones

de Dirichlet son distintos. Entonces, para T > 0 arbitrario, es cierta la PCU que sigue:
Siq € L*0,T; Hy () N C([0, T); L*(Q)), dig € L*(0,T; H(€Y)),

t

0g — vAg — bA (/ e~ g(s) ds> =0 en @,
0

q=0 sobre X

(8.19)

Y
g=0 en Ox(0,7T),

entonces g = (.

DEMOSTRACION DEL LEMA 8.3:  Multipliquemos, en primer lugar, la EDP de (8.19)
por e“. Obtenemos:

t
e*0,q — vA(e™q) — bA (/ e**q(s) ds> =0.
0

Pongamos ahora
h = e*q.

Vemos entonces que, para probar la PCU de este lema, basta demostrar la siguiente:

Sih € L*(0,T; H{Q)) n C°([0,T); L*(Q)), 8:h € L*(0,T; H1(Q)),

{ 8th — ah — vAR — bA (/Ot h(s) d8> =0 en @, (8.20)

h=0 sobre X
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h=0 en Ox(0,T),

entonces h = (.

A continuacién, probaremos que esto ocurre cuando todos los autovalores de operador
—A en  con condiciones de Dirichlet son distintos. Para ello, estudiaremos la forma que
tienen las soluciones del problema

t

8th—ah—1/Ah—bA(/
0

h=0 sobre X,
h(0) = hg

h(s)ds)z() en @,
(8.21)

Aqui, hg = ¢q(0) € L?(2). Para cadan > 1, denotaremos 6, la funcién propia del operador
—A asociada al n-ésimo autovalor A, esto es

—Af,, = \,0, en €
0, =0 sobre 0N, (8.22)
0a] =1 (A /" +00).
Nuestra estrategia sera la siguiente:

(a) En primer lugar, reduciremos la prueba de que h = 0, a comprobar que se anulan
ciertos coeficientes A,, B, (n > 1). Estos aparecen cuando se aplica la técnica de
separacién de variables a (8.21) y estdn determinados principalmente por los A, , a. by v.

(b) Para probar que A, = 0y B, = 0 para cada n, usaremos ciertos elementos de la teoria
de variable compleja. Entre otras cosas, las propiedades de la transformada de Laplace y
el teorema de los residuos.

Busquemos pues la solucién h de (8.21) poniendo

he S T()0,(z),  ho~ Y honbn(z), (8.23)

n>1 n>1

donde el simbolo ~ significa “igualdad en L?”. Al menos formalmente, es decir. si hay
buenas propiedades de convergencia, podemos deducir que necesariamente

> (Trlb(t) —aTn(t) + vA T (t) + b, /Ot T, (s) dS) 0.(x) = 0.

n>1
Por tanto, para cada n, hay que resolver el problema

T (t) — aTo(t) + vAnTa(t) + bAs ( / T (s) ds> 0,
Tn(o) = hOn 3

(8.24)
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donde
hop = / ho(2)0n(z)dz  Vn > 1.
Q

Para cada n, pongamos

—(WAn — a) + /(v — a)? — 4bA,

+ =
. 2 ’ (8.25)
o —WAy—a) =/ (VA —a)? = 4b),
Mn = :
2

Para n suficientemente grande, los p} y u son reales y distintos y (8.24) nos dice que

T.(t) = fon (et — pmernt). (8.26)
VWA, — )2 — 4bA,

De hecho, no es dificil comprobar (usando que los A, son todos distintos), que la sucesién
wt (resp. @) es estrictamente creciente (resp. estrictamente decreciente) y que se tiene

pwh — —= i, — —oo0  (como —vA,). (8.27)
v
Por simplicidad, supondremos que todos los y;} , p son reales (con p;" # p;7). En el caso
contrario, el argumento que sigue puede ser adaptado facilmente. Pongamos
hon
a, = —b, = 0 (8.28)
VWA, = a)2 — db),

para cada n. Entonces, para cada t, h(-,t) es de la forma:

h(-,t) ~ S To()0u(z) = 3 (angst e ™t + bopi, &7 )0,(2). (8.29)

n>1 n>1

Evidentemente, esta serie proporciona la solucién de (8.21) (con los a,, b, dados por
(8.28)). Insistimos en que, como minimo, en (8.29) hay convergencia en L?({2) para cada
t>0.

Veamos que (8.21) posee efecto regularizante y mds concretamente que h(-,t) €
H*(Q1) Vs> 0. Esto permitird después suponer que hg € H*(§2) con s arbitrariamente
grande.

Bastara comprobar que, para cada s > 0,

ho € H5(Q) = h(-,t) € H*TH(Q) Vit > 0.
Asi pues, supongamos

ho~ > honbn  con Y ASlhoa|® < 400

n>1 n>1
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Teniendo en cuenta (8.27), resulta que

hon
\/(u)\n —a)? —4b),

lanpy| =~ ;o aapn | = Jhonl.

Luego la serie que hay en (8.29) converge en H**!({2) para cada ¢. En efecto, en cada
término el segundo sumando es de la forma

Bnet'0,(x), con |B,| = |honl, Py = —VAg . (8.30)
Por otra parte, el primer sumando es de la forma
hon b
Aet0,@), con Aol s D (8.31)

Luego, para cada t > 0, tenemos

h(-t) ~ > Co(t)bn(z), con > AFCL(H)]* < +o0

n>1 n>1

Esto implica que, efectivamente, h(-,t) € H**1(Q) para cada ¢ > 0.

Gracias a lo anterior, podemos suponer en lo que sigue que hg € H*(2) con s > N. En
este caso, sabemos que h(-,t) € H*(Q) para cada t > 0y, ademds, h € L*(0, +oo; H3(Q)).
Luego, como la inyeccién de L2(0, +oco; H*(2)) en L2(0, +00; C°(R2)) es continua siempre
que s > N/2, deducimos que h € L?(0,+00;C°(Q)). Fijemos ahora z* € O tal que,
para cada n > 1, 6,(z*) # 0 (existen puntos z* con estas propiedades, véase [1]). En
particular, podemos afirmar que

h(z*,-) € L*(0, +o0).
Consideremos la funcién

F(t)=h(a't) = Y (Aue"' + Bae'™') 0,(z*); F € L*(0,+00).

n>1

Se trata de una serie convergente en L%(0, +00), luego tiene sentido considerar su trans-
formada de Laplace, que estd definida por

400
F(2) :/ e*F(t)dt Vze @, Rez>0.
0

Vamos a ver que F(z) es analitica. En efecto, podemos escribir de hecho que

~ +oo m -
F(z) = lirJrrl e <Z(Ane“it + Bne“”t)Hn(:E*)> dt

™ oo -
= lim > / e~ (Anet ! + Betn )0, (z*) dt
— Jo

m——+0o0
n—

= lim émm( A, B >=Zen(a:*)< A B )

m—+00 R R A Ll A U
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donde
> Au0,(z*)] < +o0, > |Baba(z*)| < +o0. (8.32)

n>1 n>1

Para convencerse de estas ultimas afirmaciones, basta razonar como sigue. Dado que
s> N, existe ¢ > 0 tal que & = s — N/2 — ¢ > N/2. Por ejemplo, tenemos que

| Bubn(2")| < C lhonl16allze < C lhonllfnllzze < CX2[hon|

para cada n > 1. Luego

> [Baba(a)] < C 3 A2 hon

n>1 n>1
1/2 1/2
s 2 _(%+d
< C DA hon) > An < +00
n>1 n>1

(hemos usado aqui que A\, ~ n*"). Un argumento andlogo prueba que también
Z | 4,0, (z*)| < +00. En consecuencia, llegamos a que

n>1

F(z)=Y ( A Do _) 0(z*) (8.33)

— Tt —

para Re z > 0, cumpliéndose al mismo tiempo (8.32) y, en consecuencia, £(z) es analitica
para Rez > 0. _

Por otra parte, dado que z* € O, tenemos que F(t) = h(z*,t) = 0, de donde F = 0.
Obviamente, F puede ser prolongada a todo el campo complejo € como una funcién
analitica de manera tnica. Seguiremos llamando F aesta prolongacién. Para terminar la
demostracién, bastard probar que A,68,(z*) = B,0,(z*) = 0 para cada n (pues sabemos
que los 6,(z*) # 0). Ahora bien, los p y los p,, son distintos y en estas condiciones, el
teorema de los residuos nos dice que

Anf(a®) = “—,/n F(2)dz. Bon(z") = —L/F F(2)ds,

27 JTF 211

n

donde los I | T~ son curvas cerradas adecuadas. Por tanto, A,0,(z*) = B.0,(z*) =0

n

para cada n > 1. Esto prueba el lema.
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