. 26803 won

(437805 x 043

Tesis Doctoral
ALGUNOS RESULTADOS DE EXISTENCIA,
UNICIDAD Y ESTABILIDAD PARA EDP
FUNCIONALES ESTOCASTICAS NO LINEALES

Maria José Garrido Atienza
Directores: Toméas Caraballo Garrido y José Real Anguas

V2B= DIRECTORES DEL Memoria presentada por
TRABAJO Maria José Garrido Atienza,
’ para optar al grado de Doctor

W en Matematicas.
] ’ Sevilla, Marzo de 2002.

Fdo. Tomés Caraballo Garrido.
Catedréatico de Universidad.

Fdo. Maria José Garrido Atienza.

Fdo. José Real Anguas.
Catedratico de Universidad.



RISy e
. -

A mis padres

SN I P SEVIILA

' f\:b (‘—" el %MC:O(A{J Y kveac. A b,,u:d Mg rics
"\“wWQ@uL«( \,J: leemtewnd Cocs, / (’

: i des de el dis @ cle cle JOOQJ
-36 e Qy()"‘f cke Doo)) M
de @(J"“{ de] Q0O

B A A SR Y N
Lo A B e A0S B _) ;:‘.u' ‘6 e »‘a‘/{‘s

s



Agradecimientos

En primer lugar, deseo expresar mis mds sincera gratitud a José Real Anguas, que
me propuso el Tema de esta Memoria, me facilité las reuniones de trabajo, lo cual
al principio no fue fécil, en las que con una enorme paciencia me orient6 y enseiid
mucho de lo que conozco sobre ecuaciones en derivadas parciales estocasticas. Sin
su ayuda este trabajo no hubiera llegado a su fin.

Mi m4és profundo agradecimiento a Tomds Caraballo Garrido, por proponerme
el estudio del comportamiento asintético de ecuaciones en derivadas parciales es-
tocasticas. Siempre ha tenido un momento de atencién que dedicarme, le quiero
agradecer su orientacién y el optimismo y confianza que transmite. Espero que
sigamos trabajando juntos en muchos de los problemas que tenemos pendientes.

A Manolo, ante todo mi amigo, como me lo ha demostrado tantas veces. Me ha
sabido escuchar y aconsejar, ddndome su mds sincera opinién aunque supiera que
podria no coincidir con lo que yo esperaba oir. Espero que nuestra amistad dure
toda la vida y que compartamos despacho hasta que nos jubilemos.

A José Antonio quiero agradecer los comentarios y sugerencias que me ha hecho,
que sin duda enriquecen mi formacién. A Pedro decirle que le agradezco el examen
que tan a fondo le ha hecho a parte de los resultados de esta Memoria.

Gracias a Eliseo, por soportarme tantas tardes y orientarme no sélo en dudas
relativas a este trabajo. A Moski, que en estos tGltimos meses ha sido un gran amigo.
A David, aunque estd tan lejos, en este trabajo estd presente, han sido mucho los
momentos de agobios comunes los que hemos compartido. A Dani y Maca, gracias
por los momentos de nuestros cafelitos. A Ara, a la que tantas veces he acudido
para pedirle que me ayudara a rellenar algin papel, gracias ademds por asesorarme
con los tramites de esta Tesis.

Quiero expresar también mi gratitud a todos mis compaiieros del Departamento



de Ecuaciones Diferenciales y An4lisis Numérico de la Universidad de Sevilla, que
siempre me han ayudado y animado.

Mi agradecimiento a los miembros del Tribunal de esta Tesis, por estar de acuerdo
en participar en él y la rapidez que se dieron con los trémites.

A Eva quiero decirle que es una gran amiga, cada vez que la he necesitado ha
sabido indicarme y aconsejarme.

A Carlos, estoy convencida de que gracias a ¢l he superado muchos momentos
dificiles estos ltimos meses. Siempre le agradeceré sus 4nimos y valiosos consejos
¥, sobre todo, que haya sabido dibujarme la sonrisa.

A Paco, por su apoyo en tantos momentos. Sé que se alegra de que haya acabado
este trabajo, siempre confié en él.

Y sobre todo, aunque lo exprese en 1ltimo lugar, a mis padres, por su enorme
carifio y apoyo, confianza en mi y por creer que puedo hacer bien lo que me propongo.
Y a mis hermanas, a las que me gustaria tener mds cerca, gracias por el carifio que

me dan.



Capitulo 1

Introduccion

1.1 Objetivos

El objetivo de esta Memoria es analizar la existencia y unicidad de solucién para ecua-
ciones en derivadas parciales estocdsticas con retardos en un contexto variacional, asf
como realizar un andlisis del comportamiento asintético de las soluciones de sistemas
diferenciales estocésticos, tanto en el caso en el que no haya caracteristicas hereditarias

como en el que la ecuacién contenga retardos.

1.2 Ecuaciones de evolucién estocasticas con retardos

Comenzamos analizando algunos modelos que aparecen en dindmica de poblaciones

para, a continuacién, formular uno de los problemas objeto de nuestro estudio.

1.2.1 Motivacion

Desde hace mucho tiempo los bislogos han intentado modelar algunos fenémenos
ecolégicos de evolucién: interacciones entre las especies, talla de las poblaciones (hu-
mana, animal, bacteriolégica), etc. En muchos estudios de este tipo la cuestién fun-
damental es la de conocer la evolucién del sistema en el tiempo: problemas relativos
a la extincién, la explosién o la supervivencia de una especie. Sea u la funcién que
describe la evolucién de la talla de una poblacién en el tiempo. Un primer modelado

nos conduce a un problema de valores iniciales del tipo

S = g(u(e)), >0,

u(0) = ¢,

donde g es una funcién real de variable real. Supongamos para empezar que g es lineal,
es decir, g{u) = ou, donde o representa la tasa de crecimiento (o la tasa de natalidad

1



1. Introduccién 2

menos la tasa de mortalidad de dicha poblacién). La tasa de crecimiento es constante
si el nimero de nacimientos y de muertes en un pequenio periodo de tiempo At tiene
una razén fija respecto a la poblacién total. La solucién del problema anterior es facil

de obtener explicitamente:
u(t) = e, t >0,

en cuyo caso hay un crecimiento ilimitado.

Es mas realista suponer que cuando el nivel de poblacién excede un cierto valor
¢, la tasa de crecimiento es negativa. A este valor ¢ se le llama poblacién limite.
Razones para que la tasa de crecimiento sea negativa pueden ser la falta de condiciones
sanitarias, una menor disponibilidad de alimento, sobrepoblacién, etc. Suponemos
entonces que la tasa de crecimiento es proporcional a ¢ — u, es decir, g es de la forma
g(u) = k(c — w)u, obteniendo entonces una ecuacién de crecimiento limitado, més
conocida como modelo logistico.

Los especialistas de la genética de poblaciones saben que los modelos deterministas
se adaptan bien al estudio de poblaciones “grandes”, es decir, poblaciones donde las
fluctuaciones aleatorias pueden ser despreciables. Pero hay pardmetros que describen
ciertos problemas en los que aparecen fluctuaciones aleatorias de mayor o menor grado
que sf hay que tener en cuenta. Es por lo que una vez que apareci6 el calculo estocédstico
los bidlogos introdujeron la aleatoriedad en sus modelos, ya que, por ejemplo, es natural
suponer que se tiene un conocimiento imperfecto del estado inicial de los sistemas
estudiados, o que los coeficientes de la ecuacién no son constantes, sino perturbados
aleatoriamente. Si suponemos g(u) = ou, el coeficiente o (que ahora dependers del
tiempo) puede apartarse de un valor medio @, es decir, o(t) = & + ((t), donde ¢ es un
“ruido”, que representa una incertidumbre con respecto a los aparatos de medicién, a
las propias medidas, al conocimiento imperfecto del medio donde vive la poblacién en

estudio, etc. Asi, el problema pasa a ser de la forma

du _
) = 7u(t) + u@)(), t>0,

u(0) = ¢.

Pero, ;qué significa matemdticamente “ruido”? Fue Arnold (véase Arnold [1]) quien
usé la teorfa de las distribuciones para afirmar que el ruido es la derivada (en el sentido
de las funciones generalizadas) de un movimiento Browniano {W(t)},>, (construido
sobre un espacio de probabilidad (2, F, P)), no derivable en un sentido clésico, con-

duciéndonos a la ecuacion

{ du(t) = Fu(t)dt + u(t)dW(t), t >0,
u(0) = o,
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o mads generalmente a una del tipo

{ du(t) = f(u(t))dt + g(u(t))dW(t), t>0,
u(0) = .

Por otro lado, en numerosas ocasiones parace razonable suponer que estos modelos
dependen de su historia. Consideremos una gran poblacién u(t) donde suponemos que
la tasa de natalidad por individuo es 8 > 0 y la tasa de mortalidad por individuo es
a € R . Fijemos un nimero r > 0 no aleatorio que represente el periodo de gestacién
de un individuo (i.e. 7 = 9 meses). Supongamos que hay migracién cuya tasa global
estd distribuida como un ruido del tipo YW . El cambio en la poblacién Au(t) sobre el
intervalo temporal (t,t 4+ At) es entonces

Au(t) = —au(t)At + Bu(t — r) At + YW AL.
Si hacemos At — 0, entonces obtenemos
du(t) = (—au(t) + Bu(t — r))dt + vdW(t), (1.1)

ecuacién a la que se le puede asociar condiciones iniciales del tipo u(0) = up € Ry
u(s) = n(s), —r < 5 < 0, siendo i € L?(—r,0;R) (véase Mohammed [50]).

Supongamos ahora que u(t) representa una poblacién que evoluciona conforme
al modelo logfstico con periodo de incubacién (o de desarrollo) r > 0. Supongamos
ademds que hay migracién a nivel molecular contribuyendo AW ala tasa de crecimiento
por individuo en el instante ¢. La evolucién de la poblacién viene dada ahora por una
ecuacion logfstica no lineal de la forma

du(t) = (—a + Bult — r)u(t)dt + yu(t)dW (£), (1.2)

con condicién inicial del tipo u(s) = 6(s), —r < s < 0, siendo 6: [-7,0] — R una
funcién continua (véase Mohammed [50]).

Para cada t > 0, cada trayectoria u : [, +00) — R? se restringe al intervalo
[t—r,t] y definimos el segmento u; : [—r,0] — R? por us(s) = u(t+s) casi seguramente,

s € [-r,0], t > 0. Entonces las ecuaciones (1.1) y (1.2) pueden escribirse de la forma
du(t) = (—au(t) + Bug(—r))dt + vdW (t), t>0,
u(O) = Up,
u(s) =n(s), s € [-r,0),

du(t) = (—a + Bu(—r))ue(0)dt + yu (0)dW (¢), t >0,
u(0) = 0(s), s € [-r,0],
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respectivamente.

Posteriormente los cientificos han pasado al estudio de ecuaciones en derivadas
parciales estocdsticas y con retardos para la modelizacién de problemas en Ecologfa,
lo que nos lleva a una generalizacién del tipo

du(t) = f(t,u)dt + g(t,u)dW(t), t >0,
w(t) =¥(t), —h<t<O0,

donde en u; aparece “de alguna manera” el retardo y v es la funcién retardo. La

formulacién integral del problema anterior viene dada por

I

u(t) = ¥(0) +f(;t f(s,us)ds+fgg(s,us)dW(s),
u(t) =¥(t), —h<t<O.

El tltimo término, término de difusién, es lo que se llama una integral estocdstica.
La primera idea para definirla es preguntarse si se puede calcular como una integral
de Stieltjes, donde la integral se realizarfa trayectoria a trayectoria. La respuesta
es negativa, ya que el movimiento Browniano es casi seguramente de variacién no
acotada (véase Arnold [1]), de ahf la necesidad de encontrar otra definicién. Hay
muchas interpretaciones, entre las cuales destacan dos: la de Itd y la de Stratonovich
(véase Oksendal [51]). Nosotros usaremos la primera de ellas.

Una vez que el problema de la interpretacién de la integral estocdstica estd re-
suelto, aparte del analisis l6gico sobre existencia de solucién de los modelos, una de
las principales preocupaciones es el comportamiento de los procesos solucién u(t, ),
t > 0, cuando el tiempo se hace muy grande, problema que también se abordars en
nuestro trabajo.

1.2.2 Formulacién del problema

Como acabamos de ver, cuando se quieren modelar algunos fenémenos de evolucién
que aparecen en Biologfa, asf como en Fisica, Ingenierfa, etc., algunas caracteristicas
hereditarias pueden aparecer en las variables. M4s ejemplos aparte de los modelos
de poblaciones pueden encontrarse en las investigaciones relativas a materiales con
memoria térmica, reacciones bioquimicas, etc. (véase, por ejemplo, Ruess [57], Wu
[59] y las referencias que en esos trabajos se encuentran). El problema estara entonces
mejor modelado si se considera una ecuacién diferencial funcional que tenga en cuenta
la historia del sistema. Ademads, tal y como hemos ilustrado anteriormente para el
caso particular de los modelos de poblaciones, algunos tipos de aleatoriedad pueden
aparecer en el problema, asi que el sistema deberia estar modelado mediante una

ecuacién funcional estocastica. En esta Memoria nos plantearemos entonces, entre



1. Introduccién 5

otros, el estudio de la existencia y unicidad de solucién para ecuaciones en derivadas
parciales estocdsticas no lineales y con retardos, en un marco variacional.

Para sistemas deterministas existe una gran literatura sobre la existencia de los
distintos tipos de solucién (fuerte, integral, mild, etc.) de ecuaciones diferenciales
funcionales, incluso en el contexto més general de inclusiones diferenciales. Queremos
seflalar la referencia Ruess [57], donde se han descrito las diferentes técnicas usadas
para tratar esta cuestién (aproximaciones de Galerkin, aproximaciones de Kato, etc.).
Sin embargo, desde un punto de vista variacional, sélo se han publicado varios trabajos,
como Artola [4] para ecuaciones lineales y semilineales retardadas y Caraballo [9] para
ecuaciones mondtonas no lineales en un contexto funcional.

Dentro del marco variacional, el problema del retardo en las ecuaciones en derivadas
parciales estocdsticas ha sido abordado mucho menos. Hasta donde conocemos, sélo
los trabajos de Real [55], [56] para el caso lineal, Caraballo 7] para el problema
no lineal con retardos variables y Caraballo et al. [19], para la ecuacién no lineal,
han aparecido hasta la fecha. Sin embargo, las hipétesis en todos estos trabajos son
muy restrictivas, de modo que los operadores que aparecen en las ecuaciones no son
suficientemente generales. En esta Memoria se generalizaran estos trabajos de forma
que se obtengan resultados de existencia y unicidad de solucién para una mayor clase
de sistemas diferenciales estocdsticos con retardos.

Nos vamos a plantear el estudio de una ecuacién en derivadas parciales estocdstica

con retardo bastante general, de la forma siguiente

u(t) = ¥(0) + fot A(s,u(s))ds + fOt(Fl(s,us) + Fa(s,us) + f(s))ds
+ [H(Go(s,us) + Gi(s, us) + g(s))dW (s), ¢ € [0, T,
u(t) = P(¢), t € [-h,0],

siendo A, F1, F5, Gy y G1 operadores no lineales sobre espacios de Hilbert (en la prac-
tica F1 y G serdn operadores en derivadas parciales de primer orden, mientras que
F5 de segundo orden), W (t) un proceso de Wiener con valores reales, ¢ una funcién
retardo verificando condiciones adecuadas, y T, h > 0 fijados.

En los operadores Fi, Fy, Gy, G1 aparece el retardo, puesto que si H es un espacio
de Hilbert separable real y z € C(~h, T;H), denotaremos por z; € C(—h,0;H), para
cada t € [0,7, a la funcién definida como z:(s) = z(t + s), —h < s < 0.

En el caso en que no aparecieran caracteristicas hereditarias, es decir, h = 0, el
problema anterior ha sido resuelto satisfactoriamente por Pardoux [52], aunque tam-
bién puede consultarse en Da Prato y Zabczyk [22] para una aproximacién diferente.

Obtendremos diferentes resultados de existencia y unicidad de solucién para el

problema anterior dependiendo de la regularidad del retardo, y las hipStesis que se
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hardn sobre los operadores serdn las usuales en el estudio de ecuaciones en derivadas
parciales estocésticas (puede verse, por ejemplo, Caraballo y Real [20]). Como con-
secuencia de ellas, todos los términos que aparecen en el problema anterior tendrén
sentido. Por otro lado, queremos comentar el método que emplearemos para demostrar
la existencia de solucién del problema anterior. Por una parte, el método de aproxima-
ciones en dimensién finita (método de Galerkin) que se aplica en el caso en el que no
hay retardos, no se puede usar aqui. Por otra parte, el método iterativo de Picard tam-
poco es aplicable incluso en el caso en el que no hay retardos, debido a la eleccién que
hemos hecho de los operadores (por ejemplo, en la préctica G; suele ser un operador
en derivadas parciales de primer orden). Para afrontar estas dificultades, dividiremos
la demostracién de nuestro resultado sobre existencia de solucién en dos etapas. En
la primera, usando un esquema de Galerkin, analizamos una versién simplificada del
problema (bdsicamente se supondrén F) = Gy = 0). En la segunda etapa, teniendo
en cuenta la primera, demostraremos la existencia de solucién usando un esquema de
Picard adecuado.

Los resultados que obtendremos en esta Memoria pueden entenderse como una
extension al caso no lineal de los obtenidos en Real [55]. El hecho de que los operadores
F;,G; (i = 1,2) sean no acotados generaliza Caraballo [7] y, por dltimo, también
mejoramos los resultados recientes de Caraballo et al. [19], ya que en dicho trabajo se

suponen hipdtesis més fuertes sobre los operadores, siendo ademas F» = 0.

1.3 Ecuaciones en derivadas parciales estocdsticas de se-
gundo orden en ¢ con retardos

Hasta la fecha no conocemos trabajos relativos a la existencia y unicidad de solucién

de ecuaciones en derivadas parciales estocdsticas de segundo orden en tiempo y con

retardos, motivo por el cual uno de nuestros principales objetivos en esta Memoria

serd el andlisis de solucién de sistemas diferenciales estocédsticos del tipo siguiente
(W) + [§ A(s)u(s)ds + fy B(s,u/(s))ds = 3'(0)

+ o (Fo(s, us, ul) + Fi(s,us, ub) + Fa(s, ug, u}) + £(5))ds
+f0t(Go(s,us,u’s) + G1(s,us,ul) + g(s))dW(s), t € [0,T],

L u(t) = ¥(t), t € [-h,0],

donde A(t) es una familia de operadores lineales y los dem4s operadores que aparecen
en la ecuacién son no lineales, de manera que Fy, Fi, F», Go y G1 dependen tanto de

) du . .
u como de su derivada v’ = TR y en ellos aparece el retardo en el mismo sentido que
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en el problema parabélico, 1 es la funcién retardo, siendo 7' = %I—f—, estando fijados
T, h>0.

La teoria serd desarrollada en un contexto variacional y los resultados serén es-
tablecidos de tal manera que seremos capaces de considerar retardos de naturaleza
muy diferente escribiéndolos con la misma formulacién (véase Garrido-Atienza y Real
[26]). Més concretamente, supondremos que V' y H son dos espacios de Hilbert reales
separables tales que V ¢ H = H* C V*, donde las inyecciones serdn continuas y
densas. Supondremos, entre otras hipétesis, que A(t) € L(V,V*), Vt € [0,T], y que
B(t,+) : V — V* es una familia de operadores no lineales definida p.c.t. t € (0,T).

Comenzaremos obteniendo un resultado de existencia y unicidad de solucién para
un problema bastante relacionado con (P), donde ademds de suponer que F; =
Fy = G4 = 0, sustituiremos la familia B por otra familia de operadores no lineales
By(t,+) : H — H verificando determinadas hip6tesis. Haciendo uso de férmulas de la
energia obtenidas en Pardoux [52] demostraremos existencia (mediante un esquema de
Picard) y unicidad de solucién para el correspondiente problema de segundo orden en
t. Posteriormente, dados datos iniciales ug y vg adecuados, estableceremos un resultado

de existencia y unicidad de solucién para el problema

u'(t) =v(t), t € 0,11,

() + f5 A(s)yu(s)ds + [ Bo(s,v(s))ds = vo + [y (Fo(s,us,vs) + f(s))ds

+ J5(Gols, us,vs) + g(s))dW (s), t € [0,T], @
u(0) = uo,

| u(t) = ¢1(t), v(t) = @a(t), p-ct. t € (~h,0).

es decir, el par solucién dependers ahora de dos retardos independientes ¢; y ¢s.

Usando de nuevo férmulas de la energfa establecidas en Pardoux [52] y los resulta-
dos obtenidos para el problema “simplificado”, estableceremos un resultado de existen-
cia y unicidad de solucién de (P), cuya demostracién dividiremos en dos etapas. En la
primera supondremos que F; = Gy = 0 y emplearemos un esquema de Galerkin, en el
que consideraremos, entre otros, ]Bm € L(V;Vy,) el operador de proyeccién ortogonal
de V en V,,, siendo V;, el subespacio vectorial generado por {wy,- - -, wm} y {wi}i>1
una base ortonormal numerable de H, tal que {w;};>1 C V y el espacio vectorial ge-

nerado por {w;};>1 sea denso en V. En el problema que plantearemos tendremos que,
Ym > 1,
u™(t) = Ppny(t), t € [~h,0],
v™t) = Bay'(t), te(0,T),
™)'@ = ™), t€[0,T],
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con lo que aqui tendremos necesidad de usar el resultado comentado anteriormente
relativo al problema (Q).

En la segunda etapa, teniendo en cuenta la anterior y un esquema de Picard,
concluiremos con el resultado.

También se estableceran resultados de existencia y unicidad de solucién para pro-

blemas més generales que (P).

1.4 Comportamiento asintético de sistemas diferenciales

estocasticos

Vamos ahora a tratar la estabilidad de sistemas diferenciales estocdsticos. Sean V un
espacio de Banach real separable y reflexivo, H un espacio de Hilbert real separable,
tales que V C H = H* C V*, donde las inyecciones se suponen continuas y densas.
Supongamos que (2, F, P) es un espacio de probabilidad completo con una filtracién
normal {3 }4>0. Consideremos un {F; }-proceso de Wiener {W (t) };>0 con valores reales
(para las definiciones consultese el Capitulo 2). Consideremos la siguiente ecuacién de

evolucién estocéstica con retardos:

{ dX(t) = [A(t, X (8)) + F(t, Xp)] dt + G(t, X)dW (£), ¢ > 0, 13)

X(t) = %b(t)» te [_h7 0]7

donde h > 0, A(t,-) : V — V* F(t,-) : (0,T) x C(~h,0; H) — V*y G : (0,T) x
C(—h,0; H) — H son familias de operadores no lineales. Suponiendo que A verifica
condiciones de medibilidad, hemicontinuidad, acotacién, monotonfa y coercividad, y
que I’y G son operadores Lipschitz continuos, entonces, podemos afirmar que existe
un tnico proceso X solucién de (1.3) para cada T' > 0, es decir, X(t) satisface la

siguiente ecuacién integral en V*:

X(t) = 9(0) + [5(A(s, X (5)) + F(s, Xs))ds + [ G(s, X;)dW (s), V¢ € [0,T],
X(t) =(t), t € [~h,0]

(véase el Capitulo 3), y donde estamos denotando por X; al proceso estocdstico que
viene definido por la relaciéon X;(s)(w) = X(t+ s)(w),0<t < T, -h <s<0.

Para el problema (1.3) cabe la posibilidad de plantearnos la estabilidad en media
cuadrética (es decir, la estabilidad de los momentos de orden dos), o bien, la estabilidad
casi segura o también llamada estabilidad trayectorial. Ademads, podemos considerar
un decaimiento de tipo exponencial o un decaimiento m4s general (para las definiciones

remitimos al lector al Capitulo 5).
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La estabilidad para la solucién de (1.3) ha sido muy estudiada en los dltimos afios.
En el caso en el que no aparezcan caracteristicas hereditarias vamos a mencionar
los trabajos Caraballo y Liu [17] y Liu y Mao [41], donde se analiza la estabilidad
exponencial, mientras que en Caraballo et al. [10] y [12] se estudia la estabilidad
asintética. En el caso en el que s hay retardos, la estabilidad exponencial ha sido
tratada en Caraballo et al. [19] y la estabilidad asintética en Caraballo et al. [12].

Nos interesaremos bédsicamente en la estabilidad casi segura y no en la estabi-
lidad en media cuadratica, ya que bajo determinadas hipétesis la estabilidad de los
momentos implica la estabilidad trayectorial (véase Caraballo et al. [16]).

Vamos a ver un ejemplo sencillo en el que la solucién de la ecuacién estocéstica sea
trayectorialmente exponencialmente estable y no exponencialmente estable en media

cuadratica. Consideremos la ecuacion diferencial estocédstica
dX(t) = aa X (t)dt + c2 X (£)dW (2),

donde ¢1, cp son dos constantes reales y W es un proceso de Wiener unidimensional.
Resolviendo directamente la ecuacién obtenemos que

2

X(t, Xo) = Xoexp { <01 -~ %2) t+ czW(t)} .

Por tanto, la solucién nula es trayectorialmente exponencialmente estable si y s6lo si

c1 — 52% < 0. Por otro lado, se verifica que
E|X(t,Xo)|* = E| X0 exp {(2c1 + &) t},

es decir, la solucién nula es exponencialmente estable en media cuadratica si y sélo si
2
C: .

c1 + % < 0. Por tanto, si

2 2
02 CZ
2 =17

entonces la solucién nula es trayectorialmente exponencialmente estable pero no expo-
nencialmente estable en media cuadratica.

Una consecuencia inmediata de lo obtenido para el ejemplo anterior es que real-
mente lo interesante es obtener resultados relativos a la estabilidad casi segura con una
determinada funcién de decaimiento independientemente de la estabilidad en media
cuadrética con esa funcién de decaimiento. En el Capitulo 5 nos plantearemos un anali-
sis directo de la estabilidad trayectorial para las ecuaciones diferenciales estocasticas
de tipo parabdlico.

En esta Memoria, haciendo uso de funciones de Lyapunov apropiadas y la desigual-
dad exponencial de la martingala, obtendremos estimaciones para lo que denominare-
mos el exponente generalizado de Lyapunov de la solucién de una ecuacién en derivadas
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parciales estocdstica de tipo parabdlico, tanto en el caso en que no haya caracteris-
ticas hereditarias como en el que sf, mediante las cuales conseguiremos condiciones

suficientes para garantizar la estabilidad asintética casi segura.

Una de las herramientas mas potentes en la teorfa de estabilidad de sistemas no
lineales es el método de Lyapunov. Resultados en los que se use este procedimiento
para demostrar estabilidad exponencial en media cuadrédtica pueden ser encontrados,
por ejemplo, en Khasminskii y Mandrekar [32], Liu y Mandrekar [43], [44] y Liu [40].

Sin embargo, cuando un sistema diferencial no sea exponencialmente estable (no lo
sean sus momentos o trayectorias), o no sepamos demostrar si lo es o no, creemos que
resulta interesante plantear un anélisis de su estabilidad con funciones de decaimiento
més generales, es decir, vamos a intentar determinar, si es posible, la velocidad o
grado de decaimiento con el que se “acercan” a otra solucién, motivo por el cudl nos
planteamos en esta Memoria el decaimiento con funciones generales para los sistemas
diferenciales estocésticos de tipo parabdlico.

Nustremos con un ejemplo sencillo lo que estamos planteando. Consideremos la
siguiente ecuacién diferencial estocdstica

dX(t) = —1—§]r—zX(t)dt 1+ )W (), t >0,
donde ¢ > % es una constante y W(t) es un proceso de Wiener unidimensional sobre
un espacio de probabilidad adecuado. No resulta dificil comprobar que la solucién de
dicha ecuacién que satisface la condicién inicial X(0) = Xy € R viene dada por

X(t) = (Xo+ WE)L+8)79, ¢ > 0.

Por tanto, se verifica que

) log | X (¢
lim sup —M =0,
t—+00 t
lo cual impide asegurar decaimiento exponencial de la solucién hacia cero.

Sin embargo, lo que sf se verifica es que

lim sup ___log [ X(®)]

1
< —|g— =], casi seguramente,
t—+oo  logt 2

es decir, tal y como vamos a definir, la solucién tiende a cero polinomialmente casi
seguro, aunque la ecuacién no es exponencialmente estable.

Aunque en el caso sin caracteristicas hereditarias la técnica de Lyapunov es a veces
vélida para obtener condiciones suficientes para analizar la estabilidad de las soluciones

de ecuaciones en derivadas parciales estocdsticas, sin embargo, en el caso de ecuaciones
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en derivadas parciales estocdsticas con caracteristicas hereditarias, incluso cuando los
retardos sean constantes, el método de Lyapunov es dificil de aplicar, como se pone de
manifiesto en Krasovskii [35], donde se analiza la estabilidad de ecuaciones diferenciales
ordinarias con retardos, o en Kushner [36] y El’sgol’ts y Norkin [23], donde se estudia la
estabilidad para ecuaciones en derivadas parciales estocdsticas. La razén fundamental
estriba en que resulta mucho més dificil, siendo a veces imposible, construir funciones
de Lyapunov para ecuaciones estocdsticas con caracteristicas hereditarias que para
aquellas en donde no las hay. Por esta razén varios autores han desarrollado una técnica
de comparacién entre ambos tipos de ecuaciones, véase, por ejemplo, Krasovskii [35],
Mao y Shah [48] y Caraballo et al. [19]. En dichos trabajos se analiza si la estabilidad
para la ecuacién sin retardos se transfiere de alguna manera a la ecuacién con retardos.

Por otro lado, uno de los problemas m4ds importantes en teoria de estabilidad
es la denominada estabilizacién de sistemas deterministas no estables o de sistemas
estocdsticos mediante ruidos, es decir, si afiadir un término aleatorio en la ecuacién
produce un comportamiento diferente de la solucién en relacién a la estabilidad (véase
Caraballo y Langa [14] para un estudio comparativo sobre los efectos de los distintos
tipos de ruidos).

Los resultados que obtengamos relativos a estabilidad asint6tica casi segura de las
soluciones de ecuaciones diferenciales estocdsticas de tipo parabdlico serdn aplicados
a la estabilizacién tanto de sistemas deterministas como estocasticos. En dimensién
finita el primer trabajo conocido es Has’minskii [28], donde se estabilizé un sistema
usando dos fuentes de ruido. También queremos mencionar Arnold [2], Arnold et al.
[3] ¥ Scheutzow [58], donde los resultados de estabilizacién son obtenidos usando tér-
minos aleatorios en el sentido de Stratonovich. Por otra parte, en Mao [45] y [46] se
desarrollé una teorfa sobre estabilizacién y desestabilizacién para sistemas no lineales
finito dimensionales mediante ruidos formulados en el sentido de It6. Recientemente,
en Caraballo et al. [18] se han extendido estos resultados al caso de ecuaciones en
derivadas parciales tanto deterministas como estocdsticas. Pero puede ocurrir que el
ruido no cause estabilidad exponencial, o que no sepamos determinar si el sistema
perturbado estocdsticamente es o no exponencialmente estable. Por tanto, resulta
interesante investigar si el ruido produce algiin tipo de estabilidad mds débil (e.g.
estabilidad polinomial o estabilidad logarftmica) o incluso més fuerte (e.g. superexpo-
nencial), véase Caraballo et al. [13]. También resulta interesante analizar si se pueden
dar algunos criterios sobre construccién de estabilizadores de tipo feedback. Esto, por
supuesto, estd muy relacionado con los problemas de control y controlabilidad de los
sistemas diferenciales (véanse Fernandez-Cara et al. [24] y [25]).

También se estudiardn propiedades de estabilidad para ecuaciones estocésticas de

segundo orden en tiempo, tales como las que modelan vibraciones aleatorias de sistemas
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mecdnicamente flexibles, como, por ejemplo, los puentes. Resultados en esta linea y en
dimensién finita pueden consultarse, por ejemplo, en Kozin [34]. En dimensién infinita
vamos a sefialar la referencia Curtain [21], donde se demuestran condiciones suficientes
para la estabilidad exponencial de la solucién del sistema, suponiendo que el operador
genera un semigrupo de contracciones fuertemente continuo. Queremos sefialar que
no conocemos resultados en la literatura como los que aquf nos plantearemos, es decir,

en un marco variacional.

Para finalizar, describimos brevemente la estructura del presente trabajo.

En el siguiente Capitulo presentamos una sintesis de conceptos y resultados bési-
cos sobre integracién con respecto de un proceso de Wiener. Nos hemos limitado a
exponer los resultados sin demostraciones. Queremos destacar entre todos ellos la de-
sigualdad de Burkholder-Davis-Gundy, la desigualdad martingala de la exponencial y,

fundamentalmente, las distintas férmulas de Itd6 que emplearemos en esta Memoria.

En el Capitulo 3 se presentan resultados relativos a la existencia y unicidad de
solucién de una ecuacién en derivadas parciales estocéstica de tipo parabélico bastante
general, y con caracteristicas hereditarias, donde los retardos serdn de tipo variable.
Como comentamos anteriormente, estructuraremos la demostracién de nuestro resul-
tado principal sobre existencia de solucién en dos etapas. En la primera, usando un
esquema de Galerkin, analizaremos una versién simplificada del problema. En la se-
gunda etapa, teniendo en cuenta la anterior, demostraremos la existencia de solucién
usando un esquema de Picard adecuado. Finalizaremos el Capitulo examinando un

ejemplo ilustrativo de la teoria establecida.

Motivados por los resultados obtenidos para un sistema diferencial estocéstico de
tipo parabdlico con retardos, nos hemos planteado obtener resultados similares caso
de que la ecuacién sea de segundo orden en t. En el Capitulo 4 hemos incluido di-
chos resultados. Tal y como comentamos anteriormente, comenzaremos estudiando la
existencia de solucién para un problema “relacionado” con el problema general. Pos-
teriormente, nos plantearemos otro en el que aparecerdn dos retardos independientes,
pero verificando hipétesis parecidas. El resultado que obtengamos serd clave para
poder demostrar, junto con un esquema de Galerkin, la primera de las etapas en las
que dividiremos nuestro teorema principal. Finalizaremos la segunda etapa teniendo
en cuenta la primera y un esquema de Picard. Concluiremos con un par de ejemplos

bastante generales en el que se podr4 aplicar la teorfa desarrollada.

Para finalizar este trabajo, hemos dedicado el Capftulo 5 a un anélisis del compor-
tamiento asintético de sistemas diferenciales estocdsticos, tanto en el caso que no exis-

tan retardos como en el que si. Fundamentalmente nos hemos centrado en la ecuacién
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de tipo parabdlico, para la que obtendremos resultados de estabilidad trayectorial de
una manera directa, es decir, sin necesidad de establecer resultados de estabilidad en
media cuadrdtica. Ademds, el decaimiento que analizaremos puede que no sea de tipo
exponencial, sino que trabajaremos con funciones de decaimiento més generales. Pos-
teriormente, aplicaremos los resultados que hayamos obtenido relativos a estabilidad
asintética casi segura de las soluciones de ecuaciones diferenciales estocésticas de tipo
parabdlico a la estabilizacion de sistemas deterministas y estocdsticos. Si el ruido
no causa estabilidad exponencial, 0 no sabemos determinar si el sistema perturbado
estocdsticamente es 0 no exponencialmente estable, vamos a investigar si el ruido pro-
duce algun tipo de estabilidad mds débil, o incluso més fuerte. También analizaremos
algunos criterios para la construccién de estabilizadores de tipo feedback.
Finalizaremos esta Memoria incluyendo algunos resultados relativos a la estabilidad
de las soluciones de ecuaciones diferenciales estocédsticas de segundo orden en tiempo.
Mads concretamente, analizaremos la estabilidad exponencial en media cuadrética y,
a partir de ahi, la estabilidad exponencial trayectorial. No queremos terminar esta
Introduccién sin mencionar que la ausencia de trabajos cuyo objeto sea el compor-
tamiento asintético de ecuaciones estocdsticas de segundo orden en tiempo hace que
quede abierta una interesante via en la que seguiremos trabajando en un futuro proxi-

mo.

Finalmente, queremos sefialar que aunque hemos realizado este trabajo consideran-
do un proceso de Wiener real, serfa posible llevar a cabo el mismo anélisis para procesos
de Wiener hilbertianos. Sin embargo, nos hemos decidido por esta via por claridad y

simplificacién en la exposicién de los conceptos y resultados.



Capitulo 2
La integral estocastica

En este Capitulo presentamos fundamentalmente algunos conceptos sobre integracién
respecto de un proceso de Wiener que utilizaremos frecuentemente a lo largo de esta
Memoria.

2.1 Variables aleatorias
Si 2 es un conjunto, vamos a denotar por P({) a la familia de las partes de 2.

Definicién 1 Un espacio medible es cualquier pareja (2, F) tal que 2 es un conjunto
no vacio y F C P(Q) es una o-dlgebra de partes de €2, es decir, Q € F, si F € F
entonces Q\ F € F, y si {Fy}n>1 es una sucesion de elementos de F, entonces

UFne}".

n>1

Evidentemente P(Q2) es una o-slgebra de partes de €2, y la interseccién de una
familia arbitraria de o-algebras de partes de Q es una o-slgebra de partes de Q. A la
interseccién de todas las o-dlgebras de partes de Q que contengan a C la denotaremos
por 0(C), y la denominaremos la o-dlgebra de partes de Q generada por C. De manera,

equivalente, o(C) es la menor o-dlgebra de partes de © que contiene a la familia C.

Definicién 2 Si (2, F) y (', F’) son dos espacios medibles, una aplicacion medible
entre ambos espacios es cualquier aplicacion X : Q — Q' tal que para todo F' € F'
el conjunto X H(F') = {w € ; X (w) € F'} pertenece a F. A dicha aplicacion se le

denominard también una variable aleatoria sobre (2, F) con valores en (¥, F').

En el caso en que ' =V sea un espacio topolégico, se denomina o-4lgebra de los
conjuntos borelianos de V, y se la denota B(V), a la o-dlgebra de partes de V generada,

por la familia de los conjuntos abiertos de V.

14
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Definicién 3 Una variable aleatoria sobre (Q, F) con valores en el espacio topoldgico
V es cualquier aplicacion medible de (2, F) en (V,B(V)), o de manera equivalente,
cualquier aplicacion X : Q — V tal que para todo A C V abierto, X 1(A) pertenece a
F.

En particular, una aplicacién X :  — R es una variable aleatoria sobre (02, F)
con valores en R si y s6lo si para todo a € R el conjunto X ~!((—o0, a]) pertenece a F.
De manera m4s general, si V es un espacio de Banach separable, una aplicacién
X : Q — V es una variable aleatoria sobre (€2, F) con valores en V si y sblo si para
todo elemento v* € V*, el dual topolégico de V, la funcién < v*, X > es una variable

aleatoria sobre (€, F) con valores en R, es decir, si y sélo si
{we <v, X(w)><a}eF Vv eV' VaeR

Definicién 4 Una variable aleatoria con valores en V se dice escalonada si toma sdlo
un numero finito de valores distintos.

Definicién 5 Sea (2, F) un espacio medible. Una medida de probabilidad sobre (Q, F)
es una aplicacion P : F — [0,1] tal que P(Q) = 1 y P es numerablemente aditiva,

es decir, si {Fy}n>1 €s una sucesion de elementos de F disjuntos dos a dos, entonces

PlUUF | =) P

n>1 n>1
A la terna (Q, F, P) se le denomina un espacio de probabilidad.

Se dice que un espacio de probabilidad (§2, F, P) es completo si dado F' € F tal
que P(F) = 0 entonces todos los subconjuntos de F' pertenecen a la o-algebra F.

A partir de ahora suponemos fijado un espacio de probabilidad (2, F, P), y sal-
vo que digamos lo contrario todas las variables aleatorias que consideremos estardn
definidas sobre dicho espacio. Denotaremos por A a la familia de todos los conjuntos
F € F tales que P(F) =0 (a NV se le denomina la familia de los conjuntos desprecia-
bles). De cualquier propiedad que sea cierta para cada w € Q\ F, con F' € N, diremos
que sucede con probabilidad 1 o casi seguramente (c.s.).

Para establecer si una propiedad sucede c.s. resulta de utilidad el siguiente resul-
tado:

Lema 1 (de Borel-Cantelli). Sea {F,}n>1 una sucesion de elementos de F, y sea

limsup Fy, = ﬂ U F,,

n—+oo k>1n>k
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el conjunto lémite superior de dicha sucesion. Si ZP(Fn) < 400, entonces
n>1

P (lim sup Fn> = 0.

n—+0o00

Si V' es un espacio de Banach separable y X es una variable aleatoria con valores
en V, es féacil demostrar que entonces || X|| es una variable aleatoria con valores en R.
Se dice que X es integrable (en el sentido de Bochner) respecto de P si la funcién || X ||

lo es. En tal caso, se define la integral en €2 de X respecto de P por
/ XdP = lim X,dP
0O n-—-+0o00 Q

donde { Xy }n>1 es cualquier sucesién de variables aleatorias escalonadas tal que || Xy, —

X|| decrece a cero (la existencia de la sucesién { X, }n>1 se puede ver, por ejemplo, en

k
Da Prato y Zabczyk [22]), y donde por definicién, si X, = Z T;1E;,
j=1

k
/ XndP = P(F))x;.
Q =

En particular, la integral en Q2 de X respecto de P es un elemento de V.

Suponemos bien conocidas las propiedades de la integral asf definida. Aqui s6-
lo vamos a citar las definiciones y los resultados que son especificos del Calculo de
Probabilidades.

Definicién 6 Si X es una variable aleatoria con valores en V integrable respecto de
P, se define la esperanza de X como la integral en ) de X respecto de P, y se la
denota EX, es decir,

EXz/XdP.
Q

Cualquier variable aleatoria X con valores en un espacio medible (Q', '), induce
una medida de probabilidad Px sobre (€, F'), definida por

Px(FY=P(X"YF")) VF e¢F.

A Px se le denomina la distribucién o la ley de X.
Con esta notacién, si V es un espacio de Banach separable, y g : ' — V es medible

y tal que g(X) es integrable respecto de P, entonces

B(o(X)) = [ gle)dPx.
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y en particular, si X es una variable aleatoria con valores en V' integrable respecto de
P, se tiene

E'X=/ zdPx.
1%

Definicién 7 Sea G C F una sub-o-dlgebra de F. Si X es una variable aleatoria con
valores en R integrable respecto de P, existe una tnica variable aleatoria X con valores

en R integrable respecto de P, tal que
/)?dP:/XdP VG €.
G G

A la variable aleatoria X se le denomina la esperanza condicional X con respecto de
G, y se le denota como E(X |g).

Un concepto fundamental en Probabilidad es el de independencia. Veamos su
definicién:

Definicién 8 Diremos que F,G € F son independientes si P(F N G) = P(F)P(G).
De manera general, una coleccion arbitraria {F;}icr C F se dice independiente si

para toda coleccion finita {i1,1%2, ...,in} C I de indices distintos dos a dos, se satisface
P(Fy, NFy,N..NE,) = P(Fy,)P(F,)..P(F,,).

Una coleccion arbitraria {F;}icr de sub-o-dlgebras de F se dice independiente si

para toda coleccion finita {iy, 12, ...,in} C I de tndices distintos dos a dos, y para todo
Fy e Ry, Fi, € Fiy,..., F;, € F,,, se satisface

P(F,, NFy,N..NF,)=P(F,)P(F,)..P(F,).

Una familia arbitraria {X;}ie1 de variables aleatorias sobre (2, F) (cada X; con

valores en un espacio medible (Q;, F;)) se dice independiente si la coleccion {o(X;)}ier
de sub-o-dlgebras de F lo es.

Suponemos fijado un espacio de probabilidad (2, F,P) y una filtracién sobre
(2, F, P), es decir, una familia {F;};>0 de sub-o-dlgebras de F, tal que 7, C Fy C F
para todo par 0 < s <t < +4o00.

2.2 Procesos estocasticos

En esta Seccién resumimos los conceptos bdsicos y resultados relativos a procesos

estocdsticos con valores reales o en un Banach separable.
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Definicién 9 Si (', F') es un espacio medible, un proceso estocdstico definido so-
bre (2, F,P) con valores en (V,F') es una familia arbitraria {X:}icr de variables

aleatorias definidas sobre (2, F) con valores en (', F").

El conjunto de fndices I va a ser, en general, RT = [0,4+00) o I = [a,b] C RT,
aunque a veces nos interesara considerar I = Z,, el conjunto de los enteros no nega-
tivos.

Por otra parte, el concepto de proceso estocdstico va ser de interés para nosotros
cuando el espacio medible (€', F') en que toma valores es (V, B(V)), con V un espacio
de Banach separable, o V = R?. En tales casos, diremos simplemente que {Xi}hter es
un proceso estocastico con valores en V o en R%.

Vamos a denotar por ||-|| la norma en V.

Nota 1 Dado un proceso estocdstico { X }er con valores en el espacio de Banach V,

para cada w € 2, se tiene definida una aplicacion
tel - Xi(w)eV,

que se denomina una trayectoria del proceso. Escribiremos X (w) para designar dicha
trayectoria. Algunas veces escribiremos X (w,t) en vez de Xi(w), y miraremos al pro-

ceso estocdstico como una aplicacion
X:i(wt)eQxI->V
Escribiremos a menudo el proceso estocdstico como {X:}, Xt 0 X(t).

Definicién 10 Sea { X;}ier un proceso estocdstico con valores en el espacio de Banach
V, y supongamos que I C Rt es un intervalo.

Diremos que X (t) es continuo (respectivamente, continuo por la derecha o continuo
por la izquierda), si c.s. la trayectoria X (w) es continua (respectivamente, continua
por la derecha o continua por la izquierda) como aplicacion de I en V.

Diremos que X (t) es integrable, si para cada t € I la variable aleatoria X lo es.

Diremos que X (t) es {F;}-adaptado (o, simplemente, adaptado), st para cadat € I
la variable aleatoria X; es Fi-medible.

Diremos que X (t) es medible, si la aplicacion X : (w,t) € Ax [ -V es FQB(I)-
medible.

Diremos que X (t) es estocdsticamente continuo enty € I siVe > 0,V6 >0,3p >0
tal que

P(IX(t) - X(o)ll 2 €) <6 Ve [to—pto+plNI
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Definicién 11 Sean {Xi}ter y {X:}eer dos procesos estocdsticos con valores en el
espacio de Banach V.
Diremos que X (t) es una version o modificacion de X (t) si X; = X, c.s. para cada

t €1, es decir, si para cada t € I,
P({w € O Xi(w) = Xe(w)}) = 1.
Diremos que X(t) y X(t) son indistinguibles si c.s. X (w) = X (), es decir, si
P({w e Q; Xi(w) = Xi(w) Vtel})=1

Queremos sefialar que si X es un proceso estocéstico sobre I, la funcién X(-,-) no
tiene porqué ser medible en el espacio F ® B(I). Sin embargo, se verifica el siguiente
resultado:

Proposicién 1 Sea {X;:}icr un proceso estocdsticamente continuo con valores en el
espacio de Banach separable V, siendo I C RY un intervalo. Entonces X tiene una
modificacion medible.

Demostracién. Véase en Da Prato y Zabczyk [22]. =

Definicién 12 Sea {X;}ier, I C RT un intervalo, un proceso estocdstico con valores
en un espacio de Banach separable V. Diremos que X (t) es una Fi-martingala (o

simplemente una martingala) si verifica:

(a) X(t) es Fi-adaptado e integrable para todo t € I.

(b) Para cada par s <t de elementos de I, se tiene que E(X¢|7,) = Xs.

Definicién 13 Sea {X;}ier, I C RT un intervalo, un proceso estocdstico con valores
en R. Diremos que X (t) es una Fi-supermartingala (o simplemente una supermartin-
gala) si verifica:

(a) X(t) es Fi-adaptado e integrable para todo t € I.

(b) Para cada par s <t de elementos de I, se tiene que E(X¢|7,) < Xo.
Reservaremos la notacién M para designar a una martingala.

Definicién 14 Una F;-martingala M = {M; }4>0 se dice de cuadrado integrable si

E||M;)|* < 400, ¥t > 0.
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Denotemos por M?2(R) al espacio vectorial de todas las F;-martingalas continuas
de cuadrado integrable con valores en R y tales que My = 0. Si M € M?(R), existe
un inico proceso creciente continuo con valores en R, que vamos a denotar por (M),

tal que MZ — (M), es una F-martingala que se anula en ¢ = 0.

Definicién 15 Una variable aleatoria T : Q — R U {+00} se llama {F;}i>0- tiempo

de parada (o simplemente tiempo de parada) si
{w:iT(w)y<tieFRH Vt>0.

Definicién 16 Un proceso Fi-adaptado M = {Mi}1>0 se dice que es una Fi-martingala
local st existe una sucesion de tiempos de parada {Tp}n>1, tal que 1'11_}_1 Tn = +o0, tal
- n—-1oo

que M; — Minr, es una Fi-martingala.

Denotemos por M2 (R) al espacio de los procesos M = {M;}¢>o definido sobre
(Q2, F, P) con valores en R tales que existe una sucesion de tiempos de parada {75 },>,
tales que liril Ty = 400 P-c.s. y Mirs, € M2(R) ¥n.

n—-roo

2
loc

ceso creciente continuo que denotamos (M), tal que M? — (M), es una Fp-martingala

De la misma manera que antes, se satisface que si M € M7 (R) existe un tinico pro-
local.

A continuacién vamos a enunciar un resultado que usaremos frecuentemente a lo
largo de esta Memoria, cuando demostremos resultados de estabilidad, conocido como
la desigualdad exponencial de la martingala. Mds adelante, en el Capitulo 5, veremos

un caso particular del que ahora exponemos.

Teorema 1 Sea M = {M;};>0 € M2 (R). Entonces, para cualesquiera constantes

positivas T, a, B se verifica la desigualdad

0<t<T

P{ sup [Mt—%<M>t] >ﬂ} < e B,

Demostracién. Véase Mao [47). m
Otro de los resultados que utilizaremos es el conocido como ley fuerte de los grandes

nuimeros:

Teorema 2 Sea M = {M}i>0 € M2 (R) tal que thin (M;) = 4o0. Entonces se

verifica

. M,
t—kgloo M = O, P — c.s.

Demostracién. Véase Mao [47]. =
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2.3 Procesos de Wiener
En esta Seccién vamos a resumir los resultados bésicos sobre procesos de Wiener.

Definicién 17 Sean (2, F, P) un espacio de probabilidad, y {Fi}+>0 una filtracion so-
bre dicho espacio. Se denomina {F;}-proceso de Wiener unidimensional sobre (2, F, P)
a cualquier proceso estocdstico {Wi}i>o definido sobre dicho espacio, con valores en R
y tal que:

(a) Wi es continuo y {F;}-adaptado,
(b) Wy =0 c.s.,

(c) para cada par 0 < s <t < 400, el incremento Wy — W es independiente de Fs,

(d) para cada par 0 < s <t < +o0, el incremento Wy — W, sigue una ley de distribu-

cion normal de media cero y varianza t — s, es decir,

2
P(W,— W, € B) = —"”—_s)> dr VB € B(R),

¢Tlt“—‘5/3‘”‘p( a(t

y en particular,
EW;—Ws)=0 y E(W;—W,)?) =t—s.

Nosotros vamos a admitir la existencia de procesos estocdsticos verificando las
condiciones de la definicién precedente (para la demostracién de dicha existencia se
puede consultar Karatzas y Shreve [31]).

Resulta inmediato de la definicién, que si {W;}>0 es un {F;}-proceso de Wiener
unidimensional sobre (2, F, P), entonces para todo 0 < tg < t; < ..t, < +00, los
incrementos Wy, — Wy, _,, 1 < ¢ < n son independientes. Esta propiedad se expresa
diciendo que un proceso de Wiener es un proceso con incrementos independientes.
Asimismo, la distribucién de probabilidad de Wy, — W;,_, depende tan s6lo de ¢; —t;1,
es decir, un proceso de Wiener es un proceso con incrementos estacionarios.

La filtracién {F;}:;>0 ha formado parte de la definicién que hemos dado para un
proceso de Wiener. Por ello lo hemos denominado un {F;}-proceso de Wiener. Es
usual en la literatura matemdtica denominar proceso de Wiener unidimensional sobre
(2, F, P) a cualquier proceso estocastico {W;}+>o definido sobre dicho espacio, con
valores en R y tal que satisfaga las condiciones (a), (b) y (d) de la definicién precedente,
y en lugar de la condicién (c), satisfaga que sus incrementos sean independientes. En

este caso, si se denota ]-'tW = o(W,; 0 < s < t), la denominada filtracién natural
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generada por {W;}+>0, entonces el proceso W; es un {F}" }-proceso de Wiener en el
sentido de la definicién anterior. Ademds, en este caso, si {F;}t>0 es otra filtracién
tal que F}¥ C F; para todo t > 0, y W; — W, sea independiente de F; para todo
0 < s <t < +oo, entonces W; es también un {F; }-proceso de Wiener.

En la definicién de {F;}-proceso de Wiener es usual, por razones técnicas, suponer
que el espacio (2, F, P) es completo, y que la filtracién es normal, es decir, continua por
la derecha y tal que Fy contiene todos los conjuntos despreciables de F. Si {W;}i>0 es
un proceso de Wiener unidimensional sobre (£, F, P) una forma de obtener lo anterior
es la siguiente. En primer lugar, es facil comprobar que {W;};>0 continia siendo un
proceso de Wiener sobre el espacio (Q,F, P), el completado de (2, F, P), donde se

recuerda que

F={GeP(Q); IF,F> c Ftalesque F1 C G C Fy, y P(F1) = P(F»)},
y todo espacio de probabilidad puede ser completado. A continuacidn, si se define
Fo=o(FVUN), Vt>0,

donde por N denotamos a la familia de los conjuntos de F de probabilidad nula, en-
tonces, se puede demostrar (ver Liptser y Shiryayev [38]) que {F;}+>0 es una filtracién
continua por la derecha, que Fy contiene todos los conjuntos despreciables de F, y que
{W;}t>0 es un {F;}-proceso de Wiener sobre (€2, F, P). De hecho, ademss la filtracién

es también continua por la izquierda, es decir, F; = o U Fs | para todo t > 0.
0<s<t
A partir de ahora, cuando consideremos un {F;}-proceso de Wiener, supondremos

que el espacio (§2, F, P) es completo y que la filtracién es normal.
Enumeramos a continuacién algunas propiedades importantes de los {F;}-procesos
de Wiener, cuyas demostraciones pueden consultarse en Arnold [1].

Proposicién 2 Todo {F;}-proceso de Wiener unidimensional {Wi}i>o es una {Fi}-
martingala continua con valores reales, de cuadrado integrable , tal que Wy = 0, siendo

W2 — t una {F;}-martingala continua.

Proposicién 3 Sea {W;}i>0 un {F;}-proceso de Wiener con valores reales. Entonces:

(a) {—Wi}liso es un {Fi}-proceso de Wiener unidimensional, y para todo c > 0,
Wct

Ve }tZO

es un {Fet }-proceso de Wiener con valores en R.

(b) Si escribimos Wt = tW1 para todo t > 0 siendo Wo = 0, entonces {Wt}tzo es un
t

{Fi}-proceso de Wiener unidimensional.
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(c) Se verifica la ley del logaritmo iterado, es decir, P—c.s. se satisfacen

. Wt .. Wt
1 S E—— 1 f————=
i’fi&p V2tloglogt ’ tlglﬁg V2tloglogt

(d) Si {Wiliso es un {Fi}-proceso de Wiener unidimensional, entonces las trayec-

torias W (w) son c.s. no derivables c.p.d. en t € R, pero son c.s. localmente
a-holderianas en R™ para todo a € (0,1/2).

Teniendo en cuenta la ley del logaritmo iterado, para todo € > 0 y P—c.s., existe

un instante to(w) tal que para ¢ > to(w) se verifica

—(1+¢€)y/2tloglogt < Wy(w) < (14 ¢)+/2tloglogt.

Si ahora aplicamos la ley del logaritmo iterado a tW1, entonces obtenemos ademés
t

que

. Wi o Wi
lim sup ——m= =1, liminf ———— = —
80, /2tloglog (}) 10 [2tloglog (1)

de lo que se deduce que W} tiene en cada intervalo (0, €) infinitos ceros. Como para s >

L

0, Wits—Ws es también un {F; }-proceso de Wiener unidimensional, el comportamiento
anterior se da en todos los puntos s > 0. Por tanto, P—c.s.,

Wiss — 2 1
t+hh Wi > (1-¢) +loglog —  infinitas veces,
Wt+hh— Wi > (-1+ 5) %10g 10g% infinitas veces.

Pero si tomamos limites cuando h — 0 las expresiones tienden a +00 y —o0, respec-

y, adem4s

tivamente, por lo que el cociente V—Vﬂ‘—;‘livﬁ tiene con probabilidad uno y para todo ¢
fijo, todo R como conjunto de puntos de acumulacién. Con ello observamos grandes
fluctuaciones locales de W4, lo cudl también provoca que cada porcién de W; sea de
variacién no acotada. De este modo tenemos que las trayectorias de un proceso de
Wiener son un ejemplo de funcién continua no diferenciable.

Para finalizar con esta Seccién veamos cémo podemos extender el concepto de
proceso de Wiener unidimensional a R™.

Definicién 18 Sean (2, F, P) un espacio de probabilidad y {F;}t>0 una filtracion so-
bre dicho espacio. Se denomina {F;}-proceso de Wiener m-dimensional sobre (2, F, P)
a todo proceso estocdstico {Wi}i>o definido sobre dicho espacio, con valores en R™, tal
que si denotamos Wy = (W, ..., W), cada {W}}i>o es un {F;}-proceso de Wiener
unidimensional sobre (Q, F, P) y los procesos {W}}i>0, 1 < i < m, son independientes.
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Para los procesos de Wiener m-dimensionales se tienen propiedades similares a las
del caso unidimensional.
También senalamos aqui que es posible extender el concepto de proceso de Wiener

al caso de valores en un espacio de Hilbert separable, ver Da Prato y Zabczyk [22].

2.4 La integral respecto de un proceso de Wiener

En esta Seccién vamos a definir la integral estocdstica en varios pasos, comenzando
por los procesos elementales. También se establecerdn propiedades bésicas sobre la
integral estocdstica, incluyendo la férmula de Tt6.

Suponemos fijados (2, F, P) un espacio de probabilidad completo con {F;}¢>¢ una
filtracién normal. Consideremos {W;}:>0, un {F}-proceso de Wiener con valores

reales sobre (2, F, P), y consideremos fijado T' > 0.

2.4.1 Integracién de procesos estocasticos con valores reales

En esta primera parte de integracién con respecto a un proceso de Wiener vamos a
desarrollar la construccién de la integral estocdstica, en el sentido de It6, de procesos
que toman valores reales. Posteriormente veremos cémo es posible la generalizacion
de esta integral cuando el proceso que se integra toma valores en cualquier espacio de
Hilbert separable.

Denotaremos por £2(0,T) al espacio vectorial de todos los procesos estocdsticos

¢ : Q x [0,7] — R medibles y F;-adaptados, tales que /T lo(s)2ds < 400 c.s.

Queremos definir el concepto de integral estocé,sti((:)a para cualquier proceso de
52(0, T). Ello lo vamos a realizar efectuando varios pasos, pero previamente vamos a
definir distintos tipos de procesos.

En primer lugar, vamos a denotar por I2(0,7T) al conjunto de todos los elementos
¢ del espacio L(Q x (0,T),F ® B(0,T),dP ® dt; R) tales que, c.p.d. en (0,T), ¢(t)
sea Fi-medible.

Es sencillo comprobar que I2(0,T) es un subespacio vectorial cerrado de L2( x
(0,7),F®B(0,T),dP ® dt; R).

Por otro lado, denotaremos por £(0,T) al conjunto de todos los procesos ¢(t) de

la forma
n
(P(t) = Z<pk—ll(tk_1,tk] (t)’
k=1

donde 0 =ty <t < ... <t, =T es una particién de [0,7"), y donde cada ¢;_; es una

variable aleatoria real F;, ,-medible y acotada.
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Es evidente que £(0,T) es un subespacio vectorial de I?(0,T). Ademss £(0,T) es
denso en I2(0,T).

Diremos que un proceso p(t) € £(0,T) es elemental, si es de la forma

p(t) = pl(o.1,

con 6 € [0,T), y p una variable aleatoria real Fy-medible y acotada.

Vamos ya a realizar la construccién de la integral estocéstica en el sentido de It6:
e Paso 1.

Si p(t) es un proceso elemental definido por p(t) = plig,T), se define la integral
estocdstica de p(t) respecto de W (t) como el proceso estocdstico continuo determinado

por

/Ot p(s) dWs = p (Wiyve — Wp) Vit e [0,T)].

¢
Se puede demostrar que el proceso estocdstico | p(s) dWj, definido para t € [0,T], es

una {F;}-martingala continua de cuadrado integrable con valores en R, y el proceso

</Otp(8)dWs>2—/0tp2(S)dS

es también una {F;}-martingala continua.

e Paso 2.

m
Si € £(0,T) viene dado por ¢(t) = Z p;(t), con los p; procesos elementales, se
i=1

define el proceso integral estocdstica de ¢ respecto de W (t) por la igualdad

/0 o(s)dWs = ;/0 pi(s)dWs Vtel0,T).

Entonces, si ¢ € £(0,T) viene dado por

o(t) = Z Sok—ll(tk_l,tk] (t),
k=1

donde 0 =t9 < t; < ... <tp, =T es una particién de [0,T], y donde cada ¢;_; es una
variable aleatoria real F;, _,-medible y acotada, entonces, de acuerdo con lo anterior,

es inmediato que

t n
/ 0()dAWs = "0y (Wiont — Wee_ane) VYt € [0,T].
0 k=1



2. La integral estocéstica 26

e Paso 3.

Si denotamos para cada ¢ € £(0,T) por L(p) al proceso

t
L(p)(t) = / o(s)dW, Vte[0T],
0
entonces L define una aplicacién
L:pe&(0,T) — L(p) € L*(Q, F, P; C°0,T)),

que es lineal continua si se considera sobre £(0,T) la norma de I%(0,T), y por con-
siguiente, debido a la densidad de £(0,T) en I2(0,7T), L admite una nica extensién,
que seguiremos denotando L, a un operador lineal continuo definido sobre I 2(0,T)
con valores en L2(Q, F, P; C°[0,T]). Por tanto, para cada ¢ € I%(0,T), se define el

proceso integral estocdstica de ¢ respecto de W(t) por la igualdad

/0 o(s)dW, = Lg)(t) Vte [0,T].

¢
Se puede demostrar que si ¢ € I2(0,T), el proceso estocdstico / ©(s) dWs, definido

0
para t € [0, T, es una {F;}-martingala continua de cuadrado integrable con valores en

( / tso(s)dwsf— / " (s) ds

es también una {F;}-martingala continua. En particular entonces se verifica

E < /0 o(s) dWs>

R, y ademds

2

t

=E/ ©?(s) ds. (2.1)
0

e Paso 4.

Dado ¢ € £2(0,T), se define el proceso integral estocdstica de ¢ con respecto a
W (t) por

¢ ¢
/ p(s)dWs = lim 0, (8)dW, Ytel0,T],
0

n——+0oo 0

donde los ¢,, estdn definidos por ¢, = ¢l ;,], siendo

. t 2 > .
() = Osl?éT {fo lo(s)] *ds > n} siw € AN\,
T siw € Qy,
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donde para cada entero n > 1, hemos denotado 2, = {w € ; fOT lo(s)|?ds < n}. Se
puede comprobar que ¢,, € I?(0,T) y que c.s. existe

t
lim 0, (s)dWs

n—+0o fq

para todo t € [0,T]. Por tanto, tiene sentido la definicién dada de integral estocastica
para ¢ € £2(0,T), obteniéndose como integral estocdstica un proceso continuo y Fi-
adaptado que en general no es una Fi-martingala, sino una F;-martingala local.

Para la integral estocdstica en el sentido de It6 la regla de integracién de una funcién
compuesta difiere del caso determinista, lo que nos obliga a usar la denominada férmula
de It6. Para la demostracién puede verse, por ejemplo, Oksendal [51].

Denotamos por £1(0,T) al espacio vectorial de todos los procesos estocésticos

T
¢ : Q% [0,T] — R medibles y F;-adaptados, tales que / lp(s)|ds < 400 c.s.
0

Teorema 3 Sean Xy una variable aleatoria real Fy-medible, f € LY0,T) y g €
L£2(0,T). Denotemos por X; al proceso estocdstico continuo y {F;}-adaptado definido
por

¢ ¢
Xt=X0+/0 f(s)ds—{—/og(s)dWS vVt e [0,7T],

donde la integral de f estd efectuada trayectoria a trayectoria. Consideremos fijada
una funcion ®(t,z) tal que ® € CY2([0,T) x R). Entonces ®(t, X;) es una nueva
integral estocdstica de la forma
O(t, X)) = (0, X0)+f0 (s, X5s) ds—{-fo 2(8,Xs)f(s) ds
+f0 (s, Xs)g(s) dWy +2f0 ®ue(s, Xs)g2(s)ds Vi€ [0,T).

2.4.2 Extension de la integral estocdstica al caso multidimensional

Ahora supondremos que {W;}+>¢ es una {F;}-martingala continua con valores en R™,
de cuadrado integrable, tal que Wy = 0, y siendo Wt’Wt’ — 6;5t, {F¢}-martingalas
1 sidi=j
0 sii#j.
Denotamos por A* la traspuesta de una matriz A y por tr(A4) la traza de A si

continuas con valores en R, 1 <14, j < m, donde 6;; =

es cuadrada. Los elementos de R™ son identificados con matrices columnas n x 1.
Denotamos por R™*™ al espacio de las matrices n x m. Fijemos T > 0.
Denotaremos por 12(0,T; R™ ™) al conjunto de todos los elementos ¢ del espacio
L*(Q x (0,T),F ® B(0,T),dP ® dt; R*™™) tales que, c.p.d. en (0,T), p(t) sea Fi-
medible, y por £2(0,T; R™*™) al espacio vectorial de todos los procesos estocdsticos
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¢ : Qx[0,T] — R™™ medibles y F;-adaptados, tales que fgtr(go(s)w*(s)) ds <
+o0  cC.8.

Es inmediato que ¢ pertenece a I2(0,T; R™ ™) si y s6lo si las componentes @, de
¢ pertenecen a 12(0,T), y ¢ pertenece a £2(0,T; R™™) si y sélo si sus componentes
pertenecen a L£2(0,T).

Dado ¢ € £2(0,T; R™*™) se define el proceso integral estocdstica de ¢ con respecto

a W(t) como el proceso ®(t) con valores en R™ con componente i-ésima dada por

®;(t) =Z/Ot¢ij(s)dwg vt e [0,T).
j=1

Al proceso ®(¢) se le denotard por / t ©(s) dWs y es un proceso estocéstico continuo
y {Ft}-adaptado. °

Denotemos por £1(0, T; R™) al espacio vectorial de todos los procesos estocssticos
@ : Q2 x[0,T] > R" medibles y F;-adaptados, tales que fOT lp(s)] ds < +o0  c.s.

La férmula de Itd puede ser extendida a este caso de la siguiente forma:

Teorema 4 Sean Xy una variable aleatoria con valores en R™, Fy-medible, [ €
L£10,T; R™) y g € L2(0,T;R™™™). Sea X; el proceso estocdstico continuo y {Fi}-
adaptado con valores en R™ definido por
¢ ¢
X = Xo +/ f(s) ds+/ g(s)dWs Vtel0,T],
0 0
donde la integral de f estd efectuada trayectoria a trayectoria. Consideremos fijada

una funcién ® € CH2([0, T} x R™). Entonces, Yt € [0,T], se verifica

t t
(L, X;) = @(0,Xo) + /0 B, (s, X,) ds + /0 B,(s, Xs) - f(5) ds +

t 1 t .
# [ 0u(aX0) - g(6) W+ 5 [ (el Xgls)g" () s

donde ®;(s, X;)- f(s) denota el producto escalar en R™ y ®,(s, X;) - g(s) representa a
(®2(s, X)) g(s).

Un caso particular de la férmula de It6 es el resultado que a continuacién estable-

cemos, que serd usado con frecuencia a lo largo de toda la Memoria:

Corolario 1 Sean Xy e Yy variables aleatorias con valores en R, Fy—medibles, f,
h € L£Y0,T), g, I € L2(0,T;R™). Denotemos por X; e Y; a los procesos estocdsticos
continuos y {F:}-adaptados con valores en R, Vt € [0, T, definidos por

¢ ¢
X, = Xg+/0 f(s)ds—{—/og(s)dWs,

t t
Y, = YO+/ h(s)ds+/ I(s)dW,.
0 0
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Entonces para todo t € [0,T] se satisface

t

t t
X.Y; = XoY + /0 (Yaf(5) + Xoh(s))ds + /0 (Yag(s) + Xsl(s)) AW + /0 o(s) - (s)ds.

Demostracién. Basta aplicar la férmula de It con X; = (Xe, Y1)*y ®(z,y) = zy.
[ ]

2.4.3 Integracién de procesos estocdsticos con valores en un espacio
de Hilbert separable

A continuacién vamos a ver cémo el concepto de integral estocdstica puede ser exten-
dido al caso en el que tengamos un proceso estocdstico que tome valores en un espacio
de Hilbert separable.

Sea entonces H un espacio de Hilbert separable, donde vamos a denotar por || su
norma y por (-,-) su producto escalar.

Ahora vamos a denotar por £2(0,T;’H) al espacio vectorial de todos los procesos

estocdsticos ¢ : [0, T]x 2 — H medibles y F;-adaptados, tales que / ’ lo(s)|2ds < +o0
c.s. 0

Al igual que antes, queremos definir el concepto de integral estocdstica para cualquier
proceso de £2(0, T; H). También lo vamos a realizar efectuando varios pasos, y definien-
do previamente ciertos procesos con valores en H para los cuales definiremos la integral
estocéastica.

Mids concretamente, denotaremos por IP(0,T;H), p > 1, al conjunto de todos los
elementos ¢ del espacio LP(Q2 x (0,T),F ® B(0,T),dP ® dt;H ) tales que, c.p.d. en
(0,T), o(t) sea F;-medible. Entonces no es dificil comprobar que I?(0,T;H) es un
subespacio vectorial cerrado de LP(Q2 x (0,T),F ® B(0,T),dP ® dt; H).

Si ¢ € I?(0,T;H), entonces para todo h € H la variable aleatoria (¢, h) € I%(0,T),
por lo que podemos definir la integral f(f (p(8),h) dW,. Ademds, teniendo en cuenta
(2.1), se verifica que

t 2 t
= 8 2 S
E /0<so<s>,h>dws —E/0 (o(s), h) 2 ds,

por tanto, la aplicacién ¢ € [0,T] — f(;' (@(s), h) dW; es lineal continua de H en L?(£).
Como consecuencia, podemos definir para cada ¢t € [0,7] una variable aleatoria con

valores en ‘H, que vamos a denotar por fg ©(s) dWs, mediante la relacién

( /0 t SO(S)dWs,h> = /0 t(go(s),h) dW, VheH.
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Asi tenemos definida la nueva variable aleatoria, salvo en conjuntos de probabilidad

nula.
t

Se puede demostrar que si ¢ € I%(0,T;H),el proceso estocastico / o(s) dWs,
0

definido para t € [0, T}, es una {F;}-martingala continua de cuadrado integrable con
valores en H, y ademéds

2 t
= 828.
E —E/Olw()ld

Dado ahora ¢ € EQ(O, T';H), se define el proceso integral estocdstica de ¢ con respecto
a W(t) por

[ etsaw,

t t
/ o(s)dWs = lim on(s)dWs Vit e[0,T],
0

donde los ¢,, estan definidos por ¢, = ©1(0,r,]> siendo

i t 2 :
Tn(w) = OSIgT {fo |p(s)] “ds > n} siw € O\,

T siw € Qy,

donde para cada entero n > 1, hemos denotado Q, = {w € §; fOT lp(s)|?ds < n}. Se
puede comprobar que ¢,, € I2(0,T;H) y que c.s. existe
¢
lim o (s) dWs
0

n—-+o0o

para todo t € [0, 7).
Enunciamos a continuacién un resultado que serd de gran utilidad a lo largo de

toda la Memoria, es el conocido como lema de Burkholder-Davis-Gundy.

Teorema 5 Para todo ¢ € L2(0,T;H) se verifica la desigualdad

E( )S?’E ([ st)?

Demostracién. Puede consultarse, por ejemplo, en Pardoux [52]. =

[ oty aw,

Como consecuencia de este teorema se verifican los dos resultados siguientes:

1
Corolario 2 Si ¢ € L£2(0,T;H) es tal que E (f; lo(s))? ds)2 < 400, entonces el

proceso estocdstico fot o(s) dWs es una {F¢}-martingala continua cn valores en H.
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Corolario 3 Si p,u € I*(0,T;H) siendo E ( sup |u(t)|2> < 400, entonces el pro-
0<t<T

ceso estocastico fot (u(s), ¢(s)) dWs es una {F;}-martingala, por lo que en particular
se verifica:

E/ (u(s), o(s)) AW, =0Vt € [0,T).
0



Capitulo 3

Ecuaciones de evolucion
estocasticas: existencia y

unicidad

Nuestro principal objetivo en este Capitulo es analizar la existencia y unicidad de solu-
cién para una clase de ecuaciones en derivadas parciales estocésticas de tipo parabdlico
con retardos en un contexto variacional. Los resultados que obtendremos vendrsn a
mejorar y completar los establecidos en Real [55] y [56] (ambos para la ecuacién li-
neal), en Caraballo [7] (trabajo en el que se estudia la situacién monétona no lineal
con retardos variables, pero donde los operadores son acotados) y en Caraballo et al.
[19], donde también se considera la situacién no lineal con retardos variables, pero
bajo hipétesis més fuertes que las aqui consideradas.

Queremos mencionar también que en el caso en el que no haya caracterfsticas
hereditarias, nuestro problema ha sido estudiado ampliamente en Pardoux [52].

Pasemos a formular el problema. Sean V y H dos espacios de Hilbert reales y
separables tales que V C H = H* C V*, donde las inyecciones se suponen continuas y

densas. Vamos a denotar por ||-||, || ¥ |||, las normas en V, H y V* respectivamente;

por ((-,+)) ¥ (+,) los productos escalares en V y H respectivamente; y por {-,-) el
producto de dualidad entre V* y V.

Supongamos que ({2, F, P) es un espacio de probabilidad completo con una fil-
tracién normal {F;}:>0, y denotemos F; = Fy, para todo ¢ < 0. Consideremos un
{F¢}-proceso de Wiener {W (t)}+>0 con valores reales.

Dados a < b, a,b € R y H espacio de Hilbert separable, denotamos por C(a, b; H)
al espacio de Banach de todas las funciones continuas de [a,b] en H dotado con la

norma del supremo. Escribimos L?(§); C(a,b; H)) para denotar al espacio de todos los

32
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procesos X € L?(Q, F,dP; C(a, b; H)) tales que X (t) es F;-medible para cada t € [a, b).
Consideramos fijados dos nimeros T > 0y h > 0. Si x € C(—h,T;H), para cada
t € [0,T] denotamos por z; € C(—h,0; H) a la funcién definida como z:(s) = z(t + ),
—h < s < 0. Ademds, si y € L*(—h,T;H) denotamos por y; € L?(—h,0;H), p.c.t.
t € (0,T), a la funcién definida como y(s) = y(¢t + s), p.c.t. s € (—h,0).
Consideremos dada una familia de operadores no lineales A(t,-) : V — V*, definida
p.c.t. t € (0,T), verificando:

(A.1) Medibilidad: Vv € V, la aplicacién t € (0,T) — A(t,v) € V* es medible
Lebesgue.

(A.2) Hemicontinuidad: la aplicacién § € R — (A(t,v + 6w),z) € R es continua
VYo,w,z € V, p.ct. t € (0,T).

(A.3) Acotacion: existe ¢ > 0 tal que ||A(t,v)||, < cllv||, Vv € V, p.ct. t € (0,T).

(A.4) Coercividad y monotonfa: existen o > 0 y A € R tales que, Yu,v € V y p.c.t.
t € (0,T), se verifica

—2(A(t,u) — A(t,v),u—v) + Au— o> > afju —v|®.

Sean Fy : (0,T) x C(—h,0; H) - V*y F5:(0,T) x C(—h,0; V) — V* dos familias
de operadores no lineales definidas p.c.t. ¢ € (0,7 y tales que:

(F1.1) La aplicacién t € (0,T) — Fi(t,£) € V* es medible Lebesgue, p.c.t. t, V€ €
C(—h,0; H).

(F1.2) Fi(t,0) =0, p.c.t. t € (0,T).

(F1.3) Existe Cp, > 0 tal que V¢, n € C(—h,0; H), p.c.t.t € (0,T), se verifica
1F1(8,€) = Fr(t, 2 < Cry 1€ = o nosmy -

(F5.1) La aplicacién t € (0,T) — Fy(t,€) € V* es medible Lebesgue, p.c.t. t, V€ €
C(=h,0; V).

(F2.2) F»(t,0) =0, p.c.t. t € (0,7).

(F3.3) Existe Cg, > 0 tales que V€, € C(—h,0;V), p.c.t.t € (0,T), se verifica

1F2(t,€) — Fa(t,m)II2 < Cry 16 = 0l _nowv) -
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(F2.4) Existe Kg, > 0 tal que Vz,y € C(—h,T;V) y Vt € [0,T]
t t
/0 1Fa(s, 25) — Fals,ys)|? ds < K / la(e) = 9| ds

Sean también Gg : (0,T) x C(=h,0; H) - Hy G1 : (0,T) x C(—h,0; V) — H dos
familias de operadores no lineales definidas p.c.t. t € (0,7) tales que:

(Go.1) La aplicacién ¢t € (0,T) — Go(t,£) € H es medible Lebesgue, p.c.t. ¢, V€ €
C(—h,0; H).

(Go.2) Gp(t,0) =0, p.ct. t € (0,T).
(Go.3) Existe Cg, > 0 tal que V¢,n € C(—h,0; H) se verifica, p.c.t. t € (0,T),
|Go(t,€) = Go(t, M) < Cay € = 1lE_poia) -

(G1.1) La aplicacion t € (0,T) — Gi(t,€) € H es medible Lebesgue, p.c.t. ¢, V§ €
C(=h,0;V).

(G12) Gl(t, 0) =0, pct. te (O,T)
(G1.3) Existe Cg, > 0 tales que V&, € C(—h,0; V) se verifica, p.ct. t € (0,T),
1G1(t,€) ~ Ga(t,m)I* < Cou 1€ = Mg nov) -

(G1.4) Existe K¢, > 0 tal que Va,y € C(—h,T;V) y Vt € [0,T)] se verifica
t t
/ G (s, 22) — Ga(s,9s)|? ds < K, / la(s) =y ds.
0 _

El objetivo principal en este Capitulo serd establecer resultados de existencia y

unicidad de solucién del problema
u € I*(—=h,T; V)N L*(Q; C(~h,T; H)),
w(t) = Y(0) + [T A(s,u(s))ds + [5 (Fi(s,us) + Fa(s,us) + f(s))ds
+ [UGo(s,us) + Gi(s,us) + g(s))dW (s), ¢ € [0,T7,

L u(t) =9(t), t € [-h,0],

donde supondremos que f € I2(0,T;V*), g € I*(0,T;H) y ¥ € I*’(-h,0;V) N
L%(Q; C(—h,0; H)) estén dados.

Nota 2 Fdcilmente se deduce a partir de (F1.1)-(F1.3) que siu € L2(Q; C(~h,T; H)),
el proceso Fy(t,u;) pertenece a I*(0,T;V*). También, gracias a (Go.1)-(Go.3), el
proceso Go(t,us) pertenece a I°(0,T; H).
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Nota 3 También a partir de (F2.1)-(F3.3) podemos afirmar que para x € C(—h,T;V),
la funcion F§ : (0,T) — V* definida por F§(t) = Fa(t,z:) p.c.t. t € (0,T), pertenece
a L2(0,T; V*). Por tanto, gracias ahora o (Fy.4), la aplicacion

Ep:x € C(=h,T;V) — FF € L*(0,T;V*)

tiene una dnica extension a una aplicacidn = que es uniformemente continua de
L (—h,T;V) en L?(0,T;V*). A partir de ahora, escribiremos también Fa(t,zi) =
Z2(z)(t) para cada z € L*(—h,T;V), y, ademds, para cada z,y € L?(—h,T;V) se

verifica

/ |Fa(s,25) — Fa(s, o) ds < K, / lz(s) - y(s)[2 ds ¥t e [0,T)
0 —-h

De manera andloga podemos definir G1(t,x;) € L*(0,T; H) para cada elemento = €
L3(—h,T;V), y dados z,y € L?(=h,T;V) se verifica que

t t
/0 (G (s,5) — Ga (s, ys)[* ds < Ko, / o)~y ds Vi€ [0.T]

Por tanto, siu € I%(—h,T; V), el proceso Fa(t,us) pertenece a I2(0,T;V*), y el proceso
G1(t,ut) pertenece a I*(0,T; H). Ademds, Yu,v € I*>(=h,T;V) se verifican las dos
desigualdades siguientes:

t t
/HFg(s,us)—FQ(s,vs)Hz ds < KFQ/ lu(s) = v(s)||? ds Vit [0,T], P cs.,
0 —h
t t
/IGl(s,us)—Gl(s,vs)lz ds < KGI/ lu(s) = v(s)|2 ds V&€ [0,T], P - c.s.
0 —h

Como consecuencia inmediata de las notas anteriores, todos los términos que apare-
cen en el problema (P) tienen sentido.

Aqui queremos observar también que van a demostrarse distintos resultados de
existencia de solucién del problema (P), donde quedars claro que la regularidad de
la solucién u dependerd de la regularidad que estemos permitiendo para el retardo
1. También adelantar que en el Capitulo 5 se estudiardn, entre otros, resultados de
estabilidad y estabilizacién para (P).

3.1 Un primer resultado de existencia y unicidad

El objetivo en esta Seccién serd demostrar un resultado de existencia y unicidad de
solucién de un problema muy ligado al problema (P), més concretamente, para el
problema (P) pero suponiendo que las familias de operadores F» y G1 son identica-

mente nulas. La utilidad de plantearse resultados para este nuevo problema se verd en
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la préxima Seccién, donde para establecer el resultado fundamental de este Capitulo

usaremos el que a continuacién demostramos para el problema siguiente
(ue Iz(O,T; Vin L2(Q~ C(-h,T; H)),
u(t) 0) + fi A( s))ds + [ (Fi(s,us) + f(s))ds
+ fo(Go(s, us) +9(s))dW (s), t € [0, T},
L u(t) =9¥(t), t€[—h,0].

Como instrumentos fundamentales para el anlisis de (Q), y posteriormente de (P),

utilizaremos los dos teoremas siguientes debidos a E. Pardoux.

Teorema 6 Siu € I2(0,T;V), f € I?(0,T;V*),g € I*(0,T; H),ug € L*(Q, Fo, P; H)
yu(t) = ug + fo s)ds + fO s)dW (s), Vt € [0,T], entonces u € L*(Q;C(0,T; H)) y

se satisfacen

WP = Juol? +2/ (f(s),u (>>ds+2/0<<> u(s))dW (s) /Ig )2 ds,
0 = E/ $))dW (s) ¥t € [0, T).

Teorema 7 Sean f,g y uo en las hipdtesis del teorema anterior y A(t) satisfaciendo

(A.1) — (A.4). Bajo estas hipdtesis existe una y sélo una solucion al problema

{ we I2(0,T; V),
u(t) = ug + [y (A(s,u(s)) + £(s))ds + [T g(s)dW (s) ¥t € [0, T].

Vamos entonces a obtener un primer resultado relativo al problema (@), similar a
uno de los teoremas establecidos en Caraballo et al. [19], pero en el que se imponen,
como hemos mencionado anteriormente, hipStesis méas restrictivas. En concreto, en
dicho teorema Fi(t,-) es una familia de operadores que toma valores en H y no en V*,

como ocurre en nuestra situacién.

Teorema 8 Supongamos que se verifican las hipdtesis (A.1)-(A.4), (F1.1)-(F1.3) y
(Go.1)-(Go.3). Entonces, para cada v € L*(Q;C(~h,0; H)), f € I?(0,T;V*) y g €
I%(0,T; H), existe una unica solucion del problema (Q).

Demostracién. Unicidad de solucién: Consideremos dos soluciones u,v €
I?(0,T; V) N L2(§%; C(=h, T; H)) del problema (Q). Entonces, aplicando el teorema 6
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tenemos que
t
u(t) —o(t)* = 2/ (A(s,u(s)) — A(s,v(s)), u(s) — v(s)) ds
0
t
+2/ (Fy(5,us) — Fi(s, vs), uls) — v(s)) ds
0
t
+2 / (Gols,us) — Gols, vs), u(s) — v(s))dW (s)
0
t
+/ |Go(s,us) — Gols,vs)|* ds.
0
Gracias a la condicién (A.4), para todo ¢ € [0,7] tenemos
t
[u(t) — v(®)|* + a/ lu(s) — v(s)|* ds
0
t
< 2 [ (Rasyu) = Fifs, ), u(s) o) ds
0
t
+2 [ (Gols,us) = Gals, ), u(s) = ()W ()
0
¢ ¢
-I-/ |Go(s,us) — Go(s,vs)|>ds + )\/ lu(s) — v(s)|* ds.
0 0
Por tanto, para todo ¢ € [0, T, se verifica
t
E [ sup |u(s) — v(s)[z] + aE/ u(s) — v(s)||* ds
0<s<t 0
t t
< 2| E/ lu(s) — v(s)[2 ds + 2E/ IGols,us) — Go(s,v5)2ds  (3.1)
0 0
t
4B [ 1Fi(5,w) = Fils, )l Juls) — o(s)] ds
0
+48 | sup | ["(Gol0,u6) — Gol6,00),u(0) ~ v(@)aw 0)|.
0<s<t |{JO
Vamos a acotar los términos del lado derecho de (3.1):
t
B [ IFi(s,0) = Fa(s,o0)l u(s) — ()] ds
t 8 2 «a 2
< E o la 1F1 (s, us) = Fu(s, vs)lly + 55 llu(s) = o(s)[I"| ds (3.2)
8 ¢ 2 (8 t 2
< ZORE [ fus— b pomyds + 28 [ Jlu(s) — v(s)[>ds
67 0 v 2 0

t t
= §CF1E sup |u(r)—u(r)]2ds+gE/ u(s) — v(s)||* ds.
e} 0 0<r<s 2 Jo
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Por otro lado, usando la desigualdad de Burkholder-Davis-Gundy, tenemos que
S
AE [ sup / (Go(0, ug) — Go(8,vp),u(0) — v(@))dW(H)H
0<s<t|Jo
1
t 2
< 12E{ sup [u(s) - v(s)| [ / 1Gol6ug) — Go(6,v9)P de] }
0<s<t 0
1 r b t
< ZE| sup |u(s) —v(s)]?| + 72E/ 1Go(8, ug) — Go(6, ve)|* db (3.3)
2 |o<s<t l 0
1 r h i
< §E sup |u(s) — v(s)|? +72CG0E/ lug _U9[%‘(—h,0;H) dé
[0<s<t i 0
1 r b t
< ZE | sup |u(s) —v(s)]*| + 72Cq,E sup |u(r) —v(r)*dé,
2 lo<s<t ] 0 0<r<o

Por tanto, se sigue de (3.1)-(3.3) que

2 |o<s<t

38 sue tuto)— o] + 38 [ u(s) - o) as

¢
< [2 Al + SCFI + 740(;0] E/ sup |u(r) —v(r)*df.
0

0<r<6

La unicidad queda entonces probada simplemente aplicando ahora el lema de Gronwall.

Existencia de solucién: Vamos a denotar u® = 0, y a definir mediante recurren-

cia una sucesién de procesos {u"}, ., soluciones de los siguientes problemas

(u™ € I%(0,T; V)N L2(Q; C(=h,T; H))

w(t) = 9(0) + fy(Als, u™(s)) = $u(s))ds + fy gu" " (s)ds

+ f3(Fy(s,u2™Y) + f(5)ds + f3(Gols, ul™) + g(s))dW (s), t € [0,7],
L u"(t) = ¢¥(t), t € [—h,0].

(@)

Puesto que u® = 0 € L2(Q; C(—h, T; H)), por la nota 2, si u"~! € L?(Q; C(~h,T; H))
se sigue que Fy(t,ul ') € I?(0,T;V*), y Go(t,ud ) € I?(0,T; H), por tanto, por el
teorema 7, existe una tnica u™ € I2(0,T; V) N L?(Q; C(—h,T; H)) que es solucién de

(@)

Vamos a probar ahora que {u"}, -, converge en I?(0,T; V) N L3(Q; C(~h,T; H))
a un proceso u, solucién del problema (Q).
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Comenzamos aplicando la férmula de It6 al proceso u™*1(t) — u™(t), n > 1. Te-

niendo en cuenta la condicién (A.4), obtenemos que
t
[u T (t) — un(t)l2 + a/o “u"“(s) - u"(8)||2ds
< A / @ (s) — un(s),un(s) — un=1(s))ds
0
¢

+2/ (Fi(s,u?) — Fi(s,u™ 1), u"*(s) — u™(s)) ds (3.4)

0
+2 [ (Golo,2) ~ Golo ™), 1 (5) — ()W (9

0

¢
+/ |G0(s,u’;) - Go(s,u2_1)|2ds,
0

para todo t € [0,T]. Como consecuencia, (3.4) implica que

E [ sup |u”+1 s)‘ } +aE/ Hu""‘l u”(s)”zds
0<s<t

< 2|)\|E/0 [um*1(s) — u(s)| [un(s) — wP(s)] ds

a0 = R D], [a6) ~ (o) s .
s {Oiggt /0 (Go(0,ug) = Go(8,uy~ "), u™"(6) —u"(e))dW(e)H

i
128 / |Go(s, u2) — Go(s, w2 )| ds.
0

Ahora bien, podemos deducir que
t
2|7 E/ [u™*t(s) — u™(s)| [u™(s) — u""(s)| ds
0

< 2ﬁ|)\|E/0 [um(s) — un(s)|| [u™(s) — w1 (s)] ds | (3.6)

4 272 t
< SB[ wte) —welfas+ 20 [ sy urd) - w o) as
3 Jo o 0 0<6<s

donde B > 0 es una constante tal que |v| < B|lv||,VYv € V. Por otra parte, gracias a

(F1.3), podemos obtener

t
4E/ 1F1(s,u) — Fy(s,um Y| [ (s) - u(s)]) ds
0

IN

tr12
E/ [— |1F1(s,ug)—Fl(s,ug—l)}|f+ w1 (s) — ||] (3.7)
0 L& 3
t

t
ECHE sup |u — un_l(r)|2d8 + 2/ ||un+1(s) _ Un(5)||2ds.
& 0 0<r<s 3 Jo

IN
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De la misma manera que para la unicidad, podemos obtener a partir de la desigualdad
de Burkholder-Davis-Gundy que

41F [ sup
0<s<t

| Gut6,up) - Golo,5 1,7 100) - u”(e»dW(e)H (3.8)

1 t
< ZF l: sup |u1(s) — un(s)|2} + 72CGOE/ sup |u™(r) — u”_l(r)‘zde.
2 logs<t 0 0<r<p

Por tanto, a partir de (3.5)-(3.8) obtenemos que, para todo n > 1y todo t € [0,T],

1E [ sup ’u”“(s) - u”(s)|2] + %E/o Hu”“(s) - u”(s))”st (3.9)

2 |o<s<t
k t
< —-FE sup |u™(r) — u”‘l(r)]2ds,
2 Jo o<r<s
donde k es una constante positiva. Entonces si, Vn > 1, Vt € [0, T], definimos

() = 3B {oi‘i‘it [+ (s) - un(s>l2] + 58 [ s - (e s,

de (3.9) inmediatamente concluimos que

t
A"t <k / A" Y(s)ds, Yn>1, Vt € [0,T). (3.10)
0

Como consecuencia, si iteramos la desigualdad (3.10), obtenemos

n—1lgpmn—1
xny < BT

< WXl(T), Vn>1, vt e [0,T]. (3.11)

Puesto que u"*1(t) = w(t), Vt € [~h, 0], (3.10) implica que {u"}, -, es una sucesién
de Cauchy en I?(0,T;V) N L3(; C(—h,T; H)). Por tanto, existe u € I2(0,T;V) N
L*(Q; C(—h,T; H)) tal que

u™ — vy en I%(0,T; V) N L*(Q; C(—h,T; H)). (3.12)
Teniendo en cuenta las condiciones (F1.3) y (Go.3) tenemos, en particular, que

Fi(,u™(4)) — Fi(,u()) en I%(0,T; V),

(3.13)
Go(+,u™(+)) = Go(-,u(-)) en I%(0,T; H),

y, gracias a (A.3), la sucesién {A(t, u™(t))}n>1 estd acotada en I2(0,7T;V*). Por tan-
to, existe una subsucesion {A(t,u™(t))}n,>1 C {A(t,u"(t))}n>1 y un proceso § €
I%(0,T; V*) tal que

A(,u™ () — €() en I(0,T; V), (3.14)



3. Ecuaciones de evolucién estocdsticas: existencia y unicidad 41

donde — denota la convergencia débil. Por tanto, podemos tomar limites en (Q™*), y

obtener que u es solucién de

(we I%(0,T; V)N L3(Q; C(~h,T; H)),

u(t) = $(0) + fy &(s)ds + fy (Fi(s,us) + f(5))ds
+ Jo (Go(s,us) + g(s))dW (s), t € [0,7],

L ult) = ¥(t), t € [—h,0).

Podemos simplificar la notacién, ya que £ est4 tinicamente determinada por u, y, por
tanto, toda la sucesién {A(t, u™(t))}n>1 converge débilmente a £ en I2(0,T;V*). Para

terminar de demostrar que u es una solucién del problema (Q), s6lo necesitamos probar
que {(t) = A(t,u(t)) en (0,T). Evidentemente, de (3.12) y (3.14) se deduce que

T

T
lim E/o (A(s,u™(s)),u™(s)) ds:E/ (€(s),u(s)) ds.

n—-+00 0

Ademsés, gracias a (A.4),

T T
—QE/ (A(s,u"(s)) — A(s, X (s)),u™(s) — X(s)) ds + )\E/ lu™(s) — X (s)|2ds >0,
0 0

para todo X € I2(0,T;V) y todo n > 1. Tomando limites en la desigualdad anterior:

T T
2B [ (6(5) = Als, X(5)), u(s) —~ X(s)) ds + A / u(s) = X(s)2ds > 0,
0 0

para todo X € I%(0,T; V). Si ahora consideramos X = u— 67, donde Z € I%(0,T;V)

y 6 > 0, entonces tenemos que
T T
—2E/ (&(s) — A(s,u(s) — 6Z(s)),6Z(s)) ds + ,\62E/ |Z(s)|?ds > 0,
0 0

para todo Z € I*(0,T;V) y todo § > 0. Dividiendo por 6 en la expresién anterior y

tomando limites cuando § — 0, obtenemos a partir de (A.2) que
T
E/ (€(s) — A(s, u(s)), Z(s)) ds < 0, VZ € I2(0,T; V),
0
¥y, por tanto, A(s,u(s)) =&(s) en (0,7). m

Nota 4 Supongamos que Fy y Gy verifican ademds de (F1.1)—(F1.3) y (Go.1)—(Go.3)
las hipdtesis siguientes:
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(F1.4) Eziste Kp, > 0 tal que Vz, y € C(—h,T; H) y Vt € [0,T]
t

/ IFy(s, 25) - Fi(s,y0)|? ds < K, / j2(s) — (s)|? ds,
0 —h

(Go.4) Existe Kg, > 0 tal que Vx,y € C(~h,T; H) y Vt € [0,T]
¥ 2 ! 2
| 1Gots,m) = Gols. o) ds < Ko [ [a(s) = y(o) s
Gracias o (F1.1) — (F1.3) para x € C(~=h,T;H), la funciéon F? : (0,T) — H
definida por F¥(t) = Fi(t,x¢) p.c.t. t € (0,T), pertenece a L*(0,T; H). Entonces,

gracias a (F1.4), la aplicacion
Z1:z e C(—h,T;H) —» F* € L*(0,T; H)

tiene una tUnica exlension a una aplicacion él que es uniformemente conti-
nua de L*(—h,T; H) en L*(0,T; H). A partir de ahora, escribiremos también
Fi(t,z:)=21(2)(t) para cada © € L2(—h,T; H). Ademds, si x € L2(—h,T; H),
Vt € [0,T] se verifica

/ 1FL(s,25) — Fi(s,9o)|? ds < K / 2(s) — y(s)|? ds.
0 -h

Siguiendo un argumento similar, podemos definir Go(t,z;) € L?(0,T; H) para
cada x € L?(—h,T; H). Ademds, para cada x,y € L*(—h,T; H) y ¥t € [0,T] se

verifica
t t
/ (Go(s, 25) — Gols, ys)* ds < K / j2(s) — y(s)|? ds.
0 —h

Ademds, dados u,u € I*(—h,T; H), Yt € [0,T], se verifican

t t 5
/ IFy(s,20) = Fu(s,ye)|Pds < Kp / l2(s) — y(s)[? ds,
0 —h

t t
/ Gols,zs) — Go(s,ys)Pds < Ko, / la(s) — y(s) ds.
0 —h

Vamos a enunciar un teorema, cuya demostracién omitimos puesto que podriamos

probarlo de manera muy similar al teorema 8.

Teorema 9 Supongamos que se verifican las hipdtesis (A.1) — (A.4), (F1.1) — (F1.4)
y (Go.1) — (Go.4). Entonces para f € I*(0,T;V*), g € I*(0,T; H), ¥ € I*(—h,0; H),
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ug € L3(Q, Fo, P; H ) dados, existe una nica solucién del problema siguiente:
((we I’(—h,T; H)YNI?(0,T; V)N L*(Q; C(0,T; H)),

u(t) = ug + fot A(s,u(s))ds + fot(Fl(s,us) + f(s))ds

+ Jo (Go(s, us) + g(s))dW (s), t € [0,T],

L u(t) =¢(t), p.ct. t € (—h,0).

Nota 5 En el teorema anterior todos los términos que aparecen tienen sentido. Gra-
cias a (F1.4) y (Go.4) la hipétesis exigida para el retardo ha sido ¢ € I?(—h,0; H) en
vez de ¥ € L*(Q; C(—h,0; H)) tal y como se hizo en el teorema 8.

3.2 [Existencia y unicidad de solucién de (P)

En esta Seccién consideramos el problema (P) completo. Comenzamos demostrando
el siguiente resultado:

Teorema 10 Supongamos que se verifican las hipétesis (A.1)-(A.4), (F1.1)-(F1.3),
(F2.1)-(F2.4), (Go.1)-(Go.3) y (G1.1)-(G1.4). Supongamos que ademds se verifican las
tres hipdtesis adicionales:

(A.5) Existe A > 0 tal que para todo z,y € L?(=h,T;V) y para todo t € [0,T] se
verifica la desigualdad

/ lz(s) s)||2 ds+/ |G1(s,zs) — G1(s, ys)| ds

< —2/0 (A(s,z(s)) — A(s,y(s)), z(s) — y( ds+)\/ lz(s) — y(s)|* ds
0 t
X[ a9 =y s =2 [ (Falo, ) = Fas, ), 2(5) = 9(s) s

—h
(F1.5) Existe C™t > 0 tal que para todo X,Y € L2(Q;C(—h,T; H)) tales que X =Y
sobre [—h,0], y todo t € [0, 7], se tiene

t t
E / IFL(s, Xs) — Fi(s,Y)|2 ds < CFt / sup BIX(0) = Y(0)f do.
0 0

0<8<

(Go.5) Existe C¢° > 0 tal que para todo X,Y € L?(Q;C(~h,T; H)) tales que X =Y
sobre [—h,0], y todo t € [0, 7], se verifica

t t
E / Gols, Xs) — Go(s, Ya)>ds < €0 / sup E|X(6) - Y(6)[*ds.
0 0

0<0<s
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Entonces, para cada v € I?(—h,0;V) N L2(Q; C(—h,0; H)), f € I?(0,T;V*) y
g € I?(0,T; H), existe una tnica solucién u del problema (P).
Demostracién. Unicidad de solucién: Sean u,v dos soluciones de (P). Apli-

cando el teorema 6 y usando (A.5), obtenemos que para cada t € [0, 7]
t
u(t) = v(OF +a [ u(s) - () ds
0
t t
< )\/0 lu(s) — v(s)]?ds + 2/0 (F1(s,us) — F1(s,vs),u(s) — v(s)) ds
t
+2/0 (Go(s,us) — Go(s,vs), G1(s,us) — G1(s,vs)) ds
t
+2 /O (Gols,s) — Go(s, vs), u(s) — v(s)) AW (s)
2 /0 (Ga(s,us) — Gr(s,ve). u(s) — v(s)) AW (s)

t
+/ |Go(s,us) — Gols,vs)]? ds.
0

Por tanto, para todo t € [0, 77, se verifica
Elu(t) - v(®) + oF /Ot u(s) — v(s)|)? ds
< AE /O Ju(s) — ()2 ds + B /0 “Go(s,us) — Gols, o) P s (3.15)
12 /0 *(Gols,us) — Go(s.0s), G (5,us) — G (5,04)) ds

+2E/0 (F1(s,us) — F1(s,vs),u(s) —v(s)) ds.

Por un lado, de (F1.5) se deduce que

o /0 (Fy(s,us) — Fi(s,05), u(s) — v(s)) ds

IA

—z)lC'F1 /t sup E |[u(0) —v(6)* ds (3.16)
@ 0

0<6<s
(87 ¢ 2
+—/ Elu(s) — v(s)||? ds.
3 Jo

Por otro, de (G1.4) se sigue que

28 /Ot(Go(s, 1s) — Go(s,vs), G1(5, 1) — Gi(s, v5)) ds

IA

t
2E/ |Go(s,us) — Go(s,v5)| |G1(s,us) — G1(s,v5)| ds (3.17)
0

IA

-7 ’ I3
3IiG1 E/ |Go(s,us) — Go(s,vs)|? ds + %E/ u(s) — v(s)|? ds,
0 0
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y, gracias a la condicién (Gg.5), tenemos que

3K¢q t 2
(Tl +1 E/ |Go(s,us) — Go(s,vs)|” ds (3.18)
0
¢
< <:—3—IE~G~1— + 1) CGO/ sup E |u(8) —v(9)|? ds.
@ 0 0<6<s

A partir de (3.15)-(3.18), se deduce que para todo t € [0, T]
sup E |u(s) —v(s)]* + E/ lu(s) — v(s)|* ds
0<s<t

S ¢
< 2(|A|+(3%+1> CG0+ECF1> / sup B Ju(8) —o(0)P ds,
0

0<6<s

y aplicando el lema de Gronwall concluimos la unicidad.

Existencia de solucién: Vamos a tratar la existencia en dos etapas.

Etapa 1. En este primer paso suponemos que los operadores F1 = Go =0 y que

A = 0. Tenemos entonces que probar la existencia de solucién del problema
(u€ Iz(—h T;V) OLZ(Q'C(—h T; H)),

""fo $))ds + [y (Fa(s, us) + f(s))ds
+fo(Gl(8,us) +g(s))dW (s), t € [0, T},
L u(t) =¢(t), t € [—h,0].

Para ello usamos un esquema de Galerkin. Sea {v;};>1 C V una base hilbertiana de H

tal que el subespacio vectorial generado por todos los v; sea denso en V. Al subespacio
de V generado por vy, ..., vy, lo denotamos por V,,. Consideramos dos proyecciones:
por un lado, el operador de proyeccién de H en Vj,, denotado por P, € L(H; Vim);
por otro lado, el operador de proyeccién de V' en V,,, denotado por P, € L(V; V).

Definimos u™(t) = in: 4™ (t)v; donde
i=1
(u™ € I2(=h, T; Vip) N L2($; C(0,T; Vin)),
(W™(t),v) = (Pm(0),v) + fy (A(s,u™(s)) + Fa(s,u3") + f(s),v) ds (Pm)
+ [HG(s,um) + g(s),v)AW (s), t € [0, T}, Yu € Vi,
[ u™(t) = Ppap(t), t € (=h,0).

Tenemos garantizada la existencia y unicidad de solucién al problema (]3’") gracias al

teorema 9, ya que en este caso tenemos que V = H =V* =V,,.

Observemos que u™ = Pt en (—h,0), y como consecuencia, para cada m > 1,
lu™ ()|l < [[¥@)]] p.c.t. t € (—h,0), y la sucesién u™ converge a 3 en I2(—h,0; V).
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Si ahora aplicamos la férmula de Itd a u™(t), tenemos en cuenta que A(t,0) =0
p.ct. t € (0,T), y las hipétesis (A4.5), (F2.2) y (G1.2), entonces, teniendo en cuenta
que hemos supuesto en esta primera etapa A = 0, obtenemos que

™ (#) 2 +a/ [um™(s)]? ds
< |Pag(O)f +2 / (F(s), u™(s)) ds + / 9(s)I? ds

+2/ (G1(s ds—}—)\/ HP’W H

/ (Ga(s,u™) + g(s), u™(s)) AW (s),

0

para todo t € [0,T], y por tanto,
t
Bl @) +aF [ [um(s)]” ds
0
t t
< ERO)?+28 / (f(),u™(s)) ds + E / o) ds  (3.19)
0 0
40 ¢
+/\E/_h 1 (s)| ds+2E/0 (G (s, 0™, 9(s)) ds,
para todo ¢ € [0,7]. Como

2E/ um(s)) ds < E/ 1£(s)]? ds + & E/ ™ (s)| ds,

y, gracias a (G1.2) y (G1.4),
t t t
28 [ (Grs,u),g()ds < 288 (g ds+ 5B [ um(s)* ds,
0 a 0 3 Jon
entonces, a partir de (3.19) obtenemos que
2, O ’ 2
Bl (OF + 5B [ 1)l ds
0
2 3 ¢ 2
< BWOF+2F [ 15612 ds
0
+(3+5) E/_h l(s)2 ds
t
+ (1 + 3—Ki> E/ 19(s)[2 ds,
a 0

para todo ¢t € [0,7], y, por tanto, la sucesién de procesos {u™}m>1 estd acotada en
I?(=h,T;V), y la sucesién {u™(T)}m>1 estd acotada en L*(Q; H). Ademds, a partir
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de (A.3), (F2.2), (F2.4), (G1.2) y (G1.4), podemos asegurar que

{A(,u™(-))}m>1 estéd acotada en I*(0, T; V*),
{F2(-,u™)},,>; estd acotada en I?(0,T; V*),
{G1(-,u™)},,>, estéd acotada en I*(0,T; H).

Como consecuencia, existe una subsucesién {u™*} de {u™}, una variable aleatoria
€ € L2(Q; H) y cuatro procesos u € I2(—h,T; V), n € I?(0,T;V*), 0 € I*(0,T; V*), y
¢ € I*(0,T; H) tales que

) — €&enL*(QH),

) — wen I?(=h,T;V),
A( u™()) = menI?(0,T;VY),

) — ogenl?0,T;V*),

) — CenI?*0,T;H).

Sea ahora y una funcién absolutamente continua sobre sobre [0, T tal que x’ € L?(0,T)
y x(T) = 0. Fijemos m; y sea v € Vi,;. Aplicando entonces la férmula de It6 a

(u™k(t),v)x(t) con 1 < m; < my, obtenemos que
T
0 = (Bucb(©),0x(0) + [ (Alsum(s) + Pals, ) + £(5), ) x(s) s
T T
—I-/ (G1(s,uz™*) + g(s),v)x(s) dW(s) +/ (u™(s),v)x'(s)ds.  (3.20)
0 0

Si tomamos limites en (3.20) cuando my — +o00, tenemos en cuenta que m; es arbi-

trario y que |J Vi, es denso en V, podemos asegurar que, Vv € V,
m>1

T
0 = (w(O),v)x(0)+/0 (n(s) + o(s) + f(s),v) x(s) ds (3.21)

" /OT<<<s>+g<> x(s) AW (s / (u(s), v

Como consecuencia, si fijamos ¢ € (0,7), y denotamos para cada n > 1 tal que

t+ %l < T por x" a la funcién

1 si0<s< t——
X*(8) =14 $+n(t-s) s1t———-<s<t+%,
0 31t+ n Ss<T,
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entonces podemos deducir de (3.21) que, Vv € V,
t+ 5 T
n w0 = @0+ [ e+ ol + £, 1) ds
“%n

T
+ / (C(5) + g(s), 0)x"(s) AW ().
0

Si ahora tomamos lfmites en la expresién anterior obtenemos

(u(t),v) (3.22)
t

= ($(0),0) + /0 (n(s) + 0(s) + f(s),0) ds + / (C(5) + g(s),0) AW (s),

0
p.c.t. t € (0,T), Yv € V. Teniendo en cuenta ahora la separabilidad de V, (3.22)
implica p.c.t. ¢t € (0,7) que

t

u(t) = ¥(0) +/O (n(s) +o(s) + f(s))ds +/0 (C(s)+g(s))dW(s) en V*. (3.23)

Por tanto, u es p.c.t. ¢ € [0,T] igual a un proceso de L2(Q; C(0,T; H)) verificando
(3.23) para todo ¢ € [0,T]. Vamos a seguir denotando por u a tal proceso, luego
entonces u satisface

(we I?(-h,T; V)N L3(Q; C(0,T; H)),
u(t) = $(0) + [y (n(s) + o(s) + £(s))ds + [{(C(s) + g(s)) dW (s), t € [0, T},

u(t) = P(t), t € [~h,0].

Para acabar entonces con la demostracién de esta primera etapa basta con probar
que 1(s) + o(s) = A(s,u(s)) + Fa(s,us) y ¢(s) = G1(s,us). Para ello consideremos
X € I*(-h,T; V) tal que X = ¢ en (—h,0), y denotemos
™ = 2F /T (A(t,u™ (1)) — A(t, X (8)) + Fa(t,ui™) — Fa(t, X3),u™ (t) — X (t)) dt
’ T
+aE/O lu™ () — X (£)||? dt — )\E/ qu — B (¢ N dt

T
E/ G (8, ul™) — G (2, X)) dt,
0

T
J = 9F /0 (At W™ () + Fa(t, wl™), w™ (1)) dt

T T
+E/ |G1(t,u?k)|2dt+aE/ ™ (£)]2 dt.
1] 0
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Entonces, gracias a la hip6tesis (A.5) escrita para A = 0, tenemos que z™ < 0.
Ademas, se verifica

S 2E/ AL, X () = Fa(t, Xa), u™ (£)) dt+aE/ 1X (@) dt
9B / (A, ™ (1)) — A(t, X(2)) + Falt, u™) — Fa(t, Xs), X (£)) dt
7 T
E/ Gt X)) dt—2E/ (Gr(t ™), Ga(t, Xy)) dt
0 0

~2aE / C (8, X (1) dt - AE / 1 v - ﬁmmt)\f dt,

y, por tanto,

T
Jim (@7 - y™) = 2B /0 (At X (1)) — Fa(t, X3), u(t)) dt

+2F / ' () = A(t, X(2)) + o(t) — Fa(t, Xy), — X (8)) dt

r r
+E / Ga(t, X)[2 dt — 2 / (C(), Ga(t, X)) dt

o d OE TXt2dt 3.24
~2aE [ (w0, X@) o8 [ IX@F & (320

Si ahora aplicamos la férmula de Itd a u™*(t) sobre [0, 7], entonces
T
B (D < BOF+E [ Gt ™)+ o) at

T
28 [ (A (0) + Bt ™) + £(O,u™(0) &,

y asf se verifica que

. T T 9
Y™ > (T - E(O)f - B /0 9(t) dt + aF /0 e (1)) at
T

T
28 [ (@t ), o®)dt =28 [ (50, (0) at

Tomando limites en la expresién anterior cuando & — +o0,

T T 9
lminfy™ > BT~ EWOF - E [ g dt+oB [ u)] o

Y / (C(8), 9(t)) dt — 2B / (1), u(t)) dt. (3.25)

Si ahora aplicamos la férmula de It6 a u(t) sobre [0,T7], tenemos que

T T
EW(T)f = E[p(0) + E /0 C(t) + g(®)? dt + 2 /0 (n(t) + o(t) + F(£), u(t)) dt
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y entonces, a partir de (3.25)

T
liminty™ > 28 /0 (n(t) + o(t), ut)) dt (3.26)

T T
2 2
+E/0 @) dt+aE/0 lu(@)|? dt.

Teniendo en cuenta (3.24) y (3.26) tenemos

0 > liminfz™ >2F /T (n(t) — A(t, X)) + o(t) — Fo(t, Xy), u(t) — X(¢)) dt

7 k—+oo
+E / _ Gt X)) dt + oF / lu() - X@)| dt. (3.27)

Consideremos ahora X (t) = u(t) en (3.27). Entonces, se sigue inmediatamente que
¢(t) = Gi(t,u), t € [0,T). Ahora, pongamos X (t) = u(t) — 6Z(t), donde 6 > 0y
Z € I?(=h,T; V) es un proceso tal que Z = 0 en (—h,0). Entonces, a partir de (3.27)

tenemos que
T
0 > 2B / (n(t) — A(t, u(t) = 6Z(1)) + o(t) — Falt,ur — 624),6Z(t)) di
0

T
+E/ lGl(t; ut) - Gl(t,ut — 6Zt)i2 dt.
0

Dividiendo entre 6 en la expresién anterior y haciendo 6 — 0, conseguimos obtener a
partir de (A4.2), (F».2) y (F2.4) que

2F /O ! (n(t) — At u(t)) + o(t) — Fa(t,up), Z(t)) dt <0,

y, puesto que Z € I2(0,T;V) es arbitrario, obtenemos que n(t) + o(t) = A(t,u(t)) +
Fs(t,u) en [0,T).

Etapa 2. Ahora vamos a considerar el problema (P) completo, bajo todas las
condiciones en las que ha sido enunciado este teorema. Sea u® = 0, y definamos por
recurrencia la sucesién de procesos {u”}nZ , tales que

4

u™ € I*(—h, T; V)N LA(Q; C(~h,T; H))
0) + [y (A(s,u™(s)) — du"(s))ds + 3 [y u""*(s)ds
+ Jo (Fi(s,ul™) + Fa(s,ul) + f(s))ds (P™)
+ Jo (Gols,u™) + Ga(s, uf) + g(s))dW (s), ¢ € 0,1,
u™(t) = Y(t), t € [-h,0).

Si un~! € L2(Q; C(—h,T; H)), entonces Fi(t,ul™!) € I2(0,T; V*), y Go(t,ul ') €
I%(0,T; H). Ademés se verifica ficilmente que la familia de operadores definida por
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~ A
A(t,v) = A(t,v) — 3V Vv € V, p.ct. t € (0,T), verifica las hipétesis (A.1) — (A.5)
siendo A = 0. Por tanto, podemos tener en cuenta la Etapa 1 para asegurar que el

problema (P™) tiene una tnica solucién.

Vamos ahora a demostrar de la misma manera que se hizo en el teorema 8 que
{u™}, >, es una sucesién de Cauchy en I?(—h,T;V) N L2(S; C(—h,T; H)), y asf sers,
conver_gente a un proceso u € I*(—h,T;V) N L%(Q; C(—h,T; H)), que probaremos es
la tnica solucién de (P). Para ello, vamos a aplicar en primer lugar la igualdad de la
energfa al proceso u™*1(t) — u™(t), t > 0, n > 1. Teniendo presente (A.5) obtenemos

entonces
(1) - (O] +a / [+ (s) - w(s)]* ds
< [ @) () - w ) s
+2 /0lt <F1(s,u?) - Fl(s,ug_l),u"+l(s) - un(s)> ds
+2/0t(G0(s,u ) — Go(s,uf™),G(s,uz™™) — Gi(s,u3)) ds
+ /0 t |Go(s, ul) — Go(s,ug—l)F ds (3.28)
#2 [ (Gols ) = Golo, ), (6) = u7(9) AW s
£2 [ (@1(s,0*) = Grloyu), " (s) = u(9) AW 3,

que junto con las condiciones (F1.5), (Go.5) y (G1.4) implica que

E|ut(t) — +aE/ lu"t(s) )H ds
2 32
< 3—aE/ ||u"+1(s)—un(s)l| ds+4>\ b / sup E|u™(9 _1(9)|2 ds
@ Jo 0<6<s
CFl/ sup E |u™(0 —u"_1(0)|2 ds (3.29)
0 0<560<s

41K, t
+ <—£1— + 1) CGO/ sup E lu"(O) - u"_l(9)|2 ds,
& 0 0<0<s

donde > 0 es una constante tal que |v| < 3|lv|| Vv € V. Por tanto, (3.29) implica

que

2 a_ [t 2
sup E |u™1(s) - u”(s)| +ZE/ ||u"+1(s)—u"(s)H ds
0

0<s<t

i
k / sup E |[u™(8) — " 1(0)|” ds, (3.30)
0

0<6<s

IA
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>\2ﬁ2

para todo t € [0,T] y todo n > 1, donde facilmente se puede ver k = CF 1
4K%, G o
2 —al— +1 | C~°. Si ahora denotamos, Vn > 1,V¢ € [0, T},
2 (67 ¢ 1 2
p(t) = sup E|u"T(s) —u"(s)] +—E/ |u™*t(s) — u™(s)]|” ds,
0<s<t 4 Jo
entonces, a partir de (3.30), podemos demostrar que
(k)" 4
(1) < T >1Lvtel0,T
p()_(n—l)!p()’vn_’ € [0,77,
y entonces, Vn > 1,
2 [ T 1 2
sup E |[u"T1(s) —u™(s)|” + —E/ [|lu*(s) —u™(s)||" ds
0<s<T 4 Jo
kT 4
T 3.31
= T1” (1), (3.31)

por tanto, en particular {u"}, ., es una sucesién de Cauchy en I?(—h, T; V). Probamos
a continuacién que {u"}, es también una sucesién de Cauchy en L?(Q; C(—h, T; H)),
para lo cual volvemos a la expresién (3.28), tomamos supremos en t (donde 0 < ¢t <
T) y, posteriormente, esperanzas. Conseguimos entonces, V¢ & [0,T], Vn > 1, la
desigualdad

E < sup |u"+1(t) - u"(t)’2>
0<t<T

< NE /0 | () — (), u"(s) — " ()] ds

T n n—1 n+1 n
+2E/0 |(Fi(s,u?) — Fy(s,u?™ 1), u" 2 (s) —u (s))| ds

T

+2E/0 [(Go(s,ul) — Go(s,u?™1), G1(s,u™™) — Gy (s, u? )| ds

+2E ( sup /t(Gg(O,uZ) — Go(0,up™ 1), u™™(8) — u™(6)) dW(H)D
o<t<T |Jo

+2F ( sup /t(Gl(H,ugH) — G1(8,u), u™t(6) — u™(6)) dW(G)D
0<t<T |Jo
T

+E / |Go(s, u™) — Go(s,u™Y)[* ds. (3.32)

Gracias a (F1.5) tenemos que
28 / (Fu(s,u?) — Fy(s,un=1), a1 (s) — u(s))| ds

T
< CFl/ sup B |u"(6) — w1 (9)|” d3+E/ () = u"(s)]” ds.
0

0<0<s 0
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A partir de la desigualdad de Burkholder-Davis-Gundy, (Go.5) y (G1.4), tenemos

también que

2E | sup
0<t<T

T
< %E ( sup lu”“(t) - u"(t)|2) + 27CG°/ sup E |u™(0) — u"_1(0)|2 ds,
0

0<t<T 0<6<s

t
/0 (Go(6, ug) — Go(f,ug ™), u"(8) — u"(6)) dW(G)l)

T T
E/ |G0(s,u?) — Go(s,u?_1)|2 ds < CGO/ sup F |u”(9) — u"_l(e)[2 ds,
0 0 0<6<s

T
2B / |(Gols, ) — Gols, ™), G (s, ul*) — G (s,ul))| ds
0

T T
< CGO/ sup B [u™(6) — u""1(9)|* d8+KG1E/ lum+1(s) = u(s)||” ds,
0 0<6<s 0

y también

2FE ( sup /t(Gl(O,ugH) — G1(8,ud),u™ () — u™(9)) dW(O)D
0<t<T |Jo

T
< %E ( sup |u"t(t) — u"(t)lz) +27K01E/ [ (s) — un(s)”2 ds.
0

0<t<T

Ademds es cierto que

T
A E / (WP (s) — u™(s), un(s) — u"N(s)) ds

0

1 T 1 2 gt T n—1/pg\12
< §E/ [|[u"*(s) —u"™(s)]| ds+—2- sup E |[u"(6) —u (0)|” ds.
0 0 0<f<s

Entonces, si sustituimos las acotaciones obtenidas en (3.32) y tenemos en cuenta (3.31)
deducimos que {u"}, -, es una sucesién de Cauchy en L(€%; C(—h,T; H)). Por tan-
to, podemos afirmar 1; existencia de un proceso u tal que u™ — u en I 2(—h,T;V)N
L?(Q; C(—h,T; H)). Ahora, argumentando de la misma manera que en la demostracién
del teorema 8, podemos deducir que u es la solucién del problema (P). m

A continuacién vamos a dar un ejemplo que sirva para ilustrar la teorfa que hemos
desarrollado en este Capitulo. Adem4s, queremos insistir una vez mds que este ejemplo

no puede tratarse con los resultados obtenidos en Caraballo et al. [19].
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Ejempilo 1

Supongamos que @ C R” es un abierto acotado. Sean los espacios H = L2(0),
V = H{O) y V* = H~1(O). Fijamos las constantes T > 0y h > 0.

Consideremos una aplicacién continua ¢ : [0, T] X R™ — R™ de tal modo que exista
cy > 0 tal que |¢p(t,z)|gn < cglz|gn para todo (t,z) € [0,T] x R", y supongamos

también que
(o(t,z) = d(t,y) - (z—y) 20Vt €[0,T], Vz,y € R,

donde estamos denotando por - al producto escalar en R™.
Por otro lado, dada la familia de operadores A(t, -) definida, V¢ € [0,T], Vu,v € V,
por

(A(t,u),v) = — /o Vu(z) - Vo(r) dz — /(’) o(t, Vu(z)) - Vu(z)dz

es facil demostrar que se verifican las hipétesis (A.1)-(4.4), con A = 0y a < 2.
Consideremos también una aplicacién medible k1 : [0,7] x R — R” y una funcién
medible wy : [0,7] — R tal que 0 < wi(t) < h, V¢t € [0,T]. Vamos a suponer que
k1(t,0) =0, YVt € [0,T7], y que existe Ly, > 0 tal que

|k1(t,a) — k1(t,b)|gn < Li,la—b|, YVt € [0,T], Va,b e R.
Denotemos por Fi(t,-) a la familia de operadores definida por

(F1(t,€),v) = - /O kit €(—w1(8)(@)) - Vo(e) da, VE € C(=h,0;H), Yo € V,

para cada t € [0,7]. Entonces F}(t, -) satisface las hip6tesis (F;.1)-(F1.4), siendo Cr, =
L3 yCH =17 .
Consideremos también una aplicacién medible k3 : [0,7] x R* — R y wy €
C1([0,T)) tal que 0 < wa(t) < h, Vt € [0, T, siendo w} = tn?g,%(’] wh(t) < 1. Supongamos
€0,

que ka(t,0) =0, Vt € [0,77], y que existe Ly, > 0 tal que
|k2(t7x) - k2(t’y)l]R" < Lkz’w - y|}Rﬂ’ Vit e [OaT], Vx,y € R".
Denotemos mediante F»(¢, ) a la familia de operadores definidas por

(Fa(t, &),v) = —/Okz(t,vf(—w(t))(w)) -Vu(z)de, V§ € C(=h,0; V), Vo eV,
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para cada t € [0,T]. Entonces, Fy(t,-) satisface las hipétesis (F5.1)-(F3.4), siendo
L}
1—ws
Finalmente, sean Iy : [0,7] x R = Ry [; : [0,T] x R® — R dos funciones medibles
tales que lo(t,0) = {1(¢,0) = 0, Vt € [0,7], y tales que existen L;; > 0y Ly, > 0 de
forma que

Cr, = L12c2 y Kp, =

llo(t,a) — lo(t,b)] < Ligla—bl, Yt € [0,T], Va,b € R,
lll(t)x) —ll(t,y)l < Llllx_th"? Vte [O7T]’ V"I"hy € R™

Vamos también a fijar dos funciones medibles p; : [0,7] — R, ¢ = 0,1, tales que

0<p;(t) < h, Vte|0,T],i=0,1,siendo p;, € CY[0,T)), y p} = tre%m% pi(t) < 1. Por

tanto, si definimos
Go(t,)(z) = lo(t,&(—p(t))(x)), Yt €[0,T], V€ € C(—h,0;H), p.ct. x €O,
Gi1(t,&)(z) = UL(t, VE(—p(t))(z)), Yt [0,T], V€ € C(=h,0; V), pct. z€ O,

es facil comprobar que Gy verifica (Gp.1)-(Go.4), mientras que G verifica las hipétesis
L}

1—p}’ ~

Con respecto a la hipétesis (A.5) es facil comprobar que se verifica para A suficien-

(G1.1)-(G1.4), siendo Cg, = C% = L2, Cq, = L}, y K¢, =

lo?

temente grande si suponemos que
2Ly, Ly
+ *
\/ 1- UJ; 1- 1
Consecuentemente, bajo todas las hipétesis que hemos establecido, podemos asegurar
que dados ¢ € I%(—h,0; H}(O)) N L3(Q; C(=h,0; L*(0))), f € I*(0,T; H1(0)), y
g € I*(0, T; L*(0)), existe una tnica u € I*(—h, T; H (O)) N L3(Q; C(—h, T; L*(0)))

solucién del correspondiente problema (P). Tal solucién verifica, en un sentido gene-

<2

ralizado, el problema

| %(t) = Au(t) + V- (¢(t Vu(t))) + V - ka (¢ w(t — wi(?)))

+V ko (¢, Vu(t — wa(t))) + f(2)

{0, u(t = pa(0)) + ottt o)+ 9(0) 200, en 0 0,7),

u =0, sobre 80 x (0,T),

u(t) = ¥(t), en O x [=h, 0.

donde, para una funcién vectorial ¥ = (vy, ..., v,) definida sobre O, hemos denotado
n
. ov;
por V - ¥ a la divergencia de ¢ definida mediante la expresién V - ¥ = E 69;-'
=1 "




Capitulo 4

Ecuaciones estocasticas de

segundo orden en t con retardo

En este Capftulo nos vamos a plantear ecuaciones de evolucién estocdsticas de segundo
orden en tiempo y conteniendo caracteristicas hereditarias. Nuestro objetivo va a ser
demostrar varios resultados de existencia y unicidad de solucién de dichos problemas.

Al igual que hicimos en el Capftulo anterior, desarrollaremos la teoria en un con-
texto variacional y los resultados serdn establecidos de tal manera que seremos capaces
de considerar retardos de naturaleza muy diferente escribiéndolos con la misma for-
mulacién. Este comentario se comprobara en los ejemplos que se detallan en la dltima
Seccién del Capitulo.

Como ya mencionamos en la Introduccién, no conocemos, en un contexto varia-
cional, ningin trabajo relativo al andlisis de la existencia de soluciones de ecuaciones
en derivadas parciales estocdsticas de segundo orden en tiempo y con retardos. En el
caso determinista se puede consultar Garrido-Atienza y Real [27], mientras que en el
caso estocdstico sin caracterfsticas hereditarias, en Pardoux [52] se han obtenido di-
versos resultados de existencia y unicidad de solucién para las ecuaciones de evolucién
estocdsticas de segundo orden, alguno de los cuales usaremos para las demostraciones
que a continuacién detallaremos.

Vamos ya a introducir cada uno de los elementos necesarios para la formulacién
del problema que vamos a analizar.

Supongamos que (£2,F,P) es un espacio de probabilidad completo con una fil-
tracién normal {F;}t>0, y denotemos F; = Fp, para todo t < 0. Consideremos un
{Ft}-proceso de Wiener {W(t)}:>¢ con valores reales.

Dados dos niimeros reales a < b y un espacio de Hilbert separable H, vamos a
considerar los espacios 12(0,T;H) y L*(€; C(a,b;’H)) que ya fueron definidos en los

Capitulos anteriores.

56
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Fijemos dos nimeros T > 0y h > 0. Recordemos que si z € C(—h,T; H), para cada
t €[0,T] z: € C(—h,0;H) es la funcién definida como z¢(s) = z(t + s), —h < s < 0.
Ademss, siy € L2(—h,T; H), y; € L*(—h,0; H), p.c.t. t € (0,T), es la funcién definida
como yi(s) = y(t + s), p.c.t. s € (—h,0).

Vamos a suponer que V' y H son dos espacios de Hilbert reales separables tales que

VCcCH=H*CcV*

donde las inyecciones son continuas y densas. Denotaremos por |-||, |-| v |||, las

normas en V, H y V* respectivamente; por (-, -) el producto escalar en H, por ((-,-))

el producto escalar en V' y por (-, ) el producto de dualidad entre V* y V.
Consideramos dada una familia de operadores lineales autoadjuntos A(t), t € 0,7,

verificando:
(A1) A(t) € L(V,V*), Vt € [0,T].
(A.2) Ja > 0 tal que Vt € [0,T], Vu € V se verifica

(Altyu,u) > o |lul®

(A.3) La aplicaciéon t — (A(t)u,u) es continuamente diferenciable, Yu,u € V. Si
(A'(t)u,u) denota el valor de % (A(t)u,u) , entonces supondremos que A'(t) €
LV, V") y

(A'(t)yu,u) <0,Vt € [0,T],Yu e V.

(A.4) Existe un espacio de Banach X tal que X C {u € V ; A(t)u € H,Vt € [0,T]},

siendo la inyeccién de X en V continua y X denso en H.

Observemos que en el caso particular A(t) = A, es decir, A independiente de
t € [0,7T], si tomamos X = {u € V ; Au € H} con la norma |jul|x = |u| + |Aul
entonces, gracias a (A.1) y (A.2), se verifica (A.4).

También podemos observar que en las condiciones anteriores tanto A(-) como A’(:)
pertenecen a L>°(0,T; L(V,V*)).

Vamos también a considerar dada una familia de operadores no lineales B(t,-) :
V — V*, definida p.c.t. t € (0,T), verificando:

(B.1) Medibilidad: Vv € V, la aplicacién ¢t € (0,T7) — B(t,v) € V* es medible
Lebesgue.

(B.2) Hemicontinuidad: la aplicacién 6 € R — (B(t,v+6w),z) € R es continua
VYo, w,z € V, p.c.t. t € (0,T).
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(B.3) Acotacién: existe ¢ > 0 tal que ||B(¢,v)|, <cllv||, Yo € V, p.c.t. t € (0,T).
(B.4) Coercividad: existe 3 > 0 tal que (B(t,v),v) > B|jv||*, Vo € V, p.c.t. t € (0,T).
(B.5) Monotonfa: (B(t,v) — B(t,0),v —7) > 0,VYv,5 € V, p.c.t. t € (0,T).

Sean Fy, Go : [0,T] x C(—=h,0; V) x C(—h,0; H) — H dos familias de operadores

no lineales tales que:

(Fo.1) La aplicacién t € (0,T) — Fy(t,€,n) € H es medible Lebesgue, p.c.t. t, V(£,71) €
C(—h,0;V) x C(—h,0; H).

(Fp.2) Fy(t,0,0) =0, p.ct. t € (0, 7).

(Fu.3) Existe Cr, > 0 tal que V¢ €€ C(—=h,0;V),Vn, 7 € C(—h,0; H) se verifica

FO(t7€an) - FO(t7E,ﬁ)’2 < CFO(

12 ey
¢ éHC(—h,o;v) = Tlenom):

(Go.1) Laaplicaciént € (0,T) — Go(t,&,n) € H es medible Lebesgue, p.c.t. t, V(£,n) €
C(=h,0;V) x C(—h,0; H).

(Go-2) Golt, 0,0) =0, p.ct. t € (0, 7).

(Go.3) Existe Cg, > 0 tal que Vf,z € C(=h,0;V),¥n,n € C(—h,0; H) se verifica

Golt, &) ~ Golt,E)|| < Ca

e~F| = nom):
ol C(—h,0;H)

_h>01V)

Consideremos también Fy : (0,T) x C(—h,0; V) x C(—=h,0; H) — V*, F5: (0,T) x
C(=h,0;V) x C(—=h,0;V) — V* Gy : (0,T) x C(—h,0; V) x C(=h,0;V) — H tres

familias de operadores no lineales tales que:

(F1.1) Laaplicacién t € (0,T) — Fi(t,&,n) € V* es medible Lebesgue, p.c.t. ¢, V(£,n) €
C(—h,0;V) x C(—h,0; H).

(F1.2) F1(t,0,0) =0, p.c.t. t € (0,7).

(F1.3) Existe Cp, > 0 tal que V¢, € € C(—h,0;V),¥n, 7 € C(=h,0; H) se verifica

Rt €m) - Fl(t,E,’ﬁ)Hi < Cr(

2 .
- fHC(—h,o;V) + 0= Tloenom):

(F2.1) Laaplicaciént € (0,T) — Fa(t,&,m) € V* es medible Lebesgue, p.c.t. ¢, V(£,n) €
C(=h,0; V) x C(=h,0; V).

(F2.2) Fg(t,0,0) =0, pct. t € (0, T)
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(F».3) Existe Cr, > 0 tales que VEEm, T € C(—h,0;V) se verifica

HFQ(t,E,Tl) - F2(tﬂzvﬁ) i S CFZ(

+ |ln — ﬁ“%(—h,o;V))-

£_Z”i*(

—h,0;V)
(F2.4) Existe Kg, > 0 tal que V,%,y,5 € C(—=h,T; V) y Vt € [0, T]
t
[ 15, 200) = Pl o) 2
0
¢
< Krm /h(llx(é’) —FS)I” + lly(s) = F(s)I*)ds.
(G1.1) La aplicacién t € (0,T) — G1(t,&,n) € H es medible Lebesgue, p.c.t. t,V(£,n) €
C(=h,0; V) x C(—h,0; V).

(G1.2) G1(t,0,0) =0, p.ct. t € 0, 7).

(G1.3) Existe Cg, > 0 tales que VE €, 7 € C(—h,0;V) se verifica

2

Gi(t,6m) ~ Gr(6.E7)| < Can + 1= T o)

|

C(—h,0;V)

(G1.4) Existe Kg, > 0 tal que Vz,7,y,7 € C(—h,T; V) y Vt € [0,T] se verifica
¢
/ |G1(87 Ts, ys) - Gl(s, 5sa ',775)‘2 ds
0

< Koy [ (1ot =T+ lu(s) = T .

Vamos a considerar el problema siguiente

u € L2 C(=h,T;V)), v € I*(—h,T; V)N L3(Q; C(—h,T; H)),

w(t) + [y Als)u(s)ds + f; B(s,/(s))ds = 9'(0)

< +f0t(F0(s,us,u’s) + Fi(s,us, ul) + Fa(s, us,ul) + f(s))ds (P)
+ Jo (Go(s, us, ut) + Gi(s, us, u}) + g(s))dW (s), t € [0, T},

| u(®) =9(t), t € [-h,0],

d
donde f € I%(0,T;V*), g € I?(0,T; H) y ¢ € L*(Q;C(—h,0;V)) tal que ¢’ = dv €

dt
I*(—h,0; V) N L*(Q; C(~h,0; H)) estan dados.
Antes de enunciar los resultados sobre la existencia y unicidad de solucién del
problema (P), veamos que estd perfectamente definido, i.e., todos los sumandos que

intervienen en la ecuacién tienen sentido. Para ello veamos un par de notas:
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Nota 6 Teniendo en cuenta las hipdtesis (Fy.1) — (Fp.3) deducimos facilmente que
siu € L2(Q;C(~h,T; V), v € L2(Q; C(=h,T; H)) entonces el proceso Fol-,u.,v.) €
I%(0, T; H). También, gracias a las hipétesis (Fy.1)—(F}.3) deducimos que Fy(-,u.,v.) €
I?(0,T; V*). Del mismo modo, (Go.1) — (Go.3) hacen que el proceso Go(:,u.,v.) €
12(0,T; H).

Nota 7 Gracias a (Fa.1)—(F».3) para un par de procesos dados (z,y) € C(—h,T;V)x
C(—h,T;V), la funcién F2(m’y) : (0, T) — V* definida por FQ(z’y) (t) = Fa(t,z1,yt) p-c.t.
t € (0,T), pertenece a L*(0,T;V*). Entonces, gracias a (Fy.4), la aplicacion

S (z,y) € O(=h, T; V) x C(—h,T; V) — FS™¥) € L2(0,T; V*)

tiene una dnica extension a un aplicacién éz que es uniformemente continua de
L2(—h,T;V) x L3(=h,T;V) en L?(0,T;V*). A partir de ahora, escribiremos tam-
bién Fu(t, xs,y:) ==a(z, y)(t) para cada (z,y) € L3(=h, T;V) x L*(~h,T; V). Ademds,
para cada x,%,y, Y € L*(—h,T;V) y Vt € [0,T] se verifica

t t
/0 1Fo(s, s, Ys) — Fals, To, §o)|2 ds < K, /h(Hﬂf(S) = Z(s)” + ly(s) — §(s)|*)ds.
Siguiendo un argumento similar, podemos definir G1(t,zs,v:) € L?(0,T; H) para cada
(z,y) € L*(~h,T;V) x L*(~h,T;V). Ademds, para cada z,%,y,y € L2(—h,T;V) y
Yt € [0,T] se verifica
i 5 i 2 ~ 2

[ 16160, = Gr(o T T ds < K, [ (lals) = FOI + luls) = o)) e
Ast, si (u,v) € I2(—h,T; V) x I*(=h, T; V), el proceso Fa(t,us,v) € I2(0,T;V*) y el

proceso G1(t,uz,v) € I2(0,T; H). Ademds, dados u,%,v,v € I*(=h,T;V), Vt € [0,T],

se verifican

t t
/ | Fa(s, tie, va) — Fas, e, 3) |2 ds < Ky / (luls) — @(s) 2 + [fo(s) — 3(s)[1?)ds,
0 —~h

Y

/ Gl 10, 4) — G,y 70 < K / th (Ilu(s) = @) + llv(s) = B(s)|1*) d.
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Como consecuencia de las dos observaciones anteriores el problema (P) estd bien
definido. Estamos interesados en enunciar y demostrar un resultado de existencia y
unicidad de solucién de dicho problema. Para ello, vamos previamente a analizar la
existencia y unicidad de solucién de otro problema estocastico de segundo orden en
tiempo y con retardo, que tal y como veremos en la préxima Seccién estd intimamente

relacionado con el problema (P).

4.1 Un primer resultado de existencia y unicidad

Como hemos dicho anteriormente, en esta Seccién vamos a demostrar un resultado
de existencia y unicidad de solucién de un problema relacionado con (P), donde la
familia de operadores B(t,-) va a ser sustituida por otra familia de operadores no

lineales By(t, ) : H — H, p.c.t. t € (0,T), que suponemos verifica las hipétesis:

(Bp.1) Medibilidad: Vv € H, la aplicacién ¢t € (0,T7) — By(t,v) € H es medible
Lebesgue.

(Bp.2) Hemicontinuidad: la aplicacién § € R — (Bo(t,v + 6w),z) € R es continua
Yo,w,z € H, p.ct. t € (0,T).

(Bo.3) Acotacién: existe cg > 0 tal que |By(t,v)| < co|v|, Vv € H, p.c.t. t € (0,T).

(Bg.4) Coercividad: existe 8, > 0 tal que (By(t,v),v) > Bo|v|*, Yo € H, pct. t €
0,7).

(By.5) Monotonfa: (By(t,v) — By(t,?),v —v) > 0,Vv,v € H, p.ct. t € (0,T).
Estudiamos entonces la existencia y unicidad de solucién del problema siguiente

(we L3, C(=h,T;V)), o € L3(Q; C(—h,T; H)),

W(t) + ff A(syu(s)ds + f) Bo(s,u'(s))ds

§ = 9(0) + [y (Fo(s,us,ul) + f(s))ds (@)

+ f3 (Go(s, us, uy) + 9(5))dW (s), ¢ € [0, T],

u(t) =9(t), t € [-h, 0],

\

donde A(t), Fy y Gy estén definidos como en el problema (P), ¥ € L2(Q; C(—h,0; V)),
con ¢ € L2(Q;C(—h,0; H)), f,g € I*(0,T; H) estéan dados.

Antes de establecer y demostrar el resultado fundamental de esta Seccién, enun-
ciamos dos teoremas debidos a E. Pardoux que serdn cruciales en nuestras demostra-

ciones.



4. Ecuaciones estocasticas de segundo orden en t con retardo 62

Teorema 11 Supongamos que A verifica (A.1) — (A4). Si f,g € I?(0,T; H), ug €
L¥(Q, Fo, P;V), vg € L%(Q, Fo, P; H) y u es un proceso que verifica

we L3(Q;C(0,T; V), o' € LA C(0,T; H)),

u'(t) + f5 Als)u(s)ds = v+ Ji f(s)ds + f§ g(s)dW (s), t € (0,7,
u(0) = ug,

entonces, para cada t € [0,T], se verifica P-c.s. la siguiente igualdad
/(¢ l + (At)u(t), u(t

= Jvol® + (A(0)uo, uo) /(A' ),u(s)) ds (4.1)

+2/O(f<>,<>>ds+2/0<(> /() dW (s) /»g )2 ds.

Demostracién. Ver Pardoux [52, Teorema 1.1, psg. 177] m

Teorema 12 Supongamos que A verifica (A.1) — (A.4) y By verifica (By.1) — (By.5).
Entonces, para cada f,g € I?(0,T; H), ugp € L3(Q, Fo, P;V), vo € L3(Q, Fy, P; H)
dados, existe una Unica solucién del problema siguiente
((ue LX(QC(0,T;V)), v € LA(Q;C(0,T; H)),
"(t) + fy Als)u(s)ds + [y Bo(s, u'(s))ds
=0+ Jy F(s)ds + [y g(s)dW (s), t € [0,T],
L u(0) = uy.

Ademids, esta solucion verifica para cada t € [0,T], P-c.s., la igualdad
(O + (A®u(), u(®) +2 / (Bols,u/()), 4/ (s)) ds
= Jvol* + (A(0)uo, uo) / (A'(s)u(s),u(s)) ds (4.2)
t ¢
1 ! 2
+2 / (©6)is +2 [ o)D)+ [ lato)P s

Demostracién. Ver Pardoux [52, Teorema 2.1, psg. 183]. =

La utilidad de las igualdades (4.1) y (4.2) se ird viendo a lo largo de todo este
capitulo.

Nos planteamos a continuacién estudiar la existencia y unicidad de solucién del
problema (Q).
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Teorema 13 Supongamos que se verifican las hipdtesis (A.1)—(A.4), (Bo.1)—(By.5),
(Fo.1)—(Fo.3) y (Go.1)—(Go.3). Si ademds f,g € I(0,T; H) y+ € L?(;C(—h,0; V)
es tal que ¥ € L2(; C(—h,0; H)), entonces eriste una unica solucion del problema

(@)

Demostracién. Unicidad de solucién: Sean u,u dos soluciones del problema
(Q). Para simplificar la escritura vamos a denotar v(t) £ u'(t) y 9(t) £ W'(t), t €
[—h,T]. Entonces, aplicando la igualdad de la energia (4.1) al proceso u(t) — u(t),
obtenemos

v(t) — B + (A(t)(w(t) — T(t)), ult) — (t))
_ /0 (A'(3)(uls) — Ts)), u(s) — W(s)) ds

-2 [ (Balo,v(6) = Bo(s, 760 v(s) ~ )

+2 /Ot(Fo(s,us,vs) — Fy(s, us,vs),v(s) — v(s))ds

+2 [ (Golos ey ) = Golos o ), 2(5) — F)AW (9
+ /0 t |Go(s, s, vs) — Go(s, s, Ts)|* ds.

Teniendo en cuenta las hipétesis (A.2), (A.3) y (By.5), si ademds la desigualdad ante-
rior se escribe para § € [0,t], tomamos posteriormente supremos, y finalmente espe-
ranzas, para cada t € [0, 7] obtenemos que

E | sup [v(0) —7(0)]*| +aF | sup ||u(6) - a(e)n?]
0<6<t 0<6<t
S 4E/ l(FO(Sau&,US) - FO(s’ﬂ&’ﬁS)’U(S) —’6(8))1(15 (43)
0

t
12 / (Gols, s, vs) — Go(s, iy, 3 ds
0

[
+4E ( sSup /0 (GO(S’US,US) - G0(37ﬂ5>773)av(3) - 5(3))dW(5)

0<0<t

) |
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Gracias a (Fp.3) obtenemos que

4E /0 ((Fo (s, s, vs) — Fols, s, 3), v(s) — (s))| ds

t
< %E [Osgggt lu(s) — '17(3)|2] + 12TE/0 |Fo(s,us,vs) — Fols, Us, Ts)|* ds

+12TCF0E/ <sup lu(8) — u(8)|* + sup lu(8) — 5(9)|2> ds.
0 0<0<s <6<s

De manera inmediata (Gp.3) implica que

t
2E/ (Gols, s, us) — Go(s, s, 75) | ds (4.5)
0

0<6<s

< 20g,E /0 <sup ||u(9)—a(9)112+0§;gs iv(e)—'ﬁ(e)F) ds.

Usando ahora el lema de Burkholder-Davis-Gundy para acotar la integral estocéstica

)

que aparece en la desigualdad (4.3) resulta que

7
4F ( sup / (GO(Sa Usg, vs) - GO(S) ﬂSags)a U(S) - ’6(8))dW(8)
0<o<t |Jo

t 3
< 12F < sup |v(s) — v(s)| l:/ |Gols,us, vs) — Gols, Us, Us)|* ds] )
0<s<t 0
i

< —1—E[sup |u(s)—a7(s)|2} +108E/ 1Go(s, us, vs) — Go(s, Us, Us)|> ds

3 lo<s<t 0
< 1E[sup |v(s)—a(s)|2] (4.6)

3 lo<s<t

t
+108Cq, E / (sup lu(8) — @(0)|I* + Sup v(8) — (9)I2> ds.
0 0<0<s <6<s

Sustituyendo (4.4)-(4.6) en (4.3) obtenemos que 3k > 0

E{sup [0(0) = 5(0)|*| + E | sup ||u(0)—17(0)||2]
0 0<6<t

<6<t

< kE/ (Sup |u(8) - w(6)||* + sup |v(9)-a7(9)|2) ds
0<6<s 0<6<s

Para finalizar con la unicidad basta aplicar el lema de Gronwall en la desigualdad

anterior.
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Existencia de solucién: Para demostrar la existencia de solucién al problema
(Q) vamos a usar un esquema de Picard. Para ello, sea (u°,v°) = (0,0) y consideremos
el problema siguiente

(u™ € L2(Q; C(—h,T;V)),v" € L3(Q; C(~h,T; H)),
(u)(t) = v™(t), Vn > 1, t € [-h, T},
v (t) + f3 A(s)u™(s)ds + [ Bo(s,v™(s))ds
'(0) + J5 (Fo(s,ul™,0771) + f(s))ds
+ Jo (Gols, w02 71) + g(5))dW (s), ¢ € [0, T,
L un(t) = (t), t € [-h,0].

@)

Gracias a la nota 6 y al teorema 12, podemos afirmar que (Q™) tiene una tnica solucién
u" € L3(Q; C(—h, T; V), v™ € L2(Q; C(—h, T; H)).

Veamos que {(u",v")}, >, es convergente a (u, v), que serd precisamente la solucién
de (@). Comencemos aplica—ndo la igualdad de la energfa (4.2) a la diferencia u™ 1 (t) —
u™(t):

[ (1) — o™ (07 + (A (W™ () — u™ (1)), w" T (E) — u™(E))

= [ (@) — ur (), um ) (s ds
-2 [ (Bols o™ 1(6)) = Bl v7(6), 044 (5) — 0" (5)s
+2 /0 (Fo(s.um ™) — Fols, ™, 1), 0" (s) — 7(s))ds
+2 /Ot(Go(s,u?,vs) Gols, w1, o81), o™ (5) — v (s))dAW (5)
+ [ 6o, 08) ~ Gatoy i w3 s

Teniendo en cuenta las hipétesis (A.2), (A.3) y (By.5) obtenemos que la igualdad an-
terior implica

[0 (#) — 0”@ + o |[u () — un(t)]|
< 2/t(F0(3,u?,v?) — Fo(s,u?_l,v?_l),v”“(s) —v™(s))ds
0
+2 [ (Golo, 1) - Gl 03,0771 (5) = ()W o

— —1\12
/ lGO S US,US GO(SauZ 11’0? 1)| ds.
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Si la desigualdad anterior se escribe para 6 € [0,t] y tomamos posteriormente supremos,
obtenemos que

sup ’v"+1 0) —v" ] + a sup Hu"le )—u"(9)|]2
0<06<¢ 0<6<t
< 4/ |(Fo(s, u, o) — Fo(s, w00 1), 0" (s) — 07(s))| ds (4.7)

#2 [ G 47) = Golo 2,03 s

+4 sup
00t

[ otz 1)~ Gotos w4 470, 744(5) — ()W ()]
0
Acotamos cada una de las integrales de (4.7). Por un lado, gracias a (Fp.3),

/ ’ Fo(s,uy, vl Fo(s,ug_l,v?"l),vnﬂ(s) —U"(s))|ds

< = sup |v"tH(s) — | +12T/ |Fo(s,ul,v) Fo(S,U?_l,U?_l)‘zdS
30< <t
< 1 sup 'v"“(s)—v”(s)l2 (4.8)
3 0<s<t
¢
+12TCFO/ (sup Hu ) —u” H + sup ]v ,Un—l(g)’?) ds.
0 \o0<6< 0<6<s

De manera inmediata (Gy.3) implica que

t
2/ ’Go(s,u?,vg) — Go(s,ug_l,v?_l)'2ds (4.9)
0

¢
< 2CG0/ (sup ||u —u”_1(9)||2+ sup |U"(6)—v”—1(9)[2> ds
0 \0<6<s 0<0<s

Por tanto, si tomamos esperanzas en (4.7), teniendo en cuenta (4.8) y (4.9), obtenemos

E | sup |v”+1 —v”(@)’z +aF sup ”u”+1 u”(0)||2]
0<6<t 0<6<
< —E[sup [v"F(s) — v”(s)|2}
3 lo<s<t
¢
+(12TCg, + 2Cg, ) E sup ||u™(6 u”_1(0)||2d3 (4.10)
0 0<6<s

¢
+(12TCg, + QCGO)E/ sup [v"(6) — " (0)|2ds
0 0<6<s

6
+4E<sup /(Go(s,us,vs) Go(s,u?™ 1 71, o™ (s) — v™(5))dW (s)

0<0<t

) |
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Acotamos el ultimo sumando de la desigualdad anterior usando el lema de Burkholder-
Davis-Gundy y (Gp.3). Entonces

4F | sup
0<6<t

1
i 2
12FE ( sup |v"1(0) — v™(0)| [/ |Go(s,uy,v3) — Go(s,ug_l,v?_l)Ist] )
0<6<t 0

4]
/0 (Gols,um, %) — Go(s, un™t, wP™L), v+ (5) — v7(s))dW (s)

IN

'E

AN

0<6<t

sup |v"+1(9) — v"(0)|2}

+1080G0E/0t ( sup |lu™(8) — un—l(g)HQ + sup |v"(6) - vn—1(9)|2> ds.

0<6<s 0<6<s

Si ahora definimos

X = E | sup [v"H0) —o"(0)]*| + E

0<o<t

sup Hu"’”(ﬁ) - u”(@)”ﬂ , Vn > 1,
0<6<t

teniendo en cuenta lo anterior, de (4.10) concluimos que

14
Xt < k/ X"(s)ds, ¥n > 1, Vt € [0,T), (4.11)
0

donde k = w Iterando la desigualdad (4.11) obtenemos que

min(3,0) ’

kT
A1) < —n'—Xl(T), vn > 1,Vt € [0,T]. (4.12)

Puesto que u™t1(t) = u™(¢t), v™*(t) = v™(t), Vt € [~h,0], (4.12) implica que {u"},,
es una sucesién de Cauchy en L2(;C(=h,T;V)), y que {v"},; es de Cauchy en
L?(Q; C(—h, T; H)), siendo v™(t) = (u™)(t), para todo t € [~h,T] . Por tanto, podemos
decir que existen u € L2(Q; C(=h,T;V)), v € L3(; C(—h,T; H)) tales que

u™ — uen L2(Q;C(—h, T; V), (4.13)
v™ — v en L2(Q;C(—h,T; H)). |

Veamos qué relacién hay entre u y v. Como u® — u en L%(Q;C(—h,T;V)) C
L*(Q;C(—h,T; H)), dado w € V C H se verifica que (u"(t),w) — (u(t), w) en L2(Q x

(=h,T)). Por otro lado, (;—ii(u"(t),w) = (v™(t),w) — (v(t),w) en L2(2 x (—h,T)). Es

d
decir, Ela(u(t), w) = (v(t), w). Como V es denso en H, lo anterior implica que

I/ () = v(t). (4.14)
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Si ahora tenemos en cuenta (4.13), (4.14), la linealidad y acotacién uniforme de A,
(Fo.3) v (G.3) obtenemos que

A@)u™(t) — A(t)u(t) en I2(0,T; V™),
Fo(t, ulr, vl) — Fo(t,ug,uy) en 12(0,T; H), (4.15)
Go(t,ul, v) — Go(t,us,u) en I2(0,T; H).

Por otro lado, gracias a (By.3), la sucesién {By(t, v™(t))}n>1 esté acotada en I2(0, T; H).
Por tanto, existe una subsucesién { Bo(t, v™ (t)) }n,>1 C {Bo(t,v™(t))}n>1 y un proceso
By € I?(0,T; H) de manera que

By (t,v™(t)) — By(t) en I%(0,T; H),

donde — denota convergencia débil. Por tanto, teniendo en cuenta las convergencias

anteriores, si tomamos lfmites en el problema (Q™) concluimos que
(ue L2(Q- C(=h,T;V)), v € L3(Q;C(—h,T; H)),
t)+ Ji A(s)u(s)ds + [T Bo(s)ds = ¢/(0) + [ (Fo(s, us,ul) + f(s))ds
+fo(Go(s,us,us) + g(s))dW (s), t € [0,T7,
\ u(t) = ¥(t), t € [—h,0].

(4.16)

A partir de (4.16) vemos que By estd determinado nicamente por u, asi que para sim-
plificar lo que queda de demostracién, suponemos que toda la sucesién { By(t, v™(t)) }n>1
converge débilmente a By en I2(0, T; H). Para finalizar la demostracién basta con pro-
bar que By(t,u'(t)) = Bo(t), t € (0,T).

De manera inmediata se comprueba que

T T
lim F (Bo(s,v"(s)),v"(s))ds:E/O (Bo(s),v(s))ds. (4.17)

=400

Por otro lado, gracias a (By.5) sabemos que
E/OT(BO(S,U”(S)) — Bo(s, X(s)),v™(s) — X(s))ds = 0 VX € I2(0, T; H).
Si tomamos limites en la expresién anterior llegamos a que
E/OT(B()(S) — Bo(s, X(s)),v(s) — X(s))ds >0 VX € I*(0,T; H).

Si ahora escribimos X (t) = v(t) — 6Z(t), t € [0,T], donde Z € I2(0,T;H), § > 0,

entonces

E/ (Bo(s) — Bo(s, v(s) — 62(s)),62(s))ds > 0 VZ € I2(0, T; H).
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Si en en la expresién anterior dividimos por § obtenemos
E /0 C (Bo(s) — Bo(s,v(s) — 62()). Z(s))ds >0 V7 € PO, T; H).  (4.18)
Ahora bien, gracias a la hemicontinuidad de By sabemos que
lim (Bo(s, v(s) — 62(s)), Z(s)) = (Bo(s, v(s)), Z(s)),

y la hipétesis (Bg.3) nos permite utilizar el teorema de la convergencia dominada de
Lebesgue para pasar al limite en (4.18), obteniendo

E / ¥ (Bo(s) — Bo(s,0(s)), Z(s))ds > 0 V2 € I(0,T; H),
0

por tanto, By(t,v(t)) = Bo(t), t € (0,T). De ahi concluimos que u es la solucién del
problema (@) que ibamos buscando. =

Nota 8 Supongamos que Fy y Go verifican ademds de (Fy.1)—(Fp.3) y (Go.1)—(Go.3)
las hipotesis siguientes:

(Fv.4) Eriste Kg, > 0 tal que Vz,7 € C(—=h,T;V), y,5 € C(=h,T; H) y ¥Vt € [0,T]

/ | Fols, e, ) — Fo(s, 0,52 ds < Ky / (l12(s) — Z(s)[12 + lu(s) — Fs)P)ds,
0 —h

(Go-4) Emiste Kg, > 0 tal que Vz,T € C(—=h,T;V), y,5 € C(—=h,T; H) y Vt € [0, T}

t
A \GO(’S)wsays) _G0(87%sa378)|2d8

< Koy [ (Iele) = )P + o)~ 7)) as

Por un lado, gracias a (Fy.1) — (Fy.3) para un par de procesos dados (x,y) €
C(—h,T;V)xC(—=h,T; H), la funcion Féw’y) :(0,T) — H definida porFéx’y)(t) =
Fo(t, e, yt) p-c.t. t € (0,T), pertenece a L2(0,T; H). Entonces, gracias a (Fp.4),
la aplicacion

o : (z,y) € C(=h, T; V) x C(=h, T; H) — F{"¥) € L*(0,T; H)

tiene una Unica extension a un aplicacion éo que es uniformemente continua
de L2(—=h,T; V) x L3(—~h,T; H) en L*(0,T; H). A partir de ahora, escribiremos
también Fy(t, x4, ys) =Zo(z, y)(t) para cada (z,y) € L2(=h, T; V) x L*(—=h, T; H).
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Ademds, para cada x,T € L?*(~h,T;V), 3,7 € L*(=h,T; H) y Vt € [0,T] se
verifica

t

| 1Fo(ssme,) = Folo, 300 ds < K / (l2(5) — ()2 + u(s) — T(s)|P) ds,
0 h

Siguiendo un argumento similar, podemos definir Go(t,xs,y:) € L?(0,T; H)
para cada (z,y) € L2(—h,T;V) x L*(—h,T; H). Ademds, para cada z,% €
L3(=h,T;V), y,§ € L*(—=h,T; H) y Vt € [0,T] se verifica

t
/ IGO(vasa Z/s) - G0(87 %Sa /Z/'S)Iz ds
0
t - 9 - 9
< Ko [ (lole) = F6)I* + ly(s) - TP s
Ademds, dados u,u € I*(—h,T;V), v,v € I*(—=h,T; H), ¥t € [0,T), se verifican
1
/ | Fo(s, us,vs) — Fo(s,ﬂs,ﬁsﬂz ds
0
t
< Kn / (uls) = Ts) I+ o) = Ts) ) s,
t
/ 1Go(5, s, vs) — Gols, s, ) 2 ds
0

< Ky [ th (Ilus) = GNP+ [o(s) - 5(s)P) ds.

Vamos a poder demostrar de manera similar al teorema anterior el siguiente resul-
tado:

Teorema 14 Supongamos que se verifican las hipétesis (A.1)— (A.4), (By.1) — (By.5),
(Fo.1) — (Fo.4) y (Go.1) — (Go.4). Entonces para f,g € I*(0,T; H), ¢, € I*(—h,0; V),
@ € I2(—h,0; H), ug € L2(Q, Fo, P; V), vy € L(Q, Fo, P; H) dados, eziste una tnica
solucion del problema siguiente:

(w e I2(=h,T; V) N L2 C(0,T; V),

v € I%(—h, T; H) N L2(9; C(0, T; H)),

W (t) = (), te0,T],

v(t) + [T A(s)u(s)ds + [ Bo(s,v(s))ds = vo + [ (Fo(s,us,vs) + f(s))ds (@)
+ Jo (Gols,us, vs) + g(5))dW (s), ¢ € [0,T],

u(0) = o,

L ult) = ¢1(t), v(t) = o), p.ct. t € (=h,0).
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Demostracién. Unicidad de solucién: Supongamos que (u,v), (u,V) son dos
soluciones del problema, (@) Entonces, gracias al teorema 11, para cada t € [0,7], y

P-c.s., obtenemos

— T + (A (u(®) - (), u(t) - A(t))
= / <A'(s —u(s)),u(s) — u(s)) ds

-2 /0 (Bo(s,v(s)) — Bols, 5(s)), v(s) — (s)) ds

+2 [ (B, = Rl T 70, (6) — (6

2 [ (Golos ey ) = Golo, o) 0(5) = 36 AW o)
- "Gl 1506) — Gl T, )P ds.

A partir de la igualdad anterior, utilizando las hipétesis (A.2), (A.3) y (Bo.5), tenemos
que para cada t € [0,T], y P-css.,

[w(t) = 5O + o u(t) — u(E)|
< 2 /0 |(Fo(s, s, vs) — Fo(s, s, B), v(s) — (s))| ds

+/0 1Go(s, us, vs) — Go(s, Us, Ts)|* ds
+2 /0 *(Gols, s, v5) — Go(s, e, ), 0(s) — 5(s)) AW (s).

Teniendo en cuenta (Fp.4) y (Go.4) y tomando posteriormente esperanzas, obtenemos

que para cada t € [0,

Elo(t) - 5(0)|* + o Ju(t) - 7(t)|?
< (Kp+1+Kg,)E /O (lu(s) — TS + fo(s) — T(s)[?) ds.

Por tanto, basta aplicar el lema de Gromwall.
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Existencia de solucién: Denotemos u? = 1% = 0 € V, y definamos por recurren-

cia la sucesién {(u",v")},>1 de pares de procesos soluciones de los problemas

[ w™ e I2(—h,T;V) N L2(Q;C(0,T; V),

v € I%(—h,T; H)N L3(Q; C(0,T; H)),

(u™)(t) =v"(t), Vn > 1, t € [~h, T},

v () + [y Als)u™(s)ds + [} Bo(s,v"(s))ds -
=g + [y (Fo(s,u?~, 0271 + f(s))ds

+ Jo (Gols,ug ™92 7) + 9()dW (s), ¢ € [0, 7],

u(0) = uy,

L u(t) = ¢1(t), v(t) = py(t), p.ct. t € (—h,0).

Para cada n > 1, la existencia y unicidad de solucién del problema anterior la tenemos

garantizada gracias a la nota 6 y al teorema 12. Lo que queremos hacer es demostrar
que {{u",v™)},~; converge a la tnica solucién de (@) Para ello, aplicamos la igual-

dad de la energfa (4.2) a u™! — u™ y usamos posteriormente (A.2), (A.3) y (By.5).
Obtenemos asi la desigualdad

o+ () — l +ajunt(2) “
< 2/0t(F0(s,uS,vs) Fo(s,u™ 1 o) 4™ (s) — 0™(s)) ds
/t(Go(s,us,v ) — Go(s,u? 1, v271), o™ (s) — ™ (s)) dW (s)
/ |Go(s,u, ) = Go(s,u2 L, 02 Y)|* ds,
para todo ¢ € [0,T], y consecuentemente, usando (Fp.4) y (Go.4),
"L (8) — o™(8)] +a”u"+1 t) — @)
< BRRT+Ka) [ (W)~ 617 + %)~ 6)F) s

1
+= sup |v"T1(6) —v"(9)|
3 o<6<t

t
2 / (Gols,ul, o7) — Gols, a1, o1), 0™ (s) — v(s)) W (s),
0
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para todo t € [0,T]. Asi, obtenemos que, para todo t € [0, 7],

2
3,52, [0~ O +a sup [um0) - @) (419)

< 2(KrT +Ka,) /O t ( sup [u(8) — u" O + sup [v"(0) - v"-1<0>|2) ds

0<0<s 0<0<s

0
+4 sup /0 (Go(s,u?,v™) — Go(s, u? 1,027 1), 0™ 1 (s) — v™(s)) AW (s)| .

0<0<t

Teniendo en cuenta la desigualdad de Burkholder-Davis-Gundy y (Go.4) obtenemos

que
6
4B sup | [[(Golsyu o) = Golsyu ™0™, 07 (s) = 0"(9) W ()
0<o<t | Jo
1
t 3
< 12F < sup |v”+1 (6) —v™(6)| [/ |Go(s,uy,v3) — Go(s,ug_l,v?_lﬂz ds] )
0<6<t 0
< —E [ sup |v™( )—'U"(H)f] (4.20)
3 lo<o<t

t
+108KG0E/ (sup |u™(8) — u™~ )”2+ sup lv"(@)—v"—1(9)|2> ds
0 0<6<s

0<0<s

Asi, definiendo para cada t € [0, 7]

pn+1(t) =E| sup |,Un+1 )___,Un(e)|2

0<6<¢

+FE

sup ”u""'l - u"(0)|12:| , Yn>1,
0<0<

a partir de (4.19)-(4.20) podemos garantizar que existe una constante k > 0 tal que
t
L) <k / s)ds, Vn>1, Ve [0,T). (4.21)
0

A partir de (4.21) se deduce facilmente que

nrn
pn—l-l(t) S k"T

n!
A partir de (4.22), junto con el hecho de que u™t1(t) = u™(t) y v"1(t) = v"(¢), p.c.t.
€ (—h,0) Vn > 1, obtenemos que la sucesién {u"}, -, es de Cauchy en I%(—h,T; V)N
L(;C(0,T; V), v que {v"},-, lo es en I2(~h, T; H) N L3(Q; C(0, T; H)), siendo
(u™)(t) = v™(t) en [0,T]. Por ‘Eanto, existe u € I?(=h,T;V) N L?(Q;C(0,T;V)), y
v € I*(=h,T; H) N L?(Q; C(0,T; H)), con u' = v en [0, T] tales que

o (T), Yn>1,Vtelo,T) (4.22)

u™ — wen I*(—=h,T; V)N L3(Q; C(0,T;V)),
v™ — ven I*(—h,T; H) N L*(Q; C(0,T; H)). (4.23)
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A partir de (4.23), la linealidad y la continuidad uniforme de A(t), (Fp.4) y (Go.4)
podemos afirmar que

A®)u™(t) — A(t)u(t) en I2(0,T; V™),
Fo(t, ull,vf") — Fo(t,us,ve) en I2(0,T; H),
Go(t, ur, v") — Go(t, us,vs) en I2(0,T; H).

Ademss, gracias a (By.3), la sucesién {Byg(t,v™(t))}n>1 estd acotada en I2(0,T; H).
Existe entonces una subsucesion {By(t, v™ (t))}n,>1 C {Bo(t,v"())}n>1 ¥ un proceso
Bo(t) € I?(0,T; H) tales que

Bo(t,v™(t)) — By(t) en I%(0,T; H).
Tomando limites en el problema (én) obtenemos que (u,v) es solucién del problema,
((we I*(~h,T; V)N L2 C0,T; V), v € I*(—h, T; H) N LX(; C(0,T; H)),
u'(t) = v(t), t €[0,T],
v(t) + Jy Alsyu(s)ds + [ Bo(s)ds = vo + fy (Fo(s, us, vs) + f(s))ds
+ [S(Go(s,us,vs) + g(s))dW (s), t € [0,T],
u(0) = uo,

| u(t) = ¢1(0), v(t) = @5(t), poct. t€ (—h,0).

De la misma manera que en el teorema 13 podemos afirmar que la sucesién completa
{Bo(t,v™(t))}n>1 converge débilmente a By en I?(0,T; H). También podemos concluir
de la misma forma que en aquel teorema que By(t) = By(t,v(t)) en (0,T). Por tanto,

hemos terminado la demostracién de la existencia. [ |

Nota 9 Es posible en los teoremas 13 y 14 aniadir a A(t)u(t) sumandos de la forma
Ao(t,u(t)), y a Bo(t,u'(t)) sumandos de la forma Bo(t, ' (t)), donde Ag y By verifican
hipdtesis adecuadas. Mds concretamente, supongamos que tenemos dos familias de
operadores no lineales go(t, J):V—-oHy Eo(t, -y : H — H definidas p.c.t. t € (0,T)
verificando las hipdtesis:

(Ap.1) Medibilidad: Vu € V, la aplicacién ¢ € (0,T) — Ag(t,u) € H es medible
Lebesgue.

(Ag.2) Ag(t,0) =0, p.c.t. t € (0,T).
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(40.3) Existe Ly > 0 tal que Ag(t,u) — Aglt,@)| < Lz, llu—al, Vu,u € V, pct.
te (0,T).

(Eo.l) Medibilidad: Vv € H, la aplicacién ¢t € (0,7) — Eo(t,’v) € H es medible
Lebesgue.

(Bo.2) By(t,0) =0, p.ct. t € (0,7T).

(Bo.3) Existe Ly, > 0 tal que By(t,v) — Bo(t,7)| < Lg, lv—1], Vv,v € H, pcit.
te (0,7).

Entonces, bajo todas las condiciones del teorema 13 y usando argumentos similares,

existe una 1inica solucién del problema

((we L2(Q;C(=h,T;V)), ' € L3(Q;C(—h,T; H)),
w(t) + fo(A(s)u(s) + Ao(s,u(s)))ds + [y (Bo(s, w'(s)) + Bo(s,u'(s)))ds
= /(0) + fy (Fols, us,us) + f(5))ds + [y (Gols, us,ul) + g(s))dW (s), 1 € [0, T},

L u(t) =9(¢), t € [-h,0].

También podemos asegurar que existe una tnica solucién del problema siguiente

(suponiendo en este caso las condiciones del teorema 14):

((we I’(=h,T;V)NLAQ;C(0,T;V)), « € I*(—h,T; H) N L*(Q; C(0,T; H)),
u'(t) = v(t), t €[0,T],

v(t) + Jo(A(s)u(s) + Ao(s, u(s)))ds + [y (Bo(s,v(s)) + Bo(s, v(s)))ds

=0 + J5 (Fo(s, us, vs) + f(5))ds + 5 (Go(s, us, vs) + 9())dW (s), ¢ € [0, T,
w(0) = uo,

L u(t) = ¢1(0), v(t) = galt), pcct. t € (=h,0).

Es suficiente observar que podemos sustituir en el problema (Q), o en el problema (Qv),
el término fot Fy(s,us,ul)ds por fot Fo(s, us, u.)ds, donde Fy est4 definido como

ﬁO(t) Ca 77) = FO(ta Ca 77) + ZO(tv C(O)) + EO(t7 77(0))7

V¢ e C(—h,0;V),Vn e C(—h,0;H), p.ct. t € (0,T).
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4.2 Existencia y unicidad de solucién de (P)
Comenzamos esta Seccién enunciando un par de teoremas debidos a E. Pardoux:

Teorema 15 Supongamos que A wverifica las hipdtesis (A.1) — (A.4). Entonces, si
f € Iz(OaTaV*)} g€ IQ(OaTaH)f ug € Lz(Q’FOaP;V)a Up € L2(Q>f0>P;H) yues
un proceso que verifica

u € L2(Q~ C(0,T;V)), v € I*(0,T; V)N L*(Q; C(0, T; H)v),
)+ fo u(s)ds = v + fo s)ds + fo 8)dW (s), t € [0, T},
U(O) = Ugp,

entonces, para cada t € [0,T), se verifica P—c.s. la siguiente igualdad

[/ ()] + (A@®)u(), u(®))
= [vol* + (A(0)uo, uo) /(A’ s)u(s), u(s)) ds (4.24)

¢ / ' ¢ 2
<2 [ (fel(9) s+ 2 /0 (o) N (s)+ [ la(s)? .

Demostracién. Véase Pardoux [52]. =

Teorema 16 Supongamos que las familias de operadores A y B verifican las hipdtesis
(A1) - (A4) y (B.1) — (B.5). Entonces, para cada f € I?(0,T;V*), g € I?(0,T; H),
ug € L2(Q, Fo, P; V), vo € L*(Q, Fo, P; H) dados, existe una tnica solucion del pro-
blema siguiente

we L2 C(O T;V)), u' € Iz(O,T; V)N LA(Q;C(0,T; H)),
u'(t) + [y A(s)u(s)ds + f7 B(s,u/(s))ds = vo + [ f(s)ds + [} g(s)dW (s), t € [0, T},
U(O) = Uug.

Ademds, esta solucion verifica para cada t € [0,T], P—c. s., la igualdad
o/ (8)[2 + (A(t)u(t), u(t)) +2/ (B(s,/(s)), u/(s)) ds
= |’U0| + UO,’U,O / <AI (S)> ds (4.25)

12 / (el ds+2 [ ool Daves) + [ lol)P b

Demostracién. Véase Pardoux [52]. =

Usando los dos resultados anteriores vamos a probar:
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Teorema 17 Supongamos que se verifican las hipdtesis (A.1) — (A.4), (B.1) — (B.5),
(Fo.1) — (Fp.3), (Fi.1) — (F1.3), (F2.1) — (F2.4), (Go.1) — (Go.3), (G1.1) — (G1.4).
Si ademds f € I?(0,T;V*), g € I*(0,T;H) y ¢ € L*(Q;C(—h,0;V)) es tal que
V' € I2(—=h,0; V)NL3(Q; C(—h,0; H)), entonces existe una unica solucién del problema

(P), suponiendo adicionalmente que se verifican las tres hipdtesis siguientes:

(H) 3y >0, A\ A € R tales que para z,%,y,y € L3(—h,T;V) se verifica, Vt € (0,T],
la siguiente desigualdad

2 [ e (Bs,y(6) - Bls3(6)),u(s) - T(5) ds
0
2 /0 e [y(s) — () 2 ds + A /0 e (A(s)(x(s) — E(s)), 2(5) — F(5)) ds
0
X [ e (lale) = F)IP + Iy(e) ~ ) I7) ds
> 4 /0 e Jly(s) — 7(s) 2 ds + /0 e Gy (5, T, 9s) — G (5, T, )| ds

t
+2 /0 e (Fy(s, T, ys) — Fa(s, B, Ta), y(s) — 7(s)) ds.

(Fy.5) Existe CF1 > 0 tal que para todo X, X € L?(Q;C(=h,T;V)) tales que X', X' e
L*(;C(~h,T; H)) y X = X sobre [—h, 0], se verifica V¢ € [0, T]

¢ ~ ~, 2
E/ HFI(SaXSaX;) _Fl(saXSaX;) ds
0 *

t ~ 12 ~ 2
< ch / ( sup E HX(H) - X(G)H + sup E [X'(e) - X'(e)] ) ds.
0 \0<6<s 0<6<s
(Go.5) Existe C%° > 0 tal que para todo X, X € L2(Q; C(—h, T;V)) tales que X', X' e
L3(Q; C(~h,T; H)) y X = X sobre [—h, 0], se verifica V¢ € [0, T]

2

t o~
B [ [Gofs,Xu, X2) - Gols, X, To)| s
0

< % /t ( sup EHX(())—)?(@)H?Jr sup E‘X’(e)—)?'(e)f) ds.
0 \0<6<s 0<6<s

Demostracién. Podemos suponer que Fy = 0 (porque en caso contrario traba-
jarfamos con ﬁl = Fy + Fy). También queremos hacer notar que en la hipétesis (H)
las constantes A y X tienen sentido si son positivas, por lo que en la demostracién
supondremos que A, Py > 0.

Unicidad de solucién: Sean u,u dos soluciones del problema (P). Para sim-
plificar la escritura vamos a denotar v(t) 2 u/(t) y 9(t) £ @(t), t € [—h,T]. En-

tonces, teniendo en cuenta el corolario 1, siendo X; =e™* e ¥; = |u(t) — o(t)]*> +
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(A(t)(u(t) — u(t)), w(t) — u(t)), obtenemos gracias al teorema 15 que para cada ¢ €
[0,T] y P-c.s. se verifica

™ Ju(t) = T()I® + e (A(#) (u(t) — U(t)), u(t) - U(t)) |
+)\/2 e u(s) — (s)[*ds + A ; e (A(s)(u(s) — U(s)), u(s) — u(s)) ds

_ /0 e (A/(5)(u(s) — T(s)), u(s) — W(s)) ds
—2/ =X (B(s, v(s)) — B(s, 5(s)), v(s) — ¥(s)) ds

t

+2 e—)‘s (F1(s, us,vs) — Fi(s, Us, Us), v(s) —0(s)) ds

t

+2 [ e (Fa(s,us,vs) — Fo(s, Us, Us), v(s) — U(s)) ds

t

+2 [ e (Go(s,us, vs) — Gols, Tig, Us), v(s) — B(s))dW (s)

%c\%%

42 [ & (G5, v3) = Ga(s, Ty o), 0(s) = T(s))AW (5)
+/0te—/\s |Go(s,us,vs5) — Go(s, s, Ts)|* ds

+/Ot e |G (s, us, vs) — G1(s, Ts, Ts)|* ds

+2 /Ot e (G1(s, us, vs) — G1(8, s, Us), Go(8, s, vs) — Go (s, s, Ts))ds.

Teniendo en cuenta las hipétesis (A.2), (A.3) y (H),

e fo(t) = BB + ae™ Ju(t) — a(t))|* + 7/ e |lu(s) —T(s)||* ds
0

< 2/0t e (Fi(8,us,vs) — F1(8, s, Us ), v(s) — 0(s)) ds
+2 [ 6 (ol e, ) — G5, 50, (65) ~ TAW (9
2 /0 (G (5,100, 05) — G5, T, ), v(s) — T(5)) AW (5)
+/0t e 2 |Go(s, us, vs) — Go(s, Tis, Ts)| ds
+2 /Ot e (G1(s, us, vs) — G1(S, Us, Us), Go(s, us, vs) — Go(s, Us, Vs ) )ds.
Ahora bien,

e M <e™ <1, te0,T],
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por tanto, obtenemos a partir de la desigualdad anterior
T oft) = 6)° + 0T fu(t) - GO +7¢™7 lu(s) — 3(s) 2 ds
< 2/0t (F1(s,us,vs) — Fi(s,Us,0s),v(s) — 0(s))ds
+2 /Ot(Go(s,us,vs) — Go(s,us,Us),v(s) — v(s))dW (s)
+2 /0 (G5, t0y05) — G (s, Ty ), (s) — T(s)) AW (8)
+ /Ot |Go(s, us, vs) — Go(s, Us, Ts)|* ds
+2 /Ot(Gl(S,Us,Us) — G1(s,Us, Us), Go(s, us, vs) — Go(s, Us, Us) )ds.
Tomando esperanzas
Elo(t) = 3(t)]* + aB |[u(t) — a(®)||* +~E /Ot lv(s) = (s)|* ds
< 2 /0 By, 1y v4) = Fi(s, ey )y (s) — (5)) ds
+eTE /0 |Golsy1syv5) — Gols, iy ) i
+2MTE /Ot(Gl(s,us,vs) — G1(s, s, Ts), Go(8, us, vs) — Go(s, Us, Us))ds.
Vamos a comenzar acotando el tltimo sumando de la desigualdad anterior:
26" E /Ot(Gl(s,us,vs) — Gi(s,Us, Vs), Go(s, us,vs) — Go($, Us, Us))ds

) 2)\TK t o
< e—;———g—lE/ |Go(s, us, vs) — Go(s, Us, Us)|* ds
0

¢
Y ~ ~\12
E G 55 Us) — ,Us, Us)|“ ds.
+2KG1 /0 |G1(s,us,vs) — G1(8,Us, Us) | ds

Por tanto, obtenemos que
¢
Ev(t) = 3(t)* + B ||u(t) - a(®)|* + YE/O lv(s) —3(s)]|* ds
t
< 2e)‘TE/ (F1(s,us,vs) — F1(8,s,0s),v(s) — U(s)) ds
0

2 QATK t ~ o~
+ <e)\T + %) E/ IGO(SauS,Us) - GO('S’U’S’US)IZ ds
0

t
+ 7 E/ |G1(s,us,vs)—Gl(s,fis,ﬁs)lzds.
2KG1 0
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Gracias a la hipétesis (F}.5),

t
2e’\TE/ (F1(s,us,vs) — Fi1(s, Us, Us),v(s) — U(s))ds
0

IN

38 [ ot - 3)1ds

2T Ot ) o
+————/ sup E|u(0) —u(0)||”+ sup E|v(0) —v(8)|" | ds.
8 0 \0<6<s 0<0<s

Teniendo en cuenta ahora la hipétesis (G.4),

QIZGl E/ot |G1(s, us, vs) — Gl(S,ES,Es)|2 ds
t
< 38 [ (Ius) =TI+ fofs) - Ts)) ds

t t
< 38 [ -50lPas+2 [ sw Blu@) - a0 ds

0 0<6<s

Por tanto, gracias a lo anterior a y (Gp.5) obtenemos que

Elv(t) (0 + F Ju(t) — @)

AT 20T Fy t
0

v 0<6<s
9e2AT 20T v Fy t ~
; ((GAT + e KG1> % LL) | s El0@) - 3(0) s,
~ v 0 0<6<s

entonces, tomando supremos se deduce que 3k > 0 tal que

sup E [v(0) —5(0)° + sup E|u(6) —u(6)||
0<6<t 0<6<t

t
< k/O <sup Ellu(8) — 5(6)| + sup E}U(9)~5(9)12> ds.

0<6<s 0<6<s

Basta entonces aplicar el lema de Gronwall para finalizar la demostracién de la unici-
dad.
Existencia de solucién: Vamos a distinguir dos etapas para la demostracién de

la existencia de solucién del problema (P).
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Etapa 1: Supongamos en esta primera etapa que F; = Gy = 0. Queremos entonces

demostrar existencia de solucién del problema siguiente:

(we L3 C(=h,T:V)), v € I?(=h, T; V) N L3(Q; C(—h, T; H)),

W(t) = v(t), t € [~h,T),

u(t) + f3 A(s)u(s)ds + [ B(s,v(s))ds = ¢/(0) (P)
+ Jo(Fa(s,us,vs) + £(5))ds + [5(G1(s,us,v5) + 9(5))dW (s), ¢ € [0, T},

| u(t) = 9(t), t € [~h,0].

Para ello vamos a usar un esquema de Galerkin. Sea {w;}i>1 una base ortonormal
numerable de H, tal que {w;};>1 C V y el espacio vectorial generado por {w;}i>1
es denso en V. Para cada entero m > 1 denotaremos por Vj, al subespacio vectorial
generado por {w,- - -, wn}. Sea P, € L(H;Vy,) el operador de proyeccién ortogonal
de H en V,, y sea B, € L(V; V) el operador de proyeccién ortogonal de V' en V.

Consideremos entonces el problema

u™ € I2(—h, T; Vi) 0 L2(S5 C(0, T; Vi),

V™ € I3(=h, T; Vin) N L2(Q; C(0, T; Vin)),

(W™ (t) = v™(t), t € [0,T)], Ym > 1,

(W™ (), w) + 5 (A(s)u™(s),w) ds + [§ (B(s,v"™(s)), w) ds
= (P (0),w) + fy (Fa(s,ul, ) + f(s), w) ds

+ Jo(Ga(s,ul, o) + g(s), w)dW (s), t € [0,T], Y € Vi,
w™(t) = Ppip(t), t € [~h,0],

v™(t) = Ppt'(t), t € (—h,0).

(P™)

\

El problema (P™) tiene una tnica solucién gracias al teorema 14 (en este caso todos
los espacios coinciden con V;;). Ademds, con la eleccién que hemos hecho de la base

{w;}i>1 tenemos que

|Prv @) < @l || Paw'®)]| < W@ t € 1,0
| Bt (0)] < |4/(0)]-

(4.26)
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Empezamos demostrando que {v™(-)};m>1 es acotada en I?(—h,T; V). Aplicando la
férmula de Ito al proceso e™ [v™(¢)]2 + e~ (A(t)u™(t), u™(t)) obtenemos

e ()] + e (AU (1), u (1)) — [Pt (0)]° — (AP 0), Prto(0) )

A /0 =2 [y ()2 ds + A /O ¢ (A(s)u™ (s), u™(s)) ds

IA

/ e (A'(s)u™(s),u™(s)) ds — 2/ e (B(s,v™(s)),v™(s)) ds
0 0
+2 /0 6™ (Fy(s, u™, o) + f(s), 0™ (s)) ds
42 [ € (G077 + 9(0) 2 (@)W (9
¢
+ [ G s o) + g9 s
Teniendo en cuenta las hipétesis (H), (4.2) y (A.3), obtenemos que
MO+ ae N @I+ [ e o) ds
0
— [Pt (O = { A(0) Bp(0), Pt (0))

! —As m ‘ -As m ,m
2/0 e " (f(s),v™(s)) d8+2/0 e " (Gr(s,ud, vl"), g(s))ds (4.27)

IN

0
3 [ e (um ()1 + o)1) ds
—h
t t
s [ lgPds+2 [ (G0l 07) + 0(6), 0 (@)W (5)
0 0
Tomando esperanzas en (4.27) se sigue la desigualdad
t
ENERMOP +ae B O +9E [ e 0] ds
0
t
< BP0 + 5 {A0) Bub(0), Ba(0)) + B [ e lg(s)ds

138 [ 6 (o) + o)) ds

¢ ¢
+2E/0 e (f(s),vm(s)>ds+2E/O e (G (s, u™, v, g(s))ds,
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v de ahf
B0 +aB @)+ [ (o) ds
< STE Py (0) +TE <A(0)}3m1/)(0),13mz/z(0)> +TE /0 t l9(s)* ds
+307E [ (@I + 1) 17) as
2T E / (F(s),om(s)) ds + 27 | (Gl w0, 9(5))ds.

De nuevo vamos a acotar las integrales del lado derecho de la desigualdad anterior.
Por un lado, gracias a la hipétesis (G1.4),

2’ E /t(G’l(s,uZ‘,v;n),g(s))ds
2)\T
< 28 [ (I @F + o)) ds + H2p [ as

Por otro lado

AT t
QGATE/; (f(s),v™(s))ds < %E/Otnvm(s)“zds—i— Bi E/O I1£(s)11? ds.

Luego gracias a las acotaciones anteriores y a (4.26) se sigue que

t
B (O +aB (@) + 35 [ (s ds

IA

B | Pt (0)] + T E ( A(0) Pty (0), Prutp(0)) + N / @2 s
. Y 0

+ (e)‘T + LG;G2£> E/Ot 1g(s) ds + %E/_h Hﬁmw'(s)”%s

+%E/_1“13mw(s)”2ds+%E/Ot||um(s)||2ds

e [ Oh (Il + o™(s)I) ds

20T

IN

t
VB[O + T 1AO) ey BN + 2= [ 17(s)12s
s, 3KGe? TN Lt s O a2
+ <e T+—7—>E/O l9(s)|>ds + (§+Ae*T)E/_hH‘/J(S)|| ds
Y ST ° 2 Vi [ )2
+(3 + de )E/“h [ ()]l d8+3E/0 [|[u™(s)]|” ds.
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Es decir, hemos demostrado que

t
B OF +aB w0+ 18 [ o) ds

t
< C’+%E/ ™ (s)|? ds,
0

donde C > 0 es una constante independiente de m. De la expresién anterior inmedia-
tamente deducimos que
sup Ev™@)]? < e,
0<t<T
sup EJu™(0)]* < e (4.28)
0<t<T

T
B [ er )i as
0

donde ¢y, ¢z, c3 > 0 son tres constantes independientes de m.

A partir de (4.26) y (4.28) obtenemos que {u™(+)};,>1 estd acotada en I2(—h, T; V),
que {v™(-)}m>1 también es acotada en I?(—h,T;V) y que {u™(T)}m>1 esta acotada
en L?(€; V), mientras que {v™(T)}m>1 lo estd en L2(; H).

Por otro lado, gracias a (4.28) y (B.3), la sucesién {B(-)v™(-)} est4 acotada en
I2(0,T; V).

Ademds, (4.28), (G1.2),(G1.4), (F2.2) y (F».4) implican que {G1(-,u™,v™)}m>1
es acotada en I%(0,T;H) y {Fa(-,u™ v™)}m>1 es acotada en I?(0,T;V*). Luego
existe una subsucesiéon {u™t(-)}m,>1 C {u™(-)}m>1, dos variables aleatorias £ €
L2 V),n € L3 H), y cinco procesos u € I12(—h,T;V), v € I?(—h,T; V), B €
I*(0,T;V*), Fo € I*(0,T; V*) y G1 € I2(0,T; H) tales que

u™ —y en I%(—h,T;V),

u™(T) — € en L2(Q; V),

V™ — gy en [2(—h,T;V),

v™(T) — n en L*(Q; H),

A(Jume() = A(Ju(-) en I*(0, T; V*),
A'(Jume() = A'(Ju(-) en I2(0,T5V*),
B(um () = B() en IX(0,T; V*),
Fo(-,u™ o) — Fo(-) en I12(0,T; V*),
G1(-,u™ v™) — Gy () en I%(0,T; H).

IN

c3

I

Veamos en primer lugar que 3u’ = v. Puesto que (u™*)’ = v en [0,T] podemos
asegurar que si x es una funcién absolutamente continua sobre [0,7] tal que x €
HY0,T) y x(T) =0, y fijamos w € H, entonces

_ T T
(P @.0) %0 = [ 0™ wx(ds + [ (@ (6, u) (o)
0

0



4. Ecuaciones estocasticas de segundo orden en ¢ con retardo 85

Si tomamos limites en la expresién anterior cuando k — +00, tenemos

T

T
- @) x0) = [ 0),u)x(e)ds + [ () w) X (s)da Y € B
0
Fijemos ahora ¢t € (0,T") y para cada n > 1 tal que ¢t + % < T definamos

. 1
si0<s<t-g,

+n(t—s) sit—i<s<t+21n,
31t+ <s<T

X"(s) =

O = =

Entonces

1

T t+ 5o
— ((0), w) = /0 (w(s), w) X (s)ds — n /t_L (u(s), w) ds Vuw € H,

2n

y tomando lfmites obtenemos, p.c.t. t € (0,7T)

— ($(0), w) = /0 (0(s), w) ds — (u(t), w) Yo € H,

con lo cual, gracias a la separabilidad de H, p.c.t. t € (0,T)

¢
u(t) = $(0) + / v(s)ds, (4.29)
0
(igualdad en V*). Si definimos

) = ¥(0) + fot v(s)ds sit e [0,T],
»(t) sit e [—h,0],

ya que ¥ € L2(Q;C(—h,0;V)) y v € I?(~h,T; V) ficilmente se demuestra que & €
L2(Q;C(=h,T;V)), siendo @ = u p.c.t. t € [-h,T] y @ = v en [—h,T|. Redefiniendo
u como U probamos que u € L3(Q; C(—h,T;V)), u =1 en [~h,0] y v/ = v en [—h,T].

Consideremos de nuevo x una funcién absolutamente continua sobre [0, 7] tal que
x € HY(0,T) y x(T) = 0. Fijemos m; y sea w € Vin;- Entonces, si 1 < m; < my,
obtenemos

T
(P /(0), w)x(0) = - / (A(s)um™ (s), w) x(s)ds

T

+ (s, ug™, vg™) + f(s), w) x(s)ds

T

+

[
T T
+ [ @ X(eds = [ Bla o), w) xto)as
/0 (s, u™ , u™) + g(s),w)x(s)dW (s).
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Si al igual que antes tomamos limites cuando my — 400, tenemos en cuenta que m;
es arbitrario y |J V., es denso en V, entonces obtenemos
m>1

T

T
—(®'(0), w)x(0) = —/O (A(S)U(S),WX(S)dS—/O (B(s), w) x(s)ds

T
+ /0 (Fa(s) + £() whx(o)ds + [ (uls)w) X (s

0

T
+/ (G1(8) + g(s),w)x(s)dW (s), Yw € V
0

Si fijamos ¢ € (0,7") y consideramos otra vez las funciones x™, de la igualdad anterior

obtenemos que

T T
W) = = [ s [ e (s
T o
= [ @ + e eds—n [ 7wl u)as

T
+ / (G1(s) + 9(5), w)x"(s)dW (s),
1]

con lo que al pasar al limite, p.c.t. t € (0,T), Yw € V

t t t
W) = - [ (AEu),u)ds- [ By ds+ [ (Falo)+ ss)w) ds
t
- w0 0)+ [ (Ga(s) + g(s), w)aW ).
Gracias ahora a la separabilidad de V obtenemos, p.c.t. t € (0,7,
1 t
o(t) = ¥(0)— / A(s)u(s)ds — / B(s)ds (4.30)
, 0 "
" /0 (Falo) + £(6)ds + [ (G1(6) + 9(s)aW (s),
(igualdad en V*). Si definimos

¥'(0) — [y A(s)u(s)ds — [} B(s)ds
B(t) =+ [UFs) + £(s)ds + [UG(s) + g()dW(s), sit € [0,T],
Y (1), sitel-h0,
tenemos que U = v p.c.t. ¢ € (=h,T), luego ¥ € I2(—h,T;V). Adem4s, puesto que

Y(0) € H, AC)u(-),B(-),F2() vy [ € I*(0,T5V*) y Gi(-) v g(-) € I*(0,T; H) se
verifica que ¥ € L2(Q; C(—h,T; H)) (ver Pardoux [53, teorema 1.4]). Redefiniendo v
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como ¥ tenemos probado que v € L3(Q; C(~h, T; H)) N I?(—h,T; V), y verifica (4.30)
vt € [0,T).

Por otro lado, fijemos m; y sea w € V,,;. Entonces, si 1 < m; < my, obtenemos

T T
(% (T),w) = (Pryt(0),w) / (A(s)um (5),w) ds — /0 (B(s, 0™ (5)), w) ds
T
434 (Fa(s, u™, o) + f(s), w) ds
T
-{A(GﬂsuTﬂ%”)+g@%wMW%$,

luego si tomamos limites débiles en L?(Q; H) cuando my, — +oo, y usamos que |J Vi,
m>1

es denso en V, obtenemos

T T
(nw) = @(0)w)— /0 (A(s)u(s), w) ds — / (B(s), w) ds

0

T T
+ / (Fa(s) + f(s),w)ds + / (G1(s) + g(s),w)dW (s), Yw €V,
0 0

y, comparando con (4.30), obtenemos v(T) = 1. También vamos a comprobar que

u(T) = £. Si tomamos limites débiles en L%(2; V) cuando my — 400 en la expresién

_ T
W™ (T) = B (0) + /0 V™ (5)ds

obtenemos que £ = ¥(0) + fo s)ds, por lo que basta comparar con (4.29).
Por tanto, hemos probado hasta el momento que

(we L2 C(=h, T;V)), v € I*(~h,T; V) N L}(Q; C(—h, T; H)),
W(t) = v(t), t € [=h,T),

(t) + Jo Als)u(s)ds + Jy B(s)ds = ¢/(0)
+ Jo (Fa(s) + f(s))ds + [3(Gu(s) + g(s))dW (s), t € [0, T,
wT)=¢ v(T) =17

\ u(t) = 1/)(75), te {_haO]'

Para finalizar esta etapa basta con demostrar que G1(t) = G1(t, us, vt), B(t) — Fa(t) =
B(t,v(t)) — Fa(t, us,vt), Vt € [0, 7).
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Para ello, consideremos X,Y € I?(—h,T;V), tales que X (t) = %(¢),Y (t) = ¢'(t),
p.c.t. t € (—h,0), P-c.s. Definamos

T
o™ = 9F /0 M (B(t, ™ (1)) — B(t, Y(£)), 0™ (£) — Y (1)) dt
T
FAE /O M (AW (W™ (1) — X (1)), u™ (£) — X (1)) dt
-~ 0 ~ —~
+A\E he_M (HPmkw(t) — w(t)H2 + HPmk;/;’(t) - w'(t)“2> dt
_T T
FAE / oM [y (1) — Y(£)2 dt — vE / M lu™ (1) — Y (1) dt
0 0
-F /T e—)‘t |G1(t,u?'k,’l);nk) — Gl(t,Xt,}/t)th
0
—-2F /T e M (Fy(t, ul™ v)™*) — Falt, X, Y2), 0™ (t) — Y (t)) dt
0
_E A TN @) (1) - X(6), ™ () — X (1)) dt.

Entonces, debido a la hipétesis (H) y a (A.3) tenemos que z™ > 0. Por otro lado,

definamos

T T
y™ = 2 / =M (B(t, v™* (1)), v™* (1)) dt + AE / e (AR (£), u™ (1) dt
0 0
T T
+>\E/ e |vm’“(t)!2dt_7E/ e o™ (¢)|* dt
0 0
T T
_E / M |Gy (¢, u™ )P dt — 2 / =2 (Fy(t, ul™ , u™ ), o™ (1))
0 0
T

. e—)\t ! ™ u™e .
E /0 (A (tyw™ (), u™ (t)) dt
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Entonces

T
_ - B Y olf) —
_ 9B / ))dt — 2 /O (B(t, Y (£)), v(t) — Y (1)) dt
—\E /0 e M (A() X (1), u(t) — X(t)) dt
A\E T—MA X)) dt+ \E T"\thzdt
SAE [ (Au(e), X@)de+ A [ e Y )
—QAE/ - dt—'yE/ e ||V ()2 dt
+27E/ Y(t)dt - F /Te_M|G1(t,Xt,Yt)| dt
0
+9F / e M(G1 (1), Gu(t, X, Yi))dt + 2 / L e R0, V() dt
0 0
T
128 / &= (Fy(t, X, Yi), u(t) — Y () dt
7 T
+E /0 e (A (OX (), ult) - X(t))dt+ E /0 e (A (tyu(t), X (t)) dt.
Ahora bien,
& TE ™ ()P 4+ e B (AT (), (T) = E (A0 Py (0), B (0))

9 T T
—E | P, ' (0)]" + AE / e M |u™k (8)|* dt + AE / e M (A(H)u™ (), u™ (t)) dt
0 0

IN

T T
E / e (A (L™ (t), u™ (t)) dt — 2E / e (B(t,v™(t)), v™* (t)) dt
0 0
T

128 [ & (Bt o) + £, 07 0)

0

T
+E/ e MGy (t, up™, vp™*) + g(t)|” dt,

0
con lo cual

Y™ < e TR (TP - e T E (AT (T), u™ (1))
+E | Pyt (O)[ + B (A(0) P $(0), P, $(0) )

T T
E /0 e [[ome ()2 dt + 2 /0 e (£(1), v™ (1)) dt

T T
+E / Mg dt + 2B / (Ga(t, u™ , w™), g(1))dt,
0 0
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y entonces

limsupy™ < —e T E (D)) - e ME (AT)u(T),w(T)) + E ’1&’(0)‘2
k—+00

T 2
+E (A0)(0), $(0)) — / e flu(t) |2 dt

+2F / -5t ¢ ) dt + B / M |g(1)[2 dt
+2E/0 (Gi(t)
Por otro lado
e E [v(T)]? + e E (A(T)u(T), w(T)) — B |[¢/'(0)[* - ¥(0),%(0))

T T
—At 2 —At U u
FAE /0 M ()2 dt + AE /O M (A)u(t), u(t) dt
= Te‘” A'(t)u(t),u(t)) dt — 2E / ! e M (B(t),v(t)) dt
= B e oun [ e s,

T T
+2E/O e M <f2(t)+f(t),u(t)>dt+E/0 e M |Gi(t) + g(t)]* dt,

consecuentemente

T T
: M -\t — At u ”
1;Ei1£y < AE/ Mlu(d)] dt+/\E/ (A(t)u(t), u(t)) dt
-E / A (tyult), u(t)) dt
T
—7E/0 &M (1) dt+2E/0 =M (B(2), v(t)) dt
_E /O e NGy (0P dt - 2 /O "N (F (), 0(0) dt

Por tanto

0 < 1imsupxm<2E/ M (B() = B(t, Y (1)), v(t) — Y () dt
k—+o00

-E / e (A () (ult) - X (1)), ult) — X (1)) dt
0
T
—E/ “MIGU(H) — Gyt X, Vi) dt
aE/ — Bylt, X, Vo), 0(t) - Y (1)) dt
-ME/ AW (u(t) - X(0), u(®) - X (1)) dt
LAE / M ly() — Y(£)2dt — vE / " e o) - Y2 dt.
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Si ahora tomamos X (t) = u(t) e Y(¢) = v(t) en la desigualdad anterior, entonces, se
sigue de manera inmediata que G1(t) = G1(¢t, ut, v¢), t € [0,T]. Luego para concluir esta
primera etapa s6lo necesitamos comprobar que B(t) — Fa(t) = B(t, v(t)) — Fa(t, us, vt)
vt € [0,T).

Si tomamos X (t) = u(t) — 6X(t), Y(t) = v(t) — 6Y(t), de tal modo que X,Y e
I?(~h,T;V), siendo X (t) = Y(t) = 0 p.c.t.t € (—h,0), entonces

0 < 2E / Y <B(t) —B(t,v(t)—a?(t)),?(t)>dt
0

T o~ o~
_62E / e (A WX(0,X (1)) dt
0
T ~ o~ ~
_96E / e (Falt) — Folt,w — 6%, — 67, V(1))
0
T - - T - 2
1A / e (AWX (1), K (1)) dt + APE / |70 ar,
0 0
(hemos tenido en cuenta que «y > 0). Dividiendo por § y haciendo § — 0, obtenemos

0<2E /0 Y <B(t) — Fa(t) — B(t,v(t)) + Falt, us, vr), ff(t)> dt,

(va que tanto B como F3 son hemicontinuas). Puesto que Y es arbitrario en I 20,T; V),
concluimos que B(t) — Fa(t) = B(t,v(t)) — Fa(t, us, ve) en (0,T). Con esto finalizamos
la demostracién de la primera etapa.

Etapa 2: Ahora consideramos el problema completo (P). Sea (u’,1%) = (0,0) y
definamos mediante recurrencia una sucesién de pares de procesos {(u™,v")}p>1 de la
forma
( u™ € L3 C(=h, T; V), v* € I2(—h, T; V) N LA(Q; C(—h, T; H)),
(u™)'(t) = v"(t), t € [-h, T,

v (t) = ¢'(0) — 5 A(s)u(s)ds — [ B(s,v"(s))ds

+ fo (Fa(s, w00 71) + Fa(s,uf, of) + f(5))ds

+ J5 (Gols, up ™, 03 ™1) + Ga(s,u3, 0F) + g(5))AW (s), € [0,T),
L u™(t) = 9(t), t € [—h,0].

(P")

Siut e L3(Q;C(~h,T;V)) y o™ ! € L*(Q; C(~h,T; H)) N I*(—=h,T; V), entonces
Fi(t,u™ vl € I2(0,T; V™), Golt,ul ™, vP ) € 12(0,T; H) (gracias a la nota 6).
Teniendo en cuenta la Etapa 1, tenemos asegurada la existencia de una tnica solucién
del problema (P").
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Vamos a probar que {u"}, 5, es una sucesién de Cauchy en L2(Q;C(—h,T;V)) y
que {v"}, -, es una sucesién de Cauchy en I?(—h,T;V) N L2(C(~h,T; H)). Te-

niendo en cuenta el teorema 15, aplicando la férmula de It6 al proceso
e~ |'vn+1(t) - v"(t)|2 +e M <A(t)(u"+1(t) —u™(t)),u" () — u”(t))
y usando las hipétesis (H), (A.2) y (A4.3), obtenemos que
e AT lv"'H(t) — " (t) ’2 + ae™?T Hu”“(t) - u"(t)“2

e t " (s) — v(s)||> ds
e [ oris) = o) a

t
2/ <F1 s,uy,vy) — Fi(s,uy~ 1,02_1),v"+1(s)—v”(3)>ds
0

IN

+2 /Ot(Go(s ul, v — Go(s,u? ™, v 1), 0™ (s) — v™(s))dW (s) (4.31)
+2 /Ot(Gl(s,u?H,v;H'l) — Gy(s,u,v™),v"(s) — v™(s))dW(s)
+/t IGO s,uy, vy Go(s,u?‘l,vg_1)|2ds
/0 (G1(s,u™, v — Gy (s, ul, 1), Go(s, u?, v") — Go(s,u? 07 1))ds.
Si tomamos esperanzas y posteriormente supremos obtenemos

e ( sup E|v"t(s) — [ + a sup EHun+1 u”(s)H2
0<s<t 0<s<t

N / o™+ (s) — v"(s)”2ds)

< 68 [ |(Filssaaed) - Fals, 0~ o), 6) — (5] ds
+3E/ |G0 S, ul, vy) Go(s,u?‘l,vg‘l)fds

*w/GmMM’MJGm%m)%@%v>amwﬂﬂﬂm.
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Acotemos cada uno de los sumandos del lado derecho de la desigualdad anterior. Por
un lado, gracias a (G1.4) y a (Gp.5), obtenemos que

6E/ Gl(s un+1 n+1) Gl(sausvvs) G0(33u?7v?) - GO(Sau?_lav?—l))ds

e T
< I E/ |G (s, L, 02F1) — G (s, ul, o) dis
iZIfS;E/ IGO 8, uy, vy) Go(s,u?_l,v?_l)fds
—-AT —AT t
< 3 E/ Hu”“(s)—u”(s)|l2ds+ve3 E/ |Iv"+1(s)—vn(8)|l2ds
0 0
G t
+%ﬁo/ <sup EHu —u” H + sup E'|v v”'1(0)|2> ds.
e 0 \0<6<s 0<0<s

Por otro lado, gracias a (F.5),

t
68 [ [(Fa(syuf, o2) = Fyfo,u 4,027 1),071(s) = 07(5)) | ds
0

IA

"’"’1(3) — v"(s)”2 ds

27CH 2 n e 2
+W/O <Os<1;;<) E||u (0) —u™~ (0)” +OSS%IS)SEIU @) —v 1(0)| )ds.

De manera inmediata (Gy.5) implica que

t
E / |Gols, u?, v) — Go(s, un~!, w1 P ds
0

t
< 3C’G°/ (sup E|ju"(6 0)“ + sup E|v"(f _1(9)|2> ds
0 \0<o<s 0<6<s
Por tanto
sup E|v"*(s) — ‘ + a sup EHu"‘H u”(s)”2
0<s<t 0<s<t
Yo [* 2
W28 [ i P
0
<2 / sup E [|umt1(8) — un(9)||” ds
3 Jo o0<o<s
+k/ (sup E||u u"_1(9)||2+ sup E|v"(0)—v"‘l(0)|2> ds
0 \0<6< 0<6<s

27K, CGo F
donde k =e2XT ( autmen 3C’G°e_>‘T) .
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Si llamamos X™*1(t) = sup E |v™1(s) — v“(s)|2 + sup E [jut(s) - u”(s)”2,
0<s<t 0<s<t
entonces hemos demostrado que

t i
XHLE) < Ky / X"(s)ds + ks / X"+ (5)ds,
0 0

eZAT(27KG CGo427CF1 3,ycGOe—)\T)
— 1 _
donde &y = S in(Ta) y k2 3min(L,a)"

(0, T], podemos escribir, para todo 6 € [0, 1],

Si ahora fijamos ¢t €

7] g t 7]
xMLHE) < Ky / X™(s)ds + ko / A" (s)ds < Ky / X™(s)ds + ko / A" (s)ds.
0 0 0 0

Puesto que ¢ est4 fijo, aplicando Gronwall obtenemos
t
Ax™(g) < (k1 / X”(s)ds) e v e [0,1],
0
luego
t
APH() < fyekeT / A7 (s)ds
0

e iterando llegamos a que

(klesz)n

n+1
AT < n!

XYT),¥n > 1, Vt e [0,T].

Como consecuencia, para cada n > 1 se verifica

sup B [v"1(s) —o™(s)]* + sup E[um(s) —u(s)|” < wxlm. (4.32)

0<s<T 0<s<T n!

Ademss

v r 2 T T
e /O o7 (s) — ()P ds < h /O X" (s)ds + ko /0 X"+ (5)ds

3
(klesz)n‘l
(n—1)!

kaT\n
1 (k1e™")
(T + kT

< kT xNT),
es decir, puesto que ademss v™1(¢) = v™(t), Vt € [—h, 0], {v"},cy s una sucesién de
Cauchy en I?(—h,T;V).

Para demostrar que {u"}, 5, es una sucesién de Cauchy en LX(Q;C(-h,T;V)) y

{v"},,>1 es una sucesién de Cauchy en L?(%; C(—h, T; H)) volvamos a (4.31). Ahora
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tomamos en primer lugar supremos y a continuacién esperanzas. Obtenemos entonces
T (E ( sup lv"“ s) — v"(s)lz) +aF ( sup ||u"+1 (s)|| )
0<s<t 0<s<t
B / o™ (s) — v (s)|” ds)
E/ KFI(S’U’?’ U?) - Fl(sa u?——l,vg—l)’,vn—é—l(s) - Un(8)>| ds
0

IA

+6E ( sup / (Go(0,up,vy) — GO(H,ug—l,@g-l),anrl(e) - Un(e))dW(O)D
0<s<t {JO

+6F ( sup / (G1(0,ug ™, vg*h) — G1(6, ug,vg), v (0) — v”(@))dW(G)I)
0<s<t |JO

+3E /Ot |G0(s,u;‘,v;’) - Go(s,u’;_l,v?_l)Iz ds
+6E/Ot(G1(s,u?+1,'v?+1) — G1(s,u™,v7), Go(s,ul,v7) — Go(s,u” 1,07 1))ds.
De nuevo, gracias a (F1.5),
’\TE/ |<F1 s,u, vl — Fi(s,u™ Yo" 1), 0" (s s))[ds
< %E/O o™+ (s) — v(s) |? ds

T F gt
+M/ (sup E||u™(6) — u" H + sup E |v™(0 v"_1(0)|2> ds.
0

Y 0<9<s 0<0<s

Ademis, usando (Gy.5),
378 [ (Gl )~ Gols, 03 ) s

< ’\TC'GO/ (sup EHu —u"” || + sup El’U ‘1(0)|2) ds
0

0<6< 0<6<s
que junto con (Gp.4) implica que
6T E / (Ga(s, uB, 07+Y) — Gy (s, u, w1, Gols, ul', u™) — Go(s, ul ™2, ™)) ds

t
< 3E / 1) = u (@) ds + 35 [0 (6) = 7o)

+27e2)‘TKG1 CGo /
0

sup E ||u™(0 u"‘1(0)1|2ds

Y 0<6<s

+27e2’\TKGIC’G° /
0

E [v™(9) — v 1(0)[* ds.
5 sup |v )—v )|s

0<0<s
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Acotamos ahora los sumandos estocésticos:

6e*TE ( sup / (Go(0,ug, vg) — Go(8,ug ™t w5~ 1), v (8) — U"(ﬁ))dW(G)')
0<s<t|Jo
1 n+1 2
< ZE| sup [o"F(s) —v"(s)]
3 \o<s<t
¢
+243ez>‘TC’G°/ (sup E|ju™(0 '1(9)||2+ sup E [v™(6) ~v""1(9)|2> ds
0 \0<6< 0<6<s
y
6eATE( sup | [(G1(6, 05 05 - Gl(e,uz,w),v"“(e)—v"w))dW(e)})
0<s<t |JO
<

%E ( sup [+ (s) v"(s)|2>

0<s<t

+243e K g, (E/O [lu"tt(s) - u"(s)“2 ds + E/o v (s) - v"(s)”2 ds> .

Por tanto, 3k > 0 tal que

éE ( sup ’U"H (s) — v”(s)|2> +aF ( sup |[u"t1(s) (s)]| )

0<s<t 0<s<t
1 n-+1 an 2
+3E/0 0" (s) — v (s)” ds

(Z +243¢TKg,) sup E|[u"1(0) u"(@)”2 ds
3 0 0<6<s

IN

+24332/\TK61E/0 ”vn'i-l(s)—’un(s)HQdS

+k/t ( sup EHu —u” || + sup E‘v v”_1(0)|2> ds.
0 \0<6<s 0<6<s

Teniendo en cuenta (4.32) y que {v™}, -, es una sucesién de Cauchy en I?(—h,T;V),
concluimos {u"}, -, es una sucesi6n de Cauchy en L?(Q; C(=h,T;V)) y {v"},>1 s
una sucesién de C_auchy en L%(Q; C(—h,T; H)). Por tanto, existen tres procesos u €
L2(Q;C(=h,T;V)), v € L2(Q; C(—=h,T; H)), v € I*(—=h,T; V) tales que

u" — wen L2(Q;C(-h,T;V)), (4.33)
" — Ten L2(Q;C(~h,T; H)), (4.34)
v — wven I*(=h,T;V). (4.35)

Veamos en primer lugar que v = v. Gracias a (4.34):

T T
lim E [v™(s) — 3(s)]*ds < lim E/ sup |v™(6) — T(6)ds =0,

n-—-+4o00 n—+oo h —h<6<s
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por tanto, v™ — ¥ en I2(—h, T; H). Comparando con (4.35) concluimos que

v="7 (4.36)
Veamos qué relacién hay entre « y v. Como u® — u en L2(Q;C(—h,T;V)) C
L3(Q;C(—h,T; H)), dado w € V C H se verifica que (u"(t),w) — (u(t), w) en L*(Q x

d
(—h,T)). Por otro lado, a(un(t),w) = (v™(t),w) — (v(t),w) en L*(Q x (=h,T)). Es
d
decir, Elaz(u(t), w) = (v(t),w). Como V es denso en H, lo anterior implica que
F/(t) = v(t).

Veamos ahora la convergencia del resto de los sumandos del problema (P"):

Teniendo en cuenta (4.33) y la linealidad del operador A se verifica que
A()u() = AQ)u() en L2(Q;C(0,T; V7). (4.37)

Ademis (4.35) junto con (B.3) implica que existe una subsucesion { B(t, v (t)) }n,>1 C
{B(t,v"™(t))}n>1 y un proceso B € I*(0,T;V*) de manera que

B(t,v™(t)) — B(t) en I*(0,T; V*). (4.38)
Gracias a (4.33), (4.34), (4.35), (4.36) y a (F1.3) conseguimos demostrar que
Fi(u™ o™ Y = Fi(u,v) en 120, T;V*). (4.39)
También, debido a las relaciones (4.33), (4.35) y (F2.4) obtenemos
Fy(-,u™, ") — Fy(,u.,v.) en I2(0,T; V*). (4.40)

Con respecto a los términos estocésticos, por una parte, gracias a (4.33), (4.35) y a
(Go.3), se verifica

Go(-,u™ 1, v 1) — Go(-,u.,v.) en I*(0,T; H), (4.41)
y, por otra,
G1(-,u™, ") — G-, u.,v.) en I?(0,T; H) (4.42)

debido a (G1.4), (4.33) y (4.35). Haciendo n — oo en (P") las convergencias (4.33)-
(4.42) implican

((we L2(Q;C(—=h,T;V)), v e I*(~h,T; V)N L3(Q; C(—h,T; H)),
w'(t) = v(t), t € [=h,T),
o(t) = ¢'(0) — fy Als)u(s)ds — J; B(s)ds
+ Jo (Fi(5,us,vs) + Fa(s, s, v5) + f(s))ds
+ [S(Go(s,us, vs) + G1(8, us, vs) + g(8))dW (s), t € [0,T],
| u(t) = ¥(t), t € [~h,0].
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Basta entonces demostrar que B(t,u/(t)) = B(t), t € (0,T), lo cual se obtiene siguiendo
un argumento similar al que se hizo en el teorema 13. Por tanto, tenemos demostrado
la existencia de solucién del problema (P). =

A continuacién vamos a enunciar un teorema cuya demostracién vamos a omitir,

puesto que sigue los mismos pasos que la del teorema anterior.

Teorema 18 Supongamos que se verifican las hipdtesis (A.1) — (A.4), (B.1) — (B.5),
(Fl.l) - (F1.3), (Fz.l) - (F2.4), (Go.l) — (G0.3), (Gl.l) - (G1.4), (H), (F1.5) Y (G0.5).
Si ademds consideramos Fy : (0,T) x C(=h,0; V) x C(—h,0;V) — H tal que:

(ﬁl.l) La aplicacion t € (0,T) — 2} (t,&,m) € H es medible Lebesgue, p.c.t. t,V({,n) €
C(—h,0; V) x C(=h,0; V).

(F1.2) p.ct. te (0,T), la aplicacion (€,1m) € C(=h,0;V) x C(=h,0; V) — Fi(t,&,n) €
H es lineal.

(ﬁ1.3) Eziste Ci > 0 tal que V§,n € C(=h,0;V) y p.c.t. t € (0,T) se verifica
= 2 2 2
|Fit.em)| < Cr, (1 now) + 1B Chony):
(ﬁ'l.él) Eziste K > 0 tal que Vz,y € C(=h,T;V) y ¥Vt € [0,T]
t P t 9 9
| |Atsan] s < 5, [ (61 + lute) s

Entonces, para cada f € I?(0,T;V*), g € I*>(0,T; H), up € L*(Q, Fo, P;V),
vo € LA, Fo, P;H), y v € LAQ;C(—h,0;V)) tal que o' € I*(=h,0;V) N
L%(Q; C(—h,0; H)) dados, existe una tnica solucion del problema

(we L2(Q;C(—h,T;V)), ' € I2(—h,T; V) N L3(Q; C(—h, T; H)),
W(t) + fy A(s)u(s)ds + [§ B(s,u/(s))ds

= 9/(0) + [y (Fu(s, us, ul) + Fi (s, ua,ub) + Fa(s, us, u}) + f(s))ds
+ [ (Gols,ua, ul) + G (s, us, ) + g(s)AW (s), t € [0, ),

u(t) = ¥(t), t € [—h,0].

\

Supongamos ahora que F; ademds satisface la hipétesis siguiente:

(F1.4) Existe Kpy > 0 tal que Vz,7 € C(—h,T; V),V y,5 € C(~h,T; H) y Vt € [0,T]
t
/ ”Fl(S,ws;ys) - Fl(&ihﬁs)“i ds
0

< Kp /_th(llw(S) —Z(s)II* + ly(s) — () [*)ds,
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entonces, al igual que antes podemos demostrar el siguiente resultado:

Teorema 19 Supongamos que se verifican (A.1)-(A.4), (B.1)-(B.5), (F1.1)-(F1.4),
(F.1)-(F1.4), (F.1)-(F2.4), (Go.1)-(Go.3), (G1.1)-(G1.4) y también (H). Entonces,
para f € I2(07T;V*); g € I2(O,T;H)7 Up € L2(Qa~7:07p; V); Vo € L2(Qaf0,P;H)7
01 € I*(—h,0; V) y py € I?(=h,0; V) dados, eziste una tinica solucion del problema
((we I2(=h,T; V)N LAQ;C(0,T; V), v € I3(=h,T; V) N L3(Q; C(0,T; H)),
u'(t) =v(t), t €[0,T],

v(t) + fg A(s)u(s)ds + f(f B(s,v(s))ds = vp

S +fg(F1(S,Us,’Us) + ﬁl(saumvs) + F2(Saus,vs) + f(S))dS

+f0t(GO(37’UJ37'Us) + GI(S»USa'Us> + g(s))dW(s), te [OvT]’

u(0) = uyg,

u(t) = @1(t), v(t) = po(t), p.c.t. t € (—h,0).

Supongamos ahora que tenemos dos familias de operadores no lineales E(t, )
V-oV*y E(t, -} : H — V* definidas p.c.t. t € (0,T) verificando las hipétesis:

(A.1) Medibilidad: Vu € V, la aplicacién t € (0,T) — A(t,u) € V* es medible
Lebesgue.

(A.2) A(t,0) =0, p.c.t. t € (0,T).

(A.3) Existe Ly > 0 tal que Hﬁ(t,u)—ﬁi(t,a)ﬂ < Lillu—1l, Yu,@ € V, pct.
te(0,T).

(B.1) Medibilidad: Vv € H, la aplicacién ¢ € 0, T) — B(t,v) € V* es medible
Lebesgue.

(B.2) B(t,0) =0, p.c.t. t € (0,T).

(B.3) Existe Lg > 0 tal que Hé(t,v) — E(t,ﬁ)” < Lglv—"9], Yv,v € H, pct. t €
0, 7). ’

Supongamos adem&s que tenemos un operador §() € L*(0,T; L(V; H)).
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Entonces podemos asegurar que bajo las condiciones del teorema 18 existe una

tinica solucién del problema

((we L2 C(=h,T;V)), u € I2(—h, T; V)N L3(Q; C(—h, T; H)),
'(t) + fg A(s)u(s) + A(s, u(s)))ds

+Jo(B )+ B(s,u/(s)) + B(s)u'(s))ds

=¢'(0) + fo (Fi(s,us, uf) + Fi (s, us, uy) + Fa(s, us, uf) + f(5))ds

+ Jo (Go(s, s, u) + G (s, us, 1) -+ g())AW (s), £ € [0,T),

u(t) = ¢(t), t € [—h,0].

También podemos asegurar que existe una unica solucién del problema siguiente

(suponiendo en este caso las condiciones del teorema 19):
((we I2(—h,T; V)N L2(Q;C(0,T; V), v € I3(~h, T; V) N L3(S; C(0, T; H)),
u’(t) =o(t), te [o ],

)+ [ (A ) + A(s, u(s)))ds + [H(B(s,v(s)) + B(s,v(s)) + B(s)v(s))ds
= vy + fO(Fl(s, s, vs) + F1(s, us, vs) + Fa(s, us, vs) + f(s))ds
+ Jo (Gols, 1, vs) + G1(s, us,vs) + g(s))dW (s), t € [0, T,

U(O) = ug,
. u(t) = ¢1(t), v(t) = po(t), p.ct. t € (=h,0).

Para finalizar este Capitulo vamos a analizar un par de ejemplos en los cuales apli-

caremos algunos de los resultados obtenidos anteriormente.
Ejemplo 2

Supongamos que O C R™ es un abierto acotado cuya frontera 9O es suficientemente

regular. Sean H = L?(0) y V = HY(0O). Supongamos que A(t) = —A para todo

€ (0,T). Sea ho : [0,7] x R x R® — R una funcién medible tal que 710(15, 0,0)=0,V
t € [0,T], de manera que exista Ly, >0 tal que

[Bo(t, a,y) — ho(t, @ 9)| < Ly, (Ja— @l + |y — 71),

Y(a,y), (@,7) € RxR", V¢t € [0,T]. Paracadaw € H(O) y t € [0,T], vamos a denotar

por Ag(t, w) al elemento de L2(0) definido por Ag(t, w)(z) = ho(t, w(z), Vw(z)), p.c.t.
x € O.Sea ko : [0,T] xR — R una funcién continua tal que (ko(t,a)—ko(t,a)){(a—a) >
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0Va,a€R,Vte[0,T], de manera que existen constantes cg, > 0y 8 > 0 verificando
lko(t,a)| < ckylal, ko(t,a)a > Ba® VaeR, Vtel0,T)
Supongamos también que ko : [0,T] xR — R es una funcién medible tal que Eo(t, 0) =
0, Vt € [0,T], y que exsite Ly, > 0 tal que
|ko(t, @) — ko(t,3)| < L la -1l
Va,@ € Ryt € [0,T]. Dado w € L*(O) denotemos, para t € [0,T], por Bo(t,w) y
Bo(t,w) las funciones de L2(0) definidas, p.c.t. € O, por
Bo(t,w)(x) = ko(t,w(z)), Bo(t,w)(x) = ko(t,w(x)).

Consideremos ahora dos funciones medibles fy : [0,7] x RXR* xR — Ry go :
[0,T] x RxR™ xR — R, y seis funciones medibles w; : [0,T] — R, i = 1, ..., 6, tales que

0 < w;(t) < h, Vt € [0,T). Supongamos que fo(t,0,0,0) = go(¢,0,0,0) =0, V¢ € [0,T],
y que existe L > 0 tal que

|folt, a,y,b) — fo(t,d@,5,0)] < L(la—al|+ |y — 7|+ |b— b)),

l90(t, a,9,b) — go(t,@,5,0)] < L(la—al + |y — 7+ [b—8]),
Vt € [0,T], Va,3,b,b € R, Yy,§ € R™. Para cada (¢,£,7) € [0,T] x C(=h,0; V) x
C(—h,0; H), vamos a denotar por Fy(t,€,n) y Go(t,&,n) las funciones de L2(O)
definidas, p.c.t. x € O, por

Fot,gm)(z) = fo(t,&(-wi(t))(z), VE(—w2(t))(2), n(—ws(?))(x)),
Go(t,§,m)(x) = go(t,§(—wa(t))(z), VE(=ws (1)) (), n(—ws(t))(x))-
Entonces se puede comprobar facilmente que se satisfacen todas las condiciones del teo-
rema 13 y de la nota 9, por tanto, para cada f € I2(0,T; L*(0)), g € I%(0,T; L*(0)),
y ¥ € L2(Q;C(—h,0; HY(0))) tal que ¢’ € L?(Q; C(—h,0; L?(0))) podemos asegu-
rar la existencia y unicidad de solucién u € L?(Q; C(—h,T; H*(O))), tal que % €
L2(9; C(—=h,T; L*(0))), del problema:

( 9%u

vl A + ho(t, u(t), Vu(t)) + ko <t, %(ﬂ) + ko (ta %(ﬂ)

= (o0 (10t = n(0), Vs — w0, G0~ w@)) +910)) T
\ +fo <t,u(t — wi(t)), Vu(t — wa(t)), %(t - w3(t))) + f(t), en O x (0,7),

ou
% =0, en 00 x (O,T),

u(t) = ¢¥(t), en O x [=h,0],
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donde hemos denotado por 7 al vector normal unitario exterior a 8O.
Ejemplo 3

Supongamos O C R" es un abierto acotado. Sean H = L?(0), V = H}(O) y
V* = H}(O). En este ejemplo vamos a suponer que A(t)w = —Aw+w, Vw € H}(O),
V¢ € [0,T]. Consideremos h : [0,T] x R x R® — R™ una funcién medible tal que

7L(t, 0,0) = 0 V¢ € [0,T], y supongamos que existe L; > 0 tal que

[t a,y) — h(t, &, P)| < Ly(la @l + ly - 71),
Y(a,y), (@,7) € Rx R, Vt € [0,T]. Para cada w € H}(O) y t € [0, T}, denotemos por

A(t,w) al elemento de H~1(O) definido por

(A(t,w),v) = /O Rt w(z), Vo(z)) - Volz) dz — /O w@)o(z)dz Vv e HY(O),

{13

donde estamos denotando por al producto escalar en R”. Para cada w € L?(0) y

t € [0, T7], denotemos por B(t,w) al elemento de L2(0) definido mediante B(t, w)(z) =

—w(z), p.ct. € O. Consideremos también dada una funcién continua & : [0, 7] x
R™ — R™ que verifica k(¢,0) = 0, V¢t € [0,7], existe ¢ > 0 tal que |k(t,y)| < clyl,
Yy € R™, vt € [0,T], y tal que

(k(t,y) = k7)) - (y—9) =0, Vy,yeR", Vitel0,T].

Para cada w € H}(O) y t € [0,T], sea B(t,w) el elemento de H~1(O) dado por

(B(t,w),v) = B/O Vuw(z) - Vu(z) dz + /Ow(:c)v(m) dx + /(9 k(t,Vw(z)) - Vo(z) dz,

Vv € H}(O), donde B > 0 es una constante fija. Sean ahora f1; [0, T]xRXxR* xR —

R"™ n funciones medibles, pi; 0,T] - R,i=1,2,3,j7 =1,...,n, 3n funciones medibles

tales que para cada (7, j) se verifica que 0 < p; (t) < h, Vt € [0,T)]. Supongamos que

f1,;(¢,0,0,0) =0, Vt € [0,T], Vj = 1,...,n, y que para cada j, existe Ly, >0 tal que
|f1;(8,a,9,0) = f1, (6,3, 5,0)| < Ly, (la — @] + [y — §1 + [b— b)),

Va,a,b,b R, Vy,j € R*, Vit c [0, T]. Denotemos Fi(t,-,-) la familia de operadores
definida por

(Fi(t,&m)v) == /O iy (61, () (&), VE(p, () (&) 1=, () () 5 (2) o,
Jj=1 J
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V(& n) € C(=h,0;V) x C(=h,0;H), Vv € V, para cada t € [0,T]. Consideremos
también n funciones medibles fo, : [0,T] x R x R” x R x R" — R, y 4n funciones 7 :
[0,7] = R, i=1,2,3,4, j = 1,..,n, de forma que para cada (i), 7; € C*([0,T]),
0 < 7i;(t) < h, Vt € 0,77, siendo 7} = fg?é}(4(tg%&}12] T;j (t)) < 1. Supongamos que
f2,(,0,0,0,0) =0, Vt € [0,T], Vj = 1,...,n, y que para cada j existe Lf2j > 0 tal que

-~

|f2j(t7a’7y7 b) - f2j(t’a,ga )|2 < Lf2j(|a‘ '—a”|2 + Iy - 37|2 + Ib - b|2 + IZ - g'2)7

Ya,a, b,g € R, Vy,y,2,7 € R*, Vt € [0,T]. Denotemos Fy(t,-,-) la familia de opera-

dores definido por

<F2(ta§’n)’v>

1

= _Z/f2j(t7§(_7—lj(t))’vﬁ('—’r?j(t))777(_7-3j(t))’vn(_7-4j(t)))(x)bax_vj(x) de,
Jj=1 (@]

V({&,n) € C(—=h,0;V) x C(=h,0;V), Yv € V, para cada t € [0,T]. Consideremos
también una funcién medible go : [0,7] X R x R® x R — R y tres funciones medibles
w;: [0,T] = R, i=1,2,3, tales que 0 < w;(t) < h, Vt € [0,T], ¢ = 1,2, 3. Supongamos
que go(t,0,0,0) =0, V¢t € [0,T], y que existe Ly, > 0 tal que

190(t, a,y,b) — go(t, @, 3,b)| < Lyo(la —@| + |y — 7 + [b— b)),

Yt e [0,T], Va,d,b,b € R, Yy,§ € R™. Para cada (t,£,7) € [0,T] x C(~h,0;V) x
C(—h,0; H), sea Go(t,&,n) la funcién de L2(O) definida como

Go(t,€,1)(x) = go(t, £(—w1(t))(x), VE(—wa(8))(2), n(—ws3(t))(x)), p-ct.z€O.

Vamos también a considerar una funcién medible g; : [0,7] x R x R* x R x R* — R

tal que g1(¢,0,0,0,0) =0, Vt € [0,77], de manera que existe Ly, > 0 tal que

91(t,0,9,5,2) — 91(£,@,7,5,)2 < Lgy (Ja =G + [y — 91> + [b = B> + |2 — Z1%),

Va,d,b,b € R, Vy,7,2,Z € R", Vt € [0,T]. Sean o; € CL([0,T)), i = 1,2,3,4,

cuatro funciones tales que 0 < o;(t) < h, V¢t € [0,T], i = 1,2,3,4, siendo ¢* =
7 .

lrél%ail(trelf&% 0;(t)) < 1. Paracadat € [0,T] y &,7 € C(—h,0; V), sea G1(t,€,n) el

elemento de L%(O) definido por

Gi(t, &) (2) = 91(t,€(—01(8)) (), VE(—02(1))(z), n(—03(t)) (2), V(—04(t))(2)),



4. Ecuaciones estocisticas de segundo orden en t con retardo

104

p.c.t. z € O. Entonces, se puede comprobar que si suponemos que

1

n L 2
f2; Lg, —8T
22(1_7;) o S e

o bien

— %
1TJ

1
n L, 2
22 ( 72 ) +1Lgl* < e lmax(28,T71),
o

=1

entonces se verifican todas las hipétesis del teorema 17 y la nota 9, por tanto, para
cada f € I*(0,T; H1(0)), g € I*(0,T; L*0)), y ¢ € L*(;C(—h,0; H(0))) tal
que ¢’ € L% C(—h,0; L3(0))) N I*(0,T; HA(O)), podemos asegurar la existencia

Ou

y unicidad de v € L2(Q; C(—h, T; H}(O))), tal que 5

€ LY C(=h,T; L2 (0))) N

I*(—h,T; H}(O)), solucién del correspondiente problema (R). Esta solucién puede

entenderse como la solucién del problema siguiente:

¢ % _ y '
(2? — Au+V - h(t,u(t), Vu(t)) — BA <?9_t(t>) -V-k (t,V (%
=f@t)+ ]il 6821; (t, u(t — py, (1)), Vult — pg, (1)), %(t ~ ps, (t)))

! =10z
(9004 01 (1.0tt = 20, Vute - s, Z (¢ - a0,

)
=
Nt

u =0, sobre 30 x (0,7,

| w(t) = ¥(t), en O x [~h,0).

+ g0 | t,u(t — wi(?)), Vu(t — wa(t)), 6—u(t — w3(t)) , en O X
at ot

)

# 35 G2 (1l — ry, (00, Vale =, (0), Gt = 7,00, 7 (G0 =, 0)) )
\Y%
(



Capitulo 5

Comportamiento asintético de

edp estocasticas no lineales

El principal objetivo de este Capitulo es analizar el comportamiento asintético de
ecuaciones diferenciales estocisticas, tanto en el caso en que no haya caracteristicas
hereditarias como en el que la ecuacién estocdstica contenga retardos.

Existen en la literatura diversas posibilidades para analizar dicho comportamiento
asintético. Por un lado, podemos considerar la estabilidad de los momentos (y més
concretamente la estabilidad en media cuadratica), o bien, la estabilidad c.s. o trayec-
torial (ambas definiciones se establecerdn en la préxima Seccién). Por otro, es posible
considerar un decaimiento de tipo exponencial o un decaimiento més general, siendo
en este ultimo caso la denominada funcién de decaimiento A(t) una funcién positiva
definida para t suficientemente grande y tal que tgmoo A(t) = +o0.

Bajo determinadas hipétesis la estabilidad de los momentos implica la estabilidad
trayectorial (véase Caraballo et al. [16]), por lo que en este Capitulo nos interesaremos
en un andlisis directo de la estabilidad trayectorial para las ecuaciones diferenciales
estocdsticas de tipo parabdlico. Por otro lado, como a continuacién veremos, nuestro
objetivo serd principalmente el estudio del comportamiento asintético con una funcién
de decaimiento A(t) general.

Como mencionamos en la Introduccién, una de las herramientas més potentes en
la teorfa de estabilidad de sistemas diferenciales no lineales es el método de Lyapunov.
Algunos resultados en los que este procedimiento es utilizado para demostrar estabili-
dad exponencial en media cuadratica se pueden encontrar, por ejemplo, en Khasminskii
y Mandrekar [32], Liu y Mandrekar [43], [44], Liu [40], Ichikawa [30] y Haussmann [29].

Sin embargo, cuando un sistema diferencial no sea exponencialmente estable (no lo
sean sus momentos o trayectorias) o no sepamos demostrar si lo es o no, sera interesante

plantear un anélisis de su estabilidad con funciones de decaimiento més generales, es
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decir, intentaremos determinar, si es posible, la velocidad o grado de decaimiento con
el que se “acercan” a otra solucién.
Hustremos con un ejemplo sencillo lo que estamos planteando. Consideremos la
siguiente ecuacién diferencial estocéstica
dX(t) = —ILHX(t)dt +(1+)7dW(®), t >0,
donde g > % es una constante y W (t) es un proceso de Wiener unidimensional sobre
un espacio de probabilidad adecuado. No resulta dificil comprobar que la solucién de

dicha ecuacién que satisface la condicién inicial X (0) = X, € R viene dada por
X(t)=Xo+W()1+t) % t>0.

Por tanto, se verifica que

lim sup M =0,
t—--o00

lo cual impide asegurar decaimiento exponencial de la solucién hacia cero.

Sin embargo, lo que sf se verifica es que

log | X 1
limsupwg— q—-), P —cs,
t—too  logt 2

es decir, tal y como vamos a definir, la solucién tiende a cero polinomialmente c.s.,
aunque la ecuacién no es exponencialmente estable. Vamos entonces a analizar otro
tipo de acercamiento que tiene sentido en diversidad de situaciones practicas donde la
estabilidad exponencial no se verifica.

Aunque en el caso sin caracteristicas hereditarias la técnica de Lyapunov es a veces
vélida para obtener condiciones suficientes para analizar la estabilidad de las soluciones
de ecuaciones en derivadas parciales estocdsticas, sin embargo, en el caso de ecuaciones
en derivadas parciales estocédsticas con caracteristicas hereditarias, incluso cuando los
retardos sean constantes, el método de Lyapunov es dificil de aplicar, como se pone de
manifiesto en Krasovskii [35], donde se analiza la estabilidad de ecuaciones diferenciales
ordinarias con retardos, o en Kushner [36] y El’sgol’ts y Norkin [23], donde se estudia la
estabilidad para ecuaciones en derivadas parciales estocdsticas. La razén fundamental
estriba en que resulta mucho més dificil, siendo a veces imposible, construir funciones
de Lyapunov para ecuaciones estocdsticas con caracteristicas hereditarias que para
aquellas en donde no las hay. Por esta razén varios autores han desarrollado una técnica
de comparacién entre ambos tipos de ecuaciones, véase, por ejemplo, Krasovskii [35],
Mao y Shah [48] y Caraballo et al. [19]. En dichos trabajos se analiza si la estabilidad

para la ecuacion sin retardos se transfiere de alguna manera a la ecuacién con retardos.
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Otro de nuestros objetivos es aplicar los resultados que obtengamos relativos a
estabilidad asintética c.s. de ecuaciones diferenciales estocdsticas a lo que se conoce
como estabilizacién tanto de sistemas deterministas como estocdsticos. En concreto,
analizaremos si la presencia de términos aleatorios en las ecuaciones de un modelo
produce que las soluciones tengan un comportamiento muy diferente al de las solu-
ciones del sistema sin ruidos. En dimensién finita el primer trabajo conocido es el
de Has'minskii [28], donde se consigue estabilizar un sistema usando dos fuentes de
ruido. También queremos mencionar Arnold [2], Arnold et al. [3] y Scheutzow [58],
donde los resultados de estabilizacién son obtenidos usando términos aleatorios en el
sentido de Stratonovich. Posteriormente, en Mao [45] y [46] se desarrollé una teoria
sobre estabilizacién y desestabilizacién para sistemas no lineales finito-dimensionales
mediante ruidos. Recientemente se han obtenido resultados relativos a estabilizacién
de sistemas deterministas y estocdsticos en Caraballo et al. [18] y Caraballo et al. [13].

En este Capitulo analizaremos en primer lugar el comportamiento asintético c.s. de
una ecuacion diferencial estocéstica de tipo parabdlico sin caracterfsticas hereditarias.
A continuacién, estableceremos resultados relativos a la estabilizacién de problemas
deterministas y estocdsticos. Posteriormente, realizaremos un anélisis de la estabilidad
c.s. para una ecuacién diferencial estocdstica parabélica con retardos de tipo variable,
donde veremos que somos capaces de garantizar la transferencia de la estabilidad asin-
tética c.s. del problema sin retardos al que sf los tiene. Finalmente analizaremos la
estabilidad exponencial en media cuadrdtica de una ecuacién diferencial estocdstica
de segundo orden en tiempo. A este respecto, queremos dejar constancia de que no
conocemos la existencia de resultados en esta linea. Si bien, en Curtain [21] se prueban
algunos resultados usando la teoria de semigrupos, no hemos encontrado resultados
en nuestro marco variacional. Por ello, los resultados que probamos en esta Memoria
son sélo una primera aportacién al estudio del comportamiento asintético de tales
ecuaciones, tema en el que sin duda seguiremos trabajando.

En todo este Capitulo supondremos que (€2, F, P) es un espacio de probabilidad
completo con una filtracién normal {F;}i>o.

Para finalizar con esta descripcién de lo que pretendemos sea este Capitulo, recor-
daremos la igualdad de la energia o férmula de It6 que aplicaremos.

Sean V' un espacio de Banach real separable y reflexivo, y H un espacio de Hilbert
separable real tales que V C¢ H = H* C V*, donde las inyecciones se supondrin
continuas y densas.

Puesto que en las aplicaciones las funciones de Lyapunov que vamos a utilizar suelen
tener la forma U(t,z) = A(t)®(z), nos vamos a interesar uinicamente en establecer una

férmula de Itd para dicho tipo de funciones. Supongamos que ® : H — R verifica
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(1) ®(u) es dos veces Fréchet diferenciable en u € H con ®(u), &' (u) y ®"(u) local-
mente acotadas sobre H,

(2) ®(u) y ®'(u) son continuas sobre H,
(3) la aplicacion u — ®"(u) es continua de H en £(H) débil,
(4) siv € V entonces ' (v) € V y v — (®'(v),u*) es continua para cada u* € V*,

(5) 3k > 0 tal que [|9'(v)|| < k(1 + ||v||), Vv € V.

Supongamos que V y V* son uniformemente convexos. Entonces se verifica el

siguiente resultado:

Teorema 20 Sea p > 2. Consideremos la funcion U(t,xz) = A(t)®(z), donde ® es
una aplicacion de H en R verificando (1)-(5) y A € C*[0,T]. Supongamos que X (t) =
Xo + J3 f(s)ds + [f g(s)dW (s), donde X € IP(0,T;V), Xo € LP(Q, Fo, P;H), f €
I (0,T;V*) y g € IP(0,T; H). Entonces, ¥t € [0,T], se verifica la férmula de It6

stquiente:

UtX®) = U0, Xo)+ /O X ()B(X(s))ds + /0 M) (®/(X(s)), f(s)yds  (5.1)

+ [ A X)W (5)+ 5 [ M@ (X5l 9(6)as.

Demostracién. Véase Pardoux [52], tanto para la demostracién de este resultado

como para la definicién de la traza de un operador. m

Nota 10 Observemos que (5.1) se puede escribir de la siguiente forma:
t t
U X®) = U0.X0)+ [ Ui X()ds+ [ (Ui XS ds (52
0 0

t t
+ [ X 9NV + 5 [ 0025, X(Dg(s) 5

A partir de ahora supondremos que V' y V* son uniformemente convexos.

5.1 Propiedades de decaimiento de soluciones de ecua-

ciones diferenciales estocasticas

En esta Seccién, haciendo uso de lo que se denominars funcién de Lyapunov apropia-
da y la desigualdad exponencial de la martingala, obtendremos estimaciones sobre el
exponente generalizado de Lyapunov de la solucién de una ecuacién en derivadas par-

ciales estocdstica sin caracteristicas hereditarias. Dichas estimaciones proporcionardn
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condiciones suficientes para garantizar el decaimiento asintético c.s. de las soluciones
con determinada velocidad.

Recordemos que IP(0,T;V) (donde p > 2) es el subespacio cerrado de LP(£2 x
0, T7),F @ B([0,T]), P®dt; V) formado por todos los procesos estocdsticos que son
Fi-adaptados p.c.t. t € (0,T).

Vamos a considerar el siguiente problema de valores iniciales para una ecuacién en

derivadas parciales estocdstica en V*:

X € IP(0,T; V) N LA C(0,T; H))
dX(t) = f(t, X())dt + g(¢, X (¢))dW(t), te[0,T], (5.3)
X(0) = Xo,

donde T > 0, f(t,") : V — V*y g(t,) : V — H son dos familias de operadores no
lineales, siendo Xo € LP(Q), Fo, P; V) un dato inicial fijado arbitrariamente.

Supongamos que f y g verifican las siguientes hip6tesis:
(9-1) la aplicacién t € (0,T) — g(t,z) € H es medible Lebesgue, Vz € V,
(9.2) existe L > 0 tal que
lg(t,z) — gt y)| < Lz -yl Vz,y€V, pct. i,
(f.1) la aplicacién t € (0,T) — f(t,z) € V* es medible Lebesgue,Vz € V,

(f-2) hemicontinuidad: la aplicacién § € R — (f(¢t,z+0y),z) € R es continua
Vz,y,z € V, p.ct. t.

(f.3) acotacién: existe ¢ > 0 tal que

£t z)], <clz|P" Ve eV, pet. t.

(f.4) coercividad: Ja > 0,A,7 € R tal que
2(f(t,2),z) + lg(t,2)||> < —a||z|lP + A|z|* +~ Vz € V, pct. t.
(f.5) monotonia:

-2 <f(t,:17) - f(t,y),.’L’ - y> + A |$ - y‘z 2 ||g(t,x) - g(t’y)HZ any eV, pct. t.
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Teorema 21 Supongamos que se verifican las hipdtesis (9.1) — (g.2) y (f.1) — (f.5).
Entonces, para cada Xo € LP(§), Fo, P; V') existe un unico proceso X solucién de (5.3).
Es decir, X verifica la siguiente igualdad en V*:

X(t) = Xo +/ f(s,X(s))ds + /tg(s,X(s))dW(s),‘v’t €[0,T], P—c.s., (5.4)
0 0
y se verifica la igualdad de la energia:
XOF = X +2 [ (X(6), f(s, X(5) i
0

+QAQX@xmaX@»mww»+AﬁaaX@»P@.

Demostracién. Véase Pardoux [52]. m

Obsérvese que los resultados que se establecieron en el Capitulo 3 también pueden
utilizarse para asegurar la existencia y unicidad de solucién del problema (5.3) cuando
p = 2, suponiendo entonces que los retardos son idénticamente nulos.

A continuacién precisaremos lo que vamos a entender por decaimiento de soluciones
con determinada funcién y orden de decaimiento. Conviene precisar que si bien los
resultados que vamos a establecer haran referencia sélo a la velocidad de decaimiento
de las soluciones, i.e. al cardcter atractivo de las mismas, cuando ademss se pueda
asegurar estabilidad (posiblemente usando la misma o diferente funcién de Lyapunov),

estaremos probando resultados sobre estabilidad asintética.

Definicién 19 (a) La solucion X de (5.8) (definida en el futuro, es decir, para t
suficientemente grande) se dice que decae a cero exponencialmente en media cuadrdtica

st existen constantes a > 0 y Mo = My(Xo) > 0 tales que
E|X(t, Xo)> < Moe™®,t > 0.

Si ademds 0 es una solucidn de (5.3), la solucion nula se dice que es exponencialmente
atrayente en media cuadrdtica si cada solucion de (5.3) decae a cero exponencialmente
en media cuadrdtica con al menos orden a > 0.

(b) La solucion X de (5.8) (definida en el futuro) se dice que decae a cero expo-

nencialmente casi seguro si existe v > 0 tal que
.1
lim —log|X(t, Xo)| < —v, P—c.s.
t—+o0

Si ademds 0 es una solucion de (5.3), la solucion nula se dice que es casi sequramente
exponencialmente atrayente si cada solucion de (5.3) decae a cero exponencialmente

casi sequro con al menos orden 7.
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Veamos ahora las mismas definiciones con funcién de decaimiento general: Sea A(t)
una funcién positiva definida para t > 0 suficientemente grande tal que \ 1iin At) =
—10Q
+00.

Definicién 20 (a) La solucion X de (5.3) (definida en el futuro) se dice que decae a
cero en media cuadrdtica con funcion de decaimiento A(t) si existen constantes a > 0
y My = My(Xo) > 0 tales que

E|X(t, Xo)|> < MoA(t)™®, t > 0.

Si ademds 0 es una solucion de (5.3), la solucion nula se dice que es atrayente en
media cuadrdtica con funcion de decaimiento A(t) y orden al menos a, si cada solucién
de (5.3) decae a cero en media cuadrdtica con funcién de decaimiento A(t) y orden al
menos a.

(b) La solucion X de (5.8) (definida en el futuro) se dice que decae a cero casi
sequramente con funcion de decaimiento A(t) y orden al menos v > 0, si su exponente

generalizado de Lyapunov es menor o igual que —y con probabilidad uno, es decir,

1
lim sup 28125 20)l Xt Xo)|

< —v, P—cs.
t——+o00 log A(t) =7 €3

Si ademds 0 es una solucion de (5.3), la solucion nula se dice que es casi sequramente
asintdticamente atrayente con funcion de decaimiento A(t) y orden al menos v, si
cada solucién de (5.3) decae a cero casi seqguramente con funcion de decaimiento A(t)

y orden al menos .

Nota 11 Observemos que el tipo de decaimiento que estamos considerando es de
cardcter global, pues exigimos que el decaimiento se verifique ¥Xo. Aunque se podria
realizar el estudio de forma local, como los resultados que vamos a probar proporcionan
cotas de los exponentes generalizados de forma global, por eso no nos restringimos a

dicho caso.

Nota 12 Si en la definicién anterior ponemos como funcion de decaimiento A(t) una

del tipo O(e!) entonces lo que obtenemos es la definicion de estabilidad exponencial.

Segun las definiciones anteriores podrifamos plantearnos para el problema (5.3) la
estabilidad en media cuadratica o la estabilidad casi segura. Ademds, podemos con-
siderar un decaimiento de tipo exponencial o un decaimiento més general con funcién
de decaimiento A(t) verificando las condiciones detalladas anteriormente. Sin embar-
go, bajo determinadas hipétesis la estabilidad de los momentos implica la estabilidad

trayectorial, como puede comprobarse en Caraballo et al. [16], por lo que nos vamos a
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interesar en un anélisis directo de la estabilidad trayectorial para (5.3). Ademés, prin-
cipalmente estudiaremos el comportamiento asintético con una funcién de decaimiento
A(t) general.

Aunque en la primera Seccién mencionamos que en las aplicaciones las funciones
de Lyapunov que se suelen considerar son de la forma U(t,z) = A(t)®(z), donde ® es
una aplicacién de H en R verificando las hipétesis (1) — (5) que allf se establecieron y
X € CHO,T), VT > 0, sin embargo, los resultados los vamos a enunciar suponiendo la
existencia de funciones U(t,z) € C12([0, +00) x H; RT) para las que se verifique (5.2).
A una tal funcién la llamaremos funcién de Lyapunov apropiada para la férmula de
Ito.

Supongamos pues que U(t, z) € CH2([0, +00) x H; R*) es una funcién de Lyapunov
apropiada para la férmula de Itd. Podemos entonces definir los operadores L y @ de
la siguiente forma: paraz € V, t € Rt

LU(e) = U(t,a) +(Uk(t,), £(2) + 5 (Ul 2)g(t,2), g1, 2)),
QU(ta) = (U(t2),9(t, )",

El siguiente resultado es un caso particular de la desigualdad exponencial de la
martingala y serd una herramienta bésica para la mayorfa de las demostraciones que
se hagan a lo largo de este Capitulo.

Lema 2 Supongamos que X es una solucién de (5.3). Supongamos que g{t, ) verifica
las hipdtesis (g.1) y (9.2), que U(t,z) es una funcion de Lyapunov apropiada, y T,

a, B son constantes positivas. Entonces se verifica

P{ sup Uot(U;(s,X(s)),g(s,X(s)))dW(s) - /Ot %QU(S,X(s))dsJ > ﬂ} < eob.

0<t<T

Demostracién. Puesto que fg(Ug’c(s,X(s)) ,9(s,X(s)))dW(s) es una martingala
local y continua cuyo proceso de variacién cuadrética viene dado por f(f QU(s, X (s))ds,

este resultado es consecuencia inmediata del teorema 1. m

Vamos ya a establecer condiciones suficientes que aseguren el decaimiento c.s. de

la solucién de (5.3) con una determinada velocidad y orden.

Teorema 22 Sea U(t, ) una funcion de Lyapunov apropiada. Supongamos que logA(t)
es uniformemente continua sobre t € [T,+00) y que eriste una constante T > 0 tal

que

X loglogt
lim T
im0 log A(t)
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Sean ¢, (t), pa(t) dos funciones continuas no negativas. Supongamos también que
existen constantes ¢ > 0, m > 0, u,v,0 € R y una funcidn decreciente £(t) > 0 tales
que

(a) |z|2A@)™ < U(t,z), (t,z) e RT x V.

(b) LU(t,2) + E(OQU(t,2) < 1(t) + (U (1,), (t,2) €RF x V.

(c)

log [ 1(s)ds Jo pa(s)ds
li L2d0 NV T e li JO FaNT/ T
el logh(t) =7 AR g h(®)
lim inf log £(?) >

totoo log A(t) =
Entonces, para cada solucion X de (5.3) definida en el futuro se verifica

limsuplOg|X(t)| < M- [9+(VV(#+T)V0)], Pecs.

En particular, si m > 0+ (vV (u+ 7) V0), la solucion X(t) decrece a cero casi

sequramente con funcién de decaimiento \(t) y orden al menos y = m_[9+("\;(“ +TVO),

Demostracién. Comenzamos aplicando la férmula de It6 a la funcién U(t,z) y

al proceso X (). Teniendo en cuenta las definiciones de L y (), obtenemos que
¢
Ut X(£)) = U0, Xo) + / LU(s, X (s)) ds
0

+ / (UL (s, X(5)), g5, X (5)))dW (s). (5.5)
0

Ademas, debido a la continuidad uniforme de log A(t), podemos asegurar que para

N St<

cada € > 0 existen dos enteros positivos N = N(¢) y ki(e) tales que si

SN k > ki(e), entonces

k
logA(z—N) — log )\(t)l <e.

Por otro lado, debido a la desigualdad exponencial de la martingala tenemos que

P{w: sup [M(t) - /0 t gQU(s,X(s))ds} > v} <e™,

0<t<w

para cualesquiera constantes positivas u, v y w, donde

M(t) = /0 (UL (5, X(5)) , g5, X (5)))dW (s).
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En particular, para el € > 0 anterior, si escogemos

k EN1 k-1 k
u:2§(2—N>, v:§<2—N> log ——— oN w:’Q_N’ k=2,3,..

entonces podemos aplicar el lema de Borel-Cantelli y obtener asi que, para casi todo

w € (), existe un entero kg(e,w) > 0 tal que para 0 <t < — 5N , k > ko(e,w) se verifica

L EN"' k-1
) Wtts, XG0 ate. X)W ) < ¢ () og Tt

+ 5(—57) /0 QU (s, X (s))ds
<¢ (gfv) B log k; .

+/0 E(s)QU (s, X (s))ds

Sustituyendo en (5.5) y usando la hipétesis (b), deducimos que

-1 t
(e, X(0) = U0.%0)+ ¢ () los o + [ u(o)as

—i—/o ©o(s)U(s,X(s))ds, P—cs.

para 0 <t < — oV , k > ko(e,w). Como consecuencia, gracias al lema de Gronwall, se

51gue que

-1 _ t
Ut,X(t)) = (U(O,Xo) +§(§]%,-> log —13271 -l-/o gol(s)ds>

t
X exp (/ wq(s) ds) , P—cs.
0

k
para 0 <t < — SN s k> ko(e,w).
Por otro lado, teniendo en cuenta la condicién (c) y la continuidad uniforme de

log A(t), podemos asegurar que Jk1(¢) > 0 tal que

k -1
Jeer(s)ds S AR, [ y(s)ds < (6 + &) log A(t), 5(2—N> < eslute) \(p)ute

<t< 2%, k > ki1(e). Ademds, las hipétesis sobre A(¢) implican que

para

k-1 k
oy SUS N

k-1
log 5N <logt < A(t)™™ para
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Por tanto, para casi todo w € €,

log U(t, X () < log(U(0, Xo) + A(t)FF7+2ee58+e) L \(£)¥+°)
+ (0 + ¢)log A(¢)

k-1 . .
para —y <t< Ekﬁ, k > ko(e,w) V k1(€), lo cual implica de manera inmediata que

Jim sup logU(t, X (t))

< +74+2)V(w+e)v0l+6+e, P—cs.
msup L0 ST < (a7 2V (v ) VO]

Como ¢ > 0 es arbitrario, de la expresién anterior se deduce que

i sup OBV (X (1)

<lwVv(u+r)v0ol+86, P—cs.
m sup == N0 Vv(p+T7)VvO
Finalmente, gracias a la hip6tesis (a) tenemos que

lim sup log | X (¢)| < M- 0+ @V (u+7)Vv0)
t——4o00 log)‘(t) q

, P—cs.

con lo que finalizamos esta demostracién. =

En la Seccién 5.3 veremos que hip6tesis andlogas a las del teorema anterior implican
estabilidad asintética de la solucién de la ecuacién en derivadas parciales estocdstica
con retardos (5.19).

Como consecuencia de la desigualdad de Young se puede probar un resultado que

concierne el caso en el que aparezcan potencias fraccionarias en las estimaciones sobre
Ly@.

Corolario 4 Sea U(t,z) una funcién de Lyapunov apropiada. Supongamos que logA(t)
es uniformemente continua sobre t € [T,+00) y que existe una constante T > 0 tal

que

.
oo 0g A(E)

Sean ¢1(t), @a(t), p3(t) tres funciones continuas no negativas. Supongamos también
que existen constantes ¢ > 0,m > 0, u,v,0 € R, 0 < a < 1 y una funcidn decreciente
£(t) > 0 tales que

(a) |z|IN@E)™ < U(t,z), (t,z) € RT x V.

(b) LU(t,2) +£()QU (t,x) < 1 (8) + (U, 2) +p3(t)U (L, 2)%, (t,2) ERT X V.

(c)

. log [3 (121(5) + (1 — a)ps(s)) ds . Jg (0a(s) + cxps(s)) ds

1 0 <v, 1 0 <6
P Tog A1) =V Y log A(%)

lim inf log £(¢) > —pu.

t—+oo log A(t) —
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Entonces para cada solucion X del problema (5.8) definida en el futuro se verifica

limsuplong(tﬂ S_m—[9+(VV(M+7)V0)], P s
t——+o00 log)‘(t) q

Por tanto, sim > 04 (vV (u+71)V0), la solucion X(t) decae a cero casi seguramente

con funcién de decaimiento A(t) y orden al menos y = m‘[ﬂ(”\;(“ +7)VO),

Demostracién. Observemos que de la desigualdad de Young (ab < %’1 + qu, con

a,b>0, p,q > 1 tales que % + % = 1) se sigue inmediatamente

P3(OU (LX) = @5(t)' ™ (ws(®)U(t, X (2)))

p3(®) T (ps(U (X (1)) 3
= :

= (1= a)ps(t) + aps(U (2, X (1)),

con lo que este resultado es consecuencia inmediata del teorema 22. =

-

<

En los resultados anteriores hemos necesitado suponer que logA(t) es uniforme-

mente continua sobre ¢ € [T',4+00) y que existe una constante 7 > 0 tal que

lim sup loglog? <T

t—too 10gA(2)
Vamos a ver a continuacién que cuando el funcional QU (¢, z) estd acotado entonces no
es necesario imponer restricciones sobre A(t). Con esto conseguimos obtener resultados
de estabilidad para una mayor cantidad de funciones de decaimiento.

En el siguiente teorema suponiendo que QU (¢, z) est4 acotado inferiormente de una
determinada manera, podemos omitir la hipétesis de continuidad uniforme de log A()
a costa de exigir una imposicién algo m4s fuerte sobre la velocidad de crecimiento de
A(t). En concreto:

Teorema 23 Seq U(t,x) una funcién de Lyapunov apropiada. Supongamos que X es
una solucion de (5.3) verificando que |X(t)| # 0 para todo t > 0 y P—c.s. supuesto
que [Xo| # 0 P—c.s. Sean ¢,(t) € R, @y(t) > 0 dos funciones continuas y supongamos
ademds que existen constantes ¢ >0,m > 0,v >0, u >0 y 6 € R tales que

(a) |z|IA(@t)™ < U(t,x), (t,z) e RT x V.

(b) LU (t,x) < ¢, (0)U(t,z), (t,z) € RT x V.

(c) QU(t,z) > po(t)U(t,x)?, (t,x) € Rt x V.

(d)
. fot ©1(s)ds . f(f pa(s)ds
1 =<4, 1 f=o=—""" —>2
ﬁf&p log\(t) — 7 P log A(t) — g
. log ¢ 7
o <2
TP g A = 2
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Entonces, para cada o € (0,1), se tiene

— (a1 - -
lim sup log | X (t)] < m—(a T put+b0-v(l oz))’ P s
t—-+o0 IOg/\(t) q
Por tanto, sim > o lu+60 —v (1 —a), la solucion X decae a cero casi seguramente
m—(a~tu+8-v(l—a))
p .

con funcion de decaimiento A(t) y orden al menos v, =

Demostracién. Fijemos un dato inicial Xy tal que | Xg| # 0 P—c.s. Aplicando la

férmula de It6 obtenemos

t LU(s, X (8))

o T(s,X(s)

logU(t, X (t)) =logU(0, Xo) + M(t) +

1 [t QU(s,X(s))
2 )y Uls, X(5))2 ds, (5:6)

donde

M(t) = /0 mw;(s,m»,g(s,X(s)))dw<s>.

Si tenemos en cuenta la desigualdad exponencial de la martingala

. ¢ U QU(S?X(S)) —uv +
P{woiltlé)wl:M(t)—/(; §m—2—ds]>v}§e , u,v,w € R™,

tomando en particular 0 < a < 1 y considerando
u=a, v=2allogk—1), w=k k=23, ..,

se deduce del lema de Borel-Cantelli que, para casi todo w € {2, existe un entero
ko(e,w) > 0 tal que

para 0 <t < k, k > ko(e,w). Sustituyendo lo anterior en (5.6), si ademds usamos la

condicién (c), conseguimos
¢
logU(t, X (t)) <logU(0, Xg) + 2a~ log(k — 1) + / p1(s)ds
0

1 t
~30-a) [ erls)ds
0
para 0 <t <k, k > ko(e,w). Usando ahora la condicién (d), se sigue que

log U(t, X (t)) < logU(0, Xo) + @ log A(t)

+(0+¢)log A(t) % (1—a) (20— €) log A(2)
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para k —1 <t <k, k > ko(e,w), lo que implica que

lim sup logU(t, X (t))

1
< i -9 - - — .o,
t—+00 logA(t) — o (pte)+b+e 5 (1-a)(2v—¢), P—cs

Puesto que € > 0 es arbitrario, teniendo en cuenta también la hipétesis (a), concluimos
que
log | X (¢)] m—(alp+0-v(l-a))

limsu < - , P—cs.,
t_>+oop logA(t) — q

con lo que queda demostrado el resultado. m
La funcién de decaimiento en el teorema anterior depende del pardmetro o. Por
tanto, una cuestién interesante es saber cudl es el mayor valor que puede tomar .

Para obtener el valor v* = sup «, basta con encontrar f* = min f(a), donde f
O<a<l O<a<l

tiene la expresién f(a) = a tu+60 — v (1 — ), siendo entonces v* = (m — f*) /q.

Pues bien, mediante unos cédlculos directos podemos obtener que

*_{ 2w +0—-v, si 0<pu<v,

u + 0; Sl v S lu’ﬂ
y, entonces,
— /249
’Y* B m [2(;1.1/21 +6 1/], si 0<p<v,
ﬂﬂﬂ sl v S M.

q b

Finalmente, también podemos demostrar el siguiente resultado, en el que pon-
dremos de relieve que si QU (t, ) estd acotado de la manera que a continuacién ve-
remos, entonces tampoco es necesario imponer restriccién sobre la velocidad de de-

caimiento de A(t). Para la demostracién usaremos la ley fuerte de los grandes mimeros.

Teorema 24 Sea U(t,z) € CY2(RT x H;R*) una funcion de Lyapunov apropiada y
01(t) € R, @o(t) > 0, p3(t) > 0 tres funciones continuas. Supongamos que existen
constantes ¢ > 0,m >0,v >0, p >0 y 0 € R tales que

(a) |z|IAE)™ < U(t,z), (t,z) eRT x V.

(b) LU(t,z) < o1(t)U(t,z), (t,z) € RT x V.

(c) £2()U (1,2)? < QUIt,7) < w3(DU (1,22, (t,3) € RY x V.

(@)
 [reus)ds o Jyea(s)ds
EEm < e 2
t
d
lim sup J0.£3(5) %

e logAt) -



5. Comportamiento asintético de edp estocdsticas no lineales 119

Entonces, si X es una solucion del problema (5.3) verificando que |X(t)] # 0 para
todot > 0 y P—c.s. supuesto que | Xo| # 0 P—c.s., se verifica que

lim sup log | X(1)| <z 0 V), P —c.s.

to+oo lOgA(t) ~ q

En particular, st m > 0 — v, la solucién X decae a cero casi sequramente con funcidn

de decaimiento A(t) y orden al menos v = qu;"l.

Demostracién. Fijemos |Xo| # 0 P—c.s. Si aplicamos la férmula de Ito6 obte-

nemos nuevamente (5.6). Usando las hipétesis (b) y (c) se deduce que

log U (t, X (t)) < log U(0, Xo) + M(z) + /0 o (5)ds — % /0 on(s)ds.  (57)

Por tanto, la hipétesis (d) junto con (5.7) implican

log U, X () < log U(0, Xo) + M(t) + (0 + &) log A(t) — %(21/ — &) log A(¢)

y, entonces,
, log U(t, X (¢)) M(t) 1
lim sup ——————~ < limsu +0+e—=(2v—¢), P—c.s.
o) S P o) 3 =)

Bajo las hipétesis impuestas, es facil comprobar que M(t) es una martingala local
que se anula en ¢ = 0. Ademds, si (M(t)) denota al proceso de variacién cuadrética
asociado a M(t), la hipétesis (c) implica que
! ' QU(s, X (s)) / i
$)ds < (M(t)) = | ——5Fds< | p3(s)ds.
| esteras < ey = [T e < [

Puesto que v > 0, obtenemos que \ hI_P (M(t)) = 400y, si aplicamos la ley fuerte de
—T 00

los grandes nimeros, concluimos que

lim M(t)
t—+oo (M (t))

=0, P—cs.

Por otra parte, como para t suficientemente grande se verifica que

(M@ _ [M(@)] (M(2))
log\(t) ~ (M(2)) log A(2)
< M@ Ji ogls) s
(M(2)) logA()
entonces, de la hipétesis (d) se sigue que
lim M®) _ =0, P-—-cs.

t-—>+oo log A(t)
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¥, por tanto,

Jim sup logU(t, X (1))

1
< - =(2v — P—cs.
totoo  logA(t) T te 2( v—e), s

Puesto que € > 0 es arbitrario, obtenemos que
log | X()] __m—(8-v)

li — P —cs.
T TR

con lo que se concluye la demostraciéon. m
Ejemplo 4

Sea O C RY un abierto acotado con frontera suficientemente regular y sea p > 2.
Consideremos los espacios V = W,?(0), H = L?(O) con sus normas, producto

escalar y producto de dualidad usuales. Consideremos el problema

dX (1) = ADX ()dt + g(t, X)W (D), ¢ > 0,
X(0) = Xo,

donde A(t): V — V* es la familia de operadores monétonos definida por

N
(o At = =3 /O

ou(zx)
al'i

p-2 Au(z) Ov(zx) a
v 1%
O0x; Ox; dacd}—/(9 1 +tu($)v(m)dx uveV,

donde a € R, y sea g(t,u) = b(l-{—t)_l/zu, be R, u € H paratodo t € RT.
Consideremos la funcién de Lyapunov apropiada U(t,u) = |u|®, u € H. Entonces,

las expresiones de LU(t,u) y QU(t,u) se deducen facilmente. En efecto, por un lado,

2a + b2
lul?,

LUt w) = 2(u, A(B)w) + lg (¢, w)|* = =2ljull” + 5=

uevV, (5.8)

por lo que podemos tomar ¢, () = (2a + b)(1 +t)~!. Por otro,
QU (t,u) = (2u, b(1 + )" Y2u)2 =402 (1 + ) ul*,

y entonces tomamos o(t) = @5(t) = 462 (1 +1) 2.
Para intentar aplicar los resultados sobre decaimiento exponencial establecidos en
Caraballo et al. [18], necesitarfamos determinar 8y y p, verificando

17 1/t

lim sup —/ v1(s)ds < g, liminf —/ wo(8)ds > py,
t——+oo i 0 t—+oo ¢ 0

de donde se deduciria que

1
lim sup n log | X (t)|* < —(2py — 80), P —cs.

t—+00
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Pero ambas constantes en este caso son iguales a 0 (i.e. py = 6o = 0), por lo que
no sabemos si la solucién decae exponencialmente a cero o no. Sin embargo, si que
podemos aplicar el teorema 24 y afirmar que la solucién del problema anterior decae
asintéticamente con un orden de decaimiento inferior al exponencial. Veamos esto con
un poco de detalle: si consideramos A(t) = ¢, m = 0 y ¢ = 2 entonces se verifican las

hipé6tesis del teorema 24, ya que

fot ©1(s)ds ft(2a +0?)(1+s)tds 9
limsup 2—<"— = limsup 2 = 2a + b°,
t_,+oop log A(t) t_,+oop logt

d Lab? (145)"d
lim inf M—z—(f)—s = liminf Jo (1+s) ds = 4b?,
t—+oo  log A(t) t—-+oo logt
t ¢ -1
d 4y (1 d
lim sup Mﬂ_s = limsup fo (1+5) - 462,
t—too  lOgA(t) o0 logt

por lo que podemos elegir 6 = 2a + b%, v = 2b2, u = 4b%, y entonces

m=(0—-v) b —2a
q 2

Por tanto, la solucién decae a cero con funcién de decaimiento A(t) = t y orden al
2 : . : .
menos & — a si suponemos que b es suficientemente grande, por ejemplo siempre que

b2 > 2a.

5.2 Resultados sobre estabilizacién estocdstica

Como ya hemos mencionado anteriormente en esta Memoria, uno de los problemas m4ds
importantes en teoria de estabilidad es el de la estabilizacién de sistemas deterministas
y/o estocésticos, mediante ruidos. En concreto, resulta de gran interés analizar si la
presencia de términos aleatorios en las ecuaciones de un determinado modelo puede
producir un comportamiento diferente al del modelo sin dichos términos.

Como ya mencionamos en la Introduccién, al hacer el anlisis del comportamiento
asintético de las soluciones de un sistema diferencial estocastico es fundamental la
eleccién que se hace del ruido, ya que dicho comportamiento puede ser totalmente
diferente (véase Caraballo y Langa [14]). Los estabilizadores estocdsticos que aqui
vamos a utilizar seran considerados en el sentido de Ité.

Los resultados que hemos obtenido en la Seccién anterior nos permiten establecer
algin tipo de efecto estabilizante producido por el ruido sobre sistemas deterministas.
Sobre este tema, Caraballo et al. [18] han probado algunos resultados sobre esta-
bilizacién exponencial de sistemas tanto deterministas como estocésticos cuando un

determinado tipo de ruido aparece en la ecuacién. Pero puede ocurrir que el ruido no
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cause estabilidad exponencial, o que no sepamos determinar si el sistema perturba-
do estocésticamente es 0 no exponencialmente estable. Por tanto, resulta interesante
investigar si el ruido produce algin tipo de estabilidad mds débil (e.g. estabilidad
polinomial, estabilidad logarftmica) o incluso més fuerte (e.g. superexponencial). Re-

sultados en esta linea se encuentran en Caraballo et al. [12].

5.2.1 Estabilizacién de sistemas deterministas

Consideremos de nuevo el problema (5.3):

dX (1) = f(t, X(£))dt + g(t, X (£)AW (1), t € [0,T],
X(0) = Xo,

donde f(t,}) : V. — V* y g(t,-) : V — H son familias de operadores no lineales y
Xo € LP(Q, Fy, P; V), donde p > 2, es un dato inicial fijado arbitrariamente.
Nuevamente suponemos que tenemos garantizada la existencia y unicidad de un
proceso X € IP(0,T; V)N L2(£; C(0,T; H)) que es solucién de (5.3), VI' > 0. También
vamos a suponer que f(t,0) = g(¢,0) = 0 p.c.t. t € (0,T), es decir, vamos a analizar
la estabilidad de la solucién trivial.
El sistema (5.3) puede ser interpretado como una perturbacién estocdstica del

sistema no lineal siguiente

d
SX® = 16 X@), >0,

X(0) = Xo.

(5.9)

Es bien conocido que bajo hipétesis de acotacién, coercividad y monotonia del operador
f, existe una unica X € LP(0,T;V) N C(0,T; H) solucién del problema (5.9) VI' > 0
(puede consultase, por ejemplo, Lions [37]).

Cuando el problema (5.9) no sea asintéticamente estable, nos interesaremos por
estabilizar dicho problema mediante la consideracién de una perturbacién estocdstica
del tipo g(t, X (t))W(t) (es por lo que a menudo diremos que el problema (5.3) es una
peturbacién estocéstica del problema (5.9)).

También podemos plantearnos la siguiente cuestién: dado el problema determi-
nista (5.9), podemos analizar si el problema perturbado (5.3) posee mejores o peores
propiedades de estabilidad. Ya hemos comentado anteriormente que este tipo de cues-
tiones ha sido analizada para estabilidad exponencial por Caraballo et al. [18], pero es
posible que un sistema inestable no pueda ser estabilizado exponencialmente debido
a que su inestabilidad sea de tipo superexponencial, de ahi que cobre més sentido lo
que ahora estamos planteando.

De manera general es bastante diffcil encontrar funciones de Lyapunov apropiadas.

Sin embargo, vamos a demostrar cémo en determinadas ocasiones se puede proceder
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con U(t,z) = A(t)™|z|?. En lo que sigue la funcién \(t) verificars ser continuamente

diferenciable.

Teorema 25 Supongamos que X es una solucion de (5.3) verificando que | X(t)| # 0
para todo t > 0 y P—c.s. supuesto que |Xo| # 0 P—c.s. Sean p(t) > 0, 6(t) € R dos
funciones continuas. Supongamos que existen constantes py > 0, p > 0, 6o € R tales
que

(@) 2(z, f(t,2)) + |g(t,2)]* < 6(@)|=f?, (t,7) e RY x V.

(b) (9(t, ), 2)% > p(t) [a|*, (t,x) € R* x V.

(c)
. Jo 8(s)ds . Jo pls)ds
1 20 T b0 ] fLOE S
o log (1)~ 0 S loga@) =0
: 0g B
1 <=
}:Eligop log A(t) — 2
Entonces, para cada o € (0,1), se tiene que
_ — a1y —
lim sup log | X (t)] < 2pll-0)—ap 60’ P

Demostracién. Fijemos |Xo| # 0 P—c.s. y sea U(t, X(t)) = A(t)™|X (t)|* para

m > 0. Por un lado tenemos que el operador LU satisface
LU(t, X (8)) = mN (OAO)™ X (0] + 20(0)™ (X (1), £(&, X (1)) + Me)™ lg(t, X (1))

< (mi((tt)) + 6(t)) U(t, X(¢)),

y, por otro, QU verifica
QU(t, X (1)) = 4A®)*™(X (2), 9(t, X (1)))? = 4p()U (£, X (1))*.

Por tanto, si escogemos ¢, (t) = m%\l(t%) +6(t) y @o(t) = 4p(t), entonces obtenemos que

. 3 p1(s)ds . fTa(s)ds
1 LIV o 1 | U A A .
e logh(t) — " +6o, liminf log \(t) = 10

Teniendo en cuenta el teorema 23, concluimos que para cada a € (0, 1), se verifica que

— (a1 - —
lim sup log | X(1)] < _m (0" ptm+8—20(1-0a) , P —cs.
t—too 1O A(L) 2

y asi tenemos probado este resultado. m
También se puede obtener de manera inmediata el siguiente resultado:
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Teorema 26 Sean 6(t) € R, o(t) > 0, p(t) > 0 tres funciones continuas. Supongamos
que existen constantes 6g € R, pg > 0, o9 > 0 tales que

(a) 2z, f(t,2)) + lg(t,2)* < 8(t)|=?, (¢,2) € RY x V.

(8) p(t) 2] < (9(t,2),2)? < 0@) 2], (t,2) € R¥ X V.

(c)
o Jyb(s)ds . Jopls)ds
1 < >
ﬁf_ip ltog)\(t) < b0, ltn_)nﬁ&f logA(t) — Po
d
lim sup _fo_o_(s)_s < 0yp.

t—+00 IOg)‘(t) N

Entonces, si X es una solucion de (5.3) verificando que | X (t)| # 0 para todot > 0y
P—c.s. supuesto que | Xg| # 0 P—c.s., se tiene
log | X ()] 2p — o

li < - , P—cs.
irff&p log A\(t) — 2 s

Demostracién. Fijemos nuevamente |Xo| # 0 P—c.s. y consideremos la funcién
de Lyapunov apropiada U(t, X (t)) = A(t)™ | X (t)]* para m > 0. Entonces
LU(t, X (1)) = mN OM)™ X @ + M6)™ lg(t, X (1))
+2M(0)™ (X (), (8, X(8)))
N(t)
< (m 0 + 5(t)> U(t, X(t)),
1)U (1, X (1))* < QU(E, X () = 4XE)*™(X (1), 9(t, X (1)))* < do (U (£, X (1))*.

Por tanto, considerando ¢, () = mi\l((:)) +6(t), polt) = 4p(t) y p3(t) = 40(t), obtenemos
Jy #a(s)ds e Jo pals)ds

' fot ©1(8)ds o JO P3N/ T2
1 Jo ¥118)88 §o. liminf > 4pp, liminf =
imjup g \(l) = m+ g, Umin log () Pos I log A(t)

Aplicando el teorema 24, inmediatamente se deduce que

- _9
lim sup 2BIX@ . m = (m+ b Po) p_ s,
t—too lOg A() 2

Tenemos entonces probado este teorema. m

Como aplicacién, veamos cémo se puede estabilizar un problema determinista no
estable:
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Ejemplo 5

Sea O un abierto acotado de RY con frontera suficientemente regular y sea p > 2.

Consideremos los espacios V = Wy?(0), H = L?(O) con sus productos escalares
y normas usuales, y consideremos el siguiente operador monétono f(t,-) : V — V*
definido por

VP2 du(z) Ov(z)

(¢, d V,
(v, f(t,u)) or: o, d:c+/oa(t)u(ac)’u(:v) T, U,V E

8%

donde a(-) es una funcién continua. Consideremos el correspondiente problema deter-
minista

d
SXO = fE.X®), t>0,

X(0)=X€O0.

(5.10)

Entonces se comprueba ficilmente que
2 (v, f(t,0)) = =2]|o[|P + 2a(t) |v]?,

asi que, si a(t) < —ag < 0, para todo t > 0, el problema determinista (5.10) es
exponencialmente estable, ya que es inmediato deducir de la igualdad de la energia
que | X (t)|* < | Xo|® exp(—2aot), ¥t > 0.

Si a(t) > 0 y ademés existe K > 0 tal que |a(t)| < K para todo t > 0, entonces
podemos estabilizar exponencialmente el problema (5.10) simplemente afiadiendo el
término aleatorio g(t,v)W (t) = buW (t), siendo W (t) un proceso de Wiener real y b
una constante suficientemente grande (véase Caraballo et al. [18]).

Sin embargo, cuando |a(t)] T +o0, los resultados de Caraballo et al. [18] no se
pueden aplicar pero sf el teorema anterior. Si consideramos, por ejemplo, a(t) = aot,
vamos a perturbar nuestro problema de la siguiente manera

SX(1) = (6, X(0) + X OW (), 1>,

X(0)=X0€O.

(5.11)
Veamos que podemos aplicar el teorema 26. Para, ello, sean A(t) = expt? y la funcién
de Lyapunov U(t,z) = |z|2. Entonces

2(z, f(t, x)) + |g(t,x)|2 < (2apt + b2t) |x|2 ,
(9(t,z), )% = b2t |z|*.
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Podemos entonces considerar §(t) = 2agt + b%*t, y o(t) = p(t) = b*t. De manera
inmediata llegamos a que

o Joble)ds
50 = limsup 202 _ |
O IR Tog (D) T toiee 12 2’

t 2 2
2a0s + b°s)ds b
pfo( ) ~

¢ t £
s)ds ds b2sds b2
Uozpozlimsupfo—a(—)——zliminfm: lim fo—z—.
t—r400 log )\(t) t——+o0 log )\(t) t—+oo t2 2
Por tanto, aplicando el teorema anterior deducimos que cada solucién del problema
(5.11) definida en el futuro satisface

. log | X (t)] 1 /v?
1 CIE O P A P—cs.
irffgop logA\(t) — 2\ 2 s €5

con lo que las soluciones de (5.11) decaen hacia la solucién nula con funcién de de-

caimiento expt? y orden al menos % (% — a0> supuesto que b? > 2aq.

5.2.2 Construccién de estabilizadores

Teniendo presente el estudio realizado anteriormente, resulta interesante analizar si se
pueden dar algunos criterios sobre construccién de estabilizadores de tipo feedback.
Esto, por supuesto, estd muy relacionado con los problemas de control y controlabilidad
de los sistemas diferenciales. Sin embargo, no es nuestro principal objetivo abordar
este problema en la presente Memoria (véanse Ferndndez-Cara et al. [24] y [25]).
Para ilustrar este problema, consideremos el siguiente problema determinista

%X(t) = atX(t), t>0,
X(0) = Xp € R,

cuya solucién sabemos que viene dada por X (t) = Xpexp (a%) . Luego para cualquier
a > 0, la solucién trivial de este problema es superexponencialmente inestable.

Consideremos ahora el siguiente problema perturbado del anterior:

{ dX(t) = atX (t)dt + b(t) X (t)dW(¢), t >0, (5.12)

X(0) = Xg € R,

donde b(t), t > 0, es una funcién por determinar y W (t) un proceso de Wiener real. La
pregunta que nos hacemos es: jes posible elegir b(t) de forma que el problema (5.12)
sea estable con una determinada velocidad de decaimiento?

Para poder aplicar la teorfa desarrollada por Caraballo et al. [18] hace falta que

se verifique

2(z, f(t,2)) + [p(t)z|* < ()]l
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siendo §(-) una funcién continua no negativa tal que limsup fg 6(s)ds < dp € R.
t—+o00

En este ejemplo resulta que 6(t) = 2at + b(t)? y limsup%fot (2as + b(s)?)ds no

t—+00
estd acotado, luego los resultados de Caraballo et al. [18] no proporcionan informacién
sobre si la solucién de (5.12) es o no exponencialmente estable.

Sin embargo, si vamos a poder aplicar el teorema 26. Para ello, vamos a tomar
A(t) = expt? e introducimos la funcién de Lyapunov U(t,z) = |z|>. Entonces, §(t) =
2at 4+ b(t)?, y (g(t,z),2)% = (b(t)z, z)? = b(t)? |z|*, con lo que podemos elegir o(t) =
p(t) = b(t)?. Para determinar las constantes 8y, py y 0o que aparecen en el teorema

26, vamos a escoger b(t) = b1tY/2, asi que de manera inmediata llegamos a que
f0t(2as + b(s)?)ds b?

. [To(s)ds
6o = limsup 22 ——— = limsu =a+ —=,
0 t—>+oop 10g )\(t) t-»-{-oop t2 2

. Joo(s)ds  [op(s)ds . [ob(s)®ds b3
70= Po = Y Tlog M) Y inf log A(t) Jm T 2

Por tanto, aplicando el teorema 26 deducimos que cada solucién del problema (5.12)
definida en el futuro satisface
log | X()| _ 2p0—80 1 (b

I <_ L P—cs.,
moup SET < Foh (A a), pocs

con lo que las soluciones del problema estocdstico decaen hacia cero con funcién de
decaimiento expt? y orden al menos % (%i — a) supuesto que b3 > 2a. Por tanto, para
b? suficientemente grande hemos probado estabilizacién superexponencial.

Vamos a ver ahora c6mo, motivados por el andlisis precedente, para algunos pro-
blemas deterministas no lineales verificando alguna propiedad de disipatividad, somos
capaces de construir estabilizadores generales.

Consideremos el problema determinista (5.9) donde suponemos que el operador f

verifica que existe una funcién continua v(-) tal que
2 (z, f(t,2)) <v(t)|z|?>, pet.t>0 VzeV.
Supongamos que existe una funcién positiva y diferenciable A(t) tal que A'(t) > 0y

lim A(t) = 400, verificando
t—+00

t
d
lim sup J0./(5)4

<vp€R. 5.13
t—too 10gA(t) T ° ( )

Podemos elegir entonces g(¢,z) = b(t)x con b(t)? = b%%(tﬁ, b; € R\ {0}, de forma que

casi todas las trayectorias del problema estocastico (5.3) decaen asintéticamente hacia
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la solucién nula con funcién de decaimiento A(t) y orden positivo. En realidad, como
se verifican

2(z, f(t,2)) +1g(t, 2)* < (&) +0(8)*) 2>y (2,9t 2))* = b(t)*|=|*,

siendo

Jim sup fo (v(s) +b(s)?) ds

< v+ b2,
oo log A(t) oo

aplicando el teorema 26 obtenemos que las trayectorias del sistema estocédstico decaen
c.s. hacia cero con funcién de decaimiento A(¢) y orden al menos b% — vg > 0 si by es
suficientemente grande.

Teniendo en cuenta la situacién anterior, puede parecer que es totalmente necesario
el conocimiento a priori de la funcién A(-). Sin embargo, no siempre es asf. Por
ejemplo, suponiendo que el operador f del problema (5.9) verifica que existe una
funcién continua no negativa v(-) tal que

2(z, f(t,z)) < V(t)|a:|2, pct.t>0, VxeV,

entonces podemos escoger A(t) = exp fo s)ds, la cual satisface (5.13) con vy = 1. Por
tanto, podemos construir g(t, ) = b(t)x siendo b(t) = b1v(t)}/? con |b1| > 1y, de este
modo, nuestros resultados garantizan que la solucién nula del problema perturbado
atrae asintéticamente las trayectorias c.s. con funcién de decaimiento A(t) y orden al
menos b2 — 1.

5.2.3 Estabilizacién de sistemas estocdsticos

Acabamos de analizar cémo se puede estabilizar un sistema diferencial determinista
bajo condiciones adecuadas. Un problema similar puede ser planteado cuando uno se
encuentre ante un sistema diferencial estocdstico que no sea (o no se conozca si es)
estable.

Como motivacién consideremos el siguiente problema:

{ dX(t) = atX(8)dt + bit? X (£)dWi(8), t> 0, (5.14)

X(0) = Xp €R,

donde @ > 0, b € R y Wj es un proceso de Wiener con valores reales. Vimos antes
que cuando b? > 2a este problema es trayectorialmente estable con velocidad de de-
caimiento superexponencial. Pero, jqué podemos decir acerca de su estabilidad cuando
b? < 2a? Como los resultados que estamos viendo son condiciones suficientes, no sabe-

mos si en este caso el problema es o no estable. Veremos un poco méas adelante que
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afladiendo otro sumando estocdstico del mismo tipo podemos estabilizar el problema
sin que se modifique el valor medio esperado de las soluciones de ambos problemas.

Consideremos el siguiente sistema, estocdstico:

dX(8) = f(t, X(£))dt
+g1(t, X ()W (t) + g2(t, X ())dWa(t), t€ (0,77, (5.15)
X(0) = Xo € LP(2, Fo, P; V),

donde suponemos que p > 2, siendo Wy y Wy dos procesos de Wiener con valores
reales definidos sobre el mismo espacio de probabilidad, e independientes. Nuevamente
ft,): V= V*y aqi(t,-),92(t,-) : V — H son familias de operadores no acotados.
En Pardoux [52] y en Caraballo et al. [11] se pueden consultar resultados sobre la
existencia y unicidad de soluciones del problema (5.15), en el espacio IP(0,T;V) N
L*(Q;C(0,T; H)), VT > 0.

De la misma manera que antes, el sistema (5.15) puede ser interpretado como una

perturbacion estocdstica del sistema diferencial estocéstico siguiente

{ dX(t) = £(t, X(£))dt + g1 (t, X (£)dWA(t), t€[0,T], (5.16)

X(0) = Xp.
Ahora, dada una funcién de Lyapunov apropiada U(t,z) vamos a definir los operado-
res y @ de forma similar a como se hizo en el caso de un solo proceso de Wiener:
paraz € V,t e R

EU(t7 .’IJ) = Ut/(t?x) + <Ua/v(t7 l‘), f(t,.’l))> + (ng(t’w)gi(tv x)agi(ta m)):

B =
]

i=1

2
QU(t,z) = Y _(Us(t, ), 6ilt, 7)),
i=1
Comenzaremos generalizando el teorema 23, de manera que consigamos un resultado

mediante el cual podamos estabilizar el sistema diferencial estocdstico (5.16).

Teorema 27 Sea U(t,z) una funcion de Lyapunov apropiada. Supongamos que X es
una solucion de (5.15) verificando que | X (t)| # 0 para todo t > 0 y P—c.s. supuesto
que | Xo| # 0 P—c.s. Sean ¢,(t) € R, p5(t) > 0 dos funciones continuas. Supongamos
también que existen constantes ¢ >0,m >0,v >0, u >0 y 0 € R tales que

(a) |z|IA@E)™ < U(t,z), (t,z) e RT x V.

(b) LU(t, x) < o, ()U(¢, z), (t,z) € R* x V.

(c) QU(t,x) > 0o ()U(¢,z)2, (t,2) € RT x V.
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(d)
¢ t
d d
limsup 021 g o2
400 l(ig )\t(t) t—+oo  log A(t)
: og p
1 <=
?ilfgop log A\(t) — 4

Entonces, para cada o € (0,1), se verifica que

, log | X (¢)| m—(alu+0-v(l-a)
1 < -
oo logA() = q

, P—c.s

En particular, sim > o lp+ 0 — v (1 — a), la solucion X (t) decae a cero casi segu-
m—{a"u+8—v(l—a))
. .

ramente con funcién de decaimiento A\(t) y orden al menos vy, =

Demostracién. Fijemos Xy € LP(2, Fy, P; V) tal que | X¢| # 0 P—c.s. Aplicando

la férmula de It6 y teniendo en cuenta que Wi y W5 son independientes, tenemos que
tLU(s, X (s))
logU(t, X (t)) =1 0,X ——
og ( ( )) og U( 0) +/(; U(S,X(S))

1 [t QU(s, X(s))
2 0 —U(S, X(<‘>’))2dsjL 1) + Mz(t) (547
donde

t
M0 = [ e (st X (6D, ails, X(DWWils), i = 1,2

Debido a la desigualdad exponencial de la martingala, para i = 1, 2, se verifica que

Plos s o - [[3ETRIEEI ] > o < oo

para cualesquiera constantes positivas u, v y w. En particular, si tomamos 0 < a < 1

y consideramos
u=a v=2a"llog(k—1), w=k, k=23, ...,

aplicando el lema de Borel-Cantelli obtenemos que, para casi todo w € 2, existe un

entero ko(w) > 0 tal que

a [t (UL(s s)), gi(s, X (s)))?
M;i(t) < 20~ log(k ~ 1)+§/0 (Ua( ’)sz(@),)}(g(i))aX( )iy
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para 0 <t <k, k > ko(w), i = 1,2. Sustituyendo la acotacién anterior en (5.17)

logU(t, X (t)) <logU(0, Xo) + 4o~ log(k — 1)

t LU (s, X(s)) L1 “QU(s, X(s)) 4
+/0 Ul X(9) 73 o UG, X))

o [t (UL(s,X(5)), 01(s, X (5))?
* 5/0 U X2
o [t (UL, X(5)), 0005, X (5)))?
= U6 XE)?
< logU(0, Xo) + 4o tlog(k — 1)
‘LU X)), 1, tQU(s,X(s))
*/0 005, X(s) @20 7Y ), U, X(s)?

y teniendo en cuenta las condiciones (b) y (c), conseguimos
¢
log U(t, X (1)) < logU(0, Xg) + 4 log(k — 1) + / p1(s)ds
_ 0

- 50-0) [ ea(s)ds

para 0 <t < k, k > ko(w). Usando ahora la condicién (d), se sigue que dado ¢ > 0,
Jk1(e) tal que

log U(t, X (t)) < logU(0, Xq) + (6 + €) log A(t)

_ % (1—a)(2v—¢)log A(t) + (—“—:;—5) log A(?)

para k —1 <t <k, k > ko(w) V ki1(¢), lo cual implica que

. log U(t, X (t)) 1 1

1 — < ——-(1-a)(2v—c¢), P—cs.

msup =Ny S (B+e)+0+e—5(1—-a) (2w £), c.8
Teniendo ahora en cuenta que € > 0 es arbitrario y usando (a) podemos deducir que

— (a1 _ _
Jim sup log | X ()] <_m (" p+0-v(l-a)
t—+00 log)‘(t) q

, P—cs.,

como necesitdbamos probar. m

Como caso particular, podemos establecer un resultado para U(t,z) = A(t)™ |z|* .

Teorema 28 Supongamos que X es una solucion de (5.15) verificando que | X (t)] # 0
para todo t > 0 y P—c.s. supuesto que |Xo| #0 P—c.s. Sean p(t) > 0, 6(t) € R dos
funciones continuas. Supongamos que existen constantes py > 0, p > 0,60 € R tales
que

(a) 2 (x, f(t,2)) + |g1(t, 2)|* + |g2(t, 2)]* < 6()|z)?, (t,z) ERY x V.
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(8)p(t) lo* < (91(t, 2),2)* + (92(¢, @), 2)?, (t,2) € R x V.
(¢)

5 8(s)ds

li =<
o0 logA(f)

t

d
0o, liminf io__p(ié‘: >
logt 7
4

t—+oo log A(t) = o

:
PSP g N

Entonces, para cada o € (0,1), se tiene

: log | X(1)] _  2p(1—a)—a~tu—é
1 < —
irffgop logA(t) — 2

, P—c.s.

Demostracién. Fijemos |Xg| # 0 P—c.s. Sea U(t, X(t)) = A(t)™|X(¢)|* donde
m > 0 y calculemos estimaciones para LU y @U.

Por un lado,

LU X(®) = mN@AQ™ ™ XEP +2M0™ (X ), £ X (1)
2™ (lor(t X + oot X ()

X(®)

= "0

(m))\\/—((:)2 + 5(t)> Ul(t, X (1)),

AO™ XD + A)™6(0) [X (1)

y, por otro,

QUL X(1) = 4D ™(X(2), g1t X(1)))? + AAE)*™ (X (t), g2(t, X (1)))?
INBP™ () X @)* = 4p(U (8, X (1)),

v

Como consecuencia, si consideramos ¢ (t) = m%\,—% +6(t) y @o(t) = 4p(t), tenemos

. Jo 1(s)ds A OLE
1 JoP18)CS 6, liminf 20FRVE 5y,
ISP o) = o0 AR Mg © P

Teniendo en cuenta entonces el teorema 27, para cada « € (0, 1), se tiene

log|X(t)] _ _m=—(a"‘p+m+b—2p(l—a)
tstoo logA(t) 2
2p0(1—a) - oty -6

= y P—C.S.,
2

como querfamos probar. =

El siguiente resultado es una extensién del teorema 26:
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Teorema 29 Supongamos que X es una solucién de (5.15) verificando que | X (t)| # 0
para todo t > 0 y P—c.s. supuesto que | Xg| # 0 P—c.s. Supongamos que existen cons-
tantes py,, pa, > 0, 019,02y, 80,79 € R y sean p1(t), po(t), v(t) > 0, 01(t), 02(t),6(t) €
R seis funciones continuas tales que

(@) 2(z, f(t,2)) +|g1(t,2)* < 8(t)|al?, (t,2) e RY x V.

(®)lg2(t,2)* < v()]el?, (t,2) € R x V.

(p:(t) l2* < (9it,2),2)* < oif®) ||*, i = 1,2, (t,2) € RT x V.

(d)

. fo (s)ds ) [2(s)ds
1 < JO TN T -
i too logA(E) log A(t) ~ o, im sup log A(7) ="
P fo ,Oi(S) . fO ai(s)ds .
= 0T <oy, (6= 1,2).
ltlinﬁg log A(t) — Pig» (1=1,2), lirfii? log A(t) < i, (8 )
Entonces,
: log | X (¢)| 1
1 <~ - = P—c.s.
MSUp N =\ PP 500t ) ), Poes

En particular, si py, + pg, — %(50 + o) > 0, la solucion X(t) decae a cero casi sequ-
ramente con funcién de decaimiento A(t) y orden al menos p,, + pa, — (60 +70)-

Demostracién. Fijemos de nuevo |Xy| # 0 P—c.s. Aplicando la férmula de It6 a
log(A(t)™ | X (t)|*), donde m > 0, obtenemos que

1og()\(t)m |X(t)|2) = log()\(o)m |X0|2) + /0 m;((:))

90X (s), f(s, X(s)
+ X0 @

ds

/ |X(18 22‘91 )l ds (5.18)

2
0 |X ()

Z X(s),9i(s, X (s)))dWi(s)

2

AméWEZ 9),9i(s, X(s)))*ds.

Sean M;(t) = fot ﬁg(X(s), 9i(s, X (8)))dW;(s), i=1, 2, y denotemos mediante (M;(t))
al proceso de variacién cuadratica asociado a M;(t), i = 1,2. Teniendo presente nues-

tras hipdtesis es cierto que M;(t) es una martingala local que se anula para ¢t = 0y
ademas

A4m>m< /LX|A(@m@XUW®§A4M@®
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Como por hipétesis p;; > 0, i = 1,2, se sigue que tlig_n (M;(t)) = 400 y, gracias a
—T00

la ley fuerte de los grandes nimeros, obtenemos que lim —M =0, P—c.s. Por
totoo (Mi(t))
tanto, la hipétesis (d) implica que
. Mi(t) . |M;(t)| Ji 404(s)ds
lim sup —=-“ < limsu : 0 =0,P—cs.
tmotoo OBA(L) = trioe (Mi(2)) logA(®)
En consecuencia, de (5.18) concluimos que
- log | X(1)] . s 8(s)ds 5 v(s)ds
m -+ 2limsup ———= < m + limsu + lim sup ="t
t_>+oop log A(%) H+oop log A(%) t_)%op log A(%)
o foeils)ds [ py(s)ds
— 2limsup =————— — 2limsup =————+—
t_,+oop log A(t) t_*+oop log A(t)

<m+ 6o+ — 201, — 2pa,, P —cs.

Finalmente

. log | X ()] 1
1 — < —=(b P —cs.
mSUP T oal) ~ Pt Pw 50t 0) ), Poes
como querfamos probar. W
Como aplicacién, constataremos en el ejemplo anterior, cémo puede ser estabilizado

mediante la consideracién de otra perturbacién estocédstica del mismo tipo.
Ejemplo 6

Consideremos de nuevo el problema (5.14) y la siguiente perturbacién estocéstica

AX () = atX (t)dt + byt2 X (£)dWy(t) + bot2 X (£)dWa(t), t >0,
X(0) = Xp € R,

donde a > 0,b1,b € Ry Wy, W son dos procesos de Wiener reales e independientes.
Como mencionamos antes, no conocemos si el problema (5.14) es estable o no cuando
%21 —a < 0. Sin embargo, vamos a ver a continuacién que introduciendo el sumando
botz X (t)Wa(t) se produce un efecto estabilizante. Para ello aplicamos el teorema 29.

Facilmente se comprueba que

2(z, f(t,2)) + |g1(t, ))* = (2at + blt) |z,
lg2(t, )|* = b3t |z|?, (g1(t,x),2)? = b3t |z|*, (go(t, ), ) = bt |z|*,

asf que podemos elegir §(t) = 2at + b2t, v(t) = b3t y p;(t) = o:(t) = b%t, i = 1,2, por
lo que se deduce
2 b2 bf

b .
60:0""31:70:52'701'0 =pi0:5 (Z=1’2)a
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2
donde estamos considerando A(t) = expt2. Por tanto, si %1 — a < 0, obtenemos esta-

e . b2 B2 .
bilizacién superexponencial con orden al menos -+ + - — § si suponemos que by es

suficientemente grande, puesto que

1 b 1 b2 b3 ¥ by a
P10+P20"5(50+%)—5+'2—“§(a+'2“+5)—‘4'+—4‘—§-

5.3 Comportamiento asintético de ecuaciones estocasti-

cas con retardos

En esta Seccién vamos a establecer algunas condiciones suficientes para garantizar
estabilidad casi segura con funcién de decaimiento general para ecuaciones estocasticas
con retardos, incluyendo el caso de una ecuacién de evolucién con retardos distribuidos.
La idea es obtener, usando de nuevo funciones de Lyapunov, resultados similares a los
obtenidos en la Seccién 5.1 para la ecuacién sin retardos. Posteriormente, ilustraremos
los resultados con varios ejemplos.

Queremos senalar que recientemente, en Caraballo et al. [19], se ha obtenido un
resultado sobre estabilidad exponencial para ecuaciones en derivadas parciales estocds-
ticas con retardos mediante un argumento de tipo Razumikhin, considerando |gzc|2 como
funcién de Lyapunov. Sin embargo, dicho método requiere més regularidad de las solu-
ciones, lo que hace inviable su aplicacién en una situacién variacional general como
la que nos ocupa. Por este motivo, los resultados que ahora vamos a probar van a
completar y mejorar los encontrados en Caraballo et al. [19].

Dados h > 0, p > 2y T > 0, recordemos que IP(—h,T;V) es el subespa-
cio cerrado de LP(Q x [-h,T|,F ® B([—h,T]),dP®dt; V) de todos los procesos F;-
adaptados p.c.t.t donde F; = Fy para t < 0. Recordamos también que dado un pro-
ceso estocdstico X(t) € IP(—h,T;V) N L*(Q; C(—h,T; H)), podemos asociarle otro
X¢ : Q@ — LP([—h,0],V) N C(—h,0; H) mediante la relacién X:(s){w) = X(t + s)(w),
0<t<T, -h<s<0.

Consideramos la siguiente ecuacién de evolucion estocéstica con retardos:

X € IP(—h, T; V) N L2(€; C(=h, T; H)),
dX(t) = [At, X (1)) + F(t, Xy)] dt + G(t, Xy)dW (t),t € [0,T], (5.19)
X(0) =(t), t € [-h,0],

donde el retardo v € IP(—h,0; V) N L2(; C(—h,0; H)).

~ Sabemos que si A(t,-) : V — V* es una familia de operadores no lineales defini-
da p.c.t.t, bajo condiciones de medibilidad, hemicontinuidad, acotacién, monotonia y
coercividad, si ademés F(t,-) : [0,T] x C(=h,0; H) — V*y G : [0,T] x C(=h,0; H) —
H verifican, entre otras, que son operadores Lipschitz continuos, entonces, podemos
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afirmar que existe un unico proceso X solucién de (5.19) para cada T > 0, es decir,

X (t) satisface la siguiente ecuacién integral en V*:

X(t) = ¢(0) +f0 (s,X(s)) + F(s,Xs) ds-l—fo Xs)dW(s), te€]0,T],
(t)— P(t), t € [=h,0],

(véase Caraballo et al. [19] y, en el caso p = 2, véase Caraballo et al. [11] o los
resultados establecidos en el Capitulo 3).

Podemos ya probar nuestro principal resultado en esta Seccion:

Teorema 30 Sea U(t,z) una funcion de Lyapunov apropiada. Supongamos que log(t)
es uniformemente continua sobre t € [T, +00) y que existe una constante T > 0 tal

que

I
oo logA(t) =

Supongamos también que existen constantes ¢ > 0, m > 0,u > 0, v,0 € R, una
funcion decreciente £(t) > 0 y dos funciones continuas y no negativas ¢;(t), @s(t)
tales que

(a) |z|IA@E)™ < U(t,z), (t,z) e RT x V.

(b) Para cada solucion X de (5.19) definida en el futuro se verifica

/OU;(S,X(S))ds+/O (Ui(s, X (s)), A(s, X (s)) + F(s, X;)) ds

+-;—/ (Ug'c'x(s,X(s))G(s,Xs),G(s,Xs))ds—+—/ £(s)(UL(s,X(s)),G(s, X)) ds
0 0

< [Cerords [ oao) UGs, X(0) s + etw),

donde c(1)) es una constante que depende del dato inicial 1.

(c)
. log [ 04 (s)ds . i a(s)ds
1 0 < 1 0
toron log Mo o RS Tloga()
s log A(t)
Entonces,
limn sup log | X ()] < M= [0+ ({(p+7)V V\/O)], Pecs

En particular, sim > 0+ ((u+7)VrV0) la solucion X decae a cero cast sequramente
m—[B+((utr)ViV0)]
. :

con funcién de decaimiento A(t) y orden al menos v =
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Demostracién. Comenzamos aplicando la férmula de Itd, obteniendo entonces

t
Ut X () = U0, $(0)) + /0 Ul(s, X (s))ds

+ /t <Ug'c(s, X(s)),A(s, X(s)) + F(s, Xs) ) ds
0

1 ¢ " S S
+ _2_ /() (Umz(sa X(s))G(S’ Xs)’ G( ’Xs))d

+ / t(U;(s,X(s)), G(s, Xs))dW (s). (5.20)
0

Gracias a la continuidad uniforme de log A(t) y dado € > 0, existen dos enteros positivos

k-1 k .
N = N(e) y ki(¢) tales que para N <t< IV k > ki(e), se sigue que

k
103)‘(2_1\!'> — log )\(t)’ <e.

Por otra parte, la desigualdad exponencial de la martingala implica que

P{ sup [M(t) - % /Ot(Ug'g(S,X(s)),G(s,Xs))2d3] S U} < e

0<t<w

para cualesquiera constantes positivas u, v y w, donde
¢
M(O) = [ (Ui, X (), Gls X)W ().
0
Entonces, para el anterior € > 0, si tomamos

k K\ k-1 k
uz?f(éw), v:§<§7v—> logz—N, W= 5N k=23,..

podemos aplicar el lema de Borel-Cantelli para obtener que, para casi todo w € €,

existe un entero ko(e,w) > 0 tal que

t
[ wute. X0, G X)W ) < € (55) os

-1
k-1

+ | &(s)(Us(s, X (s)), G(s, X,))?ds
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k
para 0 < t < N k > ko(e,w). Sustituyendo lo anterior en (5.20) obtenemos que,
P-cs.,

-1
U, X (8) < U(0, ())+§(2’fv> log ~ 2N /U'sX( ))ds

/ (U’ A(s, X(8)) + F(s, Xs)) ds

+ / £(s)(UL(5, X (s)), G(5, X.))?ds
0

k
para 0 <t < N k > ko(e,w). Si ahora usamos la condicién (b) obtenemos que P-c.s.

t

kN7 k-1
U X(0) < VO.w0) +6(55) s + [ erloias
¢
+ /0 ©a(8)U(s, X (8))ds + c(v)
para 0 <t < 211; k > ko(e,w). Aplicando entonces el lema de Gronwall

-1
X1 Ay ((o wO) +€(5) og 5

+ [ oits+ew) e ([ oato1a5)

k .
para 0 < t < oN k > ko(e,w). De ahi que, tomando logaritmos en la expresién

anterior y usando la hipétesis (c), obtengamos que P—c.s.

log(1X ()17 A(6)™) < log (U0, 9(0)) + ALY ™+256+) 4 X1+ + o(u))
+ (0 +¢)log A(t)

k

1
para <t < — 5N , k> ko(e,w) V k1(e). Por tanto

i sup EE O AO™

< 2 VOl +0+¢e, P—cs.
tm suy Tog M0 <[(p+7+2)V(w+e)V0l+0+e¢ c.s

Puesto que € > 0 es arbitrario, obtenemos de manera inmediata

, log | X (t)] m—[0+((p+7)VrVvo)
RSP Togat) S 7

, P—cs.

Asi finalizamos la demostracién del teorema. m
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Nota 13 Aparentemente la hipdtesis (b) de este teorema parece diferente a la hipdtesis
(b) del teorema andlogo en el caso sin retardo. Vamos a ver que, sin embargo, una
hipdtesis andloga a la que allf se impuso es, en este contexto, mds fuerte, en el sentido
de que implicaria lo que aqui hemos exigido. En efecto, dado U(t,z) € CLA(R" x
H;R") podemos definir los operadores L y Q sobre LP([-h,0, V)N C(—h,0;H), es
decir, para ® € LP([—h,0],V)NC(~h,0; H) y t € R, definimos

LU(t,®) = UJ(t, (0)) + (UL (t, ®(0)), A(t, ®(0)) + F(t, ®))
+ 5 (UL 0 B(0)G(,2), 6, B)),
QU (¢, ®) = (Uy(t, 2(0)), G(t, @))%
Entonces, si suponemos que
LU(t, @) + £(OQU(L, @) < ¢4 () + o (U (£, 8(0)),

inmediatamente se sigue la hipdtesis (b) de este teorema.

Por tanto, bajo las condiciones del teorema 22 la estabilidad asintdtica es trans-
ferida desde la ecuacion sin retardos a la ecuacion con retardos, independientemente
de como sean dichos retardos.

A continuacién vamos a establecer un resultado que contemple la posibilidad de

potencias fraccionarias.

Corolario 5 Supongamos que log A(t) es uniformemente continua sobre t € [T', +00)
y que existe T > 0 tal que

loglog t <

.
oo TogA(?)

Sean pq(t), po(t), p3(t) tres funciones continuas y no negativas. Supongamos que para
todox e V yt>0, eristeng>0, m>0, u>0,v,0 e R, 0<a<1yuna funcidn
decreciente £(t) > 0, tales que

(a) |z|TA@E)™ < U(t,z), (t,z) e RT x V.

(b) Para una solucion X de (5.19) definida en el futuro se verifica

/OU;(S,X(S))ds-i—/O (UL(s, X(s)), A(s, X (s)) + F(s, X)) ds
+5 [ Wkl X ()G, X, Gls, Xo)ds + [ 6(5) (Ul X (), Glo X))
0 0

< /0 o1(s)ds + / a(5) U(s, X (s))ds + / 03(5) U (s, X ())ds + c(1),

donde c(v) es una constante que depende del dato inicial 1.
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(c)

. log [ (¢1(s) + (1 — a)ps(s) )ds Ji(pals) + aps(s))ds
1 0 3 < . 0 2 3 <
?ilfip log A(t) = 113‘&1) log A(t) <0

limint 12880 5
t—+oo  log A(t)

FEntonces

lim sup log | X (¢)| < - m=[0+ @V (ut+T)V0) P s
t—too lOgA() q

En particular, sim >0+ (vV (u+7) V0) la solucion es casi sequramente estable con

funcion de decaimiento A(t) y orden al menos v = 20+ ;T)VVVO)].

Demostracién. Aplicando la desigualdad de Young obtenemos que

P3O X(E)" = @)™ (ps(OU X (1)) ©
< (11— a)ps(t) + aps (U (¢ X (1)),

por tanto, el resultado es consecuencia inmediata del teorema 30. ®

5.3.1 Ejemplos

Para finalizar esta Seccién, vamos a analizar la estabilidad c.s. de las soluciones de

varios problemas, como ilustracién del teorema 30 y el corolario 5.
Ejemplo 7

Consideremos la siguiente ecuacién unidimensional con retardo constante:

dX(t) = —ILHX(t) + ﬁX(t —h)|dt+ (1 +¢)~9dW(¢t), t € [0,T],
X(t) = ¢(t)7 te [——h,O],

donde ¢ > 1y T, h > 0. Este problema puede escribirse en nuestra formulacién toman-
doV = H =R, p = 2. Teniendo en cuenta la teoria clésica de ecuaciones estocds-
ticas con retardo, es inmediato que el problema anterior tiene una unica solucién
para cada dato inicial fijado en el espacio I?(—h,0; H) N L?(2; C(—h,0; H)). Para

1
we Hy ¢ € C(—h,0; H), definimos A(t,u) = —lq—j_‘t, F(t,9) = 7779(=1) ¥
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G(t,¢) = (1+1)79, ¢t € [0,T). Sea U(t,y) = (1+1)% |y|* . Entonces, es ficil comprobar

que para § > 1 arbitrario, si tomamos £(t) = tenemos que

4(1+t)%

/0 Ui(s, X (s))ds + /Ot (UL(s,X(s)), A(s, X (5)) + F(s, X)) ds

o1 [ wnte X660, 10,606, X

t 1 ,
+A—TrﬁU®MD G5, X,))?ds

t
/ds+/ AL U(s, X (s))ds + /021+52‘1 1X(s)X(s — h)ds

§£®+AHT$W f X(s))ds

i 2g—1 g — 2 s
+/0(1+s) X (s — B ds.

Vamos a acotar la dltima integral de la desigualdad anterior:
¢ 0
/ (1+ )71 X (s — )P ds = [$[Z _po.m) / (14 s+h)%1ds
0 T J—h

t—h
+/ (14 7+ h)5 [X(r)[2dr
0

<c()+(1 +h)2‘1—1/0 I—lJr—sU(s,X(s))ds,

donde hemos denotado c(¢)) = 2lq((l +h)2—1) \¢|2C(_ n,0;#) ¥ hemos usado la desigual-
dad

1+r+h) <A+7r)(1+h),rh>0.

Entonces podemos considerar las funciones

L, (1+h)214+1
1+1t)° (1+1)

p1(t) =1, py(t) = (

Facilmente podemos comprobar el valor de las constantes que aparecen en el teorema
30. En concreto:

=0, v=1, =(1+h)1+1, p=46

Por tanto, aplicando dicho teorema obtenemos que

: og(X®) _ 20— (A+m*¥ 1 +146)
1 < -
?llf&p log(1+1t) — 2

, P—cs.
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Puesto que la constante § > 1 es arbitraria, tenemos que

lim sup og(|X (1)) < _2a- (1+h)2a-1 4 2)

, P—c.s.
t—+o00 log(1+t) - 2

Como consecuencia, la solucién nula es casi seguramente polinomialmente estable con
29— ((1+h)?4~142)
2

funcién de decaimiento (1 + t) y orden al menos siempre que g >

2¢-—1
ﬂ—l%. Es decir, fijado ¢ > %, existe h > 0 suficientemente pequefio de forma que

la solucién nula es estable c.s. con funcién de decaimiento (1 + t).
Ejemplo 8

Consideremos la siguiente ecuacién unidimensional con retardo constante:

dX(t) = —T%7X() 1+tf X(t+s)ds| dt + (1 +)"9dW(t), t € [0,T],
X(t) = w(t)a te [—h’ O]a

donde ¢ > 1y T,h > 0. Este problema puede escribirse en nuestra formulacién
tomando V = H = R, p = 2. Al igual que en el ejemplo anterior, teniendo en
cuenta la teorfa cldsica sobre ecuaciones estocdsticas con retardo, es inmediato que
el problema anterior tiene una tnica solucién para cada dato inicial fijado en el es-
pacio I?(—h,0; H) N L*(Q; C(~h,0; H)). Parau € Hy ¢ € C(~h,0; H), definimos
A(t,u) = _T%’ F(t,¢) = 1—-1{_-—15 fi)h P(s)ds, y G(t,¢) = (1+1)79, t € [0,T]. Conside-
remos U(t,y) = (1+ )% |y|*. Entonces, es facil comprobar que para 6 > 1 arbitrario,

si tomamos £(t) = 5, tenemos que

4(1+1¢)8
/Zﬁ@gX@DmHiéuaﬂaX@»MM&X@D+JW&XQ%B
3 O X660, 60, 600, X5+ [ g (0206, X(6), 06 o)
(/®+/ mnm®+/ ﬂ+ﬁ*%@“¥iﬂwwﬁ0®
+/ T uw»®+A(H_)@X@ms

/ds
+hA(1+@%1<1%¢()med&
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Vamos a acotar la dltima integral de la desigualdad anterior:

t ] h
p [ st ([ xR ds = b4 kP g [ (1 9
0 s—h 0
t
1
2¢—1 - X d
bR [ (e X(5)ds
¢
1
< e() + 1+ hPet [ U X))
0 145
donde c()) = h(1 + h)?I 52— 2q+1(1 (1 — h)%atl) |¢|2C(—h,0;H) y nuevamente hemos usado

la desigualdad (1 4+ u+ h) < (1 +w)(1+ h), u,h > 0. Entonces

1 h(1+h)2 141

p1(t) =1, wolt) = (1+1)° + (1+1)

Ficilmente podemos comprobar el valor de las constantes que aparecen en el teorema
30. En particular:

=0, v=1, 0=h(1+h)21+1, p=4.

Por tanto, aplicando el teorema 30 obtenemos que

log(IX(W)) _ 24— [R(1+R)271 +1 + 6]

limsu , P—cs.
imvoo log(T+8) 2
Puesto que la constante § > 1 es arbitraria, tenemos que
log (| X (t 2q — [h(1+ h)*71 42
lim sup og(IX(M)) _ _24 [h(1+ h) ], P cs.
totoo log(l +1) 2

; 2+-h(1+h)221 ‘. . i al
Por tanto, siempre que ¢ > 3 , la solucién es casi seguramente polinomial-

mente estable con funcién de decaimiento (1 + t).
Ejemplo 9

Consideremos la siguiente ecuacién del calor estocéstica semilineal, donde vamos

a suponer que 71, ro son constantes reales, de modo que h > ry,72 > 0:
[ dX(t,z) = [ ﬁ;i +f (alX (t +u, ) + 22X o X (t +u,z)) ﬂ(u)du] dt
(t—ra,x)
+ X (1) RS AW (1),
X(t,z) = 9(t,z), tel[-h,0], zel0,nr],
| X(t,0) = X(t,m)=0, t>0,
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donde v > 0, a1, 2 > 0; o) : R— R, B: [-71,0] — R son dos funciones Lipschitz
continuas con |a(z)| < K, |B(u)] < M, z € R, u € [-r,0], M,K > 0. Definimos
V = H}[0,7], H = L?[0,7] y denotamos mediante ||-|| y |-| las normas en V y H
respectivamente; mediante (-, -) el producto interno en H.

Este problema puede formularse segiin nuestra notacién, poniendo A(t,v){z) =
fydf;;w), parav € V, x € [0,7]; F(¢, ¢)(z) = ffrl (alqﬁ(u)(m) +a2%ﬁ) Blu)du y
G(t, §)(z) = o($(0)) B, para ¢ € C(=h,0;H), t > 0, z € [0, 7).

Vamos a considerar como funcién de Lyapunov apropiada U (t,y) =™ ly|? (donde
suponemos que m > 0 es una constante fija y arbitaria). Es facil ver queU satisface
todas las hipétesis necesarias para poder aplicar la férmula de Itd. Si tomamos £(t) =

—, entonces
4emt ?

/U;(S,X(s))ds-i-/ (Us(s, X (s)), A(s, X (s)) + F(s, X)) ds
0 0

o1 [ 00, X060, 606, X

* /Ot 4e1ms (UL (s, X(s)), G(s, X5))?ds
¢ t
2 ms 2
S/OmU(S,X(S))ds+2K /Oe |X (s —72)|*ds

+ [ (2x6)em i X(s + wd(u)da) ds

—r1

# [ (2xemen [ 2D gpau)as -2y [ e xFas

—r ox

t
= / mU(s, X (s))ds + 2K2I, + I, + I3 + 1.
0

Nuestro objetivo inmediato es acotar las integrales que hemos llamado Iy, I, I3 e 4.
Por un lado,

0

t—ro
I < W& nom / e du + /0 &2 (s, X (s))ds

—ry

i
S T2€mT2 W)IQC(—h,O,H) + A emT2U(S,X(S))dS.
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Por otro lado,

2
ds

" X (s + u)f(u)du

—7r1

¢ ¢
I, < al/ U(s,X(s))ds + al/ e™®
0 0

<o /Ot U(s, X(s))ds + air /Ot e™* (/0 1X (s + u)|? ﬂ2(u)du) ds

—r1

<o /O "U(s, X(3))ds + oy M2 /0 gms ( / :1 lX(u)|2du> ds
<o /Ot U(s, X (s))ds

0
+ oz1r%M2 [W%(_h,o;ﬂ) </

—ry

t
em(“‘”l)du) —I—/ emrlU(s,X(s))ds]
0
t
<ar [ Uls, X(9)ds +arriM2e™ W2
0
t
+ arr2M2 / ™I (s, X (5))ds.
0

Acotamos también la integral I3:

2

B(u)du| ds

/0 aX(;; u)

t t
I < as / U(s, X(s))ds + as / o
0 0

-7y

<an [ UGs, X o [ ([ X0+ 0l B as

< ap /0 "0 (5, X (5))ds + agry M2 /0 t ems—(/s; 1X ()2 du) ds
< ag /Ot U(s, X(s))ds

0 t
T aur?M? [nwniz(-h,o;v) [ et /0 &1 gms HX(s)IIst]

-7

14
< 012/ U(s, X (s))ds + agr3 M2e™ ||1/)||%2(_h,o;v)
0

1
+ a2 / emm1ems || X (5)|12 ds.
0
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Por tanto, teniendo en cuenta las acotaciones anteriores, obtenemos que

/U;(S,X(s))ds-l-/ (Up(s,X(s5)), A(s, X(5)) + F(s, Xs)) ds
0 0

+% /O (U (s, X (5))G(s, X,), G(s, X5))ds

+ / L (Ul(s, X(5)), G(s, X,))2ds
0

4em3
t
< (m+2K%6™2 £ ) + ag + agrM2em™) / U (s, X (5))ds + ()
0
t
+ (agr? M2™ — 27) / e (| X (s)[2 ds
0

¢
< (m+2K%™2 4+ (o + ap)(1 + riM2e™) — 27)/ U(s, X(s))ds + c(v),
0

siendo esta ltima acotacién cierta si suponemos que Oéz’l‘%M 2emm _ 2y < 0, es decir,
aar?M2emT1 . . .,
7 > —1=——, y donde hacemos la identificacién

o(¥) = (2K rae™ + arr M2 ) (G 0,1) + 02riM2e™ [ T2(_p oy -
Entonces, podemos escoger las funciones
p1(t) = 0, @a(t) = m 4 2K%€™2 — 2y + (a1 + 02)(1 + riM2e™™),
y elegir las constantes
=0, v=0, 0 =m+2K2%™2 — 2y + (a1 + a2)(1 + 2 M32e™™), 1 =m.

Por tanto, aplicando el teorema 30 podemos deducir que, P—c.s.,

_ 2,.mry __ 2A02 mry
limsuplogif(t)l <_m (m+2K%e 27+(§1+a2)(1 +riM?%e )+m)’
t—+o0

es decir, P—c.s.

— _ 2omre _ 2212 ,mr1
lim sup 28 XAl o (=m + 2y = 287%™ — (a1 + ag)(1 + r{M7e™))

t—-+o0 t 2

Ya que podemos elegir m > 0 arbitrariamente, razonando por continuidad, siempre
2K 2+ (an+az)(Ll+r?
2

2
M ), la solucién del problema que hemos planteado en este
2y—2K2 (o1 +az)(1+riM?)
5 .

que vy >

ejemplo es exponencialmente estable c.s. con orden al menos

Queremos sefialar aqui que no se ha necesitado imponer ninguna restriccién sobre 7.
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Ejemplo 10

Consideremos la siguiente ecuacién con retardos:

e‘th(t — h)a ¢ X(t)

AX(t) = |yAXH)+ 0] dt + (270 —m)%e-%mt—)ldvv(t),
X(t) = Y(t), te[-h0, € OCR"
X()lep = 0,t>0,

donde O es un dominio acotado de R™ con frontera suficientemente regular, ¥(t) es

un proceso Fgp-medible, 0 < a < 1, v,p,m > 0,29 g > m > 0, h > 0,y Ao =
V()
1 g
weD(a) [u(a)]
Definimos V = H}(O), H = L?(0) y denotamos mediante |-|| y |-| las normas en
V' y H respectivamente; mediante (-,-) el producto interno en H.

Este problema puede formularse segiin nuestra notacién, poniendo A(t,v)(z) =
—pt 4(_ h)®
yAu(t,z), para v € V, z € O; F(t,¢)(x) = e¢(—h)1(z) y G(t,¢)(z) = (270 —

H0)@) 1+ |¢(0)(=)]
m) —TW,parangC(—h,O;H),tzO,xEO.

Consideremos la funcién de Lyapunov apropiada U(t,y) =e™ |y|2. Es fécil com-

[N

(&

probar que para § > 0 arbitrario, si tomamos &(t) = T entonces

/U;(S,X(s))ds+/ (Us(s,X(s)), A(s, X (s)) + F(s, X,)) ds
0 0

1 [t " t(S ! s 2 s
+3 | (VA6 X(9)6(6, X.), 6o, X)ds + | 3025, X(9), Glo, X

IA

t t
/ eMm=P) 1 X (5)> ds + / em=P)s 1 X (s — h)[**ds
0 0

+ /0 §(2v20 — m)U(s, X(s))ds

t t—h
/ (6(27M0 — m) +e77°) U(s, X(s))ds + / om=B)(r+h) | X ()2 dp
0 —h

IN

IN

t 0
/ (82720 —m) +e7P°) U(s, X (s))ds + [$IZ5{ _p0.01) / elm=P)(r+h) gy
0 —h

t
+ / e(m=Phe(m=p=malriy(y. x(r))dr
0

IA

/Ot (6(2vA0 — m) + € P*) U(s, X(s))ds + c(v)

t
+ / e(Mm-Phelm=—p-ma)ryy(, X (r))*dr
0
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donde ¢(9) = % P 2 Entonces, podemos considerar las funciones
m—p C(—h,0;H)
P1(t) = 0, pa(t) = 8(2720 —m) + €7, ipy(t) = elmPIIHnmpmmet,

Por tanto, de manera inmediata llegamos aque 7 = 0, u = 0, = 0 (si m(1—a)—p < 0)
y

o— 8(29Mg — m) sim(l—a)—p=0,
§(27h0 — m) + ae™ PP 5im(1—a) —p < 0.

Por tanto, gracias al corolario 5, deducimos que

_m—6(2yd —m) - ae(m=p)h

. log | X (t)] sim(l—a)—p=0,
lim sup — = m — 8(2vAo —m)

t=too - g 0 sim(l—a)—p<0.

Haciendo 6 — 0 obtenemos que
_ (m—p)h _ mah
m — ae m— ae
1 t - =— i ~a)—p=

lim sup og | X (t)] < 3 5 sim(l—a)—p=0,
t—otoo 5 sim(l—a)—p<D0.

En conclusién, la solucién del problema es casi seguramente exponencialmente estable

si suponemos que m < 7£-.

5.4 Estabilidad para ecuaciones estocasticas de segundo

orden

En esta Seccién estudiaremos propiedades de estabilidad para ecuaciones en derivadas
parciales estocdsticas de segundo orden en tiempo, tales como las que modelan vibra-
ciones aleatorias de sistemas mecdnicamente flexibles, como por ejemplo, los puentes.
Algunos resultados en esta linea y en dimensién finita pueden consultarse, por ejem-
plo, en Kozin [34]. En dimensién infinita vamos a sefialar la referencia Curtain [21],
donde se demuestran condiciones suficientes para la estabilidad exponencial de la solu-
cién del sistema, suponiendo que el operador genera un semigrupo de contracciones
de clase Cp. Una vez més, queremos sefialar que no conocemos resultados en la lite-
ratura como los que aqui nos planteamos, es decir, en un marco variacional. Nos
ocuparemos principalmente de proporcionar algunos resultados sobre decaimiento ex-

ponencial. Primeramente probaremos un resultado que garantice la estabilidad de los
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momentos de orden dos de la solucién del correspondiente sistema diferencial estocés-
tico de segundo orden en tiempo, es decir, probaremos estabilidad en media cuadrética
con velocidad de decaimiento exponencial. Posteriormente, veremos cémo la estabi-
lidad en media cuadrética implica en particular estabilidad trayectorial con la misma
velocidad de decaimiento.

Consideremos una familia de operadores lineales autoadjuntos A(t), t > 0, verifi-

cando:
(A1) A(t) € L>(0,T; L(V,V*)), VT > 0.
(A.2) dca > 0 tal que Vt > 0, Yu € V se verifica

[A@)ull, < callull-

(A.3) Ja > 0 tal que Vt > 0, Vu € V se verifica
(At)u,u) 2 a fJull*.
(A.4) La aplicacién ¢t € (0, +00) — (A(t)u, @) es continuamente diferenciable, Yu,u €

V. Si (A'(t)u,u) denota el valor de & (A(t)u, %), entonces supondremos que
A'(t) € L0, T; L(V,V")),¥T > 0, y

(A'(t)u,u)y <0,Vt >0,Vu e V.

(A.5) Existe un espacio de Banach X tal que X C {u € V ; A(t)u € H,Vt¢ > 0}, siendo
la inyeccién de X en V continua y X denso en H.

Consideremos también una familia de operadores no lineales By(t,:) : H — H,

p.c.t. t > 0, verificando las hipétesis:

(Bo.1) Medibilidad: Vv € H, la aplicacién t € (0,+00) — By(t,v) € H es medible
Lebesgue.

(Bo.2) Acotacion: existe cg > 0 tal que |By(t,v)| < ¢o|v], Vv € H, p.c.t. t > 0.
(Bp.3) Coercividad: existe 8y > 0 tal que (By(t,v),v) > By v, Vv € H, p.c.t. t > 0.
Sea G : [0,+00) x V x H — H una familia de operadores no lineales tal que:

(Go.1) La aplicacién t € (0,+00) — Go(t,€,1) € H es medible Lebesgue, p.c.t. ¢,
V(€,m) € V x H.

(Go.2) Go(t,0,0) =0, p.c.t. t > 0.
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(Go.3) Existen dos constantes Cg, v, Cgo m > 0 tales que V€ £ € V,¥n,7 € H se verifica
~ 12 ~12
Go(t,€,m) = Golt,E,7)| < Caoy || = || + o I =il

Consideremos, VT > 0, el siguiente problema:

(we L2(Q;C(0,T; V), v e LA C(0,T; H)),

u'(t) =v(t), t€[0,T],

§ u(t) + J§ A(s)u(s)ds + fy Bo(s,v(s))ds (5.21)
=g+ fot Go(s,u(s),v(s))dW(s), t € [0,T],

L u(O) = Ug,

donde vamos a suponer que ug € L?(Q2, Fo, P; V), vo € L*(Q, Fo, P; H) estan dados.

Puesto que ahora el objetivo es analizar la estabilidad del problema (5.21) vamos
a suponer que existe un tnico par (u(t),v(t)) solucién de (5.21) en [0,T], VI' > 0,
lo cual estd garantizado si, por ejemplo, se verifican las hipétesis del teorema 14 del
Capitulo 4, siendo en este caso h = 0, puesto que estamos considerando un problema
estocdstico de segundo orden sin caracterfsticas hereditarias (y en relacién a dicho
teorema estamos entonces suponiendo que Fy = f = g = 0). En esta Seccién sélo
estamos suponiendo aquellas hipétesis relativas a A, By y Gy que necesitaremos para
demostrar los resultados relativos a la estabilidad del problema (5.21).

A partir de ahora supondremos que (u(t),v(t)), solucién de (5.21), estd definida
vt > 0.

Vamos a continuacién a precisar qué entenderemos por estabilidad exponencial en

media cuadratica para la solucién de (5.21):

Definicién 21 El par (u(t),v(t)) solucion de (5.21) se dice exponencialmente estable

en media cuadrdtica si existen constanies m, K1 > 0 tales que
E (Jo(®) + lu(®)]*) < K1 B (fvof* + uol*) ™™, ¥t > 0. (5.22)

Teorema 31 Supongamos que (u(t),v(t)) es una solucion de (5.21). Una condicion

sufictente para que dicha solucién sea erponencialmente estable en media cuadritica

es que se verifiquen las dos relaciones siguientes relativas a los operadores A, By y Go:
amin{l, a}

Caov < —

2.2
c7Cp 2
Coor < 2By—Cgv ( =t a) )

donde ¢ > 0 es tal que |z| < c|z||, Vz € V.
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Demostracién. Sea m > 0. Si aplicamos la férmula de It6 al proceso
™ [u(8)|? + €™ (A(t)u(t), ult)) ,

obtenemos gracias al teorema 11 y al corolario 1 que para cada t > 0 y P-c.s. se

verifica

™ Ju()]” + €™ (A(t)u(t), u(t))

= |oof* + (A(0)uo, uo) + m/o ™ (|o(s)[* + (A(s)u(s), u(s)))ds
-I—/O e™ (A'(s)u(s),u(s))ds — 2/0 €™ (Bo(s,v(s)),v(s))ds

t ms ms S 2 s
+2 /0 & (Go(s, u(s), 0(s)), v(5))AW (s) + /0 & |Go (s, u(s), v(s)) [ ds.

Teniendo en cuenta las hipétesis (A.2), (A.3), (A4), (Bo.3) y (Go.3), si ademds

tomamos esperanzas en la expresién anterior, Vt > 0, se verifica
min{1,a} B (™ [u(®)]* + e™ |lu(?)|)
< FE |v0|2 +caE HuoH2 + (m+ Cao,z — 20p) /Ot e™E ]v(s)|2 ds (5.23)
+(mea + Caoy) /0 e 7 u(s) |2 ds.
Vamos a acotar la dltima integral de la desigualdad anterior. Gracias a que

d(e™ (u(t),v(t))) = me™ (u(t),v(t))dt + e™ |v(1;)|2 dt — ™ (A(t)u(t), u(t)) dt
—e™(By(t,v(t)), u(t))dt + ™ (Go(t, u(t), v(t)), u(t))dW (2),

tenemos que

¢ t
™ E(u(t),v(t)) = E(ug, o) —I—m/o e E(u(s),v(s))ds +/0 e™E |u(s)[*ds
¢ t
—/ e™E (A(s)u(s),u(s)}ds—/ e™ E(By(s,v(s)),u(s))ds
0 0
< cFE Jugl| |vo|-1—m/0 emsE(u(s),v(s))ds—{—/O e™E |u(s)|* ds

—a/ emsE|]u(s)||2ds—/temsE(Bo(s,v(s)),u(s))ds.
0 0
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Como consecuencia

a/ e™ E |Ju(s)||*ds < cE ||uol| |vo| +/ e™ E |u(s)[* ds
0 0

+m ( /O ‘e |’v(s)]2ds)% <02 /O femo g ||u(8)||2ds) ’

T (cg /0 tem3E|v(s)|2ds>% <c2 /0 temsE||u(s)l|2ds)2

+c(emE |v(t)|2)% (e Hu(t)[[z)%

IN

t
SElluoll® + S B luol” + / B Jo(s)| ds + Ze™ B [u(t) > + Se™E [o(t)
0

e(m + co) </0t ™ B [o(s)|? d3> i (/Ot M ||u(s)||2ds> ’

C ¢ C C
58 lluol| + gE |vol? +/ ™ E |u(s)|* ds + 5emtE u(t)||® + 5emtE lv(t)]?
0

IA

2 2
c{m+ ¢
( 0)

t t
™ms 2 a ms 2
— E d
5 /Oe Ev(s)?ds + 2/0 ™ E |ju(s)|% ds,

con lo cual
t
(mea+ Cayv) / ™ B ||u(s)| ds
0
c c c c
< (mea+ Cay,v) (&E Jluoll* + ~E [wof® + —e™E lu(®)|® + aemtE Iv(t)!2)
2 2 t
c“(m+c 2
+(ch + CGO’V) <(—'2_O) + —) / e"™FE l’U(S)[z ds,
8% 8% 0
por tanto, sustituyendo en (5.23) tenemos que

min{1, a} (1 - C(:Z:{S(;’j‘/)) E (emt o (t)]? + ™ ||U(t)H2)

C C
< (a(ch + Cayv) + 1) Eluol? + (a(ch +Coyv) + cA) B |fuo|)?

2 2 2 t
+ ((ch +Cqy,v) (M%CQ)_ + 5) +m+ Cgo,nr — 250) /0 e™E |U(3)|2 ds.

Por tanto, si suponemos que se verifican las desigualdades

c(mea + Cgov)
amin{l, a}

1— > 0, (5.24)

A(m+c)? 2
(mey + CGO,V) (—(—a2—0) + a) +m+ CGO,H -2B8, < 0, (5.25)

tendremos garantizado que la solucién de (5.21) es exponencialmente estable en media
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cuadrética. Para ello, si se verifican

c Cgo,v

] — — ZCoV
amin{l,a}

> 0,

cep? 2

CGO,V ( Oé2 + a) + CGQ,H - zﬂO < 07

0, equivalentemente, si son ciertas las desigualdades

amin{l, o
CGO,V < C{ }7
2,2
c“cy 2
CG(),H < 2BO - CG(),V ( az + a’) 3

entonces, es claro que para m > 0 suficientemente pequefio se verificardn (5.24) y

(5.25), quedando entonces probado este resultado. m
Ejemplo 11
Consideremos el desplazamiento lateral de una cuerda dado por el sistema siguiente:
v(t) — g%z—%(s)ds + fyf(f v(s)ds =0 (;' P (5)dW (s), t >0,

u'(t) =v(t), t 20,
w(0,8) = u(1,t) = 0,

donde W (t) es un proceso de Wiener unidimensional, v, € R. En este ejemplo H =
L%(0,1), V = H}(0, 1), siendo

H%u

Autt) = ~55(0),
Bo(t,'l)(t)) = "}/’U(t),
ou

Go(t,u(t),v(t)) = 0%(15),

por tanto, haciendo la identificacién con respecto al teorema 31, obtenemos que

1
CA=1,0[= ].,C():’)’,ﬁo:’Y,CGO,VZO'Z,CGO,Hzo,C: 7_1_"

luego para que se verifique el teorema anterior necesitamos que

2

o° < m,
2y > o° <Z_§+2>:U2(_’Y27:2r_2_7fﬁ,
es decir,
ot <
2 2vym?
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lo cual mejora el mismo resultado encontrado en Curtain [21].

Nuestro siguiente objetivo es demostrar estabilidad trayectorial para la solucién de

(5.21). Previamente probamos el siguiente resultado:

Teorema 32 Si la solucion (u(t),v(t)) de (5.21) verifica (5.22) (lo cual ocurre, por
ejemplo, si se satisfacen las hipdtesis del teorema 31) entonces existe Ko > 0 tal que

B [sup (100 + (0] < P (o + uol?) (5.20)

Demostracién. Gracias al teorema 11 del Capftulo 4 obtenemos que para cada

t > 0y P-cs. se verifica

w(®)* + (A)u(t), u
= |vol? + (A(0)uo, uo) /(A' (s))ds

2 /0 (Bo(s, v(s)), v(s))ds + /0 1Gols, u(s), v(s))|? ds
+2 [ (Gols,u(s),0(5)) ()W (s)

Entonces, teniendo en cuenta ahora las hip6tesis (A.2), (A.3), (4.4) y (Bo.3), si poste-

riormente fijamos T > 0 y tomamos supremos en [0, T, se verifica que

swp (@) +aut)]?)

0<t<

T
2wl + 2¢4 Juoll® + 2/ 1Go(s, u(s), v(s))|? ds
0

)

Tomando esperanzas y aplicando la desigualdad de Burkholder-Davis-Gundy resulta

IN

/0 (Gols, u(s), v(s)), v(s)) AW (s)

+4 sup <
0<t<T

que

E [ sup_(Ju()” +a||u<t>n2)}

0<t<T

T
< 2B |ul? +2¢4E uo|? + 2 /0 Gols, u(s), v(s)) | ds
+4E( sup / (Go<s,u(s),v<s>>,v<s>>dW(s))
0<t<T |Jo
T
< 2F v + 2¢AE |Juo® + 2E /0 |Go(s, u(s),v(s))|* ds

sup_[v(t)?
0<t<T

1
+B

T 2
: +72E/0 IGols, u(s), v(s))[? ds.
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Entonces, gracias a (Go.2) y (Gp.3) tenemos que

B [p (lo@P + (o) )]
1l
min{-zl-, a}

T
+74max{Cq, v, CGo,H}E/O (Hu(s)ll2 + ]v(s)lz) ds> ,

(28 o0 + 2¢4F [juo?

y teniendo en cuenta (5.22) podemos acotar esta integral, obteniendo que

B Li‘?% (oo + nu(t>n2)}

2max{1,cA} )
min{3, o}
74max{Cg,,v,C T
max{' G()l,Va G(),H} E(|v0| +HU'OH )/ e ™3 ds
min{s, a}
2max{1,cA}
“EZ 2 E (Juof? + fuol )
min{3, o}
74 maX{CGO,V, CGO,H}
mmin{}, a}

2
E (Juol* + [[uol

KB (fuol” + luol”)

2 1 l‘l Cg,,v.C K
donde m, K; > 0. Llamando Ky = max{leabt "r‘nr;?i{ afo,v So.tt} -, puesto que es
27 .
una constante que no depende de T, podemos aplicar el teorema de la convergencia

monétona para concluir con la demostracién de este resultado. m

Teorema 33 Si la solucion (u(t),v(t)) de (5.21) verifica (5.22) (lo cual ocurre, por
ejemplo, si se satisfacen las hipdtesis del teorema 31) entonces existe v > 0 tal que

L og (@) + uol”)

t—400 t

< —v, P-cs,
es decir, la solucion de (5.21) es casi sequramente exponencialmente estable.

Demostracién. De nuevo gracias al teorema 11, para t > N, N € N, tenemos
que

Jo(6) 2 + (AB)u(t), u(t))
= (V)P + (A(N)u(N), u /(A’ u(s), u(s)) ds

—2 /N (Bo(s, v(s)), v(s))ds + /N 1Gols, u(s), v(s))|* ds
+2/ (Go(s,u(s),v(s)),v(s))dW (s).

N
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Teniendo en cuenta las hipétesis (A.2), (4.3), (4.4) y (Bo.3), si posteriormente tomamos

supremos en [N, N + 1}, se verifica que

sup (o) +a Ju(®)|)

N<t<N+1

N+41 5
< 2P+ 2ea Ju(N)]P +2 /N (Gols, u(s), v(s))? ds

).

Por tanto, dado € > 0 (y que luego determinaremos convenientemente) se tiene que

/0 (Go(s, u(s), v(s)), v(s)) AW (s)

+4  sup (
N<t<N+1

P s (WOF+Iu0I) 2 ]
< p[Hmle) (o s i) 2 3]

wim

|

/0 (Go(s, u(s), v(s)), v(5))dW (5)

9 N+1 9
P [m [ (Gats,uts) w(s)ds >

Wi m

pl—2 ( ) >
————  sup > .
min{l, o} y<t<n+1

Acotamos cada uno de los sumandos de la desigualdad anterior. Por un lado, ya que

(u,v) satisface (5.22) tenemos que

emin{l, a}
6 max{1,ca}

P [lvuv)F T (N2 >

6 max{l,ca} K1
e min{1, a}

6 max{1l,ca}
emin{l, o}

Por otro, gracias a la desigualdad de Burkholder-Davis-Gundy, a (5.26), (Go.2), (Go.3)
y (5.22) resulta que

B (o) + lu)iP] < B (Juol? + uo”) ™.

P /Ot(Go(s,u(S),U(S)),U(S))dW(S)D > _12—

sup (
N<t<N+1

12 t
= smin{l,a}E LNS?;%)V—H < /0 (Go(s, u(s),v(s)),v(s))dW (s) )}
[ 2 N+1 3
36 9 )
= Emin{l,a}E <N§?§111)v+1 'U(t>|> (/N |Go(s,u(s), v(s))] ds) }
36 3 N+1 ) 5
= emin{l, a} (ENgig?vH |v(t)|2> (E/N |Go(s,u(s),v(s))] dS)
< 2B (ol + o) max{Co, Coosr KT
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y por uiltimo, de nuevo gracias a (Gy.2), (Go.3) y (5.22) tenemos

P [/NN+1|G0(8 u(s), v(s))|* ds > S_ml_nG{_l_va_}}

N+1 9
P/, Gosuts) ) as

6K 2 2y e
mmax{CGo,V,CGO,H}E (I'UO| +||u0H) m

Por tanto, hemos demostrado que

P
N<t<N+1

6 max{1,ca} K

sup (Jo(®) + u(®)]?) 2 e]

E ([vof? + luoll?) e~

emin{l, a}
6K, 9 9 e~ ™mN
3 3 E( )—_
emin{1, a} max{Cgo,v, Cao,u }E { [vol” + [[uol -
% mN
36K, 2 2 1 le77 7
———F ( ) ,C K2
emin{1, a} lvol” + [[uoll” ) max2{Cq,,v, Cao,a } K7 1
_ 6Ky max{Cg,,v,C
L __¢™NE (|U0|2 + ||u0||2) (max{l,cA} + {Cqo,v Go,H}>
emin{l, a} -
1 1
36K KJ o .
Lo (jupf? + [Juo|2) max? {Cov, Coo}-

e min{1, a}m2

Por tanto, si para cada N € N, tomamose = ey = E (|vo|2 + ||u0||2) ~“#" obtenemos
que

mN

P| sup (lv(t)|2+ ||u(t)||2) > z—:N] < Kqe "1, (5.27)

N<t<N+1

donde K3 es una constante independiente de N.
Aplicando el lema de Borel-Cantelli se deduce que, para casi todo w € 1, existe
N(w) € N tal que

@) + lut)|®* <eny VN > N(w),Vt € [N, N +1],
es decir, VN > N(w), Vt € [N, N + 1], se verifica que
&) + @I < B (ol + lluo|?) = # < B (luof” + lluoll*) %™,
luego si tomamos 8 =e% y v = 2 obtenemos que, Vt > N(w),

@ + lu®|* < BE (Jvol® + luoll”) e,

con lo que de manera inmediata terminamos la demostracién de este resultado. m
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