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INTRODUCCION.

En el andlisis estadistico de datos, es fre-
cuente que el investigador se encuentre con observacio-
nes que parecen ser inconsistentes con el resto de los
datos. Estas observaciones andmalas, inconsistentes, o
gue parecen separarse de la masa principal de datos se
dencminan outliers. De una forma intuitiva, se puede de
cir que un outlier es una observacién que se desvia del
resto de las observaciones.

.

En todo andlisis estadistico, para evitar el
riesgo de perturbacidén por la presencia de observacio-
nes outliers, es necesario la utilizacién de técnicas
estadisticas que se encuentren protegidas frente a este
tipo de observaciones (métodos robustos) o bien proce-
der antes del estudio estadistico a la identificacidén

de aguellas.

Para evitar los posibles errores que pueden geg
nerar las abservaciones outliers en las investigaciones
que se realicen, a partir de una masa de datos, existen
dos tipos de técnicas: las técnicas de acomodacidn, que
tienen por objeto la construccidén de métodos estadisti-
cos robustos que no se dejen influenciar por la presen-
cia de outliers en las muestras, y las técnicas de iden

tificacidén que tienen por objeto la construccién de mé-



todos estadisticos que permitan la determinacién e idepn
tificacion de los posibles ocutliers en el conjunto de

las observaciones.

Aunque ambas técnicas estan directamente oriep
tadas a resolver el tipo de problema a que da lugar 1la
presencia de outliers en una muestra, sin embargo su ng
turaleza, contenido metodoldqgico y aplicacidén prdactica

son muy diferentes.

Esta memoria estd dedicada al estudio e inves-
tigacién de problemas y métodos relacionados con el se-
gundo grupo de tales técnicas: las técnicas de identifj
cacién. Los primeros indicios sobre estas técnicas da-
tan de mediados del siglo XVIII y hasta mediados del sj
glo XX estaban dedicadas exclusivamnete a la identifica
cidén de outliers en muestras univariantes. Es a partir
de entonces cuando aparecen los primeros métodos sobre
identificacidén de outliers en muestras multivariantes,
siendo aun hoy en dia muy escasos los métodos que re-
suelven este problema de identificacién de outliers en

muestras multidimensionales.

Asi, Gnanadesikan y Kettering (1972) sedalan,
que debido a la complejidad del caso multivariante re-
sulta infructuoso buscar procedimientos de deteccidn de
outliers que sean validos para todas 1las situaciones,

dado que un outlier para una cierta situacién puede no



serlo para otra, por lo que es m&s aconsejable cons-—
truir un gran conjunto de técnicas con diferentes sensi

bilidades.

En el primer capitulo, se hace una breve rese-
Xa histérica de la evolucién del t&rmino outlier desde
sus inicios hasta nuestros dias, indicando ademds la di
ficultad que entrafa en el caso multivariante detectar
a priori gue determinadas observaciones puedan ser out-
liers. Se destacan, a continuacién, las diferencias en—
tre técnicas de acomodacién y técnicas de identifica-
cidn, y se plantea el problema de la identificacién de
outliers como un contraste de hipotesis, estableciéndo-
se la hipdétesis nula, y los distintos tipos de hipdte~
sis alternativas que se pueden presentar. Asimismo se
lleva a cabo una revisidén de las t&cnicas existentes pa
ra la identificacién de outliers en muestras multiva-
riantes, poniendose de manifiesto que 1la mayoria de
ellas son generalizaciones de métodos o ideas desarro-
lladas para el caso univariante o, técnicas basadasv en

representaciones graficas.

Se aborda en el primer apartado del capitulo
segundo el denominado efecto de enmascaramiento que se
puede presentar cuando en la muestra existe mas de una
observacidn outlier, efecto que se evita aplicando de
forma secuencial agquellas técnicas que vayan identifi-

cando bloques de outliers simultaneamente.



Se propone un método para la identificacion de
outliers en muestras multivariantes basado en una R-or
denacién de las observaciones muestrales, a partir de
sus distancias al vector de medias, siendo esta distan-

cia la inducida por una norma vectorial.

Este procedimiento general, se ha particulari-
zado para el caso de la 1-norma, tabulando la distribu-
cion en el muestreo del estadistico resultante mediante
simulacidn, dando lugar a las tablas de valores criti-
cos del test de hipdtesis. Este procedimiento se podria
llevar a cabo de la misma forma con cualquier otra nor-

ma vectorial.

Se completa este capitulo con una subrutina pa
ra la aplicacién del método propuesto, donde se muestra
a su vez el algoritmo de aplicacién de dicha técnica, Yy

se incluye un caso practico.

El 4ultimo capitulo de esta memoria aborda el
problema de la deteccién e identificacidén de outliers
en muestras multivariantes desde una perspectiva dife-
rente a la utilizada en el capitulo anterior, para lle-
gar a un método o técnica que no tiene antecedentes en

el caso univariante.

Comienza el capitulo definiendo una distancia

entre matrices, que se aplica al caso de matrices de sy



mas de cuadrados y sumas de productos de observaciones
muestrales multidimensionales, que permite construir el
estadistico bdsico para el método de identificacioéon. A
continuacién se procede a determinar la distribucién de

dicho estadistico.

For Gltimo se plantea el contraste de hipéte-—
tesis tanto para el caso de que se trate de identificar
un anico outlier, como para la identificacién de mas de
un outlier, especificando en ambos la regién critica cg

rrespondiente.



1.~ EL FROBLEMA DE LAS OBSERVACIONES OUTLIERS

EN MUESTRAS MULTIVARIANTES.

1.1. El término outlier. Resefa histérica

1.2. Técnicas para el tratamiento de 1los
outliers.

1.3. Técnicas de identificacién de out-

liers en muestras multivariantes.



1.1.

EL TERMINO OUTLIER. REBERA HISTORICA.

Cuando se trabaja con obsarvaciones muestrales,
no se puede garantizar que todas las observaciones sean
totalmente manifestaciones del fendmeno bajo estudio.
De una forma intuitiva, la fiabilidad de una observa-
cion se refleja por su relacién con la otras observacig
nes que se obtuvieron bajo condiciones similares. Asi,
cualquier investigador que trabaje con datos reales se
suele encontrar con observaciones o grupos de observa-
ciones que, en su opinién, parecen ser inconsistentes
con el resto de los datos, por ser valores muy pequaefos
o muy grandes en comparacién con el resto de los datos.
Estas aobservaciones andmalas, inconsistentes, o que pa-
recen separarse de la masa principal de datos han sido
denominadas "outliers", "observaciones discordantes",

"valores sorprendentes”, "observaciones contaminantes",

‘"valores atipicos”", etc. por mencionar solo algunos de

los términos que se han utilizado para identificar ta-

les observaciones a lo largo de los aXos.

De una forma intuitiva, se puede decir que un
outlier es una observacidén que se desvia, en alguin sen-
tido, del resto de las observaciones, lo que induce a
sospechar que fue generada por un mecanismo diferente

al resto de los datos.



El interés por estas observaciones antmalas da
ta de los primeros intentos de obtener conclusiones a
partir de un conjunto de datos estadisticos. Los prime-
ros indicios se deben a Boscovich (1783) vy Bernoulli
(1777), lo que indica que la practica de descartar las
observaciones que parecen discordantes se realizaba vya
hace mas de 200 afos. En el siglo XIX aparecen los pri-
meros trabajos orientados a desarrollar métodos estadig
ticos "objetivos" para tratar con los’ outliers, como
son los de Peirce (18352), Stone (1868), Glaisher (1872),
Edgeworth (1887), etc., y a pesar de lo mucho que se ha
escrito sobre el tema, el concepto de outlier sigue
siendo tan vago hoy en dia como lo fue 200 afos atras.

Asi, Edgeworth (1887) escribia:

"lLas observaciones discordantes se pueden defi-
nir como aquellas que parecen diferir, con respecto a
su ley de frecuencias, de las otras observaciones con

las que estan combinadas®.

Ochenta y dos afos despues, Grubbs (19469) es-

tablece que:

"Un outlier es una observacidén que parece des-—
viarse marcadamente de los otros elementos de la mues-—
tra en la cual se encuentra’.

En la mayoria de los trabajos publicados hasta

la fecha han aparecido definiciones del término outlier,



siendo todas tan vagas como las dos anteriores:

"Los outliers son observaciones que parecen
ser demasiado grandes o demasiado pequefas, comparadas

con el resto de las observaciones" (Gumbel, 1960).

" "En una muestra extraida de una cierta pobla-
cién aparecen una o varias observaciones que, sorpren-
dentemente, se encuentran alejadas del grupo principal

de datos” (Ferguson, 1961).

"Los outliers son observaciones que tienen
residuos tan grandes, en comparacidén con las otras, que
sugieren que deben tener un tratamiento especial,
siendo @l residuc de una observacién la diferencia
entre el valor observado y el valor ajustade” (Anscombe

y Tukey, 19463).

"Los outliers son observaciones o conjuntos de
observaciones que parecen ser inconsistentes con el

resto de la muestra" (Barnett y Lewis, 1984).

Beckman y Coock (1983) distinguen entre obser-
vacioén discordante: "cualquier observacién que el in-
vestigador considera sorprendente o discrepante"s vy
observacién contaminante: "cualguier observacioén que no
es una realizacién de la distribucién en estudio”. De-

nominan outlier a un colectivo que alude a observacio-

_10...



nes contaminantes o discordantes.

A la vista de estas definiciones, se puede de-
cir que el concepto de outlier es un concepto subjetivo
despues de observar los datos. Historicamente, los mé-
todos estadisticos "objetivos" para tratar con outliers
se emplearon despues de identificar los outliers a tra-

vés de una inspeccién visual de los datos.

Collet y Lewis (1976) realizan un informe so—
bre los resultados de un experimento para investigar la
naturaleza subjetiva de la decisién de designar una ob-—
servacidén como outlier, concluyendo que la percepcidn
de un outlier depende de la forma de presentacién de
los datos (al azar, graficamente, ordenados), de la ex-
periencia del investigador, y de la escala utilizada pa
ra la presentacién de los mismos: conforme aumenta la
escala, las observaciones extremas tienden a parecer

mas discrepantes.

l.a mayor parte de lo dicho anteriormente se pg
dria aplicar a muestras aleatorias de tamafic pequefo o
moderado. En grandes conjuntos de datos, muestras mul-
tivariantes, andlisis de regresidn, etc., una impresién

visual de los datos puede resultar imposible.

Como Gnanadesikan y Kettering (1972) hacen no-

tar, los outliers en muestras multivariantes no tienen



una manifestacidn tan clara como observaciones '"que se
alejan de los limites de 1a muestra". En datos bivarian
tes se pueden percibir observaciones sospechosas si  se
realiza un diagrama de dispersidn, cbservando aquellos
elementos muestrales que caen fuera del conjunto princi
pal de observaciones, pero en muestras de datos con mas
de dos dimensiones no se perciben tan facilmente, al no

poder realizar tales representaciones graficas.

La idea de alejamiento, inevitablemente, lleva
asociada la consideracién de una distancia y a su vez
alguna forma de ordenacién de las observaciones. En
muestras multivariantes, a lo sumo, se podria conseguir
el definir algun principio de subordenacidén de los ele-
mentos muestrales, que permitiera esa percepcion visual
de los datos sorprendentes. Barnett (1976) estudia dis-
tintas formas de subordenacidn y el papel que juegan en

el Anidlisis Multivariante.

Asi puds, se hace entonces necesario aplicar
algdan tipo de criterio objetivo para la identificacién
de los outliers, en lugar de una inspeccién visual de

los datos.



1.2.

TECNICAS PARA EL TRATAMIENTO DE LOS OUTLIERS.

Como se puede deducir de las definiciones del
té&rmino outlier expuestas en el apartado anterior, los
outliers son observaciones gque parecen haber sido pro-
ducidas por un fenémeno o mecanismo aleatorio diferente
al que generd el resto de las mismas. Parece evidente
gque si no se tiene en cuenta la posible presencia dé
outliers en las muestras recogidas para la investiga-
cién o estudio de un fendmeno aleatorio, las conclusio-
nes que se deriven de tal investigacioén pueden ser errg

neas.

Para subsanar los posibles errores que puede
generar la presencia de outliers, existen diversas téc-

nicas que se pueden integrar en dos grandes grupos:

- Técnicas de acomodacioén

- Técnicas de identificacion

Las técnicas de acomodacién consisten en cons-—
truir métodos estadisticos que no se dejen influenciar
en sus resultados por la presencia de outliers en las
muestras. Por contra, las técnicas de identificacion
proporcionan métodos estadisticos que permiten determi-

nar e identificar los posibles outliers en una muestra.

_13_



- Técnicas de acomodacién.

lLas técnicas de acomodacioén incluyen los méto-—
dos robustos de estimacién de los pardmetros desconoci-
dos de la distribucién teérica de la poblacién, asi co-
mo los mé&todos robustos de contraste de hipdtesis rela-
tivos a estos pardmetros. E1 interés de estos métodos
robustos se debe a que los estimadores y funciones test
que se obtienen mantienen determinadas propiedades es-—

tadisticas bajo diferentes distribuciones poblacionales.

En el caso multivariante existen pocas técni-
cas de acomodacién de ocutliers, y las que existen, gene
ralmente tienen una justificacidn mas intuitiva que teg
rica. Entre los distintos trabajos sobre acomodacidn de
outliers en muestras multivariantes se pueden destacar

los siguientes.

Golub, Guttman y Dutter (1973) consideran que
el vector de observaciones X=(Xi,X23.:09X%n)” esta des-

crito por el modelo lineal general normal

¥ = Ab+e

siendo b un vector de q pardmetros, A una matriz nxq de
coeficientes conocidos (de rango total) y e un vector
de residuos de dimensién n, que se supone distribuido

segin una ley Normal de vector de medias cero y matriz



de varianzas-covariazas de la forma 02],, con 1. la ma-
triz identidad de orden n. Estos autores proponen re-—

glas basadas en la Winsorizacién de los residuos.

Gnanadesikan y Kettenring (1972) tratan sobre
la estimacion robusta de medidas de localizacién y dis-
persién en modelos multidimensionales. En particular
tratan sobre la estimacién robusta del vector de medias
y la matriz de varianzas-covarianzas. Proponen varios
estimadores robustos del vector de medias, siendo la
mayoria de ellos el vector formado por las estimaciones
robustas de las distintas componentes del vector de me-—
dias, tales como el vector de medianas muestrales, me-
dias Winsorizadas, etc. Para la estimacién robusta de
la matriz de varianzas-covarianzas, sugieren en primer
lugar R-ordenar la muestra multivariante XigXzpesssgXn
en términos de su distancia euclidea a un estimador ro-

busto del vector de medias x*,

(Ma= R*)* {Ng= R*) i=1,25.004N

seleccionando a continuacidn un subconjunto de observa-—

ciones cuyas distancias a x* sean las menores, y con es

te subconjunto se calcula la matriz

Ao B B (Xe~ X*)(xs~ x*)*

Se R-ordena nuevamente la muestra completa pero ahora



en términos de la forma cuadratica
(Mg~ X*)'A"2 (XKy4— Xx™) 171,25 c0a3an

y s eliminan aquellas observaciones que corresponden a
los mayores valores de la forma cuadratica, siendo en-
tonces la estimacién robusta de la matriz de varianzas-
covarianzas una matriz proporcional a la matriz de su-
mas de cuadrados y sumas de productos de las restantes

observaciones.

Devlin, Bnanadesikan y Kettenring (1975), uti-

lizando la relacién
Cov (X, Xa) -%warcxﬁ- Xa) = Var(Xi- Xa)l

proponen como estimador robusto de la covarianza

* L, !
Siz= [ (01 = 02)
donde &i Y &ﬁ son estimadores robustos de las varianzas
de Xi+ Xa y Xi1— Xz respectivamente, y a partir de Sta
una forma natural de definir un estimador robusto del
coeficiente de correlacién entre X, y X2 seria

%
Si=2

b S*l 1 8‘;2

% *
donde Si1 y 8aax son estimadores robustos de las varian-

* —
Faa=



zas de X1 y Xz, respectivamente.

— Técnicas de identificacién.

Como ya se indicé al comienzo de este apartado
las técnicas de identificacién tienen un objetivo muy
distinto al de las técnicas de acomodacién descritas
anteriormente; su objetivo es el determinar e identifi-

car los posibles cutliers en una muestra.

Collet y Lewis (19746) indican que la identifi-
cacién de outliers consta de dos etapas. Una primera
etapa subjetiva, en 1a que el investigador, a la vista
de los datos obternidos, indicara si existen o no obser-—
vaciones sospechosas de ser outliers. Y una segunda eta
pa objetiva, en la que mediante el uso de métodos esta-
disticos se comprueba si tales observaciones sospecho-
sas se pueden considerar outliers. Esta segunda etapa
conduce, generalmente, a la realizacidn de contrastes

de hipétesis sobre las observaciones muestrales.

En estos contrastes de hipétesis, la hipdtesis
nula establece que los elementos de la muestra proceden
todos de una misma poblacidén, la cual es equivalente a

la no existencia de outliers en la muestra.

A pesar de la simplicidad de la hipétesis nula,

la formulaciodn de la hipétesis alternativa no es tarea



facil, ya que en ella habria que especificar un modelo
que permita explicar la presencia de outliers.
Barnett y Lewis (1984) proponen la siguienté

clasificacidén de las hipétesis alternativas:

Alternativa deterministica

~ Alternativa inherente

Alternativa de mixtura

Alternativa de deslizamiento

La alternativa deterministica se utiliza para
cubrir algunos casos de outliers producidos por errores
de medida, transcripcidén, etc. Esto es, cuando en 1la
muestra aparecen una o varias cbservaciones que clara-
mente resultan ser un error de medida o transcripcion.
En este caso no es necesaria la realizacidén de ningun
contraste estadistico. La hipétesis nula se rechaza en
favor de la alternativa gue indica que estas observa-
ciones erréneas no se han obtenido de la misma pobla-

cidn que el resto de las aobservaciones.

La alternativa inherente fija un modelo pobla-
cional que explica la masa de datos completa. Asi pués,
con esta alternativa no se identifican outliers, sino
que se determina un modelo probabilistico bajo el cual,

en la muestra no existen observaciones outliers.

La alternativa de mixtura establece que los



elementos de la muestra provienen de una mixtura de
distribuciones, es decir, si la funcion de distribucioén
de la poblacién bajo la hipétesis nula es F, la alter-
nativa de mixtura establece que la funcidn de distribu-
cion de la poblacidn es (1-p)F+pG, con p€(0,1). Esto es,
cualquier observacién proviene de la poblacidén descrita

por G con probabilidad p (generalmente pequefia).

Por G4ltimo, la alternativa de deslizamiento es
la mas comin que se utiliza para un modelc generador de
outliers. En su forma mas usual, la alternativa de des-
lizamiento establece que todas las observaciones, salvo
k de ellas, proceden de una misma pdblacién, mientras
que las k observaciones restantes proceden de una pobla
cién modificada en la que uno de los parametros de lg

calizacién o escala, ha sido desplazado en su valor.

En la practica, el fijar algquna de las hipdte-
sis alternativas descritas anteriormente resulta difi-
cil, por lo que las hipétesis que generalmente se con-

trastan sont

Hot Todas las observaciones proceden
de la misma poblacién

Hit Existen k observaciones que no
proceden de la misma poblacién

que el resto k=1,2,...,[n/21



Una vez que se han planteado las hipédtesis, la
siguiente etapa que aparece en una técnica de identifi-
cacidn es la construccidn de un estadistico que permita
aceptar o rechazar la hipétesis nula. En este estadis-
tico siempre intervienen aquellas observaciones que pa-
recen ser outliers, y la mayor dificultad se presenta a
la hora de calcular la distribucién del estadistico ba-
jo la hipétesis nula, va que en este estadistico suelen
intervenir variables aleatorias dependientes, y hay que
recurrir al calculo de distribuciones aproximadas o a
la utilizacidén de la simulacidn para la determinacién

de los valores criticos del estadistico.

TECNICAS DE IDENTIFICACION DE OUTLIERS EN MUES

TRAS MULTIVARIANTES.

La complejidad de la manipulacién de los datos
y distribuciones multivariantes ha hecho que en las
técnicas de identificacién de outliers se suponga que
el modelo bdsico es el modelo Normal multivariante, de-
bido al hecho de que la gran mayoria de los métodos mul

tivariantes se basan en esta hipétesis de Normalidad.

Sea
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una muestra de tamafo n de una poblacion Ng(p,Z). Reprg

sentemos por
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las columnas de la matriz X, por
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la matriz de varianzas-covarianzas de la muestra.

Algunas de las técnicas propuestas para la
identificacidn de outliers multivariantes se basan en

asignar a cada observacién un Gnico valor numérico, vy



establecer de esta forma una subordenacién de las o©b-
servaciones muestrales. Es lo que Barnett (1976) deno-
mina R-ordenacidén. Asi, Siotani (1959) propone el asig-

nar a cada observacidn %, el valor

QI- (Xg" i)'z—""“_ )-‘) i=1,2,a--,n

en el caso de que la matriz I de varianzas—covarianzas,
sea conocida, y en el caso de que dicha matriz sea des-

conocida, asignarle el valor

Gem (Xo= R)*B-2(xs— &) i=1,2;000,n

Una vez asignados estos valores a las observa-
ciones muestrales, propone como estadistico para la

identificacién de un dnico outlier los siguientes:

Qecm>= max @
1:itn

1 1}
Qemo= max O
it en
segin que la matriz de varianzas—covarianzas I sea co-

nocida o desconocida, respectivamente.

Wilks (1963) propone un método para la identi-
ficacidn de k (12kiln/2]) ocutliers simultaneamente, en
el caso en que tanto el vector de medias como la matriz

de varianzas—-covarianzas poblacionales son desconocidos

-— :2:2 -



Para la identificacidn de un Gnico outlier define en

primer lugar los estadisticos

5{5: lA‘J,‘ j=1’2,-.-,n
lAl
donde
A(J’. i (x’.— X)(xt" x)’ j=1,2,-.-,n
‘2
v
Y

A= E (= %) (xa= RO
y utiliza como estadistico para la identificacién de un

outlier

. i)
ri= min L;

l'::)sn

2

Asi, Wilks también establece una KR-ordenacién de las

observaciones muestrales (Barnett, 1976).

Para la identificacién de k outliers (k>1) ge-
neraliza este Gltimo estadistico considerando el minimo

de los (%) posibles valores de

Q?’ lAcT? |

1At
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siendo I={i;,iz....,ik} un conjunto de indices, vy AT’
la matriz de sumas de cuadrados y sumas de productos ob
tenida al eliminar las k observaciones con subindice en

el conjunto I.

Wilks discute con detalle el problema de 1la
identificacién de uno y dos outliers, proporcionando
tablas de valores criticos aproximados mediante la desi
gualdad de Bonferroni, para muestras de tamafo menor o
igual que 300, y poblaciones con dimensién de 1 a 5,
comparandolo con el caso unidimensional dado por Grubbs
(1950). También discute y estudia el caso de tres o mas
outliers, pero no proporciona tablas de valores criti-

cos para esta situacidn.

Estos métodos propuestos por Siotani (1959) vy
Wilks (1943) son generalizaciones multivariantes de los
trabajos de Thompson (1935), Fearson vy Chandra BSekar

(1936), Nair (1948) y Grubbs (1950).

Schwager y Margolin (1982) consideran que 1la
matriz de observaciones se puede especificar mediante
la ecuacién matricial

donde la matriz X tiene n columnas independientes e
identicamente distribuidas Xi,X=2j;«cc3%ny § @5 @1 vector

de p medias desconocidas, Ei:n s un vector fila de n
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elementos todos iguales a 1, y las columnas de la ma-
triz U (pxn) son independientes e identicamente distri-
buidas segun una ley Np(0,I), con I desconocida. Supo-
nen también que n>p para asegurar que p y I son estima-

bles.

Para incorporar la posibilidad de presencia de
outliers, consideran el modelo multivariante de media

deslizada

X= pE:~+A*A*+ U
En este modelo Ejn, P y U tienen 1la misma definicidn
que anteriormente, n>p, A* es un escalar no negativo y

A* es una matriz pxn tal ques

1.- llA¥l= (K as, ) = 1, salvo que A* = O, en cy

Yo caso A*= 0.
2.- Mas de la mitad de las filas de A* son nulas
En este modelo, que es la generalizacién multivariante
del propuesto por Ferguson (1961), la cbservacidén x. es

un outlier si la i-esima fila de A* es no nula.

Schwager y Margolin obtienen el mejor test lo-

calmente invariante para las hipétesis



Hot A* = 0

Hit A* > O

probando que dicho test es equivalente a rechazar 1la
hipétesis nula cuando el coeficente de curtosis defini-

do por Mardia (1970) es suficientemente grande.

Guttman (1973) propone un té&cnica Bayesiana pa
ra la identificacién de outliers univariantes, la cual
extiende en el mismo trabajo al caso multivariante. Co-
mo en el caso univariante, se prueba que la media de la
distribucién a posteriori es una funcion de pesos que

indican observaciones outliers.

Se han propuesto otros sdtodos para la identi-
ficacion de outliers multivariantes que no tienen equi-
valente en el caso univariante, como son los que se de-

tallan a continuacién.

Gnanadesikan (1973) muestra el posible uso de
la técnica de representacion grafica de observaciones
multivariantes, debida a Andrews (1972), para la identji
ficacién de outliers. Andrews (1972) propone represen-

tar para cada observacién

Xt‘(xlt.xZijnl-,Xpt), i=1,2,--,n

la funcidén



fo(t)-Jé Xi11+X2:%5@8N t+X=x.CO08 t+xgss€n Z2t+... i=1l,..,.4nN
2
en el intervalo (-w,n). De esta forma se tendrian re-
presentados los n puntos p-dimensionales mediante n
curvas en el espacio bidimensional. El1 método de identj
ficacién es similar a los restantes procedimientos gra-

ficos.

Hawkins (1974) propone cuatro estadisticos pa-
ra la identificacién de outliers multivariantes, utili-
zando las componentes principales. Partiendo de una po-
blacidn Nu(p,L) en la que ambos parametros son conoci-

dos, construye los valores

z Wg i=1,2,---,n
t ,—A‘
donde w = (WiyWzyesayWp)’ s €1 vector residuc de las

componentes principales y A,,Xz,....,x, son los autova-
lores de I, y define los estadisticos

(AN
Tam E 24

iz

k. 2
T = 2 2
(%33

Tx= max 1z
{eitk

Ta= max vyl

4¢icw

donde V = DX, siendo D la matriz obtenida al realizar

una rotacidén varimax con las primeras k filas de B de-
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jando las restantes filas invariantes. Los elementos de
la matriz B son de la forma

Py : i33=1:2500.4P

siendo p.y los elementos de la matriz de vectores pro-

pios.

A continuacidén estudia el caso en gque los pa-—
rametros poblacionales son desconocidos, estimandolos
mediante X y S, y haciendo un estudioc comparativo de
estos estadisticos mediante una aplicacidén en el campo

de la Geologia.

Gnanadesikan y Kettering (1972) utilizan medi-
das univariantes basadas en las observaciones xy; de la
forma

(x_j— ;()'Sb()(_"" ).‘() j=1,2,--.,n

(35— X)*B® (x4~ X) j=13240aa4gn

(X 4= X)* (x4~ X)
tomando el exponente b los valores -1, 0, 1, y mediante
representaciones graficas de estos valores identifican
los outliers, gque corresponden a valores extremos de
estos estadisticos. Algunos casos particulares de estos

estadisticos sont

a) qa = (y= X' (= X) =m—[tr(8) - tr(8¢s>)]
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donde el superindice (j) indica que en el cdlculo se ha
omitido la observacidn j. Este estadistico, cuadrado de
la distancia euclidea a la media, es sensible a 1los

outliers que afectan a la escala.

- - ° 3 -
b) ty®m (= X)*"Sx,y= %) = Bcallitnyg= X)1I=
i:1
donde c, es el autovalor de § asociado al autovector 1.
Esta medida es sensible a los outliers que afectan a la
orientacidn y escala de las primeras componentes prin-
cipales.

2 - - P -
©) dy = (x,- X)*8~1(xy=- %) = Berr[lstny— %) 12
1z

que se utiliza para detectar observaciones que se ale-—

jen del diagrama de dispersidén.

d) (14— R)*B(x4~ &)

r..;"'
LY
oy

-
e

s

(XJ- )-()’(X_,- )

donde || representa la norma euclidea. Este estadisti-
co es similar a f}, excepto que hace mas énfasis en la

orientacidén y menos en la escala.

2

e) TP PRE-SL R USRI I W PR
vV, = e ———————

i —<L¢; -

(%= %)* {xy= %) de—:m

que mide las contribuciones relativas de las observa-
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ciones en las orientaciones de las ultimas componentes

principales.

Devlin, Gnanadesikan y Kettering (1973) hacen
uso de la funcidn influencia para identificar posibles
outliers que afecten a la correlacién en datos bivarian
tes. En una distribucién multivariante dependiente de
de un parametro © definen la funcién influencia mues-
tral de la observacién x, para el estimador € de & me-

diante la relacién

I-(X330) ™ (N = 1)(8 = 6-3)  j=1,2,...4n

donde 3_, es el estimador de © obtenido al no considerar
la observacién x, en ) y teniendo en cuenta que el ta-
mafo de la muestra se reduce en una unidad. Estos auto-
res aplican esta funcién influencia a datos bivariantes
Xy ® (X144%24)7, Yy al coeficiente de correlacitn mues-
tral 8 = r. Para la identificacidon de 1los outliers vy
para ver como afectan al valor del coeficiente de corre
laci6n muestral proponen la representacién grafica de
las observaciones mediante un diagrama de dispersioén,
junto con determinadas curvas de nivel de 1la funciodn
influencia muestral. Aquellas observaciones que tienen
mayor influencia en el valor del coeficiente de corre-
lacidén son las consideradas outliers. La influencia de
una observacién se determina a traves de la curva de nji

vel que esta mads préxima a ella.



2.— TECNICA DE IDENTIFICACION BASADA EN LA

R-ORDENACION DE UNA MUESTRA MULTIVARIANTE

Introduccidén.

Téchica de identificacién basada en
la R-ordenacién de una muestra.
Distribucién del estadistico Tw.
FPercentiles de la distribucidn del
estadistico T-

Subrutina de calculo del estadistico
Tic»

Caso practico.



2.1.

INTRODUCCION.

En la mayoria de los problemas practicos es
posible que en la muestra exista mas de una observacioén
sospechosa de ser outlier. En este caso algunos autores
proponen la aplicacidn secuencial de la técnica especi-

fica que se usa para identificar un dnico outlier.

El procedimiento secuencial consiste en apli-
car la técnica de identificacién de un 4nico outlier a
la muestra completa, y si en dicha aplicacidén alguna
observacién se identifica como outlier, se elimina de
la muestra y se vuelve a aplicar la técnica al conjunto
de datos resultante. Asi se continuaria hasta llegar a
un conjunto de observaciones en el que la aplicacidn de
la técnica de identificacién indique que no existen mas

observaciones outliers.

Sin embargo, otros autores no estan de acuerdo
con esta técnica secuencial. Entre estos se pueden des-
tacar a Pearson y Chandra Sekar (1936), Murphy (1951),
Mc Millan (1971), Tietjen y Moore (1972), etc. Este de-
sacuerdo con el procedimiento secuencial se debe a que
muchas veces las posibles observaciones outliers forman
un grupo homogéneo entre si, y en tal situacién las téc
nicas de identificacién tienden a enmascarar la presen-

cia de dichas observaciones outliers. Esta insensibili-



dad de los procedimientos secuenciales, que indica la
no existencia de outliers cuando en realidad existen,
se denomina segun Murphy (1951) "Efecto de enmascara-—

miento de tipo A".

Un método frecuentemente utilizado para evitar
este efecto de enmascaramiento consiste en estimar en
primer lugar el ntmero de outliers presentes en la
muestra, vy a continuacién aplicar una técnica para

identificar simultaneamente este conjunto de outliers.

Este procedimiento puede conducir a que apa-
rezca el llamado "Efecto de enmascaramiento de tipo B",
efecto que tiene lugar cuando el procedimiento tiende a
detectar mayor numero de outliers de los que realmente
existen en la muestra, es decir, en este caso se pueden
considerar como outliers observaciones que en realidad

no lo son.

Un método que evite estos efectos de enmasca-
ramiento consiste en aplicar de forma secuencial, vy
siempre al conjunto de datos inicial, técnicas que va-

van identificando bloques de outliers simultaneamente.

Tietjen y Moore (19272) estudian el problema de
la identificacidn simultanea de varios outliers, con
objeto de eliminar el efecto de enmascaramiento. Para

ello proponen dos estadisticos para 1la identificacidén



de k outliers simultaneamente, basados en el estadisti-
co de Grubbs (1950). En primer lugar consideran el caso
mas frecuente que es el identificar k ocutliers en los

extremos de una muestra de tamafo n.

Si Xc¢1:€%¢2>¢ een <X¢mn» son los valores mues—
trales en orden creciente, el estadistico que proponen
para contrastar la hipétesis nula de que todas las ob-
servaciones proceden de la misma poblacion Normal, frep
te a la alternativa de que las k observaciones mayores
son outliers, viene dado por:
3E(x‘;;- M) 2

L, = L;{
E(Xcer= X )=

i1

con X la media muestral, y

X = — X
* e 2 X

la media de las n—k observaciones menores.

La regién critica para este contraste viene da
da por

Lk < Lk.g

Para la hipétesis alternativa de que los out-
liers son las k menores observaciones, el estadistico

anterior toma la forma:



" -
e = W)=

C - PIKe4

L3 n
z (X¢ar= X )=
[

con

- A a

»

Kie = Exc
n-K o ik

la media de las n—k observaciones mayores.

La regién critica para este contraste viene da
da por

L*k < Cn.c

Para k=1,2 se demuestra (Tietjen y Moore,1972)
* ¥
que Liy, Liy La ¥y La coinciden con los estadisticos pro-
puestos por Grubbs (1950) para la identificacién de unao

o dos outliers.

Ahora bien, generalmente las observaciones sog
pechosas de ser outliers no se encuentran en uno de los
extremos de la muestra ordenada, sino que, en general,
estas observaciones sospechosas de ser outliers se en-
cuentran en ambos extremos de la muestra. En este caso,
en el que existen valores muy grandes y valores muy pe-
quefos, los estadisticos Le ¥y Ck no son utiles, y Tiet-
jen y Moore proponen un nuevo estadistico deducido del
siguiente razonamiento. Sean XiyXzyse::3%n lO0s N valo-

res muestrales, y sea X la media muestral. Se conside-



ran los valores r, definidos pcr

Iy = |X1— ;l i=1,2,...,l‘l

y sea z: la observacidn x, cuyo r. asociado es el i-ési
mo mayor. De esta forma z; es la observacidn més préxi-
ma a la media y z-~ 5 la observacién mas alejada de 1la
media. El estadistico utilizado para contrastar la hi-
pétesis nula de gque todas las ocbservaciones proceden de
la misma poblacién Normal, frente a la alternativa de

que existen k outliers en la muestra viene dado por:

donde

es la media muestral de las n-k observaciones mas pro—

Ximas a la media, vy z = X.

La regién critica para este contraste viene da

da por

Ewx € En,

Mediante un procedimiento de simulacioén, Tiet-

_:'.;6..



jen y Moore han tabulado los valores criticos Lu,«s E;,a
Y Ev,o de los estadisticos L., . Yy Ew, los cuales com—
paran con los valores exactos proporcionados por Grubbs
en 1950 en los casos k=1 y k=2, llegando a resultados
muy similares que validan el procedimiento de simula-
cidén utilizado en la tabulacidén de los valores criticos

de los estadisticos.

Barnett y Lewis (1984) proponen una forma &l-

ternativa del estadistico En., que viene dada por:

con rym Ixy= X1, rci>€rca»€.e..<rcn> los valores orde-

nados de los r., vy

n-k

Era

ne-K

Fn—k'

Segun estos autores este procedimiento permite

un calculo mads pragméatico.



2.2.

TECNICA DE IDENTIFICACION BASADA EN LA R-ORDENA

CION DE UNA MUESTRA.

-En el caso de una muestra multivariante el prg
blema del enmascaramiento también se puede presentar, vy
en este apartado se propone una generalizacidn del es-
tadistico E,. propuesto por Tietjen y Moore (1972) en la

forma alternativa de Barnett y Lewis (1984).

Como ya se ha dicho en la introduccién del ca-
pitulo, Barnett y Lewis (1984) consideran para el caso
univariante el estadistico

-¥

h (r(_‘)- Fn—k)z

.
| - -
E(r(,,-r )=
(BN
donde los valores ry, = Ixy, — %l representan las distan-

rias de cada una de las observaciones a la media mues-
tral. La idea basica de este estadistico s considerar
como posibles observaciones outliers las correspondien-

tes a los k mayores ry.

lLa extensién de esta idea al caso multivarian-
te se puede realizar tomando como valores ry4 la distan-
cia de la observacion x; al vector de medias %, consi-—
siderando la distancia inducida por una norma vectorial.

Es decir, considerar



Fa \'X* - )—(“ = d()(g,;()

siendo X., i=1,2,...,n las columnas de una matriz X de
orden pxn que representa una muestra multivariante de

una poblacidon de dimensién p.

En este caso para cada norma que se considere
se obtendria un estadistico distinto. En este trabajo

se ha considerado la 1-norma, definida por

s = Xil, = max Ixga= X4l
14)¢p
que en el caso unidimensional coincide con el estadis-—
tico propuesto por Barnett y Lewis (1984), y por ello
se considera que es una adecuada generalizacion del
mismo. Esto permite gque en el casoc multivariante el es-
tadistico gue se propone tome la forma

n-k -
B regs= Fr=-w)=

2l

i:(l"<_,;‘; )=
3=t

..

-

Te =

donde ry = |Ixy = %1, rc1s<rca€eselrcns ¥
- n-k
Fa—x® ;TK'J:_T' Fis»

como en el caso unidimensional.

Esta definicién de los r, permite realizar una



subordenacién de los elementos de la muestra, del tipo
que Barnett (1974) denomina R-ordenacidn, lo que facul-
ta para poder denominar a aquellas observaciones cuyos
rs asociados son los menores, observaciones mas "peque-
fas" (observaciones mds préximas a la media), y denomi-
nar observaciones mas "grandes” a aquellas cuyos ry asg

ciados son los mayores (observaciones mas alejadas de

la MEdia).

Se puede observar que el numerador del estadisg
tico T« es proporcional a la varianza de las distancias
de las n—k observaciones mas proéximas al vector de me-
dias, mientras que el denominador es proporcional a la
varianza de las distancias de las n observaciones al
vector de medias. Asi, la regién critica adecuada para
contrastar la hipétesis nula de gque no existen outliers
en la muestra, frente a la alternativa de que existen k

outliers es de la forma

Tk < Tk.u

siendo Tw,« €1 percentil de orden « de la distribucién

de Tw, distribucién que serd objeto de andlisis y estu-

dio en el apartado siguiente.



2- 3.

DISTRIBUCION DEL ESTADISTICO Tk

Recordando la expresion del estadistico Te@

E (Fear= Fr—w)®
Te = ~

Erca,-r )=

donde r¢ i, 8% la sucesidn de valores ordenados de

rl. = "Xs - ;‘"1 i=1,2’---,n

siendo 4 la observacién i—-&sima de una muestra aleato-
ria procedente de una poblacién multivariante de dimen-
sion p, se trata ahora de determinar la correspondiente
distribucidn muestral del estadistico Tw. Para la deter
minacidén de dicha distribucisén muestral, se ha supuesto
que la muestra procede de una poblacién Normal multiva-
riante, por ser el caso que mas frecuentemente se pre-

senta en las aplicaciones.

Abordar este problema mediante los procedimiepn
tos analiticos usuales en la Estadistica Matematica,
puede llevar a un sin numero de dificultades de dificil
superacidn, y aun en el caso mas favorable de encontrar
la expresién analitica de la distribucidén muestral, es
seguro que habra que recurrir finalmente a procedimien-

tos de cdlculo numérico para determinar los valores de
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los percentiles Tu,« que en definitiva es el objeto ul-

timo de nuestro interés.

A continuaciuén se desarrolla en en este trabg
jo una técnica de simulacidn de la distribucién del es-—
tadistico T a fin de determinar los valores de sus per

centiles.

El procedimiento de simulacidén desarrollado

consiste basicamente de las siguientes etapas:

a) Generacién de muestras aleatorias de tamaio
n, es decir, matrices de dimensiones pxn de
una poblacidn Normal Multivariante de di-
mensidn p.

b) Calcular para cada una de estas muestras el
valor del etadistico Tw.

c) Determinar la distribucidn muestral de los
valores Tw cbservados.

d) Estimar los percentiles de la distribucion
muestral tedrica de T a partir de los per-

centiles de la distribucidn muestral.

Para el calculo de los percentiles de T. se ha
de tener en cuenta que la distribucién de T« va a depen
der de tres pardmetros:

n: tamafo de la muestra

p: dimensién de la poblaciodn
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ki numero de ocutliers
como se aprecia al observar la expresioén del estadisti-
Co. Asi pués habrd que tabular los percentiles de Te pa

ra cada 3-upla de valores (n,p,k).

Se han considerado valores de

3(1)20

n

valores de

1(1)S

i

p

(teniendo en cuenta la restriccién de que p<n, para que
la distribucién sea no degenerada) y valores de

k = 1(1)Lns21]
Y para cada uno de estos valores se han generado 10000
muestras aleatorias Normales p-dimensionales con vector
de medias cero y matriz de varianzas-covarianzas identj
dad, calculando para cada una de ellas el valor del es-

tadistico.

Asi puds, el desarrollo de la primera etapa de
la técnica de simulacién consiste en fijar los valores
de los parametros n, p vy k, y generar 10000 muestras
aleatorias Normales p-dimensionales de tamafo n. Para
la generacién de muestras aleatorias de una distribu-
cién Normal, existen una gran cantidad de métodos, como
pueden verse en Fishman (1978), Kennedy y Gentle (1980)
y Rubinstein (1981). En este trabajo se ha utilizado el
m&étodo basado en la transformacioén de Box-Muller (1958)

por ser el u4nico método exacto para la generacién de



muestras Normales.

Box y Muller demuestran que si U, y Uz son dos
variables aleatorias independientes e identicamente dig
tribuidas segin una ley Uniforme en el intervalo (0,1),
entonces las variables aleatorias Z, y 2=z definidas por

la transformacién

Z, = (=2 1n U,)" cos 2rl=

Iz = (-2 1n U;:)'™ sen 2nwUa

son independientes e identicamente distribuidas segun

una ley N(0O,1).

Luego, el algoritmo de generacion de muestras

Normales se puede resumir en los dos siguientes pasost

1.- Benerar dos numeros aleatorios U, y U=z
utilizando un generador de nameros alea-
torios.

2.— Calcular Z, y Z= simultaneamente, susti-
tuyendo los valores U, y Uz en las ecua-
ciones que definen la transformacidén de

Box y Muller.
Este método de generar muestras N(O,1), ademas
de ser el unico método exacto, es el Gnico que permite

obtener un valor N(0,1) por cada valor U(0,1) generado,



lo cual hace que el tiempo de proceso se reduzca nota-

blemente.

Una vez generada cada una de las muestras, el
cdlculo del valor del estadistico, objeto de la siguien

te etapa, no entrafa ninguna dificultad.

La tercera etapa consiste basicamente en la or
denacién de los 10000 valores del estadistico obtenidos
en las etapas anteriores. En general, la ordenacion de
una serie de valores es un proceso gue requiere una
gran cantidad de tiempo, y mds en este caso en &l que
hay gue ordenar 10000 valores para cada 3-upla de valo-
res (n,p,k). For ello, se ha utilizado el método denomi
nado Quicksort, que es el algoritmo de ordenacidén mas
eficiente para el caso de un gran numero de valores. La
descripcidén detallada de este algoritmo y la compara-
cidn de su eficiencia con la de otros algoritmos de or-

denacién puede verse en Aho, Hopcroft y Ullman (1983).

Los resultados obtenidos mediante este proceso
de simulacidn se muestran a continuacidén en las tablas
siguientes. Respecto a la estabilidad del procedimiento
seguido y consiguiente validez de los valores tabulados
hay que sefalar que realizadas al azar repeticiones del
proceso no se han apreciado variaciones significativas

en los resultados obtenidos.



2.4. PERCENTILES DE LA DISTRIBUCION DEL ESTADISTI-

CO Tw.

A continuacidn se muestran los resultados obte
nidos en el proceso de simulacién de 1la distribucién

del estadistico Ti.

Estos resultados se refieren a los percentiles
de la distribucidn del estadistico Te, los cuales se en

cuentran dispuestos en tablas de cuatro entradas.

Dichas entradas se corresponden con los parameg
tros de la distribucidén del estacistico y el nivel de

significacion del contraste:

p: dimensidn de la poblacidn
n: tamano de la muestra
ki numero de outliers

! nivel de significacidn

Se han tabulado los percentiles de T« para los
niveles de significacidén mas usuales,
0.005, 0.01, 0.025, 0.05, 0.1
dimensidn de la poblacidén de 1| a 5, tamaRos de muestra

de max(3,p+1) a 20, y numero de ocutliers de 1 a [n/213.
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n k 0.005 0.010Q 0.025 0. 050 0.100
3 1 0.0004 0.0004 0.0024 0.0064 0.0244
4 0.0107 0.0197 0.0447 0.0857 0.1667

1
2 0.0000 0.0006 0.0006 0.0006 0.0016

S 1 0.0202 0.0442 0.0782 0.1182 0.1642
2 0.0006 0.0016 0.0036 0.0076 0.0166
=) 1 0.0557 0.0767 0.1137 0.1567 0.2227
2 0.0040 0.0070 0.0150 0.0240 0.0420
F 0.0005 0.0005 0.0015 0.0035 0.0065
7 1 0.0853 0.105%9 0.1398 0.1841 0.2467
2 0.0131 0.0186 0.0301 0.0441 0.0665
3 0.0021 0.0031 0.0065 0.0105 0.0191
8 1 0.1015 0.1278 0.1684 0.2188 0.2838
2 0.0203 0.0290 0.04461 0.06467 0.1001
3 0.0056 0.0080 0.0154 0.0236 0.0373
4 0.0013 0.0019 0.0036 0.0062 0.0113
9 1 0.1160 0.1444 0.2037 0.2546 0.3201
2 0.0357 0.0481 0.0684 0.0916 0.1292
3 0.0111 0.0162 0.0260 0.0371 0.0555
4 0.0036 0.0050 0.0087 0.0138 0.0220
10 1 0.1339 0.1647 0.2152 0.2729 0.3442
2 0.0467 0.0606 0.0872 0.1142 0.1543
3 0.0191 0.0261 0.0373 0.0517 0.0749
4 0.0692 0.0092 0.0152 0.0221 0.0345
S 0.0020 0.0030 0.0053 0.0083 0.0136
11 1 0.1618 0.1955 0.2500 0.3040 0.3763
’ 2 0.0619 0.0807 0.1112 0.1432 0.1842
3 0.0286 0.0373 0.0526 0.0717 0.0978
4 0.0123 0.0165 0.024%9 0.0345 0.0490
S ©0.0054 0.0070 0.0106 0.0156 0.0237
12 1 0.18352 0.2204 0.2758 0.3297 0.3968
2 0.0766 0.1009 0.1286 0.1619 0.2063
3 0.0366 0.0471 0.0657 0.0875 0.1152
4 0.0184 0.0238 0.0340 0.0455 0.0627
5 0.0080 0.0104 0.,0157 0.0227 0.0327
& 0.0035 0.0045 0.0077 0.0108 0.01é6
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X
n b 0.005 0.010 0.025 0.050 0.100
13 1 0.2009 0.2396 0.2943 0.3542 0.4196
2 0.0888 0.11146 0.1474 0.1820 0.2286
3 0.0505 0.0608 0.0799 0.1011 0.1343
4 0.0272 0.0351 0.04460 0.0595 0.0792
S 0.0133 0.0165 0.0245 0.0327 0.0456
6 0.0057 0.0078 0.0118 0.0167 0.0240
13 1 0.2176 0.2595 0.3110 0.3693 0.4420
2 0.1098 0.1316 0.1675 0.2021 0.2505
3 0.0615 0.0761 0.0989 0.1238 0.1548
4 0.033%9 0.0422 0.0555 0.0714 0.0950
S 0.0170 0.0223 0.0311 0.0412 0.0563
6 0.0088 0.0120 0.0178 0.0242 0.0329
7 0.0042 0.0057 0.0088 0.0128 0.0183
15 1 0.24%90 0.2716 0.3474 0.3963 0.4691
2 0.1322 0.1538 0.1893 0.2289 0.2775
3 0.0873 0.0969 0.1148 0.1396 0.1745
4 0.0479 0.0587 0.0748 0.0889 0.1107
S 0.0268 0.0333 0.0448 0.0544 0.0692
6 0.0141 0.0171 0.0241 0.0323 0.0435
7 0.0076 0.0095 0.0134 0.0181 0.0251
16 1 0.2632 0.2964 0.3582 0.4109 0.4806
2 0.1394 0.1599 0.2007 0.2365 0.2897
3 0.0796 0.0980 0.1240 0.1498 0.1848
4 0.0470 0.0591 0.0782 0.0971 0.1223
S 0.0307 0.0363 0.0476 0.0627 0.0822
6 0.0185 0.0227 0.0305 0.0387 0.0525
7 0.0104 0.0129 0.0181 0.0239 0.0328
8 0.0056 0.0071 0.0104 0.0143 0.0203
17 1 0.2768 0.3137 0.3751 0.4337 0.4983
2 0.1345 0.1729 0.2182 0.2607 0.3102
3 0.0972 0.1136 0.13%96 0.1685 0.2036
4 0.0616 0.0723 0.0915 0.1127 0.1398
S 0.0375 0.0451 0.0618 0.0761 0.0931
6 0.0232 0.0283 0.0374 0.0479 0.0627
7 0.0145 0.0181 0.0236 0.0313 0.0415
8 0.0082 0.0102 0.0143 0.0191 0.0257
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n k Q.005 0.010 0.025 0. 050 0.100
18 1 0.2908 0.3307 0.3964 0.4512 0.5139
2 0.14650 0.1938 0.2374 0.2743 0.3270
3 0.1057 0.1227 0.1324 0.1828 0.2224
4 0.0724 0.08546 0.1066 0.1273 0.1547
5 0.0450 0.0537 0.0706 0.0853 0.1071
& 0.0292 0.0345 0.0471 0.0570 0.0730
7 0.0192 0.0229 0.0305 0.0390 0.0300
8 0.01146 0.0144 0.0194 0.0252 0.0332
9 0.0064 0.0080 0.0118 0.0155 0.0214
ie 1 0.3154 0.3519 0.4081 0.4651 0.5262
2 0.1793 0.2042 0.2508 0.2940 0.3428
3 0.1204 0.1391 0.1702 0.1990 0.2341
4 0.0767 0.0903 0.1127 0.1367 0.1673
5 0.0482 0.0597 0.0782 0.0954 0.1184
& 0.0353 0.0421 0.0536 0.0655 0.0825
7 0.0241 0.0290 0.0371 0.0471 0.0594
8 0.0143 0.0177 0.0241 0.0301 0.0395
g 0.0084 0.0112 0.0156 0.0202 0.0269
20 1 0.3281 0.3651 0.4275 0.4797 0.5419
2 0.2017 0.2280 0.2742 0.3112 0.3583
3 0.1258 0.1450 0.1831 0.2175 0.2549
4 0.0827 0.0981 0.1259 0.1514 0.1823
5 0.0606 0.0698 0.0891 0.1064 0.1317
& 0.0398 0.0470 0.0604 0.0747 0.0933
7 0.0275 0.03392 0.0438 0.0536 0.0681
8 0.01856 0.0222 0.0296 0.0374 0.0485
? 0.0125 0.0149 0.0201 0.0254 0.0331
10 0.0076 ©0.0097 0.0131 0.0170 0.0226



X
i } 0.005 0.010 0.025 0.050 0.100
3 1 0.0004 0.0004 0,0014 0.0054 0.01974
4 1 0.0056 0.0126 0.0326 0.0576 0.1106
2 0.0002 0.0002 00,0002 0.0012 0.0022
= 1 0.0257 0.0427 0.0737 0.1137 0.1717
) 2 0.0013 0.0023 0.0033 0.0123 0.0253
& 1 0.0502 0.0722 0.1182 0.1632 0.2282
2 0.0073 0.0109 0.0219 0.0370 0.0609
3 0.0005 0.0011 0.0026 0.00535 0.0119
7 1 0.0817 0.1034 0.1527 0.2034 0.2771
2 0.0192 0.0232 0.0451 0.0656 0.0991
3 0.003 0.0057 0.0121 0.0194 0.0333
8 1 0.1125 0.1413 0.1928 0.2823 0.3255
2 0.0368 0.0463 0.0689 0.0963 0.1408
3 0.0113 0.014%9 0.0260 0.03B7 0.0578
4 0.0025 0.0038 0.0079 0.0124 0.0208
4 1 0.1336 0.14608 0.2193 0.2788 0.3531
2 0.0490 0.0651 0.0922 0.1251 0.1709
3 0.0210 0.0273 0.0419 0.0606 0.0854
4 0.0063 0.0094 0.0164 0.0247 0.0390
10 1 0C.146564 0.1955 0.2512 0.3135 0.3854
2 0.0707 0.0880 0.1191 0.1493 0.1965
3 0.0334 0.0412 0.0584 0.0789 0.1077
4 Q0.0137 0.0195 0.0295 0.0401 0.0375
S 0.0049 0.0071 0.0112 0.0172 0.0263
11 1 0.1832 0.2220 0.2823 0.3416 0.4180
2 0.0837 0.1082 0.1424 0.1795 0.2316
3 0.0465 0.0601 0.0792 0.1012 0.1332
4 0.0204 0.0272 0.0417 0.0551 0.0757
S 0.0097 0.0135 0.0205 0.0295 0.0414
12 1 0.2160 0.2498 0.3096 0.3699 0.4417
2 0.1152 0.1368 0.1723 0.2099 0.2577
3 0.0616 0.0732 0.0970 0.1219 0.1549
4 0.032¢6 0.0410 0.0566 0.0717 0.0951
S 0.0173 0.0223 0.0315 0.0402 0.0558
& 0.0074 0.0098 0.0163 0.0229 0.0322



1 0.2447 0.2787 0.3428 0.3939 0.4478
2 0.1301 O0.15333 0.1927 0.2299 0.2793
3 0.0719 0.08%6 0.1154 0.1430 0.1783
4 0.0407 0.0507 0.0694 0.0875 0.1131
S 0.0230 0.0302 0.0422 0.0546 0.0720
6 0.0117 0.0138 0.0233 0.0320 0.0435

14 1 0.2420 0.2847 0.3557 0.4161 0.4835
2 0.1863 0.1739 0.2183 0.2566 0.3100
3 0.0876 0.1072 0.1367 0.1628 0.2006
4 0.0515 0.064F 0.0857 0.1054 0.1326
S 0.0324 0.041S5 0.0536 0.0698 0.0890
& 0.0176 0.0242 0.0339 0.0434 0.0570
7 0.0097 0.0129 0.0194 0.0262 0.0353
135 1 0.2831 0.3208 0.3788 0.4435 0.5086
2 0.1376 0.1892 0.2319 0.2740 0.3268
I 0.0996 0.1151 0.1461 0.1772 0.2141)
4 0.0687 0.08B10 0.1022 0.1219 0.1507
S 0.0407% 0.0492 0.0643 0.0821 0.1047
6 0.0266 0.0323 0.0413 0.0541 0.0714
7 0.0138 0.0185 0.0257 0.0342 0.0460
16 1 0.3007 0.3353 0.4060 0.4600 0.5255
2 0.1803 0.2047 0.2453 0.2881 0.3374
3 0.1118 0.1344 0.14660 0.1983 0.2393
4 0.0757 0.0888 0.1122 0.1365 0.1671
9 0.0488 0.0581 0.0773 0.0958 0.1190
& 0.0335 0.0407 0.0537 0.0658 0.0833
7 0.0202 0.0252 0.0347 0.0451 0.0582
8 0.0117 0.0146 0.0212 0.0285 0.0379
17 1 0.3112 0.3515 0.4259 0.4836 0.5414
2 0.19260 0.2197 0.26B0 0.3079 0.3584
3 0.1280 0.1470 0.1831 0.2181 0.2582
4 0.0870 0.104% 0.1289 0.1537 0.186%
S 0.0601 0.0733 0.0912 0.1096 0.1338
& 0.0434 0.0512 0.0638 0.0779 0.0973
7 0.0269 0.0316 0.0420 0.0527 0.0682
8 0.0172 0.0213 0.0282 0.03564 0.0474
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n k 0.0035 0.010 0.025 0.050 0.100

18 1 0.3396 0.3745 0.4386 0.4940 0,5559
2 0.2073 0.2334 0.2858 0.3253 0.3788

3 0.1492 0.1680 0.2032 0.2353 0.2744

4 0.1025 0.1178 0.1422 0.1672 0.2001

5 0.0706 0.0812 0.1021 0.1217 0.1493

6 0.0493 0.0579 0.0730 0.08%986 0.1106

7 0.0336 0.0396 0.0511 0.0637 0.0801

8 0.0221 0.0274 0.0363 0.0455 0.0585

9 0.0147 0.0178 0.0236 0.0305 0.0404

19 1 0.3470 0.3909 0.4513 0.5057 0.5667
2 0.2343 0.2616 0.3073 0.3452 0.3934

3 0.1602 0.1775 0.2145 0.2470 0.2888

4 0.1114 0.1311 0.1572 0.1807 0.2148

S 0.0791 0.0920 0.1129 0.1361 0.1619

6 0.0609 0.0698 0.0857 0.1008 0.1243

7 0.0395 0.0481 0.0609 0.0746 0.0916

8 0.0294 0.0343 0.0437 0.0542 0.04680

7 0.0200 0.023Z 0.0304 ©0.0385 0.0492

20 1 0.3589 0.4002 0.4607 0.5197 0.5825
2 0.2432 0.2760 0.3139 0.3569 0.4098

3 0.1681 0.1939 0.2318 0.2636 0.3049

4 0.1200 0.1384 0.1706 0.1968 0.2300

S 0.0915 0.1051 0.1266 0.1480 0.1762

6 0.06BS5 0.0800 0.0948 0.1111 0.1346

7 0.0489 0.0582 0.0725 0.0845 0.1026

8 0.0366 0.0425 0.0528 0.0627 0.0773

9 0.0254 0.0293 0.0376 0.0461 0.0582

10 0.0171 0.0201 0.0268 0.0333 0.0423
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1 0.0065 0.0115 0.0275 0.0525 0.0985
2 0.0005 0.0005 0.0015 0.0035 0.0155

S 1 0.0231 0.0401 0.0671 0.1031 0.1651
0.0017 0.0027 0.0057 0.0127 0.0267

N

6 1 0.0506 0.0701 0.1106 0.15373 0.2265
2 0.0076 0.0119 0.0240 0.0394 0.0647
3 0.0005 0.0010 0.0027 0.0060 0.0131
7 1 0.0768 0.1086 0.1537 0.2071 0.2839
2 0.0200 0.0290 0.0475 0.0702 0.1042
3 0.0040 0.0067 0.0130 0.0216 0.0355
8 1 0.1092 0.1356 0.1892 0.2518 0.3285
2 0.0356 0.0477 0.0714 0.0998 0.1417
3 0.0113 0.0157 0.0280 0.0411 0.0622
4 0.0025 0.0046 0.0086 0.0141 0.0239
? 1 0.1348 0.14602 0.224B 0.2902 0.3656
2 0.0536 0.0708 0.0990 0.1311 0.1789
3 0.0206 0.0296 0.0438B 0.0625 0.0889
4 0.0077 0.0112 0.0185 0.0270 0.0420
10 1 0.1725 0.2010 0.2604 0.3208 0.3993
2 0.0789 0.0921 0.1267 0.1590 0.2072
3 0.0349 0.0476 0.0664 0.0883 0.1176
4 0.0161 0.0206 0.0311 0.0431 0.0613
5 0.0057 0.0078 0.0140 0.0202 0.0310
i1 1 0.1982 0.2388 0.3001 0.3582 0.4288
2 0.0923 0.1130 0.1517 0.1905 0.2411
3 0.051&6 0.0644 0.0849 0.1083 0.1404
4 0.0265 0.0332 0.0466 0.0615 0.0834
S 0.0107 0.0133 0.0239 0.0328 0.0464
12 1 0.2208 0.2599 0.3199 0.3754 0.4515
2 0.1036 0.1335 0.1749 0.2170 0.2671
3 0.0651 0.0752 0.1034 0.1333 0.1699
4 0.0350 0.0409 0.0602 0.0778 0.1029
S 0.0178 0.0234 0.0335 0.0448 0.0622
6 0.0083 0.0119 0.0179 0.0254 0.0364
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n k 0.005 0.010 0.025 0. 050 0.100
13 1 0.2369 0.2773 0.3430 0.4025 0.4774
2 0.1373 0.13B6 0.2025 0.2464 0.2979

3 0.0854 0.1028 0.1268 0.1556 0.1915

4 0.0474 0.0563 0.0766 0.0970 0.1229

S 0.0270 0.0329 0.0459 0.05935 0.0789

6 0.0137 0.0189 0.0267 0.0357 0.0496

14 1 0.2684 0.3083 0.3693 0.4270 0.4978
2 0.1560 0.,1763 0.2231 0.2612 0.3176

3 0.0950 0.11146 0.1417 0.1713 0.2135

4 0.0321 0.0724 0.0931 0.1138 0.1449

5 0.03B5 0.0451 0.0597 0.0755 0.0972

& 0.0215 0.0270 0.03B2 0.0485 0.0639

7 0.0116 0.01534 0.0229 0.0303 0.0400

15 1 0.2864 0.3269 0.38796 0.4464 0.5138
2 0.1740 0.2019 0.2457 0.2863 0.3365

3 0.1021 0.1238 0.1561 0.1872 0.2289

4 0.0728 0.0888 0.1118 0.1327 0.1643

S 0.04835 0.0558 0.0713 0.0892 0.1128

& 0.02B0 0.03492 0.0474 ©0.0595 0.0773

7 0.0158 0.0204 0.0302 0.0399 0.0534

16 1 0.3076 0.3471 0.4133 0.44698 0.35344
2 0.1825 0.2145 0.2612 0.3061 0.3576

3 0.1230 0.1458 0.1812 0.2107 0.2499

4 0.0850 0.0996 0.1232 0.1487 0.1806

S 0.0605 0.0678 0.0838 0.1046 0.1301

& 0.0359 0.0437 0.0571 0.0737 0.0923

7 0.0229 0.0289 0.0392 0.0491 0.0642

8 0.0147 0.0182 0.0254 0.0329 0.0442

17 1 0.3264 (¢.3612 0.4268B 0.48533 0.5482
2 0.1984 0.22953 0.2780 0.3193 0.3720

3 0.1451 0.1633 0.1974 0.2311 0.2710

4 0.0974 0.1120 0.1366 0.1620 0.1934

S 0.0663 0.0803 0.0981 0.1196 0.1449

& 0.0458 0.0539 0.0711 0.0859 0.1058

7 0.0290 0.0356 0.0471 0.0591 0.0732

8 0.0188 0.0237 0.0326 0.0414 0.0338
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n k 0.005 0.010 0.025 0. 030 0.100

18 1 0.3386 0.3856 0.4517 0.5057 0.5664
2 0.2206 0.2545 0.2901 0.3338 0.3874

3 0.1466 0.1751 0.2102 0.2462 0.2878

4 0.1041 0.1187 0.1480 0.1734 0.2080

S 0.0794 0.0903 0.1105 0.1314 0.1623

6 0.03541 0.0644 0.0806 0.0979 0.1194

7 0.0390 0.0470 0.0596 0.0731 0.0%00

8 0.0285 0.0306 0.0402 0.0506 0.0646

9 0.0167 0.0213 0.0287 0.0366 0.0474

ie 1 0.3579 0.4052 0.4702 0.5217 0.5800
2 0.2319 0.2625 0.3120 0.3563 0.4045

3 0.1626 0.1884 0.2266 0.2611 0.3034

4 0.1222 0.1407 0.1680 0.1954 0.2295

S 0.0892 0.1010 0.1231 0.1454 0.1739

6 0.0634 0.0738 0.0921 0.1101 0.1338

7 0.0464 0.0532 0.0685 0.0843 0.1017

8 0.0338 0.0398 0.0507 0.0623 0.0772

2 0.0223 0.0267 0.0348 0.0441 0.0570

20 1 0.3736 0.4110 0.434726 0©.5294 0.35897
2 0.2579 0.2791 0.3293 0.37340 0.4227

3 0.1727 0.2012 0.2408 0.2753 0.3171

4 0.1294 0.1486 0.1780 0.2067 0.2420

S 0.0973 0.1128 0.1349 0.1570 0.1897

6 0.0648 0.0821 0.1023 0.1204 0.1455

7 0.0323 0.0602 0.0750 0.0927 0.1121

8 0.0392 0.0452 0.0572 0.0703 0.0873

9 0.0283 0.0334 0.0425 0.0530 0.0666

10 0.0181 0.0221 0.0297 0.0383 0.0489
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3 1 0.0272 0.0382 0.0672 0.1052 0.1662
2 0.0016 0.0026 0.0066 0.0126 0.0266

&6 1 0.0507 0.0700 0.1039 0.1533 0.2223
2 0.0077 0.0114 0.0247 0.0400 0.0677
3 0.0005 0,0011 0.0030 0.0061 0.0139
7 1 0.0728 0.1095 0.1519 0.2119 0.2984
2 0.0208 0.0334 0.0533 0.0743 0.1099
F 0.0052 0.0083 0.0150 0.0229 0.0392
8 1 0.1092 0.1396 0.1872 0.2507 0.3325
2 0.0377 0.0453 0.0769 0.1037 0.1439
3 0.0097 0.0156 0.0278 0.0414 0.0641
4 0.0025 0.0046 0.0089 0.0147 0.0258
9 1 0.1291 0.1621 0.2277 0.2936 0.3705
2 0.0574 0.0756 0.1071 0.1406 0.1830
3 0.0224 0.0316 0.0459 0.0657 0.0927
4 0.0087 0.0126 0.0193 ©.0290 0.0444
10 1 0.1680 0.2007 0.2599 0.3241 0.4014
2 0.0752 0.0919 0.1257 0.1632 0.2108
I 0.0386 0.04856 0.0688 0.0910 0.1207
4 0.0165 0.0221 0.0335 0.0477 0.0661
S 0.0056 0.0086 0.0139 0.0208 0.0317
11 1 0.1932 0.2261 0.2873 0.3479 0.4305
2 0.098 0.1205 0.1583 0.1925 0.2463
T 0.0523 0.0643 0.0B42 0.1095 0.1438
4 0.0264 0.0336 0.0466 0.0622 0.08350
5 0.0116 0.0154 0.0235 0.0341 0.0497
12 1 0.2216 0.2603 0.3264 0.3824 0.4583
2 0.1149 0.1428 0.1802 0.2195 0.2717
I 0.0633 0.0782 0.1054 0.1315 0.1659
4 0.0337 0.0471 0.08605 0.0801 0.1063
5 0.0194 0.0239 0.0354 0.0474 0.0650
& 0.0086 0.0122 0.0183 0.0253 0.0374
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1 0.2560 0.2837 0.3505 0.4119 0.4808
2 0.1377 0.1631 0.2087 0.2449 0.2964
3 0.0847 0.0986 0.1275 0.1334 0.1946
4 0.0496 0.0607 0.0798 0.0998 0.1278
S 0.0290 0.0351 0.0490 0.06432 0.0838
& 0.0137 0.0204 0.0284 0.0385 0.0533

14 1 0.2759 0.3183 0.3797 0.4367 0.4993
2 0.1563 0.1829 0.2276 0.2673 0.3194
I 0.0989 0.1167 0.1461 0.1756 0.2172
4 0.0588 0.0711 0.0924 0.1160 0.1454
S 0.0361 0.0464 0.0618 0.0771 0.1003
6 0.0217 0.0285 0.0389 0.0499 0.0671
7 0.0112 0.0156 0.0225 0.0307 0.0423
15 1 0.2818 0.37214 0.3917 0.4506 0.5151
2 0.1715 0.1969 0.2434 0.2802 0.3352
3 0.1121 0.1321 0.1611 0.1941 0.2368
4 0.0699 0.0846 0.1100 0.1349 0.1635
S 0.0446 0.0536 0.0721 0.0911 0.1154
& 0.0296 0.0352 0.0472 0.0611 0.0801
7 0.0163 0.0216 0.0314 0.0408 0.0546
16 1 O0.3055 0.3483 0.4152 0.4734 0.3386
2 0.1869 0.2163 0.2583 0.3059 0.3586
3 0.1303 0.1459 0.1793 0.2139 0.2528
4 0.0833 0.0972 0.1251 0.1486 0.1831
S 0.0564 0.0679 0.0857 0.1062 0.1327
& 0.0387 0.04468 0.0601 0.0750 0.0942
7 0.0233 0.0309 0.0396 0.0504 0.0671
8 0.0152 0.0191 0.0264 0.0342 0Q.0457
17 1 0.3151 0.3560 0.4325 0.4928 0.35565
2 0.2098 0.2336 0.2815 0.3246 0.3764
3 0.1422 0.1612 0.1952 0.2279 0.2707
4 0.0932 0.1127 0.137%9 0.1641 0.1986
S 0.0665 0.0799 0.0990 0.1199 0.1493
& 0.0457 0.0550 0.0727 0.0884 0.1084
7 0.0319 0.0366 0.0492 0.0627 0.0795
8 0.0190 0.0248 (0.0339 0.0433 0.0569
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n k 0.0035 0.010 0.025 0.0350Q 0.100

18 1 0.3253 0.3757 0.4402 0.4977 0.34647
2 0.2357 0.2636 0.3100 0.3473 0.3974

3 0.1515 0.1748 0.2146 0.2492 0.2922

4 0.1102 0.1258 0.1550 0.1809 0.2166

S5 0.0786 0.0931 0.1146 0.1359 0.1661

6 0.0583 0.0634 0.0822 0.1005 0.1226

7 0.0407 0.0473 0.0606 0.0732 0.0911

8 0.0258 0.0331 0.04356 0.0549 0.0694

9 0.0172 0.0204 0.0294 0.0374 0.0497

19 1 0.3699 0.4112 0.4659 0.5149 0.5787
2 0.2385 0.2629 0.3138 0.3594 0.4114

3 0.1715 0.1929 0.2299 0.2639 0.3071

4 0.1208 0.1398 0.1696 0.1993 0.2371

S 0.0898 0.1026 0.1284 0.1488 0.1784

6 0.0667 0.0770 0.0950 0.1143 0.1382

7 0.0455 0.03531 0.0688 0.08353 0.1036

B 0.0328 0.0403 0.0504 0.0626 0.0793

9 0.0240 0.0283 0.0355 0.0457 0.0584

20 1 0.3721 0.4104 0.4699 0.5302 0.35915
2 0.2536 0.2853 0.3273 0.3691 0.4257

3 0.1888 0.2093 0.2460 0.2777 0.3190

4 0.1390 0.1563 0.1815 0.2094 0.2478

S 0.0980 0.1158 0.1394 0.1618 0.1917

6 0.0738 0.0848 0.1040 0.1238 0.1499

7 0.08595 0.0670 0.0308 0.0974 0.1182

8 0.0406 0.0488 0.0615 0.0739 0.0899

9 0.0284 0.0334 0.0435 0.0547 0.0694

10 0.0211 0.0254 0.0322 0.0399 0.0511
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1 0.0476 0.0669 0.1081 0.1355 0.2245
2 0.0072 0.0127 0.0257 0.0413 0.0671
3 0.0006 0.0012 0.0033 0.0063 0.0140

7 1 0.0761 0.1063 0.1581 0.2058 0.2863
2 0.0217 0.02%94 0.0501 0.0724 0.1080
3 0.0042 0.0068 0.0135 0.0216 0.0367
8 1 0.1182 0.1485 0.1988 0.2606 0.3336
2 0.0415 0.0535 0.0770 0.10456 0.1485
3 0.012F 0.0181 0.0299 0.0439 0.0&671
4 0.0029 0.0045 0.0083 0.0143 0.0248
? 1 0.1426 0.1706 0.2338 0.2918 0.3652
2 0.0549 0.0727 0.1020 0.1318 0.1788
3 0.0205 0.0287 0.0470 0.0665 0.0939%9
4 0.0810 0.012%1 0.0189 0.0283 0.0435
10 1 0.1584 0.1980 0.2574 0.3203 0.3939
2 0.0797 0.0979 0.1347 0.1696 0.2186
3 0.0337 0.0461 0.0660 0.0880 0.1194
4 0.0153 0.0205 0.03253 0.0448 0.0646
9 0.0064 0.0087 0.0136 0.0213 0.0324
11 1 0.1850 0.2258 0.2899 0.3535 0.4299
2 0.0976 0.1178 0.1574 0.1962 0.2423
3 0.0537 0.0652 0.0890 0.1145 0.14464
4 0.0239 0.0309 0.0472 0.0641 0.0884
S 0.0103 0.0146 0.0243 0.0343 0.0500
12 1 0.2001 0.2522 0.31466 0.3773 0.4526
2 0.1140 0.1397 0.1800 0.2188 0.2&698
3 0.0642 0.0781 0.1068 0.1355 0.1701
4 0.0376 0.0463 0.0622 0.0790 0.1063
S 0.0202 0.0248 0.0370 0.0503 0.0678
& 0.0081 0.0119 0,0187 0.0270 0.0394
13 1 0.2536 0.2926 0.3504 0.4139 0.4B23
2 0.1335 0.1608 0.2037 0.2446 0.2974
3 0.0767 0.0957 0.1276 0.1349 0.1935
4 0.0482 0.0616 0.0807 0.0993 0.1299
S 0.0254 0.0343 0.0482 0.04639 0.0843
6 0.01ZF2 0.0187 0.0273 0.0385 0.0527
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1 0.25390 0.3005 0.34654 0.4302 0.4995
2 0.15&5 0.1761 0.2230 0.2648 0.3169
3 0.1012 0.1183 0.1491 0.1790 0.2160
4 0.0553 0.0711 0.0939 0.1159 0.1472
S 0.0375 0.0449 0.0614 0.0761 0.0994
6 0.0223 0.0286 0.0395 0.0509 0.0679
7 0.0120 0.0160 0.0233 0.0305 0.0419

15 1 0.2925 0.3306 0.3927 0.455B 0.526%
2 0.1709 0.1987 0.2427 0.2855 0.3409
3 0.1123 0.1351 0.1687 0.1947 0.2390
4 0.0689 0.08B58 0.1144 0.1366 0.1695
S 0.0866 0.0574 0.0748 0.0925 0.1164
& 0.0266 0.0366 0.0489 0.0625 0.0830
7 0.0170 0.0232 0.0318 0.0411 0.0557
16 1 0.2945 0.3365 0.4037 0.4667 0.5348
2 0.1894 0.2176 0.2651 0.3063 0,.3591
3 0.1246 0.1501 0.1826 0.2143 0.23561
4 0.0BS7? 0.0972 0.1266 0.1318 0.1847
3 0.0382 0.0699 0.0881 0.1081 0.1344
6 0.0365 0.0453 0.0597 0.0745 0.0948
7 0.0244 0.0304 0.0409 0.0527 0.0681
8 0.0149 0.0177 0.0263 0.0345 0.0465
17 1 0.3234 0.3667 0.4342 0.4895 0.3544
2 0.2131 0.2381 0.2843 0.3244 0.3753
3 0.1394 0.1379 0.1939 0.2285 0.2728
4 0,0987 0.1165 0.1442 0.1704 0.2022
S 0.0650 0.0778 0.1007 0.1216 0.1483
6 0.0472 0.0557 0.0724 0.0886 0.1109
7 0.0313 0.0390 0.0493 00,0628 0.0805
8 0.0204 0.0252 0.0343 0.0437 0.0373
18 1 0.3384 0.3753 0.4463 0.5013 0.5647
2 0.2213 L2867 0.2976 0.3463 0.39357
3 0.1355 0.1812 0.2163 0.2500 0.2916
4 0.1084 0.1259 0.1572 0.18646 0.2194
S5 0.0739 0.0868 0.10992 0.1322 0.1609
& 0.0570 0.0675 0.0852 0.1024 0.1253
7 0.03869 0.0450 0.0605 0.0732 0.0934
8 0.0254 0.0324 0.0436 0.0542 0.0697
? 0.0165 0.0207 0.0293 0.0383 0.0496
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n k 0.005 0.010 0.025 0.050 0.100
19 1 0.3637 0.4007 0.468B7 0.5276 0.5818
2 0.2473 0.2756 0.3198 0.3624 0.4121
3 0.1644 0.1920 0.2289 0.2659 0.3068
4 0.1195 0.1371 0.14678 0.1935 0.2336
S 0.0913 0.1043 0.1285 0.1511 0.1807
6 0.0627 0.0727 0.0929 0.1140 0.1385
7 0.0481 0.0553 0.0710 0,0867 0.1073
8 0.0343 0.0411 0.0527 0.0650 0.0812
9 0.0229 0.0289 0.0372 0.0463 0.0586

)
o

0.3721 0.4202 0.4803 0.5332 0.5917
0.2572 0.2822 0.3291 0.3743 0.4257
0.1792 0.2017 0.2436 0.2793 0.3234
0.1296 0.1493 0.1805 0.2111 0.2480
0.1024 0.1151 0.1404 0.14645 0.1948
0.0737 0.08466 0.1081 0.1256 0.1502
0.0332 0.0633 0.0808 0.0978 0.1189
0.0390 0.0489 0.0617 0.0752 0,0926
0.0280 0.0339 0.0444 0.0553 0.0707
0.0187 0.0238 0.0329 0.0413 0.0533

COMNEU LA~

[y
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2.5.

SUBRUTINA DE CALCULD DEL ESTADISTICO Twk-

Se completa este segundo capitulo con una sub-—
rutina en BASIC para el cdalculo del valor del estadis-
tico Tw, Yy la identificacidén de las observaciones out-

liers en el casoc de que existan.

El motivo de la eleccidén del BASIC como lengua
je de programacién se debe a que, hoy en dia, es el
que estad mas al alcance de cualquier investigador, de-
bido a la proliferacién de los ordenadbres personales,
ya sean micro o miniordenadores. En todo caso la tra-
duccidén de esta rutina a otro lenguaje de alto nivel,
como FORTRAN, PASCAL, etc., es inmediata, sin mas que
temer unos minimos conocimientos de la sintdxis vy es-—

tructura de estos lenguajes.

Las variables de entrada y salida de esta ruti
na estdn suficientemente detalladas en las lineas de

comentario que figuran al comienzo de la misma.

En el listado adjuntoc se han incluido asimismo
lineas de comentario, que indican en cada momento el
cdlculo que se estd realizando, para facilitar adn mas

la traduccién a otro lenguaje de programacioén.



64000
68010
&4020
&HAQTO
64040
&30S0
64060
&4070
64080
64090
&4100
&4110
64120
64130
64140
64150
&£41460
64170
64180
64190
&4200
64210
64220
&4230
64240
&4250
&4260
64270
64280
464290
&4Z00
64310
&4720
L4330
64340
64Z50
&43460
&8370
64380
&H4390
&4400
653410
64420
&4430
&£4440
64450
&4460
64470
64480
64490
£4500
64510
64320
64530
64540

REM XXKEXKXEXXKKKKKRERKRKRRRKKKRKRERENRKKRAKEKKXKRKERKXKKEKEXK

REM Subrutina para el cé&lculc del estadistico Ty. &
REM
REM Datos de entrada: X
REM b 4
REM F: Dimensién de la poblacion. X
REM N: Tamaro de la muestra. 3
REM X: Matriz PxN, cuyas columnas son las observa ¥
REM nes muestrales. ¢
REM K: Namero de outliers. ¥
REM
REM Datos de salida: X
REM : &
REM XM: Vector de medias de dimensién P. 4
REM R: Vector de distancias de cada ohservacién «
REM al vector de medias. X
REM N: Vector de indices, cuyos k dltimos elemen-~ X
REM tos indican las columnas de X que posible- X
REM mente sean outliers. 4
REM TK: Valor del estadistico X
(A 2283322820333 3 38323322333 33¢2 3332332380233 31233 220122293

REM

DIM XM(P),R(N),N(N)

REM XEXXXXXEXXXXKEKERREXEEEEKEREKXEXSXK

REM CAalculo del vector de medias. X

REM XXXXKXXEKKXXRKERRRXEREK XX KEXEK XK

FOR I=1 TO F

XM(I1)=0

FOR J=1 TO N

XMCI)=XM(I)+X (I ,0)

NEXT J

XM(I)=XM(I) /N

NEXT I

S S 33 23 8 3 3883333200332 3330870239322 323 23328332323 ¢¢¢¢2%1%
REM CAlculo de las distancias de cada observacidén al vector «
REM de medias, e inicializacién del vector de indices. X
SIS 3022332322033 333383238 3333333333¢333272¢2222¢882¢2 1]
FOR I=1 TO N

R(IN=ABRE (X (1,1)~-XM(1))

N(I)=1

FOR J=2 TO P

A=ABRS{X(J.,.1)-XM{I))

IF A>R(1) THEN R(I)=A

NEXT J

NEXT I

REM XEKXXKKXKKEKKRKEEKRK XX XXKXRKXKXK XXX KKK

REM Ordenacidén del vector de distancias. &

REM XEXEXXKKEKKEXKRKEKKEKRKEEKERREKEXELKXKKX

FOR I=1 TO N-1

FOR Jd=1+1 TO N

IF R(I)<=R{J) THEN 64530

RR=R(I):R(1)=R({(J):R(J)=KR

NN=N(I)IN(I)=N{(J) s N{(J)=NN

NEXT J

NEXT 1
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64530 REM XEXEXKEXKRAXEXEKXKXEXEXRAEREKEKEX XA KK REKKERKEX AKX KK KEX XK XE KKK
64560 REM Calculo de l1a media de las N-K menores distancias y de X
64570 REM 1la media de las N distancias. £
64580 REM XXX KX KRKERX KK EE AR KKK KRR KKK KKK KR KKK KK KKK KKK KX X
64590 RMK=0

&4600 FOR I=1 TO N-K

64610 RMK=RMK+R(I)

HA456520 NEXT 1

44630 RM=RMK

64640 RMK=RMK/ (N-K)

£4650 FOR I=N—-K+i TO N

L8660 RM=FRKM+R (1)

&4670 NEXT 1

64680 RM=RM/N

64690 REM XEXEXXEXEXERKEEXEXR KRR KRXKXXEXETRARK K

64700 REM CAlculo del valor del estadistico. X%

SE8710 REM XX KXKKEKAEEXKKIX KKK E KX XK KKK KEX

64720 T1=0

64730 T2=0

64740 FOR I=1 TO N-K

&E4750 T1=Ti14(R{(I)—-RMK) "2

64760 NEXT 1

&4770 FOR 1I=1 TO N

64780 T2=T2+(R(1)-RM)*2

&E4790 NEXT 1

64800 TK=TL1/T2

648310 RETURN
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2.6. CASO PRACTICO.

A continuacién se aplica el método propuesto a
los siguientes datos extraidos de 1la publicacidén del

Banco de Bilbao "Renta Nacional de Espafa 1981".

V. A. B. por empleo (ARoc 1981)
(millones de pesetas)

o o . T Y S e (M M i e v S, W e . Tt . e T S St T A o i O St St AL e S LTS St S Sl s i T " S Y Tk S S e s el RS S N SR P S e . St A St ity et s S

Comunidades Transportes Ahorro, Banca Ensefanza
Y Y
Autodnomas Comunicaciones Seguros Sanidad
Andalucia 1.56 2.11 1.38
Aragon 1.64 2.70 1.42
Asturias 1.68 2.60 1.49
Baleares 1.946 2.20 1.65
Canarias 1.80 2.38 1.351
Cantabria 1.77 2.45 1.44
Castilla - La Mancha 1.28 2.43 1.28
Castilla - Ledn 1.54 2.75 1.36
Catalufa 1.87 2.79 1.74
Extremadura 1.27 2.37 1.25
Galicia 1.40 2.34 1.38
Madrid 1.97 2.62 1.886
Murcia 1.67 2.21 1.56
Navarra 1.56 2.44 1.43
FPais Vasco 1.65 2.67 1.48
La Rioja 1.64 3.34 1.42
Valencia 1.71 2.34 1.62

Fuente: Banco de Bilbao. Renta Nacional de Espafa 1981.

En primer lugar se contrasta la normalidad mul
tivariante de las observaciones mediante el test de Mar
dia (Mardia, Kent y Bibby, 1979), obteniendose los re-

sultados que se exponen a contipuacidn.



TEST DE_MARDIA
2 2
X = 13.6150 gdl = 10 Xio. 0. 98=18.3070
Z = —-0.2414 Zo.wo7m= 1.9600

A la vista de estos resultados se puede consi-
derar que los datos anteriores representan una muestra

extraida de una poblacién Normal Multidimensional.

En la tabla siguiente se muestran los resulta-
dos de la aplicacién del método propuesto para la iden-—
tificacid. de outliers, el cual se ha aplicado secuen-
cialmente para detectar bloques ce 1, 2 y 3 outliers,
resul tando significativos unicamente los valores del eg
tadistico para 1 y 2 outliers. Asimismo se indican las

observaciones outliers detectadas.

IDENTIFICACION DE CUTLIERS

N. outliers Estadistico Valor critico Observaciones
1 0.3741% 0.4853 16
2 0.3078 00,3193 16 1
3 0.2614 c.2311
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3.— DISTANCIA ENTRE MATRICES DE SUMAS DE CUA-

DRADOS Y SUMAS DE PRODUCTOS.

3.1. Introduccidn.

3.2. Métrica en el espacio vectorial de
las matrices.

3.3. Construccidn del estadistico basico.

3.4. Distribucidén del estadistico basico.

3.5. Técnica de identificacién de out-
liers.

3.6. Determinacidén del punto critico bajo
distintos supusstos poblaciocnales.

3F.7. Subrutina de calculo del estadistico

T'--



3.1'

INTRODUCCION.

En este capitulo se aborda el problema de la
la deteccidn e identificacién de outliers en muestras
multivariantes desde una perspectiva diferente a la uti
lizada en el capitulo anterior, y que no tiene antece-

dente en el caso unidimensional.

La caracteristica muestral en la que se va a
basar el método que se propone es la matriz de sumas de
cuadrados y sumas de productos de observaciones muestrg
les. El estadistico bdsico utilizade en la técnica de
identificacidn se basa en la distancia inducida por la
norma espectral de matrices, y a partir de &1 se cons-

truye el utilizado en el método de identificaciodn.

Se determina la distribucidn en el muestreo
del estadistico bésico, y se analiza el caso de detec-
cidén de un outlier, asimismo se construyen estadisticos
para la deteccidén de mads de un outlier con objeto de
eliminar el efecto de enmascaramiento definido en el ca

pitulo arnterior.



3.2.

METRICA EN EL ESPACIO VECTORIAL DE LAS MATRICES.

Sea JC el espacio vectorial de las matrices de

dimensiones mxn sobre el cuerpo de los numeros reales,
y sea (E,llg) un espacio vectorial normado de dimensioén

n. Se verifica que la funcién

e — R

definida mediante

Al =

HAll = mayy ——— = max Al = A, o HEE
Xto it =2

uX“-

25 una norma en el espacio vectorialcm, consistente con

la norma vectorial | le definida sobre E.

Sea AéJﬁ . Se denominan valores singulares de

A, y se representan por o,(A), a las raices cuadradas

positivas de los autovalores positivos de A”AR

c‘i(A) = + dkt(A’A) xt (A’A))O i=1,2,,.-n

siendo A*(A’A) los autovalores de A"A.

Se denomina norma espectral, o 2-norma, de una

matriz Aé(}Q a la definida mediante

lAlla = max )| Axll 2 X€EE

Nut,=d

siendo lxllz= (x*%x)* la norma euclidea. Para la norma

asi definida, se verifica que

Al o= max o (A Y4

1¢itn

(Stewart, 1973
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Si A,Bédﬁ, entonces la funcion
d: b xJb —— R~
definida por
d{A,B) = maﬁ gy (A-B)

es una métrica. La comprobacién es facil, sin mas que

tener en cuenta las propiedades de la norma espectral.

Si la matriz A-B, con A,B¢J0 , es simétrica vy
definida positiva, los autovalores de (A-B)7 (A-B) son
iguales a los cuadrados de los autovalores de A-E, vy
teniendo en cuenta la definicidn de valor singular y la
definicién de la métrica anterior, se deduce que

d(A,B) = max A (A-B)

A 1o largo de este capitulo se supondra que los
autovalores de una matriz A se tienen ordenados de ma-
yor a menor, es decir

A (A) 2hz(A) 2 ...
ys por tanto, la métrica definida anteriormente se puede

expresar en la forma

d(A,B) = A, (A-B)

El objetivo va a ser aplicar estos resultados
a las matrices de sumas de cuadrados y sumas de produc-
tos de una muestra multivariante con el fin de obtener
una técnica de identificacidén de outliers en muestras

extraidas de poblaciones Narmales multivariantes.



3.3. CONSTRUCCION DEL ESTADISTICO BASICO.

Sea X una muestra aleatoria procedente de wuna
poblacidn Ng(p,Z) no singular
Fxli XiReesesnn X;n‘
Na1 Xzz..----. X:z.-.
x= A # % = & A P & 5 P 2 & 8 ¥ 8 ER S

Hpi1 Xp2esssase HNpn

-

El vector de medias muestrales, Xcm>s Y la ma-—
triz de sumas de cuadrados y sumas de productos, Scmrs
vienen dados por:

;( n = X’:Enl

S(ﬂ’= x ‘Iﬂ - ‘:' Enn) X’
con I, la matriz identidad de orden n, y Ewxn representa

una matriz kxh cuyos elementos son todos iguales a 1.

En las expresiones anteriores, el subindice (n)
representa el ndmero de observaciones utilizadas en el
cadlculo del vector de medias y la matriz de sumas de

cuadrados y sumas de productos.

La matriz S(.» es simétrica por su propia cong

truccidén, y ademds Sca> tiene distribucion de Wishart de



dimensién p con n-1 grados de libertad y matriz asocia-
da I (Kshirsagar, 1972). Esto Gltimo se expresard sim

bolicamente por S(n)<Wg(n~1,I)

Si nip, S¢ny &5 definida positiva con probabilj

dad 1.

Sean X(m-~>y X<¢~» dos matrices formadas por las
n—-r primeras columnas de X y por las restantes r
columnas de X, respectivamente. Esto es, Xcn—rr) Xcrr reg
presentan dos submuestras de la muestra X, de tamaRfos
n-r y r, respectivamente. Se tiene por tanto

X = [Xca—rr iXcrrd

por lo que

Scrr= X (In - &-Enn) X =

= X (m=r> 1 Xcr>] (1n - % Enr) [Xcn—rriX> 1’
Descomponiendo ahora las matrices 1. y Enn de

forma andloga, se tiene

4
S¢rr= X¢mmr>r X* ¢m—r 2+ X r2 X? ¢er = - (x(n—r-aEn—l—-r'x’ ¢m—rs t

+ xtn—r-)En—r'.r-x’ <r~)+x (r-)Er-.n—r-X’ (n—r)"‘x <F)Er-rx, (r-))

Sumando y restando en el segundo miembro de la

expresion anterior

4

Ny X(n—r-)En—-o--n-r-x’ cr=r>+ —;if X<r-)Er-r-X’ <)

se tiene



S¢rr® Bcn—rrt Scrrt (N=Fr) Xin—r>R" ¢ree>—

2
- &T" it ~ o * el vl ]
- tn—r>t F XcriX <m0y w XX

-

e

-3 X

(n-yy _ - (0-C)r -
X(r)“’(n—r)-

o ?
Xin=rrX ¢rr =

rin-)

= S(n—r)+ S<F)+ (R(n—rt-i(rt)‘i(n—r)“i(r))’

Luego la matriz de sumas de cuadrados y sumas

de productos se puede expresar en la forma

vin-v)

- (X cr—r>=Xcr>) (X cmmer=X ce> )’

Scrr® Bin—rrt Berr+
Teniendo en cuenta ahora que

Q(n-r)eNp(p’ﬁ:z) Y ;(“"’E.Np(“’%z)

y que ambas son independientes (Kshirsagar, 1972) se de

duce gue

’r(:‘.“ (X Cr—rr= X cr> YENR (0,2)

2

[ v(n-v) - - - -
( “'T——)(X tr—r>=R cr> ) (X cr—r>=N (r-)),

se distribuye segun una ley pseudo-Wishart p-dimensio-

nal con un grado de libertad, y matriz asociada E.



De Kshirsagar (1972), S (- €W {r-1,L), y al ser

S Y
v(n-x) = = - = 2
‘_';\—_(X Cr—r> =X cr2 ) (X cm—r>=Xcrr )
independientes (Wilks, 1962), se verifica que
S*e S(P‘)+ !("“_"“’ (;( (n-—r-)"'g(r')) ().( ¢n—o—>")-( (r;)"EWp(r,E)
De aqui se deduce que S(n>=8cn—r>» €5 una matriz
simétrica y definida positiva, y teniendo en cuenta 1la
la métrica definida anteriormente
d(s(n)’s(n—r‘>)= x*1(S(r'|>" S(n—r‘)) = x1.‘8’.‘)

con x1(5“') el mayor autovalor de §*.

La técnica de identificacién de cutliers va a

tener como estadistico bdasico

Tr = d(ScnspScnars) = Ay (B%)
que representa la distancia entre la matriz de sumas de
cuadrados y sumas de productos calculada con las n ob-

servaciones y la matriz de sumas de cuadrados Yy sumas

de productos cuando se eliminan r de esas observaciones.



3.4. DISTRIBUCION DEL ESTADISTICO BASICO.

Para calcular la distribucién del estadistico
Tr = Ay (8%
se han de dar en primer lugar las siguientes definicio-

ness:

Sea k un entero positivo. Se denomina parti-
cion de k, y se representa por W = (ky,kzyeaa)y, a un
conjunto de enteros no negativos, kigkzs...., tales que

%?kl = k y que, por convenio, se supone que Kki2 kaZ...

Si ‘t= (kx’kz,lnnn) y A-—- (11’12,----) S0n dDS
particiones de un mismo entero k, se escribe w >A si
se verifica que ky > 14 para el primer indice i en que

ks es distinto de 1..

Sean K = (k;,kz’l.l’km) Y A= (llllzl""lm)
dos particiones de un entero positivo k, y sean YagyYase
«es¥Ym m variables. 8i ¥ >\ se dice que el monomio

Ky Ky

Km
y1 yz asae Ym
es de mayor grado que el monomio
tg "I. .m
Y; Y2 anse Ym
Sea A una matriz cuadrada simétrica de orden p,
con autovalores X‘,Xz,....,xp, y sea X = (Ki,kasaesake)

una particidn de un entero positivo k en no mas de p



partes. El polinomio zonal de A correspondiente a 1la
particion v , C,(A), es un polinomio homogéneo y simé-
trico de grado k én los autovalores A;,Xz,....,kp, tal
que:

(i) El1 término de mayor grado de Cwe(R) es

Ky K
xz--.---x;
es decir,
X, Wo
Cw(A) = d, X\1....Mo+ terminos de menor grado

donde d, es una constante real.

{ii) Ce(A) es una autofuncidn del operador difeg

rencial 0 o dado por

) S VI
Bas=fh 2 + 5 = A0
=1 ‘bxl fz1 ‘x‘ ’\i’xjfal

T

(iii) Cuando X wvaria a través de todas las par-
ticiones de k, los polinomios zorales tienen coeficien-—
te unidad en el desarrollo de (tr A)%, es decir,

(tr A% = (Ay4+dat oo +A,>k=§ Cw (A)

lLas propiedades fundamentales de los polinomios
zonales se encuentran en los trabajos de James (1960,
1961, 1964, 1968, 1973, 197&4), Constantine (12463, 1968),

Kushner y Meisner (1984).

Se define la funcién hipergeométrica de argu-

mento matricial como



rF-(al’.z,aungar'bt,bzgno.,b-;g) =

_.% 2 (&l\l """ (Qf)t c‘(A)
K=o v (bde .- (bl K!

donde § denota la suma a través de todas las particio-
nes ® = (kiyKkayseepkp)y ki 2 ka 2 seue 2 ke 2 0, de k,
Ce(A) es el polinomio zonal de la matriz A correspon-
diente a la particion w , y (a), son los coeficientes

hipergeométricos generalizadosz dados por:
ta), = TV ¢ a -1 ti-1),
siendo
(&), = ala + 1)o@ + ks =~ 1), (a)e = 1
Herz (19535), Constantine (19463).

Como el estadistico bésico definido en el apar
tado anterior es el maximo autovalor de una matriz con
distribucién de Wishart, se va a obtener a continuacidén

la distribucién de dicho maximo autovalor.

Sea S una matriz con distribucién We(n,I), vy
autovalores A; 2 Az 2....2 \p 2 0. James (1960), obtie-
ne la funcidén de densidad conjunta de 1los autovalores
)1,)2,...,A,, la cual viene dada por:

C\z(';'.z-') b o

o0
Fidzy0004hp) = H*EXE AL 2 C ) TV (A=2p
kK=o ¥ CK(IP\ 'L(d
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pal"a x1>)\2 ----}Xp>o’ andE A=diag(/\1,/\2,.--,xp) y

2
T " trotp/2) retn/2)1-1

1E| =2 2rpr=
siendo Mg la funcién Gamma multivariante.

La distribucién de Ay vendra dada entonces por
la funcién de densidad marginal de A\, en 1la anterior
distribucién conjunta. Antes de pasar a calcular dicha
funcién de densidad marginal, se realiza el siguiente

cambio de variable

Ay m A,

1, =N i=

2,3’..-’p

l.La funcidn de densidad conjunta de la nueva va

riable aleatoria (Ay,l12,...,15) vendrd dada por:
g(AigIZ,!--’lp) = f();,x;lz.---’xxlp) 'J'

siendo J el Jacobiano de la transformacidn inversa, el
cual viene dado por:

Pt

As

ys teniendo en cuenta gue:

P
INt = A, (At con Al = diag(la,lsgeee,lp)
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P plp-1iz
TV ha=Ay) = Weg-1 TWa,-10,
\,Ls 3% \_(A

* ° ?
CK(A) = X;CK(A,.) con A; - di.g(i.lz,.--'lp)

se tiene que la funcidn de densidad conjunta de las nug

vas variables A;,lz,...,lp, viene dada por:

- ?“-?(P-q n-p-1
. Y t 2 plud Ak
Q(A1;12,¢--g1p)=H*z b —C—K(——l—-—-) A; 'A;' *
K-o " k! CK(-IG‘

¢ w Plema _f —_
CC A M A T -1 W15
L‘J

i

3y
"

para Ai1>0, 1>12>13>...>1,30.

La funcidén de densidad de ), se obtendra inte-
grando esta udltima funcidén de densidad conjunta respec-

tD de 12,13,---,19:

pEv-t
F(A) = H*EX A
K= ¥
o, B2 ¢ ¢
a1 * c (A THa-1) TH -1, dlz...dle

¢ ij
350, ,.Y>Q‘f >0

Para calcular esta dltima integral se hace uso

del siguiente resultado (Sugiyama, 1946&)1:

t-?;;_‘ o- \’T',‘
1Al 1I-Al  C (™ N (a, - ay) dar...dap =
Ley
4>lxp.,.va'>a

Fe(p/2) Polt,e) rgiu)
- P o [ ad ’ ad c‘c (1?5
n Gltrue)
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y 1>a1>iz>--.>ap}o.

con A=diag(a;,lz,..,lp)
espresa

Si u=(p+1)/2, la integral anterior se

de la forma:

b-e
‘X'A' : CK(A)TY {ay - .J) d.x---d.p
lr(J

1505.. >Gp0

Yy mediante'el cambio de variable:

a1 B &,
a. .
1‘, =—a':' 1=2,3’---’p
cuyo Jacobiano es:
-3
‘J“: = %Y

la integral anterior se puede expresar comot

1
gkt koY o f
as day-¢ | 100 C A TV (1=1,) TV(l4=14) dla..dls
o 371 L(“
1701""09’0
y mediante la igualdad:
1
?!’.&k-l 1L
a3 dais =
PE% K

se tiene que:

\’.‘?-!‘l (] ? JE—
J tAat © cdo TV a-10 TV a1, dlae..dle =
tt:\

J:'L

1rl>. slpro
_(pt+k) ra(p/2) rplt,w) rel(p+l1)/2) C (I)
- +1 ® F
FP (t‘f??l\e)

Y,

N
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y. haciendo t=n/2, se tiene que:

Tilra(p/2) Fein/2)1-1 ra(p/2) Fal(p+1)/2)

(3

f()):= -
IEins2 2ne = nth
. < z ———CKL_% z.‘) ?%‘-k-! (?%*k) r;['—;“) C (I ) =
ko e k! CL(3,) : rl(mpl n) w'ie
AN
) - o " -
_ FP(?’-—) i: z CK(-:L_)‘ l) (?‘:: v\r)f;(il\t) AP l*k s
= . 3
w !

iz wpl - nepti
T R (E) e AR )

que tambié&n se puede expresar

n K ikt T PO
00 - C "i z’ki
fF(l) = HE £ (p2+ k) Lol Gl },\, A, >0
K=o W 2 niprs Ki
- \
con
H - e ((p+1)/2)

2nes2 | BIn72 relintp+l1)/2)

Integrando esta Gltima funcidén de densidad, se

obtiene la funcidén de distribucién de A;.

i
Fthy) = j f£(t) dt =
©
.\) & '.'_t
o [E)‘ C (—lz P S8 Y
=HE ¥ (pn/2 + k) o " t° dt =
kzs W (—T )* k!
]
n _liL ‘llfm
=H§E “(?-\\t Cn(z ) Al___
K=o v (__*if*_’)‘( 'S
“f"l 0 a -lx i_\
e s g (B GLE
kKo w (“_".E.t}—)'( ki



Luego

nel2
FOh) = H A GFatn/2i tnep+1d /280 0E-0) A > 0

Ys por las propiedades de las funciones hipergeométri-
cas de argumento matricial,

wpl2

Feda) = H A etr(3AE-1) GFa (i 222 gl -1 N\ >0
De los resultados anteriores, se deduce que la
funcién de densidad y la funcién de distribucién del eg
tadistico
T = X, (8%

vienen dadas, respectivamente, por:

o (-2 v
F(8) = H B = (rp/2ek) L0 G ) e
k:o w k“:.‘A» k‘.

ts0

YApH

F(t) = H tres2 etr(-18E-2) WF. (Y2 3=l ez-n  ty0

con

" - Feo((p+1)/2)

2res2 BI77 2 P ({r+p+1)/2)



3.5. TECNICA DE IDENTIFICACION DE OUTLIERS.

En este apartado se aplican a la identifica-
cidn de outliers los resultados cobtenidos hasta ahora.
Fara la identificacién de un outlier en una muestra de
tamaRo N, XaigXzpesegXny ENtraida de una;poblacién Nor -~

mal Np(p,Z), se establecen las hipdtesis:

Hg‘ XxeNp(}J,z) V i, i=1,2,---,n

Hyt 3 X;‘Np(p,Z)

El estadistico a utilizar para realizar el con
traste es:

¥
Taimmax T;, 4

14itn

con

T;.1=d<s(f‘n_;,,sm,) 1=1,25000asn
que bajo la hipétesis nula verificara
W
d(S8¢n-1>38cn>) £ qQa Vi, i=1,2,...,n
para un cierto q.»0, qQi1¥ R, por lo que
max (d(S%n—1>58crm>)) £ Qs

Asi, la regidn critica correspondiente a este contraste



T: = Max Tx.: > T

itien

con Tx solucidn de la ecuacidén

Fimax Ti,s 2 Tal) =«

t4itm

la que se obtiene mediante la aproximacion

Fi{mayx T, a1 > Tx) & n P(T:, > Ta)

1éien

basada en la desigualdad de Bonferroni (Rohatgi, 1976).

Asi, T« €5 la solucidén de

n P(T, 2 Ta) =

o bhien

P{(T:, > Tx) = «/n

Por tanto, el punto critico Te s5e obtiene a

partir de la distribucidn de Ti.

El rechazo de la hipétesis nula lleva a afir-
mar que en la muestra existe al menos una observacién
outlier. La identificacién de la observacién que da lu—
gar al rechazo de Ho se consigue determinando el esta-
distico T,,:1 que toma el valor maximo en la expresion

de T:.
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Este procedimiento lleva a determinar la pre-
sencia de una observacidén outlier, pero & veces ocurre
que en una muestra de tamario n existe mas de una obser-
vacidn outlier. Para resolver esta situacidn, se propo-

ne el siguiente método que generaliza al anterior.

Para la identificaién de r outliers en una

muestra de tamafo n, se establecen las hipoétesisi

Ha' XaeNp(p,Z) V i’ i=1,2,--.,n

Hat 3 xo ¢No (p, L) j=142,..4F r<In/2]

El estadistico a utilizar en este contraste de

hipétesis es

*
Te=max Te,s

«ed
(4.4 * v

con

(Ly-iv)
Tr', 1, <=1, = d(S(n—r),S(ny)

donde (ii1,...44+) ©s cualquiera de las (:\ r—uplas que

se pueden formar con los enteros 1,2,...,.Nn.

De esta forma se evita el efecto de enmascara-
miento, ya que se identifican bloques de outliers simul

taneamente.



Como en el caso anterior, bajo la hipoétesis ny

la se verificara

{6yt
d(S(n—p—),S(n)) i qr- V (iz,..-.ir—)

para un cierto q.>0, q~€¢ R, por lo que

(g --te)
max d(S(n-—.—) 'S(n)> £ Qe

(O )

.

Asi, la regidén critica correspondiente a este

contraste es

*
Te = max Tr,1, vun0i, 7 Ta
(l;...’tr\

con T solucidn de la ecuacidn
Pimax Te,1,4.-01, > Ta)=a

U‘A‘ - L\')

y mediante la desigualdad de Bonferroni, Ta se determi—

nara a partir de la ecuacidén

P(T- > Ta) = a/(%)

Asi, Tx se determina a partir de la distribu-

cidn de T..

El rechazar la hipétesis nula conduce a afir-—
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mar que en la muestra existen al menos r observaciones
coutliers. La identificacién de estas observaciones se
se consigue mediante el estadistico Teyt, »e.ss, qQue al-

canza el maximo en la expresién de T:.

DETERMINACION DEL PUNTO CRITICO BAJO DISTINTOS

SUPUESTOS POBLACIONALES.

Al estudiar una técnica de identificacién de
cutliers en un modelo Normal p-dimensional hay que te-
ner presente la casuistica que se puede presentar sobre
los pardmetros que caracterizan a dicho modelo poblacig
nal, ya gue ello va a dar lugar a diferentes métodos pa

ra la tabulacidén o determinacidén del punto critico.

Del estudio realizado se concluye que la dis-
tribucidn es independiente del vector de medias de di-
cha poblacién. Es por ello‘que solo se estudiaran posi-
bles formas de la matriz de varianzas-covarianzas I.

Asi, para la determinacién del punto critico
T~ mediante

F{T1>Ta) = «/n

o mediante

.._87_.



F(T->Ta) = o/ (7)

se distinguen los siguientes casos que se pueden presen

tar sobre I.

R ¥ = 1,.

En este caso, para la determinacioén de las so-
luciones de las ecuaciones anteriores, se pueden utili-
zar las tablas realizadas por Thompson (1962) y Sugiya-

ma (1968).

Las tablas de Thompson proporcionan los percen
tiles de ordenes
0.95, 0.975, 0.99, 0.995
de la distribucidén de Xt para p=2 y valores de
n=2(1)20(2)30(3)30(10)100

con cinco cifras significativas.

Sugiyama proporciona los percentiles de orden
0.95 y 0.99
de la distribucidén de A;/n para

n=2(2)50 y p=2,3,4

Hanumara y Thompson (1968) proporcionan valo-
res aproximados de los percentiles de ordenes
0.93, 0.9273, 0.99, 0.993

de la distribucién de X;, para valores de



p=2(1)10 y n=p((1)10¢(5)30(10)300

Pearson y Hartley (1971) proponen unas relacig
nes aproximadas entre los percentiles de A;, que se ve-

rifican para todos los valores de n y p. Estas relacio—

nes son:

X:.o.v ’\1,0.95 - Aa.o.vlv
’\1.0.-»75 = 0.55 A;.o.va + 0.45 Aa.o.vv

xl.O.’?U = 1,39 x;,o.vv - 0.39 '\1.0.95

donde X‘_. denota el percentil de orden « de la distri-

bucién de xt.

Segin cada caso concreto se utilizaran unas u
otras tablas, teniendo en cuenta los distintos valores

de p y n.

B) £ conocida.

‘Para esta situacién, el cdlculo de la solucion
de las ecuaciones que proporcionan los valores criticos
se realiza mediante la funcién de distribucién de T,
obtenida anteriormente. Para ello, el calculo de los pg
linomios zonales se puede hacer a través de la subruti-

na POLLY, Mc Laren, (1976).

C) I desconocida.



Bajo este supuesto, el cdlculo del punto critji
Cco no se puede realizar directamente a partir de la fun

cidén de distribucién de T.- obtenida anteriormente.

Para este calculo, se propone realizar primera
mente la acomodacién de ocutliers a la matriz de varian-—
zas - covarianzas, mediante métodos de estimacidn robug
tos en los gque los estimadores mantienen propiedades eg
tadisticas deseables, adn cuando la muestra posiblemen-—
te incluya observaciones outliers. Esto es, se trata de
estimar I mediante estimadores que no sean sensibles a
la presencia de outliers. A continuacidn se exponen dos

m2todos de estimacidn robusta de I.

El primer procedimiento que se propone es el

dado por Gnanadesikan y Ketternring (1972).

Sea x* un estimador robusto de localizacidén, y

sea

d!. = (Xa. - X.)'(X: - X") i=1,2,-.n’n

el cuadrado de la distancia euclidea de cada observa-

cidén muestral a dicho estimador robusto.

Se ordenan los valores diysdaz;.ssytdny, €0 orden

creciente, y se selecciona la fraccién 1-a de observa-—



ciones que proporcionan los (l-x)n menores valores de

dye. Sea J el subconjunto de estas observaciones, y

Ao = X (X1=X"*) (X3=x*)"
X3
la matriz de sumas de cuadrados y sumas de productos ob
tenida a partir de estas observaciones. La fraccién «
de observaciones no incluidas en el calculo de A debe
ser los suficientemente peque¥a como para que Ao Sea No

singular.

A continuacién se ordenan las n observaciones

NigXzsesegXn €N términos de la forma cuadratica

dl bl (xl. - X')'A:‘ (Xa - X') i=1,2,--,n

y se selecciona la fraccidén 1-¢ dz observaciones corres
pondientes a los (1-f)n menores valores de di.  Sea J*
el subconjunto de tales observaciones. La estimacién rog
busta de la matri:z de varianzas—covarianzas se obtiene

entonces mediante

E (G = H*®)Y (X — x*)°
h(&‘P\ "hel"

donde k es una constante que haga que el estimador sea

suficientemente insesgado, y 2 debe ser tal que

n(i-2) > p



A

y £ sea no singular. Generalmente se toma «=@#

A continuacién se propone otro procedimiento

para obtener una estimacidn robusta de la matriz de va-

rianzas—-covarianzas I.

Este método consiste en realizar primeramente
una R-ordenacidn (Rarnett, 1976) de las observaciones,

de la siguienteg forma:

Se dird que la cobservacion X s®(XiypXasgeepipy)’
2s menor que la observacidén N = (KagX2icpserghprl?” si
NS¢y < IB¢’|| o, Biendo B8¢4’> y 8%’ las matrices de
sumas de cuadrados y sumas de productos de la muestra,
calculadas sin considerar las observaciones j y k, res-

pectivamente.

Una vez ordenadas las observaciones muestrales
segan este principio de R-ordenacidén, se seleccionan
las n(l-«) observaciones menores para calcular 1la ma-

triz de varianzas—covarianzas

i
- ————— - »n - ®y
“(l_“:z;‘ (%1 X*) (X1 ®*)

siendo %x* la media muestral obtenida mediante las obser

vaciones seleccionadas para el cdlculo de la matriz A.



Fara garantizar que A sea no singular, la frac
cidn o de observaciones no consideradas en su cdalculo

debera cumplir

n{li-«) > p
o lo que es lo mismo,
« < n(l1 - p/n)
Una vez obtenida la estimacidén robusta de Z
por cualguiera de los dos procedimientos anteriores, se
procederia como en el apartado B para la obtencion del

punto critico.

SUBRUTINA DE CALCULO DEL ESTADISTICO T..

A continuacién se proporciona una subrutina pa
ra el calculo del estadistco T., y la identificacidén de
los posibles outliers. Al igual gue en el capitulo ante
rior, esta rutina estd codificada en BASIC, y su codifi

cacidén en otro lenguaje también es inmediata.

Para el cdlculo del maximo autovalor de la ma-
triz S* se utiliza el método de la potencia, como 1lo
describe Searle (1982), normalizando en cada iteracion
el vector aproximacién del autovector asociado al maxi-

mo autovalor, con objeto de que los valores de sus com-
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ponentes no varien mucho de una iteracidén a otra y asi

disminuir en lo posible los errores de redondeo.

Al igual gque la rutina del capitulo anterior,

la que se expone a continuacidén estd autodocumentada.

63000 REM XXKKKKKRKKKKKKXKKKXKKKKKKRKXXAKKKKKKKRXRKKRKKKKRXXKKKKK&X

63010 REM Subrutina para el cdlculo del estadistico T.. X
63020 REM , X
463030 REM Datos de entrada:s X
63040 REM X
&3050 REM F: Dimensién de la poblacidn. X
63060 REM N: Tamaro de la muestra. X
63070 REM X: Matriz PxN cuyas columnas son las observa- ¥
63080 REM ciones muestrales. X
I090 REM R: Namero de outliers. ¥
63100 REM b
63110 REM Datos de salida: 4
63120 REM X
63130 REM TR: Valor del estadistico. X
63140 REM N: Vector de indices de dimensién R, cuyos
63150 REM elementos indican las columnas de X que b 4
63160 REM posiblemente sean outliers. X
63170 REM XXXKXKXEEKKKKEK XK KR KKK KRR KRR KR KR KRR KKK KRKEA KKK KKXKEKKE

6180 REM

63190 DIM IND(R) , XMN(P),XMR(P), XMNR(P),S(P,P) ,WO(P), W1 (P),W2(P)
63200 DIM N((R)Y

63210 REM KXXRRKKKKKXKKKXKAKKKAKKKKEEAXKEKX

63220 REM C&lculo del vector neX¢ar>. X

HEZ2F0 REM KRRk XEXXXXKKKEXKXKEXXEXX R KK

63240 FOR I=1 TO P

EZ2TO XMN(1)=0

&TDECQ FOR J=1 TO N

63270 XMNA(IY=XMN(I)+X(I,T)

62280 NEXT J

&£T220 NEXT 1

6IT00 REM XX XXKkkKkKkKkXxxXkkkx

63310 REM  Calculo de (%) %

6ZZ20 REM XXk kkkkkxxkkkkxx

63330 NC=1

63340 FOR I=1 TO R

63350 NC=NCX (N~I+1)/1

6TTH0 NEXT 1

CERVIIE N B S 03 8338333338530 33833833333 8382¢¢833¢33333¢833%¢233%¢:
63380 REM Cédlculo del valor del estadistico. 4
SRR I B 2383 3 3 0338338838333 3323833333223 85¢3832333¢%8333¢32¢:
63400 IFAULT=0

63410 FOR L=1 TO NC

63420 GOSUB 63800
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63430
63440
63450
574560
£3470
&£7480
63490
6T500
&3510
63520
&3530
63540
635350
63560
63870
6280
EZS20
LHTHQ0
&3I&E10
&T620
E3LH3I0
63640
63650
636460
LHIET70
63680
£ILP0
63700
63710
63720
LETITO
63740
8TTS0
&£3760
&3Z770
&3780
LEZE70
&£3800
&3810
63820
463830
62840
63830
63860
63870
63880
&3890
63900
637210
63720
63930
&39490
63?0
639260
63970
&£3920

REM XX kXxkxkEkkkkxkkkxkkkxkkkxs

REM CAlculo de % ¢e> Y Xcm—rrs ¥

REM XXXk kXkkkkxkrkkxskkkxkxhx

FOR I=1 TO P

XMR(I)=0

FOR J=1 TO R

K=IND(J)

XMR(I)=XMR(I)+X(I,K)

NEXT J

XMNR(I)=(XMN(I)-XMR(I)) / {(N-R)
XMR(I)=XMR(I) /R

NEXT 1

REM XkkkxkakxXkkxkkxkx

REM C&lculo de S*. %

REM XXXXXkxkkXkkkxkkx

FOR I=1 TO P

FOR J=1 TO F

S(1,3)=0

FOR K= TO R

II=IND(K)
S{I,I)=S(I,I)+(X(I,II)-XMR(I)IX(X(J,II)-XMR{(J))
NEXT K
S(I,J)=5(I,J)+RX(N-R)X(XMNR(I)-XMR(I))X(XMNR(J)~-XMR(J))/N
§(1,3)=5@J,1)

NEXT J

NEXT 1

REM RKXXKXEXKXKKKEKKEKKKKXKKKKKKKXKKXKK KKK XK
REM (Cdlculo del valor del estadistico. %
S A 32 223328832283 333333332333233 383823
GOSUB 464160

IF EIGMAX<TR THEN 63780

TR=EIGMAX

FOR I=1 TO R

N(I)=IND(I)

X
¢

NEXT I

NEXT L

RETURN

REM XKKKKKKKKKKKKKKKK KRR KK KKK K KRR KKK KK R KRR KK KKK RKKKX
REM Subrutina para el calculo de la siguiente combina-
REM cidén a una dada.

REM

REM Datos de entrada:d

REM

REM IFAULT: Variable indicadora.

REM Si IFAULT=0, primera combinacidn.

REM 8i IFAULT<>0, siguiente combinacidn.
REM

REM Datos de salida:s

REM

REM IND: Vector de dimensién R, cuyos elementos

REM indican la combinacién de los enteros

REM 1,2,...,N que se ha generado.

AR P2 2223222322223 2223333223323 3303322382 2¢33322033 2222+

REM
IF IFAULT<>0 THEN 44030
FOR I=1 TO R

X
X
b ¢
X
X
b §
X
b §
X
X
X
X



63970
L4000
64010
£4020
&4030
64040
64030
64060
64070
64080
&4090
£4100
64110
64120
64120
64140
&£4150
64160
64170
64180
64190
&4200
64210
64220
64230
64240
64250
64260
64270
64280
64290
64300
54210
64320
64330
54T30
64350
643460
&E4ZT70
64380
64390
£4400
64410
64420
&4430
64440
64450
644460
&£4470
64480
64430
64500
464510
64520
64530
64540

IND(I)=1

NEXT

IFAULT=1

RETURN

FOR I=1 TO R
I1=R-I+1

IF IND(I1)<N—-R+I1 THEN 44090
NEXT

IFAULT=-1

RETURN
IND(I1)=IND(I1)+1
IF I1>=R THEN 64140
FOR I=I1+1 TO R
IND(I)=IND(I-1)+1

NEXT

IFAULT=IFAULT+1

RETURN

I 38 220202088833 8328383332830 0¢3333233253¢833839%;
REM Calculo del mdximo autovalor de una matri:z 4
REM
REM Datos de entrada: X
REM S: matriz de orden FxPF.
REM P: dimensién de la matriz. X
REM X
REM Datos de salida: X
REM EIGMAX: maximo autovalor de la matriz A. X

NI NS eS8 22220222 0003302382333 2¢332332¢2388¢23¢¢¢%:

REM XXEXKKEXKXXKERAkRkkKRkKKX

REM Autovector inicial. %

REM XXXXKKKKXXAKERERERRKKKX

FOR I=1 TO F

WO(I)=1

NEXT

REM XXEkXKKkKKXXKkkkXkkkkXX

REM Froceso iterativo ¥

REM XXkkkkKKkXkkkKXXK KK KkX

FCOR I=1 TO F

Wi(I)=0

FOR J=1 TO P

WICI)=WI(I)+S(1,Jd)¥WO(J)

NEXT

NEXT

REM XXkkKKXKKKKKKKKEKRKKKKKKKXKRKRXEXX

REM Normalizacién del autovector &

REM XEXKKKEXEKKKKRKKKKKKRKKKXKKKKKEXX

WMAX=WI1 (1)

FOR I=2 TO P

IF W1(I)>WMAX THEN WMAX=W1 (I)

NEXT

FOR I=1 TO F

W2(I)=W1 (1) /WMAX

NEXT

NI RS S22 2 et S22 0233 3323333333338 333333¢3333333¢8333¢3.
REM Se comprueba si se ha alcanzado la precisién requerida. &
R e 28222022ttt 233 83238338333 22333233323333333333¢8¢323¢%;
FOR I=1 TO F
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64350
64550
64370
64580
64590
64500
64610
£4620
64630
644640
6446350

IF ABS(WZ2(I)-WO(I)) >0.00001 THEN 464620
NEXT

EIGMAX=WMAX

RETURN

REM XXXXXKKXKKKKKRRKKKKKK kX
REM Siguiente iteracién. %
REM XXXXXXXEXKKXKEKKRKKKXK KX
FOR I=t1 TO P

WOCTI)=W2(I)

NEXT

GOTO 64350
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