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Resumen

En este trabajo se presenta una introduccion a la teoria de particiones. En el primer
capitulo veremos la definicién de particion, algunos ejemplos relevantes y por tultimo
una representacion geométrica. En el segundo y tercer capitulo veremos algunas de
las aportaciones de Euler a la teorfa de particiones y haremos un estudio de p(n), es
decir, veremos una férmula recursiva y una cota superior para p(n) que posteriormente
J. H. van Lint refin6. A continuacion, el cuarto capitulo describe una renombrada
identidad de Jacobi, de la que surgen muchas otras identidades sobre particiones como
el Teorema del niimero pentagonal de Euler. También veremos que hay otras formas de
obtener férmulas recursivas, que seran mediante derivacion logaritmica, un método que
explicaremos en el quinto capitulo. El sexto capitulo lo dedicaremos exclusivamente a
las sorprendentes identidades de Ramanujan, veremos cuéles son y su prueba, y ademas
veremos las identidades de Rogers-Ramanujan. Finalmente, en el pentltimo capitulo
veremos otro de los sorprendentes resultados de Ramanujan que esta relacionado con
las fracciones continuas, y en el iltimo capitulo veremos la férmula asintética dada por
Hardy-Ramanujan en 1918 y la férmula “exacta” que posteriormente di6 Rademacher
en 1937.






Abstract

In this work we will present an introduction to partition theory. In the first chapter
we will see the definition of partition, some relevant examples and finally a geometric re-
presentation. In the second and third chapters we will see some of Euler’s contributions
to partition theory and we will examine p(n), that is, we will see a recursive formula
and an upper bound for p(n) that later J. H. van Lint refined. Then, the fourth chapter
describes a renowned Jacobi identity, from which many other identities of partitions
arise, such as Euler’s pentagonal Theorem. We will also see that there are other ways to
obtain recursive formulas, which will be through logarithmic derivation, a method that
we will explain in the fifth chapter. The sixth chapter will be dedicated exclusively to
the surprising Ramanujan identities, we will see what they are and their proof, and we
will also see the Rogers-Ramanujan identities. Finally, in the penultimate chapter we
will see another of Ramanujan’s surprising results that is related to continued fractions,
and in the last chapter we will see the asymptotic formula given by Hardy-Ramanujan
in 1918 and the “exact” formula given later by Rademacher in 1937.
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Introduccion

Este trabajo tiene como propoésito presentar una introduccion a la teoria de par-
ticiones, un area fascinante de las matemaéticas que ha sido objeto de investigacion
durante siglos, en la que el principal protagonista es Ramanujan, un joven autodidacta
indio que escribié al matematico inglés Hardy, generando mucho interés en algunas
de las formulas que le envid. Si nos vamos a los inicios de la teoria de particiones no
serian éstos los protagonistas, pues la primera persona que se plante6 la existencia de
las particiones fue Leibniz. Todo empez6 en una carta que Leibniz escribié a Johann
Bernoulli en la que le preguntaba si habia investigado el nimero de formas en las que
un cierto n se puede separar en 2, 3 0 mas partes y observd que aunque fuera dificil era
una cuestion lo suficientemente importante como para ahondar en el tema, y asi fue.

Varios matemaéticos fueron parte del grupo de personas que intentaron resolver el
problema planteado por Leibniz, proporcionando varias herramientas para ello, pero
solo fueron cuatro los que consiguieron llegar a profundizar mas, estos fueron Hardy-
Ramanujan, Euler y Rademacher, por lo que vamos a hacer un breve paso por la historia
del estudio de p(n) situando en el tiempo a cada uno de ellos.

Comencemos por Euler, uno de los matematicos més importantes de todos los tiem-
pos. Leonhard Euler (1707-1783) fue un matemaético suizo que hizo importantes con-
tribuciones a la teoria de niimeros, el calculo, la geometria, la mecénica, la 6ptica y la
astronomia. Di6 lugar a que se produjera el primer avance en el estudio de p(n) ya que
consigui6 escribir p(n) por medio de una funcién generatriz.

Sigamos con Ramanujan. Srinivasa Ramanujan (1887-1920) fue un matematico au-
todidacta indio que, con una minima educacién académica, hizo contribuciones ex-
traordinarias a la teoria de ntimeros, entre otros campos. Tras unos anos de trabajo
individual, en 1913 Ramanujan escribié una carta que contenia algunos resultados que
habia obtenido a Hardy, un matematico brillante que posteriormente pasard a ser su
mentor. Estos resultados hicieron que Hardy instantaneamente reconociera la brillantez
de Ramanujan, y anos més tarde consigui6 llevarlo a Cambridge, donde colaboraron
durante cinco anos. Godfrey Harold Hardy (1877-1947) fue un matematico britanico
muy reconocido gracias a sus importantes descubrimientos en el area de la teoria de
numeros por lo que sus grandes capacidades y las de Ramanujan hicieron que el trabajo
conjunto diera sus frutos, llegando a publicar varios articulos con sus aportaciones y
en los cuales finalmente consiguieron dar una férmula asintética para p(n) en un unos



de ellos en 1918. Posteriormente la férmula a la que llegaron Hardy-Ramanujan fue
mejorada por Rademacher, que di6 en 1937 una representacién de p(n) por medio de
una serie convergente que veremos a lo largo de este trabajo. Hans Rademacher (1892-
1969) fue un matematico aleman conocido por sus importantes contribuciones en la
teoria analitica de los ntimeros y la teoria de las funciones, y hoy en dia su trabajo
sigue siendo influyente para muchos matematicos.

El objetivo de este trabajo es presentar diferentes aspectos de las particiones, como
su definicién, propiedades y formulas relacionadas. De hecho, uno de los aspectos més
fascinantes de la teoria de las particiones es que no existe una féormula cerrada para
el nimero de particiones de un niimero entero n, en lugar de ello, se han desarrollado
métodos y aproximaciones para estimar este nimero y estudiar las propiedades de
las particiones que es a lo que llegaremos en el capitulo final. Ademés de su interés
teodrico, las particiones tienen aplicaciones practicas en areas como la estadistica y la
fisica estadistica. Por ejemplo, las particiones se utilizan para calcular la entropia de
un sistema termodinamico, que es una medida de su desorden o incertidumbre.

La estructura que seguird este trabajo sera un capitulo inicial en el que veremos
la definicién, ejemplos e informacién mas basica sobre la teoria de particiones. Los
siguientes seis capitulos nos serviran como herramienta, ya que veremos informacién
de interés y sobre todo teoremas y pruebas que utilizaremos en el capitulo final, en el
que veremos las formulas que dieron Hardy-Ramanujan y posteriormente Rademacher
para p(n).

Ya que Godfrey Harold Hardy fue el que guié a Ramanujan y es uno de los princi-
pales protagonistas de la teoria de particiones, me gustaria terminar esta introduccion
con una de sus citas mas memorables:

“Un matemdtico, como un pintor o un poeta, es un fabricante de patro-
nes. Si sus patrones son mds que permanentes que los del poeta, es porque
estan hechos de ideas.”

Esta cita destaca la relevancia de la creatividad
en las matematicas, y sugiere que el verdadero valor
de las ideas matematicas radica en su durabilidad
y trascendencia. Es una muestra del pensamiento
innovador que Hardy inculc6 a Ramanujan, que hizo
que llegara a hacer importantes contribuciones a la
teoria de nimeros a pesar de su corta vida y su falta
de formacién académica.

Srinivasa Ramanujan.



Capitulo 1

Teoria elemental de particiones

En este primer capitulo se presenta una introduccién a la teoria de particiones. Antes
de ahondar en el tema, aunque luego se vera una definicién mas completa, vamos
a dar una definiéon de particion: expresar un niimero entero n como suma de nimeros
enteros. A continuacién veremos algunos ejemplos relevantes, y por tltimo en la seccién
de “Representacion geométrica” se mostrara una forma visual de escribir las particiones
de un ntimero n. Para elaborar este capitulo nos hemos basado principalmente en las
secciones 1y 2 del capitulo 14 del libro de Apostol “Introduction to Analytic Number
Theory™.

1.1. Definicién de particién
Sea A un conjunto de niimeros enteros,
A= {a17a27a37 U }7

donde los elementos a; pueden ser nimeros particulares como primos, cuadrados, cubos,
etc. Cada representacion de n como suma de los elementos de A se llama particion de
n. Estamos interesados en la funcién aritmética de A(n) que cuenta el nimero de
particiones de n cogiendo sumandos de A.

Vamos a ilustrarlo con algunos ejemplos.

1.2. Ejemplos

Ejemplo 1.2.1. La conjetura de Goldbach afirma que todo niimero entero par n > 4
es la suma de dos primos impares. En este ejemplo A(n) es el nimero de soluciones de
la ecuacion

n = pi; + pa, (11)



siendo p; nimeros primos impares. La afirmacion de Goldbach es que A(n) > 1 para los
n > 4 pares. Esta conjetura se remonta a 1742 y esta sin resolver a esta fecha. En 1937
el matematico ruso Vinogradov probd que todo niimero impar, que sea suficientemente
grande, es la suma de 3 ntimeros primos impares. En 1966 el matematico chino Chen
Jing-run probé que todo niimero par, que sea suficientemente grande, es la suma de un
primo y un nimero con no mas de 2 factores primos.

Ejemplo 1.2.2. (Representacién por cuadrados). Para un entero dado k& > 2 conside-
ramos la funcién particién ri(n) que cuenta el nimero de soluciones de la ecuaciéon

n=ax+a3+- - +ay, (1.2)

donde las x; pueden ser positivas, negativas o cero, y el orden de los sumandos se tiene
en cuenta.

Para k = 2, 4, 6 y 8, Jacobi expreso6 r(n) en términos de las funciones divisor. Por
ejemplo, probé que
r2(n) = 4di(n) — ds(n),
donde d;(n) y d3(n) son el nimero de divisores de n que son congruentes con 1y 3

modulo 4, respectivamente. Entonces, r5(5) = 8, porque ambos divisores, 1 y 5, son
congruentes con 1 modulo 4. De hecho hay 4 representaciones dadas por

5=2"+1= (-2 +1= (-2 +(-1)? =22+ (-1)%,

y habria 4 formas mas con el orden de los sumandos cambiados.
Para k = 4 Jacobi probo6 que

ry4(n) =>_ d=8c(n), si n es impar,
dn

ra(n) =24 > d, sin es par.
d|n
d inllpar

Las formulas para r¢(n) y rs(n) son més complicadas pero del mismo tipo. Las férmulas
exactas para 7,(n) se han hallado para k = 3, 5 y 7, utilizan la extension de Jacobi del
simbolo de Legendre para los residuos cuadraticos, siendo el simbolo de Legendre:

a 0 si p es divisor de a,
() = 1 si a es residuo cuadratico médulo p,
p —1 si a no es residuo cuadratico médulo p.

Por ejemplo, si n es impar se tiene

rs(n) =24 Y (:), sin = 1(mod 4)

m<n/4



rs(n) =8 > (m>, si n = 3(mod 3),
m<n/2 n
donde ahora los nimeros z1, x5, x3 en la expresién (1.2) deben ser primos relativos.
Para valores mas grandes de k, el andlisis de 7(n) es considerablemente mas complica-
do. Existe una amplia literatura sobre el tema con contribuciones de Mordell, Hardy,
Littlewood, Ramanujan y muchos otros. Para k > 5 se sabe que r;(n) puede expresarse
mediante una férmula asintética de la forma

ri(n) = pr(n) + Ri(n), (1.3)
donde pg(n) es el término principal, dado por la serie infinita

k/2nk/2—1 [e'¢] [e°) G h, k A
) = TS 3 (S e

2 =1 h=1 q
(h,g)=1

y Ri(n) es un término residual de menor orden. La serie para pg(n) se llama serie
singular y los nimeros G(h;q) son sumas cuadréiticas de Gauss,

q
G(h, q> — ZewiihTQ/q.
r=1

En 1917, Mordell observé que ri(n) es el coeficiente de ™ en la expansion en serie de
potencias de la k-ésima potencia de la serie

O(z) =1+ 22x"2.
q=1

La funcion 6 esta relacionada con las funciones elipticas modulares que juegan un papel
importante en la prueba de la expresion (1.3).

Ejemplo 1.2.3. El problema de Waring es determinar si, para un entero positivo dado
k, existe un entero s (dependiendo sélo de k) tal que la ecuacién

n=ak+ak+.. 4k (1.4)

tiene soluciones para cada n > 1. El problema lleva el nombre del matematico inglés
E. Waring quien afirmé en 1770 (sin demostracién y con evidencia numérica limitada)
que todo n es la suma de 4 cuadrados, de 9 cubos, de 19 cuartas potencias, etc.

En este ejemplo la funcion particiéon A(n) es el nimero de soluciones de (1.4), y
el problema es decidir si existe un s tal que A(n) > 1 para todo n. Si s existe para
un k dado, entonces hay un valor minimo de s y esto se denota por g(k). Lagrange

5



demostro la existencia de g(2) en 1770 y, durante los siguientes 139 afios, se demostrd
la existencia de g(k) para kK = 3, 4, 5, 6, 7, 8 y 10. En 1909 Hilbert demostré la
existencia de g(k) para todo k mediante un argumento inductivo, pero no determiné
su valor numérico. Actualmente se conoce el valor exacto de g(k) para todo k excepto
k = 4. Hardy y Littlewood dieron una férmula asintética para el nimero de soluciones
de (1.4) en términos de una serie singular andloga a la de (1.3).

Ejemplo 1.2.4. (Particién sin restricciones). Uno de los problemas fundamentales en
la teoria aditiva de niimeros es el de las particiones sin restricciones. El conjunto de
sumandos consta de todos los niimeros enteros positivos, y la funciéon de particion a
estudiar es el nimero de formas en las que n se puede escribir como una suma de enteros
positivos < n, es decir, el nimero de soluciones de

n:aﬂ—i-azg—k---. (15)

El nimero de sumandos es ilimitado, se permite la repeticiéon y no se tiene en cuenta
el orden de los sumandos. La funcién particién correspondiente se denota por p(n) y
se denomina funciéon particién sin restricciones, o simplemente funcién particién. Los
sumandos se llaman partes. Por ejemplo, hay exactamente cinco particiones de 4, dadas
por

41=34+1=242=24+1+1=14+14+1+1,

entonces p(4) = 5. Andlogamente, p(5) = 7, siendo las particiones de 5

5=4+1=3+2=3+1+1=24+2+1=2+1+14+1=1+1+1+1+1.

1.3. Representaciéon geométrica de las particiones

Existe una forma sencilla de representar geométricamente las particiones mediante
el uso de una visualizaciéon de puntos de un reticulo, que llamamos grafo de la particion.
Por ejemplo, la particiéon de 15 dada por

6+3+3+2+1

se representan con 15 puntos dispuestos en cinco filas de la siguiente manera:



Si leemos este grafico verticalmente obtenemos otra particion de 15,
S5+4+3+1+1+1.

Se dice que dos de esas particiones son conjugadas. Obsérvese que la parte mas grande
en cualquiera de estas particiones es igual al nimero de partes en la otra. Asi tenemos
el siguiente teorema.

Teorema 1.3.1. El numero de particiones de n en partes desiguales es igual al nimero
de sus particiones en partes impares.

Demostracion. Es interesante probar esto sin el uso de funciones generatrices, las cuales
veremos mas adelante junto con la prueba de este mismo resultado haciendo uso de
ellas. La idea principal es que todo niimero puede expresarse de forma tinica como una
potencia de 2 multiplicada por un niimero impar.

Supongamos que nos dan una particion de n en partes impares. Contamos el niimero
de veces que aparece cada nimero impar, supongamos que 1 se produce l; veces, de
manera similar, 3 se produce I3 veces, etc. Por lo que

Ahora escribimos cada [; en forma binaria, es decir, como una suma de potencias dis-
tintas de dos. Por lo que tenemos

SR A A N
:(2a1+2b1+)1+(2a3+263+)3+<2a5+2b5+)5+

Ahora so6lo hay que eliminar los paréntesis y observar que todos los términos son dis-
tintos entre si.

Ahora supongamos dada una particion en partes distintas. Podemos escribir cada
parte como una potencia de 2 multiplicada por un niimero impar, como nuestro interés
es obtener partes impares, agrupamos los coeficientes de cada ntimero impar y los rees-
cribimos de manera que obtengamos el nimero impar tantas veces como el nimero que
lo multiplica indique y de esta manera obtendriamos una particiéon en partes impares.

m

Teorema 1.3.2. El nimero de particiones de n en m partes es igual al nimero de
particiones de n en partes, la mayor de las cuales es m.

Demostracion. Podemos establecer una correspondencia biunivoca entre las dos cla-
ses de particiones que se estan considerando simplemente asignando cada particion a
su conjugada. La asignacion es claramente uno a uno, y al considerar la representa-
cién grafica vemos que bajo la conjugacion la condicién “como méaximo m partes” se
transforma en “ninguna parte es mayor que m” y viceversa. O]

7



Este teorema es muy 1til ya que muestra como la representacion grafica puede ser
utilizada para obtener informacion relevante. Muchos teoremas se pueden demostrar
mediante argumentos de combinatoria simple que involucran graficos, y volveremos
méas tarde para ver una ilustracién de este método. Sin embargo, los resultados més
profundos de la teoria de las particiones requieren un tratamiento mas analitico al que
nos dirigimos ahora.



Capitulo 2

Aportaciones de Euler

En este segundo capitulo se vera la relevancia de las aportaciones de Euler, ya que el
primer avance importante en el estudio del nimero de particiones vino de su mano,
pues consiguié escribir las funciones p(n) por medio de una funcién generatriz. Entre
estas aportaciones estara, como hemos dicho, la funciéon generatriz de particiones que se
vera en la primera secciéon, en la segunda veremos un teorema importante en la teoria
de particiones que serd el “Teorema del nimero pentagonal de Euler” con su respectiva
demostracion, en la tercera seccién veremos una demostraciéon combinatoria de este
ultimo teorema dada por F. Franklin. y por ultimo haremos un repaso por algunas
identidades de Euler que utilizaremos méas adelante. Para elaborar este capitulo nos
hemos basado principalmente en las secciones 1 y 3 del capitulo 14 del libro de Apostol
“Introduction to Analytic Number Theory”.

2.1. La funcién generatriz de particiones

Una funcion F'(s) definida por una serie de Dirichlet F(s) = > f(n)n™*® se llama
funcion generatriz de los coeficientes de f(n). Las series de Dirichlet son funciones
generatrices utiles en la teoria multiplicativa de nimeros debido a la relacion

—S8 —S8 S

n=*m~* = (nm)~".

En la teoria aditiva de niimeros es mas conveniente usar funciones generatrices repre-
sentadas por series de potencias,

Fla) = f; ora

porque z"x™ = z"*t™. El siguiente teorema muestra una funcién generatriz para la
funcién de particién p(n).



Teorema 2.1.1 (Euler). Para |z| <1 tenemos

o0 1 o0
= p(n)z",
£11_wm nz;;()

donde p(0) = 1.

Demostracion. Primero daremos una idea de la demostracion de esta identidad sin
precisar las cuestiones de convergencia. Si cada factor en el producto se expande en
una serie de potencias (una serie geométrica) obtenemos
> 1
11 o =(+z+2*+-- )1+ +2" )1+ +a% )
L 1-

m=

Ahora multiplicamos la expresién de la derecha, tratdndolas como si fueran polinomios,
y las agrupamos por potencias de x para obtener una serie de potencias de la forma

1+ a(k)z”.
k=1

Queremos ver que a(k) = p(k). Supongamos que tomamos el término z** de la primera
serie, el término %2 de la segunda, que tiene el exponente multiplicado por 2 ya que
esta serie estda al cuadrado, este mismo argumento lo utilizariamos para los demas
términos, el término %% de la tercera, ... , y el término 2" de la m-ésima, donde
cada k; > 0. Su producto es

R ke Bks o
donde

Esto también se puede escribir de la siguiente manera:
k=0+1+4+1)+@2+2442)+--+(m+m+---+m),

donde el primer paréntesis contiene k; unos, el segundo ko doses, y asi sucesivamente.
Esta es una particiéon de k en sumandos positivos. Asi, cada particién de k producira
uno de esos términos z* y, a la inversa, cada término x* proviene de una particién
correspondiente de k. Por lo tanto a(k), el coeficiente de x*, es igual a p(k), el ntimero
de particiones de k.

El argumento anterior no es una prueba rigurosa porque hemos ignorado cuestiones
de convergencia y también hemos multiplicado infinitas series geométricas, tratandolas
como si fueran polinomios. Sin embargo, no es dificil transformar las ideas anteriores

10



en una prueba rigurosa. Para este propoésito, restringimos x para que se encuentre en
el intervalo 0 < x < 1 e introducimos dos funciones,

m 1
Fm = )
) =] 1
€Tr) =
w1 —ak’

de forma que se tiene
F(x) = nll_IgoFm(x), 0<z<l

El producto que define F(z) converge absolutamente si 0 < z < 1 porque la expresion
reciproca [[32, (1 —2*) converge absolutamente (dado que la serie 372, ¥ converge ab-
solutamente). Nétese también que para cada z fija la sucesion {F,,(x)}2°_, es creciente

porque
1

Foii(x) = Wﬂn(w) > F(x).

Ast F,(x) < F(z) para cada z fija, 0 < z < 1, y cada m. Ahora F,,(z) es el producto
de un nimero finito de series absolutamente convergentes. Por lo tanto, también es una
serie absolutamente convergente que podemos escribir como

Fo(x)=1+ ipm(k)xk

Aqui p,,(k) es el ntimero de soluciones de la ecuacién
k:k1+2k2+3k3++mkm

En otras palabras, p,,(k) es el nimero de particiones de k en partes que no excedan
m. Si m > k, entonces p,,(k) = p(k). Por lo tanto siempre tenemos p,,(k) < p(k) con
igualdad cuando m > k. En otras palabras, tenemos

lim p,,(k) = p(k).

m— 00

Ahora dividimos la serie de F},(x) en dos partes,

Fu@) = Y pa®)at + 3 pulh)rt =3 plkirt + 3 pulhet

k=m-+1 k=0 k=m-+1

Como x > 0 tenemos que



k

Esto demuestra que la serie Y3, p(k)x”* converge. Ademéds, como p,,(k) < p(k), tene-

mos que
o0

ipm(k: Z k)xt < F(x).
k=0

=0

Por eso, para cada x fija las series 332, pm(k)z* convergen uniformemente en m. Ha-
ciendo que m — oo tendriamos que

F(z) = lim F,(r)= lim > pm(k)a*
k=0

m—00
_ — ‘ k __ - k
= lim py(k)a" =) p(k)z
k=0 k=0

donde hemos podido intercambiar el limite y el sumatorio gracias a la convergencia
uniforme. Esto prueba la identidad de Euler para 0 < z < 1. Y lo extendemos por
continuacién analitica al disco unidad |z| < 1. O

Con argumentos similares podemos encontrar facilmente las funciones generatrices
de muchas otras funciones de particién.

Lema 2.1.2. Sea |z| < 1, se tiene que la funcion generatriz que enumera las particiones
en partes impares es

P[(x) = kl;[l | — 21 = (1 — :15)(1 — :E3)(1 _ $5) o

Demostracion. Ya hemos visto anteriormente cual es la funcién generatriz de particio-
nes, por lo que a partir de esta vamos a obtener la funcién generatriz de las partes
impares. Sabemos que

s 0 a 1 B 1
Z%W)x _211_xm T -1 -1 —aP) -

=(1+z+22+- )1 +22+2* +- A+ +25 ).

Los factores de la primera serie corresponden al nimero de veces que vamos a tomar
la parte 1, los factores de la segunda serie corresponden al niimero de veces que vamos
a tomar la parte 2, etc. Como nos interesa que solo haya partes impares, eliminamos
las series cuyo primer exponente sea miltiplo de 2, es decir, eliminamos (1 + 22 + 2* +

)1+ 2+ 2%+ ---)---, obteniendo como resultado la funcién generatriz Pr(z),

siendo esta
o0

_ 2k—1°
k:ll T



Lema 2.1.3. Sea |z| < 1, se tiene que la funcion generatriz que enumera las particiones
en partes pares es

Pp(x) = k;l;[l 1 — g2k (1—a2)(1—ah)(1—ab)...

Demostracion. Al igual que antes, vamos a partir de la funcién generatriz de particio-
nes, y eliminando los factores que corresponden a las partes impares, vamos a obtener
la funcién generatriz de las partes pares.

nz:%p(”)” _mr:[l T—2m  (1-2)(1-22)(1—a%)-

:(1+23+932—|—---)(1+$2+x4+---)(1+x3+x6+---)---.

Haciendo el mismo procedimiento anterior eliminamos las series cuyo primer exponente
sea de la forma 22! para k > 0, de manera que obtendriamos

-1

k=1

1 — 2k’

]

Lema 2.1.4. Sea |z| < 1, se tiene que la funcion generatriz que enumera las particiones
en partes desiguales es

ﬁ =(1+z)1+2H(1+2%) -

Demostracion. En este caso partimos de la funcion generatriz de particiones, pero va-
mos a probarlo con otro razonamiento. Sabemos que

Zp (I+z+2>+- ) A+ +2'+ )1+ +25+ ).

En este caso, al ser partes desiguales no podemos escoger mas de una vez una parte,
de manera que solo nos quedariamos con los dos primeros términos de cada serie, es
decir, (1 + 2%) que equivale a no escoger esa parte o escoger 1 vez la parte k, lo que
seria (14 z)(1+4 x?)--- , por lo que de manera general obtenemos

H 1—|—x
k=1

13



Una vez vistas las distintas funciones generatrices, podemos volver a la prueba del
teorema visto en el capitulo anterior (Teorema 1.3.1) pero haciendo uso de funciones

generatrices.

Teorema 2.1.5. El numero de particiones de n en partes desiguales es igual al niumero

de sus particiones en partes impares.

Demostracion. Vamos a empezar viendo las funciones generatrices que generan las
partes impares y las partes diferentes. Por el Lema 2.1.2, la funcién generatriz de las

partes impares es
[e.e]
H x2k 17 |x| < 17

y en el caso de las partes diferentes es

Pp=T[(0+2%, |z|<1.

—18

£
Il
—

l—x  1—22

Ahora partiendo de la funcién generatriz Pp, multiplicando por = - =0 -+,

driamos

ﬁa+mﬂ:fi1+ﬁyl_x-l_ﬂn-

) C(—n)(+w) (1-0+2)
1—=zx 1— 22
_ (—a)—a)--
(I—z)(1—a2)(1—2a3)---

1 1
Cl—z 1-—2a3
_ﬁ 1

_k:11 r2k—1

De esta manera hemos demostrado que Pp(x) = Pr(z) y concluiria la prueba.

2.2. Relacién con los nimeros pentagonales

obten-

El siguiente paso para encontrar una férmula para p(n) requiere, de manera sorpren-
dente, hablar de los nimeros pentagonales. Por definicién, el n-ésimo niimero pentago-
nal p, es el nimero de puntos que hay en la superposicion de n pentagonos regulares

segun el patrén que se muestra a continuacion.

14



1 1+4=5 I+4+7=12

Figura 14.1

Ahora procederemos a enunciar el Teorema del nimero pentagonal de Euler y se-
guidamente veremos su demostracion.
Consideramos a continuaciéon la funcién de particiéon generada por el producto

o (1 —a™) , el reciproco de la funcién generatriz de p(n). Escribimos
[Ta—2™) =1+> a(n)z".
m=1 n=1

Para expresar a(n) como una funcién de particion observamos que toda particién
de n en partes desiguales produce un término x™ a la derecha con un coeficiente +1 o
-1. El coeficiente es + 1 si 2" es el producto de un niimero par de términos y —1 en
caso contrario. Por lo tanto,

a(n) = pe(n) — po(n),

donde p.(n) es el nimero de particiones de n en un nimero par de partes desiguales,
Y Po(n) es el nimero de particiones en un numero impar de partes desiguales. Euler
demostr6 que p.(n) = p,(n) para todos los n excepto los que pertenecen a un conjunto
especial llamado ntimeros pentagonales.
Los ntimeros pentagonales 1, 5, 12, 22, --- son sumas parciales de los términos de
la progresion aritmética
1,4,7,10,13,--- ,3n+1,---.

Si w(n) denota la suma de los primeros n términos en esta progresién entonces

n—1 -1 2 _
w(n) =Y (Bk+1) = M—i—n: M
o 2 2

Los ntimeros w(n) y w(—n) = (3n* + n)/2 se llaman ntimeros pentagonales.

15



Teorema 2.2.1 (Teorema del niimero pentagonal de Euler). Si |z| < 1 tenemos

[[@—2™=1—2—2"+2°—2"— 2 -2+ ...

m=1

:1+Z () 4 (=)

n=—oo

Demostracion. Primero vamos a probar el resultado para 0 < z < 1 y luego lo exten-
demos al disco unidad, |z| < 1, por prolongacién analitica. Definimos Py(z) = So(z) =
1y, para n > 1, definimos

=[[1-2"),

r=1

_1+Z ) 4 )y,

El producto infinito [T>_; (1 — ™) converge, por eso P, (z) tiende a [[0°_;(1 — z™) si
n — oo. Vamos a probar que

|Sn(z) = Po(@)] < na”" (2.1)

Como nx"*t — 0, si n — oo, esto prueba la identidad de Euler para 0 < z < 1. Para
probar (2.1) definimos g(r) := r(r+1)/2, donde r = 0,1, .., n e introducimos las sumas

F,(x):= z_%(—l)T];:((gxmﬂ(’").

Primero vamos a demostrar que F,,(z) es otra forma de escribir S, (z). Es facil ver que
Fi(z) =1—z —2* = Si(z). De manera que si demostramos que

Fo(r) — Fooi(2) = Sp(x) — Spa(2),
esto probaria que F,(x) = S,(z) para todo n > 1. Sabemos que

Fo(z) — Fooa(z) = é(—l)rgggmm”(r) - nz_%(—l)TP;,:(lg)x’”(”‘l)ﬂ(").

En la primera suma podemos escribir P,(z) = (1 — 2™)P,_1(x) y separar el término
con r = n. Luego distribuimos la diferencia 1 — 2™ para obtener

Fn(w) — anl(x) = (_1)nxn2+g(n) + (_1)7‘ — xTn-i-g(r)
rz:;) B (x)
n— P _1([E) n—1 P _1(1}> B
_ — 1) o (r )nebg(r) 1y 21T 1))
5 Pr(z) ’ rZO< ) P,(z) !
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Ahora combinamos la primera y tercera suma y vemos que el término con r = 0 se
cancela. En la segunda suma cambiamos el indice y obtenemos

Fo(w) = Fa() = (—1) 2™ o)

-1
- Pn—l(x) — - — Pn—l(x) —
_ 1)/ r(n—1)+g(r)(.r 1) — —1) 12 n=1\*%) rntg(r 1).
L W W

Pero (2" — 1)/P,(z) = —=1/P,_1(z) y r(n — 1) + g(r) = rn + g(r — 1) por lo que las
ultimas dos sumas se cancelan término a término excepto cuando r = n en la segunda
suma. Entonces obtenemos

Fo(w) = Fuoa(w) = (= 1) 2™ 90 4 (—1)rgm ol ),

Pero
n® +g(n) =n*+ n(nQ—l—l) = w(—n),
y
=gl —1) =n?+ P )
Por eso

Fu(@) = Faa () = (—1)"(@0) 4 24C7) = S, () — S1(a),

por lo que F,(z) = S,(z) para todo n > 1. En la suma en la que definimos F,,(x) el
primer término es P, (z) por eso

F,(z) = P, —1)r gt 2.2
(@) = Pula) + S (1) (2.
];Z((;f)) < 1vyaque 0 <z < 1. También, cada factor 29" < gn+l
por eso la suma de la derecha en (2.2) estd acotada superiormente por nx™*!. Entonces
|Fo(z) — Pu(z)| < na™ y, como F,(x) = S,(z), esto prueba (2.1) y completa la
demostracion de la identidad de Euler. O]

Vemos que 0 <

2.3. Demostracion combinatoria del teorema del nu-
mero pentagonal de Euler

Euler demostré el teorema del ntimero pentagonal por induccién en 1750. Legendre
obtuvo demostraciones posteriores en 1830 y Jacobi en 1846. Esta seccién describe una
notable demostraciéon combinatoria dada por F. Franklin en 1881. Ya hemos senalado
que

[[(1-2™) = 1+ 3 n) = (o))"
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donde p.(n) es el nimero de particiones de n en un nimero par de partes desiguales, y
Po(n) es el niimero de particiones en un nimero impar de partes desiguales. Franklin uso
la representacion grafica de particiones por puntos reticulares para mostrar que existe
una correspondencia biunivoca entre particiones de n en un nimero par de partes
desiguales y en un nimero impar de partes desiguales, es decir, p.(n) = p,(n), excepto
cuando n es un nimero pentagonal.

Consideremos la grafica de cualquier particion de n en partes desiguales. Decimos
que el grafico esta en forma estdndar si las partes estan dispuestas en orden decreciente,
como se ilustra en el ejemplo de la Figura 14.2. El segmento de linea mas largo que
conecta los puntos en la tltima fila se llama la base del grafo de la particién, y el nimero
de puntos de este grafico en la base se denota por b. Por tanto, b > 1.

° ° . Pendiente (S:4)
o Base (b=2)
Figura 14.2

El segmento de recta de 45° mas largo, que une el ultimo punto de la primera fila
con otros puntos del grafico, se llama pendiente y el nimero de puntos de red en la
pendiente lo denotamos por s. Entonces s > 1. En la Figura 14.2 tenemos b =2y s = 4.
Ahora definimos dos operaciones A y B en este grafico. La operacién A convierte los
puntos en la base de modo que queden en una linea paralela a la pendiente indicada en
la Figura 14.3(a). La operacién B mueve los puntos en la pendiente de manera que los
inclina sobre una linea paralela a la base, como se muestra en la Figura 14.3(b). Decimos
que una operacion es permisible si conserva la forma estandar del gréafico, es decir, si el
nuevo grafico nuevamente tiene partes desiguales dispuestas en orden descendente.

18



(a) operacién A o —e—o—- (b) operacién B

Figura 14.3

Si A es permisible, obtenemos una nueva particiéon de n en partes desiguales, pero
el nimero de partes es uno menos que antes. Si B es permisible, obtenemos una nueva
particion en partes desiguales, pero el niimero de partes es uno mayor que antes. Por
lo tanto, si para cada particion de n es permisible exactamente una de las operaciones
A o B, habra una correspondencia biunivoca entre las particiones en partes pares e
impares, y se tendré que p.(n) = po(n) para ese n.

Para determinar si A o B es permisible, consideramos tres casos:

(H)b<s; (2)b=s; (3) b>s.

Caso 1: si b < s entonces b < s — 1, por lo que la operacion A esta permitida, pero
B no, ya que B destruye la forma estandar (consulte la Figura 14.3).

Caso 2: si b = s, la operaciéon B no esta permitida porque da como resultado un
nuevo grafico que no estd en forma estandar. La operaciéon A estd permitida excepto
cuando la base y la pendiente se intersecan, como se muestra en la Figura 14.4(a), en
cuyo caso el nuevo grafico no esta en forma estandar.

Caso 3: si b > s, la operacion A no es permisible, mientras que B es permisible
excepto cuando b = s + 1 y la base y la pendiente se intersecan, como se muestra
en la Figura 14.4(b). En este caso el nuevo gréfico contiene dos partes iguales. Por lo
tanto, exactamente una de las operaciones A o B es permisible con las dos excepciones
mencionadas anteriormente. Consideremos el primer caso excepcional, que se muestra
en la Figura 14.4(a),
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(b) b = s+1

Figura 14.4 Ni A ni B son permisibles

y supongamos que hay k filas en el grafico. Entonces b = k también por lo que el niimero
n viene dado por

3k —k

n= ke (k1) e (2 1) = T

= w(k).

Para esta particion de n tenemos una particion extra en partes pares si k es par, y una
particion extra en partes impares si k es impar, entonces

pe(n) — po(n) = (—1)".

En el otro caso excepcional, que se muestra en la Figura 14.4(b), hay un punto reticular
adicional en cada fila, por lo que

2 2
n:3k:2 k+k:3k2+k:w(_k)7

y de nuevo p.(n) — po(n) = (—=1)*. Esto completa la prueba de Franklin.

2.4. Identidades de Euler

Hay dos identidades que Euler prob6 que nos dan ilustraciones instructivas de diferentes
métodos de prueba que son utilizados muy frecuentemente en la teoria sobre particiones.
Son las siguientes.

Teorema 2.4.1. Sea |x| < 1, se tiene que

T {L‘4 1'9

(I4z)(1+2°)(1+2%) - - = 1+1—x2+(1—x2)(1—m4)+(1—x2)(1—x4)(1—xﬁ)+'” :
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Teorema 2.4.2. Sea |x| < 1, se tiene que

.TQ .Z'G 1,12

L Al )T ey e ey e e

Demostracion. Vamos a demostrar estos teoremas mediante el recurso de Euler de la
introduccién de un segundo parametro a. Sea

K(a):=(1+ax)(1+az®)(14az’)---=1+cia+ca® +-- -,
donde K(a) = K(a,z) y ¢, = c¢p(x) es independiente de a. Claramente
K(a) = (1 + az)K(az?),

es decir,
1+cia+ca® + - = (14 azx)(1 + ciax® + cpa’a* 4 - --).

Por lo tanto, igualando los coeficientes, obtenemos

=141 e =2+ et e = 12T+ ™,

y por tanto

p2m—1 w1+3+---+(2m71)

Cm = 75— Cm—1 = =
1 — z2m (I —2?)(1—2z%) - (1 —a?m)
™’
(1 —22) (1 —at) - (1 —a2m)’
Resulta que
3 s ax a’xt
(14+ax)(1+ax’)(1+ax’) - =1+ + NE

1—22  (1—22)(1—a%)

y los Teoremas 2.4.1 y 2.4.2 son los casos especiales a = 1 y a = x respectivamente. [
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Capitulo 3

Estudio de p(n)

En este tercer capitulo haremos un estudio general de p(n), primero veremos otra de las
aportaciones de Euler, que fue dar una férmula recursiva para p(n) y después veremos
una cota superior de p(n). Para realizar este capitulo nos hemos basado en las secciones
6 y 7 del capitulo 14 del libro de Apostol “Introduction to Analytic Number Theory”.
3.1. Férmula recursiva de Euler para p(n)
Teorema 3.1.1. Para n > 1 se tiene

p(n) —p(n—1) =p(n =2) +p(n = 5) + p(n = 7) +--- =0, (3.1)

o lo que es lo mismo

(1)

NE

p(n) =

pln = w(k)) + p(n — (k)]

k=1

donde definimos p(0) =1 y p(n) =0 si n < 0.

Demostracion. Los Teoremas 2.1.1 y 2.2.1 dan la identidad

(1 +§jl(—1)’f[a:W<k> +$“(_k)]> (gop(m):vm> = 1.

Sin > 1 el coeficiente de 2™ de la derecha es 0 entonces inmediatamente obtenemos
(3.1) igualando los coeficientes. O

MacMahon usé esta férmula recursiva para calcular p(n) hasta n = 200. Aqui hay
algunos valores de muestra de su tabla.

p(1) =1
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p(10) = 42
p(15) =176
p(20) = 627
p(25) = 1.958
p(30) = 5.604

p(40) = 37.338
p(50) = 204.226
p(100) = 190.569.292
p(200) = 3.972.999.029.388

Estos ejemplos indican que p(n) crece muy rapidamente con n. El mayor valor de p(n)
calculado hasta ahora es p(14.031), que resulta ser un ntimero con 127 digitos. D.H.
Lehmer calcul6 este nimero para verificar una conjetura de Ramanujan que afirmaba
que p(14.031) = 0(mod 11*). La afirmacién era correcta. Obviamente, la formula de
recurrencia en (3.1) no se us6 para calcular este valor de p(n). En cambio, Lehmer usé
una féormula asintdtica de Rademacher (que veremos en el Capitulo 8) que implica
efvn
p(n) ~ 75

donde K = 7(2/3)1/2. Para n = 200, la cantidad de la derecha es aproximadamente 4 x
102, que se acerca notablemente al valor real de p(200) dado en la tabla de MacMahon.

La siguiente seccién proporciona un limite superior poco afinado para p(n) que

involucra la exponencial eXV™ y que se puede obtener con un esfuerzo relativamente
pequerno.

3.2. Una cota superior para p(n)

Teorema 3.2.1. Sin > 1 tenemos p(n) < eXV" donde K = mw(2/3)"/2.

Demostracion. Tenemos
Fla)=[Ia-2")" =1+ p(k)",
n=1 n=1

y restringimos z al intervalo 0 < x < 1. Por lo que tenemos que p(n)z" < F(z), de
donde obtenemos log p(n) + nlogx < log F(x), o

1
log p(n) < log F(z) + nlog — (3.2)
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Estimamos los términos log F'(z) y nlog - 1 de forma separada. Primero escribimos

log F(x :—logH (1—2") Zlogl—x o
n=1m=1 m
_'mz:lmz m:lgl_‘rm,

donde hemos podido intercambiar los sumatorios pues todos los términos son positivos.
Como tenemos que
L —am 2 m—1
=l+o+az"+---+2" ",

1l—=x
y como 0 < x < 1, podemos escribir
1—x™
11—z

mxmfl

<m,

por lo tanto,
m(l—z) 1—2m m(l—ux)
< < .

x xm zm
Invirtiendo y dividiendo por m obtenemos

1 ™ 1 2™ 1 =z

m2l—ax ml—azm m21l—2a

Sumando en m obtenemos

x™ r 1 2 w2
| F — = _
©8 mZ:lml—:Um_1—9L'mz::1m2 6 1—x 6t
donde
1—=z
t = .
x

Podemos ver que t varia de co a 0 cuando los valores positivos de x varian de 0 a 1.
Lo siguiente que estimaremos serd el término nlog%. Para t > 0 tenemos que
log(1+t) < t. Pero

1—2z 1 1
1+t=1+ = —, entonces, log— < t.
x x x

Ahora,

1 2
log p(n) < log F(x) + nlog - < g— + nt. (3.3)
El minimo de %; —|— nt se tiene cuando los dos termlnos son iguales (pues una funcién es

decreciente y la otra creciente), esto es, cuando % 5 =nt, o t = w/y/6n. Para este valor
de t tenemos

logp(n) < 2nt = 2n7/vVén = K+/n,

por eso p(n) < V" para K := m(2/3)"/2, como afirmamos. O
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Nota 3.2.2. J. H. van Lint ha demostrado que con un poco méas de esfuerzo podemos
obtener la desigualdad mejorada

Kyn
p(n) < L para n > 1. (3.4)
6(n—1)

Veamoslo. Como p(k) > p(n) si k > n, tenemos, para n > 1,

n

F(z) > ip(/{:)xk > p(n) i R p(n)e :
k=n k=n

l1—z

Tomando logaritmos obtenemos, en lugar de (3.2), la desigualdad
1
logp(n) < log F(x) 4+ nlog — +log(1 — z).
x

Como 1—z = tz, tenemos log(1—z) = logt—log% , por lo que (3.3) se puede reemplazar

por
2

logp(n) < % + (n — 1)t + logt. (3.5)

Un célculo facil con derivadas muestra que la funcion
2
ft) = s (n — 1)t + logt,

tiene un minimo en

—1+/1+ [4(n — 1)72/6]
2(n—1)

Usando este valor de t en (3.5) y quitando términos que no son significantes obtenemos
(3.4).
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Capitulo 4

Identidad del triple producto de
Jacobi

Este cuarto capitulo describe una renombrada identidad de Jacobi en la teoria de las
funciones theta. El teorema del niimero pentagonal de Euler y muchas otras identi-
dades sobre particiones surgen como casos especiales de la formula de Jacobi, ademas
veremos las consecuencias de esta identidad en la segunda secciéon y por ultimo, en la
tercera seccion veremos casos especiales de esta identidad. Para elaborar este capitulo
nos hemos basado principalmente en la seccion 8 del capitulo 14 del libro de Apostol
“Introduction to Analytic Number Theory”.

4.1. Identidad de Jacobi

Teorema 4.1.1 (Identidad del triple producto de Jacobi). Para xz, z nimeros complejos
que cumplen que |x| < 1 y z # 0 tenemos

H (1 —2*)(1 — 2> 12 (1 — 2®1272) Z " (4.1)

m=—0oQ

Demostracion. La restriccién |z| < 1 asegura la convergencia absoluta de cada uno
de los productos [12%,(1 — z%*), TI22,(1 — 2*12%), T1°2,(1 — 2"~ 1272) y de la serie

n (4.1), aunque pueda ser |z| > 1. Ademas, para cada x fijo con |m] < 1 las series y
1os productos convergen uniformemente en subconjuntos compactos del plano z que no
contienen a z = 0, por lo que cada miembro de (4.1) es una funcién analitica de z para
z # 0. Para z # 0 fijo, las series y los productos también convergen uniformemente
para |z| <r < 1 por lo tanto representan funciones analiticas de x en el disco |z| < 1.

Para probar (4.1) mantenemos z fijo y definimos F(z) para z # 0 por la ecuacién

ﬁ 2212 (1 — 2172, (4.2)

n=1
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Primero vamos a demostrar que F(z) satisface la ecuaciéon funcional
12’ F(xz) = F(2). (4.3)

De (4.2) podemos ver que

H 1_|_x2n+1 2 <1+l,2n 3 2)

n=1
= [[A+27"22) [J(1+ 27 1272).
m=2 r=0
Dado que zz? = (1 + z2%)/(1 + 27 '272), la multiplicacién de la tltima ecuaciéon por

rz? da (4.3).

Ahora sea G(z) el miembro izquierdo de (4.1) de modo que

(4
G(z ﬁ 1— 2™ (4.4)

Entonces G(z) también satisface la ecuacion funcional (4.3). Ademés, G(z) es una
funcion par de z que es analitica para todo z # 0, por lo que tiene una expansién de
Laurent de la forma

Yo am, (4.5)

m=—00

donde a_,, = a,, ya que G(z) = G(z7') (los coeficientes a,, dependen de z).
Usando la ecuacién funcional (4.3) aplicada a G(z) en (4.5),

o0 o0

[e%s)
Z am22m2x22 Z am(xz)Qm: Z amx2m+122m+27

m=—oo m=—oo m=—o00

donde sustituimos m por m — 1, obteniendo

o0

00 00
Z amZQm _ Z am,le(mfl)HzQ(m*l)H _ Z am71x2m7122m.

m=—o0 m=—o00 m=—00
Vemos entonces que los coeficientes satisfacen la formula de recurrencia
2m—1
Am =T Am—1,
la cual, al hacerlo iteradamente da

Qpy, = a0$m2 para todo m > 0,

vaque 1 + 3 + .-+ (2m — 1) = m?. Es facil ver que la expresién anterior también es
valida para m < 0. Por lo que (4.5) pasa a ser

Go(2) = ap(x) i " A (4.6)

m=—0Q
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donde hemos escrito G,(z) para G(z) y ao(z) para ag, para indicar la dependencia de
x. Podemos ver que (4.6) implica ag(z) — 1 cuando  — 0. Para completar la prueba
debemos mostrar que ao(z) = 1 para todo =.

Tomando z = €"™/* en (4.6) vemos que

G 17r/4 0o
7(6 S A= S (1), (4.7)
aO( m=—00 n=-—00
ya que i"™ = "¢~ si m es impar. De (4.6) vemos que la serie a la derecha de (4.7) es

Ga(i)/ag(x?), por lo que tenemos la identidad
Go(e™)  Gual(i)
ao(x) ag(x*)
Vamos a ver a continuacién que G, (e"™*) = G,4(i). De hecho, (4.2) y (4.4) nos dan

o0

G (™) = [[(1 —2*)(1 + 2*72).

(4.8)

Como cada nimero par es de la forma 4n o 4n-2 tenemos

[ -2 =J[0-2")1—a"?),
n=1 n=1

por eso, reiterando lo anterior tenemos

Gx(eiw/4) — H 1 . x $4n_2)(1 + l‘4n_2) _ H(l . .’B4n)(1 . 1'8”_4)
n=1 n=1
= H (1 —2®)(1 — 2 (1 — 2% = Ga(i)
Por lo que (4.8) implica que ag(x) = ag(z*). Sustituyendo z por z*, =%, - - - | vemos que

ao(z) = ag(z**) para k =1, 2, ...

Pero 2** — 0 ya que k — 0o y ag(x) — 1 cuando 2 — 0, por eso ag(z) = 1 para todo
x, lo que completaria la prueba. O

4.2. Consecuencias de la identidad de Jacobi

Se puede ver que si reemplazamos z por ¢ v 22 por 2% en la identidad de Jacobi
tenemos que

[e%s) 9]
H 2na 1+x2na a+b)(1 +x2na a— b Z xam +bm

n=1 m=—00
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De manera similar, si 22 = —2° vemos que

[ee] o)

H 2na xQna—a—i—b)(l o m?na—a—b) — Z (_1)mxam2+bm.

= m=—0o

Para obtener el teorema del nimero pentagonal de Euler simplemente hay que tomar
a=3/2yb=1/2 en esta tltima identidad. Recordemos que el teorema pentagonal de
Euler establecia que

o0 o0

Z (1—-2™)= Z (—1)n$w(n) donde w(n) =

m=—00 n=—oo

3n?—n
2 )

La férmula de Jacobi conduce a otra férmula importante para el cubo del producto
de Euler.

Teorema 4.2.1. Sea |x| < 1, tenemos que

[Ta-2")?°= > (=1)™ma™ +m/2
n=1 m=—00
™ 2m + 1) 2, (4.9)
m= 0

Demostracion. Reemplazando z? por —zz en la identidad de Jacobi obtenemos

H (1—a2®)(1 —2?2)(1 — 2227 = Y (=)™ Hm (e — z7m ),

m=0

Ahora reajustamos los términos en ambos lados de la igualdad usando las relaciones

H —2 —1) 1 — H
n=1 n=1

LM mefl — (1 _ 271)<1 4 Zfl 4 2’72 S 272m)zm.

Haciendo estos cambios obtenemos
[T —2")1—a*2)(1— 211 —2*21)
n=1

(1 —2®)(1 — 2™2)(1 — 2® 227

=2

n=1

(_1)mxm2+m(zm - mefl)

I
gL

m=0
oo

= (_1)mxm2+m(1 _ Zﬁl)(l + Zfl + Z72 NI 272m>zm.

m=0
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Cancelando el factor (1 — 27') obtenemos

[T —2*)(1—a®2)(1 —2*27")
n=1
= S (=D)L g 2 2T T2,
m=0
Tomando z = 1 y sustituyendo x por '/ obtenemos (4.9). O

4.3. Casos especiales de la identidad de Jacobi

En esta seccion vamos a enunciar dos teoremas de interés que nos serviran como herra-
mienta en el sexto capitulo.

Teorema 4.3.1. Sea |x| < 1, se tiene que

o0 oo

H [(1 o $5n+1)(1 o x5n+4)(1 . x5n+5)] — Z (_1) 332 (5n+3)

n=0 n=—00

Teorema 4.3.2. Sea |z| < 1, se tiene que

H 5n+2 1 B I5n+3)<1 i x5n+5)] _ Z (_1)nx%n(5n+l)'

n=—oo

Demostracion. La prueba de ambos teoremas se obtiene a partir de otro caso especial
de Jacobi, que es la expresion

o0 [e.9]

[T — aenthety(q — g2hnthaty(q _ g2hnt2hy) — N (g ynghn®tin,

n=0 n=—oo

Esta expresion a su vez se obtiene de una identidad de Jacobi, escribiendo z* en lugar
de z, 7' en lugar de z y n+1 en vez de n, la identidad de la que hablamos es la siguiente

H[(l_x2n)(1+x2nflz)(1+w2n 1 Z .Z‘ Z
n=1 n=—oo

Ahora para obtener las expresiones que queremos tenemos que imponer que k = 5/2
y | = 3/2, obteniendo el Teorema 4.3.1 y por otro lado, imponiendo que k = 5/2 y
[ = 1/2 obtenemos el Teorema 4.3.2. ]
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Capitulo 5

Derivaciéon logaritmica de funciones
generatrices

En este quinto capitulo veremos que hay otras formas de obtener férmulas recursivas,
que seran mediante derivacion logaritmica. Para elaborar este capitulo nos hemos ba-
sado principalmente en la seccion 10 del capitulo 14 del libro de Apostol “Introduction
to Analytic Number Theory™.

El Teorema 3.1.1 da una férmula recursiva para p(n). Hay otro tipo de férmulas
recursivas para funciones aritméticas que se pueden derivar por diferenciacion logarit-
mica de funciones generatrices. Vamos a describir el método a través de un teorema y
su prueba.

Teorema 5.1.1. Para un conjunto A de enteros positivos dado y una funcion aritmética
[ dada, los nimeros pa s(n) definidos por la ecuacion

TT(1 =) fm =143 pap(m)a”, (5.1)
neA n=1

satisfacen la formula de recurrencia
npas(n) =D fa(k)pas(n — k), (5.2)
k=1

donde pas(0) =11y
falk) =3 f(d).

d|k
deA

Demostracion. Sea A un conjunto dado de enteros positivos, y sea f(n) una funciéon
aritmética dada. Supongamos que el producto

Fafa) = J[ (1= a") /00,

neA
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y la serie
n
Ga(z) =) S ):1:”,
neA n

convergen absolutamente para |x| < 1 y representan funciones analiticas en el disco
unidad |z| < 1. El logaritmo del producto estd dado por

log Fa(z) = — lo = —Ga(x™)
Derivando y multiplicando por x obtenemos

he i Gl = 30 J)e™ = 30 3 () f(ma™,

m=1necA m=1n=1

Fa(z)
donde x4 es la funcién caracteristica del conjunto A,

(n) = 1sineA,
Xaln) = 0sindgA.

Agrupando los términos con mn = k vemos que

i i xa(n)f(n)z™" = gXA<:1)f(Z)5Ek = g fa(k)a,

donde
k) ==Y xa(d)f(d) =" f(d)
d|k d|k
deA

Por lo que tenemos la siguiente identidad,

o F (2 Z Falk)z®, (5.3)

Ahora escribimos el producto F4(z) como una serie de potencias

o0

Fa(z) =) pays(n)z",

n=0

donde pa £(0) = 1, e igualamos los coeficientes de 2" en (5.3) para obtener la formula
de recurrencia (5.2).
0
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Capitulo 6

Identidades relevantes

En este sexto capitulo veremos uno de los objetivos de este trabajo, es decir, veremos
las identidades de Ramanujan y las identidades de Rogers-Ramanujan, que nos daran
informacion acerca de cuantas particiones puede llegar a tener un cierto n, siendo este
n un niumero grande. Para realizar este capitulo nos hemos basado en el capitulo 19 del
libro “An Introduction to the Theory of Numbers” de Hardy y Wright.

6.1. Las identidades de particibn de Ramanujan

Al examinar la tabla de MacMahon de la funcion de particion, Ramanujan descubri
algunas sorprendentes propiedades de divisibilidad de p(n). Por ejemplo, demostr6 que
Teorema 6.1.1. p(5m + 4) = 0(mod 5),
Teorema 6.1.2. p(7m + 5) = 0(mod 7),
Teorema 6.1.3. p(11m + 6) = 0(mod 11).

En esta seccién veremos la prueba de los Teoremas 6.1.1 y 6.1.2, pero la prueba
del Teorema 6.1.3 no la veremos, ya que se trata de una prueba con muchos detalles
técnicos.

Para hacer la demostracion vamos a utilizar el siguiente Teorema de Jacobi

Teorema 6.1.4. Sea |x| < 1, se tiene que

I1(1— 2" = 3 (=)™ (2m + amtns)
n=1 m=0

Y también necesitaremos utilizar este Teorema de Euler

Teorema 6.1.5. Sea |x| < 1, se tiene que

(1-2)(1=2)(1-2a?) - = fj (—1)gzn@rth),

n=—oo
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Estos dos teoremas tienen pruebas muy largas y técnicas por lo que no las veremos
aqui, pero la segunda prueba aparece en la pagina 284 del libro “An Introduction to
the Theory of Numbers” de Hardy y Wright, haciendo los cambios correspondientes en
los casos especiales de Jacobi que se definen anteriormente.

1. Prueba de que p(5n + 4) = 0(mod 5)

5n+4

El nimero p(5n+4) es el coeficiente de x en Y72, p(k)z", luego es el coeficiente

de 255 en F(z) := x 302, p(k)a*.

Se tiene
Fa)=ay pk)t =[] s—— = [ ;="
k=0 m=1 m=1 H (1 _ mSm)
m=1
© 1 x5m oo 1
:wngll_xm £11 zom
01 _ x5m 00 oo .
~a [ 7 I (X o)
m=1 m=1 ;=0
o] 4 oo _ .bm o0 o0
— < (1 . ZL‘m) Hm:1(1 X ) H (fo)mj)
m=1 j

Examinamos cada uno de los tres términos.
a) Usando las férmulas de Jacobi y de Euler

Fi(x)==x <ﬁ (1 —xm)>4 = x( 1 (1 —xm)>( ﬁ (1 —xm)>3

_ — :17( 45:00(_1)3‘(%%3‘(33;1))) <§::0(_1)m(2m i 1)x§m(m+1)>

B i i(_l)j+m(2m+1)x1+%m(m+1)+%j(31+1).

j=—o0o m=0
Veamos cuando el exponente de 2* es una potencia de 5:

8k=8+4m(m+1)+4j(3j+1) =125 +4j +4m* + 4m + 8
=2(j+ 1)+ (2m+ 1)+ 105 +5,
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luego
27 +1)* 4+ (2m + 1)? = 8k — 10j — 5 = 8k = (mod 5).

Entonces, si el exponente de z* es una potencia de 5, se tiene k = 0(mod 5), luego
2(j +1)*+ (2m + 1)> = 0(mod 5).
Veamos cada término de la suma

2(7 +1)>=0,2,3(mod 5)

(2m +1)* =0, 1,4(mod 5),

luego la tinica forma en que la suma sea multiplo de 5 es que lo sean cada término,
luego debe ocurrir que

(2m +1)* = 0(mod 5) <= (2m + 1) = 0(mod 5)

5m+5

Por lo tanto el coeficiente en Fi(z) de x es multiplo de 5.

b) Como se cumple

(-2 — (1) z() = Omod ),

en el sentido de que los coeficientes del polinomio son multiplos de 5. Se tiene entonces

! L 1 5 5 _
(1 —x)° B (1 — %) - (1 —z)5(1 — a) <(1 —z)’—(1—uz )) = 0(mod 5),
pues = x)5 Y =) tienen coeficientes enteros (Hardy & Wright, §6.2). Se sigue que
1 1

T ) (mod 5)

lo que significa que ambas expresiones tienen coeficientes congruentes médulo 5. Mul-
tiplicando por (1 — z°) obtenemos

1—2a°
y aplicando lo anterior a ™
(1 —a™)
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Por lo tanto = (] -
F. = ——— =1(mod 5
2(1;) Tr]L;[l (1 _ Im)5 (Il’lO )7
es decir los coeficientes de Fy(x) son congruentes médulo 5 con los del polinomio 1, en
particular, salvo el término independiente, son multiplos de 5.
Por lo tanto, el coeficiente de z°™** en F(z)Fy(z) es miltiplo de 5.

Queda multiplicar por F3(z), pero como

o0

H(Zlﬁmj) 1+x +x10+ )(1+I10+$20+'”)"',
m=1 j7=0

se sigue cumpliendo que el coeficiente de 2™ en Fy(z)Fy(z)F3(z) es multiplo de 5.
Asi, p(5n + 4) es multiplo de 5.

2. Prueba de que p(7n + 5) = 0(mod 7).

El nimero p(7n+5) es el coeficiente de x™ 75 en 372 p(k)z", luego es el coeficiente
de 2™ en F(z) := 22332, p(k)zF
Se tiene

o0

. H(l—:c7m)
_$2H 1—am

H (1—2™™)

0 =0 3 plh)et =

m=1
0 1 _ x?m 00 1
:xanll—xm ngll x’m
_ ) [e%e) x?m [ee] 0 7
! 77]1;[1 L —am n!—:[1<j§;)x )
%) 6 o) _ . Tm o0 o
:x2<H(1—xm)> [l (-2 )7 H <Zx7m]>
m=1 (H%}:l(l _xm)) m=1 j=0
o0 6 = Tm\) oo 00
— 2 —— (]_—ZE ) Tmj
! (nﬂl( ) )> ngl (1_Im)7n!_[1<jz=;]x )

Examinamos cada uno de los tres términos.
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a) Usando la férmula de Jacobi

7N

0 )3)2
=L

0

Fy(z) = 2 (]O—O[ (1 —xm)>6 _ (

m=1

2

2m+ 1) m(m+1)>
o o

— Z Z( 1 j+m 2m + 1)(2j + 1)x2+%m(m+1)+%j(j+l)‘

7=0m=0

Veamos cuando el exponente de z* es una potencia de 7:

8k =16+4m(m + 1) +4j(j + 1) = 45> + 45 + 4m* + 4m + 8
=25+ 1)+ (2m+1)* + 14,

luego
(25 +1)? +(2m + 1) = 8k — 14 = 8k = (mod 7).

Entonces, si el exponente de z* es una potencia de 7, se tiene k = 0(mod 7), luego
(27 + 1)+ (2m +1)*> = 0(mod 7).
Veamos cada término de la suma

(25 +1)>=0,1,2,4(mod 7)

(2m +1)*=0,1,2,4(mod 7),

luego la tnica forma en que la suma sea multiplo de 7 es que lo sean cada término,
luego debe ocurrir que

(25 + 1) 2m+1)>=0(mod 7) <= (2§ +1),(2m + 1) = 0(mod 7)

Tm+7

Por lo tanto el coeficiente en F(z) de z es multiplo de 7.

b) Como se cumple

(=) — (- a7) z() = O(mod 7),

en el sentido de que los coeficientes del polinomio son multiplos de 7. Se tiene entonces

! ! 1 7 ) —
(1—a) (1-a7) ([1-2)7(1—a7) <(1 —a) - (- )> = 0(mod 7),
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pues ﬁ y ﬁ tienen coeficientes enteros (Hardy & Wright, §6.2). Se sigue que

1 1
(1—2z)"  (1-2a7)

(mod 7)

lo que significa que ambas expresiones tienen coeficientes congruentes modulo 7. Mul-
tiplicando por (1 — z7) obtenemos

(1—a") _
y aplicando lo anterior a ™
(1—a™)
A=) = 1(mod 7).

Por lo tanto
Fy(z) =[] oy = 1(mod 7),

es decir los coeficientes de Fy(z) son congruentes médulo 7 con los del polinomio 1, en
particular, salvo el término independiente, son multiplos de 7.

Por lo tanto, el coeficiente de 27 en F(z)Fy(z) es miltiplo de 7.

Queda multiplicar por F3(z), pero como

Fyx) =] (mej) I I I 1 QP i NS DU
m=1 j=0

se sigue cumpliendo que el coeficiente de 2™ en F|(z)Fy(z)F3(x) es multiplo de 7.
Asi, p(Tn + 5) es multiplo de 7.

Desarrollos posteriores

A parte de estas tres congruencias anteriores también hay con los médulos 52, 72 y
112, como
p(25m + 24) = 0(mod 5°).

Ramanujan hizo la conjetura general de que si
§ = 5°7"11° y 24n = 1(mod §),

entonces

p(n) = 0(mod 9).

Solo hay que considerar los casos § = 5%, 7° y 11¢, ya que todos los demds seguirian
como corolarios. Ramanujan probé las congruencias para 52,72 y 112, Krecmar para 5°
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y Watson que para el caso general 5%. Pero Gupta, al extender la tabla de Macmahon
hasta 300, encontré que
p(243) = 133978259344888

no es divisible por 7 = 343; y, dado que 24.243 = 1(mod 343), esto contradice la
conjetura de 72. Por lo tanto, la conjetura de 7° tuvo que ser modificada, y Watson
encontré y probé la modificacién apropiada. Es decir, que p(n) = 0(mod 7°) si b > 1
y 24n = 1(mod 7%7%). D. H. Lehmer usé un método bastante diferente basado en la
teoria analitica de Hardy y Ramanujan y de Rademacher para calcular p(n) para un n
particular. Por este medio comprob¢ la validez de la conjetura para los primeros valores
de n asociados a los médulos 112 y 114, Finalmente, Lehner probé la conjetura de 113.

Dyson conjeturé y Atkin y Swinnerton-Dyer demostraron resultados notables de
los cuales los teoremas 6.1.1 y 6.1.2, pero no el 6.1.3, son corolarios inmediatos. Asi,
definamos el rango de una particién como la mayor parte, de modo que, por ejemplo,
el rango de una particion y la de la particién conjugada sélo difieren en el signo.
A continuaciéon ordenamos las particiones de un nimero en cinco clases, cada clase
que contiene las particiones cuyo rango tiene el mismo residuo (mod 5). Entonces, si
n = 4(mod 5), el nimero de particiones en cada una de las cinco clases es la misma y
el Teorema 6.1.1 es un corolario inmediato. Hay un resultado similar que conduce al
Teorema 6.1.2.

En relacién con estos descubrimientos Ramanujan también conjeturd sin pruebas
dos identidades importantes, como

00 m s0<:L.5)5
n;op@m +4)2™ =5 O (6.1)
> p(rm-+5)s" = AL a0t (62)
donde p(z) = 2(1 —a").

Dado que las funciones a la derecha de (6.1) y (6.2) tienen expansiones en serie de
potencias con coeficientes enteros, las identidades de Ramanujan implican inmediata-
mente las congruencias de los Teoremas 6.1.1 y 6.1.2. Darling, Mordell, Rademacher,
Zuckerman y otros encontraron pruebas de (6.1) y (6.2), basadas en la teoria de fun-
ciones modulares. Otras pruebas, independientes de la teoria de funciones modulares,
fueron dadas por Kruyswijk y mas tarde por Kolberg.
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6.2. Las identidades de Rogers-Ramanujan

Teorema 6.2.1. Sea |z| < 1, entonces se tiene que

T {L‘4 fL‘g

R D B e Q) g G e gy )
1

(1—2)(1—a8) - (1 —a¥)(1— 2%

es decir,

m2 o0 1

Y Ao a e — AL g ey g =y

m=0

Teorema 6.2.2. Sea |z| < 1, entonces se tiene que

B (e [ R s T ) R
1
= (1_xQ)(l—:L’7)--~(1—xg)(l—x8)..,’
es decir,
1Ly Y B 1
+mZ::1 (I—z)(1—a2)---(1—am) WI;IO (1 — 2om+2)(1 — gom+3)’

El interés de las féormulas radica en el papel inesperado que juega el ntmero 5.
Observamos primero que las identidades de Euler que aparecen en los Teoremas 2.4.1
y 2.4.2 tienen una interpretacion combinatoria. Consideremos el Teorema 6.2.1, por

ejemplo. Podemos expresar cualquier cuadrado m? como

m*=14+3+5+-+2m—1)

o como muestran los puntos negros en el grafico M, en el que m = 4. Si tomamos
ahora cualquier particién de n —m? en m partes como méximo, con las partes en orden
descendente, y anadiéndola al grafico, como lo muestran los circulos de M, donde m = 4
y n = 42 + 11 = 27, obtenemos una particién de n (aqui 27 = 114+8+6+2) en partes
sin repeticiones ni secuencias, o partes cuya diferencia minima es 2. El lado izquierdo

en el Teorema 6.2.1 enumera este tipo de particion de n.

[ ] [ ] [ ] [ ] [ L] (] O O O O
° [ o o o O O O
e ¢ « O O O
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Por otro lado, el lado derecho enumera las particiones en niimeros de las formas
5m + 1y 5m + 4. Por lo tanto, el Teorema 6.2.1 puede reformularse como un teorema
puramente “combinatorio”.

Teorema 6.2.3. El niumero de particiones de n con diferencia minima 2 es iqual al
numero de particiones en partes de las formas 5m + 1 y bm + 4.

Asi, cuando n = 9, hay 5 particiones de cada tipo,
9,84+ 1,7+2,6+3,5+3+1
de la primera forma, y
96 +1+1+1,4+4+1,4+1+1+1+14+1,14+14+14+14+14+1+1+1+1

de la segunda forma. De manera similar, el equivalente combinatorio del Teorema 6.2.2
es el siguiente teorema.

Teorema 6.2.4. FEl numero de particiones de n en partes no menores que 2 1y con
diferencia minima 2, es igual al niumero de particiones de n en partes de las formas
om—+2 ybdm+ 3.

Podemos probar esta equivalencia de la misma forma, partiendo de la identidad
mm+1)=2+4+6+---+2m.

La demostracién que damos de estos teoremas fue hallada de manera independiente
por Rogers y Ramanujan. Lo enunciamos en la forma dada por Rogers. Es bastante
sencillo, pero poco esclarecedor, ya que depende de escribir una funcién auxiliar cuya
génesis permanece oscura.

Demostracion. Vamos a hacer la prueba de ambos teoremas vistos anteriormente. Es-
cribimos

Py=1,P.(z)=1]] — con 1 <r<oo

Q) = Qula) = T —

S=r

A(r) = g(5r+ 1),

s,conlgrgoo
x

y definimos el operador n por

nf(a) = flaz).
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Para simplificar la escritura establecemos que P, = P,.(x), Q, = Q,(x) y H,, = Hp(x),
e introducimos la funcién auxiliar
Hy, = Hp(a) =Y (=1)"a* 2z (1 — a™2*™)P,Q,, (6.3)

r=0

donde m = 0,1 o 2. Nuestro propésito es expandir H; y Hy en potencias de a. Vamos
a probar primero que

Tenemos -
H,, — Hy,_1 = Z(_l)r 2 )\(r CmrP Qra

r=0

donde
Cmr — T gt x(l—m)r + am—lxr(m—l)
_ CL7n—1$7”(m—1)(1 . (Z[l?r) + x—mr(l . IL'T).
Ahora
(1 —ax")Q, = Qri1, (1—-2")P, = P,_q, 1—2°=0,
y por eso
Hm_ e = Z( 1)r 2r+m—1 )\('r)—l-'rm 1) PQT+1+Z 'r 27’ )\( —mr r—lQr-
r=0 r=1

En el segundo sumatorio en el lado derecho de esta identidad cambiamos r por r+1.
Entonces N
Hyp — Hypy = Z Dy PrQri1,
r=0
donde
Dmr = a2’f‘+m—1x>\(7‘)+7‘(m—1) _ CLQ(T+1)[E>\(T+1)_WT(T+1)

m—1+27"x)\(7")+7’(m—1)<1 S—mx(2r+1)(3—m))

=a —a

— am_ln[a%xA( r)— r(3—m)(1 . a3—mx2r(3—m))]’

como \(r 4+ 1) — A(r) = 5r 4+ 3. También Q,1 = nQ, y por eso

H, —H, | = a™ nz r 21“ )\ +T(3—m)(1 . ag_m)w2r(3_m)PrQr+l

44



m—1
=a"" nHs_,,,

que es (6.4).
Si ponemos que m =1y m = 2 en (6.4) y recordamos que Hy = 1, tenemos

H1 :’T]Hg, (65)

Hy — Hy = anHjy,

por lo que
Hy = nHy + an*H,. (6.6)
Usamos esto para expandir H, en potencias de a. Si
Hy=co+cra+ =Y ca’,
5=0
donde los ¢4 son independientes de a, entonces ¢y = 1y (6.6) da

o o0 o
Z csa’® = Z c.x’a’® + Z coxr?ia*tL,
s=0 s=0 s=0

[gualando los coeficientes de a®, tenemos

1
o=
Ty
25—2 244+-+2(5—1)
Cs = Lcs_l _ " = xS(S_I)PS.
1—as (1—x)---(1—a%)

Por lo que
[o¢]
Hy(a) =Y a*z*" VP,
s=0
Si ponemos que a = x, el lado derecho de esta expresion son las series en el Teorema

6.2.1.
También P,Q, = P y por eso, por (6.3),

H, = P, Z(_l)rl,/\(r)(l . $2(2r+1))
r=0

— Poo lz<_1)rxk(r) + Z(_l)rmk(r—1)+2(2r11)‘|
r=0 r=0

_ Poo [1 + Z(_l)r($g(5r+1)+g(5r—1)>] .
r=1
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De manera que, por el Teorema 4.3.2,
Hg(:L') — Poo H [(1 o x5n+2)(1 _ x5n+3)<1 . :L‘5n+5)]
n=0

0 1
o nl_[:() (1 _ x5n+1)(1 _ x5n+4)’

lo que completaria la prueba del Teorema 6.2.1.
De nuevo por (6.5),

Hi(a) = nHs(a) = Hy(az) = > a’zs2P;,
s=0

y para a = x, el lado derecho pasa a ser las series en el Teorema 6.2.2.
Utilizando (6.3) y el Teorema 4.3.1, completariamos la prueba del Teorema 6.2.2 de
la misma manera que hicimos con el Teorema 6.2.1. O
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Capitulo 7

Fraccion continua de Ramanujan

Otro de los sorprendentes resultados de Ramanujan esta relacionado con las fraccio-
nes continuas, por lo que antes de ahondar en este tema vamos a dar una definicién de
estas. Para este capitulo nos hemos basado en el libro “An Introduction to the Theory
of Numbers” de Hardy y Wright, también nos hemos basado en “Continued fractions”
de A. Ya. Khinchin.

7.1. Definicion de fraccion continua

Una fraccién continua es una expresion de la forma

, a a1
lim | by + =byg+ —--7"-—
el R T e R —

ba+... an b2+b3+m

y de manera mas compacta se suele escribir esta expresion anterior como

bO + i&& ceey
donde (ay)n ¥ (bn)n son, en general, sucesiones de niimeros complejos.

Podemos decir que las fracciones continuas son una forma de representar niimeros,
de manera que en el caso de nimeros racionales tendriamos una fraccion finita y en el
caso de numeros irracionales una fraccion infinita. Por este motivo el principal interés
de éstas reside en la Teoria de la aproximacion, las fracciones continuas de Ramanujan
son una herramienta importante en la teoria de la aproximacion, que se encarga de
estudiar coémo aproximar nimeros irracionales mediante las fracciones racionales. Las
fracciones continuas de Ramanujan permiten obtener aproximaciones rapidas y precisas
de nimeros irracionales mediante los convergentes y son fundamentales para entender
la Teoria de la aproximacion en general.
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Volviendo al tema de los convergentes, podemos decir que un convergente es la
aproximacion racional truncada que se obtiene al cortar la expresion después de un
cierto namero de términos, es decir,

Dn

— = bo + a .
by + — %

Qn 1 an—1

bo+... ——a
=

ay

Se cumple que si tomamos un convergente de la fracciéon continua de un ntimero real
y tomamos todas las fracciones con denominador menor o igual que él, entonces este
convergente da mejor aproximacion racional que cualquiera de las demas.

Las fracciones continuas tienen una conexién interesante con la teoria de particio-
nes a través de la funcién generatriz de las particiones, que se puede expresar como
una fracciéon continua. La expansion de la fraccion continua de la funcién generatriz
de las particiones se puede utilizar para obtener informacién sobre las propiedades de
la funcion de particiones y las particiones de nimeros naturales en general. Por ejem-
plo, la fraccién continua de la funcién generatriz de las particiones se relaciona con la
distribucion de los tamanos de las particiones de un niimero natural.

Ademas, las fracciones continuas también se han utilizado en la teoria de particiones
para estudiar otros problemas relacionados, como la relacién entre las particiones y las
funciones modulares.

7.2. Resultado dado por Ramanujan

Las identidades de Rogers-Ramanujan vistas en el capitulo 6 son uno de los episo-
dios mas fascinantes en la historia de las particiones. La historia comienza con el des-
cubrimiento de un genio matematico indio, Ramanujan. En su primera carta a Hardy,
Ramanujan escribié varios teoremas de fracciones continuas.

A continuacién vamos a ver cémo llegd a uno de ellos. Partiendo de (6.6), definida

en el capitulo anterior,
Hy = nHy + an’Hs,

la podemos escribir como
Hy(a,r) = Hy(ax,x) + aHy(ax?, ),
de esto se sigue que
Hy(ax,z) = Hy(ax?, x) + avHy(az®, ).
F(u) = F(a,z) = Hi(a,z) = nHs(a,z) = Hy(az, )
ax a’xt

-1
L e Ty B
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entonces F'(u) satisface
F(ax™) = F(ax™™) + az" ™ F(az™"?).

De manera que, si

F(ax™)
Up = )
F(aanrl)
tenemos
al,nJrl
Up =1+
F(tn41)
por lo que ug := 15(5;)) puede ser desarrollado formalmente como
F 2
(a) —pg e (7.1)
F(ax) 1+ 1+
Cuando |z| <1,
ar ax?
1+ 1+

tiende a un limite mediante el cual podemos definir el lado derecho de (7.1). Si tomamos
esto como algo garantizado, obtenemos en particular,

F(1) r 2 28
:1+7.7.7...’
F(z) I+ 1+ 1+
¥ DOr eso,
L2 2 1= =4+ (=21 —2"). (1 —2%) (1 —2%)..
4+ 1+ l—z—2t+2"+.. (Q—z)(1—2%)..(1—29)(1—29.."

Es algo conocido de la teoria de las funciones elipticas que estos productos y series

pueden ser calculados para ciertos valores de x, y en particular cuando
T = B_QW\/E,

siendo h un racional.
De esta manera Ramanujan prob6 que, por ejemplo,

e AT b7 5+5 V1Y) o
1 + . . cee — — es5" .
1+ 1+ 1+ 2 2
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Capitulo 8

Formula “exacta” de Rademacher

Este octavo y ultimo capitulo lo dedicaremos tnica y exclusivamente a la formula que
probaron Hardy-Ramanujan en 1918 y a la que posteriormente refiné Rademacher en
1937 sobre particiones. En la primera secciéon veremos un esquema de la demostracion de
la férmula de Rademacher y en la siguiente seccion veremos que a partir de esta formula
se llega a la férmula de Hardy-Ramanujan. Para realizar este capitulo nos hemos basado
en los libros “The Theory of Partitions” y “Modular Functions and Dirichlet Series”
cuyos autores son George E. Andrews y T. M. Apostol respectivamente.

8.1. Formula de Rademacher

Teorema 8.1.1. Sin > 1 la funcidn particion p(n) queda representada por

1 = d [ sinh (% %(x—i))
n)=——S Ay (n)Vk— ,
pn) = 75 > Auln)VE ]
stendo o una constante positiva arbitraria y siendo
h
Ag(n) == Z W, €XP (—2mn>,
0<h<k k
(h,k)=1
donde
= exp (i3 (4[] < D) (B ] L
AT G T R T2\ T R T 2) )

Lema 8.1.2. Sea - -
P(z) = Z:Op(n)x” =JJ@—-2")"", (8.1)
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Podemos escribir
P(exp(2mi(h +iz)/k)) = wék exp[m(z — 2)/12k]
- P(exp[2mi(h' +iz1) /kK]), (8.2)
donde Re(z) >0 y h' es solucion de la congruencia
hh' = —1(mod k). (8.3)

No veremos la prueba de este lema pero se encuentra en el libro “The Theory of
Partitions” de George E. Andrews.

Demostracion. Procedemos a hacer la demostracién del Teorema 8.1.1.
Ahora llegamos al enfoque verdaderamente notable para la evaluacion de p(n) que
fue desarrollado por Hardy y Ramanujan. El teorema integral de Cauchy implica que

pn) = o [ 2, (3.4)

 2mi

donde C' es un circulo con centro en el origen y dentro del circulo unitario |z| = 1.
., Cémo podemos evaluar esta integral? Examinando la funcién generatriz P(x) =
* (1—2z")~! vemos que cada producto parcial [T%_,(1—2")~" tiene un polo de orden
N en z = 1, un polo de orden [N/2] en x = —1, polos de orden [N/3] en x = exp(27i/3)
y exp(4mi/3), y asi sucesivamente. Ademds, observamos que (8.2) da informacién sobre
el comportamiento de P(x) cerca de exp(2mih/k), es decir, cuando z — 0 (Re z > 0):

2mih 27z 1 m(z7l =2
P lexp < T k)] ~ W}, exp l(mk)] . (8.5)

Entonces deberiamos dividir el circulo de integracion en segmentos para que nuestra
informacién sobre (8.5) pueda aplicarse con mayor precision, dependiendo de qué “punto
racional” exp(2mih/k) estemos cerca. Desafortunadamente, los puntos racionales son
densos en el circulo unitario, por lo que no seria tutil. Para tener una idea de céomo
hacer efectivo este enfoque, tengamos en cuenta que los puntos exp(2mih/k) donde k es
pequeno parecen ser las mas importantes de las singularidades; por tanto, en lugar de
preocuparnos por el conjunto denso de todos los puntos racionales, restringimos nuestra
atenciéon al conjunto discreto de esos puntos racionales exp(2mih/k) con 0 < k < N,
un entero positivo fijo. Para desarrollar la idea anterior nos interesa Fly: el conjunto de
fracciones de Farey de orden N. Por ejemplo, cuando N = 5,

111213234}

Fy=40>,-,-,2-,2, 222 1
5 {Oa574737572757374757

Conjeturamos que deberiamos dividir el circulo C' de radio p en segmentos de modo
que cada segmento esté en algin sentido “centrado” en los puntos racionales sucesivos
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pe™ ik donde h/k € Fy. Ahora debemos confiar en las propiedades elementales de
Fy para sugerir la eleccion 6ptima de intervalos. Se cumple que si h/k y hy/ki, son
términos sucesivos en Fly, entonces el nimero racional con menor denominador que
estd estrictamente entre h/k y hy/k; es (h + hy)/(k + k1) y este niimero se llama
la mediante de h/k y hi/k;. Por lo tanto, usar las mediantes como punto final para
nuestros intervalos parece una particién natural de C'. Ahora bien, si hy/ko, h/ky hq/k;
son tres términos sucesivos en Fly, escribamos

, 1
0,1_N+17

h ho+h
gvk:E—ko+hparah>0,
 hi+h h

hk — bt h K (8.6)

Parametrizando y normalizando = = p - exp(27mi¢) obtenemos

1 [ P
pn) = 5= [ e

=p " ' Pp-exp (2mi¢p)| exp (—2ming) de

0
N 0" 2 h 2 . h
=p " > / "p [p - exp (m + 2m¢>] exp (— T 27rz'n<b> do. (8.7)
(hkkz)l L _G;L,k k k

0<h<k

Lo que necesitamos antes de la aplicacién de (8.2) es una eleccién apropiada de p,
podriamos elegir p lo mejor posible cuando nos veamos obligados a hacerlo. Sin embargo,
para simplificar, haremos la eleccion “correcta” inmediatamente:

p = exp(——), (8.8)

y haremos observaciones posteriormente sobre lo adecuado de esta eleccion. Por lo
tanto,

k=1
(hk)=1
0<h<k
o 2 h 2 k
/_9 i [exp l (Y <N2 B ZW)H exp (=2ming) dg, (8.9)
entonces para aplicar (8.2) debemos definir
7= KV~ i), (8.10)
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Como consecuencia, aplicando (8.2) al integrando en (8.9), vemos que

2mn 2mihn
p(n)zexp( > Z eXP( p >wh,k

(h k) 1
0<h<k

TSP AUZEES))

Como z — 0 con Re z > 0, vemos que exp Y 5 0 de manera rapida. Por lo que la
forma de evaluar (8.11) es reemplazar el integrando P(z) por 1+ (P(x) — 1). Entonces

2 N 2 h 9! -1 _
p(n) = exp (g) > exp (— W; n) Whk /_;k 2% exp [W(zl%z) — 27?1’71@5] do

h.k

9//
Rk 1
: / 22 exp
_y
h,k
(R +iz—
k

P ASMLER SIS
Yy (812)

Nuestra expectativa es que Y; contribuya a la estimacion principal para p(n) y que la
contribucion de >, sea insignificante.

Ahora procederemos a hacer el estudio de (8.12), demostrando que Y-, es de hecho
despreciable. Primero (recordando que z = k(N2 — i¢)),

o [ (p g s )] )

( 12N2) p(m exp[ 27TRe(z—1)(m_kl/%)]' (8.13)
1 1 N-2 ¢

: k(N2—ip) k(N4 ¢?)

De (8.6) es inmediato que cada uno ¢}, y 0y , satisface que 1/2kN < 0, < 1/kN,y
como - 0, < ¢ < 0y, vemos que

l\)\»—t

< |27|
m=1

Ahora

ooty — NEOONE 1
B T RN 1) T RN+ N2 1+ RN—2 2

(8.14)
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También ) ) . L
22| = (KN ~* + k%¢*)1 < (K* N~ + N7%)1 < 21Nz, (8.15)
Por lo que por (8.13), (8.14) y (8.15) tenemos la siguiente estimacién para Y, :

2
<o (32) £ vt ()

2

(hk:) 1
0<h<k
oo 1 9// d
> plm)exp |- (=5 )| [ do
2mn T
= o (N2 12N2)24N szlp eXp[ (m_)] Z /
hk) 1
0<h<k
2mn T PR — 1
= o (T7 ~ 1az) 2N X plm)esp |- (m - 57)
1 2
<CN-3 exp(%). (8.16)

Esta estimacion es suficiente para nuestros propoésitos, ya que N~ 2 exp( 3) — 0 cuando
N — oo para n fijo.

Ahora vamos a manipular Y ;, el término principal en la ecuacién (8.12). Aqui
mostraremos que la integral es la porcion mas significativa de una “loop integral” de
tipo Hankel. Una vez que establezcamos este hecho (ecuacion (8.23)), entonces serd
sencillo completar nuestra evaluacién de p(n).

En la integral para >, (ver (8.12)) establecemos w = N=2 — i¢, y asf la integral se
convierte en

= w)z2 ex — w ™Tmw — aw
ok N=2+i0}, Plagk \kew —

N=2440, 1
= exp (—27mN‘2) fezit /N—2ie;;:k w2 exp {122210} exp [27r(n — 24)w} dw
N S | NﬁQiieg,k
= exp(—2mnN"*)k2i / 7 g(w)dw, (8.17)
N*2+26;L’k

donde

24 12k2w
El integrando de esta ultima integral es univaluado y es analitico en el plano w complejo
cortado a lo largo de todo el eje real negativo. Por tanto, podemos escribir (invocando
el teorema de Cauchy):

g(w) = w? exp {% <n - 1) I }
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kj 0+ —e —e— 19” —N*2—z‘0”’
exp(—2mnN"2) I}, = v </ / / "
—e—i@}b’yk
76+19h b —o0
- / - g(w)dw, (8.18)

N-— 2+29’ 7e+19’ —€

donde la integral f_ozfo es la “loop integral” a lo largo del contorno en la Figura 5.1.
Suponemos 0 < € < N2 y nos interesara principalmente lo que ocurre cuando € — 0.
Por brevedad, escribimos (8.18) como

exp(—2mnN DIy = k3i Ly — 1) — Iy — Iy — I — I5 — Ig), (8.19)

y nuestra siguiente tarea es mostrar que cada una de las cuatro integrales Iy, Is, I y I
es despreciable. Para ello vamos a tener en cuenta que w = —e + w

=05 & 1 1 1
<[ (@) e e~y ) e |2 (0= 5 ) o
| 15| _/0 (6 —I—v) exp 12]{:2R€ Ep—— exp |—27 (n 51 €| |dv|

Pero Re[(—e + i)™ = —¢/(e* + v?) < 0, y por eso

T
)4 — k32N 2yaquee— 0. (8.20)

| < 9//2 10// < ( 2
L] < (€ +6;3)7 hok €+ N

k2N?

La integral I5 se trata de la misma manera y (8.20) es también vélida con I siendo
reemplazado por [5. Para I3,

i< [\ @) ep | R ! [2 ( —1) d
= P e \u gy, )| TP LT T e
Ahora N2
. _ [ h
ﬁRe[( ZQZ,k) = k2 (w2 +9//2) < k2 012 <4
Por lo que
1 2m
o] < (N4 4+ 02} exp (g) exp ( N?) (e + N2
1 2
< (N 4+ k2N "2 xp(ng;[g) (e+N7?)
11— 2
< (e+N2)2ikZNZ exp (g + $>
11— 2
21k NT exp (g + g) ya que € — 0, (8.21)



Figura 5.1

y la desigualdad final de (8.21) se puede utilizar reemplazando I3 por I5.
Sin embargo, las integrales I; y Ig no son despreciables,

—e -1 T 1

I + I = /_OO\/]u|eXp (2) exp [12]{:% + 27 <n— 24) }du
—00 - 1

—i—/_e \/|ul exp (g) exp[l%2 + 27 (n—%) ]du

(> 1 T
= —22/E t2 exp [—27T (n — 24> 12]{:215} dt

= —2iHy. (8.22)
Por lo que si € — 0 en (8.19), simplificamos la ecuacién quedando
k2 2mn

exp(—2mnN ")}, = —Lk +2k2 Hy + O(k™ ) +0 {eXp < N7 > N= ] . (8.23)

donde las constantes implicadas en el término de residuo son absolutas. Consecuente-
mente, escribiendo

1d
Yi(n) = —Li + 2k3 Hy, (8.24)
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vemos de (8.12), (8.16) y (8.23) que

o S

k=1
(h,k)=1
0<h<k
N B N 2 B
+0 Z EFINT | 40 Z exp (]721)]\[ >
(=1 (=1
0<h<k 0<h<k
N -1 2mn -1
= ; Ag(n)r(n) + O [N 2 exp (NQH +O(N7?). (8.25)
-1

Ahora Ag(n) es precisamente como aparece en (8.1.1) y los términos de error aqui todos
tienden a cero cuando N — oo.
Por lo tanto, el problema final para nosotros es demostrar que

Yi(n) = vh {d (Smh[z“’@_“)])] . (8.26)

77T\/§ dx

Podemos hacer esto suponiendo ciertos resultados clasicos sobre la integral de Hankel.

Primero . | roh) .
1 m
e [ e |y om0 gp) v

= 1./(0+)w5 exp [27r (n—) ]i 7T/12k2 N dw

1 J—0
1 12k%2w)* 0+ 1
:Z(W/w)/ w2~ exp[27r(n—> ]dw
i = s! —o0 24
7r/12k:2 )¢ 1\157%2 1 ot
— ) - 7/ z.,—s+1/2
Z |: g (n 24>:| 21t J -0 €z dz
—3/2 oo s
_ (271_)71/2 (Tl _ 1) / [71.2(” — 1/24)/6k2] ,
24 ¢ sll(s—1/2)

donde la ecuacién final se deduce de la férmula integral de Hankel para el reciproco de
la funcién gamma (ver §12.22 de Whitakker Watson):

L b /(OH e* 27512,

I(s—3) 2mil/-
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Ahora . X X
T (s . 2) — (5=3/2)(s = 5/2)- T (2)
=25t 1r2(25 — 3)(2s — 5) -3 - 1.

Por lo que

©  (ly2) 1 ,(1 3y 54
Zs'Fs—l/Q) zﬁ[ b Y(z' 4!+6!+"'>]

s=0

1 d o) Y2n+1
= 14+VY2 -
2/7 [ i dy nzjo (2n +2)! 1

1 eyt d (coshY —1 '
N dy Y ’

y sustituyendo YV = (m/k)(2/3(x — 1/24))2, vemos que

1 1 d (coshY —1
“Le= ()7 (n- ) Ry o e
e=Em Ty Nl A A -
1

1
—3/2 d (coshY
— 9-3/2 —1( ) y2 %
Y v\ v )| _
ot (o L)y [ 4 (v v
4 da Y de ||._,
4

2
9-3/2_ 1 (n 21> —3/2 [3162/3 dc; (cos}l;Y)LG
12,1 ] d COSh((W/k’)P( 1/24)]1/2)

- ld (n/B) B — 12412 ] )

1 [ d cosh((m/k)[2(z —1/24)]"/%)
PN ld:c (x — 1/24)1/2 ] I

Ahora finalmente tratamos el término Hy, en (8.24) de la misma manera. Empezamos
con una evaluacion clasica de una integral definida:

(8.27)

[T esp(-ct - at R =2 [ exp(~u? - atu-du = YT exp(~2ac).
0 0 c
De manera que

/OOO exp(—c*t — a2t_1)t%dt = _ymd [exp(—Qac)] : (8.28)



Y aplicando (8.28) a Hj, obtenemos

Ho— 1 (dexp[—ﬁ(2/3)§c/k])
=(n—1/24)2

4y/m(n —1/24) \ de (27)2¢

1 [d exp[—7(2/3)](z — 1/24)§/k] (8.29)

C2mV/2 |da Jr—1/24 .

De manera que, de (8.24), (8.27) y (8.29), obtenemos que

() = k2 [ d cosh((n/k)[2(x — 1/24)]3)
™2 _dm \/m .
k2 [ d exp[—(n/k)[3(x — 1/24)]7]
2 \ dx Jr—1/24 -
k2 | d sinh((7/k)[%(x — 1/24)]5)]

V2 |da Jr—1/24 .

y como (8.30) es simplemente (8.26), quedaria demostrada la férmula de Rademacher.
[l

(8.30)

8.2. Foérmula asintética de Hardy-Ramanujan

Una vez vista esta férmula anterior procedemos a ver la formula que originalmente
dieron Hardy y Ramanujan para p(n).

Teorema 8.2.1. Sin > 1 la funcidn particion p(n) queda representada por

exp (” 2(x—1>
> A | o,
Xz

T 24

Tr=n

siendo « una constante positiva arbitraria y donde Ax(n) y wpi son los dados en el
Teorema 8.1.1.

Esta definicién de wy,, no es la que dieron Hardy-Ramanujan ya que ésta era mas
complicada, por lo que hemos puesto una equivalente que proporcioné Rademacher en
1932. En el articulo que publicaron Hardy-Ramanujan en 1918 hacen una comparaciéon
con los valores de p(n) calculados por MacMahon y los proporcionados por su féormula,
en concreto lo hacen para n = 100 y n = 200, los cuales tienen un error de 0.004 ambos,
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lo que nos lleva a darnos cuenta de que el error es mucho menor que ese O(n‘l/ 1) que
aparece en su formula. De hecho, antes de empezar con la prueba del teorema anterior,
vamos a enunciar un lema que nos servira a la hora de acotar.

Lema 8.2.2. Se tiene
Ag(n) < n.

Este lema tiene una demostracion muy técnica, por lo tanto no se vera en este trabajo.
Pasamos a demostrar el Teorema 8.2.1.

Demostracion. En esta secciéon vamos a dar las indicaciones de los pasos que habria
que seguir para demostrar la férmula que propusieron Hardy-Ramanujan, la cual segiin
Rademacher es un corolario inmediato de la suya. Teniendo en cuenta que sinh (z) =
(e® —e")/2, sustituyendo en la formula de Rademacher obtenemos

| > T
_ m};Ak(m\/Edw 1

Ag(
QW\/_Z Kl d .

ZA d exp(k7r g(x—214>)
27T\/_ K d T— &
Derivando respecto de x el segundo sumando obtendriamos
N (52 (- %))
p(n Z Ag(n
271'\/_ d T — 2L

1 00 T exp

_ ZWﬂ;Ak(”)\/E V2v/3k(n — )

27r\/_ Z Ar(n
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Y por tltimo, tendriamos que ver que el segundo y tercer sumando lo podemos acotar
por n~Y/4. Primero vamos a acotar k por k < a/n y aplicando esto obtenemos

ﬂ\/i\/nfi ﬂ\/i\/ﬂ*i
V3k

T exp ( Ve exp

27“/_ k;a:fAk v V2V3k(n — 3) \/_k;a:fAk 2(n — )
Wﬁﬂ T 1
27T\/_k<§fAk kexp< 3 ) [ﬂ\/gk(n_zln - 2(n —

Y N .
2, Ml ’“Xp( Ve )[ﬁﬁkm—;ﬁl)k

1)3/2] <
24

o
2 e (m]y;? ) ek
X Admyavies () o) =
2 Ay () a2

€cOMmo exp (7T\/§ /) es una constante, vamos a llamarla C, de manera que sustituyendo
en la expresiéon obtenemos

C\/akgﬁ/lk(n)nm [a\/ﬁ(z—i)] =~ W " [\/7_1(71—214)

como n > 0, podemos aplicar que n — 1/24 > n/2, de manera que

1 2

_ _.3/2
Vvn(n —1/24) > ny/n/2 = n°?/2, por lo que \/ﬁ(n—1/24)<n3/2

sustituyendo esto obtenemos

Cry/a Z Ak(n)n1/4[ 2} 20T Z A _5/4§

3/2
« k<a/n n® \/_ k<ay/n
ahora aplicando el Lema 8.2.2, visto al principio de este capitulo, obtenemos

2C

o = O(n~Y%).
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Por lo que volviendo al principio de la acotacién obtendriamos la expresién a la que

queriamos llegar
exp <7r [2 (1 >
S AL i d) + OV,

k<ay/n L Y

p(n) = 27T1\/§

r=n
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