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ENGLISH ABSTRACT 1

ENGLISH ABSTRACT

In this senior thesis we present the first combinatorial proof for the renowned Graham
and Pollak’s formula for the determinant of the distance matrix of a tree, based on the
Lindstrom-Gessel-Viennot method.






1 INTRODUCCION

En 1971, Ronald Graham y Henry Pollak [GP71] hallaron una bella formula para el de-
terminante de la matriz de distancias de un arbol, probandolo independiente de la estruc-
tura de éste. Concretamente, demostraron que si 7" es un arbol de orden n, el determinante
de su matriz de distancias esta dado por

det(M(T)) = (—1)" ! (n —1)2"2,

Existen multiples pruebas de este resultado en la literatura [GL78, YY06, DY20], todas ellas
con base en argumentos provenientes del algebra lineal. La elegancia y la innegable natu-
raleza combinatoria de este resultado claman por una demostraciéon combinatoria que, sin
embargo, aun no ha sido encontrada. En este trabajo presentamos la primera demostraciéon
de este tipo.

Los resultados que aqui se presentan son producto del trabajo conjunto de los profesores
Emmanuel Briand y Mercedes Rosas del grupo de Combinatoria Algebraica de la Univer-
sidad de Sevilla, los estudiantes Luis Esquivias (Universidad de Sevilla), Alvaro Gutiérrez
(Universidad de Bonn) y el autor de este escrito.

Nuestro trabajo principal [BEGLR] (atn en proceso de redaccion) aborda también la
demostracion de multiples generalizaciones de la formula de Graham y Pollak que se deri-
van de nuestra prueba combinatoria. Estas generalizaciones han sido ya presentadas en el
Trabajo de Fin de Grado de Luis Esquivias [Esq23] y aqui no redundaremos en ellas.

1.1 CONCEPTOS FUNDAMENTALES

En esta seccion introducimos algunos términos y notaciones basicos de Teoria de Gru-
pos y Teoria de Grafos. Utilizamos, respectivamente, [Sag20] y [Sagl3] como referencias
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principales. Los conjuntos, grupos y grafos que aparecen a lo largo de nuestra disertacion
se supondran finitos salvo mencion contraria expresa.

1.1.1  EL GrRuUPO SIMETRICO

Denotamos por N = {1,2,...} al conjunto de los nimeros naturales y por Ny =
N U {0} al conjunto de los nimeros enteros no negativos. Utilizamos [n] = {1,2,...,n}
para designar el conjunto canéninco de n elementos.

Dado un conjunto A, decimos que o es una permutacion de A si es una biyeccion de A
en si mismo. El grupo simétrico sobre A se define como el conjunto de permutaciones de A
y se denota S 4.

Después de fijar un orden sobre [n] (usualmente el orden natural), cada permutacién
de [n] puede ser identificada con un orden sobre dicho conjunto. Sin embargo, no se puede
hacer tal identificacion sin considerar primero un orden fijo (como especies, las permuta-
ciones y los 6rdenes totales sobre [n] son no isomorfas).

Al conjunto Sy, se le llama grupo simétrico en n elementos, tradicionalmente denotado
por S,,. Decimos que 0 € S,, es un desarreglo si no tiene puntos fijos (es decir, o(i) # i para
cada i € [n]). Denotamos por D, al subconjunto de desarreglos de S,,.

1.1.2 GRAFOS Y DIGRAFOS

Un grafo (no dirigido) es un par G = (V, E') donde V' es un conjunto no vacio (a cuyos
elementos llamamos vértices) y E/ es un conjunto de pares no ordenados de vértices (que
denominamos aristas). Dos vértices u, v € V son vecinossi{u,v} € FE.En tal caso, decimos
que cada uno de estos vértices es un extremo de la arista {u, v }. Para simplificar la notacion,
escribimos {u, v} = uv. Los extremos de una arista {u, v} de G se pueden ordenar de dos
formas: (u,v) y (v, u). Decimos que cada uno de estos pares ordenados es una orientacion
de la arista {u, v}, y a su vez que son aristas orientadas de GG. Denotamos al conjunto de
aristas orientadas por E.

Representamos los vértices del grafo G = (V, E) como nodos en el plano (o en el
espacio) y sus aristas como lineas que los unen. Concretamente, u, v € V' aparecen unidos
por un arco si uv € E.
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Ejemplo 1.1. El grafo completo K,, es un grafo de orden n donde cada par de vértices esta
unido por una arista. Concretamente, tiene (g) aristas. El grafo bipartito completo K, 5 es
un grafo de orden r+ s cuyo conjunto de vértices admite una particiéon en dos subconjuntos
(de tamario r y s) de modo que dos vértices estan unidos por una arista si y solo si estan en
distintos subconjuntos.

Un paseo de longitud [ en GG es una sucesion (finita) de vértices W : vy, vy, .. ., v; donde
dos vértices consecutivos cualesquiera son vecinos. Esto es, v;_1v; € E para todo ¢ € [l].
Decimos entonces que W es un paseo entre vy y v;, 0 que vy y v; son los extremos de
W, o0 que W conecta vy con v;. Como con las aristas, utilizamos la notacion multiplicativa
W = vy - - - v;. Decimos que W =y v esel paseo inverso de W.

Decimos que un paseo P es un camino si ningun vértice aparece repetido. Si a = v;v9
es una arista de un camino P y v; aparece antes que v; en P, decimos que el par ordenado
(v1,v2) es la orientacion inducida de a por P. Un ciclo de longitud [ es un paseo C' =
vou1 - - - v donde vy = v; y las vértices {v,}ﬁ;i son distintos dos a dos.

Un grafo G se dice conexo si existe al menos un camino entre dos vértices cualesquiera.
En caso contrario se dice disconexo. Decimos que un grafo H es un subgrafo de G (y escribi-
mos H C @) si tanto su conjunto de vértices como su conjunto de aristas estan contenidos

en los de G.

En ocasiones resulta util considerar direcciones especificas sobre las aristas de un grafo.
Un grafo dirigido (o digrafo) es un par G = (V, A), donde V' es un conjunto de vértices y
A es un conjunto de pares ordenados de vértices, que llamamos arcos. Los conceptos de
paseo, camino y ciclo se definen como en su variante no dirigida, esta vez bajo la condicion
vi—1v; = (vi—1,v;) € A para cada i € [l]. El grafo subyacente de un digrafo G es el
grafo dirigido con mismo conjunto de vértices que G, y cuyas aristas son las variantes
no ordenadas de los arcos de (G. Un digrafo se dice conexo si es conexo su grafo subyacente,
y se dice disconexo en caso contrario.

Dados dos digrafos G; = (Vi, A1) y Go = (V,, As), decimos que una aplicacién f :
Vi — V4 es un isomorfismo si es una biyeccion y f(a)f(b) € As para cualquier ab € Aj.
Similarmente, decimos que f es un antiisomorfismo si es una biyeccién y f(b)f(a) € A,
para cualquier ab € A;.

Ejemplo 1.2. El digrafo reticular n X n con pasos unitarios este y sur es un digrafo que
tiene como conjunto de vértices a {0,...,n}? (entendido como conjunto de puntos del
plano euclideo) y cuyos arcos unen cada vértice (7, j) con los vértices (i +1,7) e (i, — 1),
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siempre que existan.

Este digrafo es aciclico y conexo.

Los multiconjuntos son una generalizaciéon de los conjuntos que admiten repeticiones
en sus elementos. Denotamos a los multiconjuntos utilizando doble llave {{-}}, en contras-
te con la llave simple habitual de los conjuntos {-}. La multiplicidad de un elemento del
multiconjunto es el numero de veces que aparece.

Un multigrafo dirigido es un par G = (V, M) donde V' es un conjunto de vértices y
M es un multiconjunto de pares ordenados de vértices (que de nuevo, llamamos arcos). El
grafo subyacente de un multigrafo se define igual que para un grafo dirigido: ignorando la
orientacioén de los arcos. También como antes, un multigrafo es conexo (o disconexo) si lo
es su grafo subyacente.

De especial interés es la clase de los drboles, grafos no dirigidos ' = (V, E') para los que
existe un Unico camino entre cada par de vértices distintos. Alternativamente, un arbol es
un grafo conexo y sin ciclos de longitud [ > 2. Definimos el orden de I" como la cardinalidad
de su conjunto de vértices, y el grado de un vértice v € V' como la cardinalidad de su
conjunto de vecinos. Decimos que un vértice i € V' es una hoja si tiene grado 1.

La unicidad de caminos entre los vértices de un arbol induce naturalmente una métrica
sobre los mismos. Para formalizar esta idea damos la siguiente definicion:

Definicion 1.1. Definimos la distancia entre dos vértices v, w de un arbol 7" como la
longitud (esto es, el nimero de aristas) del unico camino que los conecta, y la denotamos
por d(v, w).

La distancia entre vértices de un arbol es una funcion simétricad : V' x V' — Ny que se
anula en los pares (v,v) € V?y es positiva en el resto de pares. Es a partir de esta nocién
que se construye el objeto principal de nuestro estudio.
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FIGURA 1.1: Un arbol T' y su matriz de distancias M (T).

Definicion 1.2 (Matriz de distancias). Consideremos fijada una enumeracion de los vér-

tices V = {vy,...,v,} y denotemos d;; = d(v;,v;). La matriz de distancias de T es la
matriz M (T) = (di;); ;_, - Esta matriz es simétrica y tiene diagonal principal nula.

La matriz de distancias de un arbol 7' contiene toda la informacién sobre el propio
arbol. Los vértices se pueden identificar con las etiquetas de las filas de M (T'), usualmente
el conjunto [n]. Para las aristas, notese que los vértices i y j estan conectados por una arista
siy solo sila entrada M, ; es igual a uno, por lo que también el conjunto de aristas de 7" se
puede recuperar a partir de M (7).

Cabe mencionar que no es posible reconstruir un arbol a partir de su matriz de distan-
cias cuando sus aristas tienen pesos. En ese caso, la distancia entre vértices adyacentes no
es necesariamente unitaria y el argumento anterior deja de ser valido. Este problema resul-
ta de especial interés en biologia, donde se puede calcular una distancia entre especies (que
toma valores reales) y se desea reconstruir su arbol filogenético. Este campo de estudio se
conoce como filogenética computacional.

1.2 INVOLUCIONES

Una involucién sobre un conjunto A es una aplicaciéon i : A — A tal que i* es la
identidad sobre A. Toda involucién es una biyeccion; de hecho, es su propia inversa.

Cualquier involucién ¢ sobre A induce una particiéon de A en dos subconjuntos: el con-
junto de puntos fijos de i (que denotamos por Fij(i)) y el conjunto formado por los elemen-
tos s de A cuya 6rbita por i forma un 2-ciclo (esto es, i*(s) = s pero i(s) # s).

Decimos que un conjunto S es signado si tiene asociada una funcion sign : S —
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{—1,1}. Utilizamos la expresion conteo con signo de S para referirnos a la suma

Z sign(s). (1.1)

seS

Utilizando esta nocidn, introducimos una clase de involuciones de particular interés en
Combinatoria:

Definicion 1.3. Sea S un conjunto signado. Decimos que una involucion ¢ sobre S' inter-
cambia los signos si

sgn(i(s)) = —sgn(s)

para todo s € S que no sea un punto fijo.

La relevancia y utilidad de las involuciones que intercambian los signos reside en la
elegante propiedad que satisfacen:

ngn(s) = Z sgn(s). (1.2)

seS SEFij(4)

En efecto, si s € S estd en un 2-ciclo (s,i(s)), entonces sign(i(s)) + sign(s) = 0. Por
ende, los elementos contenidos en 2-ciclos de S se cancelan en la suma (1.1), persistiendo
unicamente aquellos en Fij(7). Se sigue por tanto (1.2). La existencia de una involucién que
intercambia los signos permite simplificar el conteo con signo de .S, siempre y cuando se
conozca su conjunto de puntos fijos.

Escolio 1.1.  Cuando un subconjunto M C S es cerrado para una involucién que intercam-
bia los signos i sobre S (esto es, verifica i(M) C M), la restriccion i|,, es una involucién
que intercambia los signos sobre M. La prueba de esta afirmacién es inmediata utilizando
que i(M) = M (pues i es una biyeccién). Para i|,,, la propiedad (1.2) se puede reescribir

ngn(s): Z sgn(s)

seM s€Fij(i)NM

como

sin mas que tener en cuenta que Fix(|,,) = Fix(i) N M.

Ejemplo 1.3. Utilizamos un involucién que intercambia los signos para probar, para cada

n € Ny, la identidad
Z(_l)k (Z) = 5n,0' (1.3)
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El caso n = 0 es directo. Paran € N, tomamos S = P([n]) y definimos sign(A) = (—1)1
para A € S.Paracada k € {0,...,n} existen exactamente (}) subconjuntos de A C [n]
con k elementos, y por tanto

i(—l)’“(ﬁ) 3" sign(4)

AeS

(esto es, el miembro izquierdo de (1.3) coincide con el conteo con signo de S). Definimos
ahora la aplicacion i : S — S como

Z,(A>:{Au{1}, si 1¢ A;

(1.4)
A—{1}, si 1leA

Es inmediato de (1.4) que i*(A) = A para cualquier A € S, por lo que i es involucién.
Como los cardinales de Ay de i(A) difieren en una unidad, ambos conjuntos son distintos
y Fij(i) = &. Ademas,

sign(i(A)) = (~1)*¥! = —(— 1) = sign(A)

y por tanto ¢ intercambia los signos. Finalmente, por la propiedad (1.2) se tiene

i(—l)k(@ = sign(4) =0

k=0 Aco

y esto se verifica para cualquier n € N. Llegamos asi a (1.3).

Ejemplo 1.4. Exponemos ahora una aplicacién menos elemental. En su breve articulo de
2001, Chapman ([Cha01]) hace uso de una involucion que intercambia los signos para apor-
tar una prueba combinatoria de la siguiente igualdad, que cuenta con signo los desarreglos
de n elementos:
> sign(o) = (=1)"'(n — 1). (1.5)
oeDy,
Veamos la demostracion que Chapman propuso. El conjunto D,, admite una particion en
los conjuntos A; = {c € D,, : o(n) =j}conj € [n— 1], que son conjugados para las
potencias del ciclo p = (1 2---n — 1). Concretamente, para k en [n — 2| se tiene

pkAn—lp_k = Ay.

Daremos la construccién de una involucién f sobre A,,_; que intercambia los signos, y que
tiene como tnico punto fijo al ciclo (12---n—2,n,n — 1), de signo (—1)""!. Veamos que
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esto es suficiente. Por la igualdad anterior, para cada k en [n — 2], la aplicacién p* o f o p=*
es una involucion que intercambia los signos sobre A,,_1, con tnico punto fijo

PP12--n—2nn—1)p"

El signo de esta permutacion es, de nuevo, (—1)""!, ya que el signo es invariante bajo
conjugacion. Extendemos de este modo f a todo D,, como

flo)=p"flo)p™" oeAy

obteniendo una involuciéon que intercambia los signos sobre D,, con n — 1 puntos fijos,
todos ellos con signo (—1)""!. Se sigue entonces (1.5) por la propiedad (1.2).

Construyamos dicha aplicacién f. Dado o en A,,_1, sea a, el menor elemento a de [n]
que verifica 0(a) < a. Se tiene a, < n — 1, con la Unica excepcion de 0 = (1 2---n —
2,n,n — 1). Definimos f(0) = (a, n) o o para cada o de A,,_; menos para esta inica
permutacion, donde tomamos f como la identidad.

Sea o un elemento de A,,_; que no es un punto fijo de f,y denotemos 7 = f (o). Veamos
primero que 7 € A,,_;. Es claro de la definiciéon de f que o y 7 difieren sobre un elemento
j siy sélo si se tiene {o(j), 7(j)} = {ay,,n}. Como o(n) = n — 1 no estd en {a,,n}, debe
ser 7(n) = n — 1. Resta probar que 7 es un desarreglo. Si j es un punto fijo de 7, entonces
7(j) # 0(j) (pues o es un desarreglo), por lo que

{o(5),7()} = {0(h), i} = {ac, n}.

Como o(a,) < a4, no puede tenerse j = a, y o(j) = n. Tampoco puede ser j = ny
o(7) = ag, pues o(n) = n — 1 > a,. Concluimos que 7 € A,,_;.

Para ver que f es involucidn, es suficiente probar que a, = a,. Notese que
7(as) = 0(ay) < ag, (1.6)

ya que o(a,) no esta en {a,,n} (pues o es desarregloy o(n) = n — 1 > a,). Se tiene, por
tanto, a, < a,. Supongamos que la desigualdad anterior es estricta. Por la forma en que se
ha escogido a,, debe ser o(a,) > a,. Pero 7(a,) estd entre los elementos o(a,),a, y n, y
todos ellos exceden a a,. Esto se contradice con (1.6), de donde se sigue a, = a,.

Por dltimo, es claro que f intercambia los signos, pues f(o) difiere de ¢ en una trans-
posicién cuando o no es punto fijo de f. Esto termina la prueba.
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1.3 EL LEMA LINDSTROM-GESSEL-VIENNOT

El lema de Lindstrom-Gessel-Viennot (usualmente abreviado como lema LGV) propor-
ciona un método para el conteo de tuplas de caminos sin interseccion en un grafo reticulo
(y en su version mas general, en un digrafo aciclico cualquiera). Fue establecido por Ges-
sel y Viennot en su célebre articulo de 1985 ([GV85]) tomando como base los resultados
previamente desarrollados por Lindstrom ([Lin73]) en el contexto de teoria de matroides.

Comencemos introduciendo las nociones requeridas para su correcta formulacién. Para
ello, consideremos un digrafo G = (V, E)) junto con dos subconjuntos de vértices A, A" C
V', ambos de cardinal n. Nos referimos a los vértices de A y A’ como las fuentes y los
sumideros de GG, respectivamente.

Definicién 1.4. Un n-camino entre Ay A’ es un conjunto P = {P,..., P,} formado
por n caminos de G tal que cada a € Ay cada a’ € A’ son, respectivamente, el vértice
inicial y el vertice final de exactamente uno de los caminos de P.

Decimos que un n-camino P se interseca en un vértice v € V' si v aparece en mas de un
camino de P, y que es un n-camino sin intersecciones si no se interseca en ningun v € V.

Un n-camino P entre A y A’ induce de forma natural una biyeccioén entre estos dos
conjuntos: aquella que envia cada vértice a en A en el Gnico vértice a’ en A’ conectado con
a por un camino de P. El siguiente concepto surge al aplicar este razonamiento en el caso
en que Ay A’ estan ordenados:

Definicién 1.5. Sea P un n-camino entre A = {a;}, y A’ = {a}}!,. Se define la
permutacién subyacente de P (y se denota op) como aquella para la que a,, (i) es el inico
vértice de A’ conectado con a; por un camino de P.

Los n-caminos heredan de su permutacion subyacente la nocion de signo, y esto motiva
su conteo signado. Por tradicion, sin embargo, nos abstendremos de escribir sign(P) y
mantendremos sign(op) en su lugar.

Enunciamos y probamos a continuacion el resultado principal de esta seccion. Aunque
fue originalmente formulado como lema, lo categorizamos como teorema por su relevancia.

Teorema 1.1 (Lema de Lindstrom-Gessel-Viennot [GV85, Lin73]). Sea G un digra-
fo aciclico con n fuentes {ay,...,a,} yn sumideros {a},...,a,}. Sea S el conjunto de n-



12 UNA PRUEBA COMBINATORIA DE LA FORMULA GRAHAM-POLLAK

caminos P entre las fuentes y los sumideros. Entonces

Z sign(op) = Z sign(op) (1.7)

PeS PeN

donde N C S es el subconjunto de n-caminos sin intersecciones de S.

Demostracion. Comenzamos construyendo una involuciéon ¥ sobre S — A que intercam-
bia los signos. SeaP = {P;,..., P,} € S — N y supongamos (sin pérdida de generalidad)
que ay, es el vértice inicial de P, para k € [n]. Sea i el menor indice para el que P, se inter-
seca con otro camino de P, y sea v el primer vértice de P; en el que esto ocurre. Sea ademas
J el menor indice distinto de i para el que P; se interseca en v con F;. Estos caminos son
de la forma

/

—_— e e . R / . — e e e DY
Pi=a;---v A5 (i) Pj = a; U lop(jy-

Construimos dos nuevos caminos P y P a partir de P; y P; intercambiando sus subcami-
nos posteriores a v:

!/

/ !/ / .
P__ai...v...a . P,_a/j...v...agp(i)’

i ap () J

y tomamos P, = Py para k € [n] — {i,j}. Notese que P/ y P; son, en efecto, caminos,
pues son paseos en un digrafo aciclico. Finalmente, definimos V(P) = (P, ..., P). Como
U(P) se interseca en v, la aplicacion W esta bien definida.

- —— >0 —— >0 —— >0 — — >0 - —— >0 —— >0 —— >0 — — >0
b b T T b b b T
| | | | | | | |
| | | | | | | |
o - o - s o - o - ’
B B ) B B )
| | | \I} | | |
| | | | | |
&777 7—7>F777>‘ _— &777 777>¢k777>$
B \ ) B \ 1
| | | | | |
| | | | | |
it it __ ¢ ® - — e
A A A A A A
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
RN S S St RN S S Y

Es sencillo ver que ¥ cambia el signo: la permutacién oy p) se obtiene a partir de op
intercambiando las imagenes de i y j, y esto se corresponde con multiplicar por (i j) a la
derecha de op. Como las permutaciones op y oy (p) difieren en una transposicion, tienen
signos opuestos.

Resta ahora comprobar que U es involucion. Si se repite la construccion de W para el
n-camino W(P), el vértice v y los indices i y j involucrados coinciden con los utilizados
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para P. Por ello, aplicar ¥ por segunda vez corresponde a revertir el intercambio entre los

subcaminos posteriores a v de P y P/, recuperando asi los P y P; originales. Se sigue que
U2(P) = P, como buscibamos.

Extendiendo ahora ¥ a los P € A como la aplicacion identidad, obtenemos una invo-
lucion ¥ : S — S que intercambia los signos y cuyo conjunto de puntos fijos es, precisa-
mente, N En efecto, para cada P € S — N, las permutaciones subyacentes de P y U(P)
son distintas (pues tienen distinto signo) y por ello P no es punto fijo. La igualdad (1.7) se
sigue por tanto de la propiedad (1.2). ]

Ejemplo 1.5. Hagamos uso del Teorema 1.1 para demostrar la igualdad

()

Sea G el digrafo reticular n x n descrito en el Ejemplo 1.2 Establecemos fuentes a; = (0,7) y

—1. (1.8)
i,j=0

sumideros a’; = (j,0) parad,j = 0,...,n.Denotamos por S al conjunto de (n+1)-caminos
entre fuentes y sumideros de . Para cualesquiera i, j € {0,...,n}, existen exactamente
(’? ) caminos entre a; y a;: tantos como formas de escoger j pasos verticales de entre los
i + j pasos que los separan. En consecuencia, para cada o € Syg,... ) se verifica

PEX;U sign(o) = sign(o)g (Z +f(i>>,

donde S, C S denota al conjunto de (n + 1)-caminos de G con permutacién subyacente
0. Es al sumar la igualdad anterior para cada o cuando aparece en escena el determinante

. (]
Z sign(op) = :
pPes t

En virtud del Teorema 1.1, es suficiente calcular el sumatorio del miembro izquierdo de

buscado: .

(1.9)

1,7=0

(1.9) sobre los (n + 1)-caminos libres de intersecciones. En este caso, sélo existe uno:

*——>0——>0—>@

neb

y tiene a € como permutacion subyacente. Se sigue asi (1.8).







2 LA FORMULA DE GRAHAM Y POLLAK

La formula de Graham y Pollak establece que el determinante de la matriz de distancias
de un arbol depende exclusivamente de su orden. Concretamente, si 7" es un arbol de orden
ny M(T) es su matriz de distancias. se verifica

det(M(T)) = (=1)"(n — 1)2"2.

En este capitulo introducimos las nociones requeridas para el planteamiento de la elegante
y enigmatica formula de Graham y Pollak desde una perspectiva combinatoria, sentando
las bases para una prueba combinatoria de la misma.

2.1 PARES T-COMPATIBLES

Sea T' = (V, E) un arbol con conjunto de vértices V' = [n], y sea M (T') su matriz de
distancias. Para estudiar el determinante de esta matriz, partimos de su expresiéon como

suma signada,
n

det(M(T)) = sign(o) [ [ d(i, o(i)). (2.1)
o€Sn i=1
Recordamos que la distancia entre dos vértices de un arbol coincide con el nimero de
aristas del camino que los une. Fijada una permutaciéon ¢ € S, y un vértice ¢ en V, exis-
ten exactamente d(i, 0 (i)) aristas en el camino de T entre ¢ y o(i). Por tanto, el producto
[1;-, d(i, o(i) cuenta las aplicaciones f : V — E tales que f(i) es una arista de C'(i, 0(i))
para cada vértice 7 en V. Esto motiva la siguiente definicion:

Definicion 2.1. Dada una permutacion o € S,, y una aplicacion f : V — E, decimos
que el par (o, ) es T-compatible si la arista f(i) esta en el camino C(i,0(i)) para todo
1 € V. Denotamos por P al conjunto de pares 7-compatibles.
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Para facilitar su descripcion, representamos las aplicaciones f : V' — E mediante la
sucesion de sus imagenes: f = f(1)f(2)--- f(n). Dotamos a P de estructura de conjunto
signado, asociando a cada (o, f) en P el signo de . Cada una de estas permutaciones es un
desarreglo, pues C'(7,0(7)) no contiene aristas si ¢ es un punto fijo de ¢. Por la observacion
previa a la Definicién 2.1, podemos rescribir la igualdad (2.1) como

det(M(T)) = > sign(o). (2.2)

(o,f)eP

De este modo, el calculo del determinante de la matriz de distancias de un arbol 7" se reduce
al conteo signado de los pares 7T-compatibles.

Ejemplo 2.1. SeaT' = (V, F) el siguiente arbol camino:

€1 €2 €3

Fijemos la permutaciéon o = (1243) de S,. Existen 4 aplicaciones f : V' — F tales que el
par (o, f) es T-compatible:

€1€2€1€3, €1€3€1€3, €1€2€2€3, €1€3€2€3.

Como la permutaciéon o es impar, el conteo signado de los pares anteriores es -4. La si-
guiente tabla muestra el conteo signado de pares 7T-compatibles con permutacioén o para
el resto de desarreglos o de Sy:

Conteo signado de Conteo signado de
Desarreglo ) Desarreglo .
pares T'-compatibles pares T'-compatibles
(1234) -3 (1324) -12
(1342) -4 (1423) -12
(1432) -3 (12)(34) 1
(13)(24) 16 (14)(23) 9

Como era de esperar, el conteo signado de los pares T-compatibles obedece la formula
Graham-Pollak:

D sign(o) =—4-3-12-4-12-3+1+16+9=—12=(-1)""' (4 —-2)2"
(o,f)EP
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2.2 DIAGRAMAS DE FLECHAS

Para calcular el conteo signado de los pares 7-compatibles, dividimos el conjunto P en
subconjuntos disjuntos mas simples. Nos valemos para ello de cierta familia de multigrafos.

Un diagrama de flechas sobre un arbol 7' (o simplemente, un diagrama sobre T) es
un multigrafo dirigido con los mismos vértices que 7' y cuyo multiconjunto de arcos lo
conforman n aristas orientadas de 7". Decimos que una arista {7, j} de T aparece k veces en
D si existen k arcos de D entre ¢ y j. Por ejemplo, los multigrafos

5 3 5 3 5 3

N / N 7 /

1—=2 ’ 1——2 ’ 12 )

/ AN / N /

6 4 6 4 6 4

son diagramas sobre el arbol 7" de la Figura 1.1. De entre ellos, s6lo el tercero es disconexo,
siendo los dos primeros conexos. Siguiendo este criterio, dividimos a los diagramas en dos
clases: los diagramas conexos y los diagramas disconexos. Utilizamos el siguiente lema para
dividir los diagramas conexos, a su vez, en dos familias disjuntas.

Lema 2.1. Sea D un diagrama de flechas conexo sobre un arbol T'. Existe una tinica arista
de T que aparece dos veces en D.

Demostracion.  El grafo obtenido a partir de 7" eliminando cualquiera de sus aristas es
disconexo. Como el diagrama D es conexo, todas las aristas de 7" aparecen al menos una
vez en D. Como 7' tiene n — 1 aristas y el diagrama D tiene n arcos, una Unica arista de 7’
debe aparecer dos veces en D. O

Nos referimos a la arista garantizada por el lema anterior como la arista doble de D.
Decimos que un diagrama conexo D es estandar si su arista doble aparece una vez con cada
orientacion, y decimos que es no estandar si aparece dos veces con la misma orientacion.
De esta forma, los diagramas sobre 7" se dividen en tres familias mutuamente excluyentes:
disconexos, no estandar y estandar.

Asociamos a cada par T-compatible (o, f) una funcién f, : V — E, donde f, (i) es la
arista f(7) con la orientacién inducida por el camino C(i,0(7)). La relaciéon que guardan
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los diagramas sobre 7" con los pares T-compatibles se pone de manifiesto con la siguiente
definicion:

Definicion 2.2. Definimos el diagrama de flechas de un par T'-compatible (o, f) como el
diagrama sobre 7' con multiconjunto de arcos {{ f,(7) }}!,. Dado un diagrama D sobre 7T,
denotamos por P(D) al conjunto de pares T-compatibles con diagrama D.

Ejemplo 2.2. Describimos el diagrama de flechas asociado a cada uno de los pares (o, f)
discutidos en el Ejemplo 2.1.

- El diagrama asociado al par ((1243), e;ese1e3) es conexo y tiene arista doble e;. Ade-
mas, es estandar, ya que su arista doble aparece una vez con cada orientacion.

] ==——2 3 4

- El diagrama asociado al par ((1243), e;eseie3) es disconexo, pues la arista e; no apa-
rece en él.
l—=———2 33—/ 14
- El diagrama asociado al par ((1243), ejeqeqes) es, al igual que en el primer caso,
estandar.

1]— 2 />3 «—— 14

Ejemplo 2.3. No todo diagrama de flechas sobre un arbol 7" esta asociado a un par 7'-
compatible. Esto resulta particularmente sencillo de verificar cuando el arbol 7" tiene tni-
camente 2 vértices:

€1

En este caso, existen 3 diagramas sobre 7"

] —=3 2, 1 2, 1&———— 2.

Sin embargo, s6lo existe un par (o, f) que es T-compatible, dado por

0= (12)7 f = €1€1;

y su diagrama es, de entre los anteriores, el segundo. En consecuencia, los dos diagramas
restantes no estan asociados a ningun par 7-compatible.
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Los subconjuntos P (D) no vacios conforman una particién del conjunto P. Por tanto,
podemos reescribir la igualdad (2.2) como

det(M(T))=>_ > sign(o), (2.3)
D (o,/)eP(D)

donde el primer sumatorio recorre todos los diagramas D sobre 7" para los que P(D) es no

vacio. Estamos en condiciones de enunciar el resultado principal del documento.

Teorema 2.1. Sea D un diagrama sobre un arbol T de orden n. Se verifica

. (—=1)""1,  si D es estandar;
Z sign(o) =
)

(0,f)EP(D 0 en caso contrario.

Existen (n — 1)2"~2 diagramas estandar sobre 7" el factor (n — 1) cuenta las formas
de distinguir una arista como arista doble, y el factor 2”2 cuenta las formas de escoger
una orientacion para cada una de las aristas restantes. Tomando esto en consideracion, la
formula de Graham y Pollak se sigue del teorema anterior sin mas que sustituir en (2.3).
Llegamos asi a una elegante y simple interpretacion de la formula: el determinante de M (T')
cuenta los diagramas estandar sobre 7, salvo por un signo que depende del orden de 7.

Veamos la prueba del Teorema 2.1 en el caso en que D es disconexo, ya que es, con
diferencia, la parte mas sencilla del argumento. Tras escoger un orden para las aristas de 7',
tomamos {7, j} como la menor arista de 7' que no aparece en D (que siempre existe, pues
el diagrama D es disconexo). Para cada par (o, f) que tiene a D como diagrama, definimos
g(o, f) = (0, f') intercambiando las imigenes de i y j tanto en la permutacién o como en
la aplicacion f. Es decir,

fG) stz =i
o' =o(ij), [fx)=qf() siz=j;
f(z) en caso contrario.

Se puede probar que, asi definida, la aplicacién g es una involucioén que intercambia los sig-
nos sobre P(D), y que no tiene ningdn punto fijo. Esto garantiza que el conteo signado de
P(D) es nulo, de donde se sigue el resultado. Los detalles de la prueba pueden encontrarse
tanto en el Trabajo de Fin de Grado de Luis Esquivias [Esq23] como en nuestro trabajo
principal [BEGLR].

En este escrito, nos enfocamos en demostrar el resultado mas importante y delicado:
el caso en que D es estandar. En el proceso, una prueba para el caso conexo no estandar
emergera de forma natural.
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2.3 ARBOLES ENRAIZADOS PLANOS

Un arbol 7" se dice enraizado si uno de sus vértices ha sido distinguido del resto, al que
llamamos la raiz de T'. Dado un vértice v de 1T’ distinto de la raiz, s6lo un vecino de v esta
en el camino que une a v con la raiz de 7. Nos referimos a este vecino como el padre de v,
y a todos los demas vecinos de v como sus hijos. Todos los vértices excepto la raiz tienen
padre, y todos los vértices excepto las hojas tienen hijos. Ademas, v es padre de w si y s6lo
si w es hijo de v.

Cuando representamos un arbol enraizado 7', situamos cada vértice por encima de sus
hijos. En concordancia, decimos que una arista orientada (v;, vy) de T" es ascendente si v;
es hijo de vy, y descendente si v, es el padre de vs.

Un arbol enraizado plano (o simplemente arbol plano) es un arbol enraizado donde cada
vértice ¢ tiene asociado un orden lineal <; sobre sus hijos, que llamamos orden local de 1.
Al representar un arbol de este tipo, situamos a los hijos de cada vértice ordenados de iz-
quierda a derecha. El nombre de la estructura responde precisamente a este fenémeno: una
vez hecho un convenio para la direccion creciente (bien sea izquierda-derecha o derecha-
izquierda) cualquier representacién en el plano de un arbol enraizado tiene asociada una
estructura plana (donde los hijos de cada vértice estan ordenados por su coordenada hori-
zontal).

Dado un arbol plano 7', definimos el arbol simétrico especular de T' como el arbol plano
obtenido a partir de 7" invirtiendo todos sus 6rdenes locales. Denotamos a este arbol plano
por TE. Geométricamente, el arbol T se obtiene a partir de 7' realizando una simetria
especular respecto de un eje vertical (y de ahi que escojamos esta nomenclatura).

Para nuestros propdsitos, resultara util extender el orden local de un vértice 7 a todos
sus vecinos (es decir, extender <; también al padre de 7). Lo hacemos conviniendo que el
padre de ¢ es siempre mayor (para el orden <;) que todos los hijos de i. Notese que, tras esta
modificacién, los érdenes locales del arbol plano 7' y de su simétrico especular TF dejan
de ser mutuamente inversos (lo son cuando s6lo consideramos los hijos, pero no al incluir
al padre). Explicitamente: si j; <; ... <; j, son los vecinos de i y denotamos por < al
orden local de i en T, se verifica

Jr—1 < < 1< Jr-

Una orientacion §2 de un arbol enraizado 7" es un conjunto de n aristas orientadas de 7',
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donde cada arista (no orientada) de 7" aparece con una unica orientacion. Si 7" tiene orden n,
existen 2"~ ! orientaciones de 7". Una orientacion €2 de 7" permite clasificar los hijos de cada
vértice de 1" en dos conjuntos disjuntos: dado un vértice = de 7', decimos que un hijo y de
es ascendente si (y, z) € ); en caso contrario decimos que y es descendente. La orientacion
inversa 2* se define como la orientaciéon formada por todas las aristas orientadas de 1" que
no estan en Q. Equivalentemente, Q* = {(y, z)|(z,y) € Q}.

Decimos que una estructura plana sobre 7" es compatible con () si para cada vértice ¢
de T, todo hijo ascendente de 7 es menor que todo hijo descendente 7 para el orden local
<;. Si al menos un vértice de 7 tiene tres hijos o mas, existen multiples estructuras planas
sobre 1" que son compatibles con €.

2.3.1 DoOTANDO A T’ DE ESTRUCTURA PLANA

Retomando nuestro contexto original, consideremos un arbol 7' = (V, E) (no enraiza-
do) de orden n, junto con un diagrama estandar D sobre el mismo, y denotemos por {a, b}
a su arista doble. Buscamos construir un arbol plano 7 y una orientacion {2 que posean
toda la informacion del arbol 7'y el diagrama D, respectivamente. La estructura adicional
que proporcionan tanto la inclusién de una raiz como la existencia de 6rdenes locales sera,
junto al Teorema LGV, la herramienta principal de la que se serviran nuestros argumentos.

Definiciéon 2.3. Sea D un diagrama estandar sobre un arbol 7. Definimos el par (T, 2p)
en tres pasos:

1. Construimos el arbol enraizado T a partir de 7" afiadiendo un vértice r (que desig-
namos como raiz) y subdividiendo la arista doble {a, b} en dos aristas {a, 7}y {b, r}.

2. Construimos una orientacion €2, sobre T a partir de las flechas de D, sustituyendo
las flechas (a,b) y (b,a) por (r,b) y (r,a), respectivamente. Utilizando que D es
estandar se comprueba sin dificultad que {2 es una orientaciéon de T'p.

3. Finalmente, dotamos a T, de una estructura plana compatible con {2, donde los hijos
ascendentes preceden a los descendentes en los drdenes locales. Esto supone hacer
una eleccion arbitraria, ya que pueden existir multiples estructuras planas sobre 7T
que sean compatibles con {2p. De entre todas ellas, fijamos una cualquiera.

En adelante cometemos un pequeno abuso de notacién e identificamos a cada diagrama
estandar D con su conjunto de flechas. Consideramos la aplicacion 7p : D — p definida
como la identidad en todo elemento de D distinto de (a,b) y (b, a). Para estas dos flechas,
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() (b) (©

! 2 N N
Sl A A A
4 2
o S, TN, s 4 5 6 3 4 6 5
T 7/T\9 S/l\9
3 8 7

FIGURA 2.1: (a) un diagrama estandar D con arista doble {1,2}; (b) el par (Tp,)p), a falta de
determinar la estructura plana de Tp; (c) el par (Tp,Qp) tras escoger para Tp una estructura
plana compatible con 2p (una para la cual los hijos ascendentes de cada vértice preceden a sus
hijos descendentes).

definimos
mp(a,b) = (r,b); 7wp(b,a) = (r,a).

Es inmediato que 7p es una biyeccion: simplemente hemos orientado las dos aristas obte-
nidas al subdividir la arista doble.

Escolio 2.1.  Dados dos vértices x1 y x5 de T'y una arista orientada (y;, y2) de T', se puede
comprobar que las siguientes dos condiciones son equivalentes:

(a) La arista orientada (y1,y2) esta en el camino de 7" desde z; hasta z5.
(b) La arista orientada mp (1, y2) esta en el camino de T), desde z; hasta 5.

Esta propiedad jugara posteriormente un papel fundamental, permitiendo trasladar la no-
cioén de T'-compatibilidad al arbol plano 7.



3 CONTEO SIGNADO SOBRE DIAGRAMAS
CONEXOS

Dado un diagrama estandar D sobre un arbol 7', construimos un digrafo aciclico G(D)
con n fuentes y n sumideros, de forma que el conteo signado de n-caminos entre sus fuen-
tes y sumideros coincide con el conteo signado de pares 7-compatibles con diagrama D.
Probamos que existe un tinico n-camino sin intersecciones en G(D), y que su permutacion
subyacente es un ciclo completo. Por el Teorema LGV, deducimos que

> sign(z) = (—1)".

z€P(D)

Esto finaliza la prueba del Teorema 2.1 en el caso en que D es estandar. La prueba para el
caso en que D es conexo no estandar se derivara de la prueba anterior de forma inmediata.
Finalmente, la prueba para el caso disconexo se ha expuesto en el Capitulo 2. Concluye asi
la prueba del Teorema 2.1, y con ello la prueba combinatoria de la formula de Graham y
Pollak. Su interpretacién combinatoria es ahora evidente: el factor (n — 1)2"72 cuenta los
diagramas estandar sobre 7'y (—1)""! es el signo de un ciclo completo sobre {1,2,...,n}.

Hemos desarrollado un programa en Sagemath [Lil23] que permite verificar las cons-
trucciones y resultados del capitulo, y que incluimos como archivo adjunto.

3.1 EL bigraFo G(T,Q2)

En esta primera parte se describe el digrafo sobre el que se razona durante el resto de
la prueba. Aunque eventualmente se asocia un digrafo aciclico a cada diagrama estandar,
presentamos una construccion mas general: para cada arbol 7"y cada orientacion €2 de 7',
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se construye un digrafo G(T', (2). Posteriormente, se asocia a cada diagrama estandar D
el digrafo G(D) := G(Tp,2p) para el arbol Tp y la orientacion Q2 definidos al final del
Capitulo 2. Esto permite aprovechar las propiedades estructurales los arboles enraizados
planos sin tener que lidiar con las las decisiones arbitrarias que han sido necesarias para
construir Tp.

El digrafo G(T', () se define como la unién de dos digrafos disjuntos (que dependen
unicamente de 7") y cierto conjunto de arcos entre ambos (determinado por la orientacion
(2). Todas las fuentes estan en uno de estos dos digrafos (al que nos referimos como el
digrafo inicial de T) y todos los sumideros estan en el otro (que llamamos digrafo final
de T'). Ademas, todos los arcos determinados por € tienen origen en el digrafo inicial y
término en el digrafo final.

3.1.1 EL DIGRAFO INICIAL

Sea T" un arbol plano y sea {2 una orientaciéon de 7. Comenzamos estableciendo la
definicion del digrafo inicial de T', que denotamos por G (7).

Definicion 3.1. El conjunto de nodos de Gy(7") esta formado por:

(a) Un nodo v(7) por cada vértice i de T" distinto de la raiz. Llamamos a los nodos de
este tipo nodos principales (o v-nodos) y los representamos mediante la etiqueta
correspondiente, respetando la disposicion espacial de los vértices de 7. Incluimos
también la etiqueta asociada a la raiz, pero esta cumple una labor meramente estética
y no representa ningtn nodo.

(b) Un nodo e(i, j) por cada arista orientada (7, j) de 7. Categorizamos a los nodos de
este tipo como nodos arista (0 e-nodos) ascendentes o descendentes, en funcion de la
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orientacion de la arista (7, j). Los representamos como flechas (rectas) entre las eti-
quetas ¢ty j:

/ " \
4
7
(c) Dos nodos $;(jx—1,Jk) Y Si(Jk, jk—1) por cada vértice i de T' y cada par de vecinos
consecutivos jx_1 v Jx de i. Nos referimos a éstos como nodos sector (o s-nodos) cre-

cientes y decrecientes, respectivamente; y los representamos como flechas curvas en
la region angular de centro ¢ delimitada por ji y jii1:

7"

//\<w A

8

Conviene reiterar que los nodos anteriores son tales, pese a que su representacion gra-
fica (en los dos ultimos casos) coincide con la usual para los arcos de un digrafo.

Como es claro de la definicion, los v-nodos y e-nodos son representantes de los vérti-
ces y aristas orientadas de 7', respectivamente. Los s-nodos, por su parte, guardan toda la
informacién sobre la estructura plana de 7'.

Definicién 3.2. Listamos a continuacion los arcos de Go(7"). Por cada vértice i de T" con
vecinos j1 <; ... <; Jp:

(a) Dos arcos entre s-nodos por cada tres vecinos consecutivos ji_1, Jk Y Jk+1:
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- 8i(Jk—1, k) 8i(Jr; Jrt1)
- 8i(Jk+1: k) $i(ks Je-1)
(b) Cuatro arcos entre s-nodos y e-nodos por cada dos vecinos consecutivos ji y jri1:
- e(Jk, 1) 8i(Jks Jrs)
- e(Jrs1,%) 5i(Jrr1s Ji)
= 10k, Jr+1) €(i, Jr1)
- $i(Jrs Jr) e(t, k)
(c) Un tnico arco v(i) s;(j1,j2) si i tiene al menos dos vecinos (esto es, si ¢ no es una
hoja).

(d) Un tnico arco v(i) e(i, j1 ).

Los arcos, a diferencia de los nodos, se omitiran en la representacién del digrafo inicial
para facilitar su visualizacion.

Todos los arcos entre s-nodos de G(T') recaen en el apartado (a) de la definicion ante-
rior. Por ende, si W es un paseo en G(T') formado unicamente por s-nodos, todos ellos son
de la misma clase (ascendentes o descendentes), tienen el mismo subindice 7 y sus coorde-
nadas recorren ordenadamente los vecinos de 7. En particular, todos los nodos de W son
distintos (y por ende W es un camino). Denotamos a estos caminos por

S(] j ) . Si(jpajp+1)5i(jp+1ajp+2) T Si(jq—lajq) sip <gq;
\JprJq) — . . . . . . .
$i(Jps Jp-1)8i(Jp—1,Jp—2) -+ - $i(Jg+1,dq)  Sip > q.

Adicionalmente, hacemos el convenio de que S;(j, j) es el camino vacio de Go(T) para
cualquier vecino j de 1.

Los siguientes dos lemas describen los caminos de Go(7") que no contienen e-nodos
mas que, a lo sumo, en sus extremos. Para ello, consideremos fijado un vértice i € 1" con
vecinos j1 <; ... <; Jp.

Lema 3.1. Sea W un paseo en Gy entre e; = e(j,,1) y otro e-nodo ey que no involucra
e-nodos adicionales. Entonces ey = e(i, j,) para ciertoq # p y

e(Jp» 1) Si(Jp» Jo) (4, Jg)-

Demostracion. Como los v-nodos no tienen arcos salientes, todo nodo de W excepto sus
extremos debe ser un s-nodo. Ademas, los Ginicos vecinos salientes de e(i, j,) son, si existen,
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Si(Jps Jp+1) Y Si(Jps Jp—1)- Necesariamente, debe ser

W = e(jpai)si(jpvjq)(f?

para cierto g € [r]. Al menos un s-nodo aparece en W, pues no hay arcos entre e-nodos,
por lo que ¢ es distinto de p. Finalmente, e(4, j,) es el Gnico vecino arista saliente tanto de
Si(Jq+1, Jq) como de ;(jg, jg+1). Concluimos que e; = e(3, j,) para cierto g # p. ]

Lema 3.2. Sea W un paseo en G entre v(i) y un e-nodo e que no involucra e-nodos adicio-
nales. Entonces e = e(i, j,) para ciertoq y

W = U(i)si(jlajq)e(ia jq)'

Demostracion. Practicamente analoga a la demostracion del Lema 3.1. Todos los vértices
de W excepto sus extremos son s-nodos. Los vecinos salientes de v(i) son e(i, j1), y si
existe, s;(j1, j2). Teniendo en cuenta que S;(j1, j1) es el camino vacio, debe ser

W = U(i)si(jl>jq)€a

para cierto ¢ € [r]. Si ¢ = 1, el Ginico vecino arista saliente de v() es e(i, j; ), y por tanto
e = e(i, j1). Finalmente, para ¢ > 1, el unico vecino arista saliente de s;(j1, j,) es e(, j,),
y por tanto e = e(4, j,). O

Recordamos que un camino es un paseo que no visita dos veces a ningun vértice. De-
cimos que un camino de 7" es no trivial si contiene al menos una arista. Adicionalmente,
decimos que un paseo de G(T) es no trivial si contiene al menos un e-nodo.

Lema 3.3. Sea W un paseo no trivial de Gy(T). La subsucesion de e-nodos de W es de la
forma

€<i1, i2)7 €<i27 Z‘3)7 <o 7e(ilv il+1)7

donde iy - - - 1,1 es un camino no trivial de T'.

Demostracion. Sea ey, . .., e; la subsucesion de e-nodos de W, y sean iy y 5 los vértices
de T para los que e; = e(iy, i3). Podemos aplicar el Lema 3.1 a cada par de e-nodos con-
secutivos ey, y ex.1 para deducir e; = e(ig,i3),e3 = e(is, i4),...,¢ = e(i;,941); donde
ik+1 es un vecino de 7, distinto de i;_; para cada k. En particular, la sucesion de vértices
de 7" dada por iy, ...,7;41 es un paseo de 7" que no contiene ningin 2-ciclo (esto es, no
contiene ninguin subpaseo de la forma aba), y en un arbol, todo paseo de esta indole es un
camino. 0
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F1GURA 3.1: El inico camino de Go(Tp, 2p) desde v(4) hasta e(2,6).

El lema anterior permite asociar a cada paseo no trivial de Go(7") un camino no trivial
de T'. Nos referimos a este camino como el camino subyacente de W,

Lema 3.4. Sea P un camino no trivial de T' que no empieza en la raiz. Existe un unico
camino entre v-nodos y e-nodos de Gy(T") que tiene a P como camino subyacente.

Demostracion. Denotemos P = 7 ---4;41 y sea ;) un camino entre un v-nodo y un e-
nodo de Go(T') que tiene a P como camino subyacente. Como el primer e-nodo de P, es
e(iy, i), por el Lema 3.2 el nodo inicial es v (i), y el camino P, esta determinado de forma
unica hasta e(iy, 72). Para 2 < k < [, el subcamino de F, entre e(iy_1, %) y €(ix, ixr1) esta
determinado de forma unica por el Lema 3.1. Como F, termina en un e-nodo, este debe ser
e(iy,i41)- Se sigue asi la unicidad de Fj. |

Los lemas presentados hasta el momento caracterizan los paseos entre v-nodos y e-
nodos de Go(T) en su totalidad. Utilizamos esta caracterizaciéon para comprobar que G (7")
no tiene ciclos, y que por tanto satisface las condiciones del Teorema LGV.

Proposicion 3.1.  El digrafo Go(T') es aciclico.

Demostracion.  Supongamos que C' es un ciclo en Gy(7"). Como los v-nodos no tienen
arcos salientes, no pueden formar parte de un ciclo. Como los paseos con sdlo s-nodos
son caminos, ' debe ser un paseo no trivial. Sea 7; . ..47;,1 el camino subyacente de C, y
supongamos sin pérdida de generalidad que e; = e(iy, i2) es el primer (y dltimo) nodo de
C. Entonces existen al menos dos e-nodos en C' (no necesariamente distintos) y por tanto
[ > 1.Como el dltimo e-nodo coincide con el primero, i; = i1 y %;+1 = 7. Esto se contradice
con que iy - - - 441 sea un camino de 7" (¢;41 = i pero [ + 1 > 2). [l
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3.1.2 EL DIGRAFO FINAL

Definimos un segundo digrafo asociado a un arbol plano 7, similar en su naturaleza al
digrafo inicial, que llamamos digrafo final de Ty denotamos por G (7). El digrafo final
tiene los mismos nodos que el digrafo inicial del simétrico especular de 7', y sélo difiere de
éste en cierto subconjunto de sus arcos. Probaremos que ambos digrafos son antiisomorfos,
lo que permitira extender al digrafo final los resultados de la seccion anterior sin dificultad
alguna.

Definicion 3.3. El digrafo Gr(T') es una copia de Go(7T) con las siguientes modifica-
ciones en sus arcos. Para cada vértice x de T'F con vecinos Y <z Y2 <y ... <g Y (respecto
del orden local de T'F):

- Elarco v(x)e(x, y1) es sustituido por el arco e(y, x)v(x).
- Si x no es una hoja, el arco v(x)s,(y1, y2) es sustituido por el arco s, (y2, y1)v(x).

Los nodos del digrafo final se priman para facilitar su distincion: v'(z), €' (y1, y2), % (Y1, y2)-
Cuando representemos el digrafo final de 7', la posicién de los v-nodos se escogera de acuer-
do a la estructura plana de 7', no de su simétrico especular:

s
s,

Todos los arcos entrantes a v-nodos del digrafo inicial han sido sustituidos por arcos en-
trantes al construir el digrafo final. Cuando definamos G(7") (que tendraa Go(T) ya G (T)
como subgrafos disjuntos), los caminos que estudiaremos seran precisamente aquellos con
origen en v-nodos del digrafo inicial y término en v-nodos del digrafo final. El siguien-
te resultado muestra, como ya hemos anticipado, la estrecha relacién que guardan ambos
objetos.

Proposicion 3.2.  Los digrafos Gp(T) y Go(T¥) son antiisomorfos.
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Demostraciéon. Consideremos la aplicacion ¢ : V(Go(TF)) — V(Gr(T)) que invierte el
orden en las coordenadas de los nodos. Esto es:

- El v-nodo v(i) se envia a ¢ (v(i)) = v'(7).
- Ele-nodo e(i, j) se envia a ¢(e(7, 7)) = €'(7,1).
- El s-nodo s(3, j) se envia a ¢ (s(i, 7)) = §'(j,1).

Es claro que asi definida, 1/ es biyeccion. Se puede comprobar usando las Definiciones 3.2
y 3.3 que, si ab es un arco de Go(T¥), entonces 1)(b)1)(a) es un arco de Gp(T). Para la
implicacién contraria, basta notar que por construccién Go(7TF) y Gr(T) tienen el mismo
numero de arcos. Se sigue que 1) es antiisomorfismo. ]

Como todo antiisomorfismo, la aplicacion 1) induce una biyeccion entre los paseos de
los digrafos que relaciona:

W =uxxy---13 C GO(TE) — Y(W) =(wg) - Y(2)Y0(21) € Gp(T).
Gracias al antiisomorfismo ), los resultados del digrafo incial se trasladan al digrafo
final de forma inmediata.

Corolario 3.1.  Sea W un paseo no trivial de Gr(T'). La subsucesion de e-nodos de W es de
la forma

el(ila i?)v 6/(i27 i3)7 s 76/(i17 Z.l-i-l)a

donde iy - - - 111 es un caminoen T
Demostracion. Por el Lema 3.3, la subsucesién de e-nodos de ¢! (W) es de la forma

€(j17j2)> 6(j27j3)7 R e(jmajm-‘rl)

donde j; - - - ju41 es un camino de 7' (y por tanto también un camino de 7’). Por tanto, la

subsucesion de e-nodos de W = ¢ (p~1(W)) es

(€ (s Jma1), - (€ (G2, 3)), (€2, )

Por definicion de 1), esta sucesion coincide con

6(jm+17jm)7 s 7e(j37j2)7 e(jQle)v

Y Jm+1Jm - - - J2J1 €s un camino en 7. Esto termina la prueba. [l
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El camino subyacente de un camino de G(T') se define del mismo modo que para el
digrafo inicial. De la prueba anterior se sigue que el camino subyacente de ¢ (P) es el
inverso del camino subyacente de P, para cualquier camino P de Go(T'F).

Corolario 3.2. Sea P un camino deT' que no termina en la raiz y tiene al menos una arista.
Existe un unico camino desde un e-nodo hasta un v-nodo Go(T') que tiene a P como camino
subyacente.

Demostracion.  Utilizamos que v invierte los caminos subyacentes. Si dos caminos distin-
tos P, y P, de Gp(T) tienen el mismo camino subyacente, entonces 11 (Q1) y ¥ ~1(Q-)
son dos caminos de Go(T'¥) con el mismo camino subyacente. Pero esto se contradice con

el Lema 3.4. ]
Corolario 3.3. Eldigrafo Gp(T) es aciclico.

Demostracion.  Un paseo W de G(T') es un ciclo si y sélo si el paseo (W) de Go(TF)

es un ciclo. Como el segundo digrafo es aciclico (Proposicion 3.1), también lo es el primero.
0

3.1.3 EL pbigraro G(T,9)

Llegamos asi al ultimo paso de la construccion. Describimos ahora un digrafo que, a
diferencia de los anteriores (inicial y final), no depende exclusivamente de un arbol plano;
también de una orientacién sobre el mismo.

Definicion 3.4. El digrafo G(7',2) se obtiene de la union disjunta de los digrafos inicial
y final de T, afiadiendo un arco e(7, j)€'(7, j) por cada arista orientada (i, ;) de 2. Nos
referimos a estos arcos como los puentes de G(T', 2).

Designamos como fuentesy sumideros de G(T, () alos v-nodos del digrafo inicial y del
digrafo final de T, respectivamente. Para representar el digrafo G (7', §2), situamos a Gy (7")
a la derecha de Go(T).

Todo camino con origen el digrafo inicial y término en el digrafo final contiene exac-
tamente un puente. Para verificar esto, ndtese que todos los arcos desde el primero hasta
el segundo son puentes, y que no existen arcos desde el segundo hasta el primero. Dado
un camino P en las condiciones anteriores, denotamos por §(P) a la arista orientada de
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FIGURA 3.2: Los puentes de G(T, )

(2 asociada al tinico puente de P. Comenzamos comprobando que nuestro nuevo digrafo
satisface la Uinica condicion exigida por el Teorema LGV.

Proposicion 3.3.  El digrafo G(T,2) es aciclico.

Demostracion. Todo ciclo del digrafo esta contenido en uno de los dos subgrafos G (T')
o Gr(T) (pues no hay arcos desde el segundo subgrafo hasta el primero). Pero ambos
subgrafos son aciclicos (por la Proposicion 3.1 y el Corolario 3.3, respectivamente). O

Escolio 3.1.  Consideremos un camino P de G(T', (2) entre una fuente v(x;) y un sumidero
v'(z2) que pasa por el puente asociado a cierto (y1,y2) € 2. Claramente, P admite una
descomposicién de la forma P = P° P! donde:

- PY es un camino de Go(T) desde v(z;) hasta e(y1, y2).
- PT es un camino de Gr(T) desde ¢'(y, y2) hasta v(z3).

Ademas, este proceso es reversible: dados dos caminos P° y P cumpliendo los dos puntos
anteriores, podemos concatenarlos para construir el inico camino P = P°PF desde v(x;)
hasta v(z3) que pasa por el puente asociado a (1, y»). En adelante, nos referimos al par
(P°, P¥") como la descomposicién de P.

Proposicion 3.4. Seanxy yxo dos vértices deT distintos de la raiz, y sea (y1, y2) una arista
orientada de ). Son equivalentes:

(a) La arista orientada (y1,y2) estd en el camino de T entre x1 y x.
(b) Existe un tuinico camino en G(T,€)) desde la fuente v(x1) hasta el sumidero v'(x5) que

pasa por el puente e(yl, y2)€/(y1, y2)-
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(c) Existe un camino en G(T,<)) desde la fuente v(x) hasta el sumidero v'(x3) que pasa
por el puente e(y1,y2)e (Y1, y2)-

Demostracion. Veamos que (a) implica (b). Sila arista (41, y2) esta en el camino de T entre
X1y X2, entonces hay dos caminos en 7" de la forma

Py =x-y1y2, Py =y1ya -+ xo.

Aplicando el Lema 3.4 al camino P, deducimos que existe un Gnico camino @); de Go(7T')
desde v(z1) hasta e(y1, y2). Del mismo modo, aplicando el Corolario 3.2 al camino P, de-
ducimos que existe un Gnico camino () de G(T") desde €' (yy, y2) hasta v'(z5). El camino
Q1@ es, por tanto, el Gnico camino de G(7',2) desde v(x;) hasta v'(z3) que pasa por el
puente e(y1, y2)e' (Y1, y2). Se sigue asi (b).

Que (b) implica (c) es inmediato. Para ver que (c) implica (a), consideremos un camino
P en las condiciones de (c), y sea (P°, P'') su descomposicién. Los caminos subyacentes
de Py P son, respectivamente, de la forma

T1...Y1Y2, y1y2 ... T2.

Concatenando sendos caminos (tras retirar de cualquiera de ellos la arista que tienen en
comun) obtenemos un camino de 7" de la forma x; ... 41y .. .22, de donde se sigue (a).
Esto termina la prueba. [

3.1.4 DESCOMPOSICION DE 1.-CAMINOS EN (&

Cerramos la seccion exhibiendo ciertas propiedades de los n-caminos de G, y aprove-
chamos para introducir algunas notaciones que se utilizaran en secciones posteriores.

Dado un arbol plano 7"y una orientacién €2 de 7, se denota por M(T, () al conjun-
to de n-caminos entre fuentes y sumideros de G(T, (), y por N(T,Q) C M(T,Q2) a su
subconjunto de n-caminos sin intersecciones. Ademas, se denota por NVy(7, ) al conjunto
de n-caminos sin intersecciones de G(7") entre los v-nodos y los e-nodos del conjunto
e(Q) := {e(7,7)|(4,7) € Q}. Los conjuntos N (T, Q) y /() se definen de forma anéloga.

Escolio 3.2.  Se puede comprobar que t(No(TF,Q*)) = Np(T, Q). Basta tener en cuenta
que ¢ invierte las coordenadas de los nodos y por tanto ¥ (e(2*)) = €'(Q2).
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SiP ={Py,...,P,} es un n-camino de M(T,(2), no se puede garantizar que el con-
junto de caminos P° := {P?, ..., P’} sea un n-camino, pues cabe la posibilidad de que
dos de sus caminos tengan el mismo extremo final. Esto no supone un problema cuando P
no tiene intersecciones. En tal caso, tanto PY como P¥ := { P}, ... P} son elementos de
No(T, Q) y Nr(T, ), respectivamente. Decimos que el par (P, P¥') es la descomposicion
del n-camino P.

A continuacion se demuestra que, al igual que con los caminos, se puede reconstruir
cualquier n-camino de NV (T, ) a partir de su descomposicion.

Lema 3.5. La aplicacion P — PP es una biyeccion entre los n-caminos de N'(T, ) y
los pares de n-caminos de No(T, Q) x Ng(T, ).

Demostracion. Lainyectividad es inmediata, por lo que s6lo probamos la sobreyectividad.
Consideremos para ello un par de n-caminos

(P, PF) € No(T, Q) x Np(T, Q).

Como ¢(f) tiene cardinal n y P° no tiene intersecciones, cada elemento de e(f2) es el
extremo final de exactamente un camino de P°. Por el mismo motivo, cada elemento de
/() es el extremo inicial de exactamente un camino de P¥". Construimos el n-camino
P°P¥ concatenando, para cada (i, j) € €, el camino de P° que termina en e(i, j) con el
camino de P¥" que comienza en ¢€/(i, j). Es inmediato que P'P* esta en N (T, Q2), y que su
descomposicién es (P?, P). O

3.2 PARES COMPATIBLES COMO N-CAMINOS

La construcciéon del digrafo GG se ha efectuado en términos de un arbol plano y una
orientacion arbitrarios. Especializamos los resultados al arbol 7T y a la orientacion 2p
descritos en la seccion 2.3.1. Sera en este punto cuando saldra a relucir la utilidad de nues-
tro método: el conteo signado de n-caminos sin intersecciones entre fuentes y sumideros
del digrafo G(1p, §2p) se probara idéntico al conteo signado de los pares compatibles con
diagrama D (cuyo calculo es, cabe recordar, nuestro principal objetivo).
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3.2.1 EL LEVANTAMIENTO DE UN PAR COMPATIBLE

A lo largo de esta seccion se considera fijado un arbol no enraizado 7' de orden n y
un diagrama estandar D sobre el mismo. Como ya se ha anticipado, se trabajara sobre
el par (Tp,2p) construido al final del Capitulo 2. Recordamos que al proporcionar a T,
una estructura plana compatible con 2 se ha hecho una eleccién arbitraria, pero que
consideramos fija.

Por simplicidad, denotamos G(D) := G(Tp, 2p) (cumpliendo asi con la notacién pro-
metida en la introduccioén). Los conjuntos M(D), N (D), No(D) y Nr(D) se definen del
mismo modo.

Decimos que un diagrama Dy sobre 1" es subdiagrama de D (y denotamos Dy < D) si
todos sus arcos son arcos de D. Esto es, si el conjunto (simple) de arcos de Dy esta contenido
en el de conjunto de arcos de D. Claramente, D es subdiagrama de si mismo.

Definicién 3.5. Sea Dy un subdiagrama de D, y sea (o, f) € P(Dy). El levantamiento del
par (o, f) es el n-camino A(o, f) = {Ay,...,A,} € M(D), donde A; es el unico camino
desde la fuente v(7) hasta el sumidero v'(o (7)) que pasa por el puente asociado a mp(f,(7)).

—

En las condiciones de la definicion anterior, la arista mp(f(i)) € Qp esta en el camino
de T que une i con o(i) por el Escolio 2.1. Por la Proposicion 3.4, el levantamiento de
(0, f) estd bien definido. El levantamiento A define una aplicacién

A: | P(Do) = M(D)

Do=XD

que preserva el signo, pues la permutacion subyacente de A(o, f) es o por construccion.
Como se demuestra a continuacion, esta aplicacién es una biyeccion. Recordamos que, dado
un camino P entre una fuente y un sumidero de G(D), 3(P) denota a la arista orientada
asociada al uinico puente de P.

Proposicion 3.5. A es una biyeccion que preserva el signo.

Demostracion.  Ya hemos visto que A preserva el signo, y su inyectividad es consecuencia
inmediata de la de 7p. Para la sobreyectividad, sea P = {Py,..., P,} un n-camino de
M(D), y sea o su permutacién subyacente. Consideremos la aplicaciéon g : [n] — D
definida por g(i) = 75 (8(P;)) para cada i € [n], y sea f la aplicacién obtenida a partir
de g ignorando la orientacion de las aristas en la imagen (esto es, si g(i) = (x,y), entonces
f(@) = {z,y}). Veamos que el n-camino A(o, f) esta definido y coincide con P.
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\’3

FIGURA 3.3: El levantamiento del par (o, f) descrito en el Ejemplo 3.1.

Comenzamos notando que, para cada 7, el camino P; une v(7) con v'(c(i)) y pasa por
el puente asociado a mp(g(i)) = S(P;). Por tanto, es suficiente probar que (o, f) estd en
el dominio de A y que f, = g. Fijemos i € [n]. Por la proposicién 3.4, el camino de T}
entre v(i) y v'(o(i)) es de la forma i---7p(g(i))---o(i). Por el Escolio 2.1, la arista f(7)
aparece en el camino de T entre ¢ y o(7) con la orientacién g(i). Como esto se verifica para
todo i, el par (o, f) es T-compatible y g = f,.. Para comprobar que el diagrama de (o, f)
es subdiagrama de D, basta notar que el conjunto de llegada de la aplicacion f, =gesD.
Esto termina la prueba. 0

Ejemplo 3.1. Retomemos el arbol plano T, y la orientacion §2p de la Figura 2.1. Conside-
remos el par (o, f) € P(D) dado por

— (162538479, f =12,25,13,47,12,26,49,48, 14.

En la Figura 3.3 representamos el levantamiento A(o, f), marcando los nodos de A; con
la etiqueta i (a excepcion del nodo de origen v(i), donde es redundante). Recordamos que
el subgrafo final se representa a la derecha del subgrafo inicial. Se puede observar que el
levantamiento del par (o, f) no tiene intersecciones. De hecho, probaremos que A(o, f) es
el tinico n-camino sin intersecciones entre las fuentes y los sumideros de G(D).

Cuando una biyeccion preseserva el signo, el conteo signado de su dominio coincide
con el de su imagen. En el caso particular de A, esto se traduce en

Z Z sign(o) = Z sign(op). (3.1)
Do=D (o,f)eP(Do) PeM(D)

Podemos invocar el Teorema LGV para calcular el segundo miembro de la igualdad (y con
él, también el primero). No obstante, en (3.1) estan considerados todos los subdiagramas de
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D, pese a que nosotros buscamos calcular dicha suma sélo para el propio D. Como pronto
sera aparente, esto no supone un problema: la contribucién del resto de subdiagramas al
miembro izquierdo de (3.1) es nula. En lo que sigue denotamos A(Dy) := A(P(Dy)) por
simplicidad.

Lema 3.6. Sea Dy un subdiagrama de D. Se tiene
W(A(Do)) = A(Dy).

Demostracion. El diagrama asociado a un n-camino de M (D) depende del multiconjunto
de puentes de sus caminos (pero no de qué camino contiene a cada puente). La involuciéon
LGV preserva el multiconjunto de arcos del n-camino al que se aplica, pues unicamente
intercambia ciertos arcos entre, a lo sumo, dos de sus caminos. Por ende, el multiconjunto
de puentes es el mismo tras la involucion y el diagrama asociado permanece invariante. [

El resultado anterior afirma que, para cada subdiagrama Dy de D, el conjunto A(Dy)
es cerrado para la involuciéon LGV. Recordando el Escolio 1.1 y teniendo en cuenta que A
preserva el signo, podemos asegurar que

Z sign(o) = Z sign(op). (3.2)

(0,£)€P(Do) PEN(D)NA (Do)

Lema 3.7. Se tiene N'(D) C A(D). Es decir, todo n-camino sin intersecciones de M (D)
tiene diagrama D.

Demostracion.  Sea Dy un subdiagrama estricto de D. El diagrama D consta de n arcos
distintos, todos con multiplicidad uno. Como Dy tiene n arcos y es subdiagrama estricto
de D, debe tener al menos un arco (i, j) con multiplicidad m > 2. Sea (o, f) € P(Dy). Por
lo anterior, el levantamiento A(c, f) tiene m caminos que pasan por el puente asociado a
(1,7), y que por ende se intersecan. Se sigue que todos los n-caminos sin intersecciones de
M(D) son elementos de A(P(D)), como buscabamos. O

Hemos probado que N (D) N A(D) = A(D). Utilizando esto en la igualdad (3.2), llega-
mos al resultado principal de la seccion:

Teorema 3.1.  El conteo signado de P (D) coincide con el conteo signado de N'(D). Esto es,

Z sign(o) = Z sign(op).

(0.f)€P(D) PeN(D)
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Consideremos ahora un subdiagrama D, de D distinto del propio D. El Lema 3.7 ase-
gura que N (D) N A(Dy) = @. Por la igualdad (3.2),

Z sign(o) = 0.

(0.f)€P(Do)

Utilizamos esta identidad para demostrar el Teorema 2.1 en el caso conexo no estandar.

Teorema 3.2. Sea D un diagrama conexo no estandar sobre un arbol T'. Se verifica

Z sign(o) = 0.

(0,f)eP(D)

Demostracion. Por lo anterior, es suficiente comprobar que D es subdiagrama de D’ para
algiin diagrama estandar D’. Como D es conexo, tiene una arista doble que aparece dos
veces con la misma orientacién. Basta tomar D’ como el diagrama obtenido a partir de D
invirtiendo la orientacion de uno de los dos arcos asociados a su arista doble. Asi definido,
se comprueba sin dificultad que D’ es estindar y que D es subdiagrama de D'. 0

3.3 LOS n-CAMINOS SIN INTERSECCIONES DE (&

En este punto, Gnicamente necesitamos caracterizar los caminos de AV/(D). Audn asi,
por motivos que quedaran claros mas adelante, damos un paso atras en la especializacion y
volvemos a considerar condiciones algo mas generales. En vez de centrarnos en Tp y (1p,
consideramos un arbol plano 7" compatible con una orientacion €2 de 7" que satisfagan la
siguiente condicion:

La raizr de'T tiene exactamente dos hijos a <, b, (33)
ambos ascendentes (o ambos descendentes) para ). '

Designamos como fuentes a los v-nodos de Go(7T") y como sumideros a los e-nodos del
conjunto e(2).

No sélo el par (T, 2p) verifica la condicion anterior (pues ambos extremos de la aris-
ta doble {a, b} son descendentes para {2 por construccidn), sino que también la verifica
(T5, Q%) (ya que en este caso tanto a como b son ascendentes para 0*). Asi, cualquier
resultado para Ny(T,2) cuando (7, ) satisface la condicion (3.3) puede ser especializa-
do tanto a Ny(Tp,Q2p) como a No(TE, Q). A su vez, el resultado en el segundo caso se
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puede trasladar a N=(Tp, Qp) mediante el antiisomorfismo . Gracias al Lema 3.5, esto es
suficiente para caracterizar el conjunto N (Tp, Qp).

El objetivo de esta seccion es probar el siguiente resultado:

Teorema 3.3.  Supongamos que (T, <2) satisface (3.3). Entonces

(N(T, )] = 1.

Supongamos que N es un n-camino de Ny (2, T'). Diremos que un nodo o arco de G(7T')
esta saturado si forma parte de algiin camino de N. Probar que los arcos saturados de N
estan determinados de forma unica es suficiente para probar su unicidad, como discutimos
en el siguiente escolio.

Escolio 3.3. En un digrafo aciclico, un n-camino sin intersecciones P est4 totalmente de-
terminado por su conjunto de arcos. Basta considerar el subgrafo formado por dichos arcos
y sus extremos: cada una de sus componentes conexas se corresponde con uno de los cami-
nos de P (que une la inica fuente de la componente conexa con su tinico sumidero, pasando
por todos los nodos en el tnico orden posible). En particular, cada conjunto de arcos es el
conjunto de arcos saturados de, a lo sumo, un n-camino sin intersecciones del digrafo.

Para cada vértice x de T" distinto de la raiz, sea 3(z) el subgrafo de G(7") generado
por todos los nodos de la forma

sy(a,b), e(y,a), ela,y), v(y);

para cada y en el subarbol de 7" con raiz z, y para cada vértices a,b de 1. Abordamos
la prueba de la unicidad de N desde una perspectiva local: dado un vértice =, buscamos
caracterizar los arcos saturados de G(7") en 3(z) que no estan en >(y) para ningin hijo
y de x. Para ello, consideramos el grafo L(x) obtenido a partir de (z) identificando todos
los nodos de Y(y) con un tnico nodo (que denotamos también por ¥(y)) para cada hijo y
de z, y retirando posteriormente los bucles (esto es, los arcos de la forma (a, a)).

Lema 3.8. Sea x un vértice de T distinto de la raiz, y sea p su padre. Entonces:

(a) Si(p,x) esta en (), entonces tanto e(x, p) como e(p, x) estan saturados. En este caso, un
camino de N sale de >(x) y un camino de N entra en ¥(z).

(b) Si (z,p) esta en €, entonces e(x,p) estd saturado y e(p, x) no estd saturado. En este
caso, ningtin camino de N entra ni sale de ().



40

UNA PRUEBA COMBINATORIA DE LA FORMULA GRAHAM-POLLAK

Demostracion. En Y(x) hay tantas fuentes como sumideros de Go(7', 2) (pongamos, k).

Un camino sale de () (resp. entra a 3(x)) si'y s6lo si pasa por el nodo e(z, p) (resp. por el

nodo e(p, x)). Ningun camino P de G(7', §2) entra y sale de 3(x), ya que esto entraria en

contradiccién con que el camino subyacente de P es un camino. Teniendo esto presente,

veamos ambos puntos.

(a)

(b)

Si (p, x) esta en €2, un camino de N termina en e(p, x) (y en particular e(p, x) estd
saturado). Este camino tiene origen fuera de (), pues e(p, 2) no es alcanzable desde
las fuentes de (). Sin contar a e(p, ), hay k — 1 sumideros en (). Por tanto, de
entre los k caminos con origen (), al menos uno sale de () y e(x, p) también esta
saturado. No pueden salir de (z) dos o0 més caminos de N, ya que se intersecarian
en e(z,p).

Si (x, p) esta en (), un camino de N termina en e(z, p) (y por ende e(x, p) esta satura-
do). Este camino tiene origen en Y(z), pues e(x, p) es sélo alcanzable por las fuentes
de X(z). Como N no tiene intersecciones, ninguno de sus caminos sale de ¥(z) (en
caso contrario, se intersecaria con el camino que termina en e(z, p)). Es decir, los ca-
minos con término en los & sumideros de () tienen origen en las k fuentes de X().
Se sigue que ningun camino entra en ¥(x) y por tanto e(p, z) no esta saturado. [

Los arcos de L(z) estan en biyeccion con los arcos de ¥(x) que no estan en Y(y) para

ningun hijo y de x. En efecto, los segundos se obtienen de los primeros sin mas que inter-

cambiar X(y) por e(y, ) en los arcos salientes de 3(y), y X(y) por e(z, y) en el los arcos

entrantes de X(y), para cada hijo y de z.

A continuacién se muestra el grafo L(x) para un vértice z distinto de la raiz con dos

hijos ascendentes y; <, y», tres hijos descendentes z; <, 22 <, z3, y un padre p.

v(x) se(Y1,y2) 5¢(y2, 21) 5¢(21, 22) 5¢(22,23) sz(23,p) e(z,p)
2(22) E(Zg)
Sm(y%yl) Sﬂc(zlva) Sw(ZQazl) 5:13(23722) Sx(pa Zg) €(p, J})

A partir de este diagrama, utilizamos el Lema 3.8 para determinar de forma unica los

arcos saturados de L(z) (y mediante la biyeccion previamente expuesta, los arcos saturados
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de X(x) que no estan en X (y) para ningun hijo y de x). Utilizamos trazado discontinuo
para representar los arcos no saturados. Los distintos pasos del razonamiento aparecen
denotados mediante letras latinas mayusculas (A, B, ...) y se exponen a continuacion.

- A. Ningln camino entra o sale de ¥(y) cuando y es ascendente.

- B. Un camino de N tiene origen en v(x), y no tiene mas opcién que pasar por
Sz(Y1,y2) y continuar hasta s, (y2, 21).

- C. Como ningln camino sale de s,(y2,y1) (y no es un sumidero), ningiin camino
entra en s, (s, Y1)

- D. Como ningln camino sale de s,(21,¥2) (y no es un sumidero), ningiin camino
entra en s, (21, Yo).

- E. Un camino de N sale de 3(z;), y no tiene mas opcion que pasar por s, (z1, 22).

- F. S6lo un camino de IN puede pasar por s,(z1, 22) (pues N no tiene intersecciones),
y ya hemos visto que el camino que sale de ¥(z;) pasa por él.

- G. El camino de N que pasa por s,(yi, 21) debe continuar, y para el siguiente nodo
la Unica opcidn es X(z1).

- H. Ya existe un camino de N que pasa por ¥(2;), y ningin otro camino entra en este
nodo.

- D, E,F, G, H. Anédlogos a D, E, F, G, H; pero razonando sobre z1, 25, z3 en lugar de
sobre ¥, 21, 2.

- D”, E”, F”, G”, H”. Anélogos a D, E, F, G, H; pero razonando sobre 21, 29, 23 en lugar
de sobre s, 21, 2o.

- L El camino que pasa por s, (z3, p) no tiene mas opcidén que continuar por e(zx, p).

- J. Ningun camino sale de s,(p, z3), por lo que ningiin camino entra en s, (p, z3).

Un camino de L(x) que entra en 3(z;) (i = 1,2, 3) no puede salir de ¥(z;). Obtenemos
asi cuatro (segmentos de) caminos de IN, que no se intersecan por construccion:
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Recordamos que, para cada hijo y de z, todo camino que entra en (y) lo hace pasando
por el nodo e(z,y), y todo camino que sale de (y) lo hace pasando por el nodo e(y, x).
Deducimos que, en este caso, los arcos saturados de X(z) que no estan en X(y) para ningin
hijo y de x son:

- Los arcos del camino que une v(x) con e(z, 21).

- Los arcos del camino que une e(zy, z) con e(x, 23).
- Los arcos del camino que une e(zs, z) con e(x, 23).
- Los arcos del camino que une e(z3, x) con e(z, p).

Para generalizar el razonamiento del ejemplo anterior a un vértice x cualquiera, utilizamos
la siguiente notacion:

- Dado un vértice x distinto de la raiz, denotamos por dy(x) al primer hijo descendente
de x (si existe) o al padre de x (si x no tiene hijos descendentes).

- Dado un hijo z de un vértice x, denotamos por §(z) al hijo de = posterior a z (si
existe) o al padre de x (si 2 es el mayor hijo de x). Finalmente, si x es laraizy z = b,
denotamos §(z) = a.

En estos términos, nuestro ejemplo satisface
do(x) =21, 0(21) =22, O(22) =23, O(z3) =p.
En general, afirmamos lo siguiente:

Asercion 3.1.  Sea x un vértice de T distinto de la raiz. Los arcos saturados de ¥.(x) que no
estan en ¥(y) para ningtn hijoy de x son:

(a) los arcos del camino que une v(x) con e(z, dp(x)).
(b) por cada hijo descendente = de x, los arcos del camino que une e(z, x) con e(x,§(z)).

Six eslaraiz, los arcos saturados de T = (1) que no estan en X:(a) nien ¥(b) son inicamente
los dados por (b).
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Demostracion (boceto). La prueba consiste en replicar los argumentos expuestos en el
ejemplo anterior, razonando por induccidn finita sobre cierta particion de los arcos de L(x).
Los pasos A, By C se corresponden con el caso base, los pasos D, E, F, G y H (y sus analogos
primados) con el paso de induccidn, y los pasos Iy J con el caso terminal. En pos de una
apropiada longitud del documento, no damos la prueba completa de esta asercion. En su
lugar, remitimos al lector a [BEGLR]. O

Por el Escolio 3.3, la asercion anterior garantiza la unicidad de N, pero no su existencia.
Es decir, asegura que

INo(T, Q)] < 1.

Pasamos a dar la demostracion del Teorema 3.3, donde sélo falta por comprobar la existen-
cia de N.

Demostracion del Teorema 3.3. Consideremos el digrafo H inducido por N. Esto es, el
subgrafo de Gy (7', §2) formado por los arcos y nodos saturados (por el presunto n-camino
N). Basta notar que:

- cada fuente de Go(T', 2) esta saturada, tiene un tnico vecino saliente y no tiene ve-
cinos entrantes en 1.

- cada sumidero de Go(T', Q2) estan saturado, tiene un dnico vecino entrante y no tiene
vecinos salientes en H.

- el resto de nodos saturados tienen exactamente un vecino entrante y un vecino sa-
liente en H.

A partir de la Asercion 3.1, la verificacion de los puntos anteriores es una mera comproba-
cion. Estas condiciones son suficientes para garantizar que / tiene n componentes conexas,
y que cada una de ellas es isomorfa a un digrafo camino entre una fuente y un sumidero
del digrafo inicial. Es decir, H es el subgrafo inducido por un n-camino de Ny (7, §2), como
queriamos probar. N

Corolario 3.4. Existe un uinico n-camino sin intersecciones entre las fuentes y los sumideros
de G(T,Q).

Demostracién.  Como ya se ha visto, tanto (T, 2p) como (T, Q%) verifican la condiciéon
(3.3). Por el Teorema 3.3, existe:

- un unico n-camino N en Ny(T, Q).

- un tnico n-camino N’ en Ny(TF, Q*).
Por el Escolio 3.2, )(IN’) es el tnico elemento de N (T, €)). Finalmente, por el Lema 3.5
concluimos que N¢(N’) es el tinico elemento de N (7, Q). O
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Habida cuenta de la importancia que tiene el resultado anterior en nuestra prueba, cate-
gorizarlo como corolario puede parecer demeritarlo. Esto es s6lo temporal: lo enunciaremos
como teorema cuando estemos en condiciones de identificar la permutaciéon subyacente del
n-camino que determina, al final de la siguiente seccion.

Denotamos por No(7, Q) = {N?, ..., N2} al tinico elemento de Ny(7, §2), siendo N el
camino que empieza en v(7) para cada i. Con la informacion de la que disponemos, podemos
dar una descripcion recursiva de este n-camino. Lo hacemos concatenando iterativamente
los segmentos de caminos proporcionados por la Asercion 3.1.

Proposicion 3.6. Seai € [n], y sea x1x5 ...z, el camino subyacente de N?. Los vértices
xy, obedecen la siguiente relacion recursiva:

T, =1 xo = do(1); Tp =0(xp_9), 3<k<I+1.

Demostraciéon. Tras abandonar v(7), el camino N? no tiene mas opcién que avanzar hasta
e(i, 0o(7)) mediante los arcos descritos en la Asercioén 3.1 (a) para = = i. Esto prueba tanto
que x; = i como que Ty = dg(1).

Sea ahora 3 < k < [ + 1. Por el Lema 3.8, zj_» es hijo descendente de x;_; (pues
e(Tg_2,Tr_1) esta saturado y no es un sumidero). Tras abandonar e(x_o, x;_1), €l camino
N? no tiene mas opcién que avanzar hasta e(z;_1,(x;_9)) por los arcos descritos en la
Asercion 3.1 (b) para x = x;_1y 2 = Tx_o. Se sigue asi xy = 0(xp_2). O

3.4 DESCRIBIENDO LA PERMUTACION SUBYACENTE

Para finalizar la prueba de la Formula de Graham y Pollak, necesitamos identificar la
permutacién subyacente del Gnico n-camino sin intersecciones entre fuentes y sumideros
de G. Esta tarea se ve entorpecida por la naturaleza recursiva del n-camino, para el que
carecemos de una expresion cerrada. Aunque no podremos deshacernos de la recursiéon
(inherente como es al objeto de estudio), si encontraremos una descripcion mas satisfacto-
ria. Para ello, habra de entrar en escena un un agente inesperado, usualmente relegado a
labores menos teéricas: la biisqueda en profundidad de un arbol plano.

Definicion 3.6. Sea 7" un arbol plano con raiz r. Para cada vertice x de 1" con hijos
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Y1 <z ... <z Yp consideramos la sucesion de vértices R(z) definida recursivamente por

T sip=0;
R(z) = ,
zR(y1)zR(ye)z - - xR(y,)x  sip > 0.

Con esta notacién, decimos que wr := R(r) es el paseo en profundidad de T. Denotamos
por wr (k) al k-ésimo vértice del paseo wy. Cuando el arbol T" sea evidente por el contexto,

se omitira el subindice.

Ejemplo 3.2. Retomemos el arbol T, de los ejemplos anteriores. En la siguiente figura
cada arista orientada (w(k), w(k + 1)) aparece sefialada con la etiqueta k.

R

s

7

8 9

En este caso, el paseo en profundidad es
w=r13148474941r26252r.

Tras comparar el paseo anterior con la Figura 3.3, la relacién entre w y el n-camino que
ahi se describe resulta aparente: si denotamos por (A?, Af") a la descomposicién de A; para
cierto 4, el camino subyacente tanto de A? como de A" es subcamino de w. Por ejemplo,
los caminos subyacentes de A9 y A" son, respectivamente,

1r2, r26;

y ambos son subcaminos de w. Existe una tnica excepcion, y es A2. Notese que también

este camino es subcamino de w si extendemos w en un vértice y definimos w(2n + 2) =
w(20) = 1.
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En lo que queda de seccion volvemos a considerar fijado un arbol plano 7' compatible
con una orientacion €2 verificando la condicion (3.3). Dado un vértice x de T' con hijos
Y1 <z ... <z Yp, €l paseo R(x) tiene la forma

TY1 - Y1TY2 - YaTY3 -+ - Ypl. (3.4)

Cada vértice = que no es una hoja aparece varias veces en w (una mas que su numero de
hijos). Es decir, existen mudltiples indices k para los que w(k) = =z, a los que llamamos
visitas de x.

Los pares de términos consecutivos (w(k), w(k+1)) son precisamente las aristas orien-
tadas de T, asi que, en efecto, w es un paseo. Cada arista {x, y } de T aparece en w dos veces:
una como (x,y) y otra como (y, z). En particular, el paseo w tiene longitud 2n. Para sim-
plificar los enunciados de los resultados que siguen, denotamos w(2n + 2) = a.

Lema 3.9. Siw(k) es hijo dew(k + 1) para cierto k € [2n], entonces w(k + 2) = é(w(k)).

Demostracion. Consideremos un vértice x distinto de la raiz hijos y; <, ... <; Yy, ¥
padre p. Notese que todas las aristas orientadas de wy que involucran a x aparecen en el
subcamino pR(x)p. Podemos utilizar (3.4) y la definicidn de § para reescribir pR(x)p como

pry1 - Y128 (y)w - 0(y1)xd (y2)w - - 0(Yg—1)T6(yq)-

Tomando x = w(k + 1) el resultado es inmediato. Si z = w(k + 1) es la raiz, w(k) debe ser
uno de entre a y b. Si w(k) = a, se comprueba como en el caso anterior que §(w(k)) = b =

w(k + 2). Si por el contrario w(k) = b, entonces k = 2n y por tanto §(w(2n)) = §(b)
a=w(2n+ 2).

U

Es natural preguntarse si, al igual que ocurre con 4, la aplicacion dy guarda algun tipo
de relaciéon con el paseo en profundidad. Antes de abordar esta cuestién, debemos hacer
algunos preparativos. La compatibilidad de 7" con {2 tiene una consecuencia inmediata so-
bre el paseo en profundidad de 7: dado un vértice x, las visitas de los hijos ascendentes de
x preceden a las visitas de sus hijos descendentes. Con esto presente, damos la siguiente
definicion.

Definicion 3.7. Dado un vértice x de T distinto de la raiz, definimos el indice intermedio
de x como el menor 1 < k < 2n con w(k) = x para el que si w(j) es un hijo ascendente de
x, entonces j < k . Es decir, la primera visita de x tras visitar todos sus hijos ascendentes.
Denotamos por ¢; < --- < 0,, alos 6rdenes de entrada de los vértices de 1", exceptuando
la raiz. Remarcamos que 6; no es el indice intermedio del vértice i, sino el i-ésimo indice
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intermedio, tras ordenarlos crecientemente. Finalmente, definimos el orden intermedio del
par (7, 2) como la palabra w(60;)w(6s) - - - w(6,).

Escolio 3.4. Escogiendo apropiadamente la orientacion, se pueden recuperar los 6rdenes
clasicos sobre los vértices de un arbol plano como casos particulares del orden intermedio
(con la diferencia de que nosotros, por la naturaleza del problema que buscamos resolver,
no estamos tomando en consideracion la raiz).

(a) Sif2esla arborescencia de T (esto es, la orientacion para la que todas las aristas son
descendentes), el indice intermedio de un vértice es el indice de su primera aparicién
en el paseo en profundidad. El orden intermedio asociado se conoce como el pre-orden

de T.

(b) Si Q2 es la antiarborescencia de T (la orientacién inversa de la arborescencia de T),
el indice intermedio de un vértice es el indice de su ultima aparicion en el paseo en

profundidad. En este caso, el orden intermedio asociado recibe el nombre de post-
ordende T'.

(c) SiT esun arbol binario (donde cada vértice tiene a lo sumo dos hijos) y {2 es la orien-
tacion para la que cada primer hijo es ascendente y cada segundo hijo es descendente,
el orden intermedio asociado a {2 es el conocido como in-orden de T'.

En cada uno de los casos anteriores se comprueba sin dificultad que el arbol 7" es compatible
con la orientacién €2 considerada.

Utilizando la compatibilidad de 7" con €2 y la definicién de 0y, la prueba del siguiente
lema es inmediata.

Lema 3.10. Si 0 es el indice intermedio de un vértice x, entonces w(f + 1) = Jo(6).

Retomando la notacién de la seccién anterior, denotamos por N°(7', Q) = {N}, ..., N2}
al tinico elemento de Ny(T',2), de modo que el camino N? empieza en v(i) para cada i.
La descripcion recursiva del n-camino NY(T, §2) establecida en la Proposicién 3.6 se puede
simplificar gracias a la relacion que el paseo en profundidad guarda con las aplicaciones ¢
y do. Como establece el siguiente resultado, los caminos subyacentes de No(7', €2) resultan
ser subcaminos de w.

Proposicion 3.7.  Para cada i, el camino subyacente de N, esta dado por
w(@)w(0; + 1) - w(k)w(k + 1),

donde k es el menor indice §; < k < 2n + 1 para el que (w(k), w(r + 1)) estd en Q.
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Demostracion. De la condicién (3.3) se sigue que exactamente una de las aristas
(b,r) = (w(2n),w2n+1)), (r,a)=(w2n+1),w(2n+2))

esta en (2. Como los indices intermedios #; nunca exceden a 2n, siempre existe el indice x
descrito en el enunciado. Sea i € [n], y sea x1,..., ;11 el camino subyacente de N, (,).
Utilizamos las relaciones recursivas establecidas en la Proposicion 3.6 para probar por in-
duccién que

T = w(@z + k- 1) (3.5)

paracada 1 < k < [ + 1. Como el camino N, tiene origen en v(w(6;)), el primer
vértice del camino subyacente debe ser ;1 = w(6;). Por otro lado, por la Proposicién 3.6
sabemos que x5 = do(w(#;)). Aplicando el Lema 3.10 se sigue que 25 = w(f; + 1). Sea
ahora 3 < k < [ + 1 y supongamos probado (3.5) para todo ky < k. Por el Lema 3.8, el
vértice xj_o es hijo descendente de ;1 (ya que e(xy_o,Tx_1) esta saturado y no es un

sumidero). Ademas, por hipétesis de induccion,
o =w(0; +k—3), xp_1=w(b;+k—2).

Utilizando el Lema 3.9 deducimos que x;, = w(6; +k—1) y por tanto (3.5) es también cierto
para k. Para ver que k := 0; + [ — 1 satisface la condicion del enunciado, basta notar que
e(xy, x141) es el primer y Gltimo sumidero del camino, por lo que (w(m), w(m+1)) no esta
en {2 paraningin §; <m < 60, +1— 1. O

Denotamos por Nx(7,Q) = {N{',..., NI} al tnico elemento de N (T}, (), de forma
que N/ es el camino que termina en v'(k) para cada k. La proposicién anterior proporcio-
na la expresion de No(7',Q) y Np(T,Q) = (No(TF, Q%)) en términos de los paseos wr
y wre, respectivamente. Dedicamos un momento a estudiar la relacion entre ambos pa-
seos, que resulta ser particularmente simple: aplicar la simetria especular a un arbol plano
invierte el sentido en que se recorre su paseo en profundidad.

Lema 3.11. SeaT' un arbol plano. Se verifica wp = WrE.

Demostracion. Sean N y N las funciones que aparecen en la definicién recursiva de wy

y wye, respectivamente. Si x es una hoja, entonces es evidente que R(z) = RF(z) = x.

Sea ahora un vértice = que no es una hoja y supongamos probado que R(y) = RF(y) para
todo hijo y de z. Sean y; <, - - - <, ¥, los hijos de x (respecto del orden local de 7). Como
los 6rdenes locales de 7'y T'F son inversos sobre los hijos se sigue que

RE(x) = xR®(y,)x - - - 2 RF (1) .
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Invirtiendo ambos lados de la igualdad anterior y aplicando la hipétesis de induccidn,

RE(z) = xR (y,)x - xRF(yy)x
=azRF(y)x - arP(y,)w
= zR(y)x - R(yr)x

= R(z)
Tomando = = r se sigue el resultado. ]
Como w es un paseo de longitud 2n, de la proposicion anterior se sigue
w(k) = w”(2n — k +2)

para cualquier indice k € [2n + 1]. Para que la notacién w(2n + 2) = w(2) = a sea consis-
tente con esta propiedad, denotaremos w(0) = b. Como la simetria especular intercambia
los papeles de a y b (pues b pasa de ser el mayor hijo a ser el menor hijo de la raiz), esto
garantiza que también se tiene w(k) = w¥(2n — k + 2) para k € {0, 2n + 2}. Denotamos
por OF < ...0% alos indices intermedios asociados al par (77, Q*). Se puede comprobar
sin dificultad que se tiene 6F = 2n — 6,,_;,, + 2 para cualquier i € [n].

Utilizando el antiisomorfismo v y la relaciéon de w” con w que acabamos de exponer,
podemos manipular la expresion de N°(TF %) para obtener un resultado similar a la
Proposicion 3.7 para el n-camino N¥'(T', ).

Proposicion 3.8. Para cada i € [n], el camino subyacente de wai) esta dado por
w(k)w(k +1)---w(0; — Hw(b;),
donde k es el mayor indice 0 < k < 0; — 1 para el que (w(k), w(k + 1)) estd en €.

Demostracion. Seai € [n],y sea k como en el enunciado. Su existencia se prueba de forma
analoga a como se ha hecho en la Proposicion 3.7. Sabemos que

Ng(T,Q) = iﬂ(No(TE, ), w(0;) = wE(Gf_iH).

Teniendo en cuenta que 1) invierte los caminos subyacentes y utilizando la Proposicion 3.7,

deducimos que el camino subyacente de V., 5(01-) = NI es de la forma

U’E(efﬁﬂ)

wP(K + Dw?(8) - wP (0,0 + DwP(0;41), (3.6)
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donde ' es el menor indice k > 0%, tal que (w”(k), w”(k + 1)) esta en Q*. Utilizando
que w¥(k) = w(2n — k + 2) para cualquier indice k, podemos reescribir el camino (3.6)
como

w(2n — K& +2)w2n — K + 1) - w2n — 6F + 3w(2n — 6F + 2).

Como 2n—0F 42 = 0;, para terminar la prueba es suficiente comprobar que 2n—#'+1 = k.
Se satisface la siguiente cadena de igualdades, que explicamos mas abajo.

2n — k' +1=2n —min{klk > 0, ;, (w"(k),w"(k+1)) € X'} +1
=max{2n — k + 1|k > 07 | (wP(k),w"(k + 1)) € O} (1)
=max{2n — k+ 1)k > 07 .., (w(2n — k +2),w(2n — k+ 1)) € Q*} (2)
= max{k'|K' <2n— 0 .. + 1, (w(k' + 1),w(k)) € Q*} (3)
=max{K |k <6, — 1, (w(k'+ 1), w(k")) € Q*} (4)
= max{K' |k <0, — 1, (w(k'),w(k' + 1)) € Q} (5)

= K.

(1) La funcién g(k) = 2n — k + 1 es estrictamente decreciente.

(2) Para cualquier indice 0 < k < 2n + 2 se tiene w” (k) = w(2n — k + 2).

(3) Hacemos el cambio de variable &’ = 2n—k-+1. Es inmediato que 0 ;. | < k < 2n+1
implica 0 < &' <2n — 0% .., +1.

(4) Se tiene §; = 2n — 6% | + 2 para cualquier i en [n].

(5) Si (z,y) estd en 2*, entonces (y, =) estd en 2 por definicion.

Esto termina la prueba. O

Para poder dar paso al resultado principal, sélo resta probar un lema. En la siguiente
prueba utilizamos que los caminos

w(0)w(0; +1)---w(liy1), @€ [n—1];
junto con el camino
w(O,)w(l, + 1) w2n)w(l)w(2)---w(b)

forman una particion del paseo w. Esto es, cada arista dirigida de w aparece en exactamente
uno de los n caminos anteriores.

Lema 3.12. Seai € [n — 1]. Existe un tinico indice Kk que verifica

0; <k <011, (wk),wk+1))e.
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Demostracion. Comencemos suponiendo que no existe ningin k en las condiciones del
enunciado para cierto 7 € [n — 1]. Entonces se tiene

min{k|k > 6;, (w(k), w(k + 1)) € Q} = min{k|k > 0,1, (w(k), w(k + 1)) € Q).

Pero por la Proposicion 3.7, esto implica que los caminos de No (7', €2) con origen en v(w(6;))
y v(w(f;41)) tienen el mismo extremo final (y por ende se intersecan), lo cual es absurdo.
Supongamos ahora que existen dos indices distintos k1 y ko que satisfacen las condiciones
del enunciado para cierto ig € [n — 1]. Se verifica:

- (2 tiene cardinal n.

- Dos aristas dirigidas de 2 estan en el subcamino de w entre w(6;,) y w(0;,+1).

- Una arista dirigida de (2 esta en el subcamino de w entre w(f,,) y w(#;). En efecto,
tanto (b, ) como (r, a) son aristas dirigidas de este subcamino, y siempre una de ellas
esta en () por la condicion (3.3).

Por un simple argumento de conteo, debe existir un i € [n— 1] para el que no existe ningin
0; < k < 0;_1 tal que (w(k), w(k + 1)) € €. Pero ya hemos probado que esto lleva a un
absurdo, de donde se sigue el resultado. ]

Finalmente, estamos en condiciones de demostrar el resultado hacia el que toda nuestra
distertacion ha estado encaminada.

Teorema 3.4. Sea (T,2) un par en las condiciones (3.3). Existe un tnico n-camino en
N(T,Q), y su permutacion subyacente es el ciclo (w(6,) - - - w(0,,)). Por tanto,

Z sign(op) = (—1)"" 1

PeN(T.Q)

Demostracion. La existencia y unicidad ya se han probado (Corolario 3.4). Sea o la per-
mutacién subyacente de N(7,) = N°(T, Q)N (T, ). Sabemos que ¢ es la tnica per-
mutacion tal que el nodo final de N? y el e-nodo inicial de N, UF(Z.) estan conectados por un
puente (es decir, son representantes de la misma arista orientada de €2). Fijemos i € [n — 1]
y veamos que o(w(6;)) = w(0;41). Por la Proposicién 3.7, el e-nodo final de Ng(ei) es

e(w(k), w(k + 1)), donde
k = min{klk > 0;, (w(k), w(k + 1)) € Q}.
Ademés, por la Proposicion 3.8, el e-nodo inicial de N£(9i+1) es €/(w(x'), w(x' + 1)) donde

kK =max{klk < 0,41 — 1, (w(k),w(k +1)) € Q}.



52 UNA PRUEBA COMBINATORIA DE LA FORMULA GRAHAM-POLLAK

Por el Lema 3.12, s6lo existe un indice k con 0; < k < ;.1 — 1 para el que (w(k), w(k+1))
esta en (). Debe ser, por tanto, kK = x'. Esto prueba que o(w(6;)) = w(f;41) para cada
i € [n — 1]. Por ultimo, debe tenerse o(w(f,,)) = w(6,), pues la imagen y preimagen por
o de todos los demas elementos de [n] ya ha sido determinada (y o es una biyeccion). Esto
termina la prueba. O



CONCLUSIONES

1. El objetivo de este trabajo es dar una demostracion combinatoria de la féormula de
Graham-Pollak para el determinante de la matriz de distancias de un arbol 7',

det(M(T)) = (=1)" Y (n — 1)2"2

donde n es el orden de T'.

2. Partimos del desarrollo del determinante de una matriz como una suma signada. De-
mostramos que sus sumandos cuentan con signo una coleccion de objetos relaciona-
dos con el arbol 7', que llamamos pares T'-compatibles.

3. Introducimos los diagramas de flechas sobre un arbol 7" de orden n, y asociamos a
cada par 7T-compatible un diagrama. Particionamos los diagramas de flechas sobre 7’
en tres familias disjuntas: disconexos, conexos no estandar y conexos estandar.

4. Existen (n —1)2" 2 diagramas estandar sobre T: tantos como formas de escoger una
arista de 7'y una orientaciéon para cada una de las n — 2 aristas restantes. Nuestro
resultado principal es el siguiente: el conteo signado del conjunto P(D) de pares
T'-compatibles con diagrama asociado D verifica

. (—=1)""!, si D es estandar;
Z sign(o)

(0,f)€P(D) 0 en caso contrario.

Este resultado concluye la prueba combinatoria de la Formula Graham-Pollak y pro-
vee una clara interpretaciéon combinatoria de la misma: el determinante de M (T)
cuenta con signo el nimero de diagramas estandar.

5. En este documento nos centramos en la prueba para los diagramas conexos (en los
que hay una Unica arista doble) y mas concretamente para los diagramas estandar
(donde la arista doble aparece una vez con cada orientacién). Este es el caso crucial
de nuestra demostracion; y, ciertamente, el mas técnico y delicado.
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6. En la Seccion 3.1 asociamos a cada diagrama estandar D un digrafo aciclico G(D)
con n fuentes y n sumideros y estudiamos sus propiedades basicas. Construimos este
digrafo con objeto de identificar los pares 7-compatibles con diagrama D con cierta
familia de n-caminos de G(D).

7. En la Seccion 3.2 demostramos que el conteo signado de n-caminos entre fuentes y
sumideros de G(D) coincide con el de pares T-compatibles con diagrama D. Gra-
cias al Lema de Lindstrom-Gessel-Viennot, podemos limitar nuestro estudio a los n-
caminos sin intersecciones de la familia anterior. En el proceso, una prueba de nuestro
resultado principal para el caso conexo no estandar aparece de forma natural.

8. En la Seccion 3.3 demostramos que sélo existe un n-camino sin intersecciones N
entre las fuentes y los sumideros de GG(D) y obtenemos una descripcion recursiva
del n-camino. Esta descripcion resulta ser insuficiente para la identificacion de su
permutacion subyacente.

9. Finalmente, en la Seccion 3.4 obtenemos una expresion cerrada para N a partir de su
descripcion recursiva. Esta expresion guarda una estrecha e inesperada relacion con
el clasico algoritmo de buisqueda en profundidad (en inglés, Depth-First Search) de un
arbol enraizado plano. Utilizamos esta nueva descripciéon de N para probar que su
permutacion subyacente es un ciclo completo sobre {1,...,n}. Se sigue asi que el
conteo signado de los n-caminos sin intersecciones de G(D) es (—1)"!, y con ello
la prueba del resultado principal.
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