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Resumen

En este trabajo se hace un breve recorrido por la Teoria Métrica del Punto Fijo para
aplicaciones no expansivas, con el objetivo de dar algunos espacios de Banach que verifiquen
la Propiedad del Punto Fijo. En particular, se desarrollan los conceptos necesarios para
enunciar y probar los teoremas de punto fijo de Kirk y de Wisnicki, entre los que se encuen-
tran las topologias débiles, la convexidad uniforme, la estructura normal, los ultrafiltros, la
ultrapotencia y la superreflexividad.

Abstract

In this work, a brief overview of the Metric Fixed Point Theory for non-expansive mappings
is presented, with the aim of providing some Banach spaces that satisfy the Fixed Point
Property. In particular, the necessary concepts are developed to state and prove Kirk and
Wisnicki fixed point theorems, which include weak topologies, uniform convexity, normal
structure, ultrafilters, ultrapower, and superreflexivity.
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Introducciéon

La Teoria del Punto Fijo tiene como objetivo dar condiciones sobre un conjunto X y una
aplicacion f : X — X de forma que se pueda asegurar la existencia de un punto fijo para
f. Es decir, buscar qué deben verificar estos dos objetos para que exista x € X tal que
f(z) = z. Podriamos decir que la teoria surge en 1910 cuando L. E. J. Brouwer da una
primera demostracion del ahora conocido como Teorema del Punto Fijo de Brouwer, aunque
H. Poincaré dio un resultado equivalente ya en 1886. Este resultado se mueve en la Teoria
Topologica del Punto Fijo, pues las condiciones que se exigen para la existencia de punto
fijo son puramente topologicas: el dominio ha de ser un convexo compacto euclideo y la
aplicacion continua. Este resultado fue posteriormente generalizado en 1930 por J. Schauder
para espacios de Banach y en 1934 por A. N. Tychonoff a espacios vectoriales topologicos
localmente convexos de dimensién arbitraria, dandose asi a conocer como Teorema del Punto
Fijo de Schauder-Tychonoff.

En cuanto a la Teoria Métrica del Punto Fijo, uno de los resultados més notable es el
Principio de Contraccion de Banach, que aparece por primera vez en la tesis defendida por S.
Banach en 1922 y es considerado el comienzo de la teoria. En él se hace uso de la completitud
del espacio métrico ambiente para asegurar la existencia de punto fijo para contracciones, es
decir, para aplicaciones T : X — X tales que d(Tx,Ty) < kd(z,y),Yx,y € X, conk € (0,1).
Este teorema ha demostrado ser extremadamente 1til para pruebas de existencia en analisis
matemaético, teoria de ecuaciones diferenciales e incluso en disciplinas ajenas a la matematica
tedrica como la biologia. Es més, el Principio de Contracciéon de Banach resulta ser de gran
ayuda en la propia Teoria del Punto Fijo. Por ejemplo, en nuestro caso nos permitira probar
la existencia de sucesiones de casi puntos fijos para aplicaciones no expansivas, concepto
fundamental para el desarollo del dltimo capitulo de esta memoria.

Centraremos nuestra atenciéon en la Teorfa Métrica del Punto Fijo para aplicaciones no
expansivas, aplicaciones T : X — X verificando d(Tz,Ty) < d(x,y),Vx,y € X. A pesar
de que la diferencia entre las aplicaciones no expansivas y las contracciones (para las que
tenemos el Principio de Contraccion de Banach) parece ser pequena, las técnicas usadas para
el estudio de sus puntos fijos son sustancialmente diferentes, como veremos en el Capitulo 5.

La Teoria de Punto Fijo para aplicaciones no expansivas tiene su origen en 1965 cuando
son publicados, independientemente, los teoremas de existencia de D. Gohde, F. Browder
y W. A. Kirk. El primero exigia que el espacio ambiente fuera de Hilbert, el segundo que
fuera uniformemente convexo y, el tercero, que tuviera estructura normal. Posteriormente se
descubrié que los dos primeros son casos particulares del resultado de Kirk. Méas tarde, llegd
la introduccion de técnicas de analisis no estandar a la teorfa, como la de ultrapotencia de
un espacio de Banach, a manos de B. Maurey, lo cual remarco la notable diferencia entre
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esta teoria y la de contracciones.

Nuestro objetivo es hacer un breve recorrido por la Teoria Métrica del Punto Fijo para
aplicaciones no expansivas en espacios de Banach y conocer el papel que desempenan la
ultrapotencia y la superreflexividad en esta teoria. Para ello, este trabajo se divide en cinco
capitulos:

= En el Capitulo 1 se da un breve recordatorio sobre algunos resultados fundamentales
del Analisis Funcional y se presentan las topologias débiles, de las que se da una lista
de propiedades y se estudia su relacion con la reflexividad.

= El Capitulo 2 trata la convexidad en espacios de Banach e introduce los conceptos de
espacios estricta y uniformemente convexos, de los cuales se da un listado de propieda-
des. También se abordan el modulo y la caracteristica de convexidad, dos herramientas
de suma importancia para el estudio de los espacios mencionados.

= En el Capitulo 3 se desarrollan las nociones geométricas necesarias para poder dar el
resultado de existencia de punto fijo de Kirk. Entre ellas, se encuentra la estructura
normal de un espacio de Banach, propiedad que exploté Kirk para llegar a su conclu-
sion. También aparecen por primera vez la sucesiones de casi puntos fijos y se estudia
la estructura del conjunto de puntos fijos de una aplicacién no expansiva.

» Kl Capitulo 4 tiene una primera parte de indole técnica, en el que se presentan y
estudian los ultrafiltros, asi como la nocién de convergencia que inducen en un espacio
topologico. Posteriormente, se procede a llevar a cabo la construccion del ultraproducto
de un espacio de Banach. Por tltimo, se trata la superreflexividad. Se dan ejemplos y
propiedades de espacios superreflexivos y su relacion con la ultrapotencia.

» La ultrapotencia y la superreflexividad adquieren una gran importancia en el Capitulo
5, pues permiten encontrar algunos espacios que poseen la Propiedad del Punto Fijo,
gracias al teorema de existencia de punto fijo publicado por A. Wisnicki. En este
capitulo se hara uso de muchos de los conceptos desarrollados a lo largo del trabajo.



Capitulo 1

Topologias débiles

Para la busqueda de puntos fijos de aplicaciones no expansivas surgen de forma natural
argumentos de compacidad. Sin embargo, los conjuntos compactos que nos ofrece la topo-
logia generada por la norma de un espacio resultan ser demasiado restrictivos. Necesitamos
entonces debilitar estos conjuntos. Es por ello que este primer capitulo se dedica a introducir
las topologias débiles. Estas son topologias menos finas que la inducida por la norma que
nos permiten tener mas compactos en el espacio ambiente, sin alterar la continuidad de los
elementos del espacio dual. Por ejemplo, veremos que en un espacio reflexivo los débilmente
compactos convexos son exactamente los convexos, cerrados y acotados.

1.1. Repaso de Analisis Funcional

Antes de tratar las topologias débiles, con objeto de hacer esta memoria lo més autoconte-
nida posible, vamos a citar algunos de los resultados més destacados del Analisis Funcional
que seran de utilidad a lo largo del texto. Estos pueden ser encontrados en [2] y [17], junto
con su demostracion.

Lema 1.1 (de Zorn). Sea M un conjunto parcialmente ordenado, mediante la relacion de
orden <. Si cada cadena C (subconjunto totalmente ordenado) de M tiene una cota superior
en M entonces existe un elemento mazimal en M.

Nota 1.2. Se tiene un resultado andlogo para elementos minimales. Es decir, si toda cadena
de un conjunto parcialmente ordenado tiene una cota inferior en el conjunto entonces existe
un elemento minimal.

Teorema 1.3 (de Tychonoff). Sea {X;}icex una familia de espacios topoldgicos. Entonces,
[Lic; Xi es compacto si y solo si cada X; lo es, Vi € 1.

Nota 1.4. Tanto el Lema de Zorn como el Teorema de Tychonoff son equivalentes al Axioma
de Eleccion.

Teorema 1.5 (de Hahn-Banach). Sean X un R-espacio vectorial y M un subespacio suyo.
Sean p : X — R un funcional sublineal en X y f : M — R una aplicacion lineal tal que
f(x) < p(x),Yo € M. Entonces existe una aplicacion lineal g : E — R tal que g|,, = f v
g(x) < p(z),Vr € X.
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Corolario 1.6. Sean X un espacio normado, M un subespacio de X y f : M — X una
aplicacion lineal y continua. Entonces existe g € X* tal que gl,, = f y llgll = || fI|-

Teorema 1.7. Sean X un espacio normado y o € X \ {0}. Entonces, eziste f € X* tal que
I =1y f(zo) = [[zol|-

Corolario 1.8. Para todo x € X se tiene que

[z]l = sup [f(2)] = méx [f(z)]
fex* fex
fl1<1 <1

Demostracion. Como para todo x € X se tiene que

[f @) < LA ]|

entonces
sup |f(z)| = sup | f][[l=| < |||
fex* fex*
[IFI1<1 <1

Ahora, por el Teorema 1.7 existe f € X* tal que ||f|| =1y f(x) = ||z|. Luego, el supremo
anterior se alcanza y vale ||z||.

0

Teorema 1.9 (de Separacion de Hahn-Banach). Sea X un R-espacio vectorial topoldgico
localmente convexo. Sean A, B C X no vacios, disjuntos y convexos. Si A es cerrado y B es
compacto entonces existen f € X* y a € R tales que

flx) <a < fly),
para todos x € A ey € B.

Teorema 1.10 (de Banach-Steinhaus). Sean X eY dos espacios normados y A C L(X,Y),
donde L(X,Y) es el conjunto de aplicaciones lineales y continuas de X en Y. Consideramos
los siguientes enunciados:

1. La familia A es puntualmente acotada. FEsto es,

sup || f(z)]| < oo,
feA
para todo x € X.
2. El conjunto B = {x € X :sup;c4 || f(z)|| < 0o} es de segunda categoria.
3. La familia A estd uniformemente acotada. Es decir,
sup || f[| < oo.
feA

Entonces, 2 implica 3 y 3 implica 1. Ademds, si X es un espacio de Banach entonces los
tres enunciados son equivalentes.

Teorema 1.11 (de la Aplicacion Abierta). Sean X eY dos espacios de Banach yT : X —Y
lineal, continua y sobreyectiva. Entonces T' es abierta.

Corolario 1.12. Sean X e Y dos espacios de Banach y T : X — Y lineal, continua y
biyectiva. Entonces T es un isomorfismo.

10
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1.2. Topologia débil

A lo largo de todo el trabajo X denotara un espacio de Banach sobre R con norma ||-|| y
X* su espacio dual.

Definicion 1.13. Se define la topologia débil de X como aquella que tiene como subbase a
la familia de conjuntos de la forma

Ulxo; fre) ={z € X :[f(z) — f(wo)| < e},

conxge X, fe X*ye>0.

Asi definida la topologia débil es la menos fina conteniendo a esta familia de conjuntos.
Ademas, por ser subbase, un abierto cualquiera U de la topologia sera de la forma

n
U= U ﬂ U<xi,a; fi,a; 5i,a)7
acAi=1
donde A es un conjunto de cardinal arbitrario.

Proposicion 1.14. La topologia débil hace continuo a todo f € X*.

Demostracion. Basta ver que

Ulxo; fre) = fH((f(x0) — &, fxo) +€)),

donde (f(xo) — ¢, f(xo) +¢€) es abierto en R.

Proposicion 1.15. La topologia débil de un espacio de Banach es Hausdorff.

Demostracion. Sean x,y € X distintos. Por el Teorema de Separacion de Hahn-Banach,
Teorema 1.9, existen f € X* y a € R tales que f(z) < a < f(y). Consideramos entonces los
conjuntos

U={zeX: f(z) <a}
V={zeX:f(z)>a}

Estos dos conjuntos son abiertos en la topologia débil pues U = f~!((—oc0,a)) vy V =
(e, +00)). Ademés, x € U,y € V y UNV = &. Luego la topologia débil es Hausdorff.

O

Definicion 1.16. Sea {z,}, C X. Se dice que {z,}, converge débilmente a x € X, y se
denota por x, — x, si {x,}, converge a x en la topologia débil de X .

Observacion 1.17. De la Proposicion 1.15 se deduce la unicidad del limite en la conver-
gencia débil.

Veamos coémo se relaciona la convergencia débil con la convergencia en norma.

11
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Proposicion 1.18. Sea {x,}, C X. Se tienen las siquientes propiedades:

1. z, = x si y solo si f(x,) = f(x),Vf e X"

2. 81 x, — x entonces x,, — x.

Demostracion.

1. Supongamos que z,, — x. Entonces, como la topologia débil es por definicién la menos
fina que hace continua a todo f € X*, tenemos que f(x,) — f(z),Vf € X*.

Reciprocamente, supongamos que para todo f € X*, f(z,) — f(x). Sea U entorno débil de
x. Entonces, este es de la forma U = U(z; f1, ..., fx;€). En particular, se tiene que f;(z,) —
fi(z),¥1 < i < k. Luego, para cada 1 < i < k, existe n; € N tal que |f;(z,) — fi(z)| <
e,Vn > n;. Tomando ny = maxi<;<xn;, tenemos que z,, € U(z; fi,..., fr;€),¥n > ny.
Luego, z,, — .

2. Si x, — x, entonces por continuidad, para todo f € X*, se tiene que f(x,) — f(x). De
1 se deduce el resultado.

O

El sigiuente resultado busca estudiar los conjuntos débilmente cerrados y ver como se
relacionan con los cerrados en la topologia inducida por la norma, donde la convexidad
juega un papel muy importante.

Proposicion 1.19. Sea K C X convero. Entonces K es cerrado si y solo si K es débilmente
cerrado.

Demostracion. Para @ y X se tiene trivialmente.

Sea K no vacio, propio, convexo y cerrado. Sea xo € X \ K. Por el Teorema de Separacion
de Hahn-Banach, Teorema 1.9, existen f € X* y a € R tal que

fxo) < < f(2),

para todo z € K. Sea S = {z € X : f(z) < a}. Observamos que xy € S. Ademas, tenemos
que S = f71((—o00,a)), luego S es débilmente abierto. Por ultimo, tenemos que S C X \ K.

Asi que, como tenemos que zo € S C X \ K, concluimos que X \ K es débilmente abierto
y, por tanto, K es débilmente cerrado.

Sea ahora K no vacio, convexo y débilmente cerrado. Como la topologia débil es menos
fina que la inducida por la norma de X, se tiene que K es cerrado.

OJ

Sabemos que, como en todo espacio topolégico, un conjunto secuencialmente débilmente

cerrado serd débilmente cerrado. Sin embargo, a diferencia que con los cerrados generados

por la norma, no se tiene el reciproco. Nuevamente, la convexidad nos permitira decir algo
mas.

Corolario 1.20. Sea K C X convexo. Entonces K es débilmente cerrado si y solo si K es
secuencialmente débilmente cerrado.

12
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Demostracion. Supongamos que K es secuencialmente débilmente cerrado. Queremos ver
que es cerrado. Como K es convexo, por la Proposicion 1.19, esto es equivalente a ver que
K es cerrado, que a su vez es equivalente a probar que K es secuencialmente cerrado.

Sea {z,}, C K tal que x,, — x. Entonces, por la Proposicion 1.18, tenemos que x,, — x.
Como K es secuencialmente débilmente cerrado, concluimos que x € K, lo que finaliza la
prueba.

O

En un espacio de Banach, sabemos que la compacidad y la compacidad secuencial son
conceptos equivalentes. El Teorema de Eberlein-Smulian nos da un resultado similar en la
topologia débil. Su demostracion puede ser consultada en [6].

Teorema 1.21 (de Eberlein-Smulian). Para todo A C X los siguientes enunciados son

equivalentes:

1. Toda sucesion {x,}, C A tiene una subsucesion débilmente convergente en X.
2. Toda sucesion {x,}, C A tiene un punto de acumulacion débil en X.

3. La clausura débil de A es débilmente compacta.

1.3. Topologia débil*

Al igual que se ha definido la topologia débil sobre un espacio normado, se puede definir
de forma similar otra sobre el dual de dicho espacio. Esta es la conocida como topologia

débil*.

Definicion 1.22. Se define sobre X* la topologia débil* como aquella generada por la subbase
formada por conjuntos de la forma

Ulfoswie) ={f € X*:[(f = fo)(@)| <&},
con foe X", x e X ye>0.

Asi, de forma analoga a la topologia débil, un abierto arbitrario U de la topologia débil*
tendra la forma

n
U = U ﬂ U(fi,a; xi,oz; gi,a)a
acAi=1
con A un conjunto de cardinal cualquiera.

Proposicion 1.23. En la topologia débil* las aplicaciones {J,}.cx son continuas, donde
Jp : X* = R actia como J,.(f) = f(z).

Demostracion. Basta observar que

Ufo;z;e) ={f € X*: f(x) € (folz) — ¢, folz) +2)} =
={f e X" L.(f) € (folx) — ¢, folz) +¢)} =
= J, ((folx) — &, folx) +2)),

13
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donde (fo(z) — &, fo(x) +¢) C R es abierto.

Proposicion 1.24. La topologia débil* es Hausdorff.

Demostracion. Sean fi, fo € X* distintos. Entonces existe x € X tal que fi(x) # fo(z).
Sin pérdida de generalidad, supongamos que fi(z) < fa(x). Podemos entonces encontrar
a € R tal que fi(z) < o < fa(x). Consideramos entonces los conjuntos

U={feX": f(x)<a}
V={feX" : f(x)>a}
Tenemos que U = J; ' ((—oo,)) y V = J *((a, +00)), abiertos en la topologia débil*.
Ademas, fi e U, fo € VyUNV =g, lo que concluye la prueba.
0

Definicion 1.25. Se define la convergencia débil* de {f.}, a f € X*, que se denota como
fn —* [, como la convergencia en la topologia débil*.

Observacion 1.26. La unicidad del limite en esta topologia se deduce de la Proposicion

1.24.
Proposicion 1.27. Sea {f,}, C X*. Se verifican las siguiente propiedades:

1. fo =" f siy solo si fo(x) = f(x),Vor e X.
2. fa=f = > = fu>" [

Demostracion.

1. Supongamos que f, —* f. Entonces como .J, es continua para todo z € X por la
definicion de topologia débil*) tenemos que J,(f,) — J.(f),Vx € X. Esto es, f,(x) —
f(z),Vx € X.

Reciprocamente, supongamos que f,(z) — f(z),Vz € X. Sea U un entorno de f en la
topologia débil*. Entonces U = U(f;z1,...,x,;¢€). Por hipotesis, f,(x;) = f(z;),V1 <i <
k. Esto es, para cada i, existe n; € N tal que |f,(x;) — f(x;)| < ,Vn > n,. Tomando
Ny = Max <j<k Ny, tenemos que f, € U(f;x1,...,2T,;€),¥n > ng. Por tanto, f, —=* f.

2. Si f, — f, por la Proposiciéon 1.18, se tiene que f, — f.

Ahora bien, si f, — f entonces, por la Proposiciéon 1.18, para todo z € X se verifica

Jo(fn) = Jo(f). Esto es, fu(x) = f(x),Vo € X. Luego, por 1, f, —=* f.
0

El siguiente teorema fue demostrado por S. Banach en 1932 para espacios de Banach
separables y por L. Alaoglu para espacios generales en 1940. A pesar de que Banach present6
una demostracion constructiva del resultado, Alaoglu hizo uso del Teorema de Tychonoff,
tirando abajo la constructividad de la prueba. Este teorema contrasta enormemente con el
hecho de que, en la topologia inducida por la norma, la bola unidad de un espacio de Banach
solo es compacta cuando el espacio es de dimensién finita. Nuestra prueba esta basada en la
que aparece en |2].

14
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Teorema 1.28 (de Banach-Alaoglu). La bola unidad cerrada de X* es siempre compacta en
la topologia débil*.

Demostracion. Para cada v € X definimos I, = {t € R : [t| < ||z]|}. Sea Q =[], .y L»
Podemos identificar Q con A = {f : X — R : f(z) € I,,Vx € X} de la siguiente forma.

Si f € A, entonces |f(z)| < ||z||,Vz € X. Luego, {f(z)}.ex € Q. Por tanto, podemos
asociarle a f el elemento {f(z)},ex.

Reciprocamente, si {t,}.cx € Q, entonces |t,| < ||z|,Vz € X. Definimos entonces f :
X — R tal que f(z) =t,. Asi, f € A y podemos asignarle f a {t,},ex.

Con esto podemos dotar a €2 de la topologia producto, la menos fina tal que las proyecciones
sobre cada componente del producto sean continuas. Es decir, la topologia menos fina tal
que para todo z € X, las aplicaciones J, : Q@ — [, dada por J,(f) = f(z) son continuas.
Como cada I, es compacto (cerrado y acotado en R), por el Teorema de Tychonoff, Teorema
1.3, se tiene que {2 es compacto.

Ahora, con la identificacién anterior tenemos que Byx«(0,1) C Q. Noétese que J, es la
aplicacion sobre x de la inyeccidon canénica de X en X**. Entonces la topologia inducida por
2 sobre By+(0,1) no es méas que la topologia débil*.

Sean z,y € X y ¢ € R. Definimos F} ,, G, . : 2 = R como

Foy(f) = fla)+ fly) — flz+y)
G:):,c(f) = f(CQ?) - Cf(&l)
Entonces F,, = Jy + Jy — Jouy Y Goe = Jow — ¢Jy. Luego, F,, v G, son continuas por

ser combinacién algebraica de aplicaciones continuas en la topologia producto. Ahora bien,
por linealidad, tenemos que F ,(f) = G,.(f) =0,Vf € Bx«(0,1). Luego,

Bx:(0,1)= (] Fy(0)n () G40

T,yeX zeX,ceR

Asi, por continuidad y puesto que la interseccion arbitraria de cerrados es cerrado, tenemos
que Bx«(0,1) C € es cerrado. De que €2 sea compacto se deduce la compacidad de Bx«(0, 1)
en la topologia débil*.

O

1.4. Reflexividad y topologias débiles

Recordamos que un espacio de Banach X es reflexivo si la inyecciéon canénica J : X — X**
es sobreyectiva, es decir, si J(X) = X**.

El siguiente lema nos permitiré probar que en un espacio reflexivo la bola unidad es siempre
débilmente compacta. Ambos resultados pueden ser consultados en [2].

Lema 1.29. Sea ¢ : Y — X, donde X estd dotado de su topologia débil. Entonces ¢ es
continua si y solo st foyp:Y — R es continua para todo f € X*.
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Demostracion. Si ¢ es continua entonces f o ¢ también lo es por ser composicion de
continuas.

Ahora, supongamos que f o ¢ es continua para todo f € X*. Sea U C X abierto débil.
Entonces U se puede expresar como

U= fia(Uia).

acAi=1

donde los U; , C R son abiertos y f; o € X*. Entonces

e ) =N Uid W) = U (a0 9) " Uia)-

acAi=1 acAi=1

Como f; o 0 ¢ es continua, (f; 0 ¢@) (Ui ) es abierto, luego ¢ (U) también. Por tanto,
 es continua.

O

Proposicion 1.30. St X es reflexivo entonces la bola unidad en X es débilmente compacta.

Demostracion. Como X es reflexivo, J(X) = X*™*. Luego, para todo z € X, existe un
tnico T' € X** tal que J, =T.

Por el Teorema de Banach-Alaoglu, Teorema 1.28, tenemos que Bx++(0,1) es compacta
en la topologia débil* de X**. Veamos entonces que J~! : X** — X es continua, donde
X** esta dotado de su topologia débil* y X de su topologia débil. Por el Lema 1.29 esto es
equivalente a ver que foJ !: X** — R es continua, Vf € X*.

Ahora bien, dados T' € X** y € X su elemento asociado en X, tenemos que

(fo J7NT) = f(x) = L(f) = T(f).

Asi, fo J! coincide con E; : X** — R, dada por E;(T) = T(f). Por definicion de la
topologfa débil* en X**, esta E; es continua con lo que concluimos que la aplicacion fo J ™
es continua. Por lo observado anteriormente, tenemos entonces que J~! es continua.

Luego, como X es reflexivo, J~}(Bx«(0,1)) = Bx(0,1) y, como Bx«(0,1) es compacta
en la topologia débil* de X**, entonces Bx (0, 1) lo es también en la topologia débil de X.

O

Observacion 1.31. Se puede probar también el reciproco de este resultado. De esta forma,
tenemos un resultado de caracterizacion de espacios reflexivos. Un espacio es reflexivo si y
solo si su bola unidad es débilmente compacta. Una prueba de la otra implicacion puede ser
encontrada en [2].

Al igual que hicimos con los conjuntos débilmente cerrados, estamos interesados en ver
qué conjuntos son los débilmente compactos de X. Para dar una descripcion simple de estos
conjuntos nos tendremos que restringir a los espacios reflexivos. Veamos primero un lema que
nos servira para dar el resultado deseado, que al igual que el anterior puede ser encontrado
en [2].

16
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Lema 1.32. Sea K C X. Si f(K) es acotado para todo f € X* entonces K es acotado.
Demostracion. Consideramos la inyeccion candnica J : X — X**. Por hipoétesis,

sup [ 1,(f)] = sup |f(x)] < oo,
rzeK reK

para todo f € X*. Por tanto, por el Teorema de Banach-Steinhaus, Teorema 1.10, sup,cx || Jz|| <
oo. Entonces, existe ¢ > 0 tal que ||J.|| < ¢,Vx € K. Luego

[F@) = [L(D] < 1l AT < el

para todo x € K. Por el Corolario 1.8, tomando supremo en || f|| < 1, tenemos que ||z| <
c,Vr € K, por lo que K es acotado.

O

Teorema 1.33. Sean X reflexivo y K C X no vacio y convexo. Entonces K es cerrado y
acotado si y solo si K es débilmente compacto.

Demostracion. Supongamos que K es cerrado y acotado. Como ademés, K es convexo,
por la Proposicion 1.19, K es débilmente cerrado. Como K es acotado, existe M > 0 tal que
K C Bx(0,M) = MBx(0,1), bola débilmente compacta por la Proposicion 1.30. Por tanto,
K es débilmente compacto.

Reciprocamente, si K es débilmente compacto, K es débilmente cerrado, pues la topologia
débil es Hausdorff. Luego, por la Proposicion 1.19, K es cerrado. Veamos que es acotado.

Como K es débilmente compacto y f es continua, f(K) C R es compacto y, por ello,
acotado, para todo f € X*. Luego, por el Lema 1.32, K es acotado.

0

Este teorema es de gran ayuda pues nos permite usar argumentos de compacidad para
conjuntos convexos, cerrados y acotados en espacios reflexivos, conjuntos que en principio
no tienen por qué ser compactos en la topologia inducida por la norma.

Finalizamos la secciéon dando una lista de propiedades que caracterizan la reflexividad, de
formas muy diversas.

Teorema 1.34. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. X es reflexivo.

X* es reflexivo.

Bx(0,1) es débilmente compacta en X.

Toda sucesion acotada en X tiene una subsucesion débilmente convergente.

Para todo f € X* existe v € Bx(0,1) tal que f(z) = f]-

S v o

Para todos K C X acotado, cerrado y convexo y f € X*, emiste x € K tal que

f(x) = sup,cx f(y).

17
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7. Para toda sucesion decreciente {K,}, de subconjuntos no vacios, acotados, cerrados y
convezos de X, se tiene que [\, K, # &.

Las equivalencias 1 <= 2,1 <= 3y 1 <= 4 son consecuencia de la definicion
de espacio reflexivo, la Observaciéon 1.31 y el Teorema de Eberlein-Smulian, Teorema 1.21,
respectivamente. R. C. James probo 1 <= 5en [11] y 1 <= 6 en [12|. La caracterizacion
1 <= 7 puede ser encontrada en [15].
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Capitulo 2

Convexidad en espacios de Banach

El concepto de espacio de Banach uniformemente convexo fue introducido en 1936 por
J. A. Clarkson en su articulo “Uniformly Convex Spaces”, [3|. Geométricamente, una norma
es uniformemente convexa si cuando el punto medio de cualquier segmento sobre la esfera
unidad se aproxima a la misma entonces la longitud de dicho segmento tiende a 0. Una
clase de espacios mas débiles y que trataremos antes que los uniformemente convexos son los
estrictamente convexos. En estos espacios sabemos que si consideramos dos puntos sobre la
esfera unidad entonces el punto medio del segmento que generan queda en el interior de la
bola unidad.

2.1. Espacios de Banach estrictamente convexos

Definiciéon 2.1. Un espacio de Banach X se dird estrictamente convexo si para todos x,y €
X tales que ||z]] < 1,||ly|| <1 y ||]xr —y|| > 0 se tiene que

il

Equivalentemente, podemos decir que X es estrictamente convexo si para todos x,y € X
tales que ||z < 1, [lyl| < 1y [[*F2|| =1 se tiene que z = y.

Asi, en un espacio estrictamente convexo, la esfera unidad no contiene ningin segmento y
su punto medio queda en el interior de la bola abierta.

La siguiente caracterizacion de los espacios estrictamente convexos sera crucial a la hora
de probar la convexidad del conjunto de puntos fijos.

Lema 2.2. Sea u,v € X distintos. Entonces X estrictamente convezo si y solo si |[u + v|| =
|lul| + ||v|| implica que existe r > 0 tal que u = rv.

Demostracion. Sea X es estrictamente convexo. Si u = v = 0, el resultado se tiene tri-
vialmente. Supongamos entonces que u # 0 # v. Observamos primero lo siguiente. Sean
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a, 8 > 0. Entonces
a[[ull + B |v]l = a(llull + [lv]]) = (@ = B) vl =
= afu+vl = (a—=8) ] =
= [la(u+v)|| = [[(a = B)v] <
< [lefu +v) = (o = o]l =
= [lou 4 Buf| <
< aflul| + B lv] -

Asi, las desigualdades son igualdades y tenemos que ||au + fv|| = a||ul| + B|v]|. De esta
forma, si tomamos a = 2”u” y 3=

Luego, por la convexidad estricta de X se tiene que H 1=

Uu v
4
[ull " T

=1
2

1+1
2 2

H |
2|ull 2]

H T Esto es,

Veamos el reciproco. Supongamos que existiesen u,v € Bx/(0,
Entonces

1 1
+o=1

u+wv | <
~2 2

2

1=

1 1
< Sl + 5 Il

De esta forma, tenemos que 1 |lul| + 3 |[v]| = 1, con [|u|| ,[Jv]| < 1. Esto es, |lul| = [jv]| = 1.
Ademas,
lu+vll =2 = [lull +[lo] -

Entonces, por hipotesis, existe r > 0 tal que u = rv. Tomando norma, concluimos que
r =1, por lo que u = v. Por ello, X es estrictamente convexo.

O

Ahora bien, sean x,y, z € X, con X estrictamente convexo. Entonces, si en el lema anterior
tomamos u =x — z y v = z —y verificando ||z — z|| + ||z —y|| = |lz — 2+ 2z — y| = ||z — y||,
podemos encontrar r > 0 tal que x — z = r(z — y). Ademas, por la construcciéon de 7 en
dicho lema, este viene dado por r = [, donde r = |z — z|| y r2 = ||z — y||. Luego,

r
r—z=r(z—y) = 1—z2=—(2—y) =
T2
= nr—2)=nkz-y =
= (M +mr)z=rex+nry —
Tl

- z= T+ Y
1+ T 1+ T

Asi, en los espacios estrictamente convexos todo z que verifique ||x — z|| + ||z —y|| =
||lx — y|| estara en el segmento que une x con y.

Es maés, se tiene el reciproco. Si z estd en el segmento que une x con y, es decir, si
z=Ax+ (1 =Ny, con A € (0,1), entonces

r—z=(0=-Nz-(1=-Ny=(1-N(r-y),
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zy= A+ -Ny—y=Az—y).
De esto se deduce que ||z — z|| + ||z — y|| = ||z — y||

Tenemos también una condicién necesaria para que un espacio sea estrictamente convexo
en funcion de los elementos de su dual.

Teorema 2.3. Si X es estrictamente convexo sus funcionales alcanzan su norma a lo sumo
en un punto.

Demostracion. Sea f € X* que alcanza su norma y supongamos que la alcanza en x,y €
Sx(0,1), distintos. Esto es, f(z) = || f|| = f(y). Como X es estrictamente convexo, tenemos
que H"E—;yH < 1. Ahora bien,

(55| <un

(55| = 3+ sl = 3+ 1D = 11,

lo que supone contradiccion.

x+y

H <1/

pero

2.2. [Espacios de Banach uniformemente convexos

Definicion 2.4. Un espacio de Banach X se dice uniformemente convezo si para todo € €
(0,2] existe 6 > 0 tal que si ||| <1, |lyll <1 y ||z —y|| > € entonces

oo oes

En vista de la definicion, observamos que a diferencia de los espacios estrictamente con-
vexos, en los que so6lo podiamos asegurar que el punto medio estaba en el interior de la bola
unidad, en los uniformemente convexos podemos saber ademas cuan “profundo” en la bola
esta dicho punto. Es por ello que de forma inmediata se desprende el siguiente resultado.

Proposicion 2.5. Si X es uniformemente convexo entonces es estrictamente convexo.

Demostracion. Sean x,y € X tales que ||z]| < 1,[ly]| < 1y ||z —y| > 0. Entonces existe
e > 0 tal que ||z — y|| > e. Como X es uniformemente convexo, existe § > 0 tal que

rT+y

J<1scn

Luego, X es estrictamente convexo.
O

De esta forma, podemos trasladar a los espacios uniformemente convexos todas las pro-
piedades de los espacios estrictamente convexos probadas en la seccion anterior.

Veamos un primer ejemplo de espacio uniformemente convexo.
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Ejemplo 2.6. Los espacios de Hilbert son uniformemente convezros. Otros espacios unifor-
memente convexos son los P y LP, con p € (1,00), como puede comprobarse en [3].

Sean H un espacio de Hilbert y z,y € H tales que ||z|,|ly]| < 1y ||z —y| > e. Por la
identidad del paralelogramo tenemos que

lz +yl” = 2[lz1” + 2 llyI” = e — >

Entonces
2
I"I‘y 1 2 1 2 1 2 52
=_ z — 2l = <1-—=
U = Sl g I - ool < 1= 5
Por tanto, xTJFyH <4/1-— %. Tomando 6 =1—4/1 — % tenemos la convexidad uniforme
de H.

Ahora definiremos un concepto de suma importancia para estudiar la convexidad de es-
pacios de Banach: el modulo de convexidad. Esta funciéon nos dira “como de convexo” es un
espacio de Banach.

Definiciéon 2.7. Dado un espacio de Banach X, se define su modulo de convexidad como la
funcion 0x : [0,2] — [0, 1] dada por

r+y
2

dx(e) = inf {1 -

H el < LIyl < 1, eyl > }

Con esta funcion, podemos cuantificar la convexidad y comparar espacios de Banach en
términos de esta. Es decir, si X e Y son dos espacios de Banach tales que dx(g) > dy(¢),Ve €
0, 2] entonces podemos decir que X es “mas convexo” que Y.

Ejemplo 2.8. Continuando el ejemplo anterior tenemos que el mddulo de convexidad de
cualquier espacto de Hilbert H es

Una propiedad importante (mencionada en [7]) que verifica el modulo de convexidad es
que para hallarlo, basta restringirse a los subespacios de dimension 2. Es decir,

Sx(¢) = if dp(e), (2.2)

donde el infimo esta tomado en los subespacios £ C X de dimension 2.

Con el moédulo de convexidad, podemos extraer un primer resultado de caracterizacion
para espacios uniformemente convexos.

Teorema 2.9. Un espacio de Banach X es uniformemente convezxo si y solo si 0x(g) >
0,Ve > 0.
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Demostracion. Si dx(g) > 0 entonces tenemos que para todos z,y € X tales que ||z|| < 1,
ly[l <1y [lz —yl| > ¢ se verifica

e

Luego,
T+y

H S 1-— 5)((6),

por lo que X es uniformemente convexo.

Ahora, supongamos que X es uniformemente convexo. Sean z,y € X tales que ||z| <1,
lyll <1y |Jz—y| > e. Entonces, existe 6 > 0 tal que

1_ r+y

E

Tomando infimo, tenemos que

5)((8) >0 >0, (23)

con lo que se concluye la prueba.

Observacion 2.10. De (2.3) se deduce también que el modulo de convexidad es el mayor §

que verifica
Tty

H <1—bx(e), (2.4)

para [z <1, Jy <1y llz =yl > e

Proposicion 2.11. La condicion (2.4) es equivalente a que para todos x,y,p € X, R >0y
r € [0,2R] tales que ||z —p|| < R, |ly —pl| < R y [z —y|| > r se tenga que

o= 252 < (1-0x () 7 2.5)

Demostracion. Si se da (2.5) entonces tomando p =0, R =1y r = ¢ tenemos (2.4).

Veamos la otra implicaciéon. De las hipotesis tenemos que

<1

r—p
R
y—p
<1
=)<
Por otra parte,

r< |z —yll =l —-p) -y -pl,
y por tanto

r
B>

T—p y-—p
R R ||’
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con € [0,2]. Asi, por (2.4), tenemos que

< ()

1
2

b <0 () m

Equivalentemente,

O

Esta version alternativa nos facilitara probar la siguiente caracterizacién para espacios
estrictamente convexos.

Teorema 2.12. Un espacio de Banach es estrictamente convezo si y solo si dx(2) =1

Demostracion. Sea 0x(2) = 1. Supongamos que z,y € X son tales que [|z]| < 1, ||y < 1
y H"’TJ””H = 1. Entonces, por la Proposicién 2.11, tenemos que

<1—=0dx(lz = (=pl) =1-dx(lz +yll) =1 —dx(2) =0.

r—y
2

=t
2

Luego, x = y por lo que X es estrictamente convexo.

Reciprocamente, supongamos que X es estrictamente convexo. Sean z,y € X tales que
lz|| <1, |lyl| <1y |Jz —y|| = 2. Entonces se tiene que z = —y.

Supongamos que no. Por la convexidad estricta de X tenemos que

T —y z+ (—y)
1= =||l— <1
o B
lo que supone contradiccion. Por tanto,
- x—iryH_l_ vz,
2 2

Luego, dx(2) = 1.
0J

Este teorema se puede interpretar como que, en los espacios estrictamente convexos, sélo
los puntos antipodales estan a distancia 2.

Resulta natural preguntarse si dos espacios isométricamente isomorfos son “igual” de con-
vexos. Como cabia esperar, la proposicién que sigue nos da una respuesta afirmativa a esta
pregunta.

Proposicion 2.13. El mddulo de convexidad es invariante bajo isomorfismos isométricos.

Demostracion. Sean X e Y espacios de Banach y 7' : X — Y un isomorfismo isométrico
entre ellos. Sean z1,20 € X e y1,y2 € Y tales que Txy = y1 y Txyg = ys. Como T es
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isometria, [la1]| = [y ¥ laall = ell. Entonces [lz1], 5] < 1y e — 2] > € si y solo si
ol llall < 1y llys — vl > e

De esta forma,

Y1 + Y2 _ TIl + T£C2 — |7 T+ Xo <
2 2 2 -
< I || 22 | = {2 < 1 oxce,

pues al ser T" isometria se verifica que ||T|| = 1.

Asi, H%H < 1—90x(e) y como en Y el mayor nimero que verifica esta condicion es
dy (€), tenemos que dx(g) < dy ().

Por otra parte,

vita| | T+ T | e (it w| o
2 2 2 -
SHTlH‘yI—;yQ :‘yl—;% <1—6y(e).

Por el mismo argumento, dy(¢) < dx(g), lo que concluye la prueba.
[

Definiciéon 2.14. La caracteristica o coeficiente de convexidad de un espacio de Banach X
es

go(X) =sup{e > 0:0x(e) = 0}.

Geométricamente, la caracteristica de convexidad de un espacio de Banach acota la lon-
gitud de los segmentos que estan sobre la esfera unidad.

La caracteristica de convexidad también nos permite caracterizar los espacios uniforme-
mente convexos como consecuencia del Teorema 2.9.

Teorema 2.15. Un espacios de Banach X es uniformemente convexo si y solo sieo(X) = 0.

Ejemplo 2.16. En un espacio de Hilbert H se tiene que eo(H) = 0. Por el teorema anterior,
todo espacio de Hilbert es uniformemente convexo.

Un hecho a destacar es que en virtud de la Proposicion 2.13, si T : X — Y es un
isomorfismo isométrico

eo(Y) =sup{e > 0:dy(e) =0} =sup{e > 0: dx(e) = 0} = &o(X),

por lo que la caracteristica de convexidad es también invariante bajo isomorfismos isométri-
COS.

Lema 2.17. El mddulo de convexidad de un espacio de Banach es creciente en [0, 2].
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Demostracion. Sean u,v € X vectores linealmente independientes con |ju|| = [jv]| = 1.
Definimos el moédulo de convexidad direccional (en las direcciones v y v) como

T+y

H el < 1yl < 1, = — ol Ze,x—y:Au,HyZW}

dup(€) = Inf {1 -

Veamos que es creciente. Sean 1,5 € [0,2), con g1 < g59. Dado € > 0, sea
A, ={zy) e X x Xtz <Lyl < Lllz -yl 2,2 —y = Au,x +y = pv}.

Sea (z,y) € A, Entonces [|z|,[lyll < 1, [z —yl| > ey x—y = A,z +y = pov. En
particular, como g1 < &5 se tiene que ||z — y|| > ;. Junto con todo lo demés concluimos que
(z,y) € A3}, Por tanto, A2, C A3, y, tomando infimo llegamos a que

6u,v(51) S 6u,v(52)- (26)

Como u y v son linealmente independientes, tenemos que E = span{u, v} recorre todos
los subespacios de dimension 2 de X. Por ello, tomando infimo en (2.6) y gracias a (2.2)
concluimos que

5)((51) S 5_)((82).

O

Observacion 2.18. En el desarrollo de la demostracion hemos visto también que el modulo
de convexidad direccional es también creciente.

Cerramos la seccion probando la continuidad del médulo de convexidad. La idea de esta
prueba se puede encontrar en [7], que hemos desarrollado con todo detalle.

Proposicion 2.19. El médulo de converidad de un espacio de Banach es continuo en [0, 2).

Demostracion. Sean u,v € X vectores linealmente independientes con |ju|| = [jv]| = 1.
Consideramos entonces el médulo de convexidad direccional

, T+
Suste) = inf {1 |52l < 1l < Ll ol 2 v =y = N+ = o

Veamos que es convexa. Dado € > 0, sea

Ao ={(@y) e X X Xzl <Lyl S Ll —yll > 62 —y = du, v+ y = po}

Sean e1,e9 € [0,2], (z1,11) € A7, ¥ (v2,2) € A2, Entonces existen A, Ag, pu1, 12 € R
tales que
T — Y1 = AU

T+ y1 = uv
To — Y2 = AU
To + Y2 = W2V
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Sea t € (0,1). Tomamos z3 = tzy + (1 — )2, ys = tys + (1 — O)y2 y €3 = tez + (1 — t)eq.
Claramente, ||zs]| <1y [|ys]| < 1. Ademas,

r3 —ys =tz —y1) + (1 =) (22 — y2) = thiu + (1 — ) Aau = [tA + (1 — ) Ao]u
Anéalogamente
T3+ Yz = [tpn + (1 — t)pe)v.
Por otra parte,
25 — ys|| = [[t(z1 — y1) + (1 = t)(z2 — o) -
Ahora bien, se verifica

A A t A
txy — ) =thu = t)\1/\—zu = t/\—;(xz —Y2) = :)\_;(1 — 1) (z2 — y2), (2.7)

luego t(z1 —y1) y (1 —t)(z2 — y2) son linealmente dependientes, por lo que la desiguadaldad
triangular alcanza la igualdad. Esto es,

23 — ysll = tllzr — yull + (L = 1) lwz — wol| = ter + (1 = t)ea.
Con todo esto concluimos que
tAS 4 (1 —t)A%2 C Alert-te

Asi, tomando infimo tenemos que

fnf (1— “LyH) < nf (1— "HyH> (2.8)
(y)ealsiyti-0e 2 (@) ELATL +(1-1) A2, 2

Sean (z1,w1) € AL,y (22, w2) € AP, tales que x = tz; + (1 — t)wy e y = tzp + (1 — t)ws.
Entonces

Ea
Ahora bien, al igual que en (2.7) tenemos que t(z; +wy) y (1 —t)(z2 +ws2) son linealmente
dependientes. Por ello, la desigualdad triangular es igualdad y se tiene que

tzr + (1 —t)zo + twr + (1 — t)wy
2

1—

[t wn) + (1= 1) (22 + w)
. :

1— x+yH:1_t z1 +wy —(1—t) Z9 + Wa _
2
:t(l— At )+(1—t)(1— Z2J;w2 )

Luego, volviendo a (2.8), concluimos que

inf (1 — ) < inf {t (1 —
(zy)e Al (702 (21,w1)EASL,

(3271”2)61422,11

r+y
2

Z1 +wq
2

)+
Zo + Wao
2

+(1—1) (1 -
= inf [téu,v(al) +(1—-1) <1 —

(z2,w2) €A,

):

22—|—w2
2

)]-

=ty (1) + (1 — t)ey ().
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Por tanto, 6, (te; + (1 — t)ea) < t0yp(e1) + (1 — t)dy(e2). Luego 0, es convexa.

Ahora, el hecho de que u y v tengan norma 1 y sean linealmente independientes nos dice
que u # tv. Entonces E = span{u, v} recorre los subespacios de dimension 2 de X. Luego,
por (2.2)

dx(e) = mf{du () : [Jul| = [|v] = 1,u # £ov}.

Veamos la continuidad de dx. Fijamos a € (0,2). Sean 1,65 € [0,a], con g; < &53. De
la demostracion del Lema 2.6 sabemos que 6,,(¢1) < dy(€2). Por la convexidad de d,,
sabemos que la funcién

571,,1)(52) - 5u,v(51)

€2 — €1

es no decreciente, tanto si fijamos €; como si fijamos 5. Por tanto,

5u,’u(52) - 5u,v(51) < 6u,v(2) - 5u,v(a> < 1
€2 — €1 - 2—a ~—2—a’

pues dy.4(2), 6y(a) < 1. Luego,

1
2—a

Ouw(E2) — Ouw(er) < (€9 —&1)

De esta forma, si p > 0 es tal que g5 — £1 < p tendremos que

— <
5u,v(52) 5u,v(51) =9 _ (17

para todos wu,v. Por ello, {0,, : ||u]| = ||v|| = 1,u # v} es una familia equicontinua en
0, a]. Por ultimo, tenemos que

5u,v(€2> S ﬁ + 6u,v(€1)7

por lo que tomando infimo concluimos que

ix(22) < 5= + dx(e).

Luego, si €2 — &1 < p tenemos que dx(g2) — dx(e1) < 52, por lo que x es continua en
[0, a]. Por la arbitrariedad de a € (0,2) se tiene la continuidad en [0, 2).

O
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Capitulo 3

Teorema de Kirk para aplicaciones no
expansivas

Una vez establecidos los conceptos de topologias débiles y convexidad necesarios, podemos
pasar al estudio de los puntos fijos de una aplicacién no expansiva. Como vimos en el Capitulo
1, la caracterizacion de los conjuntos débilmente compactos convexos nos permitira usar
resultados de compacidad a conjuntos convexos, cerrados y acotados en espacios reflexivos.

Comenzamos definiendo los dos conceptos que pretendemos estudiar: los puntos fijos y las
aplicaciones no expansivas.

Definicion 3.1. Sea T : X — X. Un punto fijo de T es un x € X tal que Tx = x.
Definicion 3.2. Sean (X, d) un espacio métrico y K C X. Se dice que T : K — K es

1. una contraccion si eziste k € (0,1) tal que d(Tz, Ty) < kd(z,y),Vx,y € K. A k se le
denominard como constante de contraccion de T

2. contractiva si d(Tx,Ty) < d(z,y),Yx,y € K.
3. no expansiva si d(Tz, Ty) < d(z,y),Vx,y € K.

Observacion 3.3. Se prueba inmediatamente por induccion que la constante de contraccion
de T™ es k™, con k la constante de contraccion de T

Para n = 1 se tiene por definicion. Supongamos que se tiene para n — 1. Entonces, si
r,ye X

d(T"2, ") = d(T"" o T)a, (T"" o T)y) < k"'d(T, Ty) < k"d(x,y),

lo que finaliza la induccion.

También es fdacil ver que cualquiera de estas aplicaciones es continua.

3.1. Principio de Contracciéon de Banach

Como indica el titulo del capitulo, nos centraremos el estudio de la existencia de puntos
fijos en las aplicaciones no expansivas. A pesar de ello, antes presentaremos el conocido
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como Principio de Contraccion de Banach, resultado fundamental en Teoria de Punto Fijo.
En este, se da la existencia y unicidad de punto fijo para contracciones bajo la condicién de
que el espacio ambiente sea completo y un método para obtener dicho punto fijo. Es més,
ofrece también una cota para la velocidad de convergencia de dicho método.

Teorema 3.4 (Principio de Contraccion de Banach). Sean (X, d) un espacio métrico com-
pleto y T : X — X una contraccion. Entonces, T tiene un unico punto fijo x € X y, para
cada xo € X, la sucesion {T"xy}, converge a dicho punto. Ademds, se tiene que

n

d(T" g, 7) < 1k - d(@o, Txo),

donde k € (0,1) es la constante de contraccion de T

Demostracion. Sea xy € X. Definimos la sucesion {x,}, dada por z, = T"z¢,n > 0.
Entonces, x,41 = T"zy = (T o T")xg = T'z,. Veamos que la sucesion es de Cauchy.

Sean n, m € N. Se tiene que

d(Tn, Tpim) = d(T"2o, T" ™ x0) = d(T" 20, T" 0 T™x0) < k(T™)d(20, T 20).

Reiterando la desigualdad triangular y, puesto que k(71") = k™, llegamos a que

A(Tp, Togm) < K"[d(xg, Txo) + d(Txo, T2350) 44 d(Tmflxo, T™(x0))] <
S k’n[d(l‘o, Tl’()) + k’d(l‘o, TZE()) + e + km_ld(l‘o, TZE())] S

<K' (L4 kA4 -+ K" d(wo, Trg) = (3.1)
1—-E™m

1-—k™

Como T es una contracciéon, 0 < k < 1. Por tanto, k" ( - ) — 0. Luego, {z,}, es una
sucesion de Cauchy. Puesto que X es completo, existe © € X tal que =, = T"(zy) — =.
Ademas, este x es punto fijo de T pues, por continuidad de T, se tiene que Tz, — Tx v,
tomando limite en x,,, = Tx,, se deduce que z = T'z.

Ademas, es tinico. Supongamos que existiese y € X distinto de x tal que Ty = y. Entonces
d(z,y) =d(Tz,Ty) < kd(z,y).

Asi, (1 —k)d(z,y) <0y como 1 —k >0, tenemos que d(z,y) = 0. Luego x = y.

Por tultimo, tomando m — oo en (3.1), tenemos que

n

1—k

d(zy, ) < d(zo, T'xo),

lo que concluye la prueba.
O

La condicién de que T sea contractiva es mas fuerte de lo necesario. Basta con que exista
un n € N tal que T™ lo sea.
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Corolario 3.5. Sean (X, d) un espacio métrico completo y T : X — X wuna aplicacion tal
que T™ es una contraccion para algun n € N. Entonces T tiene un tinico punto fijo x € X.

Demostracion. Como T™ es una contraccion, por el Principio de Contracciéon de Banach
existe un tnico x € X tal que T"z = z. Entonces Tz = T'z. Asi, tenemos que T"(Tx) =
Tx. Luego Tz es también punto fijo de T™. De la unicidad deducimos que Tx = x.

O

3.2. Sucesiones de casi puntos fijos

Mientras que para las contracciones tenemos el Principio del Punto Fijo de Banach, po-
demos encontrar aplicaciones no expansivas en espacios métricos completos que carecen de
puntos fijos. Veamos algunas.

Sea C visto como R-espacio vectorial de dimensién 2, con la métrica inducida por el
modulo. Sea T, : ST — S! dada por T,z = az, con |a| = 1, donde S es la circunferencia
unidad. Si 2, zp € S, tenemos que

|Toz1 — Toze| = |z — azs| = |af|z1 — 22| = |21 — 22

Luego, T,, es no expansiva. Es més, es una isometria. Supongamos que 7, tiene un punto
fijo. Sea este z € S*. Entonces, az = 2 y esto es si y solo si & = 1, donde T} es la identidad
en S'. Asi, si consideramos a # 1, T,, no tiene puntos fijo, y sin embargo S! es completo por
ser subconjunto cerrado de C.

Nuevamente en C, consideremos H = {z € C: Rez > 0}. Sea a > 0. Definimos 7, : H —
H como T,z = z + a. Entonces se cumple que |T,21 — Tyzo| = |21 — 20|, V21,22 € H. Asi, T,
es no expansiva y, en particular, una isometria. En cambio, si a # 0, T, no tiene puntos fijos.

Por ultimo, consideramos en R el intervalo abierto (0,1) y 7" : (0,1) — (0,1) dada por
Tx = %x Entonces, |Tx — Ty| < |z — y|, pero no tiene puntos fijos pues el tnico es 0, que
no pertenece a (0, 1).

De esta forma hemos visto que, incluso en casos sencillos, la existencia de puntos fijos puede
fallar cuando el conjunto sobre el que estd definida la aplicaciéon no es cerrado, convexo o
acotado. Estas son condiciones que surgen de forma natural para asegurar la existencia de
puntos fijos de una aplicaciéon no expansiva, al tratar de usar la compacidad débil. Es por

ello que definiremos la Propiedad de Punto Fijo como sigue.

Definicion 3.6. Diremos que un espacio de Banach X tiene la Propiedad del Punto Fijo
st toda aplicacion no expansiva T : K — K tiene al menos un punto fijo, con K C X no
vacio, acotado, cerrado y convezo.

Un primer resultado que nos sugiere que debemos restringirnos a los conjuntos cerrados,
convexos y acotados es el siguiente lema. Es mas, es uno de los més centrales del trabajo.
Sera de gran utilidad en el Capitulo 5, pues nos permitira caracterizar los puntos fijos de
una aplicacion en ultrapotencias. La prueba de este lema se encuentra en |[7].
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Lema 3.7. Sean K C X no vacio, cerrado, convexo y acotado yT : K — K no expansiva.
Entonces inf,c ||z — Tz|| = 0.

Demostracion. Sean z € K y 0 < ¢ < 1. Definimos 7., : K — K como T.x = ez+(1—¢)Tx.
Esta aplicacion esta bien definida pues, por la convexidad de K, si x € K entonces T,x € K.

Ahora bien, observamos que
[Tex = Tey|| = |1 —e)(Tz = Ty)| < (1 =) [z =y,

para todos z,y € K, donde se ha usado la no expansividad de T". Asi, T. es una contraccion.
Como ademas K es completo, por ser un subconjunto cerrado de un espacio completo, por
el Principio de Contracciéon de Banach, existe x. € K punto fijo de 1.

Asi, tenemos que

|ze = Tx|| = || Texe — Tx|| = |lez + (1 —e)Tx. — Tx.|| =€ ||z — Ta.|| < ediam K.

Como K es acotado, diam K < oo y tomando € — 07, se tiene lo que se queria probar.
O

De esta forma, nos encontramos con los casi puntos fijos de T'. Es decir, en las condiciones
del lema, podemos encontrar z € K tan cerca de T'r como queramos. Luego, en virtud de
este resultado, en un conjunto no vacio, cerrado, convexo y acotado, podemos encontrar para
toda T no expansiva una sucesion {z, }, C K de forma que ||x,, — Tz, || — 0. A esta sucesion
la llamaremos sucesion de casi puntos fijos de T'.

Ademas, de este lema se desprende un primer resultado de existencia de punto fijo para
aplicaciones no expansivas.

Teorema 3.8. St K C X es no vacio, compacto y convexo entonces toda T : K — K no
expansiva posee al menos un punto fijo.

Con este teorema ya podemos deducir que los espacios de Banach de dimension finita
poseen la Propiedad del Punto Fijo. Sin embargo, lo volveremos a probar haciendo uso de
la ultrapotencia.

3.3. Estructura del conjunto de puntos fijos de una apli-
cacién no expansiva

Denotamos por Fix T al conjunto de puntos fijos de la aplicaciéon no expansiva T'. Obser-
vamos los siguiente:

FixT={r e X : To=2}y={vc X :(T—Id)x=0}=(T—Id)(0),

con Id: X — X laidentidad. Como T e Id son continuas y {0} es cerrado, podemos concluir
que el conjunto de puntos fijos de una aplicacién no expansiva es siempre cerrado.

La introducciéon del concepto de espacio de Banach estrictamente convexo nos permitiré
dotar a FixT de convexidad. Esta prueba se puede hallar en [7].
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Proposicion 3.9. Sean X estrictamente convexo y K C X cerrado y convexo. SiT : K — K
es no expansiva entonces FixT es cerrado y convexo.

Demostracion. El hecho de que Fix T sea cerrado ya se dedujo al principio de la presente
seccion como consecuencia de la continuidad de T

Sean z,y € FixTy z = Ax + (1 — Ny € K, con A € (0,1). Entonces como Tz = z y
Ty =y, tenemos que

le =Tz + [Tz = yll = [Tz = T=2|| + [Tz = Tyl < ||z = 2[| + |z = vll

Como z,y y z estan en el mismo segmento, ||z — z|| + ||z — y|| = ||Jx — y||. Por tanto,

le =Tz + [Tz =yl < lz =yl = [lo =Tz + Tz —yl| < |lz = Tz + [Tz -y

De esta forma, las desigualdades pasan a ser igualdades y ||z — Tz||+||Tz — y|| = ||x — v
Luego, como X es estrictamente convexo, Tz esta en el segmento que une a = e y, al igual
que z. Ahora bien,

[ =Tzl| = [Tz = Tz|| < ||z — 2|

1Tz =yl = [Tz = Tyl < |z = yll

Por ende, Tz esta tanto en el segmento que une x con z como en el que une z con y.
Puesto que la interseccion de ambos segmentos es tinicamente z, concluimos que Tz = z,
por lo que z € FixT y este conjunto es convexo.

O

Supongamos ademés que K es acotado. Entonces, como FixT' C K, el conjunto de puntos
fijos de T" sera también acotado. Al ser los espacios uniformemente convexos reflexivos (como
consecuencia del Teorema 4.32, aunque fue probado de forma directa por B. J. Pettis en [16]),
podemos dar la siguiente proposicion.

Proposicion 3.10. Sean X uniformemente convexo y K C X convexo, cerrado y acotado.
S1T: K — K es no expansiva entonces FixT es débilmente compacto.

Demostracion. Se deduce de la reflexividad de los espacios uniformemente convexos y la
aplicacion de la Proposicion 3.9 y del Teorema 1.33.

0

3.4. Teorema del Punto Fijo de Kirk

En 1965, W.A. Kirk dio su resultado de punto fijo, en el que relacionaba la existencia
de puntos fijos con la estructura normal de K. Esta conclusion a la que llegd Kirk abarco
los teoremas de punto fijo de Browder y Gohde, que pasaron a ser casos particulares del
primero. Es por ello que a menudo se hace referencia a este teorema como Teorema de
Brouwer-Gohde-Kirk. A pesar de que en los Capitulos 4 y 5 se desarrollara toda la teoria de
ultrafiltros y superreflexividad para estudiar la existencia de puntos fijos, la mayoria de los
resultados que obtendremos pueden ser vistos como consecuencias de este teorema.
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Para poder probar este hecho, vamos a hacer primero un recorrido por algunas definiciones
y resultados de geometria de espacios de Banach.

Definiciéon 3.11. Dados K,L C X, se definen:
1. El radio de Chebyshev de K respecto de y € X, denotado por r,(K), como

ry(K) = Sup ly — |

2. El radio de Chebyshev de K respecto de L, denotado como r(K), como

ri(K) = inf r, (K)

yeL

3. El centro de Chebyshev de K respecto de L, que denotaremos como Cr(k), como

CL(K) ={y € L:ry(K) =ry(K)}

Cuando L = K, el radio y el centro de Chebyshev de K se denotaran por r(K) y C(K),
respectivamente.

Observacion 3.12. Se tiene inmediatamente que r(K) < r,(K) < diam K, para cualquier
ye K.

Proposicion 3.13. El radio de Chebyshev de K respecto de un punto es una funcion conveza.

Demostracion. Sean z,y € K y A € [0, 1]. Entonces, si z € K,

N+ (1 =Ny—z[|[=[A+(1=-Ny—Az+(1=N)z| <
<Az =zl + (1= XA) [ly — 2| .

Tomando supremo en z € K, obtenemos el resultado.
O
Veamos una primera propiedad del centro de Chebyshev, probada por W. A. Kirk en [14]

Proposicion 3.14. Si X es reflexivo entonces C(K) es no vacio, cerrado y convexo, con K
cerrado y convero.

Demostracion. Sea K (z,n) = {y € K : ||z — y|| < r(K)+21}. Estos son no vacios pues z €

K(x,n). Observamos que K (z,n) es cerrado y convexo pues K (z,n) = KNB (z,7(K) + 1).

Sea "
C, = m K(z,n).

zeK

Ahora, para cada n € N, existe u, € K tal que r,, (K) < r(K)+ 1. Entonces |lu, — z| <
r(K) + %,V:p € K. Por tanto, u,, € K(z,n),Vor € K y, por ende, u, € C,. Luego, C,, es no
vacio.

Ademas, {C,},, es una sucesion decreciente (C,, 2 C,,11) de cerrados convexos. Veamoslo.
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Claramente son cerrados convexos por ser interseccion de conjuntos de este tipo. Sea
y € Cpy1. Entonces, y € K(z,n),Vz € K. Por tanto,

1

—yl| <r(K
o=yl < 7(K) + ——

1
<r(K)+—,Vo e K.
n

Luego, y € C,.

Con esto, consideramos (.-, C,,. Como X es reflexivo, y {C,, },, es una sucesion decreciente
de conjuntos no vacios, acotados, cerrados y convexos, por el Teorema 1.34, tenemos que
esta intersecciéon es no vacia. Ademas, es acotada, cerrada y convexa, por ser interseccion de
conjuntos de este tipo. Veamos que coincide con C'(K).

Sea z € C(K). Entonces r,(K) = r(K). Asi, para todo y € K tenemos que

1
lz =yl <supllz —y|| = 1.(K) =r(K) <r(K)+ —,¥n > 1.
yeK n

Con esto, z € K(y,n),Vy € K,Vn > 1. Esto es, x € (), C,.

Ahora, sea x € (-, Cy. Entonces ||z — y|| < r(K)+ 1,Vy € K,Vn > 1. Tomando limite
en n, tenemos que ||z — y|| < r(K),Vy € K. Si tomamos ahora supremo en y € K, obtenemos
r.(K) < r(K). Como siempre se tiene que r(K) < r,(K), concluimos que r,(K) = r(K),
con lo que z € C(K).

Por tanto, C(K) = (,—, Cy, luego este es no vacio, cerrado y convexo.

U

Definicion 3.15. Un punto y € K se dird diametral sir,(K) = diam K. En caso contrario,
se dird no diametral. Un conjunto se dird diametral si todos sus puntos lo son.

La definicién de estructura normal fue dada por primera vez por M. S. Brodskii y D. P.
Milman en 1948 y fue el concepto que exploté Kirk para dar su teorema de punto fijo, que
veremos al final del capitulo.

Definicion 3.16. Un subconjunto convero K C X se dice que tiene estructura normal si
todo subconjunto acotado y convero S C K, con diam S > 0, contiene al menos un punto no
diametral.

Esto es, si K tiene estructura normal, sus tnicos subconjuntos diametrales convexos son
los unitarios. Es decir, si S C K es convexo, acotado y diam .S > 0 entonces 7(S) < diam S.

A través del siguiente tipo de sucesiones, las sucesiones diametrales, somos capaces de
caracterizar la estructura normal.

La introducciéon de los conjuntos T-invariantes nos facilita la tarea de la biisqueda de

puntos fijos, como veremos a continuacion.

Definicion 3.17. Una sucesion acotada {z,}, C X se dice diametral si no es constante a
partir de un término y si

lim d(z41,conv{zy,...,z,}) = diam{x;, xs,...}
n—oo
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Proposicion 3.18. Un conjunto convexo y acotado K C X tiene estructura normal si y
solo si mo contiene ninguna sucesion diametral.

A pesar de que esta equivalencia no es utilizada en este trabajo destacamos que su demos-
tracion se puede ver en [7].

Definiciéon 3.19. Dado K C X, un subconjunto D C K no vacio, cerrado y convexo se dird
T-invariante si T(D) C D. Ademds, si D no contiene ningin otro subconjunto no vacio,
cerrado, convexo y T-invariante, se dice que es T-invariante minimal.

Una primera observacion es que si {D;};e; C K es una familia de conjuntos no vacios,
cerrados, convexos y T-invariantes, entonces su interseccion es claramente cerrada y convexa.
Ademés, como T'(D;) C D;,Vi € I se verifica

T (ﬂ D,-) c(\T(D;) c (D,

iel iel iel

por lo que la intersecciéon es también T-invariante. Sin embargo, no podemos asegurar que
sea no vacia.

Los conjuntos T-invariantes resultan interesantes pues podemos centrar el estudio de la
existencia de puntos fijos de T' : K — K en ellos pues, si T posee algin punto fijo en
K, forzosamente ha de estar en algiin subconjunto T-invariante de K. Es més, en caso de
existir, podriamos reducir el estudio a los conjuntos 7T-invariantes minimales. El lema de

Zorn nos asegura la existencia de estos en los conjuntos débilmente compactos de un espacio
de Banach.

Teorema 3.20. Sea K C X no vacio y débilmente compacto. Entonces para toda aplicacion
no expansiwa T : K — K existe un subconjunto débilmente compacto de K que es T'-
mvariante minimal.

Demostracion. Sea M el conjunto de subconjuntos débilmente compactos y T-invariantes
de K. Claramente esta familia es no vacia pues K € M. Consideramos en M el orden dado
por

K, <Ky, <— K; C Ky,

con Ki, Ky € M. Sean C una cadena en My C, = ﬂCeC C.

Veamos que C, es no vacio. Como C esta totalmente ordenado por <, los conjuntos
de la interseccion estan encajados. Esto es, si C = {Cy}aea entonces C, C Cp, con o <
B. Sea {C,,,...,C,s,} C C. Como estan encajados, sin pérdida de generalidad, podemos
ordenarlos como C,, C --- C C,, . Ahora bien, C,, € M y por ello es no vacio. Entonces
existe © € C,, y por ende x € C,,,1 < i < n. Por tanto, (|, Co, # @. Asi, C tiene la
propiedad de interseccion finita y, puesto que K es débilmente compacto, concluimos que

Coo =Neec C # 2.

Veamos ahora que C, es débilmente compacto. Como cada C' € C es débilmente compacto
y la topologia débil es Hausdorff, tenemos que son débilmente cerrados. Entonces C,, es
debilmente cerrado. Ahora bien, C,, C C,VC € C. Luego C,, es un conjunto débilmente
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cerrado contenido en conjuntos débilmente compactos. Nuevamente, como la topologia débil
es Hausdorff, se concluye que C, es débilmente compacto.

Por tltimo, como sabemos que la interseccion arbitraria de conjunto T-invariantes es T'-
invariante, C', es T-invariante.

Con esto, Cy, € M. Ademas, con el orden de M tenemos que C,, < C,VC € C. Esto es,
C es cota inferior de la cadena. Por el Lema de Zorn, Lema 1.1, tenemos que existe un
elemento minimal de M, lo que concluye la prueba.

O

Los conjuntos T-invariantes minimales que tratamos se pueden expresar de una forma
muy particular, que nos resultara ttil a la hora de probar el Teorema de Kirk.

Lema 3.21. Si K es no vacio, cerrado, convexo y T-invariante minimal, entonces

K =conv(T(K))

Demostracion. Por definicion, conv(T'(K)) es cerrado y convexo. Observamos que como K
es T-invariante

T(K)C K = conv(T(K)) c conv(K) = conv(T'(K)) C K

Ademas, conv(T'(K)) es T-invariante, pues

conv(T(K)) ¢ K = T(conv(T(K))) C T(K) C conv(T(K))

Asi, conv(T'(K)) C K con conv(T'(K)) cerrado, convexo y T-invariante. De la minimalidad
de K se deduce el resultado.

U
Estas dos ultimas pruebas pueden ser consultadas en |7].

El siguiente lema puede ser consultado en [1|. Este no s6lo nos ayudara a probar que un
conjunto T-invariante minimal es diametral sino que también sera usado posteriormente en
el Capitulo 5 para probar el Lema de Goebel-Karlovitz.

Lema 3.22. Sean K no vacio, cerrado, convezo y T-invariante minimal y o : K — [0, 4-00]
semicontinua inferiormente y convexa. Si o es tal que

a(Tz) < az),
para todo x € K entonces a es constante.

Demostracion. Fijamos xg € K. Definimos Ky = {z € K : a(z) < a(x)}. Como « es
semicontinua inferiormente y convexa, tenemos que K| es cerrado y convexo. Ademas, si
r € Ky

a(Tx) < a(zr) < a(xg).

Luego, Tz € K, por lo que K, es T-invariante. Asi, Ky C K es cerrado, convexo y T-
invariante. Por la minimalidad de K, tenemos que K = Kj. Esto es, a(z) < a(xg),Vr € K.
Ahora bien, xy € K era arbitrario, por lo que a(z) < a(y),Vz,y € K. Entonces

ay) < a(z) < aly),
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por lo que «a(z) = a(y),Vz,y € K y, por tanto, « es constante.
O

La siguiente proposicion es consecuencia del Lema 3.21 y la idea de la demostracion puede
ser vista en [8].

Proposicion 3.23. Si K es T-invariante minimal entonces K es diametral.

Demostracion. Sea © € K. Entonces por la definicion de r,(K), tenemos que K C
B(z,r,(K)). Es més, si z € T(K), existe y € K tal que z = Ty. Asi, por la no expan-
sividad de T', tenemos que

Iz = Tal| = | Ty — Tal| < |ly — ]| < ra(K).

Luego, T(K) C B(Tz,r,(K)). Ahora, por el Lema 3.21, K = conv1'(K). Como, convI (K) C
B(Tz,r.(K)), concluimos que K C B(Tz,r,(K)). Entonces, ||Tz — y|| < r.(K), con lo que
se concluye que 17, (K) < 7. (K).

Ahora, si consideramos la familia de funciones de z, {||z — y||},ex, tenemos que r,(K) =
supye ||z — y|| es semicontinua inferiormente. Por la Proposicion 3.13, es convexo. Ademas,
acabamos de ver que ry,(K) < r,(K),Vx € K. Asi, por el Lema 3.22 tenemos que 7,(K) es
constante. Sea r,(K) =r,Vz € K.

Por tanto,

diam K = sup ||z —y| =supr,(K) =supr =r.
z.yeK yeK yeK

Luego, r,(K) = diam K,Vz € K, con lo que todos los puntos de K son diametrales.
O
El siguiente lema fue también probado por Kirk en [14]. Es en este lema donde la estructura

normal desempena un papel fundamental para establecer el resultado de Kirk.

Lema 3.24. Sea K C X cerrado y convexo tal que diam K > 0. Si K tiene estructura
normal entonces diam C(K) < diam K.

Demostracion. Como diam K > 0, K tiene més de un punto y, como tiene estructura

normal, al menos uno de ellos es no diametral. Sea este z. Entonces este verifica que 7, (K) <
diam(K).

Observamos que
Iz = yll < sup ||z = y| = r.(K) =r(K),
yeK

para todos y, z € C(K).

Con esto,

diamC(K) = sup |z —vy| <r(K) <r.(K) < diam K.
y,2€C(K)

O

Luego, este resultado nos permite asegurar que si K tiene estructura normal entonces su
centro de Chebyshev es siempre un subconjunto propio suyo. Este tltimo hecho nos da ya
todo lo necesario para ver la prueba de Kirk de su resultado de existencia de puntos fijo.
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Teorema 3.25 (de Kirk). Sean X reflexivo y K C X no vacio, cerrado, convexo, acotado
y con estructura normal. Entonces toda aplicacion no expansiva T : K — K tiene al menos
un punto fijo.

Demostracion. Como X es reflexivo y K es no vacio, cerrado, convexo y acotado, por
el Teorema 1.33, K es débilmente compacto. Entonces por el Teorema 3.20 tiene un sub-
conjunto débilmente compacto 7T-invariante minimal. Supongamos entonces, sin pérdida de
generalidad, que K es en si un conjunto 7T-invariante minimal. Entonces por el Lema 3.21,
tenemos que K = conv(7T'(K)).

Sea x € C(K). Esto es, r,(K) = r(K). Como
IT2 = Tyl < e — ]l < re(K) = r(K), ¥y € K,
tenemos que T(K) C B(Tz,r(K)). Luego,
K =conv(T(K)) Cc convB(Tz,r(K)) = B(Tz,r(K)),

pues B(Tx,r(K)) es cerrado y convexo. Entonces ||y — Tz| < r(K),Vy € K. Si tomamos
supremo en y € K, tenemos que r7,(K) < r(K). Luego, rr,(K) = r(K). Por tanto, Tx €
C(K). De esta forma, T(C(K)) C C(K) y, por ende, C(K) es T-invariante. Ademas, por
la Proposicion 3.14, también es no vacio, cerrado y convexo. Pero si diam(K) > 0, por el
Lema 3.24, C(K) es un subconjunto propio de K, lo que contradice la minimalidad de K.
Entonces diam(K) = 0. Asi, K = {2} y Tz = x.

O

Esta demostracion, que en esencia es la que dio Kirk en [14], es no constructiva en el sentido
de que usa el Lema de Zorn para asegurar la existencia de un subconjunto 7T-invariante
minimal, paso fundamental en la prueba. Sin embargo, se han encontrado demostraciones
constructivas de este resultado. Dos de ellas pueden ser encontradas en [7].

Para dar un resultado en términos de la Propiedad del Punto Fijo, damos la definicion de
espacio de Banach con estructura normal.

Definicion 3.26. Un espacio de Banach se dice que tiene estructura normal si todo subcon-
Junto convexo y acotado suyo tiene estructura normal.

Asi, el Teorema de Kirk nos dice que todo espacio de Banach reflexivo con estructura
normal posee la Propiedad del Punto Fijo.
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Capitulo 4

Ultraproducto y ultrapotencia.
Superreflexividad

4.1. Ultrafiltros

Como bien indica su nombre, un filtro sobre un conjunto diferencia los subconjuntos que
este considera “grandes” de los que no. Es decir, filtra los subconjuntos de un conjunto dado.
En esta seccion nos centraremos en el estudio de los filtros maximales, los ultrafiltros.

Definicion 4.1. Sea S un conjunto no vacio. Un filtro F en S es una coleccion de subcon-
Juntos no vacios de S tales que

1. si A,B € F entonces ANB € F.
2. si Ae FyB DA entonces B € F.

Como hemos dicho, nos interesa estudiar los filtros maximales. Lo primero que cabe pre-
guntarse entonces es si para cualquier conjunto podemos siempre encontrar un filtro maximal.
El Lema de Zorn da una respuesta afirmativa a esta pregunta aunque, como es habitual al
usar este resultado, no nos da una forma de construir estos filtros maximales.

Teorema 4.2. Para todo conjunto no vacio existe un filtro maximal.

Demostracion. Sea M la familia formada por todos los filtros de S, ordenada por la
inclusion. Sea C una cadena en M. Definimos

E=|JF

FeC
Veamos que F € M. Esto es, que E es un filtro de S. Como cada F es un filtro, @ ¢ F ,VF €
C. Por ello, & ¢ E. Por otra parte:

1. Sean A, B € E. Entonces existen Fi, F € C tales que A € F; y B € F5. Como C es
cadena, podemos suponer sin pérdida de generalidad que F; C Fy. Luego, A, B € F>.
Como F; es filtro, tenemos que AN B € F,. Y, por tanto, AN B € E.
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2. Sean A € F'y B D A. Entonces existe F € C tal que A € F. Como F es filtro y
B D A, se tiene que B € F. Luego, B € E.

Por tanto, £ € M. Ademas, F C E,VF € C. Asi, E es una cota superior de C. Por el Lema
de Zorn, existe un elemento maximal en M. Es decir, existe Y € M tal que F C U,VF € M.

O

Definicion 4.3. A un filtro maximal de un conjunto no vacio S se le denominard ultrafiltro.

Como ya hemos mencionado, el uso del Lema de Zorn no nos permite dar una forma
explicita de los ultrafiltros en un conjunto S, salvo en un caso especifico. Estos son los
ultrafiltros llamados triviales o principales, que son aquellos generados por un elemento
sg € S, es decir, formados por los subconjuntos de S que contienen a sg. Denominaremos
libres o no principales a los ultrafiltros no triviales.

Proposicion 4.4. Los ultrafiltros triviales son efectivamente filtros maximales.
Demostracion. Sead = {U C S : sy € U}. Obviamente, & ¢ U. Ademas,

1. si A, B € U, entonces sy € Ay sg € B. Luego, so € AN By, por tanto, AN B € U.

2.si AelUy B D A entonces s € A C B, porlo que B € U.

Ahora, supongamos que existe V filtro en S tal que U C V. Sea V € V \ U. Entonces,
So ¢ V. Asi, s € S\V, conloque S\V €U CV. De esta forma, V, S\ V € V por lo que

@ € V, que supone una contradiccion. Por tanto, Y =V y el filtro es maximal.
O

Vamos ahora a dar una propiedad fundamental de los ultrafiltros, que puede ser encontrada
en [7].

Proposicion 4.5. Sild es ultrafiltro de S y A C S entonces o bien A € U o bien S\ A € U.

Demostracion. Por reduccion al absurdo, supongamos que ni A ni S\ A estan en U.
Observamos que entonces A # &, pues en caso contrario S\ A =5 € U.

Sea U € U. Entonces ANU # &, pues si fuera vacio, U C S\ Ay, por ser U ultrafiltro,
S\ A € U, lo que supone contradiccion con lo que habiamos supuesto. Ademdas es un
subconjunto propio de U. Supongamos que ANU = U. Entonces U C A, lo que implicaria
que A € U, contradiccion.

Por ultimo, ANU ¢ U pues si lo estuviera, como ANU C A, tendriamos que A € U.

De esta forma tenemos que ANU es un subconjunto propio de U no vacio que no pertenece
al ultrafiltro. Consideramos entonces V ={C C S:3U e U,ANU C C}.

Tenemos que si U € U, como ANU C U entonces U € V. Luego, U C V. Ademas, la
contencion es estricta pues A € V pero A ¢ U.

Veamos por tltimo que V es filtro de S. Como hemos visto que ANU # @,YVU € U,
tenemos que @ ¢ V.
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1. Sean B,C € V. Entonces existen U,V € U tales que ANU C By ANV C C. Luego,
ANUNV)=(ANnU)N(ANV)cC BNC,
donde U NV € U por ser este ultrafiltro. Por tanto, BN C € V.

2. Sean B €V y C D B. Entonces existe U € U tal que ANU C B C C. Luego, C € V.

Asi, V es un filtro que contiene estrictamente a U, lo que resulta una contradiccion con la
maximalidad de U.

Entonces, 0 A € U 0 S\ A € U. Ademas, no pueden estar los dos a la vez, pues si lo
estuvieran & = AN (S\ 4) e U.

O

Destacamos un tipo especial de ultrafiltros, los numerablemente incompletos.

Definicion 4.6. Sea U un ultrafiltro sobre S. Diremos que U es numerablemente incompleto
si existen elementos de U, Uy D Us D ..., tales que (o, Uy = @.

Evidentemente, cualquier ultrafiltro numerablemente incompleto es libre. En el caso en el
que el conjunto sobre el que esta definido el ultrafiltro sea N, se da también el reciproco.

Teorema 4.7. Sea U un ultrafiltro sobre N. Entonces U es libre si y solo si es numerable-
mente incompleto.

Demostracion. Si U es numerablemente incompleto, claramente es libre. En caso contra-
rio, cualquier intersecciéon numerable de conjuntos de U contendria al menos al elemento
generador del ultrafiltro, por lo que no seria numerablemente incompleto.

Reciprocamente, sea U libre en N. Sean T; = N\ {i},7 € N. Por la Proposicion 4.5, o bien
{i} € U obien T; € U. Si {i} € U entonces U seria trivial, pues si existiese U € U tal que
i ¢ U entonces {i} NU = @ € U, lo que resulta absurdo. Por ello T; € U, Vi € N.

Sea {S,}, C U dada por S,, = (_, T;. Asi definida, es una sucesion decreciente, es decir,

Sp D Spi1,Vn € N. Veamos que su interseccion es vacia, con lo que obtendremos el resultado
deseado.

Supongamos que existe x € (), S,. Entonces x € S,,,Vn € N. Esto es, x € (., T3, Vn €
N. Por tanto, z € T;,Vi € N. Asi, x # i,Vi € N, lo que contradice el hecho de que z € N.
Por tanto, ()2, S, = @.

O

La gran utilidad de los ultrafiltros en el Anélisis Funcional (y en Topologia en general)
reside en la siguiente definicién, que nos permite generalizar el concepto de convergencia en
espacios topologicos.

Definicion 4.8. Sean X un espacio topologico y U un ultrafiltro en un conjunto S. Sea
{;}ies € X. Diremos que {x;}ics converge a x € X respecto de U si para todo entorno V
de x se tiene que {i € S:x; € V} € U. En tal caso, lo denotaremos como

limz;, ==
u
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La utilidad de este nuevo concepto de convergencia se pondré en manifiesto cuando usemos
ultrafiltros libres. En el caso de los ultrafiltros triviales se sabe inmediatamente quién es el
limite.

Sean U es un ultrafiltro trivial en S, generado por ig € S, {x;}ies C X y V C X entorno
de x;,. Como x;, € V, tenemos que iy € {i € S : z; € V'}. Por tanto, {i € S : 2, € V} e U,
para cualquier entorno V' de x;,. Entonces limy, z; = x;,.

El siguiente teorema es fundamental y nos muestra que realmente esta nueva nociéon de
limite es menos exigente que la de limite topolégico habitual. Nos asegura que en un espacio
compacto y Hausdorff cualquier sucesion tiene un tinico limite respecto a un ultrafiltro, hecho
que esté lejos de cumplirse para los limites habituales. Para ello, basta considerar el intervalo
compacto y Hausdorff [0, 1] (en la topologia relativa de R), la sucesion {z, },>1 C [0, 1], dada
por xg, 1 = 1y 9, =0, y cualquier ultrafiltro sobre N. Su prueba puede hallarse en [7].

Teorema 4.9. Sean X un espacio de Hausdorff compacto, U un ultrafiltro en S y {z;}ics C
X. Entonces existe un unico x € X tal que limy x; = x.

Demostracion. Por reducciéon al absurdo, supongamos que no existe x € X tal que
limy, ; = x. Entonces para todo = € X, existe un entorno suyo, V(x), tal que S(z) =
{i € S:z € V(x)} ¢ U. Ahora bien, {V(z)}.cx es un recubrimiento por abiertos de
X. Luego, por compacidad, existen z!,...,2" € X tales que X = [J;_, V(2*). Tomando
complementario, tenemos entonces que (,_, (X \ V(2*)) = @. Como ademas

X\V@E")={reX z¢ V(") > {z: 2 ¢ V(ah)},
tenemos que (,_,{z; : z; ¢ V(a*)} = @. Esto es,

ﬂ{zES z: ¢ V(x ﬂS\S =o. (4.1)

k=1

Ahora, como S(z) ¢ U,Vx € X, por la Proposicion 4.5 tenemos S\ S(z) € U,Vxr € X. En
particular, esto se tendria para los 2,1 < k < n, luego su intersecciéon estaria en U, lo cual
supone una clara contradiccion con (4.1).

Veamos ahora la unicidad. Sean z,y € X distintos tales que = = limy x; = y. Como
X es Hausdorff, existen V(z) y V(y) entorno abiertos de x e y, respectivamente, tales que

reV(x),yeV(y) yViz)nV(y) =

Ahora, como limy, z; = x, para todo entorno U de x se tiene que
SU)={ieS:x;€eU} el.

Por la misma razon, para todo entorno V' de y se tiene que
S(V)y={ieS:z;eV}el.

En particular, se tiene que S(V(x)), S(V(y)) € U. Luego, S(V(z)) N S(V(y)) € U. Pero

SV(E)nSWV(y)={ieS:z,eV(x),x,eV(y)t={ieS:zeV(x)NV(y)} =92
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y llegamos a contradiccion. Luego, el limite es tinico.
OJ

Seguimos estudiando este nuevo limite. Antes de continuar, veamos un resultado auxiliar,
que nos da una forma de caracterizar los ultrafiltros triviales y, por ende, los libres.

Lema 4.10. Sea U un ultrafiltro sobre S. Entonces U es trivial si y solo si existe A C S
finito tal que A € U.

Demostracion. Supongamos que U es trivial. Entonces existe ig € S tal que
u:{BCSIioeB}7

con lo que basta tomar A = {iy}.

Ahora, supongamos que existe A € U finito. Entonces P(A) es también finito. Considera-
mos la familia de conjuntos finita

M={BCA:BeU},

ordenada con la inclusion. Se tiene que M es no vacio pues A € M. Por tanto, podemos
construir el elemento
c= () B,

que pertenece a U por ser interseccion de elementos de U que estan contenidos en A. Este C'
es no vacio pues esta definido a partir de una interseccion finita de elementos del ultrafiltro U.
Ademés, C € U. Asi, C' es un elemento minimal en M, pues por construccion C' C B,VB €

M.
Veamos que Y = {U C S : C C U}. Una de las inclusiones es trivial. Como C' € U
entonces todo U C S tal que C' C U estara también en U.

Ahora, sea U € U. Entonces UNC e U yUNC Cc C C A. Luego U NC € M. Pero C
era un elemento minimal de M. Por ello, UNC = C'y, por tanto, C C U.

Por tltimo, veamos que C' es unitario. Supongamos que no, que existen £, F' C S tales
que C = EUF, con E # @ # F. Ahora, como C' es minimal en M tenemos que E, F' ¢ M.
Pero E,F C C C A. Por ello, E, F ¢ U. Por la Proposicion 4.5 entonces S\ E, S\ F € U.
Por tanto, CN (S'\ E) € U. Pero CN (S \ E) = F, que habiamos dicho que no estaba en U.
Asi, tenemos contradicciéon y C' es unitario.

Luego, con todo esto, tenemos que existe sg € S tal qued = {U C S : s € U}. Por tanto,
U es trivial.

O

Observacion 4.11. Equivalentemente, este resultado nos dice que U es libre si y solo si
todos sus elementos son conjuntos infinitos.

Teorema 4.12. Sean U un ultrafiltro libre en N, X un espacio topoldgico y {x,}n, C X. Si
lim,, . z,, = x entonces limy x,, = x.
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Demostracion. Sea x = lim,,_,, T,,. Entonces para todo entorno V' C X de z existe ng € N
tal que =, € V,Vn > ny.

Sea Ay = {i € N: z, € V}. Por lo mencionado antes, tenemos entonces que N\ Ay es
finito y, como ademés U es un ultrafiltro libre, tenemos que por el Lema 4.10, N\ Ay ¢ U.
Asi, por la Proposiciéon 4.5, tenemos que Ay € U. Por ello, limy, x,, = x.

OJ

Asi, tenemos que la nocién de limite con respecto a un ultrafiltro es compatible con la de
convergencia topologica y que, efectivamente, la generaliza. En general, el reciproco no es
cierto. Para verlo, podemos considerar nuevamente [0, 1] y la sucesion {z, },<1 C [0,1], con
Top_1 = 1y x9, = 0, que sabemos por el Teorema 4.9 que tiene un tnico limite respecto a
un ultrafiltro y, sin embargo, no existe lim,, ., z,,.

Los tres resultados que se muestran a continuaciéon hacen referencia a propiedades que
resulta natural que posea un concepto de convergencia. Estas son buen comportamiento con
respecto a las funciones continuas, en el sentido que se precisa después, y monotonia. Como
consecuencia de la primera veremos que la convergencia respecto de un ultrafiltro respeta la
estructura lineal de un espacio vectorial topologico.

Proposicion 4.13. Sean X e Y dos espacios topoldgicos Hausdorffy f: X — Y continua.
Sea U wultrafiltro en S. Si {x;}; C X es tal que limy, z; existe y es igual a x € X entonces
limy, f(x;) existe y es f(z) € Y.

Demostracion. Sean V entorno de f(x)y Ay ={i € S: f(z;) € V}. Tenemos que
Ay ={ie Sz e fY(V)}.

Como V es entorno de f(x)y f es continua, tenemos que f~!(V) es entorno de z. Entonces
como limy, x; = x, tenemos que Ay € U, que era lo que queriamos ver.

O

Corolario 4.14. Sean X un R-espacio vectorial topoldgico, {z;}i, {y:}i € X y a € R.
Siempre que exista el limite respecto a un ultrafiltro libre U en un conjunto S, se verifican
las siguientes propiedades:

1. limy ax; = alimy x;.
2. limy(x; + y;) = limyg ; + limy, y;.

Demostracion. 1. Para probar el primer enunciado simplemente basta notar que m,, : X —
X,a € R, dada por
me(z) = ax
es continua, por ser X espacio vectorial topologico, y usar la Proposicion 4.13.

2. Sea {(z;,y:)}i € X x X tal que limy(x;,y;) = (x,y) € X x X. Veamos que entonces
limy z; = x y limy y; = .

Sean V, W C X entornos de x e y, respectivamente. Sean
BV:{iGSZﬂfiEV}
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CW:{ZES?JZEW}
Tenemos entonces que

BynCy={ieS:x,eVyye W={ieS: (x;,y;) e VxW}

Como V es entorno de x y W lo es de y, tenemos que V x W es entorno de (z,y) en la
topologia producto. Asi, puesto que limy(z;,y;) = (x,y), concluimos que By N Cy € U. Por
ultimo, como By N Cy C By, Cy, concluimos que By,Cy € U. Por ello, limyx; =z y
limy y; = y.

Por otra parte, como X es espacio vectorial topologico, tenemos que la aplicacion o :
X x X — X, dada por o(x,y) = = + y, es continua. Asi, por la Proposicion 4.13, como
lmy (25, 4;) = (2, 9),

er{n(x@ +y)=x+y.

Con esto, y lo probado anteriormente, deducimos el resultado.
O

Proposicion 4.15. Sean U ultrafiltro libre en S y {z;}; C R. Si xz; > 0,Vi € S y existe
limy z; € R, entonces limy x; > 0.

Demostracion. Sea x = limy, x;. Por reducciéon al absurdo, supongamos que = < 0. Sea
e > 0 de forma que z € (—¢,0). Como z; > 0, tenemos que

{ieS:z€(—¢0)}=2¢U,
lo cual contradice que limy, x; = x.
O

Observacion 4.16. De esta proposicion se deduce que si {x;}i,{y;}s C R son tales que
x; <y, Vi € S entonces limy x; < limg, ;.

Nota 4.17. Esta proposicion se puede generalizar a reticulos de Banach, pero para nuestros
propositos nos basta con saber que se tiene en R. La version general se puede encontrar en

/1],

4.2. Ultrapoducto de espacios de Banach

La idea del ultraproducto de una familia de espacios de Banach fue desarrollada por B.
Maurey y supuso la introducciéon de técnicas de anélisis no estandar a la Teoria Métrica del
Punto Fijo para aplicaciones no expansivas, lo que marco la gran diferencia entre esta teoria
y la de contracciones. En esta secciéon veremos una construccion detallada del ultraproducto.

Sean S un conjunto no vacio, U un ultrafiltro en S y {X;};cs una familia de espacios de
Banach. Asi, podemos construir el espacio normado

lo(S; X;) = {{%’}ies x; € Xy, sup |lzg]| < OO}
icS
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equipado con la norma
{ities|l o = sup [l
ies
donde ||| denota la norma de cada X;, segtin corresponda.
A partir de ahora, cuando no haya confusiéon en cuanto al conjunto de indices, denotaremos

a los elementos de £ (S5; X;) simplemente por {z;};.
Proposicion 4.18. En las condiciones anteriores, L (S; X;) es un espacio de Banach.
Demostracion. Sea {x"},, C £+ (S; X;) una sucesion de Cauchy, con 2™ = {z'};. Entonces,
para todo € > 0, existe ng € N tal que
2" — 2™ <e,
para todos m,n > ng. Esto es

e > " = # o = sup [l — 27" 2 o — 237,
(2

para todo m,n > ng y para todo i € S. Luego, cada {z'},, C X; es una sucesion de Cauchy.
Como cada X; es de Banach, tenemos que cada {z!},, es convergente. Sea su limite z; € Xj.
Consideramos entonces x = {x;};. Observamos que

sup [zi]| = sup ||z — 27 + 27| <
i€s €S

il
> )

< sup||z; — || + sup ||x
€S €S

Como z — z;, tenemos que sup,cg ||z; — 27| estara acotado y, como {z7}; € (oo (S; X5),
Sup;cg ||| también lo estara. Por ello, x € ¢ (S; X;). Ademaés, fijando n > ny y tomando
m — oo en ||z — 2| < e, tenemos que

[ = @il <,

para todo i € S. Por tanto ||z" — x| = sup;cg ||z} — ;]| < €,Yn > ny. Luego, 2" — = €
0J

Antes de continuar, hacemos la siguiente observacion. Sea {x;}; € ¢ (S; X;). Entonces
existe M > 0 tal que sup,cg ||z;|| < M. Esto es, ||z;|| € [0, M] C R, Vi € S, donde [0, M] es
un intervalo compacto y Hausdorff. Por el Teorema 4.9, existe limy, ||z;|| y es tnico. Con esto
podemos entonces considerar sin problemas el siguiente subconjunto de £+ (.S; X;):

NU) = {{xi}i € (ool Xi) + i [l = o} .
Proposicion 4.19. El subconjunto N (U) es un subespacio vectorial cerrado de {+(S; X;).

Demostracion. Veamos primero que es un subespacio vectorial. Sean o, € Ry x,y €
N(U), con x = {x;}; e y = {y; };. Entonces limy, ||a;|| = limy, ||y;|| = 0. Por el Corolario 4.14
se verifica que

<Ii . | <Ii . i || = o If ) i A = 0.
0 < lim [laz; + Syil| < lima [l + lm G {|y; || = alim ||| + 5lm |[yi]] = 0

48



Matematicas US, Curso 2022-2023 o

Luego, limy, ||ax; + By;|| = 0. Por tanto, ax + Sy € N (U) y este es subespacio vectorial.

Veamos ahora que N(U) es cerrado. Sea {z"},, C N(U), con z" = {z1'};, tal que 2™ —
x = {x;};. Queremos ver que x € N'(U), es decir, que limy, ||a;]| = 0.

Como {z'}; € N(U),Vn > 1, se tiene que limy, ||| = 0. Esto es, para todo € > 0 se tiene
que

Aa = {2 SV szH S (—5,5)} eu,
para todo n > 1.

Por otra parte, como 2™ — z, dado € > 0, existe ny € N tal que ||2" — z|| < /2,Vn > ny.
Luego,
o} — il <e/2,

para todo i € S y para todo n > ny.
Ahora, sea © € A”. Si fijamos n > ng

il = [l — 2 + || < s — 2| + [l <e/2+e/2=e.

Luego, A? C A. ={i € S: |zl € (—¢,¢e)},Yn > ng. Como A? € U,Vn > 1,Ye >0,y U
es ultrafiltro, A. € U,Ve > 0. Por ello, limy, ||2;]| = 0, lo que prueba que x € N'(U).

O

De esta forma, podemos construir el espacio cociente (. (S; X;)/N (U), equipado con la
norma || [z]|| = infyen @) [z — || Asi, como £ (S; X;) es de Banach y M (U) es un subes-
pacio cerrado suyo, el cociente serda también un espacio de Banach.

Definiciéon 4.20. En la notacion anterior, se define el ultraproducto de {X;}ies respecto de
U, denotado por {X;}y, como el espacio de Banach ((x(S; X;)/N(U), ||-|l,,), donde

T = Inf Tigi T Wifilloo »
Maidull = ot 1w+ k]

con {x;}y la clase de equivalencia de {x;}; en {X;}y. En el caso de que X; = X,Vi € S, al
ultraproducto se le denominard ultrapotencia de X .

Vamos a ver ahora una forma més sencilla de hallar la norma de un punto de este cociente,
que facilitara enormemente trabajar en el ultraproducto. El siguiente desarrollo se encuentra
en [1].

Proposicion 4.21. Sean U un ultrafiltro en S y v = {z;}; € lso(S; X;). Entonces

{itully = i [l

Demostracion. Sea & = {x;}y € {Xi}u. Si{y:}: € N(U), sabemos que {z; + y; }; también
representa a T en el cociente. Luego,

iz = i [|a; + ]

Con esto
h'g{n ||| = Hgln 2 + yill < sup ||z + il = {2 + yitill oo »
€S
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para todo {y;}; € N(U). Tomando infimo en {y,;}; € N (U) obtenemos que limy, [|z;|| < ||Z]],,-

Veamos ahora la otra desigualdad. Dado € > 0, definimos

IL={ieS: | < h’br[n l|lz:|| + ¢}

Por definicion de limite respecto de U, tenemos que I. € U. Definimos {y;}; € (o (S; X;)

Ccomo
o — Ty, Z¢I€
Y=Y 0, icL

Observamos lo siguiente. Sean p >0y A, = {i € S : ||y;|| < p}. Sii € I entonces y; = 0.
Luego, |ly;]| = 0 < p,Vp > 0. Por tanto, i € A,. De esta forma, I. C A,,Vp > 0. Como
I. € U, concluimos que A, € U,Vp > 0, por lo que limy, ||y;]| = 0. Asi, {z; + y;}; es también
un representante de 7.

Por dltimo

{zi + yitill o = sup i + il = sup [|zif| < lim [l + e,
1€

i€l

de lo que se deduce que ||Z||,, < limy ||2;|| +¢. La arbitrariedad de ¢ finaliza la demostracion.
0J

Esto finaliza la construccion del ultraproducto. Ahora estamos interesados en ver como se
relaciona la ultrapotencia de un espacio de Banach {X };; con el propio X.

Un hecho que podemos destacar es que siempre podemos encontrar una copia de X en
su ultrapotencia {X };. Es decir, X es isométricamente isomorfo a algtin subespacio de su
ultrapotencia, mediante la aplicacion P : X — {X};, dada por Pz = {z}. Esto nos permite
identificar X con el subespacio de {X };

Hzty e {X}y:z € X}

En particular, si X es de dimension finita, se tiene que X y {X}y son isométricamente
isomorfos y pueden ser considerados el mismo espacio.

Proposicion 4.22. Sea X espacio de Banach de dimension finita. Entonces X y {X }y son
isométricamente isomorfos. Como consecuencia, dim{X};; = dim X < +oo por lo que la
clase de espacios de dimension finita es cerrada bajo el paso a ultrapotencia.

Demostracion. Consideramos la aplicacion P : X — {X}; dada por Pz = {x}y. Esta
aplicacion es claramente lineal. Ademés, es una isometria, pues

H ol = Yim ]| = [}

De esta forma, P es lineal, continua, inyectiva e isometria. Veamos que es sobreyectiva. Sea
{z:}u € {X }u. Entonces, {z;}; € {o(S; X). Por ello, existe M > 0 tal que ||z;|| < M,Vi € S.
Es decir, {z;}; C B(0, M). Como X es de dimension finita, B(0, M) es compacta, ademas de
Hausdorff. Asi, por el Teorema 4.9 tenemos que existe un tnico x € X tal que limy z; = x.
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Luego, tenemos que limy(z; — ) = 0y, como ||-|| es continua, limy, ||z; — z|| = 0. Luego,
{zi}u = {z}u, por lo que Pz = {z;}y.

Recapitulando, P es lineal, continua, biyectiva y una isometria. Asi, por el Teorema de
la Aplicacion Abierta, como X y {X}; son espacios de Banach, concluimos que P es un
isomorfismo isométrico.

O

Observacién 4.23. Se puede comprobar facilmente que P~ : { X}y — X wviene dada por

P71<{l‘i}u) = h;/I{an

Al igual que hemos definido el ultraproducto de una coleccién de espacios de Banach,
podemos hacer lo propio para una familia de operadores lineales uniformemente acotada.
Surge asi el concepto de ultraproducto de una familia de operadores.

Definicion 4.24. Sea U un ultrafiltro en S. Sean {X;}ics y {Yi}ies dos familias de espacio
de Banach {T;}ics una familia de aplicaciones lineales T; : X; — Y; uniformemente acotada,
es decir,

sup || T3] < oo.

€S

Definimos el ultraproducto de la familia {T;}ies como la aplicacion {T;}y : { X}y — {Yilu
dada por
{Thudzitu = {Tzi}u

Este ultraproducto de aplicaciones esta bien definido. Sean {z;};, {yi}: € oo (S; X;) tales
que {z;}y = {yi}u, esto es, {z; —y;}; € N (U). Queremos ver que {T;x;}ry = {Tiyi}u que por
la linealidad de la familia {7;}; es equivalente a ver que {T;(z; — y;)}; € N(U).

Como limy, ||z; — ;|| = 0, para todo € > 0 se tiene que
Ac={i €S|z —yll € (—e,0)} €U.
Sea M = sup,cg || T;|| < co. Sea i € A.. Como cada T; es lineal y acotada,

T3 (i — o)l < ATl i — will < M [lwi — will € (—Me, Me).

Luego, i € B. = {i € S : ||Ti(x; — y;)|| € (—Me, Me)}, Ve > 0. Asi, A. C B. por lo que
B. € U. Luego, limy || T;(x; — y;)|| = 0, que es lo que queriamos probar.

4.3. Superreflexividad

Para definir la superreflexividad tenemos que pasa primero por definir la representabilidad
finita. De manera informal, un espacio de Banach se dird que es finitamente representable
en otro si los espacios de dimension finita del primero son “muy parecidos” a subespacios del
segundo.
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Definiciéon 4.25. Se dice que un espacio de Banach Y es finitamente representable en otro
espacio de Banach X si para todo subespacio de dimension finita deY, M, y para todo € > 0
existen N subespacio de X y un isomorfismo T : M — N tal que

A=)yl < ITyll < A +e) llyll,
para todo y € M. A un tal T se le denominard e-isometria.

Definiciéon 4.26. Un espacio de Banach se dice superreflexivo si todo espacio de Banach
finitamente representable en él es reflexivo.

Presentamos ahora dos ejemplos de espacios superreflexivos con el objetivo de ver como
funciona la representabilidad finita. Méas adelante veremos otra forma de deducir la super-
reflexividad de estos espacios.

Ejemplo 4.27. Se tienen los siguientes ejemplos de espacios superreflexivos:

1. Los espacios de dimension finita.

Sean M de dimensién finita, con dim M = n, y X finitamente representable en M. Enton-
ces, para todo subespacio Y C X de dimension finita y para todo € > 0 existen subespacio
N C M y una e-isometria T': Y — N.

Asi, X debe de ser de dimension finita y dim(X) < n, pues si no lo fuera tomando
Z1,...,Tpy1 € X linealmente independientes, tendriamos que S = span{zy,...,Z,11} C X
seria un subespacio de X de dimension n+ 1. Entonces existirian N C M subespacio de M e
isomorfismo 7" : S — N, lo que resulta contradictorio pues dim(S) = n+1 pero dim(N) < n.
Por tanto, X es reflexivo al ser de dimension finita y, efectivamente, M es superreflexivo.

2. El espacio de sucesiones de cuadrado sumable, denotado por £2.

Sea X finitamente representable en ¢?. Entonces, para todo subespacio Y C X de dimen-
si6n finita y para todo € > 0 existen subespacio E C * y una e-isometria T : Y — E.

Sean x,y € Y. Entonces
(1= lle+ylI* < T+ Ty|* < (1 +2)*[|lz + y|”

(1—e)? |z —y|> <||Tx—Ty|> < A +e)*|lz -y
2(1 — )2 |lzf” + 2(1 — &)* |yl < 2| 7| + 2 | Tyl|” < 2(1 +¢)* ||=|* + 2(1 +)* [|y||*.

Entonces tomando £ — 0, concluimos que
T2+ Ty|* + | Te = Ty|* = |z +ylI* + |z -yl
2| Ta|® + 2| Tyl* = 2 l|* + 2 lyl*.
Como Tz, Ty € E C (%, tenemos que
Tz + Tyl* + | Tz = Ty|* = 2||T|* + 2| Ty|*

por lo que
2 2 2 2
[z +ylI” +llz =yl = 2|l=]" + 2[jy[",
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para todos x,y € Y. Luego, se verifica la desigualdad del paralelogramo para todos los
subespacios de dimension finita de X. Por ello, X es de Hilbert y, por ende, reflexivo.

Obsérvese que en ningtin momento se ha usado ninguna caracteristica propia de £* mas
que la identidad del paralelogramo. Por ello, esta misma prueba es valida para cualquier
espacio de Hilbert. Luego, todo espacio de Hilbert es superreflexivo.

Proposicion 4.28. Todo espacio superreflexivo es reflexivo.

Demostracion. Sea X un espacio de Banach superreflexivo. Entonces todo espacio finita-
mente representable en él es reflexivo. Como X es finitamente representable en si mismo,
tenemos que es reflexivo.

O

Nota 4.29. En general, no se tiene el reciproco. Para verlo se puede recurrir al articulo [4]
y al Teorema 4.32.

Retomando la linea de estudiar cémo se relacionan la ultrapotencia de un espacio de
Banach y el propio espacio, vamos a ver que la ultrapotencia siempre se puede representar
finitamente en el original. Para ello hara falta un lema previo. Las dos pruebas que siguen
se pueden encontrar en [13].

Lema 4.30. Sean X e Y espacios de Banach, con X de dimension finita. SiT : X — Y es
lineal entonces es continua.

Demostracion. Sea dim X = n y {x1,...,2,} C X una base suya. Sea eﬁ”) = R™|I[l,),
donde consideramos la base canénica {e;}7_;. Como es de dimension finita su esfera unidad
es compacta. Sea ¢ : S, m) (0,1) — R dada por

1

olag, ..., q) =

)

n
E e
=1

que es claramente continua y estrictamente positiva pues los vectores ey, ..., e, son lineal-
mente independientes. Por ello y, puesto que ¢(S e(n)(O, 1)) C R es compacto, tenemos que
1

existe § > 0 tal que

ZO(]'GJ' Z (5, (42)
j=1
para todo (i, ..., o) € S,m(0,1).
1
Ahora, sea a = (ay,...,a,) € 65’” no nulo. Entonces
> aje;| = lall, ZW%
j=1 j=1 "
Observamos que ﬁ = (th ey ”Zﬁ > € S, (0,1). Luego, por (4.2) tenemos que
1 1 1 1

n
E ;€5
j=1

> flall, 6=6)lal.
j=1
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Para a = 0 esta misma desigualdad se tiene trivialmente.

Con esto

00 I

sup
n
j=1 (a1,a;)€™) HZJ 1€

Sic ol ITesll T
n — 5
(al,-~~7aj)€€§”) 0 Zj=1 |aj’ 1<j<n )

1T} = sup
(al,...,aj)EZ(lm

a;€;

<

que es finito por ser el supremo de una cantidad finita de escalares. Asi, T' es acotada y, al
ser también lineal, concluimos que es continua.

OJ

Teorema 4.31. La ultrapotencia {X}y de un espacio de Banach X es finitamente repre-
sentable en X .

Demostracion. Sea M C {X}y; de dimension finita. Sea {27}7_, una base de M tal que
2l = {21}y, 1 < j <n, con ] € X, de forma que |27, = 1,V1 < j < n. Sea M; C X dado
por

M, = span{x?}?zl.

Ahora, sea T; : M — M; la proyeccién dada por la extension lineal de Tja/ = x{ Obser-
vamos que, por el Lema 4.30, T; es continua, para todo 7 € S.

Sea ¥ € M. Entonces existen {a;}7_; C R tal que
n

T = Z a;a’.
j=1

Luego,
n n
T,z = E a;Tix? = E a;rl,
J=1 J=1

por lo que

= 1%l -

E:%

lim || 7;z|| = lim
u u

n
e
E oy
J=1

n n
E ] d
O‘J{Ii bul| = § :O‘Jx
i=1 u =1 u

u

Entonces para todo € > 0, se tiene que
: . e\ |- . e\ |-
ar={ies: (1=5)lal, <l < (1+3) 7], ) e U

Como Tj es continua, existe un entorno de Z, denotado por Vz, tal que si j € V; e i € A?
entonces

(=) gl < Tl < (T + ) gl - (4.3)
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En particular, consideremos la bola unidad cerrada de M. Como M es de dimensién finita,
Bi(0,1) es compacta. Entonces existen 1, . .., &, € Bp(0, 1) tales que By(0,1) C U;_; Va, -
De esta forma, si i € (,_, AZ* € U (y por ello es no vacio) tenemos (4.3), para todo
g € By(0,1). Se ve facilmente que también se tiene (4.3) para todo § € M. Luego, T; es una
e-isometria de M en M;, para todo i € (,_; AZ*, lo que prueba el resultado.

O

Tenemos las dos siguientes caracterizaciones de superreflexividad, una en términos de
convexidad y otra haciendo uso de la ultrapotencia. Se puede encontrar una demostraciéon
del Teorema de James-Enflo en [5].

Teorema 4.32 (de James-Enflo). Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. X es superreflexivo.
2. X admite una norma uniformemente convexa equivalente.

3. X admite una norma uniformemente no cuadrada equivalente, es decir, existe una
norma equivalente de forma que con esta nueva norma go(X) < 2.

En particular, este teorema nos permite deducir que, al ser todos los espacios F y LP, con
p € (1,00), uniformemente convexos (ver [3]), estos son superreflexivos.

También se tiene que todo espacio de Hilbert es uniformemente convexo (ver Ejemplo
2.6) vy, por ello, todo espacio de Hilbert es superreflexivo, aunque ya lo habiamos visto
directamente en el Ejemplo 4.27.

Esta otra caracterizacion de la superreflexividad, dada por C. W. Henson y L. C. Moore
Jr., se puede ver en [10] y [9].

Teorema 4.33 (de Henson-Moore). Sea U un ultrafiltro numerablemente incompleto en S.
Son equivalentes:

1. X es superreflexivo.
2. { X}y es reflexivo.
3. {X}u es superrefiexivo.

4. { X"}y es isométrico a ({X }y)* mediante el isomorfismo isométrico candnico
(I9)(&) = lim 1, (z.).

donde | = {fu}u € {X*}u y o = {a}y € {X -

Observacion 4.34. En virtud de este resultado, st X es superreflexivo, podemos identificar
{X*} con ({X}u)*. Luego, todo F € ({X}y)* puede ser representado por un elemento
{fi}u € {X*}u, y viceversa.
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Antes de finalizar este capitulo, veamos una aplicacién de este ultimo teorema, que nos
permitird probar que la suma directa de espacios superreflexivos es superreflexiva.

Recordemos primero el concepto de suma directa de espacios de Banach.

Sean X1, ..., X, espacio de Banach. La suma directa de X1, ..., X,, es el espacio normado
n
(X1@ @ Xn)oo = (HXZ, ||||oo> )
i=1
donde H(I’l, Ce "rn)Hoo = méxlgign HLI%H

El siguiente lema nos da una forma alternativa de ver la ultrapotencia de una suma directa
de espacios de Banach que resultara de gran utilidad méas adelante. Gracias a él, podemos
expresar la ultrapotencia de la suma como la suma de ultrapotencias, en el caso particular
en el que el ultrafiltro U esté definido sobre los nimeros naturales.

Lema 4.35. Sean Xy, ..., X, espacios de Banach yU un ultrafiltro libre sobre N. Entonces
{(Xi@- o Xo)ohu = {Xihu® - @ {Xn}u)eo

Demostracion. Consideramos el espacio de sucesiones acotadas en (X7 @ --- @ X))o equi-
pado con la norma del supremo, denotado por I1,,. Una sucesion {x;}, de este espacio sera

de la forma zy = (z,...,2%),Vk > 1. Si x € II, definimos
Y [ i
ol =t (s )
y
no____ ; i
)" = mdx (tim i)

Sea o' = limy ||z%||. Entonces para todo & > 0 tenemos que
AL ={keN:||z] - | <€} €U,

por lo que

n

A=Al eu.

i=1

Ahora, sea k € A.. Entonces . A A
of —e < ||z < o +e,

para todo 1 <7 < n. Tomando maximo en ¢

max o' — ¢ < max HxZH < méx o' + €.
1<i<n 1<i<n 1<i<n

Por tanto, A. C B. = {k € N : mdxj<;j<, @' — & < méxi<;<y, ||7h] < maxj<ic, @' + €}, Por
ello, B. € U,Ve > 0. Entonces

lim | max HIZH = max o' = max <hmezH> :
U \1<i<n 1<i<n 1<i<n \ U
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Asi, concluimos que ||-||" = ||- ||" en Il Observamos entonces lo siguiente. Sea N'(U) el
cociente de la ultrapotencia de X1)oo- Se tiene que

o b € Moo < 1im [l o} -

(X1
=
{ﬁm}keII ]unnmxHxM‘—O}
{we

U 1<i<n
= ] =0} =N
Luego, - -
{(Xl@---@Xn)oo}u:N(u) = NU) (4.4)

Por otra parte, tenemos que
N'U)={zelle: |z||" =0} =
{{xk}k € Il : max hm ||| = O}

1<i<n

= {{xk}k GHOOZII,ZEHH‘TZH =0,1 Sign} =

=]V

donde ‘ ,
N2 @) = { i hs € Lol X < lim [ =0}

Con esto tenemos que

{Xitu@ e {Xo}u)w H{X Yu = H N” /\/'I}(DZ{) (4.5)

Ahora bien, como vimos que ||-||" = ||-||”, se tiene que N”(U) = N"'(U). Por tanto, podemos
igualar (4.4) y (4.5) y concluir el resultado.

O

En la prueba del siguiente teorema se pondra en evidencia la potencia del Teorema de
Henson-Moore, pues nos permitiré reducir la siguiente demostracion a probar que la suma
directa de espacios reflexivos es reflexiva.

Teorema 4.36. Si Xy,..., X, son espacios de Banach superreflezivos entonces (X1 @ - -+ @
Xn)oo €8 superreflexivo.

Demostracion. Por el Teorema de Henson-Moore, Teorema 4.33, tenemos que (X; @ - - &
Xn)oo €s superreflexivo si y solo si {(X; @ -+ @ X,,)oo}u s reflexivo. Ahora bien, por el
Lema 4.35, basta ver que ({X1}y @ -+ @ { X, }u)oo €s reflexivo. Como cada X;, 1 < i < n,
es superreflexivo tenemos que {X;};/,1 < i < n, es reflexivo, nuevamente por el Teorema de
Henson-Moore. Con estos hechos, podemos simplificar la demostracion y simplemente probar
que la suma directa de espacios reflexivos es reflexiva.
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Sea {(z},...,2" )} C (X1®---®X,)w acotada. Entonces cada {z!, },, C X; es acotada.
Como X es reflexivo, por el Teorema 1.34, existen una subsucesion {z} ,}x de {z, }m ¥y
k

z' € X tales que z' , — z'. Consideramos ahora la subsucesion de {z2 },, dada por los
k

indices de la subsucesion anterior, esto es, {2, }. Como esta subsucesion es acotada y X,
k

2 ¢ X, tales que 22, — 2%

: : B 2 2
es reflexivo, existen una subsucesion {xmi b de {xm}c}k y x 2

Repitiendo el proceso, obtenemos para cada 1 < ¢ < n una subsucesion {:pinl hyunat e X,
. k

tal que 2" ;
m

k . . .
cada una de estas serd subsucesion de {xjnk ey, por ello, ayn — 2.

— z'. Asi, consideramos las subsucesiones {xinz}k, 1 <4 < n. Por construccion

Podemos tomar entonces la subsucesion {(zp, ..., 25n) i de {(zy,, . .., 27, ) }n verificando

}ng, o Tpn) = (x!,...,2"). Por tanto, por el Teorema 1.34, concluimos que (X; @ - -+ @

(x
Xn)oo €s reflexivo, lo que finaliza la prueba.

O
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Capitulo 5

Propiedad del Punto Fijo en espacios
superreflexivos

En este capitulo vamos a poner en practica lo desarrollado a lo largo del trabajo con el
objetivo de obtener espacios de Banach que posean la Propiedad del Punto Fijo. La piedra
angular para lograr este objetivo seréd el Teorema del Punto Fijo de Wignicki. Para usar este
resultado, nos vamos a tener que restingir a espacios superreflexivos cuya ultrapotencia posea
cierta propiedad de separacion de puntos en la esfera unidad, en el sentido que se precisara
més adelante. A pesar de que estas condiciones parecen ser muy restrictivas, finalmente
obtenedremos una buena cantidad de espacios de Banach con esta propiedad, algunos bien
conocidos.

A lo largo del capitulo, a no ser que se indique lo contrario, U denotara un ultrafiltro libre
en N, que resulta equivalente a que sea numerablemente incompleto.

5.1. Teorema del Punto Fijo de Wisnicki

A partir de ahora vamos a trabajar en el siguiente contexto.

Sean C' C X un subconjunto no vacio, convexo y débilmente compacto y T : C' — C' no
expansiva sin puntos fijos. Entonces por el Teorema 3.20, existe K C C' no vacio, convexo,
débilmente compacto y T-invariante minimal. Ya sabemos que entonces, por el Lema 3.21,
convl(K) = K. Es mas, por la Proposicion 3.23, sabemos que K es diametral.

Veamos ahora el siguiente lema, probado en [§].

Lema 5.1 (de Goebel-Karlovitz). Sea T : K — K una aplicacion no expansiva sin puntos
fijos, con K un conjunto no vacio, convexo, débilmente compacto y T-invariante minimal.
Si {yn}tn C K es una sucesion de casi puntos fijos de T entonces

lim ||z — y,|| = diam K,
n—oo
para todo x € K.

Demostracion. Definimos la funcion

r(@) = limsup |z -yl
n—oo
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Veamos que es convexa. Sean 1, s € K y A € [0, 1]. Entonces

r(Azy + (1 — N)axg) = limsup ||[Azx; + (1 — N)zg — y,|

n—oo

= limsup |[Az; + (1 = N)zg — Ayn + (1 = Nyn || <
n—oo

< limsup ||Az1 + Ay, || + lHmsup [[(1 — X)za + (1 — Ny, || =
n—o0 n—00

= Ar(x1) + (1 — N)r(xg).

Ahora, fijamos a > 0. Consideramos entonces K, = {z € K : r(z) < a}. Tenemos que K,
es no vacio, pues {y,}, C K,, y convexo, por la convexidad de r. Veamos que es cerrado.
Para ello, veamos que r es inferiormente semicontinua.

Sea xg € K. Entonces

(o) = h’mjup |20 — Yall < h’mﬁsup |20 — || + limjup |z = ynll = ||z — 20| + ()

Luego, tomando limite inferior cuando = — xy, concluimos que

r(zo) < liminf r(z),
T—rT0

por lo que 7 es inferiomente semicontinua. Por ello, K, es cerrado.

Ademas, como T' es no expansiva
T2 = ynll = T2 = Tyn + Tyn — ynll < T2 = Tynll + [ TYn — yull < Iz = ynll + 1Ty — yall

Entonces como lim,, o || TYn — yn|| = 0, tomando limite superior llegamos a que
r(Tx) <r(x) <a,

para todo = € K,. Por ello, T(K,) C K,, por lo que K, es T-invariante. Estamos entonces
en las condiciones del Lema 3.22, por lo que r es constante.

Asi, sea r(x) = r € R, Vo € K. Supongamos que r # diam K. Entonces r < diam K.
Sea diam K = d. Sean x1,...,x; € K y consideremos las bolas B(x;,r'), 1 < i < k, con
' = $(r + d). Ahora, como r(z;) = r,V1 < i < k, si tomamos £ > 0 existe n; € N tal que

‘Sumen |2 — ymll — 7”| <e,Vn > n;. Esto es

0 < sup ||z — yml| < e+,
m>n

para todo n > n;. Luego, si tomamos ¢ = 5(d — r) > 0, concluimos que

1
2

1 )
|l zi — yml|| < §(T+d) =7,

para todo m > n;. Tomando ny = max;<;<k n;, concluimos que y,, € B(z;,1’), para todo
m>ngyl<i1<k.
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Luego, a partir de cierto término y, € B(x;,r'),V1 < i < k. Por ello, {B(z,r")},cx tiene
la propiedad de interseccion finita. Como K es débilmente compacto tenemos que

ﬂ B(z,r') # @

zeK

Sea entonces z € [),cx B(x, 7). Este verifica que
, 1
|lo—z|| <r'= §(r+d) <d,

para todo z € K.

Luego, 7.(K) = sup,cx || — z|| < d = diam K, por lo que z es un punto no diametral de
K, lo que contradice el hecho de que K es diametral.

Por tanto, r(z) = diam K,Vx € K. Ademas, el limite superior se convierte en un limite
pues todas las subsucesiones de una sucesion de casi puntos fijos son también de casi puntos
fijos.

O

Existe también la siguiente generalizacion del Lema de Goebel-Karlovitz para limites res-
pecto a U.

Lema 5.2 (generalizado de Goebel-Karlovitz). Sea T : K — K una aplicacion no expansiva
sin puntos fijos, con K un conjunto no vacio, convexo, débilmente compacto y T-invariante
minimal. Si {yn}n C K es tal que limy ||Ty, — yn|| = 0 entonces

lim [z = || = diam K,
para todo x € K.

Demostracion. Sea r(x) = limy ||z — y,||. Razonando de forma completamente analoga a
la demostracion del Lema de Goebel-Karlovitz, Lema 5.1, obtenemos que r(z) = r € R,Vz €
K. Supongamos que r < diam K.

Como r(z) =r € R,Vz € K, para todo x € K y para todo £ > 0 se tiene que

Ac={neN: ||z -y, — 7| <e} €eU.

Sean x1, ...,z € K. Por tanto, AL = {n € N: | ||z; —y,| —r| <&} eU,V1 <i < k. Por
ello
k
I = ﬂA; eu,
i=1

de lo que se desprende que I. # &. Con esto, existe n € I tal que ||z; — y,| < r+¢,V1 <
1

i < k. En particular, tomando ¢ = 3(d — r) > 0 tenemos que ||z; —y,|| < r',V1 < i <k,

donde 1" = L (r + d). Por ello, y,, € N, B(x;, 7). Asi, {B(x,7")}sex tiene la propiedad de
interseccién finita y, como K es débilmente compacto, se tiene que

ﬂ B(z,r") # @.

zeK
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Sea entonces z € [),.x B(x,7’). Entonces ||z — z|| < r' < d,Vr € K. Luego, toman-

do supremo r,(K) < diam K, por lo que z € K seria no diametral, lo que contradice la
diametralidad de K.

O

Ahora, sea
K={K}y={{zn}u € {X}u:2, € K,¥neN} C {X}y,

que se observa que es no vacio, convexo, cerrado y acotado, por serlo K. Consideramos
también la aplicacion T': K — K dada por

T({zatu) = {Tz}u.

Se ve facilmente que esta aplicacion esta bien definida (gracias a la no expansividad de T') y
es Nno expansiva.

Por el Lema 3.7 existe {x,}, C K tal que lim,, . ||Tz, — z,|| = 0. Por el Teorema 4.12
tenemos que
lim || 72, — 2, | = 0

_Esto es, {Tx, — v,}, € N(U). Luego, {Tz,}u = {zn}y, de lo que se concluye que
T({x,}u) = {x,}u. Por tanto, Fix T es no vacio.

Ademas, podemos caracterizar Fix T como
Fix T = {{xn}u € K : || T, — | = o} .
Por tultimo, antes de dar algunas propiedades que verifican K, K y Fix T, introducimos el
concepto de convexidad métrica, mas débil que el de convexidad.

Definiciéon 5.3. Sea A C X cerrado. Se dice que A es métricamente convexo si para todo
x,y € A existe z € A tal que

1

o= 2l = 5 llz = ]
1

ly =2l = 5 lle

Observacion 5.4. Por la observacion tras el Lema 2.2 se tiene que en espacios estrictamente
convexos los conceptos de convexidad métrica y converidad son equivalentes.

En estas condiciones podemos dar una serie de propiedades de K vy T. La prueba del
cuarto enunciado de la siguiente proposicion se puede encontrar en [13].

Proposicion 5.5. En las condiciones anteriores se verifican:
1. diam K = diam K = diam Fix 7.
2. K,K,FixT son diametrales.
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3. Sij € FixT entonces ||[{x}y — i, = diam K,Vzr € K.

4. FixT es métricamente convezo.

Demostracion.

1. Sea #,7 € K, con & = {x,}uu v § = {yn }us. Entonces

12 = Glly, = M [l — g < diam K

Luego, diam K < diam K. Ahora bien, sabemos que existe {zn}n C K tal que

lim ||Tz, — z,]| = 0.
n—oo
Asi, por el Teorema 4.12; tenemos que limy, ||T'z, — z,|| = 0. Entonces por el Lema gene-

ralizado de Goebel-Karlovitz, Lema 5.2, tenemos que

libr[n |zn — z|| = diam K,

para todo z € K. Esto es, |[[{zn}u — {z}ull, = diam K, con {2}y, {z}u € K. Por tanto,
concluimos que diam K = diam K.

Ahora, como FixT C K, tenemos que diam FixT < diam K = diam K.

Sea {x,}, C K una sucesion de casi puntos fijos de 7. Entonces & = {z,}y € FixT.
Luego, limy |7z, — z,|| = 0. Por el Lema generalizado de Goebel-Karlovitz, Lema 5.2,
limy, ||z — z,|| = diam K,Vz € K. En particular se tiene para x = x;. Entonces, si 0 < ¢ <
diam K tenemos que

A.={neN: |z —z,| € (dlam K —¢,diam K)} € U,

y por ende este conjunto es no vacio. Por ello, existe n; € A, tal que ||z; — x,, || > diam K —e.
Ahora, consideramos § y x = 2. Entonces

Ae = {n eEN: |xg —z,] € (diamK— g,diamK>} eu.

£
2
Luego, existe ny € A: tal que ||z — 2, || > diam K — . De esta forma, podemos construir
una subsucesion {wy, }r de {x,}, tal que |zy — z,, | > diam K — £. Ademas, como {w,},
es una sucesion de casi punto fijos de T' y {z,, }» es una subsucesion suya, esta tltima es
también una sucesion de casi puntos fijos de T'. Por ello, {x,, } € FixT.

De esta forma, limy_,o |2, — 2y, || > diam K, por lo que limy, ||z, — 2, || > diam K. Pero
|zr — 2n, || < diam K. Por tanto,

12 — {zn, Yully = 1fL1flﬂ |lzk — 2, || = diam K,

lo que concluye el resultado.

2. Que K es diametral se tiene de la Proposicion 3.23.
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Sea ahora # = {z,}y € K,y consideremos {y,}, C K una sucesion de casi puntos
fijos de T'. Entonces limy, | Ty, — y,|| = 0 y, por el Lema generalizado de Goebel-Karlovitz,
Lema 5.2, tenemos que limy, ||z — y,| = diam K,Vx € K. Razonando como en 1 podemos
construir una subsucesion {y,, }x de {yn}n de forma que limy, ||z — y,, || = diam K. Luego,
1% = {Yny Jull,, = diam K = diam K. Por tanto, r;(K) = diam K y # es un punto diametral.
La arbitrariedad de Z nos da el resultado.

Para Fix T se argumenta exactamente igual v se llega a la conclusion pues ademas la sub-
sucesion construida sera también de casi puntos fijos y, por ello, su clase en la ultrapotencia
serd un punto fijo de T

3. Si § € Fix T entonces existe {yn}n C K tal que § = {y,}u vy
lim || Ty, — yn|| = 0.
([ Ty — yn
Asi, por el Lema de Goebel-Karlovitz generalizado, Lema 5.2, tenemos que
h/br[n |z — yn|| = diam K,
para todo z € K. Esto es, |{z}y — 7, = diam K.

4. Sea &, 5 € K, con & = {xn}u v J = {yn}u. Sean

6, = max{ ||z, — Tz, |y — Tyl },

1
dn:_ n — Ynll>»
S r—

1—¢
n — —n(sna
n e
donde {e,}, C (0,1) es tal que
On
lim ¢, = lim — = 0.
n—o0 n—oo {—:n

Ahora, consideramos el conjunto
K,={2€ K|z, — 2| <dn+ 0, [|yn — 2|l < dn + 10}

Observamos que K, = B(x,,d, + n,) N B(Yn,d, + n,) N K, por lo que obviamente K, es
cerrado y convexo.

Claramente, % € K, pues

2 2
pues 71, > 0. Asi, K,, es no vacio.
Ahora, definimos T,, : K — K, dada por
Thz=(1—e))Tz+ e ;F Un.
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bien definida por la convexidad y T-invarianza de K. Veamos que K, es T)-invariante. Sea

z € K,,. Entonces
Ty —Thz=(1—¢e,)(x, —T2)+ gnx" ; .

Luego,

Tpn — Yn

2

|zn — Thz|| = H(l—en)(xn—Tz)—i—an <

€n
<(1—e)||xn —Tz|| + o> lzn — ynll <
En
< (U =en)(lzn = Tnll + | Txn = T2[)) + o 170 = yull <
< (1 —e,)(0n+ ||zn — 2||) + €ndn <
<(1—en)(0n+dy+m,)+end, =

=d,+ (1 —e,)0,+ (1 —cp)nn.

Como 6, = 221y, concluimos que ||z, — T,,2|| < d,, +1,. De una forma completamente
analoga se prueba que ||y, — T,2|| < d,, + 1, lo que prueba que T,,(K) C K,,.

Ahora bien, si z1, 2o € K,, tenemos que
Tnzl - TnZQ = (1 - €n)<T21 - TZQ),

por lo que
[Thzr = Tazoll = (1 —en) [T21 = Tzof| < (1 —2n) fl2n — 22|

Asi, T, es un contraccion, pues 0 < g, < 1.

Entonces como K, es completo por ser un subconjunto cerrado de un espacio de Banach,
por el Principio de Contraccién de Banach, Teorema 3.4, existe un tnico z, € K, que es
punto fijo de T},. Por estar en K, este verifica que

Ademés,

lzn — Tzl = |20 — Tozn + Tnzn — Tzol| = || Tnzn — Tzl =

xn n
= H(l—sn)Tzn—Tzn—i—en —21-y =
xn n .
=e, | Tz, — Y < ¢, diam K,
pues tanto 17z, como “’";’y” estan en K.

Como #,§ € FixT, tenemos que limy 8, = 0. Por ello, limyn, = 0, ya que ademas
limy e, = 0. Con esto, si Z = {z, }y, tenemos que

1
o Yl — ol < ¥ tmd = T e — ol = s e
12 = Zllyy = lim [lzn — 2] < lin(dy +n,) = limd, = lim o flzn —yall = 5 112 = gl
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Analogamente, se obtiene que |7 — Z[|,, < 1 ||z — 7|, < IIZ — §ll,- Con esto, tenemos que

1= Zlly = [I2 =9+ 59— 2, =
> 7 =glly = 19 =2l | =
=17 = glly = 19 = 2l =

- L,..
27 =gl =5 17 =9l =
2

1.
:§||x—y||u-

Luego, || — Z||,, = 3 ||Z — gll,- Razonando de la misma forma concluimos que ||g — Z||,, =
3 17 =gl
2 u

H% - T%H =lim ||z, — T'z,|| < lime, diam K = 0.
u u u

Por ende, Z € Fix T, lo que finaliza la prueba.
OJ

Introducimos ahora aquella propiedad de separaciéon de puntos que mencionabamos al
principio del presente capitulo.

Definicién 5.6. Se dice que un espacio de Banach X tiene la propiedad (S) si para todo
A C Sx(0,1), con diam A < 1, existe f € X* tal que f(x) > 0,Vz € A.

Definiciéon 5.7. Se dice que un espacio de Banach X tiene la propiedad (Sy,) si para todo
conjunto métricamente convero A C Sx(0,1), con diam A < 1, existe f € X* tal que
f(z) >0,Vz € A.

Observacion 5.8. Obviamente, si un espacio de Banach tiene la propiedad (S) entonces
tiene también la propiedad (Sy,).

Ahora, podemos dar el resultado fundamental que nos permitira encontrar algunos espacios
superreflexivos con la Propiedad del Punto Fijo. Este fue publicado en 2001 por A. Wisnicki
en [18].

Teorema 5.9 (de Wisnicki). Sea X un espacio de Banach superreflexivo de forma que
existe U un ultrafiltro libre en N tal que { X}y tiene la propiedad (S,,). Entonces X tiene la
Propiedad de Punto Fijo.

Demostracion. Por reduccion al absurdo, supongamos que existen K C X acotado, ce-
rrado, convexo y minimalmente 7T-invariante y una aplicaciéon no expansiva 7' : K — K
sin puntos fijos. Entonces por el Lema 3.7 existe {z,}, C K sucesion de casi puntos fijos
de T. Ademas, mediante una traslaciéon y una homotecia podemos suponer sin pérdida de
generalidad que z,, — 0 € K y diam K = 1. Entonces por el primer y cuarto enunciado de
la Proposicion 5.5 tenemos que Fix T es métricamente convexo y diam(Fix(7T')) = 1.

Como { X}y tiene (S,,), existe F € ({X}y)* tal que F(x) > 0, para todo = € FixT. Por
el Teorema de Henson-Moore, Teorema 4.33, podemos representar F' como {f, } € {X*}u,
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al ser X superreflexivo. Como z,, — 0, tenemos que f(z,) — f(0) = 0,Vf € X*. Por ello,
podemos encontrar una subsucesion {z,, }; de {z,}, tal que | fi(z,,)| < %, para cada k € N.
Ademas, como {x,}, era una sucesion de casi puntos fijos de T, se tiene que {z,, }; también
lo es. Por tanto,

Asi, limy ||Tx,, — 2, || = 0, por lo que {z,, } € FixT. Por ello, F({z,,}u) > 0. Sin
embargo, por el isomorfismo isométrico que da el Teorema de Henson-Moore, Teorema 4.33,
sabemos que

F({xnk}u) = lgnfk<xnk> = 07

con lo que tenemos contradiccion.

5.2. Aplicaciones del Teorema de Wisnicki

El objetivo de esta secciéon es usar el Teorema de Wisnicki para encontrar espacios de
Banach que tengan la Propiedad del Punto Fijo. Este resultado nos permitira encontrar tres
clases de espacios que poseen esta propiedad. Estos son los espacios de dimension finita,
los espacios con caracteristica de convexidad estrictamente menor que 1 y cualquier suma
directa finita de ellos. A partir de estas tres clases deduciremos después otras que también
poseen la Propiedad del Punto Fijo.

La siguiente proposicion, que resulta crucial para lograr este objetivo, la dio A. Wisnicki
en [18].

Proposicion 5.10. Los siguientes espacios tienen la propiedad (S):
1. los espacios de Banach separables.
2. los espacios estrictamente convexos.
3. los espacios de dimension finita.

4. los espacios de Banach X con g¢(X) < 1.

Demostracion.

1. Sea A C Sx(0,1) con diam A < 1. Supongamos primero que A es numerable y que viene
dado por A = {z;};. Por el Teorema de Hahn-Banach, podemos encontrar {f;}; C Sx«(0,1)
tal que f;(z;) = 1. Observamos que entonces, puesto que diam A < 1, se verifica

[filwi = ;)] < las =25l <1

Por otra parte, 1 > |fi(z; — z;)| = |1 — fi(z;)|, luego fi(xz;) > 0, para cada i,j € N. De
esta forma, podemos construir el funcional

Flr) =3 g fule),
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que verifica que F'(z;) > 0,Vi € N.

Ahora, supongamos que A C Sx(0,1), con diam A = 1, tiene cardinal arbitrario. Como X
es separable, tenemos que A también lo es. Entonces existe B C A denso y numerable. Sea
B = {z;}; Repitiendo el proceso anterior, podemos construir /' € X* de la misma forma que
en la primera parte de la prueba de forma que F(x) > 0,Vx € B. Como B es denso en A,
six € A, existe {z;, }x C B tal que x;, — z. De esta forma, F(z; ) — F(z). Ademas, como
F(z;) > 0,Yk > 1, tenemos que F'(z) > 0.

Supongamos que existiese © € A tal que F(z) = 0. Sea {z; }» C B tal que z;, — =.
Entonces F(z;,) — F(z) = 0.

Observamos lo siguiente. Fijados k,l € N tenemos que
|1 - fll(xlk)‘ = ’fu(mn) - fll(xlk)‘ < HfZlH H‘Tw - mlkH = Hxll - xlkH (51)

Ahora bien, como {z;, } es convergente, es de Cauchy. Por ello, existe ky € N tal que
@i, — z3,]] < 3,81 k> 1> ko. Tomando | = ko, esta desigualdad junto con (5.1) nos dice
que f;, (wy) > 1.

Luego, como la serie que define a F' es de términos positivos, concluimos que

=1 1 11 1
F(xlk> - Z Q_an(xlk> > 2i_kofik0 (xlk) > Yikg 5 = Qikg+1 > 0’
n=1

que contradice el hecho de que F(x; ) — 0.

2. Sea A C Sx(0,1) con diam A < 1. Sea z € A. Por el Teorema de Hahn-Banach,
podemos encontrar f € Sx«(0,1) tal que f(z) = 1. Ahora, supongamos que f(y) < 0, para
algiin y € A. Entonces

1< flz—y) <|[fllllz -yl <1,
lo cual es una contradiccion.

Supogamos entonces que f(y) = 0. Tenemos que
L= flz—y) <[fllllz =yl =llz -yl <1,

Por ello, z —y € Sx(0,1). Luego, f(z) =1=||f|| v f(x —y) =1 = || f]|. Por el Teorema
2.3, f alcanza su norma en un solo punto. Luego, x = x —y, lo cual supone una contradiccién
pues y =0 ¢ A.

3. Basta notar que los espacios de dimension finita son separables y aplicar 1.

4. Ahora, supongamos que £o(X) < 1 y sea A C Sx(0,1) con diam A < 1. Fijamos
x € A. Por el Teorema de Hahn-Banach, Teorema 1.5, existe f € Sx«(0,1) tal que f(x) = 1.
Supongamos ahora que existe y € A tal que f(y) < 0. Entonces, al igual que en 2,

L<flz—y) <fllllz -yl <1,

y llegamos a contradiccion.

Supongamos entonces que f(y) = 0. Entonces
L= flz—y) <flHlz -yl =llz -yl <1
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Por tanto, ||z — y|| = 1. Entonces z — y € Sx(0,1). Ademas, si A € [0, 1],
L=Af(2) + (1T =Nf(z—y) <[Ae+ A =M=yl <Azl + (1 =N flz =yl = 1.

Por ello, el segmento que forman z y  — y estd completamente contenido en la esfera. Pero
este segmento tiene longitud
lz = (z = y)ll = llyll = 1,
lo cual contradice que £¢(X) < 1.
O

A pesar de que estas cuatro clases poseen la propiedad (.5), las dos primeras no son cerradas
bajo el paso a ultrapotencia. En cambio, para la tercera y cuarta clase de espacios, con esta
proposicion y del Teorema de Wisnicki, Teorema 5.9, obtenemos varios resultados de punto
fijo.

El primero es para espacios de dimension finita que hemos separado como resultado aparte,
aunque puede deducirse de los siguientes.

Corolario 5.11. Sea X un espacio de Banach de dimension finita. Entonces X tiene la
Propiedad de Punto Fijo.

Demostracion. Sabemos que un espacio de dimension finita es superreflexivo. Ademaés, por
la Proposicion 4.22 tenemos que { X };, es también de dimension finita. Asi, por la Proposicion
5.10, { X}y tiene la propiedad (S) y, por ello, la propiedad (.S,,). Entonces por el Teorema
de Wisnicki, Teorema 5.9, se tiene el resultado.

O

Para ver que los espacios con ¢y < 1 tienen la Propiedad de Punto Fijo es indispensable
probar primero que el moédulo de convexidad, y por ende la caracteristica de convexidad, son
estables bajo el paso a la ultrapotencia. Este hecho puede encontrarse en [1].

Lema 5.12. Sea X un espacio de Banach. Entonces para todo € € [0,2) se verifica
5X(5) = 5{X}M (5)

Demostracion. Sabemos que {X };; contiene una copia de X como subespacio. Entonces,
por la Proposiciéon 2.13 y puesto que el modulo de convexidad esta definido a partir de un
infimo, concluimos que d¢xy,, (¢) < dx(e).

Ahora, sean 7,7 € {X } tales que || Z||,, < 1,]|yll,, < 1y || — 9|, > €. Entonces, podemos
encontrar representantes {x, }, y {yn}n de T y 7, respectivamente, y A € U de forma que si
n € A, entonces ||x,]| < 1, ||lynl| S 1y [|2n — ynl| > te,¥n € A, con 0 < t < 1. Veamoslo.

Sea o = ||# — 7l,, < . Entonces A, = {n € N : ||z, —y,|| € (o — p,a + p)} € U, para
todo p > 0. Por ello, son no vacios. Sea n € A,. Entonces este verifica que

[0 = yull > = p=e—p.

Fijado ¢t € (0,1), tomamos p < (1 —t)e > 0. De esta forma, e — p > te. Asi, A, C B,; =
{neN: |z, —y,| > te}, luego B,, € U.

Por otra parte, sea § = ||Z||,, < 1. Distingimos dos casos:
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1. Si B < 1 entonces es facil ver que podemos tomar un C' € U de forma que sin € C
entonces ||z,| < 1.

2. Si 8 =1 entonces observamos lo siguiente

x
].’ n _ — 1/ o — 1/ 1 o 2 _
fm | 2 = @) =l (| flew — lleall @all) = tim (11 = ol foall”) = 0,
pues limy ||z, || = 1. Por ello, & = {z,}y = {ﬁ} y cambiando a este representante
n u

tenemos lo que queriamos.

El mismo razonamiento nos da un representante {y,}, de ¢ tal que ||y,| < 1.

Entonces

Ln 7+ Yn < 1—dx(te)

Tomando limite respecto a i/ e infimo obtenemos entonces que dx (te) < dyxy,, (€). Tomando
t — 1y teniendo en cuenta que dx es continuo, concluimos que dx(g) < d¢xy,(€), que junto
con lo anterior nos da el resultado deseado.

O

Observacion 5.13. Con esto, tenemos que el modulo de convexidad se conserva bajo el paso
a ultrapotencias. Es mds, se tiene que

co({X}u) = sup{e > 0: 0yxy,(€) = 0} =sup{e > 0:dx(e) = 0} = o(X).
Por tanto, la caracteristica de convexidad es también invariante bajo el paso a ultrapotencia.

Corolario 5.14. Sea X wun espacio de Banach tal que £o(X) < 1. Entonces X tiene la
Propiedad de Punto Fijo.

Demostracion. Tenemos que £¢(X) = eo({X }u), luego eo({X }14) < 1y por la Proposicion
5.10, este tiene la propiedad (.S). Por ende, también tiene la propiedad (S,,). Si X verifica
que £9(X) < 1, por el Teorema de James-Enflo, Teorema 4.32, sabemos que X es superre-
flexivo. De esta forma, podemos concluir que los espacios de Banach con g¢(X) < 1 tienen
la Propiedad del Punto Fijo.

OJ

En particular, como los espacios uniformemente convexos estan caracterizados por tener
caracteristica de convexidad nula, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.15. Sea X un espacio de Banach uniformemente convexo. Entonces X tiene
la Propiedad del Punto Fijo.

Este resultado es de sumo interés pues nos da la Propiedad del Punto Fijo en espacios
muy conocidos, como los de Hilbert, los /7 y los L?, con p € (1, 00).

Por tltimo, estudiemos la suma directa de espacios de Banach. Por supuesto, si cada X;
es de dimension finita, la suma directa también lo serd y podremos entonces asegurar que
posee la Propiedad de Punto Fijo. Veamos que ademas, si cada X; tiene caracteristica de
convexidad estrictamente menor que 1, la suma directa posee la propiedad (5). Esta prueba
pueder verse [18].
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Proposicion 5.16. Sean Xi,..., X, espacios de Banach tales que €(X;) < 1,1 <

L<n,y
U un ultrafiltro libre sobre N. Entonces {(X1 & -+ & X,))o0 fu tiene la propiedad (S).

Demostracion. En virtud del Lema 4.35 tenemos que

{(Xl DD Xn)oo}u = ({Xl}u DD {Xn}U)oo

Con esto, y puesto que hemos visto que la caracteristica de convexidad se preserva bajo el
paso a ultrapotencias, basta probar que (X; @ -+ @ X,,) tiene la propiedad (.5).

Sean X = (X1® - ® X))o vy A C Sx(0,1) tal que diam A < 1. Sea 4; = {z =
(x1,...,x,) € A ||lzg|| = 1}. Si consideramos I = {i € {1,...,n} : A; # @}. Se tiene
entonces que A = (J,.; 4.

Ahora, para cada A;,i € I, fijamos y* = (y¢,...,3") € A;. Por el Teorema de Hahn-
Banach, Teorema 1.5, podemos encontrar f; € S Xf(o’ 1) de forma que f;(y!) = 1. Entonces
six = (x1,...,2,) € A, tenemos que

|filzs) = Fiy)] < ||z — ui| < ||z — yiHoo <1
pues diam A < 1. Por tanto,

|fi(w:) = 1| = | fila:) — fily))] < 1,

de lo que se deduce que f;(z;) > 0,7 € [,x € A. Es méas, con un razonamiento completamente
analogo al que se hizo en la prueba del enunciado 4 de la Proposiciéon 5.10, se tiene que
fi(z;) > 0si x € A;. De esta forma, podemos construir F(x1,...,2,) = Y., fi(xi), que nos
da el resultado deseado.

O

Corolario 5.17. Sean X,..., X, espacios de Banach tales que eo(X;) < 1, 1 < i < n.
Entonces (X1 ® -+ @ X,)oo tiene la Propiedad del Punto Fijo.

Demostracion. Por la Proposicion 5.16, {(X; & - -+ @& X,)eo i tiene la propiedad (5) vy,
por ende, la propiedad (.S,,). Ademas, por el Teorema de James-Enflo, Teorema 4.32, cada
X;, 1 <i < n es superreflexivo. Luego, por el Teorema 4.36 el espacio (X1 @ -+ @ X,,)00 €8
superreflexivo. Entonces, por el Teorema de Wisnicki, Teorema 5.9, (X; & --- & X,,) tiene
la Propiedad del Punto Fijo.

O

Resumiendo, gracias al Teorema de Wisnicki, hemos concluido que los espacios de Banach

= de dimensioén finita y

= con caracteristica de convexidad estrictamente menor que 1
tienen la Propiedad del Punto Fijo. Como consecuencia, hemos visto que

= los espacios de Hilbert,
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= los espacios 7, p € (1,00),

= los espacios LP, p € (1,00) y

= los espacios de Banach uniformemente convexos
tienen también esta propiedad. Por otra parte, el Teorema de Kirk, Teorema 3.25, nos dice
que los espacios reflexivos con estructura normal también la verifican. Este tltimo engloba

todos los casos anteriores pues, si £9(X) < 1, por el Teorema 4.32, X es superreflexivo y, por
tanto, reflexivo, y en [7| puede comprobarse que X tiene estructura normal.

Por ultimo, cualquier suma directa finita de espacios con caracteristica de convexidad
estrictamente menor que 1 poseera la Propiedad del Punto Fijo.
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