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Capitulo 1

Introduccién y motivacion

La teoria de escalas de tiempo, la cual ha recibido gran atencién recientemente, fue
introducida por Stefan Hilger en su tesis doctoral [4] en 1988, con intencion de unificar el
analisis discreto y el continuo.

En este trabajo vamos a introducir un breve estudio de las ecuaciones diferenciales en
escalas de tiempo. Podremos observar que muchos de los resultados que obtendremos man-
tienen una gran relaciéon con las ecuaciones diferenciales que ya conocemos, sin embargo,
muchos otros resultados serdn completamente nuevos. La idea principal es probar los resul-
tados de las ecuaciones dinamicas cuando el dominio de una funcién sea lo que llamamos
una escala de tiempo, que es un subconjunto cerrado no vacio de niimeros reales. En el caso
en el que usemos el conjunto de los numeros reales, el resultado sera la ecuacion diferencial
ordinaria que ya conocemos. Por otro lado, si escogemos el conjunto de los niimeros enteros,
el resultado sera las ecuaciones en diferencia. Sin embargo, existen muchos otros conjuntos
de niimeros reales que nos proporcionan muchos otros resultados. Podemos resumir todo
esto diciendo que la intencién del calculo en escalas de tiempo es unificar y extender.

El célculo en escalas de tiempo tiene multitud de aplicaciones. Consideremos la ecuacion

en diferencia
vK,x,

K,+ (v -1z,

Donde v > 1,K,, > 0y xy > 0, conocida como la ecuacién en diferencia de Bever-
ton—Holt. Esta tiene amplias aplicaciones en dindmica de poblaciones. La sucesion K,, mide
la capacidad de carga, mientras que v mide la tasa de crecimiento natural de la poblacion.
En este trabajo vamos a estudiar una forma diferente de ver (1.1).

., Como seria la forma continua de la ecuacion de Beverton-Holt? Para responder a esta
pregunta debemos estudiar en primer lugar la forma de escribir la ecuacion (1.1) en escalas
de tiempo.

Una escala de tiempo T es un subconjunto cerrado del conjunto de los niimeros reales R.
La teoria de escalas de tiempo T pretende unificar modelos continuos (T = R) y discretos
(T =Z) con el fin de extender la teoria a los casos en los que T es otro conjunto distinto. De
esta forma, una vez dada la ecuacion en diferencia de Beverton—Holt, podriamos estudiar el
caso T = R , obteniendo la ecuacién diferencial de Beverton—Holt. Este paso, de discreto a

Tpt+1 = ,n e N() (1].)



continuo, nos muestra el poder de los modelos en escalas de tiempo, proporcionando una idea
de la estructura de la ecuacion discreta (1.1). Veamos como es la estructura de la ecuacion
de Beverton—Holt. Para ello definimos « de la siguiente forma:

v—1

y despejaremos obteniendo

donde v > 1siysolosi 0 <a<1.
Supongamos que x es solucion de (1.1). Tenemos que
Kz,
1—a)K, +az,’

Tpy1 = (
y, por tanto,
T (Kp —axpir) = (1 — a) Kpxp.
Tenemos entonces

(1 - &)Kn$n+1 _ a'xn+1($n+l - Kn)

Tn = K, — azp K, — arpiq T+ Ently
luego
Az, = a1 (K, — xn+1)'
K, —azr,
Por tanto,
K, Az, — ax,1(Tp1 — Tp) = axpi1 (K — Tpy),
y asi,

K,Ax, = az,1 (K, —x,).

Llegando a la forma alternativa de la ecuacion (1.1)
Az, = azpq (1 — —). (1.2)

La forma anéloga de escribir (1.2) para un modelo continuo la conseguimos si reempla-
zamos Ax, por &', T,41y x, por x,y K, por K(t) obteniendo la ecuacion diferencial
x
/
r =ar(l — —-—).

Para dar una forma analoga de escribir (1.2) para un modelo en escalas de tiempo
debemos introducir unos conceptos previos, que son la derivada con respecto a una escala
de tiempo, =, v la funciéon 27. Estos conceptos seran definidos en el siguiente capitulo, de
momento los usaremos formalmente. Ahora bien, si reemplazamos en (1.2) x,, por x(t), ;11
por 2°(t) y Az, por 2 (t), obtendremos la ecuacién dindmica
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T

z2(t) = ax” (1 — K(t))' (1.3)

Y finalmente, tendriamos como ver la ecuaciéon dinamica de Beverton-Holt en escalas de
tiempo.

La intencion de este trabajo sera llegar a resolver ecuaciones en un subconjunto T como
acabamos de ver, para ello dividiremos el trabajo en varios capitulos.

En el Capitulo 2 introduciremos el cilculo en escalas de tiempo desarrollado por Stefan
Hilger [5]. Definiremos los conceptos basicos del calculo en escalas de tiempo, asi como
ejemplos para la completa comprension de estos.

En el Capitulo 3 introduciremos la derivada para funciones f : T — R. Resultados
fundamentales como la regla del producto y del cociente estaran presentes en este capitulo,
as{ como otros resultados relacionados con la diferenciabilidad. Daremos ejemplos para la
correcta comprension.

En el Capitulo 4 introduciremos la integral para funciones en escalas de tiempo, dando
resultados fundamentales y otros resultados relativos a la integrabilidad. Daremos ejemplos
para la correcta comprension.

En el Capitulo 5 veremos algunos resultados como la regla de la cadena y el método
de sustitucion, los cuales nos serdn de utilidad. Pondremos ejemplos de como aplicar estas
técnicas.

En el Capitulo 6 introduciremos el plano complejo de Hilger, guiados por el articulo de
Hilger [3]. Usaremos la llamada transformacion cilindro para introducir las funciones ex-
ponenciales en escalas de tiempo. Probaremos que estas funciones exponenciales satisfacen
el problema de valor inicial que involucra la funcién dinamica lineal de primer orden. Usa-
remos las propiedades de las funciones exponenciales para resolver todos los problemas de
valor inicial que involucran ecuaciones dinamicas lineales de primer orden. Para casos no
homogéneos, utilizaremos la técnica de la variaciéon de constantes.

Por ultimo, en el Capitulo 7, probaremos toda la teoria estudiada en los capitulos ante-
riores, dando una solucién para la ecuacion dindmica en escalas de tiempo de Beverton-Holt
que hemos visto antes.



Capitulo 2

Definiciones basicas

Para estudiar las ecuaciones diferenciales de primer orden en escala de tiempo T, primero
debemos definir ciertos conceptos.

Denotamos como f* a la funcién delta derivada o funcién derivada con respecto a una
escala de tiempo de una funcién f definida en T. Se tiene que f* = f es la funcién derivada
cuando T = R. Por otra parte, f® = Af es la funciéon diferencia cuando T = Z.

Sea T una escala de tiempo. Para t € T definimos el operador de salto hacia adelante
(forward jump operator) o : T — T como

o(t):=mf{seT:s>t}

Por otro lado, podemos definir el operador de salto hacia atras (backward jump operator)
p: T — T como

p(t) :=inf{seT:s <t}

Tenemos que si {s € T : s >t} = (), entonces o(t) =supT,ysi{s e T:s <t} =10
entonces p(t) = inf T, donde () denota el conjunto vacio. Si o(t) > t decimos que ¢ es dispersa
por la derecha, mientras que si p(t) < t entonces decimos que t es dispersa por la izquierda.
Un punto ¢ que es disperso por la izquierda y por la derecha al mismo tiempo, se le denomina
aislado.

Por otra parte, si t < supT y o(t) = t, entonces ¢ se denomina densa por la derecha, y
sit>1infT y o(t) =t entonces t es densa por la izquierda. Un punto ¢ que es denso por la
izquierda y por la derecha se denomina denso.



t disperso por la derecha t <o(t)
t denso por la derecha t=o(t)
t disperso por la izquierda p(t) <t
t denso por la derecha p(t) =t

t aislado p(t) <t <o(t)

t denso por p(t) =t =o(t)

t t1 es denso.

® ° . .

t t5 es denso por la izquierda y disperso por la derecha.
¢ L t3 es disperso por la izquierda y denso por la derecha.
. t . t, es aislado.

Finalmente, podemos definir la funcion p : T — [0, co] denominada graininess function
(funcion de granulosidad) como

pu(t) :=o(t) —t

Tenemos que o(t) y p(t) pertenecen a T cuando ¢t € T. Esto se debe a que asumimos que
T es un conjunto cerrado de R.

Definimos el conjunto T* como el subconjunto de T tal que si T tiene un punto maximo
m disperso por la izquierda, entonces T* = T — {m}. Es decir,

T — T\ (p(supT), supT] si supT < oo
T si supT = o0
Sea f : T — R definimos la funciéon f : T — R como

fo(t)= f(o(t)) parat € T
Es decir, f7 = foo.



Veamos algunos ejemplos,

1. Si T = R, entonces tenemos que para t € R
o(t)=mf{s e R:s >t} =if(t,00) =t

y andlogamente, p(t) = t. Por tanto, todo punto ¢ € R es denso y la funcion de
granulosidad p viene dada por

p(t) =0 para todo t € T
2. Si T = 7Z, entonces tenemos que para t € Z
o(t)y=mf{se€Z:s>t} =inf{t+1,t+2,t+3,...} =t+1

y anadlogamente, p(t) =t — 1. Por tanto, todo punto ¢ € Z es aislado y la funcién de
granulosidad g viene dada por

p(t) =1 para todo t € T

3. SiT = {2":n € Z} U {0}, entonces tenemos que para t € T, ¢ es de la forma t = 2*
para z € Z

o(t) =nf{s € T:s >t} = f{27F1 2772 2243 1 — 9+l — 9

y analogamente, p(t) = 2°7! =

%. Por tanto, todo punto ¢t € T es aislado y la funcion
de granulosidad p viene dada por

pu(t) =21 —2* =2 =t paratodot € T

4. Si T = {2 :n e Z} U{0}, entonces tenemos que para t € T, t es de la forma ¢t = £
para todo z € Z

ot)=mf{seT:s>t}=mf{L L L . }=-"L="L

z—17 2—27 2—3?

y analogamente, p(t) = lerl = IL—&—t Por tanto, todo punto ¢t € T es aislado y la funcién

de granulosidad p viene dada por

u(t):xll—%:;—ftparatodote']l‘



Introduzcamos el siguiente teorema:
Teorema 2.0.1 (Principio de induccion). Sea ty € T suponemos que
{S(t) : t € [to,00)}
es una familia de proposiciones que verifica:
1. La proposicion S(ty) es cierta.

2. Sit € [ty,00) es disperso por la derecha y S(t) es cierta, entonces S(o(t)) también es
cierta.

3. Sit € [ty,00) es denso por la derecha y S(t) es cierta, entonces existe un entorno U
de t tal que S(s) es cierta para todo s € U N (t, 00).

4. Si(t,00) es densa por la izquierda y S(s) es cierta para todo s € [to,t) , entonces S(t)
es cierta.

Entonces S(t) es cierta para todo t € [y, 0)

Demostracion. Sea
S* = {t € [ty,00) : S(t) no es cierta }.

Queremos probar que S* = (. Para llegar a una contradicciéon asumiremos que S* # 0.
Como S* es no vacio y T es cerrado, tenemos que

inf S* =:t* € T.
Suponemos que S(t*) es cierta. Si t* = t,, entonces S(t*) es cierta por (1). Si t* # ¢y y

p(t*) = t*, entonces S(t*) es cierta por (4). Finalmente, si p(t*) < t*, entonces S(t*) es
cierta por (2). Por tanto, en cualquier caso,

t* ¢ S*.
Asi, t* no puede ser disperso por la derecha, y ademas t* # max T. Luego t* es denso por la
derecha y por (3) hemos llegado a una contradiccion. [



Capitulo 3
Derivacion

Introduzcamos el concepto de funcion delta (o Hilger) derivada o derivada con respecto
a una escala de tiempo T.

Definicién 3.0.1. Sea la funciéon f : T — R y consideremos t € T*. Podemos definir f(t)
como el namero (si existe) tal que para cualquier ¢ > 0 existe un entorno U de t, es decir,
U=(t—0,t+0)NT para cierto § > 0, que cumple

[f(a(t)) — f(s)] = f2(t) [o(t) — s]| < €|o(t) — s| para todo s € U.

Llamaremos f“(t) a la funcién delta (o Hilger) derivada de f en un punto t € T*.
Ademas, decimos que f es delta (o Hilger) diferenciable en TF (o diferenciable) si f2(t)
existe para todo t € T*. La funcién f© : T¥ — R es la funcién delta derivada de f en T*.

Ejemplo 3.0.1.

1. Si f: T — R estda definida por f(t) = « para todo t € T, donde a € R es una
constante, entonces f2(¢) = 0. Esto es claro, pues dado € > 0,

[f(a(t)) = f(s) = 0[o(t) = s]| = [ —a| =0 < €o(t) — s
se cumple para todo s € T.

2. Si f: T — R esta definida por f(t) =t para todo t € T, entonces f~(t) = 1. Esto es
claro, pues dado € > 0,

[f(o(t) = f(s) =Lo(t) = s]| = |o(t) —s = (o(t) = s)| = 0 < €elo(t) — 5]
se cumple para todo s € T.

Teorema 3.0.1. Consideremos la funcion f : T — R y sea t € TF. Tenemos que se cumple:

a) Si [ es diferenciable en t, entonces f es continua en t.



b) Si f es continua en t y t es dispersa por la derecha, entonces f es diferenciable en t
donde

c) Sit es densa por la derecha, entonces f es diferenciable en t si y solo si el limite

= 1)

s—t t— s ’

existe y es un numero finito. En ese caso,

rot) - i L0 = 16)

d) Si f es diferenciable en t, entonces
Flo®) = £ + uH) f50).
Demostracion.
a) Sea f diferenciable en t. Sea € € (0, 1). Definimos
e = e[L+[F41)] +2u(t)] .
Entonces €* € (0, 1). Por la definiciéon (3.0.1) existe un entorno U de t tal que
((6) = () — [o(t) — 5] F2(8)] < elo(t) — 5| para todo s € U.

De esta forma, tenemos que para todo s € U N (t — €*, ¢ + €*)

= {f(o(t)) = f(s) = f2() [o(t) — ]} = {f(a(t)) — f(t) — p(t) f2(0)} + (t — ) [ (1))
*lo(t) — s| + € u(t) + [t — s|[f2(1)]

& [u(t) + [t —s| +pt)+ /2 (1)]

e[+ f2()] +2u(t)]

= €.

A

Por tanto, f es continua en t.



b) Sea f continta en ¢ y sea t dispersa por la derecha. Por ser continua

i J0O) = f(s) _ fle(®) — f() _ flo(t)) — f(s)
st o(t) —s o(t) —t plt)

Por tanto, siendo € > 0, existe un entorno U de t tal que

'f(a(t)) —f(s)  flo(¥) — f(t)' oy
o(t)—s o(t)—t -
para todo s € U. Luego tenemos que
fla(t) = f(s)
‘[f(a(t)) — f(s)] - o) [o(t) — s]| < €elo(t) — s|

para todo s € U. De esta forma, tenemos como resultado

fle®) - (1)

o = 11(t)

¢) Supongamos que f es diferenciable en ¢ y t es denso por la derecha. Sea ¢ > 0 dado.
Como f es diferenciable en t, existe un entorno U de t tal que

(o)) = £(5)] = £2(1) [o(t) — s]| < elo(t) — 5|

para todo s € U. Como o(t) = t, tenemos que

[f(&) = f(s)] = fA)(t = )| < elt — s
para todo s € U. Luego

f@t) — f(s)

|

para todo s € U, s # t. De esta forma, obtenemos

fot) - i L =I6)

s—t t— s

Anélogamente, si

LS ()

s—t t—s
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existe y es finito, veamos que f es diferenciable. Sea

rot 1 LD I0)

tenemos que existe € > 0 tal que

f@t) — f(s)

I—s _fA(t) §€7

y si multiplicamos cada factor por (¢ — s) llegamos a
f () = f(s)] = 2@t = ) < elt — 5.
Por ultimo, sea t = o(t) tenemos que
[f(o(t) = f()] = f2(#) [o(t) = s]| < elo(t) — 5| para todo s € U.

Y por tanto, f es diferenciable

d) Sea o(t) =t, entonces p(t) = 0 y tenemos que

Por otra parte, si o(t) > t, tenemos por (2) que

flo(t) — f(#)

— A
OR LORN OO}

fle(®) = () + u(?)

y quedaria demostrado.

Ejemplo 3.0.2. Vamos a considerar de nuevo los casos T=R y T = Z.

a) Si T = R, entonces por el Teorema (3.0.1) (¢), f : R — R es delta diferenciable en ¢t € R
si y solo si

o) =1 L0 =6

s—t t— s

existe, es decir, si y solo si f es diferenciable en t. En este caso tenemos que
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por el Teorema (3.0.1) (¢).

b) Si T = Z, entonces por el Teorema (3.0.1) (b), f : Z — R es delta diferenciable en ¢t € Z
con

aopy  Je@)—f#)  fE+1D) - f@) e
o) = ) = 1 = ft+1) = f(t) = Af(1),

donde A es el operador diferencial hacia delante definido por la ecuacion de arriba.

Ahora, debemos conocer la derivada de las sumas, productos y cocientes de las diferentes
funciones y esto es posible gracias al siguiente teorema.

Teorema 3.0.2. Sean las funciones f,qg: T — R diferenciables en t € T*. Entonces

a) La suma f+g: T — R es diferenciable en t, donde

(f+9)2(t) = f2(t) + g°(1).

b) Para cualquier constante o, aof : T — R es diferenciable en t, donde

(@f)2(t) = af2(t).

c) El producto f-g:T — R es diferenciable en t, donde

(f-9)2() = F2(1)g(t) + f(o(t)g”(t) = F()g™ () + F2()g(a(?)).

1
d) Si f(t)f(a(t)) # 0, entonces 7 es diferenciable en t, donde

nNe
(?) O = = i my

e) Sig(t)g(o(t)) # 0, entonces g es diferenciable en t, donde

9

NS AW — FHge ()
<> () FOrCO R

Demostracion. Supongamos que f y ¢ son dos funciones delta diferenciables en t € T*.

a) Sea € > 0. Existen dos entornos U; y Us de t donde

12



7o) = £(5) = FA@) o (1) = 5)| < 5lo(t) - s| para todo s € Uy,

9(0(1)) — 9(s) — ()0 (2) — )| < SJo(t) — 5| para todo s € U,

Sea U = U; NU,. Para todo s € U

(f +9)(0(®)) = (f +9)(s) = [f2(t) + g2(1)] (o) — )|

= |f(a(t)) = f(s) = fE(O)(a(t) = 5) + g(o(t)) — g(s) — g°(B)((t) — 5)|
< $Jo(t) — s/ + Slo(t) — o

= €lo(t) — s|.

Por tanto f + g es diferenciable en ¢ y se define (f + ¢)° = f& + ¢* en t.

b) Tenemos que para € > 0 existe un entorno U de t donde
(o) = F(5) — FA(1)(o(t) — 5)| < lor(t) — ] para todo s € U

Sea « una constante, entonces

laf(o(t) — af(s) —af2()(a(t) = s)| = - |f(o(t) = f(s) = F2(H)(o(t) — )]

< aelo(t) — s|

y llegamos a que (af)> = af®.

c) Sea e € (0,1). Definimos €* = € [1+ |f(t)| + [g(o(t))| + |gA(t)|]_1. Entonces ¢* € (0,1)
y, por tanto, existen los entornos Uy, Us y Us de t, tal que

(o)) = f(s) = f2(#)(o(t) — s)| < €']o(t) — s| para todo s € Uy,
l9(a(t) — g(s) = g®(B)(o(t) — 5)| < €']o(t) — s| para todo s € Us,

y (por el Teorema (3.0.1) (a)
|f(t) — f(s)] < € para todo s € Us.
Sea U =U;NU;NU;3 y sea s € U. Tenemos

13



(f9)(a(1)) = (f9)(s) = [f2(D)g(o(t)) + f()gA®)] (a(t) = 5)]

=|[f(a(t) = f(s) = fAO)(a(t) = )] g(o(t) + [9(o(t) — g(s) — g> () (o (t) — 5)] f(t)
+ [9(o(8)) = g(s) — g2 (O (t) = )] [f(s) = F (O] + (o(t) — 5)g™ (1) [f(s) — (1)

< €o(t) = sllg(a(t ))I +€lo(t) = sllf ()] + e€lo(t) — s + o (t) — sllg” ()]

= 'l (t) = sl [lg(eO)] + [F )] + € + g (1)]]

< o(t) = s [1+[FO] + lgle®)] + 9> (@]

= €lo(t) — s

Por tanto se define (fg)> = f2g¢° + fg* en t. Intercambiando f y g, llegamos a la otra
forma de escribir el producto definida en apartado (¢) del teorema.

d) Tenemos por el apartado (¢)
(f-9)2(@t) = f2(1)g(t) + f(o(t)g™(t).

Sea g = — tenemos que

7
(s %)Au) = 120 (5) 0+ floto) (%)A@).

A
Como <f . —) = (1) = 0, tenemos que

f(a(t))(%)ﬂ(t) —-r20(5) o

(Y n=-r o (e

Y de esta forma concluimos con la formula final

A S
<?) O =~ F0fem)

y, por tanto

e) Para llegar a la formula del apartado (¢) del teorema, usaremos el apartado (b) y (d), y
calculamos

14



I A 1
—10(3) 0+ 20—
_ gA(t) A 1
~ @) e w)
_ P09 — fH)g” (1)
9(t)g(a(t))
]
Teorema 3.0.3. Sea a una constante y m € N.
a) Para f definida por f(t) = (t — «)™ tenemos
FAH) = D (o(t) — a) (¢ - a)"

= m tenemos

con (t —a)(o(t) —a) #0.

Demostracion. Empecemos probando (a) por induccion. Si m = 1, entonces f(t) =t —a, y,
por tanto, f2(t) = 1 (usando el ejemplo (3.0.1) (a), (b) y el Teorema (3.0.2) (a). Suponemos
que

m—1

FA) =Y (a(t) =) (t =)™t

=0
se cumple para f(t) = (t — @)™ y definimos F(t) = (t — a)™™ = (t — ) f(¢). Usando la
regla del producto (dada por el Teorema (3.0.2) (¢)) obtenemos

15



— (olt) = @) + (t = a) S (o () — @)t — @)™
= (o(t) =)™ + - (0(t) — @) (t — a)™"

=> (o(t) —a)’(t —a)™".

Por tanto, por induccién matematica, (a) se cumple. Ahora veamos si se cumple (b). Sea

! ! i i 3.0.1) (d) obtenemos
g(t) = Ty = [0} si aplicamos el Teorema (3.0.1) () obt
IO i )
AN OV0)
Y (o) =)t —a)m '

R RCORR

T e -
con (t —a)(o(t) —a) #0. O

Ejemplo 3.0.3. La derivada de t? es
t+o(t).
La derivada de 7 €
1
to(t)

Definicién 3.0.2. Sea la funcién f : T — R hablaremos de la segunda derivada f&%
siendo f diferenciable en TF = (T*)* cuya derivada f2% = (f2)® : T — R. De igual
forma podemos definir derivadas de otros érdenes f&" : T¥" — R. Por tltimo, para t € T,
denotamos o2(t) = a(o(t)) y p*(t) = p(p(t)), y, por tanto, o™(t) y p"(t) para n € N también
estan definidas. Por conveniencia usaremos

Pt)y=0"t)=t, [ =fyT"=T.
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Teorema 3.0.4 (Formula de Leibniz). Sea Sgg) el conjunto que contiene todas las posibles
series de longitud n, conteniendo exactamente k veces o yn — k veces /\. Si

A existe para todo A € S,in),

entonces

n

(F92" =D (> Mg~

k=0 Aesi™
definida para todo n € N.
Ejemplo 3.0.4. Consideremos la escala de tiempo
T=N2={n?:neNy}.

Tenemos que o(n?) = (n+ 1)* paran € Ny y

pn?) =on?) —n? =Mn+1)72?-n?>=2n+1.
Asi,

ot)=(Vt+1)?y ut) =1+2ytparat € T.

Existen resultados analogos del calculo diferencial respecto a una escala de tiempo, como
la formula de Taylor, los cuales pueden consultarse en la referencia |7]. En este trabajo
prescindimos de incluirlos, puesto que no seran necesarios para el desarrollo que vamos a
realizar. No obstante, incluiremos en el Capitulo 5 algunos resultados de interés para la
resoluciéon de ecuaciones dinamicas en escalas de tiempo.
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Capitulo 4

Integracion

Para poder describir las clases de funciones integrables, debemos introducir previamente
ciertos conceptos.

Definicion 4.0.1. Una funcién f : T — R la llamamos regulada si existe el limite por la
derecha (y es finito) en todos los puntos densos por la derecha de T, y existe el limite por
la izquierda (y es finito) de todos los puntos densos por la izquierda de T

Definicion 4.0.2. Una funciéon f : T — R se llama rd-continua si es continua en los puntos
densos por la derecha en T y existe (y es finito) el limite por la izquierda de los puntos
densos por la izquierda de T. El conjunto de las funciones rd-continuas f : T — R se denota
como

Crd = Ord(T) = Crd(T7 R)

El conjunto de las funciones f : T — R que son diferenciables y cuya derivada es rd-continua
se denota como

C’ﬁ = Crld(T) = Cﬁd(Ta R).
Teorema 4.0.1. Supongamos f: T — R

a) Si f es continua, entonces [ es rd-continua.

b) Si f es rd-continua, entonces f es requlada.

¢) El operador de salto o es rd-continuo.

d) Si f es requlada o rd-continua, entonces es f°.

e) Supongamos [ es continua. Si g : T — R es requlada o rd-continua, entonces f o g
también tendrd la propiedad.

Definiciéon 4.0.3. Una funciéon continua f : T — R se llama prediferenciable en D, donde
D C T*, T*\ D es numerable y no contiene elementos dispersos por la derecha de T, y f es
diferenciable en cualquier t € D.
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El siguiente teorema del valor medio vamos a usarlo mas tarde para probar en teoremas
la existencia de primitivas.

Teorema 4.0.2 (Teorema del Valor Medio). Sean f y g dos funciones reales definidas en
T, ambas prediferenciables en D. Entonces

|f2(8)] < g2(t) para todo t € D
mmplica
|f(s) — f(r)] < g(s) —g(r) para todo r,s € T, r < s.
Corolario 4.0.1. Supongamos que f y g son funciones prediferenciables en D.
a) Si U es un intervalo compacto con extremos r, s € T, entonces

£(s) = 0 < { sup 1720 s =l

teUkND

b) Si f2(t) = 0 para todo t € D, entonces f es una funciéon constante.

c) Si f2(t) = g~ (t) para todo t € D, entonces
g(t) = f(t) + C para todo t € T,

donde C' es una constante.

Demostracion. Supongamos que f es una funcion prediferenciable en D y sean r,s € T con
r < s. Si definimos

g(t) == { sup \fA(T)|}(t —r)parat e T,
Te[r,s]kﬁD

entonces

g>(t) = sup ’fA(T)| > \fA(t)\ para todo t € DN r, s]k.

TG[T‘,S]kﬂD
Por el Teorema (4.0.2),
9(t) = g(r) = [f(t) = f(r)] para todo t € [r, s].
Asi,
F(s) = ) < g(s) = g(r) = g(s) = { sup [FA(7)I}(s = 7).
TE[T,S]kﬂD
Esto completa la prueba de (a). La prueba de (b) se obtiene inmediatamente de (a), y (¢)

se obtiene de (b). O

Teorema 4.0.3 (Existencia de preprimitivas). Sea f una funcion requlada. Entonces existe
una funcion F que es prediferenciable en D tal que
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F2(t) = f(t) se cumple para todo t € D.

Definicion 4.0.4. Supongamos f : T — R es una funcién regulada. Sea F' una funciéon
preprimitiva de f. Definimos la integral indefinida de f como

/f(t) At = F(t) + C,

donde C' es una constante arbitraria y F' es la preprimitiva de f. Definimos la integral de
Cauchy como

/sf(t)At:F(s)—F(r) para todo r,s € T.

Una funciéon F' : T — R se llama primitiva de f : T — R si
F2(t) = f(t) se cumple para todo t € T*.

Ejemplo 4.0.1. Si T = Z, vamos a calcular la integral indefinida

/at At,

donde a # 1 es una constante. Como

(—)% = A(

a—1

tenemos que

al
/atAt— 1+C’,

a J—
donde C es una constante arbitraria.

Teorema 4.0.4 (Existencia de primitivas). Toda funcion rd-continua tiene una primitiva.
En particular, si tg € T, entonces ' definida por

F(t) := /ttf(T) AT parat € T,

es una primitiva de f

Demostracion. Supongamos que f es una funciéon rd-continua. Por el Teorema (1.0.1) (b),
f es regulada. Sea F' una funcion garantizando la existencia del Teorema (4.0.3), junto con
D, satisfaciendo

F2(t) = f(t) para todo t € D.
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Entonces F es prediferenciable en D. Tenemos que probar que F(t) = f(t) para todo
t € T*. Sea t € TX\D. Entonces t es densa por la derecha, pues T*\ D no puede contener
ningtn punto disperso por la derecha, de acuerdo con la definicion (4.0.3). Como f es rd-
continua, es continua en ¢. Sea € > (. Entonces existe un entorno U de t tal que

|f(S) — f(t)|] < e para todo s € U.

Definimos

he(1) == F(7r) — f(t)(T — to) para todo 7 € T.
Luego h es prediferenciable en D y tenemos que

he(1) = F2(1) — f(t) = f() — f(t) para todo T € D,

y, por tanto,

|h2(s)| = |f(s) — f(t)| < e para todo s € DNU.
Asi

sup |h®(s)] < e
seDNU

Luego, por el corolario (4.0.1), tenemos que para r € U
[F(t) = F(r) = f(O)(t = 1) = [h(t) + f()( = to) = [n(r) + f()(r — to)] — f(£)(t — )|
= [h(t) = h(r)]
A P
< { sw (B2}t~
<elt—r|
Pero esto prueba que F es diferenciable en ¢t con F&(t) = f(t). O

Vamos a comparar ahora los dos ejemplos mas relevantes.

’ Escala de tiempo T H R ‘ Y/
Operador de salto hacia atras p(t) t t—1
Operador de salto hacia delante o(t) t t+1
Funcién de granulosidad p(t) 0 1
Derivada f2(t) f'(t) ANf(t)
b b b—1
Integral / f(t) At / fydt | > F(t) (sta<b
a a t=a
f rd-continua f continua f cualquiera

Teorema 4.0.5. Si f € C,q yt € T*, entonces
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Demostracion. Por el Teorema (4.0.1), existe una primitiva F' de f,y

o(t)
/ F(r) A1 = F(o(t)) = F(t) = p(t)F2(t) = p() f (1),
¢
donde la tercera igualdad se da debido al Teorema (3.0.1)(d).

Teorema 4.0.6. Si f& >0, entonces f no es decreciente.

Demostracion. Sea f~ >0 en [a,b] y sean s,t € T con a < s <t < b. Entonces

ﬂwzﬂ@+/fHﬂATzﬂﬂ

Teorema 4.0.7. Sia,b,ce T, a €R, y f,g € C,q, entonces

a)/ B + gt At—/f At+/abg(t)At;
) [@nwsi=a [ oo
cp[ﬂwuz—lfwAt
w/ﬂwmzf?mA+/U®m

) [ 1o a1 = o) /f

ﬁ/fU () &t = (F9)(b /fA

h) Si|f(t)] < g(t) en [a,b), entonces

[ roni< (oo

b
i) Si f(t) >0 para todo a <t < b, entonces / ft) At > 0.
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Demostracion. Los siguientes resultados se obtienen facilmente al aplicar la definicion (1.0.1),
y el Teorema (3.0.2) y (4.0.2).

a) Como f y g son funciones rd-continuas, existen las primitivas F' y G por el Teorema
(4.0.4). Por el Teorema (3.0.2) (a), F' + G es una primitiva de f + g, por tanto,

[ (00 bt=(F+6)b) - (F+6)(a)
Fla) +GO) - Gla)

/f m+/ o(t) At.

b) Por el Teorema (3.0.2) (b) sabemos que « - F' es una primitiva de « - f, por tanto,

/ af(t) At = aF(b) — aF(a)
F(b) = F(a))

— o
ZQLU@AL

¢) Tenemos que

b
| 10y at=rFo) - Fa
- F(b))

- ~(F(a)
——/f@At
b
d) Tenemos que

| 10 at=mo) - (i)
F(a) + F(b) ~ F(e)

/ f(t At+/ g(t) At.
e) Como f - g es una primitiva de f7¢* + f2g,

L (79 + 129) () &t = (£9) (8) = (J9) (@),
y usando (a), quedaria demostrado.
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f) Como f - g es una primitiva de fg* + f2¢°,

L (g™ + F29)(0) At = (fa)(B) ~ (Fg) (@),
y usando (a), quedaria demostrado.

g) Es obvio, pues como F es primitiva de f,
/ £(£) At = F(a) — F(a) = 0.

h) Si|f(t)| < g(t) en [a,b), entonces por el Teorema (1.0.2)

b
[ 1281 = P®) - Flo)
< G(b) — G(a)

_ [t

i) Si f(t) > 0 para todo a <t < b, entonces por (h) tenemos que

/abf(t)Atz y/abom\:o.

Teorema 4.0.8. Sean a,b €T y f € Cyy.

1. Si T =R, entonces
b b
[ rwai= [ s

donde la integral de la derecha se corresponde con la integral de Riemann del cdlculo.
2. Si[a,b] solo contiene puntos aislados, entonces

(

2
> fkh)h sioa<b
b k=75
/f(t)At: 0 si a=b»
a %—1
=Y f(kh)h si a>b
k=2
\
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3. SiT=hZ=1{hk:k €Z}, donde h >0, entonces

b_q
h
> fkh)h sioa<b
b k=%
/f(t)At: 0 si a=1b
a %71
=Y f(kh)h si a>b
k=%

4. 8i T =7 =, entonces

— Z ft) si a>b
[ =
Demostracion. 1. Usando el ejemplo (3.0.2) (a) y el Teorema fundamental del célculo

quedaria demostrado.

2. Notemos que [a, b] contiene una cantidad finita de puntos tal que cada punto es aislado.
Supongamos que a < by sea [a,b] = {to, 1, ..., 1, }, donde

a=ty <t <ty <..<t,=0.

Por el Teorema (1.0.7) (d),

b n—1 tiv1
/ far=%" / f(t) At
a i=0 Vi
nl ro(ty)
- £(t) At

= 3wt ()
= Y ).

t€la,b)

donde la tercera ecuacion proviene de usar el Teorema (1.0.5). Si b < a, entonces el
resultado proviene de usar lo que acabamos de probar y el Teorema (4.0.7) (¢). Si

b
a = b, entonces / f(t) At = 0 por el Teorema (1.0.7) (g).
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3. Usando (2).

4. Usando (2).
[

Definicién 4.0.5. Sia € T, supT = oo, y f es rd-continua en [a, 00), entonces podemos
definir la integral impropia como

00 b
/f(t)At::blim £(t) At

y si este limite existe, decimos que esta integral impropia converge. Si el limite no existe,
entonces decimos que la integral impropia diverge.
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Capitulo 5

Otros resultados

Un resultado interesante en la teoria del calculo en escalas de tiempo es la regla de
la cadena. Si f,g : R — R la regla de la cadena del calculo nos dice que si f y ¢ son
diferenciables en ¢ y f es diferenciable en g(t), entonces

(fog)(t) = f(g(t)g'(t).

El siguiente ejemplo nos muestra que la regla de la cadena tal y como la conocemos no
funciona cuando usamos escalas de tiempo.

Ejemplo 5.0.1. Supongamos f,g : Z — Z estéan definidas por f(t) = t?, g(t) = 2t y la
escala de tiempo es T = 7Z. Es facil ver que

(fog)®(t) =8t +4+#8t+2= f2(g(t))g”(t) para todo t € Z.

Por tanto, la regla de la cadena tal y como la conocemos no es vilida en este caso. Veamos
el teorema que nos proporciona como usar la regla de la cadena en escalas de tiempo.

Teorema 5.0.1 (Regla de la cadena). Supongamos que g : R — R es continua, g : T — R
es delta diferenciable en T®, y f : R — R es continuamente diferenciable. Entonces eiste

€ [t,o(t)] donde

(fog9)2(t) = f'(g(c))g™(t).

Ejemplo 5.0.2. Sea T = Z, f(t) = 2, g(t) = 2t, podemos encontrar el valor de ¢ garantizado
por el teorema (5.0.1)

(fo9)2(3) = f'(g9(c)g”(3),

y realizando los mismos célculos que en el ejemplo (5.0.1),
28 = (4c)2.
Resolviendo obtenemos que ¢ = £ y se verifica que pertenece al intervalo [3,0(3)] = [3,4]

7
2
como garantizaba el Teorema (5.0.

1).
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Teorema 5.0.2 (La regla de la cadena). Sea f : R — R continuamente diferenciable y
supongamos g : T — R es delta diferenciable. Entonces fog: T — R es delta diferenciable
y verifica

(o920 ={ [ #1000+ huttg® @) o0
Ejemplo 5.0.3. Definimos g: Z — Ry f: R — R como
g(t) =ty f(z) = exp(z).

Entonces

gty =t+1)?2 -2 =2+1y f/(t) = exp(z).

Por tanto, tenemos por el Teorema (5.0.2)

(Foa)"(t) = / F(g() + hu(t)g™ (1)) dh Lo (1)
= (2t + 1)/ exp(t® + h(2t + 1)) dh

= (2t + 1)exp(t?) /01 exp(h(2t + 1)) dh

= (2t + Deap(t?) 5— [exp(h(2t + 1))

2t +1

= (2t + l)exp(tQ)% n 1(exp(2t +1)-1)
= exp(t*)(exp(2t + 1) — 1).

Por otra parte, es facil probar que estamos en lo cierto

Aflgt) = flg(t+1)) = flg(t))
= eap((t + 1)) — exp(t’)
= exp(t* + 2t + 1) — exp(t?)
= exp(t*)(exp(2t + 1) — 1).

~ Sea T una escala de tiempo y v : T — R una funcién estrictamente creciente tal que
T = v(T) es también una escala de tiempo. Si ¢ denota la funcion de salto en Ty “© denota
la derivada en T. Entonces voo = owv.
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Teorema 5.0.3 (Regla de la cadena). Supongamos quev : T — R es estrictamente creciente
y T := v(T) es una escala de tiempo. Sea w : T — R. Si v>(t) y w>(v(t)) existe parat € T,
entonces

A:<A A

(wov) ws o V).

Ejemplo 5.0.4. Sea T = Ny y v(t) = 4t + 1. Entonces
T=uv(T)={4n=1:n¢€ Ny} ={1,5,9,13,...}.
Ademas, sea w : T — R definida por w(t) = t*. Entonces
(wov)(t) =w(v(t) =w(4t +1) = (4t +1)?

y, por tanto,

(wov)?(t) = [At+ 1)+ 1]° — (4t +1)?
= (4t +5)* — (4t + 1)
= 16t% 4+ 40t + 25 — 16t — 8t — 1
= 32t + 24.

(5.1)

Ahora, aplicando el Teorema (5.0.3), obtenemos la derivada de esta composicion de funcio-
nes. Calculamos v (t) = 4 y entonces

X w(o(t) —w(t) (t+4)?—t* 8t+16 _

At) = = = 2t + 4.
w () 5(t) —t t+d—t 4 N

Y asi
(w2 o )(t) = WP (v(t)) = w2 (4t + 1) = 2(4t + 1) + 4 = 8t + 6.
De esta forma, obtenemos

[(wA o V)VA] (t) = (8t + 6)4 = 32t + 24 = (wo v)>(2).

Una consecuencia del Teorema (5.0.3) es la formula de la derivada de la funcion inversa.

Teorema 5.0.4 (Derivada de la inversa). Supongamosv : T — R es estrictamente creciente
y T :=v(T) es una escala de tiempo. Entonces

1 ~
5 = (1/‘1)A ov

en los puntos donde v> es distinto de cero.
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Otra consecuencia del Teorema (5.0.3) es la regla de sustitucion para integrales.

Teorema 5.0.5 (Sustitucion). Supongamos v : T — R es estrictamente creciente y
T := v(T) es una escala de tiempo. Si f : T — R es una funcion rd-continua y p es
diferenciable con derivada rd-continua, entonces para a,b € T,

/ FOV2(t) At = /V:)b)(foy_l)(s) As.

Demostracion. Como fr® es una funciéon rd-continua, esta posee una primitiva F por el
Teorema (4.0.4), es decir, F* = fv®,

/ f(t) At—/abFA(t)At

Ejemplo 5.0.5. Vamos a usar el método de sustitucion para evaluar la integral
t
/ (VT2 4+ 1+ 7')372 AT
0
1
parat € T := N2 = {y/n : n € Ny}. Tenemos que
v(t) =t

1 1 1
para t € Ng. Entonces v : Nj — R es estrictamente creciente y v(Ng) = Ny es una escala
de tiempo. Tenemos que

vA(t) = V2 + 1+t
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Por tanto, si f(t) := 3", tenemos que

/Ot<\/m+ )37 AT = /Ot F(rwA(r) At
- /0 " 1) As

:/ 3* As
0

2

1 s=t
-
2 s=0

1, .
= (3" —1).
SCEER)

Existen otros muchos resultados de gran interés que, aunque no los incluiremos en este
trabajo, pueden ser consultados en la referencia [7].

+
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Capitulo 6

Ecuaciones de primer orden

6.1. El plano complejo de Hilger

En este capitulo vamos a estudiar las ecuaciones dindmicas lineales de primer orden, asi
como los problemas de valor inicial. Comencemos definiendo estos conceptos en escalas de
tiempo.

Definicién 6.1.1. Supongamos f : T x R? — R. Entonces la ecuacién

e = [ty (6.1)
se llama ecuacion dinamica, o ecuacion diferencial, de primer orden. Si
f&y,y7) = 1@y + fo(t) o f(E,y,47) = L)y + fo(?)

para f1 y fo funciones, entonces (6.1) se conoce como ecuacion lineal. La funcion y : T — R
es la funcion solucion de (6.1) si

yo(t) = f(t,y(t),y(c(t))) se obtiene para todo t € T*.

La solucion general del problema (6.1) es el conjunto de todas las soluciones de (6.1). Dado
to € Ty yy €R, el problema

Yo = flt,y,y7) 5 ylte) = yo

se denomina problema de valor inicial (PVI), y una solucion y de (6.1) tal que y(t9) = yo se
denomina solucién de este PVI.

Nuestro objetivo es construir una soluciéon explicita del problema de valor inicial
y> = p(t)y, y(to) = 1.

A esta solucion le llamaremos funcion exponencial asociada a escala de tiempo dada. Intro-
duzcamos el concepto de plano complejo de Hilger.
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Definicion 6.1.2. Para h > 0 definimos los numeros complejos de Hilger, el eje real de
Hilger, el eje alternativo de Hilger y el circulo imaginario de Hilger como

Ch:={zeC:z+#—3},
Ryp,:={2z€Cy:2zeRyz>—
Ap={z€Ch:zeRyz<—

I, ={z€Ch:|z+ 1| =1},

=S =

h
h
respectivamente. Para h = 0, entonces Cy :=C, Ry :=R, [ ;= iR y Ay := @.

Los conjuntos definidos anteriormente los podemos representar de la siguiente forma

________ _Ol . »
Ix

Definiciéon 6.1.3. Sea h > 0y z € Cp,. Definimos la parte real de Hilger de z como

|zh+ 1| —1
R =
en(2) h
y la parte imaginaria de Hilger de z como
A h+1
Imy(2) = —Tg(zh ),

donde Arg(z) denota el argumento de z (—7m < Arg(z) < m). Ademés, Rep(z) y Impy(2)
satisfacen

—+ < Rep(z) < ooy =% < Imy(z) < 7,
respectivamente. En particular, Re,(z) € R,

Definiciéon 6.1.4. Sea -7 <w < T Definimos los numeros puramente imaginarios de
Hilger 1w como

6iwh -1
w = —. 6.2
w ; (6.2)

Para z € Cy, tenemos que ilmy(2) € I, (como podemos ver en la siguiente figura).
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-_————--

Hilger llamé a la formula (6.3) del siguiente teorema la formula arc-chord (arco de cuerda)
porque esta proporciona la longitud de la cuerda del circulo imaginario de Hilger I;, desde

el origen hasta iw.
Teorema 6.1.1. 5% —% <w < %, entonces

, 4 ., wh
liw|? = ﬁsm2(7).

Demostracion. Usando (6.2) tenemos que

jiw]? = (iw)(iw)

iwh __ —iwh __
:<€ h 1><€ h 1

2 _ eiu)h - efiwh

h2
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Teorema 6.1.2. Definimos la suma “circle plus” @& en C;, como
2@ w:=z+w+ zwh,
ast, (Cp,®) es un grupo Abeliano.

Demostracion. Para probar que existe la clausura de la suma @, tenemos que para z, w € Cy,
z@w es un numero complejo. Solo quedaria probar que z G w # —%, pero esto lo obtenemos
de

1+ h(z®w)=1+h(z+w+ wzh)
=1+ hz+ hw + hzwh
= (1+ h2)(1 + hw)
#0
Por tanto, C;, es cerrado bajo la suma @. Como
z®0=06P 2z =z,
entonces 0 es la identidad aditiva de @. Para z € Cy,, para encontrar el inverso aditivo de z
bajo el operador @, tenemos que resolver
z@w=0
para w. Luego tenemos que
z+w+ zwh =0
para w. Asi

z
1+ zh
es el inverso aditivo de z bajo la suma . Veamos ahora si se cumple la propiedad asociativa.
Tenemos que

(z@w)®v=(24+w+zwh)Bv
=z+4+w+ zwh+v+ (z+w+ zwh)vh
= z+w+ v+ zwh + zvh + wvh + zwhvh
=z+w+v+ (w+ v+ wovh)zh
= 2@ (w+ v+ wvh)
=20 (wPv)

Por tanto, hemos probado que cumple la propiedad asociativa. Como (Cy,, ®) es un grupo.
Tenemos que
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zPw=z+w+ zwh
=w—+ z+wzh

=wdz
Luego se cumple la propiedad conmutativa, y, por tanto, (Cp, @) es un grupo Abeliano. [
Teorema 6.1.3. Para z € Cy, tenemos que
z = Repz ® iImyz

Demostracion. Sea z € C;,. Entonces

|zh+1|—1  Arg(zh+1)
D1

Repz ® ilmpz =

h h
|lzh+ 1| —1 exp(iArg(zh+1)) —1
= S
h h
|lzh+ 1| =1 exp(iArg(zh+1)) —1 |zh+ 1| — Lexp(iArg(zh +1)) — 1
- n " h A h "

= {Jzh 4 1] — 1+ exp(idrg(zh + 1)) — 1+ [|zh + 1] — 1fexp(irg(h + 1) 1]

= %L{|zh + 1| exp(iArg(zh + 1)) — 1}

(zh+1)—1
- =7
h

]

En la prueba del Teorema (6.1.2) hemos visto que si z € Cy,, entonces el inverso aditivo
de z bajo el operador @ es

—Z

= 6.4
oz 14 zh (6:4)
Definiciéon 6.1.5. Definimos la diferencia “circle minus” en C;, como

zow:=z® (Gw) (6.5)
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Teorema 6.1.4. Si z,w € C;, con h > 0, entonces tenemos

1. 6(62) =2
2. z62=0
3 zow= {5

4. z0w=z—wsth=0

Demostracion.

1. Sea z € C;, tenemos que

2. Veamos que

3. Sean z,w € C; tenemos

—(©2)
o) =1
z
14+ zh
B —zh
1+1+zh
z
_ 1+12h:Z
1+ zh
262=20(62)
B —z
_Z@l—i—zh
—z —2%h
=z +

T4 2h T 1+ 2h
z+22h—z—22h_
1+ zh N
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—w —zwh
1—|—wh+ 14+ wh
z + zwh — w — zwh

14+ wh

:Z—I—

4. Si h =0 tenemos por (3) que zOw =2z —w

Definiciéon 6.1.6. Si z € Cy, entonces definimos el cuadrado generalizado de z como

2D = (—2)(e2) = 2

1+zh

Teorema 6.1.5. a) (@z)@ ~ .2

b) 1+zh:—zéj

c) z+ (62) — .
d) e @ =g 2
6) Z@GR@ZERhUAhUHh

f) Si—% <w< 7, entonces

. 4 ., wh
—(zw)@ = ﬁsm (7)

Demostracion. Vamos a suponer para las siguientes demostraciones que z € Cy,.

1. Consideremos
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22 1+ zh
(14 zh)2 1+ zh— zh
2
T 14zh

_.®

2. La demostracion se obtiene directamente de la definicion de z®

3. Notemos que

—z

1+ zh

2+ 22h — 2
14 zh

z+(62) =2+

1—i—zh.

@y

4. Veamos que

z@z@:z—l—z@—i-zz@h
22 23h
1+zh+1+zh
2+ 22h + 22 + 23h
14 zh
2(1+ zh) + 2%(1 + zh)
1+ zh

:Z—|—

:z—|-22
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5. Sea z = u + tv notemos que

(u+iv)?
(14 uh) + ivh
& (u® + 2iuv — v?)(1 +uh —ivh) € R
& 2uv(1l + uh) — vh(u® —v*) =0
& u?vh 4 2uv +v3h =0
Sv=006u*h+2u+v*h=0

Z®ER<:>

1 1
<:>v:0()(u—|—ﬁ)2+v2:ﬁ

SzeR,UA, 62z €],
SzeRy,UA,UT,

6. Observemos que

—(iw)® = (iw) - [6(iw)]
= (iw) - iw
— Jiwl?
4 ., wh
=73 sin (7)

Veamos que si z € C, entonces
Z2eRez2eRUI

donde I es el conjunto de los nimeros puramente imaginarios. Por lo tanto, (6.1.5) (¢) es
el enunciado correspondiente a los ntimeros complejos de Hilger.

Definicién 6.1.7. Para h > 0, definimos la transformacion cilindro (cylinder transforma-
tion) &, : Cp, — Zj, como

En(z) = %log(l + zh),

donde log es la funcion logaritmo. Para h = 0, definimos &y(z) = z para todo z € C.
Llamamos a &, la transformacion cilindro porque cuando A > 0 podemos ver Z; como un
cilindro si pegamos las lineas adyacentes de Im(z) = —7 y Im(z) = T de Zj formando un
cilindro. Definimos la suma en Zj; como
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z+w:i=z+w (mod%) para z,w € Zj, (6.6)

Definiciéon 6.1.8. La inversa de la transformacion cilindro &, cuando A > 0 viene dada por
&' (2) = 3" = 1)
para z € Zy,.

Teorema 6.1.6. La transformacion cilindro &, es un grupo de homomorfismos de (Cy,, @)
en (Zn,+), donde la suma + en Zy, estd definida por (6.6).

Demostracion. Sea h > 0y z,w € Cj, y consideramos

n(zdw) = %log(l + (z®w)h)

1
=+ log(1 + zh + wh + zwh?)

= %log[(l + zh)(1 4+ wh)]
= %log(l + zh) + %log(l + wh)
= &n(2) + &n(w)

Esto probaria nuestro resultado para h > 0. El caso h = 0 es trivial. O

6.2. La funcién exponencial

En esta seccién vamos a usar la transformacion cilindro que hemos definido en la sec-
cién anterior, para definir una funcion exponencial generalizada a una escala de tiempo T.
Empecemos definiendo unas definiciones previas.

Definiciéon 6.2.1. Decimos que una funcion p : T — R es regresiva siempre que

1+ u(t)p(t) # 0 para todo ¢t € T* (6.7)

se cumple. El conjunto de todos las funciones regresivas y rd-continuas f : T — R las
podemos denotar como

R = R(T) = R(T,R)

Lema 6.2.1. Si p,q € R, entonces la funcién p @ ¢ y la funcion ©p definida por
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p(t)

———— _paratodot e Tk
L+ p(t)p(t)

(©p)(t) == —
también pertenecen a R.

Definicién 6.2.2. Si p € R, entonces definimos la funciéon exponencial como

ep(t,s) = exp(/st Eun(p(7)) AT) para s,t € T (6.8)

donde la transformacion cilindro &,(z) es la definida en (6.1.7).
Lema 6.2.2. Si p € R, entonces la propiedad de semigrupo

ep(t,r)ey(r,s) = ey(t, s) para todo r,s,t € T
se satisface.

Demostracion. Supongamos que p € R. Sea 1, s,t € T. Entonces tenemos por la definicion
(6.2.2)

ep(t,r)ey(r, s) = exp /fu(T AT exp / Eu(r) )

= exp /SM(T)( AT—}-/ Eun (P )AT)
= exp / Eu(r) (P >

= e,(t, s)
donde hemos usado el Teorema (4.0.7) (d). O

Definiciéon 6.2.3. Si p € R, entonces la ecuacion lineal dindmica de primer orden

y> =p(t)y (6.9)
la llamamos regresiva.

Teorema 6.2.1. Supongamos que (6.9) es regresiva y sea ty € T fijo. Entonces e,(-, 1) es
una solucion del problema de valor inicial

y™ =p(t)y, ylto) =1 (6.10)
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en T.

Demostracion. Fijamos ty € T* y suponemos que (6.9) es regresiva. Primero veamos que

ep(to, to) =1

Solo quedaria probar que e,(t, ;) satisface la ecuacién dindmica y*

Se dan dos posibles casos.

= p(t)y. Fijamos ¢t € T.

» Caso 1. Supongamos que o(t) > t. Por la definicién (6.1.8) y el lema (6.2.1) tenemos

que

= Caso 2. Supongamos que o

to

exp < / " Eutn (P(1)) AT) - </t | o (0(r) AT)

exp ( /t " Euir (p(r)) A?”) -1

pu(t)

chun (1) _

fa(t)

u(t) et o)

= &, (& (P(1))) - €t To)
= p(t) - ep(t, t0)

y>(t) = p(t)y(t). Usando el lema (6.2.1) obtenemos

[y(t) = y(s) = py ()t = 5)| = lep(t,t0) —

= lep(t, 10)] -

= lep(t, to)] -
< |€p(t7 t0)| ’

< lep(t; to)] -

|1 —e,(s,t) —

1—/@

- / Euimy (D)) A7
- / Euimy (D)) A7

p(t)(t = s)|

T—epst

ep(s,t)

ep(s,t)

/gu

+ |€p(t7 t0)|

l/p(t7 to)

+lep(t, to)] -

t) =t. Siy(t) :=e,(t,ty), entonces queremos probar que
p

ep(s,t0) = p(t)ep(t, 1o)(t — )]

)) AT —p(t)(t —s)

/@ ) & = p()(t — 5)

/ Euim(p(1)) — Elp(t))] AT

Sea € > 0 dado. Debemos probar que existe un conjunto vecino U de t tal que la
parte derecha de esta inecuacion es menor o igual que €|t — s|, y la prueba quedaria
completa. Sea o(t) =ty p € C,q, entonces tenemos que
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1 &, (p(r)) = &(p(1) (6.11)

Esto implica que existe un conjunto vecino U; de t talque

[€u) (P(7)) = &o(p(1))] para todo 7 € Uy.

€
< _
3len(t, o)

Sea s € U;. Entonces

entt,to)]-| [ Teun (0()) — Ealp(®)] A7 < St~ o (6.12)

Y usando la regla de L’Hopital’s

o l—z—€e"
lim — =0,
z—0 z

por tanto, existe un conjunto vecino U; de t, luego si s € Uy con s < t, entonces
t
1= [ 6 0(n) &7 = e s.0)
: t
/[g,u,(T)(p<T)) AT

< €*

donde

€
€ =miny 1, .
{ 1+ 3[p(t)e(t, to)l}

Sea s € U := U; N U,. Entonces

ot o)l |1= [ (o) 27 - ep<s,t>\ < leylt, )€

/ £y (D)) A7

< ley(t, to)] {

/ €t (p(1)) — Glp(t)] AT

S

ol - s|}
< leylts0)]-

/ Euim(p(1)) — Glp(t)] AT

€ *
< glt = sl +lep(t, to)l€"Ip(E)]IE — ]

+ lep(t to) [ [p(2)] [t — s

< ft—s|+<|t—s
“t—s+<|t—s
-3 3

26‘t |
= —jt—s

3
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Teorema 6.2.2. Si (6.9) es regresiva, entonces la unica solucion de (6.10) viene dada por

€p(', to) .
Demostracion. Supongamos que y es la solucion de (6.10) y consideremos que el cociente

ﬁ (por la definicion (6.2.2) sabemos que e, (¢, s) # 0 para todo t, s € T). Por el Teorema
ep y L0

(3.0.2) (e) tenemos que

b NS P Wepltte) — y(D)ed(t 1)

(ep<-,to>> ) = (e (o(0) 1)

 p(Oy(bet t) — YDyt )
et )0 (D). To)

=0
Por tanto, (1) es una constante, de acuerdo con el corolario (4.0.1) (b). Luego
Ep5 00
y(t) _ yle) 1
prm— e ]_
€p(t,t0) €p<t0,t0> 1
y de esta forma hemos llegado a que y = e, (-, o). ]

Vamos a ver ahora algunas de las propiedades més importantes de la funcién exponencial.
Teorema 6.2.3. Sip,q € R, entonces
a) eo(t,s) =1 yey(t,t)=1;
b) ep(o(t),s) = (1+ up(®))ey(t, 5);

1
c) ois) = eep(t, 5);
d) €p<t78) = €p(8,t> = e@p(‘S?t)?'
e) ey(t, s)ey(s,r) = ey(t,r);
f) en(t,s)eq(t, s) = epay(t, s);
ep(t,s)
g) €q(t, S) - epGCI(t 8)
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1 v p(t)

eg(-,s)

Demostracion. a) La funcion y(t) = 1 es una solucién del problema de valor inicial y* = Oy,
y(s) = 1, y como este problema solo tiene una solucién, tal y como hemos visto en el
Teorema (6.2.2), la cual llamamos ey(t, s) por el Teorema (6.2.1), tenemos que ey(t, s) =

y(t) = 1.

b) Por el Teorema (3.0.1) (¢) tenemos que

donde hemos usado el Teorema (6.2.1).

¢) Consideremos el problema de valor inicial

y® = (@p)(t)y , y(s) =1 (6.13)

Por el lema (6.2.1) la ecuacion dinamica (6.13) es regresiva. Tenemos que para cualquier
1

s fijo, y(t) = o) satisface (6.13), a lo que llegamos usando el Teorema (6.2.1) y
p\ly

(6.2.2). Es claro que y(s) = 1. Usando la regla del cociente obtenemos




donde hemos usado (b) para llegar del paso segundo al tercero.

d) Por la ecuacion (6.8) tenemos que

ep(t,s) = ep(ls,t),

y esto es equivalente a eg,(s,t) de acuerdo con (c).

e) Esta propiedad de semigrupo ha sido anteriormente probada en el lema (6.2.2), basado
en la definiciéon de funcién exponencial. Sin embargo, vamos a probarlo usando tan solo
que la funciones exponenciales son las tinicas soluciones de los problemas de valor inicial
(6.10). Consideremos el problema de valor inicial

y® =p(t)y, y(r)=1 (6.14)

Tenemos que y(t) := e,(t, s)ey(s, r) satisface (6.14), lo cual probamos por el Teorema
(6.2.1) y (6.2.2). Tenemos que y“(t) = p(t)y(t), y usando (d) llegamos a

y(r) = ep(r, s)ep(s,r) =1

f) Consideremos el problema de valor inicial

y>*=paqty, y(s)=1 (6.15)

Por el lema (6.2.1) la ecuacion dinamica (6.15) es regresiva. Tenemos que y(t) = e,(t, s)ey(t, s)
satisface (6.15), lo cual probamos usando el Teorema (6.2.1) y (6.2.2). Tenemos que
y(s) = e(s,s)eq(s,s) = 1, y usando la regla del producto y el enunciado (b) de este
teorema, calculamos

™
—
Q
~—
~
~—
»
N~—
™
=
N
\_PF
»
N~—
=
—
~
N—
®
LSy
—
\_PF
»
N~—

g) Usando el enunciado (¢) y () de este teorema quedaria probado.
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h) Usando el enunciado (b) y (¢) de este teorema tenemos que

Teorema 6.2.4. Sip,q € R entonces se cumple

A 14
epog(st0) = (0 —4)

Demostracion. Usando el Teorema (6.2.3) (b) y (¢) tenemos que

et 1) = (p — 9)(t)epea(t, to)
plt) — a(t) e(t, to)
= T+ 0 eyt to)
(1) — a(t)ey(t. 1)

(0). o)

(U t 7t0

Teorema 6.2.5. Sip e R ya,b,c €T, entonces

[ep(e, )12 = —plep(c, )"

| teste o) 2t = ey(c.) = ey(c.b).
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Demostracion. Usando las propiedades del Teorema (6.2.3) llegamos a

T apo e

= —(6p)(t)ecy(t, ¢)
= _eép(tv C)
= —[ep(c,1)]”

donde # denota la derivada con respecto a t. Por tanto,

b b
/ p(t)ey(co(t) At = — / leale, A () A
= €p(C, a) - €p(C, b)
]

Lema 6.2.3. Sea p € R. Supongamos que existe una sucesion de puntos distintos {t, }neny C
T* tal que

1+ pu(t,)p(t,) < 0 para todo n € N.

Entonces el limite 1im,,_,|t,|= 0. En particular, si existe un intervalo cerrado J C T* tal
que 1+ pu(t)p(t) < 0 para todo t € J, entonces |J| < oo.

Teorema 6.2.6. Supongamosp € R yty € T.
1. Si1+pp >0 en TF, entonces ey(t,to) > 0 para todo t € T.

2. Si 1+ up <0 en T, entonces e,(t,to) = a(t,ty)(—1)" para todo t € T, donde

/t log|1 + pu(7)p(7)

o ()

a(t, tg) == exp( AT) >0
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Demostracion. 1. Podemos probarlo usando la definicion (6.2.2): Como 1+ u(t)p(t) > 0,

entonces tenemos log[1 + u(t)p(t)] € R para todo t € T* y, por tanto,
Euw (p(t)) € R para todo t € T*.

Luego e,(t,ty) > 0 para todo t € T, por (6.8).

2. Como 1+ u(t)p(t) < 0, tenemos que
log[1 + u(t)p(t)] = log|1 + u(t)p(t)| + im para todo t € T*.

Veamos que p(t) nunca desaparece en este caso y n, < oo debido al lema (6.2.
podemos calcular e, (¢, %) como

st = [ Gt )
Xp( " log( 1+u 7)p(T ))AT)
ol [

tlog|1+u )p( )| +im
u(7) AT)

([ )
a(t, to) exp <” /to %>

Y por la féormula de Euler, tenemos

Xp(ﬂ/%) :<w/%>

= cos(nym)

- (-1

I
@

donde la segunda ecuacion es cierta, por el Teorema (1.0.8) y porque n; < oo.

20
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Definiciéon 6.2.4. Definimos el conjunto R de todos los elementos positivamente regresivos
de R como

RT=RY(T,R)={peR:1+ pu(t)p(t) > 0 para todo ¢t € T}
Lema 6.2.4. R" es un subgrupo de R
Teorema 6.2.7. Seat € R yty € T.
1. Sip € R, entonces ey(t,ty) > 0 para todo t € T.

2. Si 1+ p(t)p(t) <0 para algin t € TF, entonces

ep(t,to)ey(o(t), to) < 0.

8. Si 1+ u(t)p(t) < 0 para todo t € T*, entonces e,(t,ty) cambia de signo en todos los
puntost € T

4. Supongamos que existe un conjunto T =1t;:i ENCTF y S =3;:1€ NCTF donde
e LSy <tg <t <tyg <
tal que 1+ u(t)p(t) < 0 para todo t € SUT y 1+ pu(t)p(t) > 0 para todo t € TF\(SUT).
Ademds si |T| = oo, entonces limy,_,oot, = 00, y si |S| = 0o, entonces limy, 008y, =
—00. SiT # D y S # I, entonces
ep(+,t0) >0 en [o(s1),t1].
Si |T| = oo, entonces
(—1)ey(-,to) > 0 en [o(t;), tiy1] para todo i € N.

Si|T| = N, entonces

(=1)ey(-,t0) > 0 en [o(t;), tit1] para todo 1 <i < N —1

(=1)Ne,(+,t9) > 0 en [o(ty),0).
SiT=0 yS+# 3, entonces
ep(-,t0) >0 en [o(s1),00).
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Si |S| = oo, entonces
(—=1)ey(-,t0) > 0 en [0(si+1), 5] para todo i € N.
Si |[N| = M € N, entonces

(=1)ep(-,t0) > 0 en [o(si41), 8] para todo 1 <i < M —1

(=1)Me,(t,t9) > 0 en (—00, spr].
SiS=o yT # a, entonces
ep(+,t0) > 0 en (00, t1].

En particular, la funcion exponencial e,(-,ty) es una funcion real que nunca es igual
a cero, pero que puede ser negativa.

Ejemplo 6.2.1. Sea T = hZ para h > 0. Sea @ € R una constante, tal que v € C\{—3}.
Entonces

ea(t,0) = (1 + ah)# para todo t € T (6.16)

Para probar esto veamos que y definida como la parte derecha de (6.16) satisface

y(0)=(1+ah) =1

y tenemos que

SO = y(t+hf)b—y(t)
(L ah) T~ (1+ah)t
a h
(4 ah)i(l+ah—1)
B h
— a1+ ah)i
= ay(t)

para todot € T
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Ejemplo 6.2.2. Consideremos la escala de tiempo
T=N;={n?:neNy}

del ejemplo (3.0.4). Tenemos que

er(t,0) = 2V (V1) para t € T (6.17)

Sea y definida como la parte derecha de (6.17). Tenemos asi que y(0) = 1, y parat € T
tenemos

y(o (1)) = 2V°0 (/o (D))
— 2V + V)
= 2.2V (1 +Vi)(V1)!
=21 +Vt)y(t)
= (1 + u(t))y(t)
= y(t) + p(t)y(?)

asi llegamos a y=(t) = y(t)

6.3. Problemas de Valor Inicial

En esta seccion vamos a estudiar las ecuaciones lineales de primer orden no homogéneas

y™ =p(t)y + f(t) (6.18)

y su correspondiente ecuacién homogénea

y™ = p(t)y (6.19)
en una escala de tiempo T. Los resultados de esta seccion son producto del siguiente teorema.

Teorema 6.3.1. Supongamos que (6.19) es regresiva. Seaty € T yyo € R. La inica solucion
del problema de valor inicial

y* =pt)y , ylto) = vo (6.20)
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viene dada por
y(t) = ep(t, to)yo-
Definicion 6.3.1. Para p € R definimos el operador L; : C; — C,.q como
Liy(t) = y™(t) — p(O)y(t)), t € T

Ademas (6.19) puede ser escrita de la forma Liy(t) = 0y (6.18) puede ser escrita como
Liy(t) = f(t). Como L; es un operador lineal, decimos que (6.18) es una ecuacion lineal.
Decimos que y es una solucién de (6.18) en T tal que y € CL, y Liy(t) = f(t) para t € T*.

Definicién 6.3.2. El operador adjunto L : C};, — C4 es definida por

Liz(t) = 22(t) + p(t)z° (t), t € T
Ejemplo 6.3.1. La funciéon

2(t)=(1+ah)®, t € hZ
es una soluciéon de la ecuacion adjunta
> 4+ az’ =0,t € hZ,
donde « es una constante regresiva.
Teorema 6.3.2. Identidad de Lagrange Si z,y € C},, entonces
2 Ly + yLix = (vy)® en TF.

Demostracion. Supongamos que z,y € Cl, y consideremos
)2 = a7yt + 2ty

= 27(y" — py) + y(z* + pz”)
=2 Ly +yLix

(zy

en T

El siguiente resultado es un resultado inmediato de la identidad de Lagrange.
Corolario 6.3.1. Si x e y son soluciones de L1y = 0y Ljx = 0, respectivamente, entonces
z(t)y(t) = C parat €T,

donde C' es una constante.

A partir de este corolario sabemos que si y es no trivial y satisface L;y = 0, entonces
T = % satisface la ecuacion adjunta L7 = 0.
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Teorema 6.3.3. Supongamos p € R. Sea ty € T y xg € R. La tinica solucion del problema
de valor inicial

viene dada por

x(t) = egp(t, to)xo.

Veamos ahora el caso de los problemas no homogéneos

® = —p(t)a” + f(t), x(te) = x0 (6.21)

Supongamos que z es solucion de (6.21). Multiplicamos ambos lados de la ecuacion dindmica
en (6.21) por el factor de integracion e,(t,ty) y obtenemos

ep(t, to)x™ (t) + p(t)ey(t, to)z? (2)
ep(t, o) [z (t) + p(t)z” (t)]
ep(t,to) f(t)

y ahora integramos ambos lados desde t, hasta ¢, concluyendo

[en(- to)2] (1)

colt.0)2(t) ~ lto.toalte) = [ eyl t0)f(r) A7 (622

to

Esta integracion es posible gracias al Teorema (41.0.1) para f € Ciq.

Definicion 6.3.3. La ecuacion (6.18) es regresiva si (6.19) es regresivay f : T — R es
rd-continua.

Ahora vamos a ver la férmula de variaciéon de constantes para la ecuaciéon adjunta Liz =

f.

Teorema 6.3.4 (Variacion de Constantes). Supongamos que (6.18) es regresiva. Sea ty € T
y xo € R. La unica solucion del problema de valor inicial

v = —p(t)a” + f(t) , x(to) = o (6.23)

viene dada por
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z(t) = egp(t, to)zo +/ ecp(t, 7)f(T) AT

to
Demostracion. Primero, es facil verificar que x es soluciéon del problema de valor inicial
(6.23). Después, si z es solucion de (6.23), entonces tenemos que (6.22) se cumple. Por
tanto, obtenemos que

ealt.to)olt) =20+ [ erito)f(r) b7

to

Resolvemos para = y aplicamos el Teorema (6.2.3) (¢) y llegamos a

te (7’, to)
x(t) =e t,ta:—i—/p— T) AT
()= ecplttoro + [ ZEs(r)
Pero como e,(t,T)e,(7,t0) = ey(t,to) por el Teorema (6.2.3) (¢), y usando de nuevo el
teorema (6.2.3) (¢), llegamos la formula final dada en el teorema. O

Nota 6.3.1. Por el Teorema (6.2.3) (¢), una alternativa de la solucion del problema de valor
inicial (6.23) es

£(t) = eoplt, o) / coplto, T f() A7

Teorema 6.3.5 (Variacion de Constantes). Supongamos (6.18) es regresiva. Sea ty € T y
Yo € R. La unica solucion al problema de valor inicial

y™ =p(t)y + f(t) , ylte) = o (6.24)

viene dada por

y(t) = ep(t, to)yo + / ep(t,o(m))f(T) AT (6.25)

to
Demostracion. Podemos reescribir 4= = p(t)y + f(t) como
y® =p)y” — ut)y™] + f(1),
e idénticamente,
(L+ pu()p(t)y™ = p(t)y” + (1),
y usando p € R tenemos

f(t)

uh = —(EP)OY + e
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Aplicamos el Teorema (6.3.1) y usamos que (©(6p))(t) = p(t) para llegar a la solucion
(6.24)

y(t) = yoe,(t, to) +/ ep(t,7) /() AT

to 1+ p(7)p(7)

Finalmente, usando el Teorema (6.2.3) (b) y (e) calculamos

(
ep(t, 7) _ ep(t, 7)
L+ u(m)p(r)  eplo(r), 7

) - ep(ta O-(T))a
O
Nota 6.3.2. Por el Teorema (6.2.3) (¢), una forma alternativa del problema de valor inicial

(6.24) viene dada por

) = ot )+ [ 0 () S(7) D,

to

Veamos que si consideramos T = R y T = Z obtendremos para el Teorema (6.3.5) la
solucion al problema de valor inicial que ya conocemos.

Sea T = R tenemos que u(t) = 0y, por tanto, por la definicion (6.1.7), & (p(7)) = p(7).
Asi obtenemos por la definicion (6.2.2)

e,(t, to) = exp ( /t: p(7) dT).

Sustituyendo en (6.25), y aplicando que o(7) = 7, tenemos

y(t) = exp( /t: p(7) d7> o+ /t: exp( / o) d7>  f(r) dr.

Obteniendo finalmente la solucién del problema de valor inicial para T = R que ya conocia-
mos

o(0) = ean /t:pm i )|+ / o [ " () i) se)ar).

Vamos a probar ahora que si T = Z obtendremos la solucién al problema de valor inicial
conocida. Para ello vamos a usar el problema de valor inicial con coeficientes constantes

y> =py+ f, y(to) = vo.

Por el ejemplo (3.0.2)(b) tenemos que
ye = DY = Y1 — Yo
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Por tanto, debemos resolver el problema de valor inicial

Yie1 = (L+p)ue + £, y(to) = vo-

Sabemos por el Teorema (1.0.8) (1) que la integral en T, la podemos ver en Z como

[ o At =S f(0),

Veamos entonces que p(t) = 1y por la definicion (6.1.7), & (p) = log(1 + p). Entonces por
la definicion (6.2.2), tenemos que

¢
ep(t, to) = exp </ log(1+ p) AT)
to
t-1

— cap(_ log(1 + p)

— [ exptiog +p))

to
t—1
=[[a+p
to
=(1+p)".

y, por tanto, aplicando que o(t) =t + 1, tenemos

/t:f cep(t,o(s))ds = tif - e:cp( ti log(1 +p)>

i=tg s=i+1
t—1

=Y f-(+ptt

i=tg

14p)tto —1
=f-( +p)
p

Sustituyendo en (6.25) tenemos

A+p™ -1 (6.26)

yt)=1+p) " yo+ f-

La solucion (6.26) es la que ya conocemos de las ecuaciones en diferencias para coeficientes
constantes [1]. +
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Capitulo 7

Resolucion de la ecuacion de
Beverton-Holt

Como vimos en la introduccion, la ecuacion en diferencia de Beverton-Holt es un modelo
de poblacién clasico discreto que proporciona el ntiimero esperado de individuos z,.; de
una poblaciéon en la generacion n + 1 en funciéon del namero de individuos de la generacion
anterior. Este modelo viene dado por la ecuacién en diferencia

B vK,x,
TR (v D

para n € Ny,

donde xy > 0, ¥ > 1 mide la tasa de crecimiento de la poblacion, y K,, > 0 mide la capacidad
de carga. También vimos, como tras realizar ciertos calculos, llegamos a la ecuacién analoga
en escalas de tiempo

2 = az® <1 - %) (7.1)

v—1

donde 2 es la derivada con respecto a una escala de tiempo T, o = y x7 es la funcion
roo.

En este capitulo vamos a tratar de resolver esta ecuacion usando la teoria del calculo en
escalas de tiempo.

Consideremos la ecuacion (7.1) sujetaa K : T — R, K € Cpy(T,RT), a € Rt y a > 0.

Realizando la sustitucion u = —, y usando el Teorema (3.0.2) (d), tenemos que
x

A 1\ % — b
u- =\ - = .
X € - x°

Usando la ecuacion (7.1) tenemos que
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= —QU+ ——.

K(t)
Por tanto, tenemos el problema de valor inicial

a
u? = —au + K@) u(to) = up-

K(t

Por el Teorema de variacion de constantes (6.3.5), tenemos que

u=e_q(t, to)ug + /t e_q(t, U(T))%AT.

Finalmente, deshaciendo el cambio, llegamos a la solucion de la ecuacion de Beverton-Holt

r = ! . (7.2)

e nltte) =+ / e_olt, (7)) K% AT

Yo to

+
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Capitulo 8

Conclusiones

La teoria del calculo en escalas de tiempo nos permite unificar el calculo de las ecuaciones
dindmicas, asi como extender la teoria que conocemos a otros conjuntos, las escalas de
tiempo.

En este trabajo hemos visto, en primer lugar, las definiciones bésicas y las notaciones
necesarias para entender el desarrollo de la teoria. Posteriormente, vimos como se desarrolla
el calculo de derivadas e integrales en escalas de tiempo, dando resultados fundamentales y
ejemplos para su completa comprension. Vimos después algunos resultados, como la regla de
la cadena o el método de sustitucion, los cuales nos seran de utilidad. Por ultimo, hemos visto
como se solucionan las ecuaciones dindmicas en escalas de tiempo y los problemas de valor
inicial, llegando a demostrar que para cuando se trate del conjunto de los niimeros reales
obtendremos la ecuacién diferencial, y cuando se trate del conjunto de los ntimeros enteros,
obtendremos la ecuacion en diferencias. Para finalizar el trabajo, hemos dado solucién a la
ecuacion de Beverton-Holt que vimos al principio, llegando asi a demostrar las numerosas
aplicaciones que puede tener la teoria del calculo en escalas de tiempo.

Nos queda mucho que aprender sobre las ecuaciones diferenciales en escalas de tiempo,
y sus numerosas aplicaciones en biologia, ingenieria, economia, fisica, medicina, etc. Gran
parte de esta teoria y aplicaciones que no hemos desarrollado en este proyecto se encuentran
en el libro [7], pero se escapan del objetivo de este trabajo.

Hemos dado problemas sencillos, puesto que la finalidad era dar una idea inicial sobre
el calculo de ecuaciones diferenciales en escalas de tiempo para finalmente desarrollar esta
teoria en un problema.
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