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English Abstract

The main objective of this work is to study the relation between representations
of the symmetric group and those of the general linear group. This relation is known
as the Schur-Weyl duality.

We introduce the basic concepts of representation theory in the first chapter. In
the second, use tableaux to construct all the irreducible representations of the sym-
metric group, and provide explicit homomorfisms to decompose the regular represen-
tation. Finally, in the third chapter, we use these representations to obtain polynomial
representations for the general linear group, establishing the Schur-Weyl duality.






1 Teoria de representaciones

La dualidad de Schur-Weyl es un resultado en la teoria de representaciones que re-
laciona las representaciones del grupo simétrico con las representaciones polinomia-
les del grupo lineal general. En este capitulo introduciremos los resultados y conceptos
basicos de la teoria de representaciones sobre el cuerpo de los nimeros complejos C.

Hemos decidido no introducir numerosas demostraciones de los resultados de es-
te capitulo debido a que han sido estudiados parcialmente en la asignatura Algebra,
Combinatoria y Computacion. Aun asi, las demostraciones de este capitulo se pueden
encontrar en los libros de James-Liebeck [6], Sagan [7] y Fulton-Harris [4].

1.1 Nociones elementales

A lo largo del documento, a menos que se indique lo contrario, trabajaremos con
los elementos de C” vistos como vectores columna.

| Definicién 1.1.1.  Sean G un grupo y GL(d) el grupo lineal de matrices complejas
de tamario d. Una representacion (matricial) de G es un homomorfismo de grupos:

X: G — GL@A)

A d sele llama grado de la representacion. En el caso en que G = G L(n), diremos que
X es polinomial si las entradas de X (A) son polinomios en las entradas de A € G L(n).

| Definicion 1.1.2.  Sea V' un espacio vectorial sobre C y G un grupo. Diremos que V/
es un G-moédulo si G actia sobre V' de forma lineal, es decir:

1L gveV

2. ev=v

3. (gh)v = g(hv)

4. glcv+dw) = c(gv) +d(gw)
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paratodog,h € G,v,w eV yc,d € C

Ejemplo 1.1.3. Para el grupo de simetrias del tridngulo, S;, podemos dotar a C* de
estructura de S;-modulo bajo la accion:

ce; = e,;, extendida por linealidad

paracadac € S;,y e, e,, e; los vectores de la base canénica de C3. Equivalentemente,
estamos diciendo que:

O'(al, a,, a3) = (aa’l(l)’ ao”l(Z)’ ao"l(3))

en coordenadas. Notemos que la accién de S; sobre este espacio vectorial consiste en
permutar coordenadas.

Proposicion 1.1.4. Sea V' un G-moédulo, sea su dimension, d y sea I3 una base de
V. Cada g € G define un automorfismo lineal 9g en V. Mas aun, la aplicacion:

X: G — GL@A)
g — M,

donde M, es la matriz de 6, respecto de B, es una representacion de G. Esta repre-
sentacion es la representacion estandar de G.

Ejemplo1.1.5. Parael S;-médulo definido en el ejemplo 1.1.3, podemos obtener estas
matrices de forma sencilla:

X(e) =

S O =

00
I 0], X(12)=
0 1

oS = O

1 0 0 1
0 0], X(132)=|0 0
01 10

S - O

Observemos que las matrices que obtenemos son matrices de permutaciones, co-
mo era de esperar segin la accion de S;. Esta representacion se llama la representacion
definicion de S;.

Hemos obtenido una representacion matricial de G a partir de un G-modulo. Po-
demos hacer el proceso inverso también.

Proposicion 1.1.6. Dada una representacion X de grado d de G, C? es un G-
modulo con la multiplicacién:

gv=X(gv,

donde X (g)v es la multiplicacion habitual de matrices.
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Ahora es claro que tener una representacion de G es equivalente a tener un G-
modulo. A menudo utilizaremos el término representacién para referirnos también a
G-modulos.

| Definicién 1.1.7.  Sea G un grupo y S un conjunto finito sobre el que actiia G. De-
finimos la vectorizacion de S como el espacio vectorial:

CLS] := ZCSS |c, € C

SES
con las operaciones usuales de suma y multiplicacion por escalar. Tomaremos el conjunto
S como una base de C[.S].

Ejemplo 1.1.8. Para S = {1,2,...,n}, tenemos que S, actia sobre .S de la forma
habitual si vemos los elementos de S, como permutaciones. La forma de operar con
C[S] es tratar los elementos de .S como simbolos formales sobre los que actia S,,.
Con esto nos referimos a que, en este ejemplo, no operamos: ¢-1 # ¢ para ¢ € C,
y no lo haremos nunca en ningun otro C[S]. Esta representacion es nuevamente la
representacion definicion de S,

Lema 1.1.9. CI[S] es un G-mddulo bajo la accion de G extendida por linealidad:
g Z cs | = Z c,(gs)
SES SES

A la representacion asociada este modulo la llamaremos representacion de permu-
taciones asociada a S.

| Definicién 1.1.10. Dado G un grupo finito, denotamos CG := C[G] al dlgebra de
grupo de G, donde tomamos como accion de G, la multiplicacion por la izquierda:

h Z .8 | = Z c,(hg)
geG geiG

Esta multiplicacion se extiende de forma natural a un producto interno en CG, dandole
sentido al nombre de algebra:

doewh )| D deg ) = D cudy(he)

heG geqG geaq, heG

La representacion asociada a CG se denomina representacion regular de G.

Esta algebra juega un papel importante en la teoria de representaciones de grupos
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finitos. También permite demostrar un resultado clasico sobre grupos finitos.

Corolario 1.1.11 (Teorema de Caley). Todo grupo finito es isomorfo a un subgrupo
de permutaciones.

1.2 Submoddulos e irreducibilidad

| Definicién 1.2.1.  Sea V' un G-médulo. Decimos que W C V es un G-submédulo
o que es G-invariante, si es cerrado bajo la accion de G. Equivalentemente, W es un
G-submodulo si W C V es un subespacio vectorial que es G-modulo.

Ejemplo 1.2.2 (Representacion trivial). Tomemos G un grupo finito y consideremos
el G-moédulo V = CG.SiG =g, ..., g, podemos tomar W = (g, +g,+--+g,) C V.
Como, para todo g € G, se tiene g(g, + g, + - +g,) = (g + & + - +g,), pues la
suma incluye todos los elementos de G, tenemos que W es un G-submoédulo de V.

Tenemos que gv = v para todo v € W y que dim(WW') = 1. Entonces la represen-
tacion matricial asociada a W es X (g) = 1 para todo g € G. Toda representacion que
cumpla esto se denomina representacion trivial.

A nivel de G-moddulos la palabra trivial tiene un significado distinto.

| Definicion 1.2.3.  Un G-submédulo W C V se dice trivial siWw =V oW = {0}.

Un G-modulo V se dice que es irreducible si los unicos G-submoddulos que contiene
son los triviales. En caso contrario, decimos que es reducible.

Una representacion se dice reducible si su G-modulo asociado lo es. En caso contra-
rio, se dice irreducible,

Ejemplo 1.2.4 (Representacion alternada o signo). Todo G-moédulo de dimension 1
es claramente irreducible. La representacion trivial, es por tanto, irreducible. Para
G = §,, otra representacion de grado 1 es la representacion alternada o signo:

Y:S,— GL(1,C)

o +— sgn(o)

Siendo un posible S,-mddulo asociado C con la accién ¢ - z = sgn(o)z para todo
zeC.
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El hecho de que un G-moddulo sea reducible también se refleja en su representa-
cién asociada.

Proposicion 1.2.5. Un G-moédulo V' es reducible si y solo si existe una base 1B de
V tal que la representacion asociada es de la forma:

A(g) | B(g)
X(g) = ,Vgeai
para A(g), C(g) matrices cuadradas no vacias.

Observacion 1.2.6. Notemos que si V' = W, @ W, es una descomposiciéon en su-
ma directa de G-submodulos disjuntos, las matrices anteriores se pueden encontrar,
tomando una base adecuada, de la forma:

_(A®)] 0
X(g)‘< 0 C<g>>

| Definicion 1.2.7. Sea V un G-médulo y sea {-,-) un producto escalar sobre V. De-
cimos que es invariante por G si:

(gv,gw) =(v,w), Yo,weV,geG

Proposicion 1.2.8. Sea W C V un G-submoédulo y (-, -) un producto escalar inva-
riante por G. Entonces el complemento ortogonal W+, es un G-submédulo de V/

Demostracion. Sabemos que W+ es un subespacio vectorial de V, luego basta ver
que W es cerrado bajo la accién de G. Sean v € Wi, w € W, tenemos:

(gv,w) =(v,g"'w) =0

donde hemos usado que (-,-) es invariante por G y que g-'w € W por ser G-
submodulo. Asi, gv € W+ paratodo v € W'y g € G y hemos terminado. [

Observacion 1.2.9. No siempre existe un producto escalar invariante para G, en el
caso de G infinito. Por ejemplo, para G = R*, el grupo de las unidades reales, y C
visto como la representacion tautologica de G: r - z = rz parar € G, z € C, todo
producto escalar debe cumplir:

(rz,,rz,) = r*z,,z,), paratodog € G

Y ningtn producto escalar puede ser G-invariante. Sin embargo, si G es finito, siempre
existe un producto escalar invariante, como demostramos a continuacion.
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| Teorema 1.2.10 (Teorema de Maschke). Sea G un grupo finito y V' un C-espacio
vectorial no nulo que sea un G-modulo. Entonces, V' se descompone como suma directa
de G-submédulos irreducibles:

V = W(l) o) W(2) D P W(k)

Demostracion.  Sea dim(V') = n. Probaremos el resultado por inducciéon en n. Por ser
V un espacio vectorial no nulo, tenemos n > 1.

Para n = 1, tenemos que V' no puede contener subespacios vectoriales no trivia-
les y por ello, no tiene G-submoédulos no triviales. Luego V' es irreducible y hemos
terminado.

Supongamos el resultado cierto para dimensiones 1, ... ,n—1.Si V es irreducible,
hemos terminado. En caso contrario, tomemos W un G-submoddulo no trivial de V.

Si V' ya viene dotado de un producto escalar, digamos (-, -), podemos encontrar
B = {v,...,v,} una base de V' tal que (v,, Uj> = 51.’1.. En caso contrario, tomamos B
una base de V' y definimos el producto escalar tal que (v;,v;) =6, ;.

Usaremos este producto escalar para construir uno que sea invariante bajo G, para
poder usar la proposicién 1.2.8 y terminar la prueba por induccion.

Definimos entonces el producto escalar:

1

la Z(gu,gw) parav,w €V

geCG

(L,w)g =

Notemos que este producto escalar es invariante bajo G-

(o, hio)g = —= 3 (glhv), g(hw)) = —= ¥ (ghyv, (ghyw)
Gl & Gl &
= L S (fo. fw) = (0, w)g
|G| feG

para todo h € G, pues (gh) recorre todo G al variar g. Tomando ahora W y su
complemento ortogonal segtin (-, -);, W+ y por la proposicion 1.2.8, tenemos la suma
directa de G-submodulos:

V=wew'

y W, W+ se descomponen a su vez como suma directa de G-submddulos irreducibles
gracias a la hipétesis de induccidn, terminando la prueba.
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1.3 G-homomorfismos

Como toda categoria en matematicas, el estudio de los G-mddulos y representa-
ciones no esta completo sin el estudio de los homomorfismos que respetan sus estruc-
turas.

| Definicién 1.3.1.  Un G-homomorfismo es una aplicacién lineal entre G-médulos,
0 : V — W que preserva la accion de G. Es decir:

0(gv) =gb(v) YveV,gel

Normalmente, omitiremos el prefijo G- o lo indicaremos diciendo que 0 es un homomor-
fismo de G-modulos.

| Definicién 1.3.2.  Un homomorfismo de G-mbdulos se dice isomorfismo, si es bi-
yectivo. Ademas, si existe un isomorfismo entre V' y W, decimos que son isomorfos,
denotado porV = W'

Observacion 1.3.3. Matricialmente, para un G-homomorfismo 6 : V' — W, toman-
do bases B, C y representaciones asociadas X e Y, de V' y W, respectivamente; se
cumple que:

TX(@@)=Y@T, Vged

donde la matriz T es la matriz de & como aplicacién lineal respecto de las dos bases
tomadas. Si ahora 6 es un isomorfismo, tiene una matriz T invertible, luego tenemos:

Y()=TX@T™"', VgeC

Volveremos a esta observacion mas adelante.

Lema 1.3.4. Dado un homomorfismo de G-moédulos 8 : V' — W, tenemos que
ker(0) e im(0) son G-submoddulos de V' 'y W, respectivamente

Demostracion. Sabemos que ambos conjuntos son subespacios vectoriales de V' y
W, respectivamente, luego falta probar que son cerrados bajo la acciéon de G:

O(gv)=glv)=¢g-0=0 Vg € G, v € ker(0)
gw = gl(v) = 0(gv) Vg € G, para 0(v) = w
Luego ambos son cerrados bajo G, y por tanto, G-submoddulos. ]

Esto facilita probar un sorprendente teorema sobre G-homomorfismos:
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| Teorema 1.3.5 (Lema de Schur). Sean V y W dos G-médulos irreducibles. En-
tonces todo 6 : V. — W homomorfismo cumple exactamente uno de los siguientes:

1. 6 es un isomorfismo
2. 0 es la aplicacion nula

Demostracion. Tenemos que tanto ker(6) como im(0) son G-submoddulosde V' 'y W,
pero por irreducibilidad, deben ser triviales. Si ker(6) = V', tenemos que € es la apli-
cacion nula. Si im(0) = {0} tenemos la misma conclusion.

Si no ocurre ninguno de ellos, tenemos que ker(0) = {0} e im(0) = W, luego 6 es
isomorfismo. ]

El lema de Schur es cierto en cuerpos arbitrarios e incluso en grupos infinitos
puesto que la demostracion dada es valida en dichos supuestos. Sin embargo, restrin-
giéndonos a C, podemos extraer mas informacion atn:

Corolario 1.3.6. Todo endomorfismo no nulo de un G-modulo irreducible sobre C es
un multiplo de la identidad.

Demostracion.  Supongamos que 8 : V' — V es un homomorfismo de G-moédulos
y tomemos una base B de V. Sea T la matriz de 8 respecto de 3. Entonces que para
todo g € G:

TX(g) =X(@T
(T'—chX(g) = X(@(T —cI)

para todo ¢ € C.

Dado que C es algebraicamente cerrado, el polinomio caracteristico de T tiene al
menos una raiz compleja. Tomando entonces ¢ como un autovalor de T', obtenemos
que T — cI es no invertible.

Esta matriz corresponde al endomorfismo 6 — ¢ - Id, luego tenemos que 8 —c - Id
no es un isomorfismo vy, por el teorema 1.3.5, tenemos que es la aplicaciéon nula. Es
decir 6 = ¢ - Id como queriamos. [

1.4 Caracteres de representaciones

Recordemos que la traza de una matriz cuadrada A = (g, ), j, de tamafio d
es: tr(A) = 2721 a;;. Esta aplicacion juega un papel muy importante en la teoria de
representaciones.
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| Definicion 1.4.1.  SeaV un G-médulo y X una representacion matricial asociada a
una base de V. Definimos el caracter de V', y, como la traza de X, es decir:

¥y . G—C
x(g) =1tr(X(g))

Se cumplen las siguientes propiedades:

Proposicion 1.4.2. Sean V', W dos G-moédulos.

1. Si X e Y son dos representaciones matriciales asociadas a dos bases distintas
B, C de V, entonces, tr(X(g)) = tr(Y(g)) para todo g € G. En concreto, el
caracter es independiente de la base escogida para su calculo y, por ello, esta
bien definido.

2. SiV = W entonces tienen mismo caracter.

3. El caracter de V' es constante en clases de conjugacion de G.

Demostracion. Recordemos que la traza es un invariante ciclico, es decir, tr(ABC) =
tr(CAB) = tr(BCA). En concreto, si T es una matriz invertible, tr(A4) = tr(TAT ).
Esto demuestra los tres resultados, pues sus caracterizaciones son justamente, la exis-
tencia de matrices conjugadas en cierta manera:

1.Y(g) =TX(g)T™! para T matriz de cambio de base
2.Y(g) =TX(e)T™! para T como en la observacion 1.3.3
3. X(WX(g)X(h™ para hgh™! en la clase de conjugacion de g

|
Ejemplo 1.4.3 (Grupo lineal general). Supongamos que G = GL(n), y V sea un G-
modulo con representacion polinomial p : GL(n) — GL(d) (segin la definicion
1.1.1). Definamos las matrices:

x 0 ... 0
diag(x) := diag(x,,...,x,) = O x:2 . 0
0 0 ... x

n

Entonces y(diag(x)) = tr(p(diag(x))) = p(x) para p un cierto polinomio simétrico; es
decir, p es invariante ante cualquier permutacion de sus variables (para mas informa-
cion ver apéndice A).

Paracada (i,i+1) € S, trasposiciéon simple, tenemos una matriz de permutaciones
asociada T, donde T es la matriz identidad, salvo que tiene las columnas i y i + 1
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intercambiadas. Si denotamos (i, j)x = (x;, ..., X;; |, X;, ... , X,,), entonces:

p(x) = y(diag(x)) = tr(p(diag(x))) = tr(p(T diag(x)T "))
= tr(p(diag((i, j)x))) = y(diag((i, ))x)) = p((i, j)x)

Como toda permutacion se puede descomponer como producto de trasposiciones,
y p es invariante ante éstas, p es simétrico.

Ahora terminamos la prueba con un argumento de densidad:

Los autovalores de A vienen dados por las soluciones al polinomio fundamental
det(A—x1), cuyos coeficientes son polinomios en las entradas de A. Podemos asegurar
que A es diagonalizable si todos los autovalores son diferentes entre si, es decir que
det(A — x[I) tiene discriminante no nulo. Como el discriminante es un polinomio en
los coeficientes de det(A—x1), 1o es en los de A. Esto permite concluir que las matrices
no diagonalizables se encuentran en el hiperplano {disc(det(A —x1)) = 0}, dentro de
G L(n).

Es la topologia de Zariski en G L(n) la que permite concluir que, al ser y(A) un
polinomio que coincide con p(x) en el abierto de G L(n): {disc(det(A — xI)) # 0};y
al ser todo abierto denso, obtenemos que y(A) = p(x) en todo G L(n). ]

Los caracteres son constantes en clases de conjugacion, y aunque no son las tnicas
funciones con esta propiedad, si son particularmente importantes.

| Definicion 1.4.4. Sea G un grupo. Denotemos C; al C-espacio vectorial:
Co={f : G— C| f esconstante en clases de conjugacion de G}
Este espacio es el espacio de funciones de clase de G.

Una base de este espacio es el conjunto de funciones indicatrices de clase de G. Para
cada clase de conjugacion G, de G, se definen:

1 sigeg,
Ca(g)={

0 sino

Todo caracter de una representacion es una funcion de clase, gracias a la parte 3
de la proposicion 1.4.2.
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| Definicién 1.4.5. Sean G un grupo finito y y, w € Cg. Definimos el producto
escalar:

1

Gl D x@we™

geCG

(x.w)=

Si bien las funciones indicatrices no son ortonormales respecto a este producto
escalar, los caracteres irreducibles si lo son.

| Teorema 1.4.6 (Relaciones de ortonormalidad). Sean y, y caracteres de repre-
sentaciones irreducibles de un grupo finito G. Entonces:

0, siyx#y

(r.w) = .
1, siy=w

Los caracteres irreducibles forman una base ortonormal del espacio de funciones de clase.

Proposicion 1.4.7. Sea X una representaciéon matricial de un grupo finito G. Su-
pongamos que:
XemXVomX?@ - @mXxXP

es su descomposicion en representaciones irreducibles; donde hemos agrupado repre-
sentaciones irreducibles isomorfas entre si . Entonces:

2 =m D+ my D+ e+ my g ®

. </¥?/¥(1)> = mi

. X esirreducible siy solosi (y, y) =1

. Sies Y otra representacion matricial con caracter y, entonces X =Y

Demostracion. La mayor parte del resultado se extrae del teorema 1.4.6. Para el ulti-
mo, podemos asumir que ambos X e Y se descomponen segtn:

XemXPdmX® @ - dmXx”
YenXPonX®® - @dnX?”

donde hemos podido afiadir factores en ambas descomposiciones para que tengan los
mismos. No tenemos problema en hacerlo pues podemos poner m; = 0o n; =0, si el
factor no aparece en la descomposicion. Pero, entonces, por 2. de este lema:

mi=<){’)((i)>=ni

Luego las descomposiciones son iguales y X = Y. [
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1.5 Larepresentacion regular CG

Hemos mencionado la importancia de la representacion regular, CG, en el caso de
grupos finitos. Veamos explicitamente a qué nos referimos.

| Teorema 1.5.1. Sea G un grupo finito y tomemos V= CG. Sea N el niimero de
clases de equivalencia de G-modulos irreducibles bajo isomorfismo. Entonces:

1. N es finito y toda clase de G-modulo irreducible aparece en la descomposicion de

V' . Es decir, si:
N
V=@mv®
i=1

entonces, todo G-médulo irreducible es isomorfo a algin VW ym, # 0, Vi.
2. Cada una de estas multiplicidades cumple m; = dim V'

Se cumple |G| = 2,1:1 m?

1
4. La cantidad de G-modulos irreducibles no isomorfos entre si es igual al niimero de

clases de equivalencia de G.

w0

Demostracion.  Sea W un G-moéddulo irreducible y sea y su caracter. Sea también y
el caracter de V. Por el lema 1.4.7, el producto ( y.y) es la multiplicidad (bajo isomor-
fismo) de W en la descomposicion de V.

Un simple estudio del caracter de V' = CG permite concluir que:

1

(x-w)= Gl

Z 2@y =y(e) =dim W

geG

La dltima igualdad es clara por el hecho de que toda representacion matricial cumple
Y(e) = 1d.

Se concluye que todo G-moddulo irreducible aparece en la descomposicion de V'
con multiplicidad igual a su dimensiéon. En concreto, deben aparecer todos los G-
modulos irreducibles no vacios, pero como la dimensiéon de V' es finita, debe haber
una cantidad finita de G-moddulos irreducibles no isomorfos entre si.

La prueba de 4. involucra el estudio del centro de End CG, Z, ¢, para concluir
que el namero de V) que aparecen en la descomposicion es igual a dim Zg, ¢ (ver
Sagan [7])
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1.6 Induccion y restriccion

En esta seccion estudiamos la relacion entre representaciones de un grupo y de
sus subgrupos.

| Definicién 1.6.1.  Sea H < G un subgrupo de G y V un H-médulo. Definimos la
induccion deV a G,V Tg como el G-modulo:

CG®-V

V19 :=CGQcy V = =

para R el subespacio generado por los elementos de la forma (hg) @ v — g ® (h™'v)
parag € G,v € V, h € H. Para simplificar la notacion, normalmente escribiremos

CGR, V.

La accion de G sobre V' Tg se toma como g(x @, V) = (gx) Q4 V.

Ejemplo 1.6.2. Sean G = S; y H = {¢,(123),(132)}. La idea de la induccién es
obtener una representaciéon de G, a partir de una de H, que mantenga su accion al
restringirnos a H.

Tomemos V' = (v) la representacion trivial de H, es decir hv = v para todo
h € H.En la induccién se cumple:

h(x Qu v) = (hx) RQuv=xQy (h_lv) =(x Qu v)

Es decir, H sigue actuando de forma trivial sobre V' Tg. Un mayor estudio de este
ejemplo permite demostrar que V' Tg es un G-moédulo de dimension 2.

Podemos realizar también un proceso contrario, restringiendo la accion de G a la
de un subgrupo H:

| Definicién 1.6.3. Sea G un grupo y H un subgrupo de G. Dado un G-médulo, V,
definimos la restriccion de V a H como V 19, donde simplemente consideramos la
accion de cada h € H, como la accion de h € G sobre V.

Si bien, en esencia, son procesos contrarios, en general, se tiene que V' Tzlgsé vV

Ejemplo 1.6.4. Tomando G, H y V como en el ejemplo anterior, V' Tfl era de dimen-
sion 2. Al restringir de nuevo a H, obtenemos que H acttia de forma trivial sobre un
H -mobdulo de dimension 2, luego V' es claramente isomorfa a la suma directa de dos
representaciones triviales.
G |G~
VA2V &V
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| Definicién 1.6.5. Sea V Tg un G-modulo inducido. Si y es el caracter de V', deno-

tamos el caracter inducido de V 1 por y 19, Igualmente, si V |, es un H-médulo

restringido, si y es el caracter de V', denotamos el caracter restringido de V' lg por
G

x5

A partir de ahora, si G o H se sobreentienden por el contexto, denotaremos a los
anteriores V1,V |, yty x|.

Podemos extender estas nociones a funciones de clase a partir de la ortonormali-
dad de los caracteres.

| Definicién 1.6.6. Del teorema 1.4.6, tenemos que los caracteres de las representacio-
nes irreducibles de G son una base ortonormal de Cg;.

Si f € Cg se escribe en esta base ortonormal como f = ), a, x, donde cada y, es el
caracter de una representacion irreducible de G, se definen la funcion de clase inducida
y restringida como:

f1e= Y an1e)

k
£19= Y a (19
k

donde estamos induciendo cada caracter a un supgrupo o restringiendo a un subgrupo

de G.

Si bien es cierto que induccion y restricciéon no son procesos contrarios, se pueden
entender como tal bajo el siguiente resultado.

Proposicion 1.6.7 (Reciprocidad de Frobenius). Sea H < Gysean f € Cy, g € Cg;.
Entonces, para el producto escalar en cada espacio se da la igualdad:

<fTG’g>G = <fag~LH>H

La demostracion se realiza primero para los caracteres irreducibles, y luego se
extiende por linealidad a funciones de clase.



2 | Representaciones irreducibles de

Sl’l

En virtud del teorema 1.5.1, para hallar todas las representaciones irreducibles del
grupo simétrico, S,, basta hallar una por cada clase de conjugaciénen S,.

Es bien conocido que cada particiéon de n determina una clase de conjugacion de
S,,. Estas surgen al descomponer ¢ € S, en ciclos disjuntos. Como la conjugacién en
§,, no cambia el tamarfio de estos ciclos, cada clase de conjugacion de S, esta definida
por la forma de esos ciclos, que se pueden representar mediante una particién, es
decir, mediante una tupla ordenada de enteros positivos decreciente.

Por ejemplo, para S;, tenemos las clases de conjugacion:

{e=(MD@AB)} {(12)(3),(13)(2), 23)(1)} {(123),(132)}
Asociadas a las particiones (1, 1, 1), (2, 1) y (3) respectivamente.

Notacién. Usaremos la siguiente notacion para particiones:

- SiA=(4,...,4,), denotamos [A| = A, + -+ + 4,.
- Si A es una particion de n, escribimos A F n. Se cumple A - |A].
- Denotamos el orden de dominancia en particiones por &>. Es decir que A4 > p si:

Ay 2
At Ay > u+

[A] > |ul

La teoria general de este capitulo se encuentra desarrollada en los libros de Sagan
[7], Fulton [3] y Fulton-Harris [4]. También utilizamos las ideas de Bergeron [1], sobre
las cuales trabajaremos en la seccion 2.6 y 2.7.
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2.1 Tableaux y representaciones

Podemos usar diagramas de Young para representar particiones de n. Sobre ellos,
construimos los tableaux, los cuales utilizaremos para conseguir ciertas representa-
ciones de S,. Encontraremos las representaciones irreducibles como S,~submoddulos
de dichas representaciones.

| Definicién 2.1.1. Dada A una particion de n, su diagrama de Young es un dia-
grama de cajas apiladas, donde en cada fila, hay una cantidad de cajas igual a la parte
de A asociada. Por ejemplo:

A1=05,4,3,2,1) =

Decimos que A es la forma del diagrama.

| Definicién 2.1.2.  Un tableau de Young relleno de niimeros enteros no negativos se
llama semi-estandar si sus entradas son crecientes por filas y estrictamente crecientes
por columnas. Se llama estandar si son estrictamente crecientes por filas y columnas y
no hay repeticiones. Por ejemplo:

es un tableau estandar

[3] (6]
2 es un tableau semi-estandar 7
T T

—
[\
[\,

Observacion 2.1.3. Dada una particion A - n, hay un nimero finito de tableau estan-
dar y semi-estandar de forma A con entradas menores o iguales que n.

| Definicién 2.1.4. Diremos que un tableau (no necesariamente estandar), t, de forma
A b nesinyectivo sisus entradasestanen {1, ... ,n} yno hay repeticiones. Denotaremos
por Iny(A) al conjunto de tableaux inyectivos de forma A.

Podemos definir una accion izquierda de S, sobre Iny(4). Dada ¢, una permutacion en
S,,yt € Iny(4), definimos ot como el tableau resultante de intercambiar cada entrada
i en ¢t por la entrada o(i). Por ejemplo:

(13)(24) -

51 _ [B]5
3[4 — [4[1]2]

N —

Con esta accion izquierda, de acuerdo con el lema 1.1.9, podemos considerar a C[Iny(4)]
como un S,-modulo. Sin embargo, nos centraremos en S,-submoédulos mas especi-
ficos.
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| Definicién 2.1.5. Dado t un tableau inyectivo de forma A - n, definimos el sub-
grupo fila de Young de t, R,, como el subgrupo de S, tal que ot tiene las mismas
entradas por filas que t, para todo 6 € R,. De igual forma, definimos C,, el subgrupo
columna de Young de t, como el subgrupo de S, tal que ot tiene las mismas entradas
por columnas que t, para todo o € C,.

Observacion 2.1.6.  Los subgrupos R,, C, permutan elementos en la misma fila o mis-
ma columna de ¢, respectivamente. Son, por tanto, los productos cartesianos de los
grupos simétricos en los elementos de ¢ por filas o columnas, respectivamente.

Como ejemplo, para el tableau anterior:

R, =S54y XS5
C,=S(12 XS5

—
W W

7 =

Lema 2.1.7. Para todo tableau inyectivo t de forma A - ny o € S,, se cumplen las
siguientes propiedades:

1. R,=0cRc™!
2. C,,=0Co!
3. Sio € R,, entonces R, = R,.
4. Sio € C,, entonces C, = C,.

Demostracion.  El resultado se desprende del siguiente hecho basicoen S,:siz € S,
cont = (k,k, ... k,), entonces ool = (o(k))o(k,) ... o(k,)). Luegosit € R, permu-
ta entradas en las mismas filas en #, 676! lo hara en ot. Del mismo razonamiento se
sigue la igualdad en C,. Las dos tltimas propiedades se siguen de las anteriores. W

| Definicién 2.1.8. Dadot € Iny(A), definimos en CS,, las siguientes combinaciones

lineales:
R;F = Z c

c€ER,

Cc = Z sgn(o)o

oeC,

llamados simetrizador de filas de t y antisimetrizador de columnas de t, respec-
tivamente.

| Definicién 2.1.9. Dado un t tableau inyectivo de forma A, definimos su tabloide
asociado, [t], como:
[1] = (R))t € ClIny(4)]

Denotemos por Tab(A) al conjunto de los distintos tabloides de forma A.
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Lema?2.1.10. Laaccionde S, sobre Iny(4) induce una acciéon natural en Tab(4). Con-
cretamente: o[t] = [ot] para todo o € S,

Demostracion. Basta ver que la definicion es correcta:
o[t] = 6(RNt = 6(R o~ 'ot = (R )(o1) = [01]
El resto de la prueba se sigue del hecho de que o7 es una accién sobre Iny(4). [

Los tabloides se suelen pensar como tableaux con la propiedad de que el orden
de los elementos en sus filas es irrelevante. Podemos representar esta propiedad omi-
tiendo las lineas verticales en su representacion con diagramas de Young:

_ 5] _ T3
t=hpw = =233

En un tabloide, la tnica informacion relevante es la fila en la que se encuentra
cada elemento dentro del tabloide. Es por eso que surge una idea alternativa al uso de
diagramas de Young para representar tabloides. Seguimos la notacion dada en [1].

| Definicién 2.1.11.  Sea t un tableau inyectivo de forma A - n. Pongamos que A =
(A5 ...+ Ay). Definimos su peso por filas, x' como el monomio en variables x,, ... ,x
tal que:

n

X, aparece con exponenter — 1 sii estd en la filar

Notemos que el exponente de x; queda definido por la fila en la que aparece i, pero no por
su posicion dentro de la fila. En otras palabras, si [t] = [s], entonces x" = x*. Podemos
hablar entonces de peso en tabloides, donde x'! = x'.

Por ejemplo:

~—
Il
—[+]o|

6

SI | tiene peso:  x' = x,x5x?
213

Lema2.1.12. El grupo simétrico S, actia sobre el conjunto de pesos {x’ | # € Iny(4)}
permutando las variables. Es decir, es la accion: ox; = x,;) extendida multiplicativa-
mente a monomios. Ademas, la aplicacion:

x' — [t] € Tab(A)

esta bien definida, es biyectiva y respeta la accion de S,,.

Demostracion. La demostracion es sencilla a partir de las definiciones y el lema
2.1.10. También hemos de notar que, dado un peso, x' y conocido n = |4, es sen-
cillo recuperar el tabloide del que es peso x'. Basta colocar el indice de cada variable
una fila por encima de la que indica el exponente. [



2. REPRESENTACIONES IRREDUCIBLES DE Sn 21

Por ejemplo, para ¢ = (163)(24) € S, tenemos:

6 3
A nivel de tableaux: [1] =45 = o[t]=253
123 641
A nivel de pesos: x = x4x5x§ = oxll= xzxsxg

Tenemos asi, dos formas diferentes de representar tabloides que preservan la ac-
cionde S, :

= Como los propios tabloides, [t] = (RF)z.
» Como monomios, mediante su peso por filas, x’.

2.2 Los médulos de permutaciones, H*

Hemos visto que el grupo simétrico actia sobre el conjunto de tabloides Tab(A).
Los S,-moédulos que define esta accién son los que nos interesan estudiar.

| Definicién 2.2.1.  Sea A una particion de n. Definimos el médulo de permutacio-
nes asociado a A, H*, como C[Tab(1)]. Se trata de un S, —médulo por el lema 1.1.9 ya
que hemos visto en el lema 2.1.10 que S, actiia sobre Tab(4).

Podemos definir también H* a partir de los pesos de tabloides directamente. El lema
2.1.12 permite demostrar que ambas definiciones resultan en S,—moddulos isomorfos. Es
por eso que utilizaremos la notacion con pesos a lo largo de los ejemplos.

Ejemplo 2.2.2. Sea n un entero no negativo y sea 4 = (n — 1, 1) - n. Los diferentes
tabloides que existen de forma A son:

2 n
13...n 12...n-1

Py Py cee o

T
23...n

Cuyos pesos asociados son:

Xps Xgy en s X,

Es facil encontrar una copia de la representacion trivial dentro de H*; es la generada
por L = x; + x, + - + x,,. Mas aun, en virtud de la demostracion del teorema de
Maschke (teorema 1.2.10), podemos ver que los elementos x, —x;, X3 —x,, ..., X,—X,
son ortogonales a L segun el producto escalar que se define en el teorema. Como,
ademas, son linealmente independientes, generan (L)*. Entonces H* se descompone
como:

H* = (L) @(xz—xl,...,xn - Xy)
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Veremos proximamente que ésta es la descomposicion en S, -submodulos irredu-
cibles de H*. Por ahora, la siguiente proposicién nos da una relacién entre el hecho
de que R, acttie de forma trivial sobre [] y el propio H*. Esto nos sera de utilidad mas
adelante.

Proposicion 2.2.3. Sea A = (4,,...,4,) - ny denotemos por 1 = 1 la represen-
tacion trivialde H =S, X--- XS, . Entonces 1 Ti” tiene como base B = {0, @, 1},
con {0, }, un conjunto de representantes de las clases laterales derechas S,/ H.

. S ,
Mas atun, H* = 1 1, como S,-moédulos.

Demostracion. Entendemos a H como subgrupo de S, viéndolo como el producto
de los grupos simétricos de S, .. o S{A.H, A} e S{ﬂl+-~+/lr_1+1a TIE

Por definicion, tenemos que 1 Ti;= CS,®y1.Luegoel conjunto {c®,1|c €S, }

es conjunto generador de 1 Ti”.

Sean ahora o, 7 tal que estén la misma clase lateral en S,/ H, es decir que c H =
7H. En concreto, existe 4 € H tal que o = 7h. Asi:

cQul=hN@,1=1th@,; N=1(€Qy (W) =1tQ, 1
Luego este conjunto generador es, de hecho, /5.

La independencia lineal es mas trabajosa. Tengamos:

Zak(ak Q1) =0 en 171, entonces,
k

Yao,®@DH= Y r,hr®@1-r81) en CS, @ 1
k €S, ,heH

Centrémonos en los coeficientes de los elementos x® 1 para x € e H = H.Denotando
€=oy:

a; = Z Yen = 2 Yen parax =€

heH t=h"le heH
0= Z Yo — Z Yeh para x # €
heH,r=h"1x heH

Fijado h € H, h™'x, recorre H variando x € H. Esto justifica que, al sumar estas
igualdades, obtengamos:

a = Z Yen = Z Yen =0

heH,reH heH,reH
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Ahora que a; = 0, para ver que a, = 0, basta multiplicar por 6;' en la combinacién
lineal original:

Y a0, ®, 1)=0

k

y podemos repetir el proceso, ya que el coeficiente de € @ ;; 1 ahora es a,.
De esta forma, /3 es linealmente independiente y, por ello, base de 11.

Para la segunda parte de la demostracion, tomemos la aplicacion lineal dada por:

¢ 11 — H
P(0, Ry 1= o, l1]
Donde 7 es el tableau inyectivo cuyas entradas por filas son {1, ..., 4}, ..., {4, +
..+ 4,4+ 1, ..., |A]}. Notemos que, por definicion de ¢, R, = H. Con ello, podemos
ver que:

» ¢ esta bien definida. Sea o, = 7,h para h € H. Entonces o, [t] = 7,h[t] =
7, [ht] = 7, [t]. Luego la definicion es independiente de la clase lateral utilicemos.
= ¢ es un isomorfismo de C-espacios vectoriales.
Primero notemos que, dado s tableau inyectivo, existe y € S, tal que ut = s.
Debido ala forma de actuar de S, esto mismo es cierto para tabloides, [s] = p[t].
Sean ¢p(u; @y 1) = p(u, @ 1). Es decir, que:

U, [t] = u,[t], entonces: ,uz_]/,tl[t] = [1]

Y por definicion, ;42‘1;41 € H.Luego y, = u,h paracierto h € H vy, por ello, y,,
U, estan en la misma clase lateral de S,/ H. Esto prueba que ¢ es inyectiva.
La base de H* es el conjunto de tabloides Tab(A). Como, para cada tableau s,
existe ¢ € S, tal que s = ot, esta misma igualdad se da en tabloides [s] = o[?].
Entonces ¢(c @ 1) = [s], luego ¢ es sobreyectiva.

» ¢ es un G-isomorfismo. Basta comprobar que respeta la accion de S, en la base
de T Ti;’. Sit € §,, entonces, para y, = 7o;:

P(t(o), @y 1) = P @y 1) = plt] = 7o, [1] = 7(Pp(o}, @y 1))

Con ello, hemos terminado, dando un isomorfismo explicito entre 11y H* .

| Definicién 2.2.4. Dado un G-médulo V', decimos que es ciclico, si existev € V tal
que V esta generado por {gv | g € G} como espacio vectorial.
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En el lema anterior hemos utilizado la propiedad de que H* es ciclico generado por
cualquier tabloide [¢]. Esto es pues para todo tabloide [s], se da [s] = o[t] para cierto
c€ES,.

2.3 Las representaciones irreducibles de S,

Hemos utilizado los simetrizadores de filas, R;r, para definir unos ciertos modu-
los de permutaciones, H*. En esta seccidn, los antisimetrizadores de columnas, C s
tomaran protagonismo.

| Definiciéon 2.3.1.  Sea t un tableau inyectivo de forma A & n. Definimos en H” el
elemento A, = (C7)[1].

Para la definicion con pesos de H”, denotaremos estos elementos indicando las variables:
A (x) = (COHx'.

Observacion 2.3.2. Hemos definido un elemento de este tipo para cada tableau in-
yectivo. Si bien es cierto que, si [f] = [s], entonces A, = Crlt] = C7[s] s el factor
que define A, es el uso de C, y no el antisimetrizador de columna de otro tableau
inyectivo.

Por ejemplo:

[2]

'=Hpm = A(x) =x, —x,
[2]

S=3mTE = A(x) =x, — x5
[2]

r=pam = A0 =x— X3

Vemos que [f] = [s] = [r], pero esto no implica que A, = A, = A,. No tendria
sentido definir A,.

| Definicion 2.3.3. Definimos el médulo de Specht de A como el S,—submébdulo
S* C H* dado por:

S*=(A, |1 € Iny(d)
Del ejemplo anterior, vemos que estamos dando un conjunto generador de S*; no una

base, ya que se repiten elementos: [r] = [s] y A, = A,. También muestra que no es
suficiente dar un elemento representante de cada tabloide, pues [t] = [s] pero A, # A..



2. REPRESENTACIONES IRREDUCIBLES DE S, 25

Lema 2.3.4. S* es, de hecho, un S,—-moédulo. Ademas, es un S,-mddulo ciclico (de-
finicién 2.2.4), generado como S,-moddulo a partir de A,, para cualquier ¢ tableau in-
yectivo de forma A.

Demostracion. Veamos que la acciéon de S, sobre S* es coherente. Dado 7 € S:

A, = Z sgn(c)o'[7t] = Z sgn(ror Hror ! [rt] =

G/ECT_, oeCy
= Z sgn(c)rolt] =t Z sgn(o)o[t] = 74,
ceCy oceCr

Luego S* es cerrado bajo la accién de S, y por ello es un S, -submoédulo de H*.

Ahora también es facil ver que, para cualquier tableau inyectivo ¢, A, genera a S*
como S,-moédulo; pues {A, | f es tableau inyectivo } es un conjunto generador y para
todo s tableau inyectivo, siempre existe o € S, tal que s = ot. [

Ejemplo 2.3.5. Recordemos que para A = (n — 1, 1), habiamos descompuesto H* en
el ejemplo 2.2.2 como:

H* = (x, +x,+ - +x,) @(xz—xl,...,xn—xl)

Los distintos A, para f un tableau inyectivo de forma 4 son de la forma:

= ;*|*| = At(x):xi_xj

donde solo son relevantes los elementos de la primera columna, pues son los unicos
elementos no fijos por C,.

Claramente, $* = (x,—x;) = (X, =X, ..., X, —x; ). Para comprobarlo basta restar
X; = X; ¥ x; — x;. Hemos identificado uno de los factores de H*.

Mas atn, para la particion y = (n), todo A, = [s] para s tableau inyectivo de forma
u.Estoespues C, = {e}. Mas aun, o[s] = [s], yaque R, = S,. Asi [t] = [s] para todos
t, s € Iny((n)). En otras palabras, S =~ 1 = (x, + --- + x,,) son la representacién
trivial.

Hemos obtenido que H=LD ~ g gy =11

Demostraremos que los médulos de Specht, S*, son las representaciones irreduci-
bles de S,,. Para ello, necesitaremos introducirnos algo mas en el aspecto combinatorio
de los tableaux. Utilizaremos los siguientes lemas de Fulton [3].
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Lema2.3.6. Sean A, y - n,y seanty s tableaux inyectivos de formas A y u, respecti-
vamente. Supongamos que no se cumple A > y. Entonces exactamente uno de los dos
ocurre:

1. Existen i # j que estan en una misma fila de s y en una misma columna de ¢.
2. A=puyexistenoc € C,y 7 € R, tales que ot = s

Demostracion.  Si no ocurre 1, consideremos los elementos de la primera fila de s.
Todos esos elementos deben estar en distintas columnas de . Tomemos entonces o, €
C, tal que esos elementos estén en la primera fila de o,7.

Ahora repetimos el proceso: para los elementos de la segunda fila de s, existe
o, € C,, de forma que no modifique los elementos de la primera fila de o,¢, tal que
0,0,t tenga en su segunda fila los mismos elementos que s. Podemos repetir el proceso
para todas las filas de s, obteniendo 6,6,_; ... 64t := ot y s con los mismos elementos
en las mismas filas.

Notemos que todo el proceso ha sido posible, lo cual significa que 4, > y;, 4, >
Uy, ... Y por ello, A > p. Pero por hipotesis solo puede darse la igualdad, es decir,
A = p. Ademas, como [ot] = [s] por construccion, tenemos que existe 7 € R, con
ol = Ts. [ ]

Lema 2.3.7. Sean ty s tableaux inyectivos de formas 4y u. Si C7[s] # 0 € H*,
entonces A > u. Ademas, si 4 = y, entonces C[s] = £A,.

Demostracion. Sean i # j de una misma fila de s. Veamos que no pueden estar en
una misma columna de 7.

En efecto, si estuvieran, tendriamos que (i, j) € C,. Denotemos K = {e¢,(i, j)} C
C, como subgrupo. Tomando las clases laterales derechas, {g,K, ..., g, K}, tenemos
que todo elemento de C, se escribe de forma tinica como g,x para x € K. Asi:

i
A, =(Cs] = Y sen(ols] = 3 3 sen(g,x)(g,)ls] =
ceC, r=1 xek
/

1
= ) sen(g)g,[s] — sgn(g)g, (i, sl = ) sgn(g,)g,[s] — sgn(g,)g,[s] =0

r=1 r=1
Donde hemos usado que sgn(g,(i, j)) = —sgn(g,) y que (i, j) € R,.

Esto contradice nuestra hipotesis, luego i, j aparecen en diferentes columnas de 7.
Notemos que el mismo proceso de la demostracion del lema anterior permite concluir
que A > u.
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Si ahora 4 = p, estamos en las condiciones del apartado 2 del lema anterior y
sabemos que ot = 75, parac € C, y v € R,. Con ello, [s] = [zs] = [ot] = o[t] y:

Colsl= ) sgn(uulsl = ) sgn(u)(uo)lt] = sgn(c) Y’ sgn(uc)(uo)lt] =

HeC, HEC, uecC,

= sgn(o) 2 sgn(x)x[t] = sgn(o)A,

xeC,

Como queriamos. [

| Teorema 2.3.8 (Irreducibilidad). Sea A una particion de n. Entonces el médulo de
Specht, S*, es un S, —médulo irreducible.

Demostracion. Seatun tableau inyectivo cualquiera. Claramente tenemos que (C;")H*
o) (Ct_)S’1 2 C[A,]. Aqui estamos denotando (C;)H’1 ={(CHx|x€ H*}, y de mis-
ma manera con S*,

Por el lema 2.3.7, tenemos que dado un tabloide [s] de forma 4, se da (C)[s] =
+A,. Como los tabloides forman una base de H* como C-espacio vectorial, se da la
igualdad (C7)H* = C[A] = (C)S%

Ahora bien, supongamos que S*=V @ W para V, W dos S,-modulos no tri-
viales. Entonces:

ClAl=(C)HS* = (CHV & (CHW

Luego, o bien A, € (C[)V C V obien A, € (C7)W C W. Pero A, es un generador
de S$* como S,-modulo ciclico. Luego S* C V o W. Esto contradice que ninguno de
ellos sea trivial. ]

Lema 2.3.9. Sean particiones 4, y = n. Supongamos que exista un homomorfismo
f 1 S* — H* de S,-modulos no nulo. Entonces, debe darse 4 > u. Mas aun, si
A = u, f es un multiplo de la inclusion S* & H*,

Demostraciéon.  Como los A, son un sistema generador de S* como espacio vectorial,
debe existir un tableau inyectivo ¢, tal que f(4A,) # 0. Luego tenemos que:

0# f(A) = fUCH[D) = (CHf([D)

Como f([t]) € H*, es combinacion lineal de tabloides de forma y, debe existir [s] €
H* tal que (C)[s] # 0. Por el lema 2.3.7, tenemos que A > p.
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Para la otra parte de la demostracion, tenemos que existe ¢ € C no nulo tal que:

fA) =€)t = c4,

Esto es consecuencia del lema 2.3.7, pues podemos expresar f([t]) = Z[S] agglsl, y
(C7)ls] = 0, £A,; luego dicho c existe. Es no nulo pues f(A,) # 0 por hipotesis.

Ademas, parac € S,

f(A,) =0f(A,) =colA,=cA,

Como f es un multiplo de la inclusién en un sistema generador de S*, lo es tam-
bién en todo S*. m

| Teorema 2.3.10. Sean A, u dos particiones de n. Los médulos de Specht S* y S* son
isomorfos como S, —médulos si y sélo si A = p. Ademas, el conjunto {S* | A+ n}, es un
conjunto completo de clases de isomorfia de S,—modulos irreducibles.

Demostracion. Sea ¢ : S* — S* un isomorfismo. Podemos ver ¢ como un ho-
momorfismo: S* — H*. Estamos entonces en las condiciones del lema 2.3.9, luego
A > u. El mismo razonamiento con ¢!, concluye que u > A. Luego A = p.

Hemos obtenido una representacion irreducible por cada clase de conjugacion de
S, Ademas, dos distintas entre si no son isomorfas. En virtud del teorema 1.5.1, todo
S,—modulo irreducible es isomorfo a uno de los moédulos de Specht. Por tanto, hemos
encontrado todas las clases de isomorfia de S,-mddulos irreducibles. [

2.4 La descomposicién de 7* a través del anillo de
representaciones

Hemos encontrado los médulos de Specht como submédulos de los H*. El objetivo
de esta seccién es obtener la multiplicidad de cada mddulo de Specht dentro de H*.

Podemos dar un resultado basico acerca de nuestro objetivo.
Lema 2.4.1. Si A es una particién de n, en la descomposiciéon de H* en submédulos

irreducibles:
H' =Pa,,s".

u-n

los coeficientes a,; , son nulos salvo que y > 4. Ademas, g, ; = 1.
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Demostracién. Supongamos que S* aparece en la descomposicién de H*. Entonces
la inclusiéon S* < H* es un homomorfismo no nulo de S,-moédulos. Por el lema 2.3.9,
debe darse u > A.

Durante la demostracion del teorema 2.3.8 habiamos obtenido la igualdad: (C;)H*
= (C)S* = C[A,], para cualquier tableau inyectivo ¢.

El lema 2.3.7 permite concluir que una identidad similar para 4 > A. Si t es un ta-
bleau inyectivo de forma 4, entonces 0 C (C;)S* C (C)H* = 0. En caso contrario,
entrariamos en contradiccion con 2.3.7. Entonces, si:

H* = @ a;,S", multiplicando por C; :

u-n

ClA]=a,,C[A]
Y por dimensiones, a, ; = 1. ]

Para hallar el resto de los coeficientes a, ,, introducimos el anillo de representaciones
de S,.

| Definicién 2.4.2. Definamos R, como el conjunto de combinaciones formales de
clases de isomorfia de representaciones irreducibles de S, sobre Z. Como {[S*]} es un
conjunto completo de representaciones irreducibles de S,, se da:

n
Abn

R = { Z a,[S"] ] a, € Z} R, tiene estructura de grupo abeliano.

Los R,, son grupos abelianos aditivos con la operacién usual de suma y resta. Como to-
da representacion de S, se descompone como una suma directa de los S*, siV = @ ,a,S*,
podemos definir un elemento en R, de la forma natural: [V] = Y, a,S*. Equivalente-
mente, si V', W son representaciones de S,, tenemos que [V @ W] =[V]+ [W].

| Definicién 2.4.3. Definimos el anillo de representaciones, R, como:

[o0]

R=ER,. dondeR,=2Z

n=0
cuyo producto podemos definir para representaciones y extender por linealidad:

o RnXRk_)Rn+k
V1o Wl=[V W)

nXSk
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Aqui, estamos tomando V' @ W como representacion de S, X S, de la manera natural:
(o, 7)) v @ w) =(cv)@ (tw) parac €S,, T €S,
Este producto convierte a R en un anillo graduado conmutativo con unidad.

Dado que {[S*]},,, son una base de R, podemos definir un producto escalar sobre R:

1 sidl=u
0 sino

([S",[8"]) = {

Nuestro siguiente objetivo es relacionar este anillo graduado R con el anillo de
funciones simétricas A con coeficientes en Z. Durante el resto de esta seccién dare-
mos por conocidos resultados basicos sobre las funciones simétricas, expuestos en el
apéndice A.

| Definicién 2.4.4. Para cada n, definimos los homomorfismos de grupos:
F, : R,QW— A, ®Q
P
F(VD = —
(VD= (-

pukn H

donde V' es una representacion de S,y y(u) es el caracter de V' evaluado en la clase de
conjugacion asociada a p. La definicion de F, para el resto de elementos se toma por
extension lineal. La caracteristica de Frobenius se define como la suma directa de
estos homomorfismos: F = @7 | F,.

F:RRIV—-AROQ
Las definiciones de A, y A vienen en A.1.2, A.1.3. Las funciones p, son las series

de potencias definidas en A.1.4. A continuacién probaremos que la caracteristica de
Frobenius es un isomorfismo de anillos graduados.

Lema 2.4.5. Dadas V', W, representaciones de S, y S,, se cumple:
F(VielW]D =F(VDFIWD

Es decir, F es un homomorfismo de anillos.

| Teorema 2.4.6. La caracteristica de Frobenius es un isomorfismo isométrico entre
anillos graduados. Mas ain, F([H*]) = h, y F([S*]) = s, (Ver A.1.4, A.1.9).



2. REPRESENTACIONES IRREDUCIBLES DE §,, 31

Demostracion.  Por el lema anterior, F es un homomorfismo de anillos, y es sencillo
ver que, efectivamente, respeta grados.

Tomemos primero k > 1. Hemos mencionado ya que H® es isomorfo a la repre-
sentacion trivial de S,. Esto es, pues todo tableau ¢ de forma (k) cumple R, = S, y
por ello, H® = C[¢] para cualquier ¢ de forma (k). Ademas, S, acttia de forma trivial
sobre [7], luego H® ~ 1.

Como H® =~ 1, se da que yy,u (1) = 1 para toda u € S,. Luego:

FHY) = Z 1— =h,, porlaproposicion A.1.8
utkk /4
Sea ahora A = (4,,...,4,) = n. Como el producto tensorial de representaciones tri-

viales cumple:

® - ® ]]Sﬂ S,l X+ XSA,(

Obtenemos:

[H*] = [H*]o ... o[H*]

gracias a la proposicion 2.2.3. Ahora simplemente aplicamos el lema 2.4.5 y obtenemos
que:
F(H*)=hy, -...-h, =h, (ver definicion A.1.4)

Del lema 2.4.1, sabemos que H’{ St D,ni aMS”, luego:

[S1=[H"- ) a,,[S"]

u>A

Luego, por recursion, existen coeficientes Ciy tales que [S*] = [H*] + Zﬂw CM[H”].
Esto demuestra que los [H*] son también una base de R ® Q. Entonces la imagen por
F de una base de R ® Q es una base de A ® Q. Luego F es isomorfismo.

Para demostrar la isometria, sean V = @,a,S* y W = @ ,b,S*. Tenemos:

(FAVD.FAWD) = ()’ wi— > xW(m—> =

AR 22 ,ul—n
= xy(mww) (PP = > wixw(z)— == 2 2@ w(e™) =
Aubn An ! c€S,
= (v aw) = <Z a,Xsis Z b, Xsu) = Z a;b, = (Z a,[$%], Z b,[S*]) =
A " Aubn y u

=([V1],[W1])
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Donde hemos utilizado las definiciones de los productos escalares pertinentes, la
proposicion A.1.12 y el hecho de que los caracteres de representaciones irreducibles
son ortogonales.

Por tltimo, veamos que F(S%) = s, (ver definicién A.1.9). Volvamos a la expresion:

[S]=[HT+ ) ¢, ,[H"]

u>A

Tomando caracteristica de Frobenius:

FASD =hy+ Y ¢, ,h,

u>4
Y, por la proposicion A.1.11, sustituyendo los &, existen coeficientes d, , enteros tales

que:
FAS D=5+ Y d,,s,

u>A

Usando que 7 es una isometria y que la proposiciéon A.1.12 asegura que las s, son
ortogonales:
1=(S", 8% = (F(SH.F(SH) =1+ d?,

u>A

Como los d, , son enteros, solo puede darse d, , = 0. Luego F([S*]) = s,. ]

Corolario 2.4.7. Para cada particion 4, la descomposiciéon de H* en representaciones

irreducibles, es:
H =EPK,,S"

U2
donde los K, , son los coeficientes de Kostka (A.1.10).

Demostraciéon. Basta tomar F en la descomposicion H* = @ 428, S" para obtener
h, =X ,; 4,5, Porlaproposicién A.1.11, debemos tener a, , = K, . ]

Corolario 2.4.8. Los caracteres de H* y S* cumplen:

X0 (1) Xs: (1)
hi:z Hz Py Si:z > Py
U

ukn H ukn z

. . . P p
Es decir, son los coeficientes de las expresiones de 4, y s, en funciéon de los —-.
V4
m

Demostracién. Basta fijarse en F([H*]) = h, y F([S*]) = s,. ]
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2.5 La base de S*

Por construccién, una base de H* es el conjunto de distintos tabloides de forma 4,
Tab(4). Hallar una base de S* permitiria trabajar de forma explicita con sus elementos,
ademas, sabiendo su dimension, obtendremos las multiplicidades en la descomposi-
ciéon de CS, en S,—submodulos irreducibles.

Utilizaremos un orden total sobre tableaux inyectivos introducido por Fulton [3].

| Definicién 2.5.1. Dado un tableau inyectivo, t, definimos su palabra por colum-
nas, p,, como la palabra obtenida a partir de la lectura de sus entradas, por columnas,
de izquierda a derecha y de arriba hacia abajo.

Por ejemplo, las palabras por columna de los tableau siguientes serian:

3| = p[:(192a4’553)
2| = p3=(5’19374’2)

AW [~

—| | [ro] —

S =

Lema 2.5.2. Sea A una particion de n. Definimos un orden total sobre los tableaux
inyectivos: t > s si la entrada mas grande que esta en diferentes casillas en 7 y s
aparece antes en p, que en p,.

Entonces, si  es un tableau estandar, se cumple:

1. ot > tparac € R,.
2. t>ttparat € C,.

Demostracion. Es sencillo ver que efectivamente se trata de un orden total sobre
Iny(A). Para ver que verifica las dos propiedades enunciadas, basta darse cuenta de
que, si 6 € R,, la mayor entrada que se mueva por o, se movera hacia la izquierda, ya
que a su derecha solo hay entradas mayores. Luego aparecera antes en la palabra por
columnas. Analogamente, la mayor entrada que se mueva por = € C,, lo hara hacia
abajo, pues encima solo hay entradas mayores. Aparecera, entonces, después en la
palabra por columnas. [

El siguiente corolario nos sera de utilidad en esta seccion y en la siguiente.

Corolario 2.5.3. Sea T un conjunto de tableaux estandar de forma A. Tomemos t =
min{s € T} utilizando el orden del lema 2.5.2 sobre Iny(A).

Entonces en la combinacién lineal (C)(R') no aparece ningtn otro elemento de T
que no seaf.
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Demostracion. Supongamos que apareciera otro s € T'. Entonces s = o7t para v €
R, y 0 € C,. Por propiedades de los subgrupos de Young, se cumple R, = R, =
o R,c7!. Ademas:

ocls=1t = (ot o )s =0t

Luego tenemos que f = o7 lo7! € R,. Pero dado el lema 2.5.2, y, como s > f,

tendriamos fis > s > t > ot. Luego fis # ot. Luego ningun otro tableau estandar
mayor que ¢ puede aparecer en (C;)(R;r)t. [ |

Deduciremos una base de S* a partir de este corolario y de la combinatoria de ta-
bleaux.

| Teorema 2.5.4. Para cada particién A, el conjunto {A, | t es un tableau estandar}
es una base de S*.

Demostracion. Primero veamos que es un conjunto linealmente independiente. Su-
pongamos que tenemos una combinacion lineal:

Za,A, =0

t

Tomando s = min{? | ¢ es un tableau estandar}, por el corolario anterior, el Gnico su-
mando que contiene a s es A . Vistala ecuacion en H*, en el lado derecho el coeficiente
de s es 0, luego a, = 0. Podemos entonces reiterar nuestro argumento, eliminando a
s de la lista de tableaux a comprobar, concluyendo con que a, = 0 para todo tableau
estandar 7.

Hemos demostrado que {A, |  es estandar de forma A} son linealmente indepen-
dientes en S*. Luego dim S* > f*#, donde f* es el numero de tableaux estandar de
forma A. Tomando dimensiones en la descomposicién de S, en submoédulos irreduci-
bles obtenemos:

nt=1S,| = ) (dim S > Y (fH?
AFn An
Llegados a este punto, hacemos de nuevo referencia al apéndice. La correspondencia
RSK (ver A.3.6) demuestra que Y ,(f*)* = n!, con lo que dim S* = f* para todo Ay
{A, | t estandar} son una base de S*. [

Corolario 2.5.5. Tenemos que H!" = CS,.

Demostracion. Denotemos u = (1). Por definicién K, , (ver A.1.10) es el ntimero
de tableaux semi-estandar sin repeticiones. Todo tableau de esta forma es un tableau
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estandar, luego K,, = f* =dim S*. Con ello, segun el teorema 1.5.1 tenemos:

H* = @(dim SHS* > CS,
A

Ejemplo 2.5.6. Consideremos A = (1™). Para n = 3, el tnico tableau estandar ¢ de
forma A, nos proporciona una base de S*:

t= = A= x%x2 - xix1 — x%x3 - xfx2 + xfo + x%xl

Para estos A, como C, = §, para todo tableau 7 Iny(4), tenemos que cada o € S,
acttia mediante la multiplicacién por sgn(c), es decir, S* es la representacion alternada
(ejemplo 1.2.4).

Hemos desarrollado bases explicitas para la representacién trivial S® = H® y
para la representacion alternada S, dentro de la representacion regular H'". La
representacion S™ aparece en el ejemplo 2.2.2 para H"~ ') aunque su construccién
se generaliza a cualquier H*. Sin embargo, para el resto de médulos de Specht, no es
directo encontrar las copias de S* dentro de H!"”). Dedicaremos la seccion siguiente
a ello.

2.6 Homomorfismos explicitos hacia HA™)

Esta seccion esta dedicada a construir de forma explicita los homomorfismos de
S,-médulos, S* — H1" utilizando la base de polinomios A,(x) de Bergeron [1].
Hemos desarrollado nuestras construcciones de forma independiente, salvo por una
referencia a Sagan [7] en la seccién 2.7 y el orden total del lema 2.5.2. A lo largo de la
seccion, denotemos y = (1™).

Antes de comenzar, necesitaremos las definiciones del apéndice que aparecen en A.1.9:

| Definicién 2.6.1. Dada una r-tupla de enteros no negativos, A = (4,,...,4,), los
determinantes de Vandermonde generalizados, a,, la particion escalera indexada
porn, 6, y el polinomio de Schur indexado por A:

A ! 2
x}L1 xi‘ U 6,=m—-1,n-2,...,1,0)
2
a,l(xl,...,x,)zdet X12 x22 x,z 0.
: : : A+6,
: : : 5. =
A A A A
x\7oxy xS as,
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Lema 2.6.2. Sean {xi,...,x,} un conjunto de r variables y tengamos un monomio

iy i i P
f =x/x]...x/ con todos los exponentes distintos. Entonces se cumple:

(SHf = a(il,m’ir)(xl, ey X))

En concreto, para s un tableau estandar con N columnas, si C, = (i, ..., i,) son los
elementos de la k-ésima columna de s, ordenados de forma decreciente, entonces:

N

A =[] a5 im0 x;)

k=1

Demostracion. La demostracion es sencilla a partir de la definicion del determinante
a través de permutaciones. Para A (x), notemos que la factorizaciéon por columnas se
tiene, a partir del hecho de que C; es el producto de grupos simétricos de los elementos
de cada columna. ]

| Definicién 2.6.3. Sean't, s dos tableaux inyectivos de forma A. Construimos un ta-
bleau inyectivo de forma u, s', que llamaremos el elevado de s segin t, de la siguiente
manera: para cada 1 < i < n, fijémonos en la casilla en la que esta i dentro det; entonces,
ponemos el elemento que esta en esa casilla dentro de s en la i-ésima fila de s’.

Llamaremos al proceso de construir s', elevar a s, y nos referiremos a t como la guia
para la elevacion.

Ejemplo. Si tenemos como guia a t y queremos subir s:

— D)
PN

s =

Hemos utilizado variables en vez de nimeros para no dar lugar a confusion en la
construccion del tableau elevado.

Veamos que la operacién de elevar un tableau es compatible con la acciéon de S,

Lema 2.6.4. Dada t una guia, la aplicacion:

6, : Iny(4) — Iny(u)

0,(s) =5 (elevar s segun 1)

respeta la accion de S, sobre los tableaux. Esto es, 6,(cs) = ¢6,(s) paratodo o € S,
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Demostracion. Como todo elemento de S, se puede descomponer como producto de
elementos de la forma (i, j), lo probaremos para éstos.

Queremos ver que (i, j)(s") = ((i, j)s)'. Sea t(i) el elemento de ¢ en la misma posi-
cién que i en 5. Tenemos que s’ tiene a i en la fila #(i) y j en la fila #(j). Luego (i, j)(s")
tiene a j en la fila #(i) y a i en la fila #(j). Por otro lado, ((i, j)s) deja al elemento i
en la fila #(j) y al j en la fila #(i). El resto de elementos no cambian por (i, j), luego

(i, (") = (@, ))s). n

Esta es nuestra construccién basica para establecer homomorfismos entre S* y H*.
. . .7 - !
Comenzaremos primero por estudiar la relacion entre A (x) y (C7)(x*).

| Definicién 2.6.5.  Seat una guia de forma A. Denotemos por C,, a la k-ésima colum-
na del diagrama de Young de A. Si C,, tiene altura r, definimos los elementos:

» La altura de base de la columna k, b,, como el menor elemento det en C,.

» Sean(ny, ...,n,) los elementos det en C,, ordenados de forma decreciente. Notemos
que bajo esta ordenacion, b, = n,. Definimos el espaciado en la columna k como
lan-tuplae, = (n, —n,,n,—n,,...,n,_, —n,,0)—=95,.

» Definimos la colocacion en la columna k comod, = e, + (b, —1,...,b, —1).
Visto como diagramas de Young, la colocacion se consigue a partir del espaciado,
ariadiendo b, — 1 columnas de altura |C, | al comienzo del diagrama.

» Sean (my, ..., m,) los elementos det en C,, ordenados segiin aparecen en la colum-

na, desde abajo hacia arriba. Consideremos la permutacion:

nn._, ... n
T, = ( r tr—1 1)
ml m2 oo mr

Definimos el signo de reordenacion det como u, = sgn(x,).

. _|1]4 ’
Por ejemplo, sea t = 5151 nuestra guia.

» Los menores elementos de ¢ en cada columna nos dan b, = 1, b, = 2.
= Ya ordenados, los elementos de la primera columna de ¢ son (3, 1) y los de la
segunda, (4,2). Tenemos entonces:

€ =€ = (290) - (190) = (130)
» La colocacion en cada columna es:

d=e =10, dy=e,+(1,1)=2,1)
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» Los signos de reordenacién por columnas se calculan mediante:

13

24
7r2=<24> = u,=1

Todos estos datos pueden extraerse a partir de la comparacion un tableau y su elevado

por . Si, por ejemplo, elevamos p = segun ¢, obtenemos p’ = il .

Las alturas de base b,, indican la menor fila donde hay un elemento de la columna
C, de p. Notemos que la menor fila de p’ donde aparecen elementos de la columna
k-ésima de p es b, — 1.

El signo de reordenacion, u, hace referencia al cambio de orden que han sufrido
los elementos de cada columna en el proceso de elevacion. El signo u,, esta asociado
a un elemento de C,, y puede calcularse simplemente viendo la reordenacion de los
elementos de C, en p,.

La construccién de los espaciados, e,, puede resumirse en lo siguiente: si y es el
elemento que queda a menor altura en p’ de entre los elementos de C, en p, por cada
otro x # y elemento de esa columna de p; se afiade a e, el nimero de elementos que
quedan entre x e y en p'; y que no sean elementos de C, en p.

El hecho de completar e, con un cero puede entenderse como resultado de realizar
la comparacién anterior con x = y. Normalmente consideraremos a e, como una par-
ticion y por ello, ignoraremos el cero. Sin embargo, si que es conveniente mantenerlo
a la hora de construir la colocacién, d,.

| Teorema 2.6.6. Sea p un tableau inyectivo yt una guia para elevar p. Sea p’ = 6,(p).
Recordemos que A,, el tamario de la primera fila de A, es el niimero de columnas de A. Si
p,. denota el conjunto de elementos de p en la columna C,, se cumple:

Ay
(€)= 8,00 - [T @ s, [ e o)
k=1

O, equivalentemente:

Ay
(€)= 8,00 - [T sy, [pD)
k=1
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Aqui, s,[ X] denota la sustitucion pletistica, es decir, evaluar s, en las variables cuyos
subindices son los elementos de X .

.7 . .7 a
Demostraciéon. Sear = |C,| = |p,|. Por la definicién 2.6.1, sabemos que s, = —=,
a(gn

para todo A - n. De forma similar al lema 2.6.2, solo hace falta probar que, al multipli-
car, los exponentes de las variables de cada columna, tienen el exponente adecuado.
Nos centraremos en el factor de A (x) asociado a C;: a5r(x).

aek+5r(x)
a5r(x)
este producto es el resultante de antisimetrizar x con exponentes e, + 6, = (n, —

., ...,n,_; —n,,0). Notemos que estos exponentes indican la diferencia de altura en

P/, entre los elementos de p, y el elemento de p, que estid a menor altura en p'.

Como a; (x) - s, (x) = a5 (x) = a, 5 (x), el lema 2.6.2, nos indica que

r—1

. : 1 _ by—1
Si consideramos que p, = {l,...,r}, multiplicar por (s(lm)(x))bk I = x,'
bi—1 . - . .
X, tiene el siguiente efecto sobre el determinante de Vandermonde generalizado:
b=l _b=1y _ . b1 .
Ay 5 (X) - (X} .o X" ) = @ 45 4,1, p,—1)(X), pues basta introducir x;* * en la i-

ésima columna del determinante. La propia definicién de b, indica que ahora el ele-
mento de p, que estaba en la primera fila en p, tiene ahora exponente b, — 1, justo el
exponente que tendra el elemento de p, que quede a menor altura en p’. Como la di-
ferencia entre los exponentes de p, en p’ respecto del elemento con menor exponente
era la adecuada, y ahora el menor exponente de p, en p’ es correcto, los elementos de
P, estan en alturas adecuadas.

Hemos visto que el resultado de multiplicar a 5, (X)s,, (x)(su(,)))bk‘l(x) es el antisi-
metrizado de x con los exponentes adecuados. Sin embargo, esta multiplicacion ain
mantiene el orden que tenian los elementos de p, en p. Como permutar el orden de las
variables resulta en un cambio de signo de a,, segun el signo de la permutacion, basta
multiplicar por u, para obtener el signo adecuado en el nuevo orden de los elementos

enp. [ |

Podemos ejemplificar esta demostracion, ilustrando qué papel tiene multiplicar
por cada elemento a la hora de elevar tableaux:

e Se 3 - (5,2 )O(S 2 )] - -1
_ [ = SeySey 1’61 Dy [
! ’ p : ml : 2 7 p

Puede parecer que hayamos terminado. Sin embargo, esto no es del todo cierto. El
lema 2.6.4 prueba que elevar tableau respeta la acciéon de S, sobre éstos. Pero esto no
es cierto sobre sus pesos.
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Esto se puede ver a simple vista, pues si A # u, se tiene que x” es invariante res-
pectode R, # {€}; mientras que x” no es invariante respecto a ninguna permutacién
que no sea la identidad, pues R, = {€}, dado que u = (1),

. . / , .
De forma equivalente, podemos decir que elevar un peso, x” +— x” no esta bien
definido, pues distintos p con mismo peso se elevan a distintos p’ con pesos diferentes.
Sin embargo, este problema se soluciona al recuperar la nocion de tabloides.

| Teorema 2.6.7. Para cadat guia de forma A, tenemos los siguientes homomorfismos
de S, —modulos:

v, . H* — H*
(R7)s = (R))O,(s)

Donde 0, es como en el lema 2.6.4. Tomemos ¥, como la restriccion de y, a S*:
¥, St — H*
Entonces, {, | t es un tableau estandar} es una base de Homgn(S’l, HH).

Demostracion. Como sabemos que 6, respeta la acciéon de S,, cada y, es un homo-
morfismo de S,-moédulos. Notemos que, en H*, un tableau y su tabloide coinciden,
luego la aplicacion esta bien definida.

Como H* = CS, es la representacion regular de S, tenemos H* = @, f*S*. Una
sencilla aplicacion del lema de Schur (teorema 1.3.5) demuestra que dim Homg (S*, H*)
= f*.Basta probar entonces que {1, } para  estindar son linealmente independientes.

Definamos por T al Unico tableau estandar de forma y = (1™); es decir, que sus
entradas son, desde arriba hacia abajo, (1, ..., 1), y en ese orden. Notemos que, dada
t una guia, el Unico tableau cuyo elevado es T es el propio t. Nos apoyaremos en este
hecho para obtener la independencia lineal.

Sean {¢; € Iny(4)} los tableaux estandar y tengamos una combinacioén lineal:
a, W, +-+a =0 en Homg (S*, H") (%)
Tomemos ¢ el tableau estandar tal que + = min{s tableaux estandar de forma 4}.

Por el corolario 2.5.3, tenemos que ¢ es el tnico tableau estandar que aparece en A, =
(C;)(R:“)t. Luego al evaluar (x) en A,, obtenemos:

a, v, (A)+ - +ay, L)+ +a g (A)=0
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Y como hemos visto, T' solo aparece en el factor a,,(A,), yaqueen A, = (C7)(R*)t
no puede aparecer ningun otro tableau estandar que no sea ¢. El coeficiente de T es
nulo en el lado derecho, luego a, = 0.

Podemos repetir el argumento, eliminando ¢ y obteniendo el menor tableau estan-
dar de los que quedan para obtener que a, = 0 para todo i. [

Observacion 2.6.8. El teorema 2.6.7 nos dice cdmo debemos subir los tabloides, a
partir de los cuales sabemos obtener los pesos y, por el teorema 2.6.6, también sabemos
los factores por los que hay que multiplicar para obtener los nuevos pesos. Esto es casi
cierto.

Una vez calculado ([ p]), basta multiplicar por Cp‘ para obtener /(A ). Pero el teore-

ma 2.6.6 solo relaciona (Cp_)xpl con A (x) cuando p’ es el elevado de p seglin una guia
t. Como al elevar [p], hay otros sumandos que no son p, que estamos elevando segin
t, no podemos aplicarlo directamente.

Por suerte este problema tiene facil solucion.

| Definicién 2.6.9. Supongamos que hemos numerado las posiciones del diagrama de
Young de A con los elementos {1, ... ,n}. Es decir, una numeracion es simplemente un
tableau inyectivo.

Sea p una numeracion,c € S, yt € Iny(A). Sea t(i) el elemento de t que esta en la
misma posicion que i dentro de p.

Definimos entonces la accion derecha de S, sobre Iny(4) como la permutacion de
posiciones sobre los tableaux inyectivos: t - ¢ permuta sus elementos como lo hace ¢
actuando por la izquierda sobre u. Mas concretamente:

t-c=r, donder es el tableau con r(i) = t(c~'(i))

Por ejemplo, si i = [>131, tenemos que:
P a23) =B

Es claro que para cualquier numeracién del diagrama de Young de 4, la acciéon de S,
por permutacion de posiciones se puede entender como permutacién de entradas y
viceversa. No entraremos en detalle, pero esta relacion soluciona nuestro problema.
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Lema 2.6.10. Sea y, como en el teorema 2.6.7. Entonces:
w, . H* — H*
(RD)s = )" 0,,(s)

cER,

Demostracion. Sio € R, seat € S, con 6s = st. Es facil comprobar por la defini-
cién que elevar sz segun ¢ es lo mismo que elevar s segun f7. Como 7 permuta filas
de s, al actuar mediante permutacion de posiciones, también permuta las de ¢. Luego
existe @ € R, con 7 = at y hemos terminado.

Ahora si, con esta nueva forma de calcular y,, tenemos expresiones explicitas de los
homomorfismos S* — H*:

(8, () = ,(C;x7) = (Cw(x") = (C))w(R*p) =

=(C)) 2 0,(p) = (C)) Z X0 ) = Z (Cp_)xeo-r(l’)

0ER, cER, o€ER,

Concluyendo con el teorema 2.6.6 y denotando b}, u;, €] y d, para los elementos de
la definicidn 2.6.5 utilizando la guia 7, obtenemos:

ceR, | k=1

A
74,00 = A,(x) [H(u‘;’)(a;x [pk]><s(1<|cw)[pknbi’-l]

A
P (8,0(0) = A,(x) )] [H(uz'xs;; [ka]

oER, | k=1

Corolario 2.6.11.  Sean p y t tableaux estandar de forma A. Entonces (A, (x)) =
A,(x)f (x), donde:

A
S =) [H(uz’xsg;[pk])]

o€R, | k=1

Concluimos la seccién con un ejemplo, para ilustrar la construcciéon que hemos
conseguido.
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Si tenemos:
( 516 )
1= ? ézt como guia
3 = y,([pD) =
del 1 A
=2 el que elevamos
p q »

Entonces:
w,(A,(x)) = A, (%) - f(xy, Xy, X3, Xy, X5, Xg)

donde los colores indican las variables en las que se evaldan las funciones de Schur
en el polinomio:

f= SE!:SE\:SE + SEISE\::SE + SEDSEESE + SEE:SDSE + SDSEE:,SE + SEESEDSH + SE\:DSEISE + SEhSE\:Sﬁ

f= SQH:SEJ + SQHSE:D + SE:DSEE + SEE:!SE:, + SﬁjSEE: + SEESE:D + SEI‘SEH + SE:'SQHJ

2.7 Discusion del caso general

En un marco mas general, los homomorfismos de S* a H*, para cualquier u < A,
vienen dados de forma similar, salvo que las guias son ahora tableaux semi-estandar
de forma Ay contenido . Véase el capitulo 2.9 de [7]. Comentaremos los cambios que
esto implica en nuestros calculos.

En primer lugar, la aplicacion 6,, debe simplemente redefinirse para que 6,(p) sea
un tabloide. Esto era de esperar, puesto que una guia semi-estandar solo indica la fila
en la que va un elemento de p y no la posiciéon exacta dentro de la fila.

La expresion de y, que aparece en el lema 2.6.10 es valida, pero hay que realizar
una pequefia modificacion. Por un lado, R, no esta bien definido para ¢ no inyectivo.
Ademas, ahora no todas las permutaciones de elementos en las filas de t cambian la
guia. Por ejemplo, los siguientes tableaux serian las distintas guias que aparecen al
elevar un mismo tabloide en y, segtn el lema 2.6.10:

_ . _[213 _[2I3 _[2I3
r=1 =Mz L=apme B Eam
¢, = B2 — [3]2] t =[]

4 7 [Af1f2]> s T [O2[1]> 6 T [2]1]1]

Hay 6 guias diferentes, en lugar de 3!-2! = 12, como pasaria si la guia fuera estandar.
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Otra diferencia es que, en ningin momento un sumando de nuestros (A (x))
se anula, sin embargo, si es posible que esto suceda en el caso general. Esto ocurre
cuando dos elementos de s en la misma columna aparecen en la misma fila en 6,(p).
Este fenémeno se refleja en las guias, si una guia tiene dos elementos iguales en la
misma columna, 0,(A,(x)) es nulo. Para las guias anteriores, esto ocurriria para t; y
ts.

Por ultimo; a la hora del calculo explicito, el mismo teorema 2.6.6 sigue siendo
cierto. A la hora de relacionar A (x) y (Cp‘)x‘)f(”), la inica informacién que nos interesa
es los exponentes de las variables y la reordenacion de éstas. El hecho de que la guia
sea semi-estandar no afecta al analisis que hemos hecho.

Para la obtencién de e, mediante comparacion de p y 6,(p), basta cambiar "ele-
mentos que no sean de la k-ésima columna de p" por "filas donde no haya elementos
de la k-ésima columna de p". Si en algiin momento obtuviéramos un espaciado que no
podamos considerar como particion, esto indica que, el sumando de ,(A,) correspon-
diente a esa guia es nulo. La obtencion del resto de elementos mediante comparaciéon
es facil de adaptar al hecho de tener guias semi-estandar.

Pongamos un dltimo ejemplo para ilustrar el caso general.

7] como guila

p= para elevar A,

Luego:

e

Iz
I=n

B 3 3 3
= 3 3 31 1
pAhE! B R B B

v (A(x) = Ap(x)f(xl’ X3, X5, X5, Xy)

para:
S =550+ 55+ 0+ 555+ 0+ s

f =5aSa+ sg+ sgSq+ 8
B B



3 | Representacionesdel grupo lineal
general

En este capitulo, nos introducimos en la teoria de las representaciones de G L(n) a
través del punto de vista combinatorio, es decir, a través de las representaciones de S,
gracias a los modulos de Weyl. Referencias para este capitulo son Bump [2], Fulton
[3] y especialmente Fulton-Harris [4].

Calcularemos las representaciones polinomiales irreducibles del grupo lineal ge-
neral de un C-espacio vectorial de dimension finita. La definicién de representacion
polinomial esta dada en la definicion 1.1.1. A lo largo de esta seccion, dado V' un es-
pacio vectorial de dimension n, trabajaremos con la identificacion Aut(V') = G L(n),
obtenida al fijar una base de V.

3.1 Productos tensoriales

Para comenzar nuestro estudio, introduciremos unas variantes del producto ten-
sorial de espacios vectoriales habitual. Mas adelante veremos una fuerte conexiéon con
representaciones del grupo simétrico.

| Definicién 3.1.1.  Sea V un C-espacio vectorial y denotemos por @V el producto
tensorial V ® --- ® V, k veces.

Se define la k-ésima potencia simétrica de V' como el cociente:
VkV = ®kI//7€sim

donde R ;,, es el subespacio generado por todos los elementos de la formav, @ --- Q v, —
Uy ® *+* @ Uyhs donde o recorre S, yv,,...,v, € V.

Sus elementos se denotan v, V --- V v,. Ademas, dada una base {&,,...,&,} deV,
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es bien conocido que una base de V¥V es {&, V-V |1 <i, £+ Zi, <n}. Su
n+k—l>

dimension es, por tanto, ( .

Asimismo, se define la k-ésima potencia exterior de V' como el cociente:
AkV = ®kV/Ralt

donde R, es el subespacio generado por todos los elementos de la formav, @ --- @ v), —
sgn(c)(V, (1) ® **+ ® U,(y)), donde o recorre S y vy, ...,v, € V.

Sus elementos se denotan v, A -+ A v,. Ademas, dada una base {&,,...,&,} deV, es
facil comprobar que una base de NV es {&, A+ AE |1 <i; < -+ <i, <n}. Su
1 k

dimension es, por tanto, (Z)

Proposicion 3.1.2. Los diferentes productos tensoriales @V, VAV y AKV tienen
estructura de G L(n)-modulo, bajo la accion A(v; @ - @ v,) = (Av)) Q@ -+ @ (Avy)
de GL(n) sobre ®"V y la accién inducida por ésta sobre los cocientes VKV y A*V.
Dicha accion define una representaciéon polinomial de G L(n). Ademas, los caracteres
de V¥V y AKV son los polinomios simétricos h, y e, (ver definicion A.2.1).

Demostracion.  La representacion G L(n) — G L(n) tautologica es la representacion
Aut(V') — GL(n), tras la elecciéon de una base de V. Es claro entonces que V' es una
representacion polinomial de G L(n). La representaciéon matricial dada ®*V, envia
A € GL(n) al producto tensorial ®* A, y por tanto es polinomial.

La prueba de que VKV y A*V son, de hecho, G L(n)-mddulos la conforman las
proposiciones 3.2.3 y 3.2.2.

Los caracteres se pueden calcular de forma explicita. Tomemos bases {v; V---Vv, }
y {v;, A Av; }ytomemos A = diag(xy, ..., x,), la matriz diagonal respecto de
{v,...,v,} de un automorfismo de V. Entonces, como:

A, @ @) =(Ay;,)® - ®(Av, ) =x; ...x; (1; ® - ® ;)

Lo mismo ocurre sobre las bases de V¥V y AFV, luego obtenemos:

Koy (Xq, 00, X,) = Z XX =Xy, X))
1<i | <-+<i, <n
Ky (Xp, 00, X,) = Z X o X =Xy, ., X,)

1<ij<-+<i<n
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3.2 Modulos de Weyl

Hemos visto dos formas de relacionar productos tensoriales con el grupo simétrico
para obtener representaciones de G L(n). Los modulos de Weyl generalizan los dos
casos particulares anteriores.

A partir de esta seccion adaptamos la notacion de Fulton [3]; cambiamos nuestros
espacios vectoriales V' por E, pues reservaremos V' para representaciones de S,

| Definicién 3.2.1.  Sea E un espacio vectorial de dimensioén n. Notemos que podemos
tomar una accién derecha de S, sobre @ E, que consiste en permutar los factores:

(el ® ot ® ek)U = (6671(1) ® ® eo-*l(k))
Sea ahora V' un S, -modulo. Definimos el médulo de Weyl asociado a V' como:

(®E)®c V
R

w

V(E) = (®kE) ®C§k V=

donde R, es el subespacio generado por los elementos (x6) @ v—x ® (o), con x € Q“E
yveV.

Proposicion 3.2.2. Los moédulos de Weyl V' (E) tienen estructura de G L(n)-moddulo
con la accién inducida por la acciéon en QFE:

A(x ®s, v) = (Ax) ®s, v

para A € GL(n),x e @EyveV.

Demostracion. Tenemos que ver que la accion de G L(n) es compatible esta bien de-
finida tras cocientar por R .

En efecto, esta acciéon de G'L(n) sobre @ E conmuta con la acciéon derecha de S;:

(A(e1 R Q ek))a = ((Ae1) R Q (Aek)))a = A(eo'_l(])) R A(eo'_l(k))
Al ® - ® ek)a) = A(eg_l(]) Q- ® eo'_l(k)) = A(eo'_l(])) X Q A(eo'_l(k))

Con lo que, efectivamente:
A(xo) @ v — (Ax) @ (ov) = ((Ax)o) @ v — (Ax) ® (cv) E R,

Proposicion 3.2.3. Sean 1 la representacion trivial de S, y A la representacion al-
ternada de S,. Entonces, las representaciones VKE y AFE, dadas en la seccion anterior
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cumplen:
VFE 2 1(E) = (®“E) ®, 1
NE = A(E) = (®'E) ®s, A

Demostracion. Denotemos A = (a), con a el generador de la representacion alter-
nada. S, actia de la forma: ca = sgn(c)a para todo ¢ € S, (ejemplo 1.2.4).

Por el hecho de ser un cociente, si {&,,...,&,} es una base de E, entonces el con-

junto {(§; ® - Q¢ ) ®s, 1} genera 1(E) y {(§;, ® - Q¢ ) &, a} genera A(E).

Como se dan las relaciones:

(51'1 ® aes ® fik) ®§k 1= (50'(1'1) ® ® éo’(ik)) ®§k 1 en ]](E)

(éil ® ot ® gik) ®§k a= Sgn(G)(fG(il) ® ot ® ég(ik)) ®§k a en A(E)
se deduce que el conjunto B, = {(&; ® - ® ¢, ) s, 1}, <..; genera 1(E) y que
B, ={¢, ® - ®¢&)®s, a}; <. genera A(E). La diferencia en el caso de A(E)

viene del hecho de que si hay alguna repeticion de indices, digamos i, = i, el elemento
es nulo, pues tomando la permutacion (rs) € S,, el elemento es igual a su opuesto.

Un proceso similar al realizado en la demostracion de la proposicién 2.2.3 permite
demostrar que ambos 3, y B, son linealmente independientes, luego son una base de
sus respectivos espacios.

Es claro ahora que los homomorfismos:
VYE — 1(E) NE — A(E)
5,', Vo Vf,-k s (51‘, @ ® fik) ®§k 1 51‘, AN /\fik = (51‘, @ ® éik) ®§k a

extendidos por linealidad, son isomorfismos de espacios vectoriales que respetan la
accion de G L(n). Luego V¥(E) = 1(E) y A*(E) = A(E) son isomorfismos de G L(n)-
moédulos. ]

3.3 La dualidad de Schur-Weyl. Las representacio-
nes irreducibles

Nuestro objetivo es demostrar que los médulos de Weyl conforman todas las re-
presentaciones polinomiales de G L(n). Para ello, probaremos que S*(E) son repre-
sentaciones polinomiales irreducibles. Esto es suficiente pues se cumple:
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Lema3.3.1. SeaV unS,-médulo. SiV = @, ,d,;S*, entonces:
V(E) = @,d,(SY(E))

Demostracion. La demostracion es sencilla, dada la distributividad del producto ten-
sorial respecto de la suma directa:

(RE)®V = (®E)® (@,d,S") =~ ®,d,(®E) ® S%)

La isomorfia se da también en sus subespacios y por tanto al tomar cociente, dando
el resultado que queremos. [

También utilizaremos el siguiente lema elemental:

Lema 3.3.2. Sean R, S anillos cualesquiera y V' un R-moédulo derecho. Entonces
V @z R =V como R-médulos derechos. Ademas, si V' es un S-moédulo cuya multi-
plicacion conmuta con la de R, el isomorfismo lo es de S-moddulos también.

Demostracion. Estamos definiendo V' @ R como R-mddulo derecho mediante (0@,
r)it = (vt) @ r, parat € R, y que estamos utilizando R como R-moédulo izquierdo.

Basta tomar los homomorfismos:

P VR R—-V v V—=7VQ@gR
VQpr— vr V= UV Qg1

donde ¢ esta bien definida ya que ¢ viene inducida por la aplicaciéon v @ r — vr, que
también cumple (vr) ® 1 — vr.

Por otro lado:

w(p(w®rr) =w(r)=(r)@rl =vQgr
Pw ) =dp(v®r 1) =v
Es facil comprobar que respetan la multiplicacién por la derecha de R, luego son

isomorfismos de R-médulos derechos. Si la multiplicaciéon por S conmuta con la de
R obtenemos:

P g 1) = P((s0) ®g 1) = (sv)r = s(vr) = s(p(v B 1))

y ¢ es también isomorfismo de .S-modulos. [

Lema 3.3.3. Sea t un tableau inyectivo cualquiera de forma A + n. El médulo de
permutaciones H* = CS,(R*) y el médulo de Specht S* = CS,(C;)(R*) como S, -
modulos.
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Demostracion. Basta tomar los homomorfismos:

@ : CS,(R") — H* w 1 CS,(CO)(R") — S
o(R7) +— o] o(CT)(RY) +— oA,
Extendidos por linealidad. Son claramente isomorfismos de S,-moédulos, pues recor-

demos que [t] = (RF)ty A, = (C7)(RN)t, y, fijado 7, es obvio ver que se respeta la
accionde S,. [

El resultado clave es la siguiente proposicion de Fulton-Harris [4], la cual demos-
tramos en detalle.
Proposicion 3.3.4. Sea A = CG, para G un grupo finito y U un G-mddulo derecho.
Sea B = Hom (U, U). Es decir:
B={p:U—U|oewg =epg YveU, geCG}

B esun anillo y U es un B-moédulo izquierdo. Se cumplen:
1. Para todo ¢ € A, el homomorfismo

U®;(Ac) = Uc
(u ® (ac)) +— (ua)c
es un isomorfismo de B-mddulos.

2. Si W = Ac un S,-modulo irreducible, entonces U ® , W es un B-moédulo
irreducible.

Demostracion. Tomando ¢ como el isomorfismo de la prueba del lema 3.3.2, tenemos
el diagrama conmutativo:

I l 3

U » Uc S > U

-C

con los homomorfismos horizontales siendo la multiplicacién por ¢, que es sobreyec-
tiva, y la inclusion.

Es simple ver que la mitad derecha del diagrama implica que nuestra aplicacion
es inyectiva, mientras que la mitad izquierda, que es sobreyectiva.

Por otro lado, este homomorfismo respeta la acciéon izquierda de B pues todo ele-
mento de B conmuta con la acciéon derecha de G. Esto prueba 1.
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Para 2, empecemos estudiando B. Sea U = @,;n;U; la descomposicion de U en
G-modulos derechos irreducibles. Notemos que por el lema de Schur (1.3.5), todo
G-endomorfismo de U, es un multiplo de la identidad. Si tenemos entonces ¢ €
End(n,U,):

@ Ui(l) DD Ui("i) N Ui(l) DD Ui("i)

restringiendo ¢ en la salida y la llegada, obtenemos homomorfismos ¢, : Ul.(j )

Ul.(k), los cuales se pueden caracterizar por una constante ¢;, € C. A través de la
identificacion ¢ = (c;,), es facil ver que End(n,U;) = M, (C) como anillos, con la
composicion de endomorfismos y la multiplicacion de matrices cuadradas. Entonces:

B = Homg(U,U) = Endg(@,n,U,) = ®, Endg(n,U) = ®,M, C

[ Al

Por otro lado, A = CG tiene una caracterizacion similar. Recordemos que A es la
representacion estandar de G y que A = @,m,U, por el teorema 1.5.1, con m; = dim U,.
Como cada U, es una representacion de G, por definicién (o la proposicion 1.1.4),

tenemos un homomorfismo de grupos:
x;, . G— Aut(U,)

los cuales se pueden extender por linealidad, primero en la salida y luego en la llegada
alos X;yaX =@,X;:

X, : CG — End(U,)
X : A— @,End(U)

Notemos que la llegada de X no es End(A). Ademas, X es inyectivo; si existe v € CG
con X (v) = 0, entonces cada X,(v) = 0. Luego v(CG) = v(®,m,U;) = &m,0 = 0.
Pero esto esto implica que vg = 0, para todo g € G, y siendo g una unidad de A, debe
darse que v = 0.

Por dltimo, tomando dimensiones en la descomposiciéon de A (teorema 1.5.1), dim(A)
= Y, m’. E identificando, @, End(U;) = ®:M,, (C), dim(®, End(U))) = Y., m?. Luego
X es un isomorfismo de algebras. Tomaremos A = @;M,, (C)

Probemos 2 ahora. Empecemos con el caso en que U es un G-moédulo derecho
irreducible. Tenemos B = C, luego basta probar que dim(U ®,; W) < 1. Tenemos
que W C A, pues toda representacion irreducible aparece en la descomposicion de A
(teorema 1.5.1). Entonces podemos ver W como un ideal izquierdo y minimal (al ser
W irreducible) de CG = &, M, (C). De igual forma ocurre con U, salvo que U es un
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ideal minimal derecho.

Ahora bien, todo ideal minimal izquierdo de &, M,, (C) es isomorfo a uno de la
forma {O® --- @ I @ - ® 0}, donde I ocupa la posicion k y sus elementos tienen
entradas nulas salvo en una columna. De igual forma ocurre para los ideales minimales
derechos: {0@:--@J @---P0} para J en la posicion r y sus elementos tienen entradas
nulas salvo en una fila.

Como W = A - c para ¢ € A, tras la identificacion, @iMm,(C) - ¢ es un ideal de
la forma mencionada, luego, como U @ ,; W = Uc, éste, sera nulo salvo que k = r.
En caso contrario, sus elementos seran nulos salvo en una entrada, determinada por
la forma de U y W como ideales. Este ideal claramente tiene dimension 1 (o es nulo),
y hemos terminado.

Si U no es irreducible, tenemos U = @,;n,U; su descomposicion en irreducibles y
UQ; W =&n(U, Q@; W) =®nU, - c, de los cuales, como hemos visto antes, a lo
sumo uno es no nulo para un cierto k, dependiendo de W = Ac. Ademas, para el i en
el que U, - ¢ no sea nulo, éstos se corresponden con matrices con un unico elemento
no nulo.

Si @ € End(n,U;), hemos visto que ¢ = @,(¢p; : Ui(j) — n;U,) donde cada ¢; es
un vector, en el sentido de que ¢, (") = (c; ;u'", ..., ¢;, u™). Tras la identificacion
de cada U,c como un ideal de matrices, tenemos que la forma de ¢ ; es:

et 1 [
®; : Ui(J)c N Ui( )C @D D Ui(n )C

0.. 0 .0 0. 0 0 0. 0
: 0 u('j> 0 — 0 ¢; .u(l) 0 D ---Pb () ¢; .u("") (J
0.. 0 ..0 0.. 0 .0 0.. 0 .0

Esto justifica que al identificar cada U,c = C (lo cual es natural dada la forma de
U, como ideal), y que, tras identificar ¢ con una matriz, ¢ ; sea la fila j-ésima de esa
matriz.

De esta forma, la accion de End(n,U;) sobre n;U;c es isomorfa a la de M, (C) sobre
C"i. Por tanto, B acttia sobre U ® ; W = Uc como &;M,, (C) actua sobre {0}" @ ---®
C"@--- @ {0}". Como C" es claramente irreducible respecto de M, (C), se concluye
que Uc lo es sobre B. [

Notemos que podemos aplicar la proposiciéon 3.3.4 paraG = S,, y U = Q“E, jun-
to con el lema 3.3.3 con W = S* para obtener que los S*(E) son irreducibles bajo B =
End;(®*E). Sin embargo, esto no es lo que buscamos. La acciéon de G L(n) = Aut(E)
sobre U define elementos en B, pero en general B contiene mas elementos. Tampoco
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podemos asegurar que la restriccion S*(E) lg Lo S€a irreducible, ya que la irreduci-

bilidad no es invariante bajo restricciéon o induccion. El siguiente lema soluciona este
problema. La demostracion se encuentra en Fulton-Harris [4].

Lema3.3.5. B = End;(®"E) esta generado como un subespacio vectorial de End(®* E)
por End(E). Todo subespacio de ®* E es un B-submoddulo si y soélo si es invariante
por Aut(E).

Estamos listos para probar un fuerte teorema de descomposicion:

| Teorema 3.3.6 (Teorema de descomposicién). Los GL(n)-médulos S*(E) son
representaciones polinomiales irreducibles. Ademas, se tiene una descomposicion de G L(n)-
modulos:

®“E = P m,SHE)

Ak

conm, = dim S*. Mas atin, el caracter de S*(E) es el polinomio de Schur s .

Demostracion. La descomposicion es un corolario de los lemas 3.3.1 y 3.3.2, ademas
de la descomposicion de CS, en S,—submoddulos irreducibles:

R“E = (R"E) ®; (CG) = ®,m,(S(E))

Notemos que la propia descomposicién implica que cada S*(E) es un subespacio de
®E. Por la proposicion 3.3.4, sabemos que S*(E) es un B = End;(®* E)-mo6dulo
irreducible.

Por la tltima parte del lema 3.3.5, si V' C S* fuera un G L(n)-submodulo, también
seria un B-submddulo. Pero esto no es posible pues S*(E) era irreducible como B-
submédulo. Esto prueba que S*(E) es un G L(n)-médulo irreducible. Ademas, como
cada S*(E) es un G L(n)-submddulo de ®* E, se tiene que son también representacio-
nes polinomiales de G L(n).

Para calcular el caracter de S*(E), usaremos la descomposiciéon de H* y el lema 3.3.3:

CS((R) =H" = @ K, ,S" para cualquier ¢ € Iny(4), luego:

H=A

(® E)R)) = HA(E) = @P K, S"(E)

u=a

Tomando ¢ como en la prueba de la proposicion 2.2.3, es decir, R, =S; X -+ XS, .
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. / +
+ — + — .
Denotemos Sr = E ES, 0. Como se tiene que Rt = I Ij 1 Sj obtenemos:

/
(® E)R) = (®"E)® -+ ® (®"ENTyes, 0 - (Tes, o) = QU@VEXS, )
j=1

Tomando s; el tableau inyectivo de forma (4;) con entradas 1, ..., 4;, tenemos que
R;“j = S;,+- Luego cada factor (®’11'E)(§,1}+) ~ H%(E) = VY E, esto tltimo por la
proposicion 3.2.3 y por el hecho de que H" es la representacion trivial de S,.

Luego:

!

QR E) = Pk, ,S"E)

j=1 H=A
Tomando caracteres, y habiendo calculado el caracter de V' E en la proposicion 3.1.2,
obtenemos:

() = 3 K Xsw ()
A

Como esto es cierto para todo A y, junto con la expresion dada en la proposicion
A.1.11, y dado que ygup, son polinomios simétricos, debe darse que ygup = 5,
Como queriamos. [

Corolario 3.3.7. Los médulos de Weyl, S*(E), para 4 particiones con longitud menor
o igual que n, constituyen representaciones polinomiales no nulas y no isomorfas
entre si.

Demostracion. A diferencia de la transformada de Frobenius de las representaciones
de S,, los caracteres de representaciones de G L(n) estan evaluadas en x,, ..., x,, es
decir, son polinomios simétricos, con un nimero finito de variables. Como el caracter
de S*(E) es 5,(x) y los polinomios de Schur son nulos si 4 tiene longitud mayor que
n (ver A.2.6), junto con que s, # s, si A # p, tenemos el resultado. ]

| Teorema 3.3.8 (Dualidad de Schur-Weyl). Las distintas representaciones polino-
miales irreducibles de G L(n) son los mbdulos de Weyl, S*(E), donde A - k, para k > 0
y longitud de A sea menor o igual que n. Toda representacion irreducible de S, se corres-
ponde con una representacion polinomial irreducible de G L(n) y viceversa.

Si bien ya hemos demostrado gran parte del teorema, no podemos concluir que
hayamos encontrado todas las representaciones polinomiales. La demostracion utiliza
la estructura de grupo de Lie de G L(n), sobre la cual no hemos desarrollado la teoria.
La demostracion, tras un estudio de la teoria de grupos de Lie, se puede encontrar en
Fulton-Harris [4].



Conclusiones

Hemos construido las representaciones irreducibles del grupo simétrico S, a par-
tir de las cuales hemos establecido la dualidad de Schur-Weyl, construyendo a su vez
representaciones polinomiales irreducibles del grupo lineal general G L(n).

S*enS, — S*E)enGL(n)

Gracias a los H*, podemos observar el efecto de la dualidad:

HY =1 T§ZI><---><SA,( por la proposicion 2.2.3
k
HYE) = @) 15, (E) 323yl ba de 3.3.6
= s, por 3.2.3 y la prueba de 3.3.
r=1

Es decir, la dualidad convierte la induccion en el grupo simétrico en productos
tensoriales en el grupo lineal general.

Hemos dedicado buena parte del trabajo a establecer homomorfismos S* < H!"
explicitos en la base de los A,(x) y también hemos expuesto las modificaciones nece-
sarias para los homomorfismos del caso general S* < H*:

A, (x) en C R A, (x)f(x) enH" para f(x) segun 2.6.11 y alguna guia t

Dada nuestra construccion de moédulos de Weyl, estos mismos homomorfismos pue-
den adaptarse para conseguir homomorfismos de G L(n)-mddulos. Para f(x) como
antesy e € Q“E:

e ®s, A,(x)en SME) — e ®s, (A,(0)f(x)) en H'(E)






Este apéndice estd dedicado a dar resultados combinatorios ya estudiados en la
asignatura Algebra, Combinatoria y Computacién. No probaremos ningtn resulta-
do del apéndice, aunque las funciones y polinomios simétricos pueden encontrarse
ampliamente estudiados en Stanley [8] y el RSK en Fulton[3].

A.1 El anillo de funciones simétricas

| Definiciéon A.1.1. Consideremos el anillo de series formales Z[[ X 1] con coeficientes
enteros. Seam € Z[[X]] un monomio en el que aparecen un niimero finito de variables:

o]

m(x) = Z a,xf’

r=1

donde solo un niimero finito de a, € Z son iguales a 1 y el resto son iguales a cero. Si
n es el mayor indice en el que a, # 0, denotemos m(x) = x*, donde A = (bys....b,);
indicando los exponentes (posiblemente nulos) de las variables que aparecen en m.

Diremos que k = ),_ b, es el grado de m.

| Definiciéon A.1.2. Un elemento p(x) € Z[[X]] se dice que es una funcion sime-
trica de grado k si:

1. p es suma de monomios de grado k segiin hemos descrito en la definicion anterior.
2. p es invariante ante la permutacion de cualquier niimero finito de variables.

Esta ultima condicion quiere decir que para todo n entero no negativo yo € S,, tenemos
la siguiente propiedad:

OP(X s e s Xy X 15 oo ) = P(Xp(1ys +ov s Xgays Xl -+ )
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El conjunto de las funciones simétricas de grado k constituye un anillo conmutativo, que
denotaremos por A\,

Por ejemplo, de las siguientes, r es la Gnica funcién simétrica, y es de grado 2:

p(x) = Z (X, X, X, +on) (incumple 1.)
i <ir<iz<... \

q(x) = Z(ilxilxiz) (incumple 2.)
i <iy

r(x) = Z X; X,
i\ <iy

| Definicién A.1.3. Un elemento p(x) € Z[[X]] se dice que es una funcion sime-
trica si es la suma finita de funciones simétricas de cualquier grado.

El conjunto de funciones simétricas constituye un anillo conmutativo que denotaremos
A. Notemos que A es un anillo graduado de forma natural: A = &7 A, donde Ay = Z.

Nos interesan unas funciones simétricas muy especificas.

| Definicién A.1.4. Para cada k entero no negativo, definimos las siguientes funciones
simétricas (de grado k):

1. Las funciones elementales, e,, como:

e, = Z X; X;, ... Xx;  (Combinaciones de k variables con exponente 1)

iy <<y

2. Las funciones homogéneas completos, h,, como:

h, = Z X; X;, ... X;  (Suma de todos los posibles monomios de grado k)

s
i <<y

3. Para k > 1, las funciones de series de potencias de Newton, p,, como:
o0
Dy = Z xl'.C (Suma de potencias k-ésimas de una variable )
i=1

A partir de los cuales podemos definir, de forma multiplicativa, variantes de estas fun-
ciones simétricas, indexadas por particiones. Si A = (A4, 4,, ..., 4,), tenemos:

e, =¢e, ...e; hy=h, ...h, Py=Dy Py
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Por ejemplo, para A = (2, 1), en tres variables, tenemos:

e,(x) =ey(x)e;(x) = (x;%, + x X3+ XX+ ... )X, + X, + x5+ ...)
h,(x) = hy(x)h,(x) = (xf +x§ +x§ + o XX, X X3 F XX+ )X Xy )
p,(x) = py(x)p,(x) = (x?+x§ +x§ + )0 X, x L)

| Teorema A.1.5 (Gauss). Las funciones elementales {e,}, , y las funciones homo-
géneas {h,} ., son una base del anillo de funciones simétricas de grado k, A\,

Las funciones de series de potencias {p,} ., son linealmente independientes en A, pero
no son una base. Si lo son cuando admitimos coeficientes racionales: A, @ Q.

El anillo de funciones simétricas esta generado como anillo de las siguientes maneras:
A=Zle,...,e,...1 A=Zh,....,h,...1 ARQ=Qlp,....p,..-]

donde no hay relaciones algebraicas entre los generadores.

A las series de potencias p, se les suelen asociar unos coeficientes enteros, res-
ponsables de la necesidad de utilizar nimeros racionales.

| Definiciéon A.1.6. Dada una particion A = (1%®k0 2%k - pka)y " escrita indicando
la multiplicidad con la que aparecen sus partes, definamos los coeficientes:

ZA == 1k1k1! '2k2k2! e 'l’lk”kn!

Estos coeficientes nos interesan por varios motivos:

Lema A.1.7. Sea A una particiéon de n. Entonces el numero de elementos en la clase

. ., . !
de conjugacion de S, asociada a 4 es =.
Za

Proposicion A.1.8 (Base con coeficientes racionales). Para todo n, se cumple:

p;
Z,

h =

n
An

Lo cual permite demostrar que las p, son base de A @ Q.

Es cierto que estas bases son comodas en el sentido de ser sencillas de manejar.
Sin embargo, en combinatoria, y como vemos a lo largo del trabajo, ciertas bases mas
complejas tienen mayor relevancia.
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| Definicion A.1.9. Seat un tableau de forma A y entradas en {1,2, ... ,n}. Decimos
que su peso segun contenido es:

donde cadar; es el numero de veces que aparece i como una entrada ent.

Se definen las funciones de Schur como:
— t
5=«
t

donde t varia en los tableaux semi-estandar de forma A y entradas en {1,2, ... }.

Las funciones de Schur son funciones simétricas, aunque esto no sea obvio a partir
de la definicion. Existen muchas formas diferentes pero equivalentes de definir las
funciones de Schur segun el punto de vista en el que queramos enfocarnos. En la
siguiente secciéon daremos una definicién equivalente cuando tratamos una cantidad
finita de variables.

Damos unas ultimas propiedades importantes sobre las funciones de Schur.

| Definicién A.1.10. Seat un tableau de forma A - n. Decimos que el contenido de
tes u six' = x*, como monomios, segtin hemos definido en A.1.1.

Definimos los coeficientes de Kostka, K, , como el niimero de tableaux semi-estandar
de forma A y contenido .

Proposicion A.1.11. Para toda particion p, se cumple que:

hﬂ = Z“KMS,1 =s,+ Z:KMS/1

A>p A>p

Como consecuencia, las funciones de Schur son base del anillo de funciones simétri-
cas.

Proposicion A.1.12. Definamos un producto escalar en A @ Q, dado por:

)z, siA=uy
Pispy) = 0 sino

Las funciones de Schur s, son ortonormales respecto a este producto escalar.
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A.2 Los polinomios simétricos

Esta seccidn es una simplificacion al caso de tratar funciones simétricas con un
numero finito de variables.

| Definicién A.2.1. Dada una funcioén simétrica, p(x), podemos definir un polinomio
simétrico, p, en n variables, como la especializacion:

p(xy,....x,) = p(x,...,x,,0,0,...)

El anillo de polinomios simétricos en n variables, A(n), es un anillo graduado A(n) =
@, A, (n). En polinomios simétricos la nocion de grado se hereda de la de grado en fun-
ciones simétricas y coincide con la nocion usual de grado en polinomios.

| Definicién A.2.2. Se definen de manera andloga a funciones simétricas, los poli-
nomios elementales, homogéneos y los de series de potencias de Newton de grado
k:

n
- - _ k
e, = Z X Xy voe Xy, h, = 2 X Xy e X Di = Z X;
i=1

1<i;<-<i, <n 1<i|<---<i, <n
Estas expresiones se pueden conseguir facilmente a partir de la especializacion anterior.

Observacion A.2.3. Sibien en el caso de funciones simétricas, ninguna de estas fun-
ciones se anula, en el caso de polinomios hay un cambio para las funciones elementa-
les. Como en ninguno de sus sumandos pueden repetirse variables, en el caso de que
k>n,sedae, =0.

Podemos introducir de igual manera a los polinomios de Schur, mediante la es-
pecializacion consistente en sustituir x; = 0 para i > n. Sin embargo, daremos una
definicion equivalente, a partir de la cual es simple observar que los polinomios de
Schur son simétricos.

| Definicién A.2.4. Dada una r-tupla de enteros no negativos, A = (4, ..., 4,), de-
notaremos por a, a los determinantes de Vandermonde generalizados:

/11 /11 Al

x}l2 iﬁz | x:12

a;(xp, ..., x,) =det|"] 72 r
Ak A,

X)X, X,
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Definamos también la particion escalera indexada por n, 6,, como la particion
6,=m—-1,n-2,...,0).
Para cada A particion de n, definamos el polinomio de Schur indexado por A como:

145,(X)

W=

Lema A.2.5. Los polinomios de Schur son polinomios simétricos. Los polinomios de
Schur obtenidos por la definicién anterior coinciden con los obtenidos a partir de la
especializacion de las funciones de Schur.

Es sencillo ver que los polinomios de Schur son simétricos, puesto que la definicion
dada es el cociente de dos polinomios alternantes:

0a;,s (X) 3 sgn(o)a,; (x) B a5 (X)

aaén(x) B sgn(a)aén(x) B aén(x)

0s,(x) =

Al tratarse de un determinante, la permutacién de variables en un determinante de
Vandermonde generalizado consiste en la multiplicacién por un signo.

Observacion A.2.6. Dado el lema A.2.5, los polinomios de Schur siguen siendo las
funciones generatrices de los pesos de los tableaux semi-estandar, pero esta vez, para

aquellos tableaux con entradas en {1, ...,n}. Entonces, si 4 tiene longitud mayor que
n, como no existe ningun tableau semi-estandar de forma 4 con entradasen {1, ..., n},
se da que s,(x4,...,x,) =0.

A.3 El algoritmo RSK

Esta seccion esta dedicada a presentar el algoritmo de Robinson-Schensted-Knuth
(RSK para abreviar) sobre tableaux.

| Definicion A.3.1. Sea t un tableau semi-estandar (definicion 2.1.2). Definimos el
proceso de insercion de una entrada k en t de forma iterativa por filas. Por cada fila,
empezando por la primera, y recorriéndola de izquierda a derecha, hacemos:

1. Comprobamos si k es mayor que cualquier elemento de la fila. En cuyo caso, afia-
dimos una casilla al final de la fila y colocamos a k en esa casilla.

2. En caso contrario, sustituimos k por el primer elemento que sea mayor que k en
esa fila.
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3. El elemento que ha quedado sustituido se introduce en la siguiente fila, volviendo a
empezar en 1. En caso de no haber siguiente fila, se crea una nueva fila y se coloca
k en la nueva fila. Hemos terminado

718
Ejemplo A.3.2. Para insertar 2 en el tableau r = [2[3[3]6]
T[1[2[35]6]

7 8 [6]— M3

—| 9] OO

7 8
376 31— [2]3]3 12[3]3 12]3]3
2BlI5]6] I[T[2[25]6] [[1[2]25]6] L[I]2]25]6]

Obteniendo un nuevo tableau semi-estandar.

—|

2
2]— 1

El proceso de insercion por filas es el que da origen al algoritmo y la correspon-
dencia RSK.

Observacion A.3.3. Recordemos que podemos entender toda permutaciéon ¢ € S,
como una matriz o arreglo de dos lineas. En la primera aparecen 1, ..., n ordenados
de forma creciente, y en la segunda, aparecen las imagenes por ¢ de los elementos
que hay encima en esa columna.

1 23 456
6—(124)(36)<—>6—<2 46 15 3>

| Definicion A.3.4. El algoritmo RSK aplicado a una permutacion ¢ € S, consiste
en insertar reiteradamente las entradas de la segunda fila de ¢ en el tableau vacio; a la
vez que se genera otro tableau, cuyas entradas indican el orden de creacion de nuevas
casillas en el primer tableau.

El primer tableau se llama tableau de insercion y el segundo se llama tableau de
registro.

Ejemplo A.3.5. Con la permutacion del ejemplo anterior, conseguimos un par de ta-
bleaux, tras seis pasos de insercion:

E-09¢ @E-020 [B-0e4,002 O-REe, 01203

2 (4]
Bl = are)> 23] Bl—

216 [475] _
4[5]° [1]2]3] P =

SEEY

6
4 , O=[4]5
3]5] ]2

—|

3]

| Teorema A.3.6 (Correspondencia RSK). Tras aplicar el algoritmo RSK para una
permutacion de S, obtenemos un par de tableaux estandar de misma forma. El conjunto
de permutaciones ¢ € S, se encuentra en biyeccion el conjunto {(P,Q)} de pares de
tableaux estandar de misma A, variando A entre las particiones de n.

Entonces, si f* es el numero de tableaux estandar de forma A, se tiene n! = Z%n(fi)z.
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Ambos tableaux, de insercion y registro son fundamentales para la biyeccion de
la correspondencia RSK. Un simple céalculo del algoritmo RSK para cada permutacion
de S; muestra que uno solo de los tableaux no determinan la particion ¢ de partida.
Sin embargo, utilizando el par, si es posible recuperar la particién inicial.

we(133) = momm o mmm
02:<; % g) = P2:?3| Q2:?3|
53:<i g g) = P3:?2| Q3:?2|
(1) - e o

‘75:<; i ?) = P5:?3| Q5:?2|
"6=<; ? ;) = P=fp Q=i
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