FACULTAD DE MATEMATICAS

Departamento de Ecuaciones Diferenciales y Analisis
Numérico

TRABAJO FIN DE GRADO

Espacios de Sobolev

Dirigido por:
Manuel Gonzalez Burgos

Fdo.: Teresa Oitabén Santos
Sevilla, Junio 2023






A mi madre y a mi abuelo,
alla donde estén,
espero que estén orqullosos de mi.






Indice general

Resumen

Abstract

Introduccién

1.

Resultados previos.

1.1. Distribuciones. . . . . . . . . .. ...
1.2. Operaciones con distribuciones. . . . . . . . . ... ... ..
1.3. Convolucién de funciones. . . . . . . . . . .. ... ... ..

. Propiedades basicas de los espacios de Sobolev.

. Aproximacién por funciones. Teoremas de prolongacién.
3.1. Aproximacion por funciones regulares. . . . . . . ... ...
3.2. Teoremas de Prolongacién . . . . . .. ... ... ... ...

. Teoremas de Inyeccion
4.1. Caso 1 <p<m. .. ...
4.2, Casop="mn. . . . ...
4.3. Casop>mn. . . . .

. Teoremas de Compacidad

Teoria de la Traza

12

13
13
17
21

31

39
39
47

59
59
65
66

73

81



INDICE GENERAL



Resumen

Los espacios de Sobolev son unos espacios normados con unas carac-
teristicas importantes. En ellos, es posible la resolucién (en un sentido débil)
de muchas Ecuaciones en Derivadas Parciales, gracias a las propiedades de
los mismos. En este trabajo, daremos una visién general de las propiedades
mas importantes de los espacios de Sobolev. En particular, hablaremos de
los teoremas de Inyeccion de estos espacios en espacios con mejores propieda-
des de regularidad. Estudiaremos los teoremas de Compacidad, estableciendo
cuales de las inyecciones anteriores son compactas. Finalizaremos estudiando
la Teoria de la Traza, dando significado a los valores de una funcién en la
frontera del conjunto donde esté definida.
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Abstract

Sobolev spaces are normed spaces with important characteristics. Using
their properties it is possible to solve (in a weak sense) many Partial Dif-
ferential Equations. In this work, we will give a general vision of the most
important properties of Sobolev spaces. In particular, we will see Sobolev
Embedding Theorems which prove that these spaces are included in other
spaces with better properties of regularity. We will study the Compactness
Theorems, setting which of the previous inyections are compact. We will fi-
nish studying the Trace Theory, giving sense of the value of the function on
the boundary of the set where it is define.
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Introduccion

En este trabajo vamos a estudiar propiedades de ciertos espacios de Ba-
nach de funciones débilmente diferenciables de varias variables que surgen en
relacion con numerosos problemas en la teoria de las ecuaciones en derivadas
parciales. Estos espacios se han asociado con el nombre del matematico ruso
S.L. Sobolev, aunque sus origenes son anteriores a sus principales contribu-
ciones a su desarrollo a finales de la década de 1930.

La organizacion de este trabajo es la siguiente:

En el Capitulo 1 comenzaremos recordando unos resultados que nos seran
de utilidad a lo largo del trabajo. Introduciremos el concepto de distribucion
y de derivada distribucional (o derivada débil), comentando ciertas operacio-
nes que podemos hacer con las mismas. También recordaremos la convolu-
cién de funciones pertenecientes a los espacios de Banach LP()) junto con
sus propiedades mas clasicas. Veremos también algunas propiedades de los
mencionados espacios de Banach que estan relacionadas con la convolucién.
Concluyendo este capitulo con un importante resultado de densidad en los
espacios LP(().

En el Capitulo 2 daremos la definicién de los espacios de Sobolev y pro-
baremos algunas de sus propiedades basicas.

En el Capitulo 3 hablaremos primero de la aproximacién de funciones
pertenecientes a W1?(Q) por funciones muy regulares, donde destaca el Teo-
rema de Friedrichs. Definiremos el operador prolongacion que nos sera de
utilidad en capitulos posteriores, y daremos algunas propiedades del mismo.
Esto nos permitird introducir los teoremas de prolongacién, donde usaremos
el llamado método de reflexion. Veremos en esta seccion ciertos resultados
de densidad importantes. Terminaremos este capitulo con la desigualdad de
Poincaré.

En el Capitulo 4 veremos los teoremas de inyeccion de los espacios de
Sobolev en espacios de funciones mas regulares. Iremos estudiando dicha
inyeccién por casos, primero veremos el caso 1 < p < n, luego el caso p=n
y por ultimo el caso p > n. Terminaremos el capitulo generalizando dichas
inclusiones.

11
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En el Capitulo 5 estudiaremos cudles de las inclusiones anteriores son
compactas. Comenzaremos viendo ciertos resultados de compacidad en los
espacios LP(£)) que necesitaremos para estudiar qué inclusiones son compac-
tas. El teorema central del capitulo corresponde a Rellich-Kondrasov.

Por 1ultimo, en el Capitulo 6 estudiaremos la teoria de la Traza, donde
veremos la aplicacion traza y estudiaremos sus propiedades. Concluiremos
enunciando el Teorema de la Traza.



Capitulo 1

Resultados previos.

En este capitulo vamos a comenzar definiendo el concepto de distribu-
cion, seguiremos con algunas propiedades que vamos a necesitar a la hora
de introducir los espacios de Sobolev y finalizaremos con la convolucion de
funciones y algunas propiedades de la misma que nos seran de utilidad en los
siguientes capitulos.

1.1. Distribuciones.

En esta seccién comenzaremos trabajando con 2 C R™ abierto, conexo
no vacio.

Definicién 1.1.1. Sea ¢ € C(Q). Llamaremos soporte de ¢ (denotado
sop @) a

sop p = {z € Q: p(x) # 0}.
Si dicho conjunto es compacto, diremos que ¢ tiene soporte compacto. Deno-

taremos al espacio de las funciones continuas con soporte compacto contenido
en () de la siguiente forma:

Co() = {p € C°(Q) : sop ¢ C Q y compacto}.
Definicién 1.1.2. El conjunto de las funciones infinitamente diferenciables
definidas en €2 con soporte compacto componen un espacio vectorial que
denotaremos D(2). Es decir,

D(Q) = C=(Q) N Q).

13



14 CAPITULO 1. RESULTADOS PREVIOS.

Ejemplo 1.1.3. Demos un ejemplo de funcién perteneciente a D(R™). Sea
e >0y sea

_52
= [ e (5T5p) e
0, lz| > ¢,

-1
-1
K= exp dx.
/|g;|§1 (1 - ’95‘2)

Sabemos que p. € D(R™) con sop p. = B(0;¢). Ademés p. > 0 en R" y

tenemos que
/ pe(x)de = 1.

Veamos esta tltima afirmacion mas detalladamente,

K —g?
() dr = — — ) d
/n pelw) dr €™ J|z|<e b (52 - ’fL’P) !

-1
=K exp| —r— | de = 1.
/gc|§1 (1 - ’95‘2>

Estas funciones p., cuando ¢ — 0, tienen soportes cada vez mas pequenos
pero mantienen el volumen contenido bajo la grafica. Cuando ¢ — 0, se
concentran en el origen. Reciben el nombre de funciones regularizantes

(mollifiers).

donde

Veamos a continuacién un resultado importante donde estan implicadas
las funciones de C*°(£2). Antes demos una definicién que necesitaremos para
enunciar el resultado.

Definicién 1.1.4. Una familia de conjuntos {F;};,c; en R"™ se dice que es
localmente finita si para cada punto € R™ hay un entorno de x que
interseca con una cantidad finita de FE;.

Teorema 1.1.5 (Particién de la Unidad). Sean Q2 un conjunto abierto
en R" y Q) = U Q;, Q; abiertos. Entonces ezisten funciones @; € D(2), con
1 € 1, tales qéi.{

(i) sop i C

(i) {sop @i}tier es un conjunto localmente finito,

(111) 0 < ¢; <1, Viel,y

(iv) Z%’ =1.

i€l



1.1. DISTRIBUCIONES. 15

Observacién 1.1.6. Dado cualquier z € € existe un entorno que interseca
con un conjunto finito de conjuntos {sop ¢;}. Esto significa que y;(x) = 0
para todo ¢ menos para un conjunto finito. Por eso la suma definida en (iv)
es una suma finita y esta bien definida.

Como consecuencia del Teorema 1.1.5 obtenemos:

Corolario 1.1.7. Sea K, un conjunto compacto, y ), un abierto, tales que
K C Q C R™. Entonces existe p € D(Q) tal que p =1 en K.

Demostracion. Consideremos un conjunto relativamente compacto y abier-
to, U, tal que K C U C (). Ahora consideremos el recubrimiento de R™ que
consiste en {U, R"\ K} y la particién de la unidad asociada a dicho recubri-
miento. Sean ¢ y 1 funciones C* no negativas con ¢ +1 = 1, sop ¢ C U
y sop ¢ C R™\ K. De este modo v = 0 en K y por tanto ¢ = 1 en K.
También sop ¢ C U C 2 y es compacto, al ser U relativamente compacto.
Luego ¢ € D(Q). Esto concluye la prueba del resultado. O

Ahora proporcionaremos a D(f2) una topologia, pero no daremos una
completa descripcién de la misma, simplemente necesitamos saber el concepto
de convergencia.

Definicién 1.1.8. Una sucesién de funciones {¢;}i>1 C D(£2) se dice que
converge a 0 si existe un conjunto compacto K (fijo) tal que sop ¢; C K,
para cualquier ¢ > 1, y todas sus derivadas convergen uniformemente a 0 en

K.

Vamos a considerar ahora aplicaciones lineales en D(f2) que sean con-
tinuas respecto de la topologia anterior.

Definicién 1.1.9. Un aplicacién lineal 7' en D(€2) se dice que es una distri-
bucién en  si para cualquier sucesién de funciones {¢;};>1 tal que ¢; — 0
en D(1), tenemos que T(¢;) — 0 en R.

Observacién 1.1.10. El espacio de distribuciones es el dual topolégico del
espacio D(£2), denotaremos al espacio de las distribuciones por D’(£2).

Demos ahora algunos ejemplos de distribuciones.

Ejemplo 1.1.11. Una funcién f : 2 — R se dice que es localmente inte-
grable si para cualquier conjunto compacto K C (2, se tiene:

/K |f| dx < oo.
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El conjunto de funciones localmente integrables se denotara por L}, (). Por
ejemplo, cualquier funcién continua es localmente integrable. Luego, dada
cualquier funcion f localmente integrable, definimos 7 : D(2) — R por

Ts(9) :/Q fodr. (1.1)

Claramente Ty es una aplicacién lineal en D(€2) y es facil ver que es una
distribucién.

Observaciéon 1.1.12. Si f y g son dos funciones localmente integrables tal
que f = g entonces Ty = T,. En particular, si f = 0, entonces define la
distribucién nula. La implicacién contraria también es cierta. Si Ty = 0,
entonces f = 0, esto es debido al Teorema fundamental del Calculo
Variacional, vedse el Lema 1.3.17.

Observacién 1.1.13. No distinguiremos entre una funciéon localmente inte-
grable y la distribucion que genera. Cuando digamos “una distribuciéon T es
una funcién” significara que existe una funcién localmente integrable tal que
T =1Ty.

Observacién 1.1.14. Se tiene que cualquier funciéon f € LP(2), p > 1,
genera una distribucién por (1.1). Asi, tenemos que,

D(Q) C LP(Q) C L, (Q) c D'(Q).

Ejemplo 1.1.15 (La distribucién de Dirac). Sea x € R". Se define §,
como

0:(¢) = ¢(x), ¢ € D(R").
Se puede comprobar que, efectivamente, d, define una distribucién. Obser-
vamos que este ejemplo no es un caso particular del anterior, es decir, la
distribucion de Dirac no esta generada por una funciéon localmente integra-
ble. En efecto, asumamos que f es una funcién localmente integrable tal
que
Ty = dp.

Para cada € > 0, sea ¢. € D(R™) con soporte en B(0;¢),0 < ¢. <1lyop. =1
en B(0;¢/2), tenemos garantizada la existencia de dicha funcién gracias al
Corolario 1.1.7. Luego,

(50(¢5) = 1, Ve > 0.

Sin embargo, por otro lado tenemos la siguiente desigualdad,

o) = [ gode= [ goudrs [ sl
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y entonces dp(¢.) — 0 cuando € — 0, por la integrabilidad local de f, y tene-
mos una contradiccién. Deducimos que la distribucion de Dirac no proviene
de una funcién localmente integrable.

1.2. Operaciones con distribuciones.

En esta secciéon nos centraremos en las operaciones mas comunes que
podemos realizar con distribuciones, que seran las que necesitaremos poste-
riormente.

Comencemos recordando la notacién de L. Schwartz de multi-indice.

Definicién 1.2.1. Sea z € R™ con coordenadas (z1, ..., z,). Un multi-indi-
ce es una n-tupla

a=(ag,..nan), @ >0 el Vil<i<n.

Denotamos:
lal = aq + ... + a,
al =oq! .Lay!,
=zt 2%, xeR™M

Definicién 1.2.2. Diremos que dos multi-indices a y § cumplen o < 5 si
a; < f;, para todo 7 : 1 < i < n. Finalmente denotemos

olal

D = —(/——.
a1 o
Ox{"... x&n

Veamos ahora como se define la derivada de una distribucion. Sea
T € D(R). Si T = Ty, con f una funcién C', entonces es obvio que
/" € Li,.(R). Entonces, para ¢ € D(R) tenemos lo siguiente

Generalizando lo anterior, definimos para cualquier T € D'(R),

T'(¢) = =T(¢'), ¢ € D(R).

Es claro que 77 € D'(R). Ya que, si ¢,, — 0 en D(R) entonces, ¢!, es también
una sucesion en D(RR) convergente a 0. Luego T"(¢,,) = —T(¢!,), que converge
a 0. Esto demuestra que, efectivamente, 77 € D'(R).

Podemos iterar el proceso de derivacion y obtener lo siguiente

TW(¢) = (=1)*T(¢™).

Si 2 C R™ es un abierto, podemos definir de forma general:
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Definicién 1.2.3. Sea v € IN" un multi-indice y 7' € D’(Q2). Definimos la
distribucién D*T" como

DT(¢) = (1) T(D*¢), V¢ € D(Q).

Observacién 1.2.4. No es dificil comprobar que si T' € D’(€), entonces se
tiene que DT es una distribucién en €2 para cualquier multi-indice o € IN™.
Veamos que si {¢n}n>1 C D(Q) y ¢ € D(2) son tales que ¢, — ¢ en
D(Q) entonces se tiene que D*T(¢,) — D*T(¢) en D'(Q). En particular,
D%¢, — D% en D(Q2). Asi, como T € D'(Q2), se tiene T(D*¢,,) — T(D¢),
es decir,
DT (¢n) — DT(9).
Con lo que se demuestra que DT € D'(Q2).
[lustremos mejor el concepto de derivada de una distribucién con un ejemplo.

Ejemplo 1.2.5. Consideremos la distribucién de Dirac J; en R
do
dx

que es de nuevo una distribucion.

(¢) = =¢/(0),

Ejemplo 1.2.6. Consideremos la funcién de Heaviside en R

1, x>0,

H(z) = {o z<0.

Como es localmente integrable, entonces define una distribuciéon. Denotemos
la distribucién que define por T. Sea ¢ € D(R). Entonces,

dd%@) Ty (%) _ —/OOO %dx — 6(0) = o(9).

Con lo que tenemos que

dTy

dx
Observacién 1.2.7. Estos ejemplos anteriores muestran algo interesante, si
una funcién localmente integrable tiene derivada en el sentido clasico, y esta
es localmente integrable, ;cudl es la relacion entre la derivada distribucional
y la derivada clasica? El ejemplo precedente muestra que no tienen por qué
coincidir. La funcién de Heaviside es diferenciable, salvo en x = 0, con deriva-
da nula, lo que generaria la distribucién nula, pero la derivada distribucional
es la distribucién de Dirac.

- (50.
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Otra operacion importante en las distribuciones es la multiplicacion
por funciones de C*. Sean 2 C R"™ un conjunto abierto y {¢m}m>1 una
sucesién en D()) que converge a 0. Por la formula clsica de Leibniz para
funciones infinitamente diferenciables, es facil ver que ¥¢,, — 0 en D(Q2), con
1 € C(Q). Por eso, para cualquier distribucién T, tenemos que T'(¢¢,,) — 0
en R.

Definicién 1.2.8. La operacion definida por

¢ = T(We), ¢e€D),

para una funcién ¢ € C*(Q2) fijay T € D'(Q)), define una distribucién. La
denotaremos por T

De este modo,

(WT)(¢) =T(v9), ¢ € D(Q).

Observaciéon 1.2.9. Si T' = T entonces Y1' = Ty;. La multiplicacién por
una funcion de C* extiende la nocién usual de la multiplicaciéon de dos fun-
ciones.

Observacién 1.2.10. Las reglas del calculo se siguen manteniendo. Por
ejemplo, sean » € C*(R) y 7" € D'(R). Sea ¢ € D(R). Entonces,

oo -on (5) -7 ()

-1 (gwa) +1 (o)

= (@D%*‘% ) (¢)-

Esto proporciona la regla del producto,

Ly T 0
%(@DT)—Q/JCZ +da;

Esto se puede generalizar de la siguiente forma:

Teorema 1.2.11 (Férmula de Leibniz). Sean Q2 C R" un conjunto abier-
to, 1 € C*(Q), T € D'(Q). Entonces para cualquier multi-indice «,

(YT = Z e D5¢DO‘ .

B<a



20 CAPITULO 1. RESULTADOS PREVIOS.

Demostracion. La demostracion del resultado sale facilmente por induccién.

]

Pasemos a definir el concepto de convergencia en D'(§2):

Definicién 1.2.12. Diremos que una sucesién de distribuciones {7, }m>1
converge a una distribucién 7', si para cada ¢ € D((2), se tiene:

Tn(¢) = T(9).
Observacion 1.2.13. El espacio de distribuciones D’(€2), es un espacio dual.
El anterior concepto de convergencia es el que corresponde a la topologia
débil.

Veamos que la derivacién es un operador continuo en D'(2). Se tiene:
Teorema 1.2.14. Sea {T,,}m>1 C D'(Q) una sucesion tal que T,, — T en
D'(Q2). Entonces para cualquier multi-indice o € N, tenemos que D*T,, —
DT en D'(Q2).

Demostracion. Sea ¢ € D(S2). Entonces,
(D°Tn)(¢) = (=1)" T (D¢) — (-1)*IT(D*¢) = DT ().
m

Ejemplo 1.2.15. Sea {p.}.~o la sucesion de funciones regularizantes, defi-
nida en el ejemplo 1.1.3. Veamos que p. — &y en D'(R"™) cuando € — 0. Sea
¢ € D(R™). Entonces se tiene,

| pote)de=w [ oo (j—H) dr
=k | ¢(ey)exp <_—1> dy

R 1=yl

=00+ [ (o) — o) exp (=1 ) o

Ahora como ¢(gy) — ¢(0) — 0 puntualmente, y gracias al Teorema de la
Convergencia Dominada, la ultima integral converge a 0 cuando € — 0.
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1.3. Convolucion de funciones.

En esta seccién comentaremos cémo se define la convolucién de funciones
y algunas de sus propiedades mas importantes. Enunciaremos también, un
importante resultado de densidad en cuya demostracién juega un papel muy
importante la convolucion.

Definamos antes de empezar, los espacios LP(£2) con sus respectivas nor-
mas.

Definicién 1.3.1. Sip € [1,00), tenemos
LP(Q)) = {u : 2 — R medible | / |ulP dx < oo} .
)

Si p = oo se tiene:
L>*(Q) = {u: Q — R medible | 3C > 0 tal que |u(x)| < C e.c.t Q}.

Definicién 1.3.2. Definamos la norma asociada a dichos espacios. Si p €
[1,00), tenemos que

1/p
fulley =y = ( [ aPac) ., vue @)
Q
Y sip = oo,
|l oo () = |tlosoo = ME{C > 0: Ju(z)] < C ect Q}.

Observacién 1.3.3. Los elementos de LP(§2) no son funciones sino clases
de funciones: dos funciones iguales salvo en un conjunto de medida nula se
consideran la misma.

Definicién 1.3.4. Sean f,g € L'(R"), para z € R", se define la convolu-
cion entre f y g como la integral,

frg(z) = flz—y)g(y) dy. (1.2)

R”

Veamos que la convolucién de funciones de L'(IR™) estd bien definida. Se
tiene:

Proposicion 1.3.5. La convolucion de funciones estd bien definida. Ademds
se tiene la siguiente desiqualdad

lf *glire <|flirrlglimn-
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Demostracion. Dicha integral esta bien definida, ya que la funcion

F(z,y) = f(x —y)g(y), =,y€R",

es medible en el espacio producto R} x Rj. Por el teorema de Fubini y
la propiedad de traslacion invariante de la medida de Lebesgue, se tiene lo
siguiente,

| Fawldsay = [ lewldy [ 1= plde

f|17Rn < +OO

= |9|1,1R"
O

Veamos algunas propiedades que cumple la convolucién de funciones que
nos seran de utilidad méas adelante.

Teorema 1.3.6. La convolucion es una operacion binaria conmutativa y
asociativa en L'(R™).

Demostracién. Sean f,g € L'(R"). Entonces,
(f*g)(x) = . fle=y)gly) dy = . f(2)g(z = 2)dz = (9 f)(x),

usando el cambio de variable z = x — y. Esto prueba la conmutatividad.
Veamos ahora la asociatividad. Si f, g, h € L*(R"), entonces usando el cambio
de variable z =t — y y aplicando el teorema de Fubini, se tiene,

(Fxa) s i) = [ (Fxa)a=nhin)dy
. flz—y—2)g(2)h(y) dzdy
SR /R o(t — y)hiy) dydt

n
Y

= flz—1t)(g=h)(t)dt

Ry
= (f = (gxh))(x).
La igualdad anterior prueba la asociatividad de la convolucién. Esto demues-
tra el resultado. O

Antes de demostrar el siguiente resultado sobre las propiedades de la
convolucion, enunciemos un resultado que emplearemos en la demostracion.
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Teorema 1.3.7 (Teorema de representaciéon de Riesz). Sean 2 C R”,
un abierto no vacio, yp € [1,00). Sea p € LP(Q) (dual topolégico de LP(S)).
Entonces existe un unico u € LP (Q) (p' exponente conjugado de p, i.e, % +
1% = 1) tal que

(o, ) = /Q ufde, VYfeLP(Q).

Ademds se verifica
”UHLP’(Q) = [lellze@y-

Observacién 1.3.8. El teorema anterior expresa que toda forma lineal con-
tinua sobre LP(2), con 1 < p < o0, se representa por medio de una tnica
funcién de L¥ (). La aplicacién ¢ — u, es un operador lineal isométrico y
sobreyectivo que permite identificar el dual de LP(£2) con L¥'(£2).

Observacién 1.3.9. El Teorema 1.3.7 no es cierto para el caso p = oo, i.e.,
L=(Q) # L),
vease [2]. De hecho, L>(2) no es reflexivo ni separable.

La Proposicién 1.3.5 se puede generalizar en el siguiente sentido:

Teorema 1.3.10. Seanp € [1,00], f € L'(R") y g € LP(R™). Entonces fx*g
estd bien definida y ademds, f g € LP(R™) cumpliendo que

1f * glleo@my < 1 f Il @mllglle @n).- (1.3)

Demostracion. El caso p = 1 corresponde a la Proposicién 1.3.5. El caso
p = oo es trivial. Por tanto, consideremos p € (1,00). Sea p’ el exponente
conjugado de p, es decir, 1/p+1/p’ = 1. Sea h € L” (R"), entonces la funcién

(z,y) € R" x R" = f(z —y)g(y)h(z) € R,

es medible y se tiene lo siguiente,

[ [ 1= ey = [ pia) [ 156 - gl dyds

R7 R2

= [ @l [ 150 = oldeds

- /R? £0) (/R o)lgte ~ 0 dr) dt

< 1Al gy 91l 2o gy 11| 2 ey < 400
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donde hemos usado la desigualdad de Holder y el hecho de que, por la tras-
lacién invariante de la medida de Lebesgue, g(z) y g(xz — t) tienen la misma
norma en LP(RR™). Entonces por el teorema de Fubini,

/ W) e — y)g(y) dy,
R

n
Y

existe al menos para todo x y podemos elegir h # 0, de donde deducimos
que f x g definida por (1.2) estd bien definida. Ademas,

h — (fxg)hdx € R,

]Rn

es una forma lineal y continua en LP (R") cuya norma estd acotada por
9|l e rmy || f1| 22 (mn)- Por el teorema de Representacion de Riesz, se tiene que
f*ge LP(R™) y (1.3) se cumple. Esto concluye la prueba del teorema. [

Observacion 1.3.11. La desigualdad (1.3) es un caso particular de la des-
igualdad de Young. Sean 1 < p, p/, r < oo tal que

(1/p)+ (1/p) =1+ (1/r).
Si feLP(R")yge LY (R"), entonces f xg € L"(R") y

1S * gllzrmy < N gl o ey
Podemos encontrar una demostracién de este resultado en [1].

Observacién 1.3.12. Si f es una funcién continua en R™ y g es continua con
soporte compacto, de nuevo la integral (1.2) tiene sentido. Entonces en este
caso también usamos (1.2) para definir la convolucién fxg. Mas generalmente,
si f1, ..., fr son funciones continuas en R”, tal que al menos una de ellas tiene
soporte compacto, entonces podemos definir de nuevo f; *...* f considerando
las funciones que siguen (por ejemplo):

J1* (f2 * '--(fk—l * fk))

Observamos que el orden de la convolucién no es importante, por las propie-
dades de conmutatividad y asociatividad que hemos probado antes.

El siguiente resultado demuestra que, al menos un elemento de cada
paréntesis tiene soporte compacto. Definamos antes la nocién de soporte
compacto de una funciéon medible.
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Definiciéon-Proposicién 1.3.13. Sea f una funcién definida en 2 con va-
lores en R. Se considera la familia de todos los abiertos {w; }icr, w; C € tales
que para cada i € I, f = 0 c.p.d en w;. Se define w = J,; w;, entonces f = 0
c.p.d en w. Luego diremos que el soporte de f es Q \ w.

Demostracion. No es evidente que f = 0 c.p.d. en w, ya que la familia I no es
numerable. Sin embargo, la demostracion se puede reducir al caso numerable
mediante el siguiente procedimiento:

Sea (K,),>1 una sucesién de compactos tales que w = |, K,,. Tomar,
por ejemplo, K, = {z € w: dist (2, R" \w) > < y |z] < n}.

Se sigue que para cada n, K, esta recubierto por un nimero finito de w;.
Sea K, C [J;e; wi con K, NI finito. Poniendo J = |J,, K, (J es numerable),
se tiene w = |J,c; wi. Como f = 0 c.p.d. en w;, se concluye que f = 0 c.p.d.
en w. [

Proposicién 1.3.14. Sean f € L'(R") y g € LP(R™). Entonces

sop (f *g) Csop (f)+sop (g).

Demostracion. Sea x € R" fijo, tal que la funcion y — f(z — y)g(y) sea
integrable. Se tiene

(fxg)@)= | flz—y)gly)dy= / [l =y)g(y) dy.
R" (z—sop (f))Nsop (9)
Hagamos la prueba del siguiente hecho, lo que probaria el resultado:

z ¢ sop (f) +sop (9) = (f*g)(z) =0 cpd.

Supongamos que z & sop (f) + sop (g), entonces (z —sop (f)) Nsop (g) =0
y (f *xg)(x) = 0. Por tanto

(f+9)(x) =0 cpd en sop (f)+sop (9),

y en particular se tiene lo siguiente,

(f*xg)(x)=0 c.p.d en int(sop (f)+sop (9)).

En consecuencia, sop (f*g) C sop (f) +sop (g). Esto finaliza la prueba. O

Una propiedad importante de la convolucién es que tiene efecto regula-
rizante sobre las funciones. Mas precisamente, tenemos el siguiente resultado
que lo refleja.
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Teorema 1.3.15. Sean f € C°(R") y g € L'(R™) con sop g compacto,
entonces si una de ellas es C*, fxg es C™.

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que f € C*(R"). Es
suficiente para probar el resultado, ver que

0 0
a@(f*g):((?aj;)*g, Vi:l<i<n. (1.4)

(i) Veamos que fx*g es una funcién continua en R"™. Consideremos h € R",

|<f*g)(x+h)—(f*g)(x)|§/ @t h—y) — fz—)llgly)] dy.

n

Es suficiente considerar la integral anterior sobre K = sop ¢ que, por hipote-
sis, es compacto. Asi para un x fijo, el conjunto

r—K={r—y|ye K},

es compacto y entonces f es uniformemente continua en K. Por tanto, dado
e > 0 existe n > 0 tal que si |h| < n entonces |f(x —y+h) — f(x —y)| < e.
Entonces el integrando esté acotado por £|g(y)| (que es integrable) y tiende
a 0 cuando h — 0. Esto demuestra que (f * g)(x + h) — (f * g)(x) cuando
h — 0 y entonces f * g es continua.

(ii) Probemos ahora (1.4). Sea e; = (0,...,1,...,0), donde el 1 estd en la
posicion i-ésima. Entonces,

9 ([ xg)(w+hei) — (f * g)(x)
(%i(f*g)(l“) = lim 7

De nuevo, si K = sop (g), tenemos

(F )+ he) = (Fx o))l = [ (Fo+hes =) = fa = n)alo) dy

-,

es continua y por tanto estd acotada en el

af

)

Sl

gg‘i ((z —y) + Ohe;)g(y) dy.

con 0 < 8 < 1. De nuevo

€

compacto K. Luego, cuando h — 0, el integrando converge a (x—1)g(y).
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Y el resultado se concluye aplicando el teorema de la Convergencia Dominada
de Lebesgue. Hemos probado entonces lo siguiente,

0 L of
8xi(f*g)_(63:i

% q).

Esto finaliza la prueba. ]

Observacién 1.3.16. Si «a es cualquier multi-indice, g es una funcién con-
tinua con soporte compacto y f es una funcion de C*°, entonces se tiene lo
siguiente

D(f * g)(x) = ((Df) * g)().

Como conclusién del resultado anterior, sabemos que la convolucién con
una funcion de C* produce una funcién de la misma regularidad. Este re-
sultado junto con la serie de funciones consideradas en el ejemplo 1.1.3 nos
proporciona una técnica que se usa para probar varios teoremas de densidad.
Enunciemos varios resultados que nos seran de utilidad.

Lema 1.3.17. Sea f € L, .(Q) tal que

loc

/ fu=0, Yu€el ().
0

Entonces, f =0 c.p.d. en €.
La demostracién de este resultado puede encontrarse en [2].
Teorema 1.3.18. El espacio CJ(R™) es denso en LP(Q)) para 1 < p < oo.

Demostracién. Sabemos que CJ(€2) es denso en L'(Q). Supongamos entonces
que 1 < p < co. Para demostrar que CJ(2) es denso en LP() es suficiente
comprobar que si h € LP'(Q) verifica

/ hudr =0, Yu € CJ(Q),
Q

entonces h = 0. Pero h € L} _(Q2), ya que

loc
/ |h1K|de’ < |h|p/7Q|K|1/p < 00,
Q

y entonces podemos aplicar el Lema 1.3.17 para concluir que h = 0 c.p.d. [

Proposicién 1.3.19. Sea f € C°(R"). Entonces p, * f — [ uniformemente
sobre todo compacto de R™, donde p, es una sucesion reqularizante.
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Demostracion. Sea K C R™ un compacto fijo. Para todo ¢ > 0 existe § > 0
(dependiente de K y de €) tal que

lf(x—y)— f(x)|<e VeeK, Yye B(0;6).

Se tiene
(o x D)@ = @) = [ 1 =) = F@)put) dy
= / [f(z = y) = f(@)]paly) dy.
B(0;1/n)

Y entonces, para n > % yze K,

(o * f)(x) — f(a)] < s/ o = €.

n

Esto concluye el resultado. O

Teorema 1.3.20. Sea f € LP(R"), con 1 < p < co. Entonces, p, x f — f
en LP(R™).

Demostracion. Sea ¢ > 0y sea f; € CJ(R™) fija tal que |f — fil,rn < €
(ver Teorema 1.3.18). Por la Proposicion 1.3.19 se sabe que p, * fi — fi

uniformemente sobre todo compacto. Por otra parte, se tiene (ver Proposicion
1.3.14):

1
sop (pn * f1) C B(0; ;) +sop f1 € K, K compacto fijo.

Por consiguiente se deduce que

n—oo

‘pn*fl _fl‘p,]R" — O

Finalmente, se escribe

pox [ == lpnx (f = fOl + lonx fr = A+ [F =[],

de donde resulta que

o * [ = florn < 2[f = filpre + |pn * f1 = filpwe,
en virtud de la Proposicién 1.3.5. Se tiene entonces

limsup |pn * f — flpre < 2¢, Ve >0,

n—oo
e
lim |p, * f — flprn = 0.
n—oo

Esto concluye la demostracion del resultado. O
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Como corolario de estos resultados podemos enunciar el siguiente teorema
de densidad.

Teorema 1.3.21. Sean 1 < p < oo y 2 C R", un abierto no vacio. Entonces
D(Q) es denso en LP().

Demostracién. Sean f € LP(Q),e >0y fi € CJ(Q) tales que

Se considera la funcién f; definida por

T _ fl(x)7 SiZL‘GQ,
fl(x)_{o, size R\ Q.

De modo que f; € LP(R") y |pn * f1 — filpre — 0 (por el Teorema 1.3.20).
Por otra parte,

— 1
sop (pn * f1) C B(0; =) 4+ sop f1 C Q para n, suficientemente grande.
n

Sea u, = (pn * f1)|o. Entonces, para n suficientemente grande, u, € C3(Q) y
ademads, |u,— fi|p. — 0. Asi, para n suficientemente grande, |u,, — f|, o < 2e.
Esto concluye el resultado. ]

Observacién 1.3.22. La técnica de regularizacion por convoluciéon + trun-
camiento fue introducida por Leray y Friedrichs.
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Capitulo 2

Definicion y propiedades
basicas de los espacios de
Sobolev.

En este capitulo definiremos los espacios de Sobolev y estudiaremos algunas
de sus propiedades bésicas. A partir de ahora, €2 serd un conjunto abierto no
vacio de R™ y 0f2 su frontera.

Definicién 2.1. Sean m > 0, un entero, y 1 < p < oo. El espacio de
Sobolev W™P(Q) se define por

WmP(Q) ={u e LP(Q) | D € LP() V|a| < m}.

Observacién 2.2. En otras palabras, W™P(Q) es el espacio de funciones
en LP(Q) tal que todas las derivadas distribucionales hasta orden m estdn
también en LP(2). Consideramos las derivadas distribucionales ya que no
podemos olvidar que estamos trabajando con clases de funciones.

Observacién 2.3. Claramente W™P()) es un espacio vectorial. Le asocia-
mos la siguiente norma, para 1 < p < oc:
1/p 1/p

(R ——— Z/Q|Dau|pda: = > IDufgds| ,  (21)

la|<m la|<m
y sl p = 00,
6] m,00.0 = Max | DYoo -
|a|<m
Observacién 2.4. Otras normas equivalentes a la anterior son:
1
lulpa = D 1D%ulue

laj<m

31
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[l = mix Dl

Notacion.

1. El caso p = 2 juega un papel especial. Estos espacios serdn denotados
por H™(Q2). Entonces,

H™(Q) = W™2(Q).

2. A veces usaremos como seminormas, las que consisten en las normas
de las derivadas de mayor orden en LP(€2). Las denotaremos por |- |, , o
Esto es, para u € W™P(Q) tenemos, si p < 0o

1/p

|u|m,p,Q - Z ||Dau||1£p(9) s

|lal=m

y sl p = 00,
U] m.00.0 = Max | D% .
la)=m

3. Podemos considerar de forma natural el espacio LP(€2) como un caso
especial de espacio de Sobolev cuando m = 0, es decir, cuando no
tenemos en cuenta las derivadas.

Definicién 2.5. Los espacios H™(f2) tienen un producto interno natural
definido por

(U, V)0 = Z / DuD%vdx, para u,v € H™(Q).
|a| <m

Este producto interno proporciona la norma dada por la férmula (2.1) cuando
p =2

Veremos que la siguiente aplicacion

ou ou

Lr(Q) _ _
ue WHP( )%(u,axl,...,axn)

€ (L)), (2.2)

es una isometria de W1P(Q) en (LP(Q))""! si dotamos al tiltimo espacio con

la norma, si p < oo
n+1 1/p
b= (31w
i=1
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y sip=o00
Jull = 1523% |i]0,02-

Esta isometria es importante, la usaremos en la prueba del resultado si-
guiente. Antes de enunciarlo, recordemos la definicién de espacio de Banach
reflexivo.

Definicién 2.6. Sea F un espacio de Banach y sea J la inyeccién canénica
de E en (E'). Se dice que E es reflexivo si J(E) = (E').

Teorema 2.7. Para cada 1 < p < oo ym > 1, el espacio W™P(Q) es un
espacio de Banach. St 1 < p < 0o, es reflevivo y si 1 < p < 00, es separable.
En particular, H™(Q)) es un espacio de Hilbert separable.

Demostracion. Sea m > 1 y consideremos
Np=#{aeN":|a| <m} y X =LP(Q) .
X es un espacio de Banach con la norma:

p=00:|F|x = max |Fy|e0.0,
|| <m

1/p

p<oo:||Fllx=1| > |Flg

laj<m

Ademads, X hereda las propiedades de separabilidad y reflexividad de LP(£2).
Ahora, consideramos el operador lineal

L:ueW™(Q) = L(u) = (DU)ja)<m € X.

Esta claro que L conserva normas (luego, L es inyectivo). Ademsds, si lla-
mamos Y = L(W™P(Q)) C X, entonces Y es un subespacio vectorial de X

y
L:Wm™(Q) =Y

es una biyeccién. Probemos que Y es, en realidad, un subespacio vectorial
cerrado de X. Esto daria la prueba, pues L serfa una isometria entre WP ()
e Y. Para ello, fijemos una sucesion {ug }r>1 C W™P(Q) tal que {L(ug)}r>1
satisface L(uy) — (ta)ja|<m en X. Deducimos que

D%y, — uy en LP(Q), Va e N":|a| < m.
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En particular, si 1 < |a] < m,
ur — ug en LP(Q) y D%uy, — u, en LP(Q).
La anterior convergencia implica
up — ug en D'(Q) y D*uy, — u, en D'(Q).
Deducimos que D*uy — D%uy en D'(Q2) y, por tanto,
Uy = D%y, Va:1<|al <m.

Asi (ua)jaj<m = L(uo) y L(ux) = L(ug) en X. Concluimos que Y es cerrado
y el resultado. O

Observacién 2.8. Recalcamos que estamos trabajando con funciones del
espacio LP(£2), espacio que esté formado por clases de equivalencia de funcio-
nes. Entonces, si se dice que “u es una funcién continua” en LP(€2) en realidad
significa que existe un representante unico de la clase de equivalencia de u
que es continuo.

Vamos a probar un resultado que caracteriza al espacio W1P(I) donde
I C R es un intervalo abierto.

Teorema 2.9. Sea I C R un intervalo abierto y sea uw € W'P(I) con p €
[1,00]. Entonces, u es una funcion absolutamente continua en I.

Demostracion. Sea xy € I, definamos

u(z) = /:B: u'(t) dt,

dicha funcién por definiciéon es absolutamente continua en I. Entonces la
derivada clésica existe c.p.d. y coincide con u’, que es también la derivada
distribucional. Asi, en el sentido de las distribuciones tenemos,

(u—1u) =0,

es decir, u — uw = ¢, donde ¢ € R. Entonces se tiene que u = u + ¢ y, por
tanto, u es una funciéon absolutamente continua. O

Se puede deducir una importante propiedad de W'?(I) del teorema an-
terior, cuando I es un intervalo acotado y p € [1, 00].

Proposicién 2.10. Sean I = (a,b), con a,b € R tal que a < b, y p € (1, q].
Entonces, la aplicacién i : WHP(I) — C(I) es un operador compacto.
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Demostracion. Siu € WHP(I), podemos escribir

uw(z) = ula) + /1‘ u'(t) dt. (2.3)

Entonces por la desigualdad de Holder, si p’ € [1,00) es el exponente conju-
gado de p, se tiene lo siguiente

u(a)| < [u(@)| + ||yl — a7,
Integrando se llega a: (aplicando de nuevo la desigualdad de Holder)
u(a)] < Clulpr + [']p.r) = Clluflipr, (2.4)

donde C' > 0 es una constante independiente de w. Ahora usando (2.3) y
(2.4) se deduce para cualquier z € [

lu(z)] < Cllullipr, C >0, independiente de u. (2.5)
Sea B la bola unidad en W1?(T). Entonces,
B ={ueW(I) | |lulipr <1}

Se sigue que, si i : WP(I) — C(I) es la inclusién (que se estableci6 en el
Teorema 2.9 y que es continua por la desigualdad (2.5)), entonces B = i(B)
es un conjunto uniformemente acotado en C(I). De nuevo si x,y € I, por
(2.3), tenemos

[u(@) = u(y)| < [l = yI"" < Jlulliprlz —y'7,

de donde se sigue que B es equicontinuo en C(I). Del teorema de Ascoli-
Arzela, concluimos que B es un conjunto relativamente compacto en C(I).
Luego se concluye la prueba del resultado. [

Observacién 2.11. El teorema anterior no es valido en el caso p = 1.
Veremos més adelante que WH(I) — LI(Q), Vq € [1,00).

Observacién 2.12. En la prueba del teorema anterior, si p = 0o, tenemos
que p’ =1, luego proporciona:

(@) —u)] < W]eslz —yl, zy el

En particular, u es una funcién globalmente Lipschitz en I (no es necesario
que I sea acotado). En relacién a este punto, si  C R"™ es un abierto no
vacio, veremos en los capitulos posteriores que W1 (Q) = C%(Q). El espacio
C%1(Q) estd formado por las funciones continuas, globalmente acotadas y
globalmente Lipschitz en €).
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Esta es una propiedad importante de los espacios de Sobolev que se es-
tudiard en detalle en los proximos capitulos.

Definicién 2.13. Sea m > 1, un entero, y p € [1,00). Definimos el espacio
Wy"?(Q) como

W(’)m,p(Q) — D(Q>”Hm,p,0 )

Observacién 2.14. WJ""(Q2) es un subespacio cerrado de W™F(Q) y sus
elementos pueden ser aproximados con la norma de W™P()) por funciones
C* con soporte compacto.

En general, este es un subespacio propio de WP (), excepto en casos
particulares de abierto €2. Ese es el caso de {2 = R", como veremos a conti-
nuacion.

Teorema 2.15. Sea 1 < p < o0. Entonces para cualquier entero m > 0,
WmP(R") = W™ (R").

Demostracion. Veremos los detalles para el caso m = 1. Tenemos que probar
que si u € WIP(R"), entonces existe una sucesiéon {¢y }r>1 C D(R™) tal que
o — u en WHP(R™).

Paso 1. Si u € WH'P(R"), entonces u * p. € C®(R") y se tiene que
D*(u * p:) = D % p. = ux D%, para cualquier multi-indice a. Por el
Teorema 1.3.20, ux p. — u'y D¥(u* p;) = p- * D*u — D*u en LP(R™). Por
tanto, u * p. — u en WHP(R").

Paso 2. Sea ¢ una funcién en D(R") tal que 0 < ¢ < 1, ( = 1 en
B(0;1) y sop ¢ C B(0;2) (funcién truncante). Consideramos la sucesién
{¢k}e>1 € D(R™) definida por

Ck(z) = C(z/k).

Sea {e}r>1 C (0,00) tal que g — 0. Fijemos uy, = p., * u. Entonces uy €
C*®(R™) y up — u en WIP(R™) por el primer paso. Ahora, definamos ¢, €
D(R™) por

Ou(x) = QGe(@)up ().
Veremos que ¢, — u en WHP(R™), lo que completard la prueba del resultado.
Como ¢}, = 1 en B(0; k) tenemos que uy, = ¢ en B(0; k). Asi,

1/p 1/p
[t = Galyn = ( /| BCCE qsk(m)wdm) <> ( / e dx) |
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ya que |¢g| < |ug|. La dltima integral tiende a cero cuando k — oo, ya que
ur — uw en LP(R™). Entonces se tiene ¢ — u en LP(R™). De forma andloga,
como tenemos que

Od,  Ouy,

&’ci N aﬂ:i’

a¢k _ ou o
que arriba. Entonces ¢ — u en WHP(R™), que era lo que querfamos probar.

Esto concluye la demostracién. ]

en B(0; k), obtenemos

n LP(R™) usando el mismo argumento

Como ya hemos visto cuando p = 2, escribiremos H{'(2) en lugar de
m,2
Wy"*(Q) y entonces tendremos

HP(R") = H™(R").
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Capitulo 3

Aproximacion por funciones de
C>°. Teoremas de Prolongacion

En este capitulo probaremos ciertos resultados de densidad y algunas
consecuencias de los mismos. También incluiremos teoremas de prolongacion
de funciones de W1?(Q) a R"™. En todo el capitulo,  C R" es un abierto no
vacio.

3.1. Aproximacién por funciones regulares.

En esta seccion probaremos ciertos resultados que nos proporcionaran
una aproximacién de las funciones de W?(Q) por funciones muy regulares.

Comencemos probando un resultado de aproximacion por funciones de
D(R™) con convergencia débil en el espacio W1P(Q).

Teorema 3.1.1 (Friedrichs). Sean 1 < p < 0o y u € WP(Q). Entonces,
ou,,

existe una sucesion {um m>1 en D(R™) tal que u,, — w en LP() y

ou

(’9xi Qf
A —

un conjunto relativamente compacto tal que ) C Q).

€T; 1

en LP(Q) para cada 1 < i < n y para todo ' CC Q (es decir, ) es

Demostracion. Paso 1. Consideremos la familia de funciones regularizantes
{pe}eso y sea @ la prolongacién de u por cero fuera de Q2. Entonces p.*xu — @
en LP(R™) (como se probé en el Teorema 1.3.20) y eso conlleva que p.*u — u
en LP(92).

Sea i : 1 < i < n. Sea  un conjunto relativamente compacto en €2, es
decir, ' es un conjunto compacto tal que ' C Q. Entonces, dist (€', 09Q) >
0. Sea pues, € mas pequeno que dicha cantidad. Entonces es claro que para

39
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x € () se tiene
pe x U(x) = pe x u(x),

y entonces

8(12 (pe %) = pe * g_;i en Q' y ail (pe x ) € LP(Q/>7

ya que Y e LP(Q') (por el Teorema 1.3.10). Luego, de ahi se sigue que

81’2‘
0

—(p xu) — T en LP(Y) (de nuevo por el Teorema 1.3.20) y entonces
;" oz,

(2
pe * U — u en WHP(QY),
Paso 2. Por el paso anterior podemos construir (eligiendo una sucesién
{em}m>1 tal que €, — 0) una sucesién v, = p.,, * U satisfaciendo

vy,

R ou

Um — u en LP(Q) o5
U 'Ii

en LP(QY), VQ cc Q.

Ql

Ahora, si {(n}m>1 es la sucesién de funciones truncantes, (vedse en el paso
2 de la demostracién del Teorema 2.15), entonces u,, = (U, estd en D(R™)
Y {Um}m>1 tiene las mismas propiedades de convergencia que {vy,}m>1, €s
decir,

ou ou
m LP (2 i Py, v Q.
U, — U €n ()yﬁxi Q/—>axiﬂlen (Q, cC
Esto concluye la prueba del teorema. O]

Observaciéon 3.1.2. En el resultado anterior, las derivadas convergen tinica-
mente en los conjuntos relativamente compactos. Hay ejemplos de conjuntos
abiertos donde la convergencia de las derivadas no se alcanza en el conjunto
completo.

Como consecuencia del Teorema 3.1.1 podemos deducir:

Proposicién 3.1.3 (Derivaciéon de un producto). Sean Q2 C R" un abier-
to, u € W(Q) y v € W' (Q), con p,p € (1,00), siendo p' el exponente
conjugado de p. Entonces, uv € WH(Q) y

0 ou v

en 2, 1=1,...,n. (3.1)

Demostracion. Como p,p’ € (1,00) y p' es el exponente conjugado de p, la
desigualdad de Holder implica uv € L'(Q2). Veamos la férmula de la derivada.
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Por el Teorema 3.1.1 tenemos garantizada la existencia de {w,, }m>1, {Um }m>1 C
D(Q), tales que
U — U, Uy — v en LP(Q),

Ouyy, R ou ov,, R ov
Sea ¢ € D(Q) y ¥ cC Qtal quesop ¢ C Q' C Q' C Q. Como las aplicaciones
bilineales

en LP(Q), VvQ' cc Q.

b : (w,2) € LP(Q) x LV (V) — N w(x)z(z)p(x)dr € R

b : (w,z) € LP() x Lp/(Q/) — w(w)z(z) 09

Q ZT;

(x)dx € R,
son continuas y tenemos que

9 Oum Ovm

es decir,

a¢ (?um a'Um
—/, umvma—xi dr = /Q/ 8_1’¢Um¢dx+ /, uma—miqﬁda:,

podemos tomar limite y probar

_/, w? dx:/, auvgbdx+/luav¢d$> Vo € D(9).

Esto demuestra la férmula (3.1). De nuevo Hélder proporciona que 5 (uwv) €
T
L'(Q). Asi se concluye la prueba del resultado. O

Otra consecuencia que podemos extraer del Teorema 3.1.1 es la siguiente:

Proposiciéon 3.1.4 (Férmula del Cambio de Variable). Sean 2 y
dos abiertos de R™ y sea H : ' — Q una aplicacion biyectiva, x = H(y), tal
que

Hecl(Q), H'ecC'(Q), JacHcL®C), JacH*'eL>®Q).
Sea u € WHP(Q), entonces uo H € WHP(QY) y

S H)(y) = > S () 5,

(y) Vi=1,..,n
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Demostracion. Cuando 1 < p < oo, se elige una sucesion {uy, }m>1 C D()
tal que u,, — u en LP(Q) y Vu,, — u en LP(w)", con w CC 2. Entonces
UmoH —uoHen LP(Y)y

Uy, 0H; ou OH, / / /
H H LP Q.
(&xi o ) a0, — (83@ o ) 9, en [P(W'), Vw' CC

Dada 1 € D(Y) se verifica

/,(UmOH)axidy__/,;(ami oH) 8yjzﬁdy.

Tomando limite obtenemos el resultado.

Cuando p = oo, se fija un abierto w tal que sop u C w CC ). Entonces
u € WP(w) Vp < oo y se deduce el resultado aplicando lo anterior. O

Describiremos a continuacién una clase de conjuntos abiertos donde es
posible obtener la convergencia de las derivadas en LP(€2).

Definicién 3.1.5. Sea (2 un conjunto abierto de R". Un operador de pro-
longacion P de W'(Q) es un operador lineal continuo,

P WhP(Q) — WHP(R™)
tal que Pulq = u para cada u € WP (Q).

Observacién 3.1.6. Del hecho de que P sea un operador lineal continuo, se
sigue que
[Pullipge < Cllullipe,

donde C' > 0 es una constante. Esta, en general, solo depende de €2 y p. Por
tanto, podemos considerar W'P(€2) como el espacio de las restricciones a € de
funciones de WP(R"), si Q2 es tal que dicho operador P existe. Una condicién
suficiente para la existencia del operador de prolongacién es la regularidad
de la frontera 0f2, esas consideraciones las estudiaremos mas adelante en este
capitulo.

Teorema 3.1.7. Sean p € [1,00) y Q un conjunto abierto de R™ tal que
existe un operador de prolongacion P : WHP(QQ) — WHP(R™). Entonces,
dada u € WHP(Q) existe una sucesion {uy, tm>1 en D(R™) tal que uy,|q — u
en W1P(Q).
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Demostracién. Sea P un operador de prolongacién. Como P(u) € W1P(R™),
entonces existe una sucesion {u, }»>1 en D(R™) tal que u,, — Puen WH?(R")
(Teorema 2.15). En particular,

Ul — Pulg = u en WHP(Q).
Esto finaliza la prueba O

Como consecuencia del resultado anterior, se tiene:

Corolario 3.1.8. Sean p € [1,00) y Q C R"™ abierto tal que existe P €
L(WP(Q), WEP(R™)), operador de prolongacion. Entonces, el espacio vec-
torial

Dg(R") = {¢: ¢ = dla con ¢ € D(R")},
es denso en W'P(Q).

Observacién 3.1.9. El teorema anterior nos dice que si €2 admite un ope-
rador de prolongacién, entonces los elementos de W1?(€) pueden ser apro-
ximados por funciones de Dg(R™). Sin embargo, un teorema, mas complejo,
de Meyers y Serrin dice que el espacio vectorial C*=(Q) NW1P(Q) es denso en
WhP(Q) cuando 1 < p < oo, para todos los conjuntos abiertos ). Para mds
informacién, se puede consultar el libro [1].

Ninguno de estos resultados es valido para el caso p = oo. Demos un
ejemplo de esta afirmacién:

Ejemplo 3.1.10. Sea 2 un intervalo abierto, por ejemplo (—1,1). Conside-
remos la funcién, definida en dicho intervalo,

0, =<0,
u(z) =
xr, x>0.

Tenemos que u es una funcién absolutamente continua, y su derivada distri-
bucional viene dada por
0, z<0
u/(x) — { Y Y

1, x>0.

Por tanto, u € W*(Q). Consideremos ahora, ¢ > 0y ¢ € C>(Q) tal que
|t — él1,00.0 < €. En particular,

|¢/ - UI|OO’Q < €.

Por tanto, si x < 0, |¢/(z)| <eysixz >0, |¢(z) -1 <eco¢(z) >1—c.
Por continuidad se tiene que |¢'(0)] < ey a la vez |¢/(0)] > 1 — ¢. Esto es
imposible si ¢ < 1/2. Asi, u no puede ser aproximada en W1*°(Q) por una
funcién de C*().



44CAPITULO 3. APROXIMACION POR FUNCIONES. TEOREMAS DE PROLONGACI(

Presentemos a continuacién unas aplicaciones de los resultados de apro-
ximacién probados anteriormente. Antes de ello vamos a introducir un resul-
tado que necesitaremos posteriormente.

Teorema 3.1.11. Sean {f,},>1 una sucesion de funciones en LP(Q2) y f €
LP(Q), tales que |fn — flpo — 0. Sea p € [1,00]. Entonces, existe una subsu-
cesion { fn, ti>1 tal que

fo, = flx), p.ct xeq.

Demostracion. Podemos encontrar una demostracién de este resultado en
[2]. O

Teorema 3.1.12 (Regla de la Cadena). Sea G € C'(R) tal que G(0) =
y|G'(s)] < M para todo s € R, con M > 0. Sea u € W'P(Q), conp € [1,0].
Entonces, la funcion Gou € W'P(Q) y

0 , ou
axl(GOu) - (G Ou)axi7

Demostracion. Como la derivada de G estd acotada por M y G(0) = 0, por
el teorema del Valor Medio tenemos

1<i<n. (3.2)

G(s)| < Mls|, s €R.

Entonces, |G o u(z)| = |G(u(x))] < Mlu(z)| para cada x € Q y eso implica
que Gou € LP(Q), ya que u € LP(f2). De forma andloga tenemos que

(& ou)gu € LP(QQ) para 1 <i <mn, ya que
T
ou ou
/ — / <
‘(G ° u(w)) 8371 ‘ ‘G &'El( >‘ M‘@xz<x> ’

err (Q) se concluye.
Obsérvese que la igualdad (3.2) equivale a

do , ou
/Q(Gou)axidzt——/Q(G ou)aacZ

Asumamos ahora que 1 < p < oco. Entonces aplicando el Teorema 3.1.1

(Friedrichs), existe una sucesion {u, }m>1 en D(R") tal que u,, — u en LP(Q)

Oy, R ou

subsucesion (que seguiremos denotando {u, }»>1) podemos suponer que

y como

Yo € D(Q). (3.3)

en LP(€) para cada ' CC Q. Ademds, extrayendo una nueva

Um(z) = u(x), pct.ozeld
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Sea ¢ € D(R2). Elegimos ' CC Q tal que sop (¢) C €. Como {um}m>1 C
D(R™), podemos aplicar la regla de la cadena usual,

o 0 Oy
/Q(Goum) ¢ _ (Goum)a—i——/l(G/oum)ainqﬁ. (3.4)

ox;  Jo
Ahora, tenemos que G o u,, — G ou en LP()) ya que

|G o Up(2) — Gou(z)| < Mup(x) —u(x)], p.ct. ze,

u,

(hemos aplicado el teorema del Valor Medio). Para probar que (G’ou,,) OL —
T

(G' o u)—u en LP(Q), necesitaremos el Teorema 3.1.11. Analicemos ahora

8$i
la segunda integral en (3.4). Como la sucesion {G'(un,)}m>1 estd uniforme-
mente acotada y G'(u,,) — G'(u), p.c.t. z € €, aplicando el Teorema de la
Convergencia Dominada de Lebesgue, deducimos

G'(um) = G'(u) en LP(Q)

ou ou
/ m /
//(G O Up,) 6xi¢dx_> N (G ou)axiqbdx.

Tomando limites en (3.4) obtenemos (3.3) cuando p € [1, 00).

Si p = oo, fijamos ¢ € D(Q) y elegimos Q' tal que sop (¢) C Q' CC Q.
Entonces como € es relativamente compacto, u € WhH>(Q) implica que
u € WHP(Q') para todo 1 < p < oo. Por tanto, la igualdad (3.3) es vélida.
Esto finaliza la prueba. [

El resultado anterior puede generalizarse a funciones continuas y Lips-
chitz, G. Probaremos esto en el contexto de los espacios W, () a continua-
cién. Antes de ello, probemos otro resultado.

Teorema 3.1.13. Sean 1 < p < oo yu € WHP(Q) tal que u=0 en Q\ K,
con K C Q, compacto. Entonces, u € Wol’p(Q).

Demostracion. Sea K C € un conjunto compacto tal que u = 0 en Q\K.
Sea € abierto tal que K C Q' CC . Sea ¢ € D({Y) tal que ¢ = 1 en
K. Entonces, sabemos que ¢u = u. Ahora, por el Teorema 3.1.1, existe una
sucesion {uy, }m>1 en D(R™) tal que u,, — w en LP(Q) y

Ou,, R ou
8:@- aflfi’

en LP(Q), Vi:1<i<n.

Como consecuencia, tenemos que ¢u,, — ¢u en WHP(Q) con {du,y, }m>1 C
D(Q). Se sigue que ¢u, es decir u, estd en W,y P(Q). Esto finaliza la prueba. [
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Observacién 3.1.14. Si Q es un abierto acotado para el cual el Teore-
ma 3.1.7 es vélido, entonces podemos elegir {u, }m>1 C D(R™) con u, — u
en W?(Q), para u € WP(Q). La misma prueba del resultado anterior tiene
entonces sentido y quedaria probado el teorema anterior para W'?(Q).

El siguiente resultado nos proporciona una clase de funciones que esta en
W,y P (). Se tiene:

Teorema 3.1.15. Sea 1 < p < oo yu € W'P(Q)NC(Q). Siu = 0 sobre 95,
entonces u € Wy P(Q).

Demostracién. Asumamos que sop u es un conjunto acotado de Q. Sea G €
C'(R) con las siguientes propiedades:

0, |t <1,

3.5
t, |t >2. (3:5)

G| < [ty G(t) = {

Definamos la sucesién )

m=—G :
Entonces por el Teorema 3.1.12, {t, }m>1 € WHP(Q) N C(Q). Queremos ver
que u, — u en WHP(Q). Se tiene que u,, = u en el conjunto {|u| > 2/m},
ya que si, |u| > 2/m, entonces |mu| > 2. Por tanto, G(mu) = mu y u,, = u.
Asi,

1/p
</ \um—u]pdx> = (/ —u|pdx)
Q |lu|<2/m
1/p
< (/ |t [P dx) ( |ul? dx)
[ul<2/m lu|<2/m

< P dw) < L fsop (w))'™.

Hemos usado que |u,,| < |u| y que en la tltima integral estamos integrando

en el conjunto donde 0 < |u| < 2/m. También se ha usado la desigualdad

de Minkowski. Con lo que cuando m — oo, se tiene que u,, — u en LP(2).
Tomemos ahora i : 1 < i < n. Usando la regla de la cadena (3.2)

O, , ou
oz, G'(mu) vt
Vemos que si m|u(z)| > 2, G'(mu) = 1. Por tanto,
Oy, ou

oz, — 0z, c.p.d. en Q.
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Del teorema de la Convergencia Dominada inferimos que dicha convergencia
es valida también en LP(92). Luego hemos probado que u,, — u en W'?(Q).
Ahora, usando de nuevo (3.5), se tiene (u,, v € C°(Q) y u = 0 sobre 9Q)

sop (uy,) C {x €N ’ lu(z)| > %} cQ,

y, como sop u es un conjunto acotado y u desaparece en 02 (hipdtesis),
se sigue que sop u,, es un compacto contenido en €). Pero entonces, por
el Teorema 3.1.13, {tm }m>1 € WyP(Q) v como W,?(€) es un subespacio
cerrado, tenemos que u € VVO1 (). Esto concluye el primer paso de la prueba.

Paso 2. Si sop u no es acotado, sea {(n}m>1 la sucesion de funcio-
nes truncantes (vedse el paso 2 de la prueba del Teorema 2.15). Entonces,
Cmu — wen WHP(Q). Como (,,u tiene soporte acotado (de hecho sop (¢,u) C
B(0;m) N Q), entonces por el Paso 1 tenemos que {Cptu}ms1 € Wy (). Asi
concluimos que u € Wy (Q). Esto concluye la prueba. O

Observaciéon 3.1.16. El teorema anterior demuestra que si una funcién es
continua en €, estd en WP(Q) y se anula en la frontera, estd de hecho
en W,?(Q). Esta consecuencia es un hecho importante cuando veamos el
Teorema de Trazas (Capitulo 6) que caracteriza el espacio Wy ().

3.2. Teoremas de Prolongacién

En esta secciéon vamos a demostrar algunos resultados sobre la prolon-
gacién de funciones de WH?(Q2) a R™. Como ya se ha mencionado antes, a
veces es mas facil probar los resultados en el caso de los espacios de Sobolev
WP (Q) cuando 2 = R". Los correspondientes resultados para un ) general
se siguen de forma facil si tenemos un operador de prolongacion de €2 en
R™. Ya se ha visto que si tal operador existe, entonces podemos probar los
resultados en la aproximacion por funciones de Dg(R™).

Comencemos viendo que el operador de prolongacién no es unico. Para
ello, consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.2.1. Sea 2 = (0,1) C R. Sea u € W'P(Q), con p € [1,00).
Entonces, por el Teorema 2.9, tenemos que u es absolutamente continua y
satisface (2.3). Ahora consideremos la siguiente funcion definida en R:

O, x S _]-) x Z 27
u\r) =
! u(z), 0<xz<1,

(2—xz)u(l), 1<z<2.
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Entonces, u; € LP(R). Por otro lado, introducimos la funcién:

0, r< -1, x>2
u(0), —1<z<0,
u(z), O0<ax<l,
—u(l), l<z<2.

g9(x) =
Se tiene que g € LP(R). Veamos entonces que u; = g. Efectivamente, si
¢ € D(R), usando (2.3) deducimos,
[ a@d@ar= [ @+ nuo@d+ [ @-auiad
+/0 u(x)¢' () dz
= [ u0ota) dz+ u(0)o0)
+ [ uote) de = (o)

1 T
0 "(t)dt| ¢ (x) dx.
—l—/o {u()—l—/o u'(t) t}qﬁ(:c)x
Por otro lado,

/01 [/Oxu'(t)dt] d:zs—/ {/ &' (x d:v]
/ S0 (t) dt — / o (1) (t) dt
o) ~ul0) ~ [ o)

Uniendo todas las igualdades,

/}R ()¢’ (x) do = —/R 9(x)¢(x) dr +u(0)$(0) — u(1)e(1) + u(0)(¢(1) — ¢(0))
+0(1)(u(1) = u(0))
[ s@ot@)ds. Vo DR,

es decir, @) = gy u; € WH(R) con uy|q = u. Ademds, usando (2.5) se tiene

[ flpr < Cllullpe,
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para C' > 0. Esto hace que el operador
7)1 U € Wl’p(Q> — Pl(U) = ’171 S Wl’p(R),

sea un operador de prolongacion para el dominio €2.
Siguiendo los mismos pasos, podemos definir otros operadores de prolon-
gacién para €2. Por ejemplo,

, r< =2, x2>3,
(x+2)u(0), —2<z<0,
u(z), 0<x<1,
B—x)u(l), 1<z<3,

us(r) =

i O

N |+—=

define otro operador de prolongaciéon Py € L(W1P(Q), W1P(R)).

Uno de los métodos fundamentales de prolongacion es el llamado método
de reflexion. Usaremos dicho método para probar el siguiente resultado.

Notacion. Sea x € R", © = (xq, ..., ). Fijamos ' = (x4, ...,2,_1) y escribi-
mos = = (2, z,,). Entonces, definimos

R} = {z € R" | z, > 0}.

Teorema 3.2.2. Sean p € [1,00) yu € W'P(R™). Definimos u* en R™ como

() = {u(w’,xn), X, >0,

w(z!, —xz,), x, <O0.

Entonces, u* € WYP(R"™) y, ademds,
[ pre < 2ulpre
[ 1 pre < 2ufipre

En particular, P : u € WH(R%) — Pu = u* € WH(R™) define un operador
de prolongacion de WHP(R'L) en W'P(R™).

Demostracion. Paso 1. Sea ¢ € C*(R) tal que

C(t) = {0, t <1,

1, t>2.

Definimos (i (t) = ((kt), con t € R y k > 1. Entonces, se tiene

)0, t<1/k,
Ck(t)_{l, t>2/k.
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Paso 2. Sea ¢ € D(R"). Consideramos la integral

. 09
/]Rn U oz, dx,

para 1 <1i <n — 1. Otra forma de reescribir lo anterior es

L00 oY
/}Rnu 8xidm_/ﬁ u@xidx’

n
+

donde ¢(2', z,) = ¢(2', x,) + ¢(2', —x,) para x, > 0. Desafortunadamente
Y ¢ D(R?). Entonces, multiplicamos dicha funcién por (;(x,) para conseguir
un elemento de D(R%). Asi, por la definicién de derivada distribucional,

tenemos
/ ua(ﬂ)@)dw:_/ 3“gk¢dx, Vi:l<i<n-—1.
R 81‘1 R al‘l

n n
+ +

Como (. solo depende de x, y 1 < i <n — 1, tenemos

O(WCk) , oY
/]R U oz, da:—/]R uCkaxidx'

n n
+ +

Cuando k — oo, (x — 1 para todo t y asi, por el teorema de la Convergencia
Dominada de Lebesgue, tenemos

/ W2 dr— [ par vici<i<n-1.
Rn 8;1:1 R™ 81:2
+ +

Volviendo de nuevo a la definicién de 1 se sigue que
/ u* 0¢ dr = —/ Ou o2, ) de — / Ou o', —x,)dx.  (3.6)
re O ‘ R

Si definimos (i : 1 <i<n-—1)

(au)*(x,m): axi(x,xn), Ty >0,
awz » N

entonces, (3.6) se sigue cumpliendo y tenemos,

*
/u*a¢dx:—/ (a“> ¢dv, Ve DR, Vi:l<i<n-—1,
n Rn
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es decir,

ou* B ou

Paso 3. Consideremos ahora el caso ¢ = n. Entonces si ¢ € D(R"),
0 0
/ u*—¢dx:/ u—¢dx,

(' x,) = o2, x,) — ¢!, —2,) para z, > 0.

De nuevo, multiplicamos por (j, y usamos que () € D(R'}), obteniendo

*
) , Vi:1<i<n-—1

donde ahora

ou 0
- / Gt da = / u=—— (Cp) dz = I + 1P (3.7)
rr O%p rr  Ox,
+ +
donde
70 _ 0y k) _ /
1 U’Ck_ dl’, -[2 =k Wp( (kxn) dl’, Vk Z 17
+ +
ya que
0 oY
5 () = G + ko (ka).
Igual que en el paso anterior, es facil ver que
1 fk) — ua—w dz.
re  OTp
+

Estimemos ahora Iz(k).
Como ¢ € C*°(R"™) y ¢(2/,0) = 0 para todo ' € R""!, se sigue que

(2, 2n)| < Clzn], V(2 20) € R™.

Ademaés (' es una funcién acotada en R. Por tanto,

19| = ’k;/ wbC (k) da:‘
Ry

_ k‘ / wbC (k) d:c‘
ben<t

< kC’/ |ul|x,| dx
F<Tn<
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La tltima integral tiende a cero cuando k& — oo. Volviendo a (3.7) y tomando
limite en k, deducimos

0 ou
/ u v der = — / Yd.
Esto nos permite concluir lo siguiente
ou* [ Ou f
or, \ox,)
donde para cualquier funcién v en R, v' estd definida por

/7 ) > 07
i@, z,) = v(@ /x") Ln
—v(2', —x,), x, <O0.

Claramente si v € LP(R"), v* y v pertenecen a LP(R") y se concluye el
resultado. O

Como consecuencia, deducimos:

Corolario 3.2.3. Sea 1 < p < oco. Entonces, el espacio DH(R”) es denso
en WIP(R"). En particular, C*(R’) es denso en W'P(R").

Observacion 3.2.4. La prueba anterior es igualmente valida para el cilindro
Q,={zeR"| 2| <1, 0<az, <1}, (3.8)

donde |2’| es la norma euclidea de ' en R"™!. El método de reflexién da un
operador de prolongacién de W'P(Q, ) a W*(Q), con Q el cilindro

Q={reR" ||| <1, |z.| <1}. (3.9)

Ejemplo 3.2.5. El método de reflexion puede ser usado para proporcionar
un operador de prolongacién de dominios como el cuadrado en R? cuya fronte-
ra no es lo suficientemente regular, en el sentido que describiremos més abajo.
Sea por ejemplo © el cuadrado unidad (0, 1) x (0, 1) en R2. Por la reflexién a lo
largo del eje x, podemos extender una funcién de W1?(€Q) en WP (Q,) donde
Q= (0,1)x(—1,1). Ahora usando la reflexion del eje y, podemos extenderla
a un elemento de W'?(Qy), donde Q5 = (—1,1) x (—1,1). De nuevo por la
reflexion en la recta y = 1, podemos extender dicha funcién a un elemento de
WhP(Q3), donde Q3 = (—1,1) x (—1,3). Finalmente usando la reflexién en
la recta = = 1, podemos extenderla al dominio Q4 = (—1,3) x (—1,3). Ahora
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sea 1) € D(€y) con ¢ = 1 en Q. Si uy es la extensiéon de u a €y, entonces
u = uy es una extensién de u a W2(R").

Vamos a describir como usar el Teorema 3.2.2 combinado con la nocién
de particién de la unidad (Teorema 1.1.5), para probar la existencia de un
operador de prolongacién para un dominio regular cuya frontera esté acotada.
Definamos en primer lugar el concepto de regularidad para dominios (abiertos
CONnexos):

Definicién 3.2.6. Diremos que un conjunto abierto € es de clase C* (con k
un entero > 1) si para cada z € 0f, existe un entorno U de z en R" y una
aplicacion T : @ — U tal que

(i) T es una biyeccién;

(ii) T € C*(Q;R™) y T~! € C*(U; R™);

(i) T(Q1) =U NN, T(Qy) = U N,
donde Q. , Q son como en (3.8) y (3.9), respectivamente, y

Q={reQ|z,=0}
Diremos que  es de clase C™ si es de clase C* para cualquier entero k > 1.

Ejemplo 3.2.7. Las bolas abiertas en R" son ejemplos de dominios de clase
C*. Un poligono en R? no es de clase C! porque las hipétesis de la definicién
anterior no se cumplen en los vértices.

Antes de probar el siguiente resultado, vamos a probar el siguiente lema
que usaremos en la prueba del Teorema 3.3.1.

Lema 3.3. Sean Q C R™ un conjunto abierto yu € WHP(Q), con p € [1,00).
Si K C Q es un conjunto cerrado tal que u = 0 en Q\ K, entonces la funcion

_ u(z), x €,
0, z e R™\ Q.

estd en WHP(R™).
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Demostracion. Sea ¢ € D(R™). Consideramos la integral

_0¢
/]Rn uaxi dz.

Sea K7 = K Nsop ¢. Entonces K; C 2 es un conjunto compacto. Sea ¢ €
D(Q) tal que ¢ = 1 en K;. Ahora,

_0¢ do . 0] _/ ¢
/]Rnuaxidx— Quaxidx—/Kluaxidx— Quwaxidac

B 0 N
= /Q u@xi (Vo) d:z:—/Q u¢8xi dx.

0
Pero como ¢ € D(Q) y aw = 0 en K, se tiene
Ly

_0¢ ou ou
/Rn uaxi dx——/Q 8:U¢¢wdx__/g a$i¢d£€.

De donde se sigue que

o Ou
= LP(R™).
Esto concluye la prueba del resultado. O

Teorema 3.3.1. Sea Q0 C R"™ un conjunto abierto de clase C*, cuya frontera
0N} estd acotada. Entonces, existe un operador de prolongacion

P WI(Q) — WHP(RY).

Demostracion. Como 2 es de clase C!, para cada x € 0N existe un entorno
U y una aplicacion T : @ — U como en la Definicién 3.2.6. Como 02
estd acotada, es un compacto y puede ser cubierta por un nimero finito de
tales entornos. Sea entonces 02 C Ule U; y sea Tj las biyecciones de clase

C! asociadas a cada entorno U;. Consideremos el recubrimiento {Uj}?zl U
{R™\ 00} de R™ y sean 9, ..., ¥y, 1o las funciones asociadas a la particién
de la unidad (Teorema 1.1.5), es decir, 9;, j = 0,1,...,k, son funciones de
C*(R™) con sop ¢; C Uj, para j: 1 < j <k, sop 1o C R"\ 00 y se tiene

k
D=1, 0<y; <1, Vii0<j<k (3.10)
j=0

Entonces, podemos escribir para u € W1P(Q)
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Ahora, ¥gu tiene soporte lejos de 9, ya que sop (¢g) C R™\ 9. Adem4s,
como ¥y € L>®(R™) NC>*(R™) (de hecho, 0 < 1y < 1). De (3.10), deducimos

0 oiy
O

es decir, 1 € W1°°(R™). Entonces, por la regla del producto para la derivada
distribucional, es facil ver que You € WHP(Q) y sop (toula) C Q. Por el Lema

3.3, (Youln) € WHP(R") y claramente

[boull1pre < [[thou

1p0 < Cllu

1,p,02-

Si 1 < j <k, entonces consideramos la funcién u|y,ng. Definimos v; en
Q. por
vi(y) = uw(T;(y), vy e Q.

Entonces, veamos que v; € WH(Q,). Aplicando la Proposicién 3.1.4 se
obtiene, ya que u € W1?(Q) y T es una aplicacién que verifica las propiedades
de la definicion 3.2.6.
Asi, podemos extender por reflexién a una funcién v¥ € WP(Q). Por
tanto, tenemos
wy() = 0T (@), @ e U,
es tal que w; € WHP(U;) y w; = uj en U; N 2. También,

|will1p0; < Cjllullipo,ne < Cjllullipa-

Ahora v;w; tiene soporte compacto en U; y entonces m, la prolongacion
por cero fuera de Uj, estd en WHP(R™) y de nuevo

[Yjwillip e < Cjllullipe-
Ahora la aplicacién
—_— k —_
u € WH(Q) s Pu = toug + » _hjw; € WH(R"),
j=1

define un operador de prolongacién para WP(Q). Esto termina la prueba.
O

De nuevo, como consecuencia obtenemos:

Corolario 3.4. Si Q es de clase C' y tiene 9Q acotada, entonces Dg(R") es
denso en WHP(Q) para 1 < p < oo.
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Observacién 3.4.1. Dado un elemento arbitrario de W'?(Q), la prolon-
gacién por cero no pertenece a W1P(R") en general. Por ejemplo, si £ =

~ u

(0,1) € Ry u(z) = 1 en Q, entonces u € LP(R) pero i do — 01, que
x

no es una funcién localmente integrable. Hemos visto en el Lema 3.3 que si

u tiene soporte en (2, entonces, la prolongacién por cero es un elemento de

WP(R™). Pero tales funciones, si el soporte es compacto, estan en W, (€2).

Veremos que la prolongacién por cero es un operador de prolongacion de
Wy P(€) independientemente de la naturaleza de Q. Por tanto, para funciones
en W,”(Q) siempre tenemos una prolongacién canénica a WP(R™). Esta
propiedad nos ayudara a probar importantes propiedades de estas funciones
sin hipétesis complementarias sobre la regularidad de €.

Teorema 3.4.2. Sean 1 < p < oo yu € Wy (Q), con Q un conjunto abierto
en R"™. Entonces, si u denota la prolongacion de u por cero fuera de €2, se
tiene u € WHP(R™). Ademds,

o ou
= 1 <1< n. .
oz, ~ 0z, Vi:1<i<n (3.11)

Demostracion. Sean u € WyP(Q) v {tm}m=1 C D(Q) tal que u, — u en
WhP(Q). Como u,, € D(R™) y se tiene:

L Oy Oupm 0w | |
Um — wen LP(R") y 8u = 8u — 8u en LP(R"), Vi:1<i<n,

podemos concluir, por la unicidad del limite en LP(R™), que

ou _ du
= Vi:l<i<n.
81‘,' a{L'Z" ! =t=n
Entonces, u € WP(RR™). Esto prueba (3.11) y finaliza la prueba. O

Concluimos este capitulo con una importate propiedad del espacio VVO1 P(Q).

Teorema 3.4.3 (Desigualdad de Poincaré). Seanp € [1,00) yQ C R"™ un
abierto conexo y acotado en alguna direccion. Entonces, existe una constante
positiva C'= C(, p) tal que

lulp0 < Clulipa, Yue Wol’p(Q). (3.12)

En particular, la seminorma |-y . define en W, () una norma equivalente
a la norma || - ||1pq. Ademds, la forma bilineal

ou 31}
1 1
(u,v) € Hy(R2) x Hy(2) — (u,v) 5 / oz, axz eR,
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define en H(Q) un producto escalar equivalente al producto usual ()1 de

Hy ().

Demostracién. Supongamos, por comodidad, que @ C R"™! x (—a,a) con
a > 0. Por otro lado, tomemos ¢ € D(2). Prolongando ¢ por cero fuera de
() y teniendo en cuenta que €2 es conexo, podemos escribir:

o(x) :/ ' gf (', t)dt, Vr= (2 x,) €.

Por tanto,

Tn 1/p
o(2)] < (/ gf (x/,t)‘pdt) ot o, Veeq,

n

o si, reeescribimos la tdltima desigualdad,

()P < | + a|P/P'/ %(m’,t)’pdt, Vr € Q.

—a n

Integrando en ' € R,

| e s < @ / KL
R ox,

Finalmente, integrando respecto a x,, € (—a,a), obtenemos

/’W )P dx < 2ap/p+1/‘

lo cual prueba (3.12) para ¢ € D(Q).
La desigualdad (3.12) puede ser facilmente deducida aplicando un razo-
namiento de densidad a la desigualdad anterior. Esto finaliza la prueba. [

Observacién 3.4.4. Varias generalizaciones de este resultado son intere-
santes. Por ejemplo, es suficiente que las funciones se anulen (en el sentido
de la traza) no en toda la frontera 0 (este es el caso de los elementos de
Wy (Q)) pero si en una parte de la frontera cuya medida (n — 1)-dimensional
sea positiva. El resultado no es vélido, en general, en W1?(Q); por ejemplo,
si 4 = a, una constante no nula, entonces u € W?(Q) y |u|; , o = 0 mientras
que |ulp 0 > 0.

Ejemplo 3.4.5. La desigualdad de Poincaré no es valida en dominios no
acotados. Por ejemplo, sea 2 = R" y consideremos ¢ € D(R™) tal que 0 <

(<ly
1, silz| <1,
xT) =
(@) {0, si |z > 2.
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Sea (n(x) = ((x/m), con z € R". Entonces, |1 pre — 0 cuando m — oo,
ya que tenemos lo siguiente

|Gl 1 pmr < ¢l p.n -

mn—p

Mientras que, |G lpre > |B(0;m)|YP = |B(0; 1)[YPm™P — oo cuando m —
.

ou

Observacioén 3.4.6. Si u € W;"(Q) entonces € Wém_l)’p(ﬂ). Usando

esto, podemos iterar la desigualdad de Poincaré. Por ejemplo, si u € VVO2 P(Q),

entonces
ou

8331'

De aqui se tiene que

ou

Vi:il<i<n.
o 1:1<i<n

<C|

p,Q2 1,p,Q’

[ulipo < Clulzpo.
Como u € Wy (Q) también, se tiene
ulpo < Clulipe < Clulzpo.

En general, si u € W;""(§2), entonces | - |, 0 €s una norma equivalente a la
normal usual || - ||;.p.0-



Capitulo 4

Teoremas de Inyeccion

Vimos en el Capitulo 2 que el espacio W'P(I) puede incluirse en el espacio
de las funciones absolutamente continuas, cuando I es un intervalo abierto
en R. En esta seccién vamos a investigar aquellas propiedades de inyeccion
de los espacios WHP(§2), cuando © es un conjunto abierto de R™.

Estudiaremos primero las inyecciones de los espacios W!?(R"). Tenemos
tres casos diferentes para analizar, cuando p <n, p=ny p > n.

4.1. Caso 1 <p<n.

Comencemos viendo el caso 1 < p < n.

Definicién 4.1.1. Definimos el exponente p* por

1 1 1
— == o p=—T (4.1)
p p n n—p

Observacién 4.1.2. Notemos que p* > p. De este modo, mientras sabemos
que WHP(R") — LP(R"), nos darfa mds informacién si supiéramos que las
funciones en W'?(R") son més regulares. De hecho, veremos que W'?(RR")
se puede incluir en LF"(R™).

Antes de probar este hecho, necesitamos el siguiente lema técnico.

Lema 4.1.3 (Gagliardo). Sea n > 2. Sean fi,...,f, € L™ Y(R"1). Si
x € R, definimos

N n—1 .
T = (21, oo, Tio1, Tig1, - Ty) ERPTH 1 <0 < n.

Fijemos

f(z) = fi(21) .. faldn), z€R™

29
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Entonces, f € L}(R") y

[fluge < [ 1 filermer. (4.2)

=1

Demostracion. Cuando n = 2, el resultado se sigue de forma trivial por la
separacion de variables en la integral doble. Sea n = 3. Ahora,

/ (@) dws = | falan, 22)] / | fulan, o)\ falan, )| ds
R R

1/2 1/2
S\f3<w1,:c2>|(/R rf1<:c2,x3>12d:c3) (/R \fz(xl,xg)deg) |

por la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Ahora, si integramos la des-
igualdad anterior respecto de x; y x9, y aplicamos de nuevo la desigualdad
de Cauchy-Schwarz, obtenemos

1/2 1/2
/ |f(z)|dx < (/ | f3(z1, 22)|* dy diBQ) (/ | f1 (2o, x3)| 3 dIQ)
RS
1/2
x (/ | fo(1, 23)|? day d$3) ;

esto es precisamente (4.2), cuando n = 3.
El caso general se sigue por induccién. Asumamos que el resultado es

cierto para n. Sea x € R™"!. Fijemos primero x,,;. Entonces, por la des-
igualdad de Holder,

1/n’
/ |f(z)|dxy ... dvy < |foiilngn (/ |f1 oo ful™ daq ... dxn> ,

donde n es el exponente conjugado de n; es decir, n’ = n/(n — 1). Ahora,
tratando 2,41 como un pardmetro fijo, las funciones |fi|", ..., |fa|” estdn
todas en L™ Y(R"™Y), ya que f; € L"(R"), para todo i : 1 < i < n,y
estamos tratando x,,; como pardmetro fijo. De este modo, por la hipétesis
de induccion,

n
/ VAl dey s da, < T et g
i=1

n
!
- | | |fl Z,R”—lﬂ
i=1
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ya que

, LMD 1/(n—1)
T ( [ e >) _ ( / |fi|”)
Rn—l ]Rn—l

= | fil g
Por tanto,

/ |f(l‘)|dl‘1 dIn S |fn+1|n,R" H |fi|n,R"—1-
=1

Ahora, integramos a ambos lados respecto de x, 1. Observamos que, la apli-
cacion 41 — |fi(s, Tps1)|nmn-1 estd en L*(R), para cada i : 1 < ¢ < n,
ya que f; € L™(R™). Por tanto, por la desigualdad de Hélder generalizada,
tenemos que el producto estd en L'(R) y

n
[ 1@l < b TT e
= i=1

esto prueba el resultado. O

Teorema 4.1.4 (Desigualdad de Sobolev). Sea 1 < p < n. Entonces,
existe una constante C' = C(n,p) > 0 tal que

P, R™ (4'3)

para cada v € WYP(R™). En particular, tenemos la inclusién continua si-

guiente
WP(R™) — LP*(R™).

Demostracion. Paso 1. Sea u € D(R™). Como u tiene soporte compacto,
podemos suponer que sop v C (—M, M)™ (sin pérdida de generalidad). En-
tonces, si tenemos ¢ : 1 < ¢ < n, podemos escribir

|— ‘/ O $1,...,£L’i_1,t,$i+1,...,l’n) dt‘ (44)

—/ ‘ax('rh"'7mi—1;t,$i+1,...,$n) dt:fl<5f1)

Por eso,

=l [ gl ] [ G i) < ﬁmm

M 021
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o bien,

|( |n/(n 1)<H|f 1/n 1)

ou ) .

o & integrable. Entonces, se sigue que |f;|/("V ¢
T

L YR 1), para cada i : 1 <14 < n. Veamos que esto tltimo es cierto,

[ 1l e - / 1Fi dé,
Rn—1 n—1
Rn— 1

Luego, por el Lema 4.1.3, tenemos

. _ Ou |1/(n=1)
n/(n | | 1/(n—1 ] [
/n |U’ /" b <— |f2 1,/IR(n71) ‘ 1,Rn ’
R i=1

Notemos que n/(n — 1) = 1*, por (4.1). De este modo,

Yl R <H‘8xl

Paso 2. Sean 1 < p < nyu € D(R"). Seat > 1 (que serd elegido ade-
cuadamente) y consideremos la funcién |ul'~lu. Esta funcién tiene soporte
compacto y es continuamente diferenciable. De hecho,

0 ou
También (4.4) y el andlisis del Paso 1 aplicados a esta funcién, son vélidos

(ya que realmente sélo usamos la primera derivada en dicho paso). Por tanto,
aplicando (4.5) a |u|""'u y simplificando, obtenemos

Como u € D(R"),

ey Ti1, b, i1, T

dr < 00.

8@

. YueD(R"). (4.5)

1,Rn

(Jul ") = tul™

Ou |1
t 177
< t— 1 1/n Ln
tH||u| q]R" 8$
8u 1/n
t—
_t|u| (1), RHH ‘3_:101 R (4.6)
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donde ¢ es el exponente conjugado de p y donde hemos aplicado la desigual-
dad de Hélder. Ahora elegimos ¢ tal que

tn/(n—1)=qt—1) = ——(t—1).
Simplificando la relacién anterior, tenemos
. n—1 (n — 1) .
= g p R
(n/p) —1 n

que es mayor o igual que 1 cuando p < n. Asi,

tn
=q(t—1)=p".
ey =at-1)=p
De nuevo de (4.6), se tiene
n—1Y\ , "
|u p*’IRn S n p |’u,|1’p7Rn’ Vu e D(R ), (47)
que es (4.3) cuando u € D(R") y C(p,n) = —p*. Veamos esta desigual-
n

dad con detalle,

Ou |1/n
' t
|U|tn/(n—1),]R" < t|u|f}( ),R" H ‘0,1’1 p,R™
(1) Ou 11"
= Tp tn/n 1) ]R“H ’axi PR
luego,
n — 1 n au 1/n
|Ultn/(n—1) R = |ulp R n P H Ox; lprn
1/n _ —1 *
PR T R

Paso 3. Sea u € W'P(R™). Entonces por el Teorema 2.15, existe una sucesiéon
{tm tm>1 en D(R™) tal que u,, — u en W'P(R™). Tomemos m,n > 1. Ahora,
por (4.7), tenemos

|t — U | pr — Up|1pmrn, Vn,m > 1.
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Tenemos asi que

|um — U|p* R" S C|um - u|1,p,]R"7

ya que {un}m>1 es una sucesién de Cauchy en LP"(R™). Por tanto, como
{tm m>1 converge a u en LP(R"), se debe tener que u € LP (R™) y que

Uy — u en LP(R™). Ahora, (4.3) se sigue de (4.7) por continuidad. Esto
demuestra el resultado. O

Corolario 4.1.5. Sea 1 < p < n. Entonces, tenemos las inclusiones conti-
nuas

WHP(R") — LYR"), Vg€ [p,p"].
Demostracion. Sea p < ¢ < p*. Entonces podemos elegir « € [0, 1] tal que

1 a 11—«

g p P
Ahora, si u € WHP(R") tenemos que u € LP(R") y u € LP (R™). Por tanto,
lu|? € LP/*9(R") y |u|t=%9 ¢ LPY/0=2)9(R") con

1_

p P* q
Por tanto, por la desigualdad de Holder, deducimos

1/q 1/q
(/ \u]qu) = (/ || 29| 1) dx)
n Rn
a/p
< (/ |ul? da:) (/ [u

. (1—a)/p*
p dx)
(1-a)

e < alulpre + (1= a)lu

= [ulpgnlu P R"

< |u|p,1R" + [u p*,R")

donde hemos usado la desigualdad de Young. Ahora, por el Teorema 4.1.4,
tenemos
ulgre < [ulpre + Clufipre < Cllullipre-

Esto finaliza la prueba. O
También, como consecuencia del Teorema 4.1.4, deducimos:

Corolario 4.1.6. Sean Q C R" un conjunto abierto y u € Wy ?(Q). Enton-
ces, u € L1(Q) para q € [p,p*] y existe una constante C = C(n,p) > 0 tal
que

|ulpe0 < Clulipo

1,p
uloo < Cllulliso } Yu € WyP(Q). (4.8)
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Demostracion. Si u € VVO1 P(Q), entonces w, la prolongacién por cero fuera
de Q, pertenece a WHP(RR™). Asi, por el Teorema 4.1.4 y el corolario poste-
rior, se tiene que u € LI(R™) para todo ¢ € [p,p*]. Por tanto, u € LI(£2)
para q € [p,p*]. Las desigualdades de (4.8) se siguen de las correspondientes
desigualdades para u. Esto concluye la prueba del resultado. ]

Observaciéon 4.1.7. Analicemos como son las constantes de inyeccién en el
caso p € [1,n). En la parte derecha de la desigualdad (4.3) solo aparece la
seminorma en W!P(R"). Ademéas, C = C(n,p) tiene el valor

n—1

C = pr=(n-—1) b :
n n—p

(4.9)

constante que explota cuando p se acerca a n. Por otro lado, cuando ¢ € [p, p*)
se tiene
luyre < Cllullipre, Yu€ WH(R™),

donde C' esta dada por (4.9) (independiente de ¢). Finalmente, las constantes
de inyeccién en las desigualdades (4.8) estan dadas por (4.9) y, por tanto,
son independientes de €.

4.2. Caso p =n.

Estudiemos ahora el caso p = n.
Teorema 4.2.1. Sea (2 C R™ un conjunto abierto. Entonces,
WyP(Q) € LY(Q), Yq € [n,o0).

Demostracion. De nuevo, es suficiente probar el resultado para 2 = R", no
supone una pérdida de generalidad por los resultados de prolongacién pro-
bados en la seccién anterior. Sea u € D(R™). Podemos aplicar la desigualdad
(4.6) con p =n, t > 1. De este modo tenemos

-1
|U’ztm/(n—1),Rn < t‘“’i(tq)/(nq),mn’“|1,n,1R"-
Probemos una desigualdad que usaremos posteriormente, veamos que
(a+b)'>ta" ' paraa,b>0.

Observesé que si t = 1, entonces, a + b > b, para cualquier a,b > 0. Sit > 1,
podemos usar la desigualdad de Young para t y t' = 1 € (1,00). Asi,

_ t—1 1
a' T i/t < —atoth<a+h Vab>0,
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es decir,
ta" 'b < (a+b)', Vt>1, Va,b>0.

Usando esta desigualdad, llegamos a
(Ut (n-1) e < [Uln(—1)/n-1) R + [U|10R0- (4.10)

Fijemos ¢ = n. Entonces,

e, Yu€DRY).  (4.11)

Ul n2/(n=1),r7 < |Ulnre + |U|1nre = |lu
Ahora, procediendo como en el Corolario 4.1.5, podemos deducir que para
2
todo ¢ € [n, (nnfl)], u € LY(R™) y que
‘u‘qj]Rn S Hquynan7 Yu € D(Rn)
Podemos repetir este argumento con t = n + 1 en (4.10), usando (4.11)

. n n2 n(ntl)
para conseguir u € LI(R"), para ¢ € [m, ﬁ] y que

‘u’q,R" S 2“““1,71,]R”7 Yu € D(Rn)

Se puede iterar este argumento con t = n + 2,n + 3,..., para ver que u €
L9(R™), para todo ¢ € [n,00) existe una constante C' = C(q) > 0 tal que

|ulgmn < Cllullingn, Vu € DR").

De nuevo, el resultado se sigue para cualquier u € W1 (RR") por densidad.
Esto concluye la demostracion. O]

Observaciéon 4.2.2. Analicemos la constante resultante del teorema ante-
rior. Observamos que podemos sacar una férmula explicita de dicha constante
por induccién, pero vemos que cuando ¢ — 0o, esta constante explota. Esto
concuerda con que no tenemos la inyeccién de W, 7(Q) en L>(Q).

4.3. Caso p > n.

Finalmente estudiemos el caso p > n.

Teorema 4.3.1 (Teorema de Morrey). Sea p > n. Entonces, tenemos la
myeccion continua

WYP(R™) < L>®(R™).
Ademdas, existe una constante C' = C(p,n) > 0 tal que

lu(x) —u(y)| < Clz —y|*lulipre, Yo,y €R", Yue WH(R"), (4.12)

donde o = 1 — (n/p) € (0,1). De nuevo, si 2 es un conjunto abierto en R",
la misma conclusion se mantiene para Wy (Q).
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Demostracion. Paso 1. Sea u € D(R™). Sea Q@ un cubo de lado 7 conteniendo
al origen y con lados paralelos a los ejes coordenados. Sea x € Q. Tenemos,

u(z) — u(0) = / < ufta)) i,

y POr eso

) =) < [ Sl

%

)‘ dt, Vre Q. (4.13)

Sea u la media de u sobre Q, es decir,

u= ’—;|/Q u(y) dy.

Se sigue ahora de (4.13), que

7 (0)| = 15| [ (wte) — u(o)) d < ‘Q,/ [ Zm
|Q|/dxz/ ‘axz
= 1/ dt/ 6% )‘t‘”dy.

Pero tQ C Q para 0 <t <1, y ademas, por la desigualdad de Holder,

‘dt d

Z

dt

dx

o _ |9 e
Jar< ([ 124 ay)" oo = 22w,
/ awz Y (/ 0 y) 10 O lp’
con g € (1,00) el exponente conjugado de p. De este modo,
1 1 y1=(n/p)
7 — u(0 na [ ot = ———— .
= u(0)] < sl ™ | e

Observesé que hemos usado que 1 —n/p > 0, es decir, p > n.

Por traslacion, esta desigualdad es valida para cualquier cubo Q en R”
cuyos lados sean paralelos a los ejes coordenados, de longitud r, y para cual-
quier x € Q. Por lo tanto, para cualquier Q y cualquier x € Q, tenemos

y1=(n/p)

> WW‘LP’Q’ Yu € D(Rn) (414)
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Entonces, si z,y € Q,

u(z) = u(y)| < |u(r) —a] + [@ - u(y)|

91— (n/p)

< jlulipe. Vu € DR (4.15)

1—(n/p
Dados z,y € R™ podemos encontrar siempre un cubo Q que contenga a

x,y y de lado r = 2|z — y|. Sustituyendo esto en (4.15), deducimos (4.12)

para u € D(R™) con

92—(n/p)

O

Si u € WH(R"), podemos construir una sucesion {u, }m>1 en D(R™)
tal que u,, — u en W'P(R™). Entonces, (al menos para una subsucesion)
u,, — u en R". Esto entonces establece (4.12) para toda u € W?(R").

Paso 2. Siu € D(R"), entonces de nuevo por (4.14) para r = 1, tenemos

1 P
< |u R < — < n
u(@)| < [l + ;s luhe < P llulhpe < el

p—n
y el resultado se extiende a todo W1P(R™) por densidad. Esto prueba que la
inclusién de WH?(R™) en L>°(R") es continua.

El resultado para VVO1 P(Q) se sigue de forma usual usando que w es la
extensién a R™ por cero fuera de Q de u € W, (). Esto concluye la prucba
del teorema. O

Observacién 4.3.2. 1. De nuevo, tenemos una expresion explicita de la
constante de inyeccién de W, P(Q) en L>°(Q) y de la constante que aparece
en (4.12). Estas no dependen de 2 y estan dadas respectivamente por

» 92~ (n/p)

y Ci=p .
p—n p—n

2. Del enunciado del Teorema 4.3.1 y, en concreto, de (4.12) deducimos que
siu € Wol’p(Q) con p > n, entonces existe una unica funciéon u = u p.c.t.
z€Qtal que u € Q) con v =1— = vy siendo

Co =

CYY(Q) ={ueC’Q) :sup|u(z)] <ocoy sup Ju(z) — uly)] < oo}
zeQ syeQazy T —Y[®

Dicho espacio es un espacio de Banach para la norma:

uloan = suplu(@)| + sup 4D ZUW]
€N T,y zty |.CE _ y|

En este sentido escribiremos Wy () < C*(Q) cuandop >ny a =1 — .
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De los resultados probados anteriormente deducimos el siguiente resultado
para el espacio W'?(Q). Se tiene:

Teorema 4.3.3. Sea () = R, un hiperrectdngulo o un conjunto abierto de
clase Ct con frontera acotada 0. Entonces, tenemos las inclusiones conti-
nuas

(i) sil<p<mn, WP(Q)— LF(Q),

(ii) sip =n, Whn(Q) — L) para todo q € [n,00),

(iii) sip>mn,  WH(Q) — L>(Q),
y ademds, en el iltimo caso, u € Cg’a(Q), con exponente « =1 — (n/p). En
particular,

WP(Q) — C)*(Q), p>n.

Demostracion. Si €2 es como se ha dicho, entonces existe un operador de
prolongacién P : W'?(Q) — WHP(R"™). Ahora el resultado es obvio. O

Observaciéon 4.3.4. Obsérvese que en el resultado anterior las constantes
de inyeccion dependen de p,n y 2.

En el caso p = m, no tenemos, en general, que WP(Q) C L*>(), como
veremos en el siguiente ejemplo.

n /2
Ejemplo 4.4. Sea Q = B(0,3) C R Sea r = |z| = (Z |xz|2) . Defini-
i=1

1mos

u(z) =log(log(2/r)), x €. (4.16)

Entonces, u ¢ L*(Q2) por la singularidad en el origen. Sin embargo, podemos
ver que u € H*(Q) (p =n = 2). Primero, u € L*(Q), ya que

/ |u|2dx—/ d@/ r(log(log(2/r)))* d

y una simple aplicacién de la regla de L’Hopital nos muestra que el inte-
grando estd acotado y es una funcién continua en (0, %), por tanto la integral
es finita.

Ahora veremos que, la derivada distribucional es justamente la derivada
clasica, que estéd definida en Q\ {0}. Para ver esto, sea Q. = {z | e <7 < 3}
y si ¢ € D(2), tenemos

(a—u,gb}:—/ U%dl' — lim u%dx
(9(]31
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Si fijamos u,, como la derivada parcial clasica en ()., entonces por el
Teorema de Green,

—/ u%dx:/ um(bd:c—/ upy ds,
Qe axl e r=e

donde v = (v1,v2) es el vector exterior unitario normal de Q. en {r = ¢}, es

. T
decir, v1 = —. Pero

£
2
‘/ uPpvy ds’ S/ |ul|ple df < C2me log log(2/e),
r=¢ 0

que tiende a cero cuando € — 0. Por tanto,

0
<5—Z,¢>=/ﬂum¢dx, Vo € D(9),

y esto prueba el resultado.

Ahora,
ou cos

oz, rlog(2/r)’

De nuevo, es facil comprobar, que esta funcién estd en L*(Q). El mismo

donde x1 = rcos@.

u
analisis se aplica a Er De modo que u € H' ().
T2

Observacién 4.4.1. Asumamos que p < n/2y que u € W2P(R"). Entonces,

Ju n
uy Ere parai: 1 <i < n,estdn todas en WHP(R"). Ya que p < 5 < n, tene-
i
ou £ Lp* . np
mos que u, € LP (R™). Por tanto, u € W' (R™). Ahora p* = <n,
T n—p

n >k ) k.
ya que p < 5 De este modo, tenemos de nuevo que, u € L®)"(R™). Pero, es

facil ver que, (p*)* viene dado por

Iterando este proceso podemos deducir facilmente el siguiente resultado.

Teorema 4.4.2. Sean m > 1 un entero y 1 < p < oo. Entonces,
1 1
(i) si = — 2 >0, WmP(R") < LIR"), - =-—
p n qQ p n
m

1
(ii) si — — — =0, W™P(R") — LY(R"™), para cualquier q € [p,0),
p n

—_
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|
mumg—g;<QMWW®ﬂ@+UﬂRﬂ,

y en el ultimo caso, es decir, cuando m > (n/p), si fijamos

k:{m—ﬁ}zo y 9:(m—ﬁ)—k€mJ%

p p
denotando [] la parte entera, tenemos
|1D%|so rr < Cl|t||mprn, para|a] <E, (4.17)
Y o
|Du(x) = D*u(y)| < Cle =y ||ullmpre, (4.18)

para |a| = k. (St |a| <k, (4.18) se mantiene con 0 = 1 en virtud de (4.17)).
En particular, tenemos la inclusion continua

WmP(R") < CY(R™), m > (n/p), yk y 6 como antes.

Los mismos resultados son validos para cualquier conjunto abierto 2 C R™
para espacios de la forma WP (), y para W™P(Q), si Q =R}, si Q es un
hiperrectdngulo o si es de clase C* con frontera acotada OS).

Teorema 4.4.3. Sea p > n. Entonces el espacio WP(R"™) es un dlgebra
conmutativa de Banach.

Demostracidn. Para probar que W1P(RR™) es un algebra de Banach, nece-
sitamos ver que si u,v € WP(R"), entonces la funcién producto uv satisface
uwv € WHP(R") y
[uwv]l1prr < Cllulliprellvllipre,

para una constante C' > 0. Entonces se tendria el resultado (con la norma
equivalente C||u||; prn).

Tenemos que u,v € WP(R") con p > n > 2, luego u,v € H(Q) para
todo 2, abierto y acotado. Entonces, por la Proposicién 3.1.3 tenemos que

0( )_Gu N ov
8@ v = (%iv u@x,

Esto prueba que

c.p.den 2, VQ acotado.

O(uv) auv o ov

Ademds por la continuidad de la inclusién de W1P(R™) en L>°(R"), se sigue
que

ou
p, R 833'1
< Cllullypge [0l 1p87,

ov
V], Bn + U] 00, r7 .

%

(uv)

o

p,R™ p,R™

y esto concluye la demostracién del teorema. ]
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Capitulo 5

Teoremas de Compacidad

Como se vio en el Capitulo 2, la inclusién de WP(I) en C(I) es compacta
cuando [ es un intervalo acotado. En vista de los teoremas de inyeccion
probados en el capitulo previo, nos hacemos la pregunta de cudles de esas
inyecciones son compactas. Daremos a continuacién un contraejemplo de que
los dominios no acotados no admiten tales inyecciones compactas.

Ejemplo 5.1. Sea [ el intervalo (0,1) C R y sean I; = (j,j +1),5 > 1. Sea
f eClI), donde

Cl(I)={fecC'(I):sop f C Iy compacto}.

Definimos f; como la traslacién de f en cada [;, es decir, f;(x) = f(x — j),
para cualquier j > 1. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que f esta
normalizada, es decir,

1A llpr = 1.

Lo mismo es cierto entonces para cada f;, y por tanto, { f;};>1 es una sucesién
acotada en W1P(R). Como f es C! y tiene soporte compacto, tenemos que
f € LY(R) para todo 1 < ¢ < oo. Ademas si

|fler = |flgr =a >0,

entonces para cualquier j # k,

j+1 k+1
|fj_fk|g,R:/ ‘f]|qdl’+/ ’fk|qd1;:2aq
J k

luego,

i = frlor = 290,
con que {f;};>1 no puede tener una subsucesién convergente en L?(R). Por
tanto, ninguna de las inyecciones de W'?(R) en los espacios LI(R) pueden
ser compactas. Este ejemplo es facilmente generalizable a R"™.

73
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En vista del ejemplo anterior, centraremos nuestra atencién en los domi-
nios acotados. A partir de ahora, en esta seccion, {2 sera un conjunto abierto
acotado de R™. Primero examinaremos los tipos de espacios donde se tienen
las inyecciones y buscaremos en ellos un criterio de compacidad.

De los teoremas de inyeccion del capitulo previo tenemos que tratar con

el espacio C(£2) o con varios espacios de Lebesgue LP(2),1 < p < oc.

En los espacios C(£2), un conjunto acotado es relativamente compacto,
si es equicontinuo, por el teorema de Ascoli-Arzela. Enunciemos este
resultado:

Teorema 5.2 (Ascoli-Arzela). Sea Q@ C R"™ un abierto acotado y K C

C(2). Entonces, K es relativamente compacto en C(Q2) si y solo si

1. K C C(Q) es acotado, i.e., eviste M > 0 tal que

If(zx)| <M, VzeQ, Vfek.

2. K es equicontinuo, i.e., para cualquier € > 0, ezxiste § = 6(¢) > 0 tal
que si x,y € Q con |v —y| <9, se tiene

[f(x) = f(y)l <&, VfeK

Establezcamos ahora un criterio similar en los espacios LP(f)), pertene-
ciente a Frechet y Kolmogorov.

Teorema 5.3. Sean 0 C R"™ un conjunto abierto y w CC €. Sea F un
subconjunto acotado de LP(Q) con 1 < p < 0o. Supongamos que

Ve>0 36>0, 0<dist(w,R"\Q) tal que (5.1)
ITnf — flpw <&, VhER" con |h| <6 yVfeF.

donde 7,(f)(z) = f(x —y). Entonces, F|,, el conjunto de las restricciones
de los elementos de F a w, es relativamente compacto en LP(w).

Demostracion. Se puede suponer que ) es acotado. Para f € F se pone

= flx), sizeq,
f(x)_{o, size R\ Q.
Se escribe o _
F={f:fer}

de forma que F estd acotado en LP(R") y en L!'(R"™). Se procede en tres
etapas:
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1. Se tiene

|Pm*7—7|p,w<€, VieFyVm> .

En efecto, se tiene

(o * P)(@) — F(2)] < /R Tz — ) — F(@) |pmy) dy

y por tanto,
[(pm * [) () = F(2)" < / [f(@ = y) = F@)I"pm(y) dy.
B
Luego entonces,

[N -Tapar< [ putdy [ [Fa-y) - Tapds
w B(0,7-)

< &P,
para m > 5 (por (5.1)).

. La familia H = (p,, * F)|s verifica, para cada m, las hipdtesis del
teorema de Ascoli-Arzela. En efecto, en primer lugar se tiene

|pm * 7|oo,IE{” S ’pn|oo,IR”|7|1,]R" S Oma \V/7 S ?

Y por otra parte, se tiene

(0 # D)) = (o # P < [o1 = aal[Flrge sup L) =Pl
z17#22 |Zl — 2’2|

< Oplzy — 19|, Vo, 29 € R", VfeF.

De donde resulta que H es relativamente compacto en C(w) y a fortiori
en LP(w).

. Dado ¢ > 0 se fija m > % de forma que

((pm * [) = flpw <&, VfEF.

Como H es relativamente compacto en LP(w), se puede recubrir H con
un nimero finito de bolas de radio ¢ (en LP(w)). Las bolas correspon-
dientes de radio 2¢ recubren entonces F|,. Por consiguiente F|, es
relativamente compacto en LP(w). Esto concluye el resultado.
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]

Vamos a usar el resultado anterior para formular un criterio de compaci-
dad en LP(§2) mejor que en un subconjunto relativamente compacto, w.

Teorema 5.4. Sean Q2 C R™ un conjunto abierto y 1 < p < oco. Sea F un
subcongunto acotado de LP(Y). Supongamos que

Ve>0 VYwCC$, 3F6>0, 0<dist(w,R"\Q) tal que (5.2)

0 f — flpw <€ YheR" con|h| <6 yVfeF,
Ve >0 3JwcCCQtal que |flpow<e VfeF. (5.3)

Entonces, F es relativamente compacto en LP(€2).
Demostracion. Dado € > 0 se fija w CC €2 tal que
‘f‘ng\w <e€ Vf e F.

Por el Teorema 5.3 se sabe que F|, es relativamente compacto en LP(w).
Se puede entonces recubrir F|, con un numero finito de bolas de radio ¢ en
LP(w). Sea

k
Flo C UB(gi,s) con g; € LP(w),

i=1

estas bolas se consideran en LP(w). Se pone

~ gi(x), slzeuw,
i\L) =
28 {O, sixeQ\w.

Se comprueba con facilidad que F C Ule B(gi, 2¢) (estas bolas se consideran
en LP(2)). Esto finaliza la prueba del resultado. O

Antes de probar los teoremas de compacidad para los espacios W?(Q)
usando el resultado anterior, necesitaremos el siguiente lema.

Lema 5.5. Sea 1 < p < co. Entonces, si u € WP(Q), tenemos
[T-nu — ulpor < |Rf[ulipe; (5.4)

para cada Y CC Q y para cada h € R™ con |h| < dist (', R™\ Q).
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Demostracion. Supongamos primero que u € D(R™). Si h € R", entonces

u(x + h) —u(x) = /01 Vu(x +th) - hdt,

ou ou
VU = (6_1'17 ciey a_q}n) .

Asi, elevando a p e integrando en ' CC €2, deducimos

donde

1
/ |T_pu — ulP < |h|p/ |Vu(x—|—th)|p dx
o

\h\p/ dt/ Vu(y)|? dy.
'+th

Si |h| < dist (2, R™\ Q) entonces, existe Q" CC Q tal que ' +th C Q" para
t € [0, 1]. Entonces

[Tonu —ulp o < ]h]p/ IVulP, Yue DR"), Vh:|hl<dist (Q,R"\ Q).

(5.5)
Supongamos ahora que 1 < p < co y sea u € WHP(Q). Entonces, existe
{tm}m>1 C D(R") tal que u,, — w en LP?(Q) y Vu,, — Vu en (LP(Q"))"
(Teorema 3.1.1). Podemos aplicar (5.5) a cada u,, y pasando al limite, cuando
m — 00, para conseguir (5.4).
Supongamos finalmente que p = oo y sea u € W>(Q). Entonces, como
) es relativamente compacto, elegimos " tal que ' C Q" cC Q. Enton-
ces u|gr € WH(Q"), para todo q € [1,00]. Por tanto por los argumentos
precedentes,
[T-nu — ulgor < |fJulig0r, 1< q<oo,

y como g — 00, tenemos
’T,hu — u‘oo,Q’ S ‘hHu'l,OO,Q” S ‘hHull,OOyQ'
Esto concluye la prueba. O

Observaciéon 5.6. Si 1 < p < 00, el reciproco es también cierto, es decir, si
existe una constante C' > 0 tal que para todo Q' CC € y para todo h € R
tal que |h| < dist (2, R™\ Q)

|7n = ulpr < Chl, (5.6)

para una u € LP(Q) dada, entonces u € W'?(Q) y |ul; o < C. Para ver la
demostracién vedse [2]. Esto no es cierto cuando p = 1. Las funciones que
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satisfacen (5.6) forman una clase mayor que W'(€). Son conocidas como
funciones de variacién acotada (es decir, funciones de L! cuya derivada dis-
tribucional tiene medida acotada) y tales espacios de funciones son llamados
Espacios BV. Para una descripcién de tales espacios ver [5] o [3].

Podemos ya enunciar y probar el resultado principal de este capitulo. Se
tiene:

Teorema 5.7 (Rellich-Kondrasov). Sea 2 C R" un conjunto abierto y
acotado de clase Ct. Entonces las siguientes inclusiones son compactas:

(i) sip<mn, WP(Q) = L1(Q), 1<gq<p*,

(ii) sip=mn, W (Q) = L1(Q), 1<¢q< oo,

(iii) sip >n, WH(Q) = C(Q).

Demostracién. Cuando p > n, hemos visto que las funciones de W1P(Q)
son continuas de tipo Holder. Si B es la bola unidad en W1P(Q), se sigue
del Teorema 4.3.3 y el andlogo de la desigualdad (4.12), que las funciones

en B son uniformemente acotadas y equicontinuas en C({2). Por tanto, B es
relativamente compacto en C(Q2) por el Teorema de Ascoli-Arzela.

Supongamos por el momento, que el resultado es cierto para p < n.
Notemos que cuando p — n, p* — oo. Asi, como Q es acotado W1 (Q) C
Wn=¢(Q) para todo € > 0 y cualquier ¢ < oo dado, podemos encontrar un
e > 0tal que 1 < g < (n—¢)*. Por tanto usando el caso p = n — e < n,
podemos deducir que W*(Q) se incluye de forma compacta en L4({2) para
cualquier 1 < g < o00.

Luego el teorema quedara probado si probamos el caso p < n. Sea B la
bola unidad en W'?(Q). Ahora verificaremos las condiciones (i) y (ii) del
Teorema 5.4. Sea 1 < g < p*. Entonces elegimos o tal que 0 < a <1y

11—«
p*

1_oz+
qil

Entonces (como en el Corolario 4.1.5), siu € B, Q' CC Qy h € R" tal que
|h| < dist (2, R™\ Q),

|T_hu - U|p7Q/ < |T_hu - u|(iQ/|T_hU —Uu 11);?2/
< (171*ulf 1 .0) luly0)
< Clhl%,

usando el Lema 5.5. Elegimos h, lo suficientemente pequeno, tal que C|h|P <
e. Esto verificara (5.2).
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Ahora si u € By Q' CC €, se sigue por la desigualdad de Holder que

I
Jul o < ulye g\ Q@)
< O\ Q| e,

dicha cantidad es més pequena que un cierto ¢ > 0 dado y elegiendo €' CC €2
que sea tan cercano a {2 como necesitemos. Esto verifica (5.3). Por tanto B
es relativamente compacto en L7(Q2) para 1 < ¢ < p* y asi se concluye la
prueba del resultado. ]

Si € es un dominio acotado, el teorema anterior es valido para VVO1 P(Q)
(no son necesarias las hipdtesis de regularidad). Veamos este resultado:

Teorema 5.8. Sea ) C R"™ un conjunto abierto y acotado. Entonces las
siguientes inclusiones son compactas:

(i) sip<n, WoP(Q) = LI(Q), 1<q<p,

(i) sip=mn, Wy (Q) = LI(Q), 1<q< oo,

(iii) sip >n, WyP(Q) = C(Q).

Demostracion. Tomemos R > 0 tal que Q C B(0, R). Asi, la inyeccién
WyP — LI(Q) (p<nyqée [1,p*] la descomponemos como:

u € WHP(Q) &% 5 e WY (B(0, R)) “EE5™ @ € LY(B(0, R)),
u € LY(B(0,R)) &% 4lq = u € LP(Q).

Como se trata de una composicion de funciones continuas con una compacta,
la composicién es compacta. Esto concluye el resultado. O
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Capitulo 6

Teoria de la Traza

En esta seccion asignaremos un significado a las expresiones como

ou
U’BQ, 5‘895

(es decir, valores de u y su derivada normal sobre 0f2) cuando v € H™(f2),
2 es un conjunto abierto acotado en R™ (n > 2) con frontera 92. Como
hemos visto en el Capitulo 2, no tiene sentido hablar de los valores de
en un conjunto de medida nula cuando v € H™(2). Por tanto necesitamos
generalizar la nocion de los valores en la frontera de dichas funciones.

Empezaremos con el caso {2 = R (este es no acotado) y estudiaremos
completamente la situacién en este dominio. En este caso, OR". = R x {0}
y, por tanto, identificaremos la frontera con R"~!. El caso de un abierto
regular €2 se seguird por el uso de las cartas locales y la correspondiente
particion de la unidad.

La teoria que vamos a desarrollar también se puede hacer para otros
valores de p, pero restringiremos nuestra atencién al caso p = 2.

Teorema 6.1. Sea () = R"}. Entonces, existe una aplicacion lineal y continua
Y : HY(R}) — L*(R™) tal que siv € HY(RL) NC(RY), entonces

Y0(v) = v|gn-1.

Demostracion. Sea v € D(R"™). Denotamos z € R"™ por x = (2/,x,) con

81
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2 € R* 1. Ahora

> 0
/ 2 _ / 2
lv(z’,0)|" = i axn(|v($a$n)\ ) dxy,
— —2/0 U($’,xn)%(x’,xn) dz,,

< /Ooo [(v(m',xn))2+ (;;n(m’,xn))Ql dz,.

Integrando a ambos lados de la relacién respecto de z’, obtenemos

2

0@, 0) <ol s

2,Rn—1

Luego la aplicacién v — v|ga-1 es continua en D(RR™) con la topologia de
H'(R™). Pero la restriccién de funciones de D(R™) a R’ (espacio que hemos
llamado Dgw(R™)), es densa en H'(R') por el Corolario 3.2.3. Por tanto
+

existe una tUnica extension continua a H '(R?}) de esta aplicacién. Veamos
ahora que si v € H'(R'}) NC(R") entonces, yo(v) = v|gn-1. Como vimos en
el Capitulo 3, RY posee un operador de prolongacion y asi si v € '(RY)N
C(R") entonces

V=PueHR)NCR"Y y Vlgy =v.

Si regularizamos, V,,, = V * p,,, € H*(R") N C(R") y vimos (Teorema 1.3.20)
que
Vin = Ven H'(R") = V,,

R? — V|Ri = .
Luego, V,,, converge uniformemente a V' en R", entonces
Vi (2',0) = V(2',0) = v(a',0),

es decir, tenemos la convergencia uniforme también en R"~!. Pero se tiene
que Yo(Vinrr ) = Vin(2',0) = 70 (Vg2 ) = 70(v) en L*(R™1) y asi,

o) (2',0) = v(a’,0) p.ct.a’ € R
Esto concluye la prueba del teorema. O

Antes de continuar debemos hacer mencion a los espacios de Sobolev frac-
cionarios, es decir, H*(R") con s € R. Estos espacios se consiguen usando la
transformada de Fourier o usando los cocientes incrementales. Si construimos
los espacios de Sobolev de orden fraccionario usando cocientes incrementales
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la generalizacion a cualquier €2 es mas sencilla que si usamos la transformada
de Fourier. Para més informacién se puede consultar [4] o [1].

Enunciaremos un resultado que afirma que el rango de la aplicacién 7,
llamada la aplicacién traza (de orden 0), no es todo L*(R"!). Més preci-
samente tenemos el siguiente resultado (vedse [1]):

Teorema 6.2. El rango de la aplicacion vy es el espacio HY?(R"™1).

Observacién 6.3. Con pocas modificaciones en la demostracién del teorema
6.2, es facil probar la aplicacién 7o de H™(R"™!) en H™ Y/2(R"1). De igual
forma, si u € H*(R") podemos imitar la prueba del Teorema 6.1 y ver que

6u (z',0) estd en L2(R™') y de nuevo que estd de hecho en HY2(R"1).
xn

Podemos extender

ou

oz,

(2',0) a una aplicacién continua

o HY(RY) — LX(R")

cuyo rango es H'/?(R"!'). Més generalmente, tenemos una serie de aplica-
ciones lineales y continuas v; en L*(R"™!) tal que la aplicacién

Y= (70771a "'7’77”—1)
de H™(R") en (L*(R""'))™ y el rango es el espacio

—

. Hm—j—l/Q(Rn—l)'
=0

Ahora vamos a estudiar el nicleo de la aplicacion 7. Ya hemos visto
(Teorema 3.1.15) que, si u es continua en Q v u es cero sobre 02, entonces u €
H{ (). Veremos que Hj(R™) es precisamente el nicleo de la aplicacién .
En efecto, como D(R'}Y) C ker (79) que es un subespacio cerrado de H'(R")
tenemos ya que Hj(R") C ker (7). La prueba de la inclusién contraria es
mas delicada y necesita varios pasos.

Lema 6.4 (Férmula de Green). Sean u,v € H'(R"). Entonces

ov ou
= — - 1 <1< — .
/n uaxi de /n Ox; dv, sil<is(n—1), (6.1)
+ +
0 0
/n ua_;n do =~ R7Y a;jlvdx B /I‘{nl VO(U),VO(U) e <6 2)
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Demostracion. Siu,v € D(R"), entonces las relaciones (6.1) y (6.2) se siguen
integrando por partes. El caso general es consecuencia de la densidad de
Dgz(IR") en H'(R") y por la continuidad de la aplicacién vy : H*(R") —
L2(R™1). O

Corolario 6.5. Si u,v € H*(R") y al menos una de ellas estd en ker ()
entonces, (6.1) se cumple para todo i : 1 < i< n.

Lema 6.6. Sea v € ker (7). Entonces, la prolongacion por cero fuera de

R’ , denotada v, estd en H'(R™), y

—_—

ov Ov
= <71 <n. .
(&m)’ 1<i<n (6.3)

0@

Demostracion. Sea ¢ € D(R™). Entonces, para i: 1 < i < n,

—_—

0 0o ,_/ ov ,_/ v
/nvaxidx—/]R vaxidx— . 8x,¢d$_ N\ ¢ dx,

n n
+ +

por el Corolario 6.5. Deducimos asi el resultado. O]

Sea h > 0 y consideremos h = he, € R" donde e, es el vector unitario
(0,0, ...,0,1). Consideremos la funcién 70, donde v es la prolongacién por
cero fuera de R?} de v € ker (7). Entonces, 770 se anula para todo z € R”
tal que x,, < h. (Renombremos la funcién 7;0(z) = v(x — h)).

Lema 6.7. Sea 1 < p < oo y h € R™. Entonces, si f € LP(R")
lm |7 f = flpre =0 (6.4)
h—0

Demostracion. Por la traslacién invariante de la medida de Lebesgue,
7 f € LP(R™) también. Sea ¢ > 0 dado y elegimos ¢ € D(R™) tal que

|f = ¢lprn < /3. (6.5)

Sea a > 0 tal que sop ¢ C [—g, a]™. Luego, como ¢ es uniformemente continua
en R”, existe un 6 > 0 y si |h| < J, tenemos

9z = h) = ¢(a)| < Z(2(a+1))""7, VreR
Entonces

et =R—s@pa= [ B el < (5)"
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Por tanto para |h| < 6,
€

g.
Finalmente, de nuevo por la traslacién invariante de la medida de Lebesgue,
tenemos

77 = Olprn < (6.6)

£

|7-Ef - 7-ﬁ§b|p,]R" =|f - Cblp,]R“ < 3 (6.7)

El resultado ahora se sigue combinando (6.5), (6.6) y (6.7) por la desigualdad
triangular. O

Como consecuencia, deducimos:

Corolario 6.8. Siv € H'(R") entonces

lm |70 —vl[12n = 0

Demostracién. Claramente por el lema anterior 7mv — v en L*(R"). También
es facil comprobar que para cualquier 1 <17 < n,

0 ov

a—J%(TEU) = Tﬁa_aji.

() ov
— —en L2(R™). O
Podemos ya demostrar uno de los resultados principales de este capitulo.
Se tiene:

Por tanto por el lema precedente de nuevo,

Teorema 6.9. ker (7o) = Hy(R").

Demostracion. Yahemos visto que Hj(R") C ker (79). Sea ahora v € ker (7).
Entonces hemos visto que la extensiéon v por cero estd en H'(R"). Usando
la sucesién de funciones truncantes {(x}r>1, del Teorema 2.15, tenemos que
(0 — ¥ cuando k — oo en H'(R") (visto en el Paso 2 del Teorema 2.15).
Las funciones (jv tienen soporte compacto en R" y se anulan para x, < 0.
Ahora fijemos k tal que

[0 — GOll12re <,

donde n > 0 es una cantidad positiva dada. De nuevo podemos elegir h lo
suficientemente pequeno tal que si h = he,,, entonces

|75 (CkV) — G012, <

Ahora 73,((;v) tiene soporte compacto en R’ y se anula para todo z € R"
con z,, < h. Sea {p:}.~0 la sucesién de funciones regularizantes. Si ¢ > 0
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es elegido lo suficientemente pequenio entonces p. * 73;((;v) tendrd soporte
contenido en el conjunto

B(0,e) + KNn{z | z, > h > 0},
donde K = sop (77((xv)) es compacto. Por tanto
Pe * TE(Ck%;) S D(RZL—)>

y sabemos que cuando € — 0, p. * 75:((:v) — 73;((xv). Luego podemos elegir
¢ lo suficientemente pequeno tal que

1p= * T3(CkV) — (G0 [ 1,287 < 7.

Por tanto hemos encontrado una funcién ¢, € D(R"),

an = Pe ¥ TE(C’C@%

tal que

oy — vl12r < ||y — 0

Luego, como 7 es arbitrario, se sigue que

1,2, < 3.

ker (10) C D(RY) = H)(R?).
Esto completa la prueba del teorema. O

Observacion 6.10. De forma andloga se puede probar que si

Y= (’707 Vs eees ’Ym—l)a
entonces el niicleo de v en H™(R?) es precisamente el espacio Hj*(R).

Pasemos al caso de € un conjunto abierto de clase C! con frontera acotada.
Sean {Uj, Tj}?=1 las cartas locales asociadas a la frontera 02 y sean {¢; };?:1 la
particién de la unidad asociada al recubrimiento {U;} de 9Q. Siu € H'(Q),
entonces (¢july,na) o T € H'(R") y asf podemos definir la traza como un
elemento de H/2(R™"1). Volviendo atrds por T} ' podemos definir la traza en
U;NIN. Uniendo ambas tenemos que la traza you en L*(99) y la imagen (por
la definicién de los espacios) es precisamente H'/2(92). De forma similar, si
la frontera es mas regular podemos definir trazas de orden superior 7;. En
particular tenemos el siguiente resultado (vedse [1]).
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Teorema 6.11 (Teorema de la Traza). Sea Q@ C R™ un conjunto abierto
de clase C™ " con frontera O acotada. Entonces, existe una aplicacién traza
Y= (V0,715 s Ym—1) de H™(Q) en (L*(Q))™ tal que )

(i) Siv € C*(Q), entonces 1(v) = v]oq, 11 (v) v
amfl

Vm—l

(i1) El rango de la aplicacion v es el espacio

= — ceey Ym—1 =
ovlag” =7 ™

(v)|ag, donde v es el vector normal unitario exterior a la frontera OS).

m—1
T a7 209).

J=0

(111) EL nicleo de v es H'(2).

El Teorema de la Traza nos ayuda a obtener el Teorema de Green para
funciones en H'(2), donde €2 es un abierto de clase C' con frontera acotada.
Si v(x) denota el vector normal unitario exterior a la frontera 092 (definido
unicamente en 0f)), denotamos sus componentes a lo largo de los ejes por
v;(z). Por tanto escribimos de forma general,

v=(V1,.., Vp).

Por ejemplo si Q = B(0; 1) entonces v(z) = x para todo |z| = 1. Por tanto
vi(z) = x; en este caso.

Teorema 6.12 (Teorema de Green o férmula de Green). Sea Q2 un
conjunto abierto de R"™ de clase C' con frontera acotada. Sean u,v € H(2).
Entonces, para 1 <1 < n,

dv ou
fovam = fame /m Gow) Oov)zs (6.8)

Demostracién. Por el Corolario 3.4, Dg(R") es denso en H'(Q). Si

U, Um € C*°()) entonces tenemos el clasico Teorema de Green

ov,y, Ou,, /
Upy— = — — Uy + U U Vi - 6.9
y eligiendo u,, — u, v, — v en H'(Q) deducimos (6.8) por la continuidad
de la aplicacion traza 7. Esto concluye el resultado. ]

Para concluir este capitulo vamos a hablar sobre la traza de funciones de
WhP(Q) con p € [1,00) y Q abierto de clase C! con 99 acotada.
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Teorema 6.13. Sean Q un abierto de clase C* con OQ acotada y p € (1,00).
Entonces, se tiene

Yo :u € W'P(Q) = you € Wl_%’p(Q).
Ademds se verifica la siguiente desigualdad
Iroulli-1 po0 < Cllullipe,

con C' > 0 dependiendo de ().

Podemos encontrar més informacién sobre la traza de funciones de W17 (Q)
en [0].
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