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Resumen

El Célculo de Variaciones es el campo de las Mateméticas que engloba co-
nocimientos tedricos y técnicas que se usan con la idea fundamental de buscar
maximos y minimos (0 mas generalmente extremos relativos) de funcionales de-
finidos sobre algtin espacio funcional. Constituyen una generalizacion del calculo
elemental de maximos y minimos de funciones reales de una variable.

En este trabajo se pretende desarrollar una introduccion al Célculo de Varia-
ciones, intentando exponer los principales resultados que conforman esta teoria,
asi como mostrar algunas de sus aplicaciones, especialmente en el campo de la
Fisica, y su conexién con problemas diferenciales.

El objetivo serd ver bajo qué condiciones se puede resolver algunos proble-
mas. Para ello, presentaremos varias condiciones necesarias y suficientes para la
existencia y unicidad de solucién de algunos problemas usando diferentes ecua-
ciones conocidas asociadas a dichos problemas (como puede ser la ecuacion de
Euler-Lagrange y la ecuacion de Hamilton-Jacobi).






Abstract

Calculus of Variations is the field of Mathematics that encompasses theoretical
knowledge and techniques that are used with the fundamental idea of searching
for maximums and minimums (or more generally relative extremes) of functionals
defined on some functional space. They constitute a generalization of the elemen-
tary calculus of maximums and minimums of real functions of a variable.

This assignment aims to develop an introduction to the Calculus of Variations,
trying to expose the main results that make up this theory, as well as show some
of its applications, especially in the field of Physics, and its connection with diffe-
rential problems.

The objective will be to see under what conditions some problems can be sol-
ved. To do this, we will present several necessary and sufficient conditions for the
existence and uniqueness of the solution of some problems using different known
equations associated with said problems (such as the Euler-Lagrange equation and
the Hamilton-Jacobi equation).






Introduccion

El Célculo de Variaciones es el campo de las Mateméticas que engloba co-
nocimientos tedricos y técnicas que se usan con la idea fundamental de buscar
maximos y minimos (0 mas generalmente extremos relativos) de funcionales de-
finidos sobre algtin espacio funcional. Constituyen una generalizacion del calculo
elemental de maximos y minimos de funciones reales de una variable.

Esta teoria surgi6 a partir del problema de la curva braquistocrona o curva del
descenso mds réapido, planteado inicialmente por Johann Bernouilli (1696) aun-
que fue Leonhard Euler el primero que elaboré una teoria del Célculo Variacional
(1733). El objetivo de dicho problema es encontrar la curva entre dos puntos que
es recorrida en menor tiempo por un cuerpo que comienza en el punto inicial con
velocidad cero, y que debe desplazarse a lo largo de la curva hasta llegar al segun-
do punto, bajo accién de una fuerza de gravedad constante y suponiendo que no
existe friccion (para mds detalles, véase Ejemplo 1.2.14).

Adentrdndonos en el cdlculo diferencial, uno de los problemas tipicos es el
de encontrar el valor de x para el cual la funcién f(x) alcanza un valor extremo
(méximo o minimo). En el Calculo de Variaciones, el problema es encontrar una
funcion w(z) para la cual un funcional J(u) alcance un valor extremo en un de-
terminado conjunto.

El funcional J(u) estd compuesto por una integral que depende de z, de la
funcién u(z) y algunas de sus derivadas:

méx / min {J(u) - /abf(x,u(x),u'(m), ™ (@) dm}

u u
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donde la funcién u(x) pertenece a algin espacio de funciones (por ejemplo, un
espacio de Banach o un espacio de Hilbert). En ocasiones, esta formula integral
puede ser mas complicada permitiendo a x ser un vector y por lo tanto, incluyendo
derivadas parciales para u.

Para poder abordar este problema, empezaremos recordando algunos resulta-
dos vistos en la asignatura de Modelizaciéon Matemética (3°" curso del Grado en
Matematicas). Para ello, véase Introduccion del Capitulo 1: dedicado a la ecuacion
de Euler-Lagrange. En la gran mayoria de resultados que probaremos, nos basa-
remos en conocimientos adquiridos tanto en la asignatura de Andlisis Funcional
y Ecuaciones en Derivadas Parciales como en la asignatura de Complementos de
Modelizacién y Optimizaciéon Numérica (ambas del 4° curso del Grado en Ma-
tematicas). Mds aun, tendremos que recurrir a resultados de Teoria de la Medida
(vistos en la asignatura de Series de Funciones e Integral de Lebesgue del 2° cur-
so del Grado en Mateméticas) y a resultados de Andlisis Funcional (vistos en la
asignatura de Analisis Funcional del 3°" curso del Grado en Matematicas).

Asi, una vez introducido el tema de estudio, esta memoria se estructurara de
la siguiente manera:

= El Capitulo 1 se basaré en el estudio de dos formulaciones de la ecuacion de
Euler-Lagrange y su aplicacion a diferentes problemas diferenciales: ejem-
plo de Weirerstrass, desigualdad de Poincaré-Wirtinger, problema de la cur-
va braquistdcrona, problema de las superficies minimas de revolucién y de-
rivacién de la ley de reflexién en un espejo estacionario. Este capitulo es
fundamental y juega un papel importante en el desarrollo que sigue para el
estudio de problemas relacionados con la mecdnica clésica, en el que desta-
ca, el Principio de Minima Accidn que se vera en el Capitulo 6.

= El Capitulo 2 se centrard en el estudio del Hamiltoniano. Daremos un re-
sultado de gran interés que nos llevard a la Formulacion Hamiltoniana.
Ademads, aplicaremos lo visto a un ejemplo relacionado con la mecénica
clasica.

= El Capitulo 3 consistird en la formulacién de la ecuaciéon de Hamilton-
Jacobi que nos conduciré al estudio de la Teoria de Campos. Mostraremos

10



INDICE GENERAL 11

una condicidn necesaria y suficiente de existencia de minimo, conocida co-
mo Teorema de Jacobi, que relaciona la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi con
el sistema Hamiltoniano definido en el Capitulo 2.

= El Capitulo 4 desarrollard lo que se conoce como Teoria de Campos (que
es el conjunto de principios y técnicas matematicas que permiten estudiar
la dindmica y distribucion espacial de los campos fisicos a través de la va-
riacion en el espacio y la evolucion temporal de formas de materia mode-
lizables que vendran descritas por una densidad lagrangiana). Haremos un
estudio local de la Teoria de Campos y la usaremos para el estudio de la des-
igualdad de Poincaré-Wirtinger desde otro punto de vista distinto al visto en
el Capitulo 1.

» El Capitulo 5 se basard en el estudio del Célculo de Variaciones pero a través
de los métodos directos (que consisten en probar la existencia de un mini-
mo de un determinado funcional pero bajo condiciones de poca regularidad
sobre los datos). El procedimiento habitual que seguiremos en este capitulo
serd el método conocido como compacidad-unicidad (basado en dos pasos:
compacidad y semicontinuidad inferior). Estudiaremos el problema de la
integral de Dirichlet, el ejemplo de Weierstrass, el ejemplo de Bolza y el
problema de las superficies minimas de revolucion a partir de un resultado
general de existencia que daremos. Finalizaremos el capitulo, volviendo al
estudio de las ecuaciones de Euler-Lagrange pero desde el punto de vista de
los métodos directos.

= El Capitulo 6 se centrara en la deduccion del Principio de Minima Accion
y las ecuaciones de Maxwell basandonos en el Calculo de Variaciones.

Podemos decir que los capitulos 1, 2 y 3 estan bastante relacionados pues las
ecuaciones de Euler-Lagrange o la ecuacion de Hamilton-Jacobi aparecen sobre
todo en el contexto de la mecdnica clasica en relacion con el principio de minima
accion, también aparecen en teoria cldsica de campos (electromagnetismo y teoria
general de la relatividad) y sirven de base para la formulacion de integrales de
camino para la teoria cudntica de campos y su uso dependera exclusivamente de
los datos que tengamos.

11
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Por otro lado, la Formulacién Hamiltoniana que se desarrolla a lo largo del
capitulo 2 da lugar a la ecuacion de Hamilton-Jacobi que permite una formula-
cion alternativa a la Formulacion Lagrangiana (el empleo de esta ecuacion resulta
ventajoso cuando se conoce alguna integral de movimiento).

A partir de estos tres capitulos, damos un salto hacia la teoria de campos que es
una generalizacién de todo lo anterior (en el que tratamos de rebajar la regularidad
de la funcién que forma parte del funcional). A continuacidn, en el capitulo 5, nos
damos cuenta que podemos rebajar la regularidad y condiciones de convexidad
exigida en capitulos anteriores y se describen condiciones menos regulares que
permiten obtener resultados similares a los de los capitulos anteriores. Finalmen-
te, acabamos con un capitulo de aplicaciones en el que se tratardan dos ejemplos
relacionados con la mecanica clésica.

Por dltimo, cabe mencionar que existen tres apéndices al final de esta memoria
dedicados a la notacién que usaremos, a conceptos y resultados del Célculo Dife-
rencial y a diferentes resultados de Andlisis Funcional vistos en otras asignaturas
del Grado e incluso en asignaturas de la extinguida Licenciatura en Matematicas,
que se usan en esta memoria o ayudan a su mejor comprension. Ademds, también
se puede encontrar una extensa bibliografia en la que nos hemos basado para el
desarrollo de esta memoria.

12



Capitulo 1

La ecuacion de Euler-Lagrange

Las ecuaciones de Euler-Lagrange son las condiciones bajo las cuales cierto
tipo de funcional asociado a un problema variacional alcanza un extremo. Apare-
cen sobre todo en el contexto de la mecdnica cldsica en relacién con el principio
de minima accion. También aparecen en teoria cldsica de campos (electromagne-
tismo y teoria general de la relatividad) y sirven de base para la formulacion de
integrales de camino para la teoria cudntica de campos.

1.1. Introduccion
En este capitulo, vamos a considerar el siguiente problema:
mf{J(u) : u € C'([a,b]),u(a) = a,u(b) = B} (1.1)

donde el funcional J viene dado por:
b
J(u) = / f(x,u(z),u (z))de

con f € C*([a,b] x R x R).

Antes de desarrollar resultados relacionados con los métodos clasicos, podriamos
fijarnos en la analogia que existe con las minimizaciones en R", que pueden ser
representadas como sigue

inf{F(z):z € X CR"} (1.2)

13



CAPITULO 1. LA ECUACION DE EULER-LAGRANGE 14

El objetivo de los métodos clasicos consiste en encontrar 7 € X cumpliendo
que F'(Z) = 0y posteriormente, mediante el estudio de las derivadas sucesivas
de F', determinar el punto critico  que puede ser un maximo o minimo absoluto,
un méaximo o minimo local o un punto de silla.

A continuacion, enunciamos y demostramos una herramienta de gran utilidad
para el desarrollo de los métodos clasicos:

Teorema 1.1.1 (Teorema Fundamental del Célculo Variacional) Sea Q c RY

un abierto no vacio y sea u € L}, () tal que

/Qu(m)w(x) dr =0 (1.3)

para todo ¢ € D(Q). Entonces, u(x) = 0 para casi todo x € Q.

Demostracién: Vamos a hacer la prueba en un caso mds regular para u € L*((2).
La demostracion del Teorema 1.1.1 cuando u € L}, () puede ser consultada en

[4].
Sea u € L*() tal que podemos encontrar ¢) € D() de forma que

lfu — |2y < €

Usando (1.3) se deduce que

lulfee = [ wtde = [ ulu-v)da
Q Q

Combinando la igualdad anterior con la desigualdad de Holder, se tiene que

ull 72y < Null2@llu — ¢ll2@) < ellull2@)

Tomamos £ > 0 arbitrario y deducimos que ||u[|z2(q) = 0y de este modo con-
cluimos la demostracion. U

Para terminar esta seccion, veamos un resultado de gran utilidad para funcio-
nes de clase C! (visto en la asignatura de Modelizacién Matematica). Esto es una
especie de Corolario del Teorema 1.1.1 ya que casi es un caso particular para
Q = [a, b] y funciones de C°(€2) en lugar de L;,.(2):

loc

14



CAPITULO 1. LA ECUACION DE EULER-LAGRANGE 15

Lema 1.1.2 (Lema de Du Bois-Reymond) Sea g € C°([a,b]) y supongamos
que

/bg(t)h(t) dt = 0
para toda h € C'([a,b]) con h(a) = h(b) = 0.

Entonces, g = 0 en [a, b).

Demostracion: Razonamos por reduccion al absurdo. Si el resultado no es cierto,
debe existir ¢y € [a,b] tal que g(t9) # 0. Por continuidad, tendremos entonces que
existe un intervalo [¢,d] C [a,b] con ¢ < d tal que g # 0 en (¢, d). Cambiando
g por —g si fuera necesario, podemos de hecho suponer que g(t) > 0 para todo
t € (c,d). Definimos entonces h € C*([a, b]) como sigue:

(t—c)*(d—t)? si  teled
h(t) = { 0 si t€la,bl\[ed]

Teniendo en cuenta que h y g son estrictamente positivas en (¢, d) y que, fuera de
este intervalo, h vale cero, se tiene

/bg(t)h(t) dt = /dg(t)h(t) dt >0

Pero h € C!([a,b]) y se anula en a y en b, por lo que la integral anterior deberfa
ser nula. Esta contradiccién prueba el resultado. U

1.2. Primera formulacion de la ecuacion de Euler-
Lagrange
Para comenzar con esta seccidon, vamos a enunciar un resultado de caricter ge-

neral que nos hara falta en la demostracion del principal resultado de este apartado
(consultar Apéndice B para entender la notacion):

Lema 1.2.1 Sea f : Q — Ry f € C1(Q).
(a) La funcion f es convexa siy solo si

f(x) > fly) +6f(y,xz —y) (1.4)

para todo x,y € .
(b) Si f € C?(0), entonces la funcion f es convexa si'y sélo si > f es semidefinida
positiva.

15



CAPITULO 1. LA ECUACION DE EULER-LAGRANGE 16

Demostracion:
a) Antes de comenzar, si ) = RY, cambiamos la notacién 6 f = Vfy §%f = Hf
donde H denota el Hessiano. Fijemos x,y € (). Si f es convexa en 2, entonces,
dado ¢ € (0, 1), se tiene
flyt+el—y)—fly) _efle) + A —e)fly) — fly
ytelr—y) = fly) _efl@)+1-e)fW) ()Zf(x)—f(y)

€ 9

Tomando limite cuando ¢ — 0" obtenemos la desigualdad (1.4).
Reciprocamente, supongamos que (1.4) es cierta. Veamos que f es convexa en ).
Sean z,y € Qy a € [0, 1], entonces, se tiene:

{ f@) = fly+al@—y)+ofly+alz—y),1-a)z—y)
fW)z fly+alz—y))+0f(y+alz—y), —alz—y))
Multiplicando las desigualdades anteriores respectivamente por oy 1 —a y usando
la linealidad de la derivada G-diferencial, se llega a que

flaz + (1 —a)y < af(z)+ (1 —a)f(y)

y por tanto, f es convexa en ().

b) Supongamos que f satisface
Cfley—zy—2) 20 (1.5)

para todo z,y € €, es decir, 52 f es semidefinida positiva. Veamos que f es con-
vexa usando la Proposicién B.6. Sean x,y € (). Si aplicamos el Teorema B.4
obtenemos la existencia de £ € (z,y) tal que se tiene

F) = (@) = 65 e,y — ) = S8 F (€5 — 2y — )

Obsérvese que £ = = + 3(y — x), con B € (0, 1). Asi, usando la linealidad de §° f
respecto de la segunda y de la tercera componente, obtenemos que

1 1 1
62f(€7y -,y — ZL‘) = 62f(§7 __(‘T - 5)7 ——(l’ - 5)) = _252f<§7 T — ga Tr— 5)
B B B
que junto al apartado a), demuestra que f es convexa en .
Veamos ahora que si f es convexa en (), usando la Proposicién B.6, entonces se
tiene (1.5). Sean z,y € )y asi,
0f(x+ely—x)y—x)—of(z,y —x)

2 ;
— — ) =1 =
0" f(z,y — 2,y — ) = lim 8

16



CAPITULO 1. LA ECUACION DE EULER-LAGRANGE 17

i S+ =)oy =) S ey =)
e—0 g
Esta dltima desigualdad prueba el resultado. U

El principal resultado de este capitulo y en el que nos basaremos para los
posteriores desarrollos de formulaciones es el siguiente:

Teorema 1.2.2 (Primera formulacion de la ecuacion de Euler-Lagrange)
Consideramos [ € C*(a,b] x R x R), f = f(z,u,£) y el problema de minimiza-

o Jg)f{{ / f(z,u(z ))dm} = (1.6)
donde X = {u € C'([a,b]) : u(a) = a,u(b) = B}

Entonces, se tiene que:

(a) Si (1.6) admite como soluciénu € X N C*([a, b)), se cumple que:

%[fg(w,ﬂ(x)ﬂ’(x))] = fulz,u(2), 7 (2)),z € (a,b) (1.7)
o dicho de otro modo,
fee(a,u(z), @' (2))u"(z) + fue(z, u(z), 0 (2))0 (2)+

+f$§(xvﬂ<x)’ﬂl(x)) = fU(xvﬂ(x>’El(x))
of . of . &f o f o f
a_gafu—%affﬁ—a_ggvfﬁ aagyfuﬁ aag

(b) Por otra parte, siu satisface (1.7) y si la funcion (u, &) — f(x,u,§) es conve-
xa para todo € [a,b], entonces u es solucion de (1.6).

donde denotamos f; =

(¢) Mds aiin, si la funcion (u,&) — f(z,u, &) es estrictamente convexa para todo
x € |a, b] entonces si existe u solucion de (1.6), se tiene que T es tinica.

Demostracion:
(a) Sea u la solucidén de (1.6) para todo = € X, entonces tenemos que
J(u) < J(u+ hv)

17



CAPITULO 1. LA ECUACION DE EULER-LAGRANGE 18

para todo i € Ry para todo v € C'([a, b]) tal que v(a) = v(b) = 0. A continua-
cién, denotamos F'(h) = J(u + hv) € C'(R) de forma que F(0) < F(h) para
todo h € R. De aqui se deduce que

F'(0) =0

Abhora, aplicando que F”(0) = 0 se llega a que

b
/ [fe(z,u(z), @ (2)v' (z) + fu(z,u(z),@ (z))v(x)] dz =0 (1.8)

Integrando por partes (1.8), obtenemos la siguiente igualdad:

b
[ | o) W]+ e ), ) o) o =
Finalmente, aplicando el Lema 1.1.2 se tiene (1.7).

(b) Sea w € X. Como la funcion (u,&) — f(x,u,&) es convexa para todo
x € [a, b]. Entonces, se tiene del Lema 1.2.1 que

fe ) > f 00 + fule, W) (=) + felo, 0,0 (!~ )

para todo = € X. Integrando la expresion anterior, obtenemos que

Integrando por partes el segundo miembro de la integral y teniendo en cuenta que,
u(a) —a(a) = u(b) —u(b) = 0, se llega a que

J(u) > J(ﬂ)+/ [fu(x,a,a’) — %fg(x,ﬂ,ﬂ’) (u—)dx

Finalmente, usando (1.7), obtenemos que J(u) > J(@), que es lo que queriamos
probar.

(c) Consideramos u,v € X dos soluciones de (1.6) y veamos que son iguales.

Para ello, definimos
1 1 1( )
w = 2u+ 21} =3 U+ v

18



CAPITULO 1. LA ECUACION DE EULER-LAGRANGE 19

tal que w € X. Aplicando la convexidad de (u, &) — f(x,u, &), obtenemos que

1 1 1 1 1 1
Ef(x,u,u’) + §f(x,v,v') > f (a:, §u+ 3V éu’ + 51}’) = f(x,w,w')

de forma que

donde

ueX

m = inf{J(u): b (:E,u(x),u’(x))dx}

Luego, se tiene que

/b Ff(x wl) + = f (e 0,0) — ( Lt o) 1<uf+vf>)} iz — 0
Q12777 27 N D) "9 -

Entonces, gracias a la convexidad estricta de f, el integrando es positivo a menos
que u = vy u' = v'. De aqui se deduce que u = v, como queriamos probar. [

Nota 1.2.3 (Sobre la demostracion del Teorema para la ecuacion de Euler-Lagrange)

e Una observacion inmediata es el hecho de que este teorema no proporcio-
na un resultado de existencia (consultar Ejemplo 1.2.6). Sin embargo, en
determinados casos, si [ es convexa entonces se puede dar un resultado
de existencia e incluso calcular la solucion explicita (véase por ejemplo
Proposicion 1.2.5).

e Hemos visto que no es razonable esperar que la solucion de (1.6) pertenezca
a C*([a, b)) o incluso a C*([a, b]) (consultar Ejemplo 1.2.7).

o Si(u,&) = f(x,u,§) no es convexa para cada (v, u) € [a,b] x R) entonces
la solucion de (1.7) no es necesariamente un mdximo absoluto de (1.6).
Puede ser un minimo local, mdximo local,... Incluso, en ocasiones, puede
ser un punto estacionario. (consultar Ejemplo 1.2.13).

e El teorema se puede generalizar para los siguientes casos:

a) Siu : [a,b] - RN para N > 2, entonces la ecuacién de Euler-
Lagrange da lugar a un sistema de ecuaciones diferenciales ordina-
rias.

19



CAPITULO 1. LA ECUACION DE EULER-LAGRANGE 20

b) Siu:Q C RY = R para N > 2, entonces la ecuacion de Euler-
Lagrange da lugar a una ecuacion en derivadas parciales.

¢c)Siu:QCRY » Rpara N > 2y f = f(z,u,u/,u",...,u),
entonces la ecuacion de Euler-Lagrange da a lugar a un sistema de
ecuaciones en derivadas parciales.

d) Se pueden aniadir otros tipos de condiciones de contorno, por ejemplo,
u'(a) =ayu'(b) =p.

Antes de seguir con diferentes tipos de formulaciones, vamos a profundizar
un poco més en el Teorema para la ecuacion de Euler Lagrange [Teorema 1.2.2].
El objetivo serd particularizar este teorema para distintas propiedades que pueda
cumplir la funcién f que se considere. Para ello, desarrollemos antes un resultado
fundamental de Andlisis Matematico, como es la desigualdad de Jensen.

Teorema 1.2.4 (Desigualdad de Jensen) Sea i una medida positiva sobre una
o—dlgebra M en un conjunto $, tal que ;1(S2) = 1. Si f es una funcion real en
LY (), sia < f(x) < bparatodo x € Q, y si p es convexa en (a,b), entonces

w(Afdu>§A(¢0f)du (1.9)

Demostracion: Pongamos t = [, f dyu. Entonces, a < t < b. Por ser ¢ convexa
se cumple

olt) = o(s) _ plu) = o(t) (L10)
t—s u—1
sia < s <t<wu<b.Sifesel supremo de los cociente del primer miembro a la
izquierda de (1.10), con a < s < t, entonces, 3 no es mas grande que ninguno de
los cocientes del segundo miembro de (1.10), para cualquier u € (¢, b). Se deduce
que
ou) > pt)+pPu—t) (a<t<u<b)

Por tanto,
o(f(x)) = o(t) = B(f(x) —t) = 0 (1.11)
para todo x € (). Como ¢ es continua, ¢ o f es medible. Si integramos ambos

miembros de (1.11) con respecto a i, se obtiene (1.9) por nuestra eleccion de ¢ y
la hipdtesis p(€2) = 1. O

Ahora, empezamos a particularizar la ecuacién de Euler-Lagrange para dife-

rentes casos dependiendo de las variables que intevienen en la funcién f a consi-
derar.
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1.2.1. Caso f(x,u,&) = f(§)

Un caso especial de una formulacion diferente de la ecuacion de Euler-Lagrange
es el de la siguiente proposicion:

Proposicion 1.2.5 Bajo las hipotesis del Teorema 1.2.2, supogamos que f(x,u,§) =
f(&) entonces la ecuacion de Euler-Lagrange se reduce a

d

%[f (u)] =0, esdecir, f'(u')=cte (1.12)

Ademds, si f es convexa

u(x) = (x —a) +« (1.13)
es solucion de (1.12) satisfaciendo u(a) = oy u(b) = .

Demostracion: La primera parte es evidente a partir de (1.7). Veamos la segunda
parte. Como f es convexa entonces w es un minimizador. De la desigualdad de
Jensen [Teorema 1.2.4] se tiene que para u € C'([a, b]) verificando u(a) = o'y

u(b) = B que
= @) de > f (b% / (@) da:) —y (M) -

7 (822) = sy = o [ s

que es lo que queriamos probar. U

A continuacién, suponemos bajo las hipédtesis de la Proposicion 1.2.5, que
f no es convexa. Entonces, el problema (1.6) no tiene, en general, solucién por
lo que & no es necesariamente un minimizador. Vamos a ver que en este caso
particular, se trata de un maximizador de una integral. Para ello, estudiemos el
siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.2.6 Consideremos f(§) = e ( que no es convexa) y el problema
1
inf {J(u) :/ f(u'(w))dm} =m (1.14)
ueX 0
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donde X = {u € C'([0,1]) : u(0) = u(1) = 0}. Tenemos por (1.13) que ©w = 0
de forma que (1.14) no tendrd como solucion un minimizador como veremos.
Supongamos, por el momento, que m = 0, entonces, no existe u € X tal que

1
/ W@ g _
0

Esto nos lleva a que (1.14) no tiene solucion. Si probamos que m = 0, obtenemos
lo que queremos. Tomamos n € N y definimos

tal que u, € X'y

1 n
1
J(up) = / e~ @127 gy — —/ eV dy — 0
0 2n -n

cuando n — oo. Por tanto, m = 0 como queriamos probar. U

En este ejemplo, bajo las hip6tesis de la Proposicion 1.2.5, vamos a ver que el
problema (1.14) tiene una solucién que no es de clase C*.

Ejemplo 1.2.7 Consideremos la funcion f(§) = (€2 — 1)?, el problema

Jg{{ / Flu } m (1.15)

donde X = {u € C'([0,1]) : u(0) = u(1) = 0}. Relacionamos el problema
(1.15) con el siguiente problema

ue-%(rifruzus { / f } = My trozos (116)

donde X, iom0s = {tt € Clipms + w(0) = u(1) = 0}. Este problema tiene como

solucion
{ x si x€l0,1/2]

U@ =122 si ze1/2.1]

tal que v es de clase C* satisfaciendo que v(0) = v(1) = 0, lo cual nos lleva a
que J(v) = 0 que implica que My ;05 = 0.
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Supongamos por un momento que no solamente hemos probado que My ;05 = 0,
supongamos que hemos probado también que m = (0. Esto implicaria inmediata-
mente que el problema (1.15) no tiene solucion. Esto nos lleva a que |u'| = 1 pero
no puede existir ninguna funcion u € X que satisfaga que |u'| = 1 por la conti-
nuidad de la derivada. Veamos realmente que m = 0. Consideramos la siguiente
sucesion de funciones:

x , , si x€l0,1/2—1/n]
up(z) = ¢ —2n? <x—%) —4n (x—%) —x+1 si ze(1/2-1/n,1/2]
1—2x si x € (1/2,1]

Obsérvese que u, € X y

1 1/2
T = [ seiande= [ fugndr< s —o

/2—1/n

cuando n — oo. Esto implica que m = 0. U
A partir de este ejemplo, podemos concluir con la siguiente observacion:

Observacion 1.2.8 Se tiene que la ecuacion de Euler-Lagrange

d / N2 _
%[u((u) —1)]—0

tiene como solucion u = 0 pero que no es un minimo ya que J(0) = 1.

1.2.2. Caso f(z,u,§) = f(x,€)

Ahora, seguimos con la ecuacién de Euler-Lagrange, en un caso diferente al
de la Proposicion 1.2.5:

Proposicion 1.2.9 Bajo las hipdtesis del Teorema 1.2.2, supogamos que f(x,u,§) =
f(x, &) entonces la ecuacion de Euler-Lagrange se reduce a

d

o felz, u')] =0, esdecir, fe(x,u') = cte (1.17)

Demostracion: Inmediata a partir de (1.7). [
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Nota 1.2.10 La ecuacion (1.17) es mds dificil de resolver que las anteriores, en
general, no tiene una solucion tan simple como la solucion (1.13) de la ecuacion
(1.12).

El siguiente ejemplo que vamos a estudiar, bajo las hipétesis de la Proposicién
1.2.9 es conocido como ejemplo de Weierstrass:

Ejemplo 1.2.11 (Ejemplo de Weierstrass) Considérese f(x,£) = x&? (notemos
que & — f(x,€) es convexa para cada x € [0,1] y estrictamente convexa si
x € (0,1)) y el problema

1
inf {J(u) —/ f(x,u/(x))dx} =m (1.18)
ueX 0

donde X = {u € C([0,1] : u(0) = 1,u(l) = 0}. Veamos que el problema
(1.18) no tiene solucion de clase C* o C.,,,,.... En este caso, la ecuacion de Euler-
Lagrange seria

(zu) =0=u = LN u(z) = clog(z) +d,x € (0,1)
x
donde cy d son constantes. Observemos, en primer lugar, que u no puede satisfa-
cer que u(0) = 1y u(1) = 0. Asociamos al problema (1.18) el problema

1
inf {J(u) :/ flz,u'(x)) dx} = M trozos (1.19)
0

u€ X trozos

donde X, yom0s = {u € Chooms + u(0) = 1,u(1) = 0}. Vamos a probar que
ni (1.18) ni (1.19) tienen minimizador. Para ambos casos, basta demostrar que
M = Mg yozes = 0. Si ya supiésemos que m = My po0s = 0, entonces existiria
U € Cp ey Satisfaciendo que J(v) = 0y esto implicaria que v' = 0 para casi
todo x € (0,1). Como v € X roz05, debe ser continua 'y v(1) = 0 entonces de-
ducimos que v = 0 pero esto da lugar a contradiccion con la otra condicion de

contorno (v(0) = 1).

En primer lugar, veamos que my 0,05 = 0. Sea n € Ny consideremos la siguiente
sucesion de funciones:

1 si x€[0,1/n]
up(x) =¢ —logz .
Tog 1 si (1/n,1]
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Obsérvese que u, € Cp oo Un(0) = Lu, (1) =0y

— 0

J(u,) =
(un) logn

cuando n — oo. Esto implica que m ; rp,0s = 0y ast, podemos concluir el ejem-

plo.

Finalmente, probemos que m = 0. Consideremos la siguiente sucesion de fun-

ciones:
2

x? + r+1 si x€]|0,1/n]
_ logn logn

un () = —%ogx

si (1/n,1]
logn
Obsérvese que u, € X'y

] n (1 —2nx) si z€][0,1/n]

w,(r)=q 2

J 1/n,1
Ilogn St ( /n7 ]

De aquit, deducimos que

2 l/TL 1 1 d
0 < J(u,) < n2 / z(1—2nz)* de + — / 0
log”n Jo og'n Jim T

cuando n — oo. Esto implica que m = 0, como queriamos probar. 0

1.2.3. Caso f(x,u,&) = f(u,§)

Finalmente, estudiaremos un ultimo caso particular de la ecuacion de Euler-
Lagrange, centrandonos, en tres problemas clasicos: la desigualdad de Poincaré-
Wirtinger, el problema de la curva braquistécona y las superficies minimas de
revolucion. Este caso es més dificil de tratar que todos los casos precedentes. Sin
embargo, posee una propiedad importante que no se presenta en el caso general
visto en el Teorema 1.2.2. Dicha propiedad viene dada por la Proposicion 1.2.12:

Proposicion 1.2.12 Bajo las hipotesis del Teorema 1.2.2, supogamos que f(x,u,§) =
f(u, &) entonces la ecuacion de Euler-Lagrange se reduce a

(el )] = fulu ) (1.20)
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Ademds, de acuerdo con el Teorema 1.2.2, podemos reescribirlo como
flu,u') — ' fe(u,u') = cte (1.21)
Demostracion: La prueba es relativamente facil. Empezamos derivando:

d

%[f(u,u’)] = fulu,u")u+ fe(u,u')u”

Ahora, reescribimos y desarrollamos la expresion anterior:

) el )] = ot )] = e, )] =

dx T T

d
= fulu,u)u" + fe(u, v )u" —u" fe(u,u’) — u/d—[fg(u, u')]
T
Finalmente, teniendo en cuenta (1.20), se llega a que:

d

[ F ) = e, )] = 0

lo que implica que
fluu') — ' fe(u,u') = cte

como queriamos demostrar. U

Ahora, empezamos a profundizar en cada ejemplo, comencemos estudiando
la desigualdad de Poincaré-Wirtinger:

Ejemplo 1.2.13 (Desigualdad de Poincaré-Wirtinger) Veamos que

b = \2 b
/u’deZ( ) /u2da:
a b—a a

para cada u verificando que u(a) = u(b) = 0. Mediante un cambio de variable,
se reduce el estudio al caso a = 0y b = 1. Vamos a reescribir el problema. Para
ello, tomamos \ > 0, fr(u, &) = (€2 — N\?u?) /2 de forma que el problema seria

fnf {JA(u) - /0 1 f,\(u(:p),u’(x))dx} = my (1.22)

ueX
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donde X = {u € C*([0,1]) : w(0) = u(1) = 0}. Observemos que & — fx(u, &)
es convexa mientras que (u,§) — fa(u,&) no lo es. Entonces, la ecuacion de
Euler-Lagrange usando (1.20) se reduce a

u + Nu=0
y de acuerdo con (1.21) se puede escribir como
u? + Nu? = cte

Para concluir el ejemplo, basta resolver el problema de autovalores anterior. Dis-
tinguimos varios casos:

o Si A\ < mentonces my = 0, lo que implica, en particular, que

1 1
/ u?de > 7T2/ u? dx
0 0

e Si \ < 7 entonces ug = 0 es el tinico minimizador de (1.22).

e Si A\ =, entonces (1.22) tiene infinitos minimizadores que son de la forma
Ua(x) = a - sin(mz) con a € R

e Si \ > 7 entonces my = —o9, lo que implica que (1.22) no tiene solucion.
Para ver este hecho, es necesario elegir u, como antes y observar que si
A\ > T entonces se tiene que

1
Ia(ug) = az/ [72 cos?(mx) — A sin®(7z)] doz — —o0
0

cuando o — o0.

De este modo, tras resolver el problema de autovalores, concluimos la demostra-
cion de la desigualdad de Poincaré-Wirtinger. 0

A continuacion, estudiemos en profundidad el ejemplo de la curva braquistocro-
na:
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Ejemplo 1.2.14 (Curva braquistocrona) La funcion a considerar es la siguiente

JITE

fu, &) = Vi

(que es convexa) junto con el problema

fnf {J@) - /Obf(u(x),u’(x)) da:} —m (1.23)

ueX

donde X = {u € C'([0,8]) : w(0) = 0,u(b) =5 y wu(z)>0,Vz € (0,b]}. La
ecuacion de Euler-Lagrange y su escritura de acuerdo con la Proposicion 1.2.12
nos da )
[ u ] B V14 u?
Vuv1+u? 2v/u3

De nuevo, gracias a la Proposicion 1.2.12, se tiene que:

1;11/2 _ ul {L} — Cte
Vu Vuyv1+u?

Esto nos lleva a que
uw(l4u?) =2

donde |1 es una cierta constante positiva. La solucion es una “cicloide” y viene
dada de forma implicita por

u(@) = p(l — cos(0'(x)))

donde
0(t) = p(t —sin(t))
Notemos que u(0) = 0. Esto nos obliga a elegir y satisfaciendo que u(b) = (.

Finalmente, hemos encontrado expresion de la solucion de la curva braquistocro-
na. U

Finalmente, estudiamos brevemente un ejemplo sobre las superficies minimas
de revolucion:

Ejemplo 1.2.15 (Superficies minimas de revolucion) La funcion a considerar es

la siguiente
f(u,§) = 2mu/1+ &
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(que es convexa) y el problema de minimizacion (que corresponde a la minimiza-
cion del drea de una superficie de revolucion) es

b
fn)f( {J(u) —/ f(u(oc),u'(x))dx} =m (1.24)
ue a

donde X = {u € C'([a,b]) : u(a) = a,u(b) = B,u > 0} tales que o, 3 > 0.
De nuevo, como en los ejemplos anteriores, la ecuacion de Euler-Lagrange y su
escritura de acuerdo con el Teorema 1.2.2 nos da

’

/
[ = }: 14+ u? <= v'u=1+u"

Vita?

Esto nos lleva a que

Las soluciones, si existen (dependen de a,b, «, ) y son de la forma
x
u(z) = Acosh <X + ,u)

donde | es una cierta constante positiva.
Por tanto, de este modo se concluye una idea de la obtencion de un minimizador
para el cdlculo de dreas de superficies de revolucion. ([

1.24. Caso f(z,u, ) dependiendo de todas las variables

Para concluir con esta seccion, antes de ver la segunda formulacion de la ecua-
cion de Euler-Lagrange, veamos la generalizacién de un ejemplo cldsico, como es
el “Principio de Fermat”.

El principio de Fermat establece que el trayecto seguido por la luz al propa-
garse de un punto a otro es tal que el tiempo empleado en recorrerlo es minimo.
Un ejemplo clasico de la aplicacion del principio de Fermat es la derivacion de la
ley de reflexién de un espejo estacionario. En este caso, la restriccion de que la
luz se refleja desde un punto A perteneciente a la superficie del espejo antes de
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que se alcance el otro punto B ha de ser tenida en cuenta. Ademads, la luz se refleja
en un punto C cuya coordenada £ minimiza el tiempo u requerido para que la luz
recorra el camino desde A hasta B a una velocidad .

Veamos esto reflejado en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.2.16 (Derivacion de la ley de reflexion de un espejo estacionario)
Teniendo en cuenta lo establecido anteriormente, consideramos la funcion

f(xauv’f) :g(xau)\/ 1+’52

(que es convexa) y el problema

qig)f({ / [z, u(x ))dx} (1.25)

donde X = {u € C'([a,b]) : = «,u(b) = B}. Entonces, la ecuacion de
Euler-Lagrange seria:

< [gu,uw%] I e

Observando que

d u/ u//
dx [F HA ENCERTORE
se tiene que

gz, w)u" + [gu(z, u)u — gu(z,u)](1 4+ u?) =0 (1.26)

Por lo tanto, resolviendo la ecuacion (1.26), se obtendria la solucion del problema
(1.25), lo cual nos llevaria a obtener el tiempo minimo en el cual la luz se refleja
desde un punto A hasta otro punto B, como queriamos comprobar. 0

1.3. Segunda formulacion de la ecuaciéon de Euler-
Lagrange

En esta seccién, veremos otra manera diferente de expresar la ecuacién de
Euler-Lagrange vista en el Teorema 1.2.2. Esta nueva ecuacion es conocida como

30



CAPITULO 1. LA ECUACION DE EULER-LAGRANGE 31

“ecuacion de DuBois-Reymond”.

A continuacién, enunciamos y demostramos el teorema que nos da la segunda
formulacion de la ecuacion de Euler-Lagrange:

Teorema 1.3.1 Considérese la funcion f € C*([a,b] x R x R) tal que [ =
f(x,u,&)y el problema

ig}f{{ / [z, u(x ))dac} =m (1.27)
donde X = {u € C'([a,b]) : u(a) = o, u(b) = B}

Entonces, dado uw € X N C*([a,b]) minimizador de (1.27) se tiene para cada
x € [a,b] la siguiente ecuacion:

%[f(x,u(x),u’(m)) — () fe(z,u(z), v (2)] = folz,u(z), v () (1.28)

Demostracion:
Observemos que para cada u € C?([a, b]), tenemos:

d
%[f(xv u, ul> o u/f£<x7 u, u/)}
= folz,u,u") +u' | fu(z,u,u’) — i[fg(x, u,u')] (1.29)

dx

Luego, por el Teorema 1.2.2, tenemos que cada solucién del problema (1.27) sa-
tisface la ecuacion de Euler-Lagrange

%[fﬁ(x7 U(ZL‘), u'(m))] = fu(ZE, U(CL’), ul(q:))

es decir, (1.7).
Por lo tanto, combinando las igualdades (1.29) y (1.7), se tiene el resultado. [

Observacion 1.3.2 La demostracion anterior es elemental y hace uso de la ecua-
cion de Euler-Lagrange. En la siguiente nota, para concluir con este capitulo,
daremos una demostracion alternativa del teorema algo mds complicada pero
que tiene ciertas ventajas en algunos casos.
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Nota 1.3.3 (Demostracion alternativa al Teorema 1.3.1) Usaremos una técnica
conocida como “variaciones de las variables independientes”.

Consideramos ¢ € R, ¢ € D(a,b), A = (2||¢ || zoo(ap) Ly

E(z,e) = v+ edp(x) =y.

Observemos que para cada |g| < 1, entonces (-, ¢) : [a,b] — [a, b] es un difeo-
morfismo tal que &(a,e) = a, £(b,e) = by &(x,e) > 0.

Tomamos (-, €) : [a,b] — [a,b] la inversa de &, es decir, £(n(y, €),€) = y.

Como &, (n(y, ), e)ny(y,€) = 1y &y, €),e)n=(y, €) + & (n(y, €),€) = 0, bus-
camos

n,(y,e) =1 — e\ (y) + O(?)
ne(y,€) = =Ap(y) + O(e)

donde O(t) representa para cada funcion f tal que |f(t)/t| estd acotada en un
entorno de t = 0.

Fijamos un minimizador u del problema (1.27):

u*(z) = u(¢(z,¢))

Haciendo el cambio de variable y = £(x, ¢), llegamos a que:

J(u) = / f (a0 (), () (2)) e =

z/abf(n(y,e),U(y), uly) )ny(yae) dy

ny(y, €)
u'(y)
ny(y, €)

Definimos g(¢) = f (n(y, e),u(y), > ny(y, ) tal que

g = nf + [fxns _ u’(y)%fg] "

Y

lo cual nos lleva a que
g(0) = A[=fop + (u'fe — f)¥]
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Por la hipétesis de que u es un minimizador de (1.27) y que u* € X entonces se
tiene que J(u®) > J(u) de forma que

d
0=-—J(u

. —A/{ fuli, u(e) () p(a) +

+ [/ () fe(, u(z), < ) — flz,u(z), (z))]¢ (x)} dv =
+%Fw(ﬂfdww%u’@)) + Fla,ue), o' (2)] () do

De nuevo, gracias al Teorema Fundamental del Cdlculo Variacional (Teorema
1.1.1), tenemos lo queriamos probar. 0
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Capitulo 2

Formulacion Hamiltoniana

2.1. Introduccion

En este capitulo, consideraremos una funcién f : [a,b] X R x R — R tal que
f = f(x,u, &)y un funcional

J(u) = / f (@ u(), ol (2)) de

Ademas, consideraremos la ecuacion de Euler-Lagrange:

%[fg(x,u,u/)] = fulz,u,u), x € [a,b] 2.1

Hemos visto en el capitulo anterior que un minimizador de .J, si es lo suficiente-
mente regular, es una solucién de (2.1). El propdsito de este capitulo es mostrar
que, en ciertos casos, resolver (2.1) es equivalente a encontrar puntos estacionarios
de otro funcional distinto como el que sigue

J(u,v) = / [ (z)v(z) — H(z,u(x),v(z))] dx

2.2. Hamiltoniano. Resultados previos

A lo largo de esta seccion y de este capitulo, consideraremos el siguiente fun-
cional:

b
J(u,v) = / [ (z)v(z) — H(z,u(x),v(z))] dx
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cuyas ecuaciones de Euler-Lagrange son

W (z) = Hy(z,u(z),v(z))
{ V() = —Hy,(v,u(z),v(z)) (2.2)

En efecto, se pueden deducir facilmente teniendo en cuenta que podemos es-
cribiru = (u,v)y

J(u) :/ f(z,u,a’) dz

donde f(z,u,w’) = v'v — H(x,u,v). Finalmente, usando (2.1), podemos obte-
ner componente a componente cada una de las expresiones que forman el sistema
(2.2).

A continuacién, damos una definicion importante:

Definicion 2.2.1 (Hamiltoniano) La funcion H que aparece en el sistema (2.2)
es conocida como el “Hamiltoniano” y se define como una transformacion de
Legendre (véase Definicion B.10) de una funcion [ : [a,b] x R x R — R que
viene dada por

H(z,u,v) =sup{vé — f(z,u,&)}

£eR

En ocasiones, al sistema (2.2) se le llama forma canonica de la ecuacion de Euler-
Lagrange.

Ahora, enunciamos y demostramos un lema de gran utilidad para el desarrollo
de este capitulo:

Lema 2.2.2 Sea f € C*([a,b] x R x R) tal que f = f(x,u,§) verificando que

fee(x,u,&) > 0, para cada (z,u,§) € [a,b] x R x R (2.3)
(@, u.g) = +00, para cada (x,u) € [a,b] x R (2.4)
el=+oo [€]
Ademds, dada
H(z,u,v) = Sup {v€ = flz,u,6)} (2.5)
e

se tiene que H € C*([a,b] x R X R) y

H,(z,u,v) = —fo(x,u, H,(z,u,v)) (2.6)
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Hy(z,u,v) = —fu(z,u, Hy(z,u,v)) 2.7)
H(z,u,v) =vH,(z,u,v) — f(x,u, H,(x,u,v)) (2.8)
v = fe(z,u,§) siysolosi { = H,(x,u,v) (2.9)

Demostracion: Vamos a dividir la prueba del lema en varios pasos.

» Paso 1: Fijamos (z,u) € [a,b] x R. Por la Definicién 2.2.1 y a partir de
(2.3) deducimos que existe & = £(x, u, v) de manera que

H(z,u,v) = v§ = f(z,u,¢)
{ v = fe(z,u,¢§) (2.10)

= Paso 2: Veamos que la funcion H es continua. Esto es relativamente facil.

Dados (z,u,v), (z',u/,v") € [a,b] x R x R, usando (2.10), podemos encontrar
¢ =&(x,u,v) tal que
H(x,u,v)zvg—f(w,u,ﬁ) (211)
Volviendo a la Definicion 2.2.1, tenemos ademds que
H(x' u',v) > 0'e— f(a' u, ) (2.12)
Combinando (2.11) y (2.12), se llega a que
H(z,u,v) — H(x' v v") < (v =0+ f(a!,d,€8) — f(z,u,é)

De forma similar, razonando para § = £(2/, v/, v"), obtenemos la desigualdad con-
traria y asi, podemos deducir la continuidad de H a partir de la continuidad de f.

m Paso 3. Por el Teorema de la Funcién Inversa (Teorema B.8), del hecho

de que f € C?y de la desigualdad (2.3) se tiene que £ = &(z,u,v) € C'. En
primer lugar, probemos que £ es continua. Realmente, vamos a probar, que f es
localmente Lipschitziana. Fijamos R > 0. Por (2.3), gracias al Teorema de la
Funcion Implicita (Teorema B.9), podemos encontrar R; > 0 tal que

|§($7 u, U)| < Rl
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para todo = € [a, b], |u|, |v| < R.
Como f¢ es de clase C', podemos encontrar v, > 0

|fe(z,u,8) — fe(a!, v/, &) < (e — o' |+ Ju— | + € =€) (2.13)

paratodo ' € [a, . [ul. [uf] < R, [€].[¢'] < Ry.
Ahora, por (2.3), podemos encontrar v, > 0 de manera que

fee(z,u,8) > 7

para todo = € [a,b], |u| < R, |¢| < R;.
Finalmente, para todo x € [a,b], |u| < R, [£],]¢'| < R; se tiene que

| fe(z,u, €) — fe(w,u, )] > 7al§ — €] (2.14)

Tomamos z, ' € [a,b], |u|, |v'| < R, |v], |v'| < R. Por la definicion de &, tenemos
fe(@,u, &z, u,0)) =0
fé(m/aulaf(mlaula U/)) = /U/
lo cual nos lleva a que
fg(ﬁ, U, g(‘rlv ula UI)) - f{(xa U, £<I7 u, U)) =
= fg(!ﬂ, u, g(x/, ulu U/)) - f&(xla u/7 5(1’/7 ul7 Ul)) + U/ —-v
Combinando la igualdad anterior con (2.13) y (2.14), obtenemos
)€ (1, 0) — &, 0)] < mix{1, y H(w — o]+ Ju— ] + o — o)

que nos da la continuidad de &.
Para concluir con este paso, veamos que ¢ es de clase C'. Gracias la ecuacién
v = fe(x,u, &), que obtuvimos en el Paso I, se deduce que

fxf(x7u7£) + fgg(fﬂ,u,f)@c =0
Jug(@,u,8) + fee(x,u,§)&u = 0
fﬁ&(xvuuf)fu =1

Entonces, de (2.3) y teniendo en cuenta que f es de clase C?, se tiene que £ es de
clase C' en [a,b] x R x R.
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= Paso 4: Considérese las siguientes funciones de clase C*

(z,u,v) — &(x,u,v), folz,u,(z,u,v)), fulr,u, &(x,u,v))

De aqui se obtiene inmediatamente que H es de clase C?. Ademads, se tiene, deri-
vando (2.10),

Hx — USCE - fa: - fffaz = (U - ff)ga: - fx = _f:r:

Huzvfu_fu_fifu: (U_fé)gu_fu: _fu
Hvzf_'_vév_fﬁgv:(U_f§>£v+£:§

lo cual nos lleva a deducir inmediatamente las igualdades (2.6) y (2.7). Mas aun,
se deduce (2.8) teniendo en cuenta la Definicién 2.2.1 y que H, = &.

En particular, { = H,(x, u,v) por lo anterior.

Por tanto, de este modo concluimos la demostracién del lema. 0

Para concluir con esta seccion, hacemos algunos comentarios sobre el Lema
2.2.2 y su demostracion:

Nota 2.2.3 (Sobre la demostracion del Lema 2.2.2)

o ElLema 2.2.2 sigue siendo parcialmente cierto si reemplazamos la hipotesis
(2.3) por la siguiente condicion mds débil

§— fla,u,8)

es estrictamente convexa (este caso es el del Ejemplo 2.3.4).

En general, el hamiltoniano H es de clase C°. Por ejemplo, si tomamos

flavu€) = el

su hamiltoniano H viene dado por
3
H(l’, U, U) = Z’U|4/3

donde H € C°, como se preveia.
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e El Lema 2.2.2 sigue siendo vdlido si la hipotesis (2.4) no se cumple. En
general, el funcional H no es finito en todas partes como se puede ver en
el siguiente ejemplo. Basta considerar la siguiente funcion estrictamente

convexa
flzu,§) = f(§) = V1+€

y observar que

—V1—=2v% si |v|<1

+00 si |v]>1

H(v) = {

e La misma demostracion que hacemos del Lema 2.2.2 nos sirve para probar
que si f € C* para k > 2 entonces H € C*.
2.3. Formulacion Hamiltoniana. Algunos ejemplos
En esta seccidn, trataremos el resultado principal de este capitulo y veremos su
aplicacion a diferentes ejemplos cldsicos de interés. A continuacién, enunciamos

y demostramos el teorema que nos da la formulacién hamiltoniana:

Teorema 2.3.1 Consideramos [y H como en el Lema 2.2.2. Supongamos que
(u,v) € C*([a, b]) x C*([a,b]), satisface para todo x € [a, b] que

{ W' (z) = Hy(z, u(z),v(z)) (2.15)

Entonces, u € C*([a, b)) satisface que

el uw) o (2))] = fulrula) (@), Ve € [0 l] 216)

Reciprocamente, si u € C*([a,b]) satisface (2.16) entonces (u,v) € C*([a,b]) x
C?%([a, b]) son soluciones de (2.15) donde

v(z) = fe(z, u(z), v'(z)), Vo € [a,b]
Demostracion: Dividimos la prueba en dos partes.

» Parte I: Fijamos (u,v) € C*([a, b]) x C*([a, b]) satisfaciendo (2.15).
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Usando (2.9) y (2.7), obtenemos que
u' = Hy(x,u,v) siysolosi v= fe(z,u,u)
vV =—H,(z,u,v) = fu(x,u,u)
Entonces u € C?([a, b]) satisface (2.16), como queriamos probar.
» Parte 2: Reciprocamente, teniendo en cuenta (2.9) y que v = fe(z, u, u’),

se obtiene inmediatamente la primera ecuacion de (2.15):
u' = H,(x,u,v)
Ademds, como v = f¢(z,u,u’) tal que u satisface (2.16), entonces tenemos que

. d d

= %[v] = a[fg(x,u,u/)] = fulx,u,u’) (2.17)

Combinando las igualdades (2.17) y (2.7), llegamos a la segunda ecuacién de
(2.15):

(Y

v'=—H,(z,u,v)

De este modo, concluimos la segunda parte del teorema y por tanto, la demostra-
ci6én del mismo. O

Observacion 2.3.2 Las mismas observaciones hechas en la Nota 2.2.3 sobre el
Lema 2.2.2 son vdlidas para el Teorema 2.3.1.

A continuacién, se presentan cinco ejemplos de interés para mostrar la apli-
cacion de la formulacién hamiltoniana en diferentes casos. Comencemos con un
ejemplo cuya motivacion viene de la mecanica cldsica.

Ejemplo 2.3.3 (Relacionado con la mecanica clasica)
Consideramos m > 0, g € C*([a,b]) y f(z,u,§) = %52 — g(z)u.
El funcional a considerar es

J(u) = / f (o u(z), ol (2)) de

y la ecuacion de Euler-Lagrange asociada al funcional teniendo en cuenta (2.16)
nos da la siguiente expresion

mu(x) = —g(x),z € (a,b)
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Ademds, el Hamiltoniano usando la Definicion 2.2.1 lo podemos expresar como
02
H(z,u,v) = — 4+ g(z)u
(,0,0) = 5+ g(a)

tal que el sistema asociado al Hamiltoniano (usando (2.15)) viene dado por

{ u'(x) = UT(;)

Ahora, presentamos una generalizacion del Ejemplo 2.3.3:

Ejemplo 2.3.4 (Generalizacion del Ejemplo 2.3.3)
Este ejemplo es una generalizacion del Lema 2.2.2 al caso en que la condicion
(2.3) se sustituye porque la funcion es estrictamente convexa.

Consideramosp > 1y p = (el exponente conjugado de p) tales que

p—1
Lo L
f(x7u7§>:]_)|§| —g(x,u) y H(CL’,U,U>25|U| +g(x,u)
La ecuacion de Euler-Lagrange y el sistema Hamiltoniano asociado teniendo en

cuenta (2.16) y (2.15), respectivamente, viene dado por

d
— [|u'|p_2u’} = —gu(z,u)

dx

u' = v %
V= —gu(z,u)
L]

A continuacién, presentamos un caso mas simple, el caso en el cual la funcién
f aconsiderar solo depende de &:

Ejemplo 2.3.5 (Caso f(z,u, &) = f(£))

Consideramos una funcion f(x,u,§) = f(&) tal que f" > 0 de forma que

o @

77 = +OO
le[=+oo &
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La ecuacion de Euler-Lagrange teniendo en cuenta (2.16) viene dada por

d

()] =0

Integrando, se llega a que
f(u)=X=cte

El Hamiltoniano haciendo uso de (2.15) lo podemos expresar como
H(v) = f*(v) = sup {v§ — f(£)}
€€R
cuyo sistema asociado es

V=0
De aqui, se obtiene inmediatamente que v = \ = cte y que
u(@) = F (Ve + p

donde | es una cierta constante. U

{ u' = (f*)'(v)

Ahora, presentamos el caso en el cual la funcién f que se considera depende
exclusivamente de x y de &:

Ejemplo 2.3.6 (Caso f(z,u,&) = f(z,£))
Consideramos una funcion f(x,u,&) = f(z,§) tal que su ecuacion de Euler-
Lagrange usando (2.16) viene expresada por

d :
—- : -0
el )]
Integrando, se llega a que
fe(z,u') = X = cte
El Hamiltoniano de f lo podemos expresar a partir de la Definicion 2.2.1 como

H(z,v) :S;elﬂlg{vé—f(xaé)}

de forma que su sistema asociado teniendo en cuenta (2.15) viene dado por

{ u'(x) = Hy(z,v(x))
V'(x) =0

La solucion de este sistema es v(x) = XA = cte y u'(x) = H,(z, \). O

43



CAPITULO 2. FORMULACION HAMILTONIANA 44

Para finalizar este capitulo, y en particular, esta seccion, daremos un tltimo
ejemplo que es el caso mds dificil de tratar, cuando la funcién f a considerar solo
depende de v y de &:

Ejemplo 2.3.7 (Caso f(z,u,&) = f(u,§))
Consideramos una funcion f(x,u,&) = f(u,&) con las hipdtesis del Teorema
2.3.1. La ecuacion de Euler-Lagrange asociada teniendo en cuenta (2.16) es

el )] = Fulu, )

Integrando, haciendo el mismo desarrollo que en la demostracion de la Proposi-
cion 1.2.12, llegamos a que:

flu,u') — o' fe(u,u') = X = cte
El Hamiltoniano de f lo podemos expresar a partir de la Definicion 2.2.1 como

H{(u,v) Zigﬂg{vﬁ—f(u,f)}

siendo v = fe(u,§) de forma que su sistema asociado teniendo en cuenta (2.15)

viene dado por
u'(z) = Hy(u(z),v(z))
v'(z) = —Hy(u(z),v(z))

A partir de este sistema hamiltoniano, integrando, podemos obtener la siguiente
ecuacion p
d—[H(u(x),v(x))] = H,(u,v)u’ + H,(u,v)v" =0

x
O

Observacion 2.3.8 (Sobre el Ejemplo 2.3.7) En términos fisicos, se dice que si
el Lagrangiano de f es independiente de la variable x (que representa el tiempo),
entonces el Hamiltoniano H es constante a lo largo de las trayectorias.
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Capitulo 3

L.a ecuacion de Hamilton-Jacobi

3.1. Introduccion

En este capitulo, se tratard de estudiar la relacion de la bisqueda de extremos
(minimos) de los funcionales

I(u):/ f(z,u(x), v (x)) dx

b
J(u,v) = / [ (x)v(z) — H(z,u(x),v(z))] dx

vistos en los anteriores capitulos donde H el Hamiltoniano de f.

estudio consistird en la resolucién de una ecuacion en derivadas parciales co-
El estud t 1 1 d d d 1
nocida como “ecuacién de Hamilton-Jacobi”. Esta ecuacion jugard un papel im-
portante en la teoria de campos [Ver Capitulo 4: Teoria de campos].

3.2. Formulacion de la ecuacion de Hamilton-Jacobi

Para comenzar esta seccidon, enunciamos y demostramos el resultado principal
de este capitulo para la formulacion de la ecuacién de Hamilton-Jacobi:

Teorema 3.2.1 Consideramos H € C'([a,b] x R x R) tal que H = H(x,u,v).
Supongamos que existe S € C*([a,b] x R) con S = S(z,u) una solucion de la
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ecuacion de Hamilton-Jacobi:

Sy + H(z,u,S,) =0 (3.1)
para todo (x,u) € |a,b] X R donde S, = Z—S y S, = Z—S Supongamos, ademds,
x u
que existe u € C'([a, b)) una solucion de
u'(z) = Hy(x,u(x), Su(z, u(z)) (3.2)
para todo x € [a,b].
Fijado
v(z) = Sy(x,u(z)) (3.3)
entonces se tiene que (u,v) € C*([a, b]) x C*([a, b]) es una solucion de
ul(x) = H,(x,u(x),v(x) (3.4)
V'(z) = —Hy(z,u(x),v(z))

Mds aiin, si existe una familia paramétrica S = S(z,u, «) tal que S € C*(Ja, b] x
R x R) solucion de (3.1) para todo (z,u,a) € [a,b] x R x R, entonces toda
solucion de (3.2) satisface que

d
@[SO{(l', U(l’), Oé)] =0 (3.5)
oS
para todo (z,a) € |a,b] X R donde S,, = e
a

Demostracion: Dividimos la prueba en dos pasos.

= Paso I: La obtencion de la primera ecuacion de (3.4) es inmediata a partir
de (3.2) y (3.3). Veamos como obtener la segunda ecuacion.

Comencemos, derivando (3.3) y obtenemos
V(x) = Spu(z,u(z)) + o' (2) Syu(z, u(z)) (3.6)

para todo z € [a, b].
Ahora, derivamos (3.1) respecto de u y tenemos para todo (z,u) € [a,b] x R que

Seu(®, u()) + Hu(z, u(z), Su(z, u(z))) +
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+H,(z,u(zx), Sy(z,u(z)))Suu(z,u(x)) =0 (3.7)
Restando (3.6) con (3.7) y usando (3.2) se llega a que

V'(x) = —Hy(z,u(x), Sy(z,u(x))) = —H,(x,u(z),v(x))

que es la segunda ecuacién de (3.4) como queriamos probar.

m Paso 2: Como S es una solucion de la ecuacion de Hamilton-Jacobi,
tenemos para todo (z,u, ) € [a,b] x R x R que

d
—[Sa(z,u, ) + H(x,u, Sy(z,u,a))] =
da
= Spalz,u, ) + Hy(z, u, Sy(x, u, @) Syal(z, u,a) =0
Sabemos que esta igualdad es valida para todo u € C'([a,b]), en realidad, es
vdlida para u = u(x) satisfaciendo (3.2) de forma que
Seal(z,u(z), @) + u' () Syal(z, u(z), ) =0 (3.8)
La igualdad (3.8) puede ser reescrita como sigue
d
dx
que es lo que queriamos probar.

Asi, de este modo concluimos la demostracion del segundo paso del teorema y
por tanto, la demostracion del mismo. O

[SOc(x? U’(I)7 Oé)] =0

Ahora, hacemos unas observaciones sobre el Teorema 3.2.1 en la siguiente
nota:

Nota 3.2.2 (Sobre el Teorema 3.2.1)

e Si el Hamiltoniano no depende explicitamente de x entonces toda solucion
S*(u, o) de
H(u,S)) =« (3.9

para todo (u, ) € R X R nos lleva a una solucion de (3.1) de la forma

S(z,u,a) = S*(u, ) — ax (3.10)
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e En general, es dificl de resolver la ecuacion (3.1) y podemos encontrar una
bibliografia extensa dedicada a este tema. (Ver P.L. Lions [10]).

A continuacién, damos un teorema conocido como “Teorema de Jacobi” que
es un reciproco del Teorema 3.2.1:

Teorema 3.2.3 (Teorema de Jacobi) Consideramos H € C'([a,b] x R x R) y
S = S(z,u,a) € C*a,b] x R x R) satisfaciendo la ecuacién de Hamilton-
Jacobi (3.1) tal que

Sua(x,u, ) #0 (3.11)
para todo (x,u,a) € [a,b] x R x R.
Si uw = u(z) satisface

d
@[Sa(x, u(z), )] =0 (3.12)

para todo (z,a) € [a,b] x R entonces u € C*(|a, b]) verifica necesariamente
W(2) = Hy(z,u(z), Su(z, u(x), @) (3.13)

para todo (z,a) € |a,b] x R.
Ademds, si se verifica la condicion (3.2), es decir, v(v) = S, (z,u(z), ), entonces

(u,v) € C([a,b]) x C'([a,b]) es una solucion de (3.4).

Demostracion: Comenzamos desarrollando (3.12):

_ad
dx

para todo (z,a) € [a,b] x R.

0 [Sa(x,u(x), )] = Spal(z, u(x), @) + Spa(z, u(z), )u'(z)  (3.14)

Ahora, derivando (3.1) respecto de « y desarrollando la expresion, obtenemos

0= %[sm, (@), @) + H(z, u(x), Su(x, u(z), )] =

= Sea(z,u(z), @) + Hy(x, u(x), Sy(z, u(x), a))Sua(z, u(z), ) (3.15)
para todo (z,u, ) € [a,b] x R x R.

A continuacion, restamos (3.14) con (3.15) y haciendo uso de la hipétesis (3.11),
es decir, Sy (x, u, ) # 0 se llega a que

' (z) = Hy(x,u(x), Su(z,u(z), o)) = Hy(x,u(z),v(x))
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para todo (z,«a) € [a,b] x R, como querfamos gracias a (3.3). Falta probar que
v'(z) = —Hy(z,u(z),v(x)) para todo (z,«) € [a,b] x R.

Gracias a (3.3), tenemos que v(z) = S, (z, u(x)), si derivamos se tiene que
V'(x) = Spu(z,u(x), @) + u'(2) Syu(z, u(z), o) =

= Sz, u(x), @) + Hy(z,u(z), Sy(z, u(z), @) Spu(x, u(x), o) (3.16)
para todo (z, «) € [a,b] x R.

Una vez mads, haciendo uso de (3.1), derivando respecto de u, resulta que

4,
du

= Spu(z,u(x), ) + Hy(x,u(x), Sy(z, u(x), a))+
+H,(x,u(x), Sy(x,u(x), a))Sw(z, u(z), ) (3.17)
para todo (z,u,a) € [a,b] x R x R.

0 Se (2, u(x), @) + H(z, u(z), Su(e, u(z), @))] =

Restando (3.16) y (3.17), se obtiene inmediatamente que
U/<I> = _Hu<‘r7 U,(SL’), Su(xv U(%), Oé)) = _Hu('ru U(I), U(ZL‘))

para todo (z, «) € [a, b] x R gracias también a (3.3).
De este modo obtenemos la segunda igualdad que buscabamos y asi, concluye la
demostracion del teorema. UJ

Para finalizar este tercer capitulo, damos un ejemplo de aplicacién de formu-
lacion de la ecuacion de Hamilton-Jacobi:

Ejemplo 3.2.4 (Aplicacion de la formulacion de la ecuacion de Hamilton-Jacobi)
1
Consideramos g € C*(R) tal que g(u) > go > 0y sea f(u,§) = 552 + g(u). Lue-

go, usando la Definicion 2.2.1, tenemos que el Hamiltoniano asociado a | puede
ser expresado como

H(u,0) = 50° — glu)
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tal que la ecuacion de Hamilton-Jacobi, teniendo en cuenta (3.1), viene dada por

Sy + §(Su)2 —g(u) =0

de forma que su forma reducida, aplicando la Nota 3.2.2 (ya que f no depende
explicitamente de x) resulta ser

1
(90 = g(w) (3.18)

Entonces, una solucion de la ecuacion (3.18) teniendo en cuenta que S, = S y
haciendo usado de la Nota 3.2.2 viene dada por

S* =8 =S(z,u) = /\/—ds

Ahora, resolvemos la siguiente ecuacion, haciendo uso de (3.13) y teniendo en
cuenta que H no depende explicitamente de x

u'(x) = Hy(u(z), Su(u(x))) = Su(u(z)) = v/2g(u(r)) (3.19)

Ademds, tenemos que la ecuacion (3.19) tiene una solucion implicita que puede

ser expresada como
/u(x) ds
=z
w©) 1/29(s)

Finalmente, poniendo v(x) = S,(u(x)), hemos encontrado una solucion del sis-
tema Hamiltoniano (usando (3.4) y teniendo en cuenta todo lo anterior)

u'(z) = H( (x),v(x)) = v(z)
{ V' (z) = —Hy(u(z),v(x)) = ¢'(u(x)) (3.20)

Derivando la primera ecuacion de (3.20) y teniendo en cuenta la segunda ecua-
cion de (3.20), se llega a que

que es la ecuacion de Euler-Lagrange (vista en el Capitulo 1) asociada al La-
grangiano de f. OJ
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Capitulo 4

Teoria de campos

4.1. Introduccion

En este capitulo, trataremos de forma breve la teoria de campos. Esta teoria
es conceptualmente importante pero dificil de tratar para ejemplos concretos. En
primer lugar, recordemos el problema sobre el que venimos trabajando:

b
in)f( {J(u) :/ f(x,u(x),u’(m))dx} =m 4.1)
ue a

donde X = {u € C'([a,b]) : u(a) = o, u(b) = 3} de forma que la ecuacién de
Euler-Lagrange asociada viene dada por

d

%[fg(x, u, )] = fulz,u,u’) 4.2)

parax € (a,b).

En la siguiente seccion, intentaremos explicar el origen de esta teoria, comen-
zando con un caso particular simple. Hemos visto en el Capitulo 1, en concreto,
en el Ejemplo 1.2.6 que una solucién de (4.2) no es, en general, un minimiza-
dor de (4.1). Sin embargo, gracias al Teorema 1.2.2, sabemos que si la funcién
(u,&) — f(z,u,§) es convexa para todo = € [a,b] entonces toda solucién de
(4.2) es necesariamente un minimo de (4.1).
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4.2. Estudio local de la teoria de campos

Para comenzar esta seccidon, veamos un resultado local de la teoria de campos
con la hipétesis de que la funcién & — f(x,u, &) es convexa para todo (z,u) €
la,b] x R:

Teorema 4.2.1 Consideramos f € C*([a,b] x R x R). Si existe ® € C3([a, b] x R)
con ®(a,a) = ®(b, ) satisfaciendo que

(u, &) = f(z,u,§) esconvexaparatodo =z € |a,b]

donde f(x,u,§) = f(x,u,&) + Pu(z,u)é + ©.(z,u), entonces toda solucion u
de (4.2) es un minimo de (4.1) (considerando f en lugar de f en las expresiones
anteriores).

Demostracion: Definimos

p(2,u,8) = Py, u)§ + o2, u)

En primer lugar, haciendo uso de la hipétesis de que ®(a, o) = ®(b, 3), obtene-
mos que

/ d%[cp(m, w(@))]dz = (b, B) — ®(a,a) = 0 (4.3)

y ademas, derivando directamente se llega a que

d / /

d—[@g(l’, u,u')] = @z, u,u’) (4.4)

x

para todo z € [a,b] y paratodo u € X = {u € C'([a,b]) : u(a) = o, u(b) = }.
La expresion dada por (4.3) nos dice que la integral es invariante mientras que
la expresion dada por (4.4) nos quiere decir que ¢(z,u, u’) satisface la ecuacion
de Euler-Lagrange idénticamente cero.
Si tuviéramos que f es convexa para todo = € [a, b], habriamos acabado la prueba,

tomando ¢ = 0y aplicando el Teorema 1.2.2 a f En nuestro caso, tenemos que
(u, &) — f(x,u,&) es convexa, si tomamos ® € C3([a, b] X R), teniendo en cuenta
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d ~
que o(x,u,u’) = —[P(x,u)] y usando (4.3), tenemos que f = f lo que quiere
d y
x

b b
— [ o) @)de = [ o uw) i) da

para todo u € X y para toda solucién u de (4.2) que satisface que

decir que

i[};(x,a, 7] = fu(z,u,7)

para todo x € (a,b), que es lo que queriamos probar. De este modo, se concluye
la prueba. U

Ahora, damos una nota de gran interés que ha sido la idea fundamental para la
demostracién del Teorema 4.2.1:

Nota 4.2.2 (Sobre la demostracion del Teorema 4.2.1)

e Para probar el teorema anterior, hemos usado que (u,§) — f(m, u,§) es
convexa para todo x € [a, b].

e La idea de la demostracion del teorema anterior se basa en que si tenemos
que (u,§) — f(z,u,§) es convexa entonces basta tomar ® = 0, tener en
cuenta que [ = f y aplicar el Teorema 2.2.1 a f

A continuacidn, para terminar esta seccion y este capitulo, teniendo en cuenta
el Teorema 4.2.1 y la Nota 4.2.2, vamos a volver a estudiar la desigualdad de
Poincaré-Wirtinger (vista en el Capitulo 1, Ejemplo 1.2.13) haciendo uso de lo
que llevamos de teoria de campos:

Ejemplo 4.2.3 (Desigualdad de Poincaré-Wirtinger)
52 22,2

Consideramos X\ > 0, f\(u,&) = 5 y el problema
1nf { / fal(u ))dx} = m, 4.5)
donde X = {u € C'([0,1]) : u(0) = u(1l) = 0}. Observemos que la funcién

€ — falu, &) es convexa mientras que la funcion (u,§) — fi(u, &) no es convexa.
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Ademas, la ecuacion de Euler-Lagrange asociada al problema (4.5) viene dada
por

u’(z) + Nu(z) =0 (4.6)
para todo x € (0,1).

Tengamos en cuenta que uy = 0 es una solucion de (4.6). Definimos

ot = Suon s (2~ 1]

para todo (z,u) € [0, 1] x R siempre que \ < .

Observamos que P estd bajo las hipotesis del Teorema 4.2.1 donde fvviene dada
por

f(x,U,f) = %é*?—o—)\tan {)\ (q; — %)] ué + )\;taHQ {/\ <x— %)1 .2

de forma que la funcion (u,&) — f(x,u,&) es convexa pues podemos escribirla
como

Flo ) = XA

1
con A = Atan |\ |z — 5)] que es claramente convexa. Luego, aplicando el

Teorema 4.2.1, obtenemos que
Ja(u) = J\(0)
para todo 0 < \ < my para todo u € X.

Tomando limite cuando x — 7, la desigualdad de Poincaré-Wirtinger queda

como sigue
1 1
/ u?de > 7r2/ u? dx
0 0

para todo u € X. Asi, concluimos este ejemplo. 0
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Capitulo 5

Introduccion a los métodos directos

5.1. Introduccion

En este ultimo capitulo, vamos a estudiar el siguiente problema

inf {J(u) _ /Qf(x,u(x),Vu(x)) dou € up+ W(}’p(ﬂ)} w5

donde:
= () C RY es un abierto acotado no vacio.
» f:OxRxRY = Rtalque f = f(z,u,&).

n u € ug+ Wy (Q) tal que u, ug € WHP(Q) y u—ug € WyP(Q) (esto quiere
decir que u ~ ug sobre 02).

El problema formulado que viene dado por (5.1) es el problema fundamental de
estudio del Célculo de Variaciones. A lo largo de este capitulo, veremos que el
problema (5.1) tiene una solucion @ € uy + WO1 P(€2) que debe satisface las si-
guientes hipotesis:

Convexidad: ¢ — f(z,u,&) es convexa paratodo (z,u) € Q xR (5.2)

Coercitividad: existen p>qg>1 'y a3 > 0,9, a3 € R tales que

flz,u, &) > aq|€P + aplul? + as, para todo (z,u,&) € Q x R x R™  (5.3)
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El ejemplo clasico de estudio en el Célculo de Variaciones a partir de la teoria
de Métodos Directos es el problema de la integral de Dirichlet. Este problema
se basa en el estudio del problema (5.1) tomando

f = Flau8) = el

de forma que la funcién f satisface las hipétesis (5.2) y (5.3).

Otro problema de gran interés que no vamos a estudiar porque requiere un
tratamiento especial es el problema de la superficie minima que se basa en el
estudio del problema (5.1) tomando

f:f(:L‘,u,S): \% 1+|€|2

de forma que la funcién f satisface las hipétesis (5.2) y (5.3) para p = 1. Notemos
que p = 1 no estd incluido en (5.3).

A lo largo de este capitulo, intentaremos ver el interés de comparar la ge-
neralidad de los resultados que vamos a ir obteniendo con los otros resultados
vistos anteriormente. El principal objetivo de este andlisis es probar la existencia
de minimos en espacios de Sobolev. Ahora, describamos brevemente lo que que-
remos presentar en este capitulo. En la Seccién 5.2, vamos a considerar el caso
modelo, conocido como el problema de la integral de Dirichlet. De hecho, este
es un ejemplo del teorema general que probaremos en la Seccién 5.3.

Como bien sabemos este capitulo lleva por nombre Introduccién a los méto-
dos directos, cuyo origen proviene de Hilbert y su trabajo relacionado con la
integral de Dirichlet y también de Lebesgue y Tonelli. En la demostracion de los
resultados que aparecen en la Seccion 5.2 seran muy importantes dos aspectos: la
compacidad (que permite deducir la convergencia de una sucesion a partir de que
dicha sucesion esté acotada) y la semicontinuidad inferior (que relaciona el limite
de la imagen de una sucesién con la imagen del limite de la sucesion).

En la Seccidén 5.4, obtendremos las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas
al problema (5.1). Como las soluciones que vamos buscando del problema (5.1)
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son solamente para espacios de Sobolev, veremos que podemos escribir las ecua-
ciones de Euler-Lagrange en un sentido débil.

Para finalizar esta seccién de introduccion, damos un resultado importante que
es la desiguadad de Poincaré que usaremos mds adelante en la prueba del teorema
de la Seccién 5.3:

Teorema 5.1.1 (Desigualdad de Poincaré)
Sea Q2 C RY un abierto conexo acotado no vacio. Entonces, existe v = v(p, ) >
0 tal que

ullLr@) < [VullLe@
para todo u € HL(Q).

Demostracion: Consultar en [4] (caso: p = 2). La demostracién se puede hacer de
un modo similar para p € (1, +00) \ {2}. O
5.2. El caso modelo: la integral de Dirichlet

Para comenzar con esta seccion, damos el principal resultado asociado al pro-
blema de la integral de Dirichlet:

Teorema 5.2.1 Sea 0 C RY un abierto conexo acotado no vacio con frontera
Lipschitz acotada y ug € H'(Q). Entonces, el problema

inf{J(u) = %/ |Vu(z)|*dr : u € ug +Hé(Q)} =m (5.4)
0

tiene una tinica solucién u € ug + H}(Q).
Ademads, u satisface la forma débil de la ecuacion de Laplace que viene dada por

/Q(Vﬂ(x), Vo(z))dx =0 (5.5)

para toda ¢ € H}(Q) donde (-, -) denota el producto escalar en RY.
Reciprocamente, si u € uy + H} () verifica (5.5) entonces U es un minimo de
(5.4).
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Demostracion: Dividimos la prueba en cuatro partes.

= Parte I (Existencia): Sea u, € uy + W, () una sucesién minimizante

de (5.1), esto quiere decir que

J(u,,)—/Qf(x,u,,,Vu,,)dx2041/Q]Vu,,\pdm+cz2/9|u,,\qu+a3

y cuando v — o0 se tiene que

J(u) > 041/ \Vul? dz + a2/ |ul? dx + ag
Q Q
Luego, se deduce que
J(u,) — mf{J(u)} =m

cuando v — 00.

Obsérvese que por la desigualdad de Poincaré (Teorema 5.1.1), podemos encon-
trar constantes 1, v, > 0 tales que

2J () = ||Vuy||r2i) = ||| @) — Yal|tol | mr @)

Como u, es una sucesion minimizante y m — oo, podemos deducir que existe
vs3 > 0 tal que

w1 < 73

Entonces, existe u € uy + H} () y una subsucesién (que volveremos a denotar
u,), gracias al Teorema C.6, cumpliendo que

u, ~u en H'(Q) (&)
cuando v — o0.

Ahora, seguimos la demostracién mediante un argumento de semicontinuidad
inferior. Para ello, usamos la semicontinuidad inferior asociada al funcional .J.
Esto quiere decir que si u,, — % en H'()) entonces

lim inf J(u,) > J(u)

V—r00
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gracias al Lema 5.3.2. Ademads, tenemos también que
\Vu,|* = |Val® + 2(Vau, Vu, — Va) + [Vu, — Val|* >
> |Vul® + 2(Vu, Vu, — V)

Integrando esta expresion, tendriamos que

J(u,) > J(u) + /(Vﬂ, Vu, — Vu)dx (5.6)
)
Para finalizar, veamos que el segundo término del lado derecho de la desigualdad
anterior (5.6) tiende a 0 cuando v — co. Recordemos que Vu € L*(Q) y que
Vu, — Vu — 0 en L*() (notemos que esta convergencia es débil, gracias a
(%)) lo que implica que (usando la definicién de convergencia débil en L?(12))

lim [ (Vu,Vu, — Vu)dr =0 (5.7)
V—r00 Q
como queriamos. Volviendo a (5.6) y teniendo en cuenta lo obteniendo en (5.7),

podemos concluir que
lim inf J(u,) > J(u)

V—00

y de este modo, concluimos el argumento de semicontinuidad inferior.

Para finalizar con la Parte 1, combinamos los argumentos de compacidad y semi-
continuidad inferior. Como {u, } es una sucesién minimizante (es decir, J(u, ) —
inf{.J(u)} = m cuando ¥ — o0) y como la sucesion es semicontinua inferior-
mente (es decir, lim,_, inf J(u,) > J(u)) entonces se puede deducir, teniendo
en cuenta la unicidad del limite, que J(u) = m, o lo que es lo mismo, @ es un
minimo de (5.4).

= Parte 2 (Unicidad): Supongamos que existen T, T € ug + Wy ()

tales que
J@)=J@)=m
—_ _ _ u+v
y probemos que esto nos lleva a que @ = v. Denotamos w =

tal que

W € ug + H}(Q). Ahora, usamos el hecho de que la funcién & — |£|? es convexa
y que w es un minimo. Asi, obtenemos que
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lo que implica que

1 o 1_ o |Vu+Vo
/leywwyvv\ ‘ y

} dr =0 (5.8)

Volviendo a usar la convexidad de la funcién & — |£]?, deducimos que el inte-
grando de (5.8) es no negativo, por lo que el integrando es 0. Esto es posible si y
solo si

Vu + Vo

=0
2

1 1
§|Vﬂ|2 + §|VU|2 — ‘

c.p.d. en (2.

Ahora, usamos, la convexidad estricta de la funcion & — |£]? para obtener que
Vu = V7 c.p.d. en {2, que combinando con el hecho de que u, v coinciden sobre
la frontera de 2 (ya que @, € ug + H3(2)) nos lleva a que w = v c.p.d. en 2,
como queriamos. Esto prueba la unicidad.

» Parte 3 (Ecuacion de Euler-Lagrange): A continuacion, probemos (5.5).

Seane € Ry ¢ € H}(Q) arbitrarios. Tengamos en cuenta que U + £p € ug +
H; () y que @ es un minimo de (5.4) lo cual nos lleva a que

J(@) < J@+ ep) = /

1
§|Vﬂ +eVyl|Pdr =
Q

1 2
= /Q <§]Vﬂ|2 + %|Vg&|2 +e(Va, ch)) dx =

1 2
:/§yvm2da:+%/\w|2das+e/(va,w)da::
Q Q Q

= J(@) +*J(p) —|—5/Q(Vﬂ, V) dx

Entonces, obtenemos que:

J(@+ep) = J(@) + 2 J(p) —|—5/Q(VE, V) dz (5.9

Ahora, como ¢ es arbitrario y w es un minimo del problema (5.4), derivando la
expresion (5.9) y sustituyendo en £ = 0, se llega a que

d
d—gJ(u—Fggo)

= /(va, Vo) dr =0
e=0 Q
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Por tanto,
/(Vﬂ, V)de =0
Q

y asi, queda demostrado (5.5).

= Parte 4 (Reciproco): Finalmente, probemos que si u € ug + Hj () verifica

(5.5) entonces u es necesariamente un minimo de (5.4).

Sea u € ug + HJ () arbitrario y escribimos ¢ = u — u con p € H}(Q). En-
tonces,

1

5\Vﬂ+ V| dr =

J(u) = J(@+ o) :/

Q

1 1
:/§|Vﬂ]2d1’+/§|Vg0|2dx+/(VH,Vgp)dx:
Q Q Q

=J@)+ J(p) + /Q(Vﬂ, V) dx

Ahora, tengamos en cuenta J(p) > 0y (5.5). Para concluir, basta volver a la
expresion anterior y tener en cuenta estos dos hechos previos para obtener que

J(u) = J@)+ J(p) + /Q(VH, V)dx > J(u)

Esto prueba que % es un minimo de (5.4).
De este modo, queda demostrada la dltima parte del teorema y asi, concluimos la
demostracion del mismo. O

Para acabar con esta seccion y antes de dar un resultado general de existencia,
damos unas notas de interés sobre el Teorema 5.2.1 y sobre su demostracion:

Nota 5.2.2 (Sobre el Teorema 5.2.1)

e Volvemos a insistir en que la hipdtesis débil que imponemos sobre u, sobre
Q y del hecho de que u € ug + H} () nos quiere decir que v = ug sobre
0%} (en el sentido de los espacios de Sobolev).
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e Sila solucionu encontrada fuera mds regular, es decir, u € H?*(Q)) entonces
integrando por partes (5.5), llegariamos a que

/S)Aﬂ(x)w(:c) de =0

para toda ¢ € H}(Q). Ahora, aplicando el Teorema Fundamental del
Cdlculo Variacional (Teorema 1.1.1), obtendriamos que Au = 0 c.p.d. en
Q.

e Como dijimos en la introduccion de este capitulo, el teorema anterior (Teo-
rema 5.2.1) fue probado por Hilbert, Lebesgue y Tonelli (a finales del siglo
XIX y principios del siglo XX), pero fue expresado en otro sentido ya que
los espacios de Sobolev atin no existian. A lo largo del siglo XIX, hubo va-
rios intentos de probar un teorema similar al anterior, especialmente por
Dirichlet y Riemann.

5.3. Un teorema general de existencia

El principal resultado de este capitulo dedicado a los métodos directos es el
siguiente:

Teorema 5.3.1 Sea Q2 C RY un abierto conexo acotado no vacio con frontera
Lipschitz continua. Consideramos f € C°(Q x R x RY) con f = f(x,u,§)
verificando

€ — f(z,u,&) esconvexaparatodo (x,u) € QxR (5.10)

Existenp > q > 1y a; > 0,9, a3 € R tales que

flx,u,&) > aq|€P + aslul? + as (5.11)

para todo (z,u,£) € Q x R x RV,

Considérese el problema (5.1) donde ug € W'P(Q) con J(ug) < oo. Entonces,
existe un minimo U € ug + Wy (Q) de (5.1).

Mds aiin, si (u, &) — f(x,u, &) es estrictamente convexa para todo x € ), enton-
ces el minimo es tnico.
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Demostracion: Una demostracion de este resultado puede ser consultada en [5].
Lo probaremos en un caso mas general (véase Teorema 5.3.3). 0

Para probar el Teorema 5.3.1 en una versiéon mas general, necesitaremos ayu-
darnos del siguiente resultado:

Lema 5.3.2 Seap > 1, Q) C R™ un abierto conexo acotado no vacio con frontera
Lipschitz continua y

fQxRY x RY" 5 RU {400}
tal que f = f(x,u,§) es una funcion de Carathéodory verificando que

fla,u, ) = (a(x), &) +b(x) + clul”

para todo = € ), para todo (u, &) € RN x RN*", para algiin a € L¥ (Q) donde

1 1 n
—+ — =1, para algiin b € LY Q) y para algiin c € Rconl1 < r < d
p p n—p
p<nyl <r <oosip > ndeformaque (-, -) denota el producto escalar en
RNXTL.

si

Supongamos que & — f(x,u,§) es convexa 'y que
u, =~u en WH(Q)

Entonces,
lim inf J(u,) > J(u)

vV—00

Demostracion: Una demostracion de este resultado puede ser consultada en [6].
La idea principal estd en aplicar el Teorema de Rellich-Kondrachov (véase Teore-
ma C.9). ([l

Seguimos con el resultado de existencia més general que podemos dar y que
vamos a demostrar:

Teorema 5.3.3 Sea ) C R" un abierto conexo acotado no vacio con frontera
Lipschitz continua. Consideramos f : Q x RN x RV*" — RU{+oo} una funcion
de Carathéodory cumpliendo la siguiente condicion de coercitividad

f(@,u,8) = anl€]” + asful” + as(x)
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para casi todo x € ), para todo (u,€) € RY x RN*" para algiin a3 € L(Q),
para algiin ay € R, para algiin oy > 0y para algiin p > q > 1. Supongamos que
¢ — f(x,u,§) es convexa y consideramos el funcional

J(u):/ﬂf(x,u(x),Vu(x))dx

tal que J(ug) < +oc.
Entonces el problema (5.1) alcanza un minimo. Mds aiin, si (u,§) — f(z,u,§)
es estrictamente convexa para casi todo x € ), entonces el minimo es vinico.

Demostracion:

» Paso I (Existencia):

Consideramos el problema (5.1) y observamos que como J(uy) < +00, se tiene
que m < 4o0o0. Ademds, m > —oo debido a la cota inferior de f. Sea {u,} una
sucesién minimizante, es decir, J(u,) — m cuando v — oo. Por la condicién de
coercitividad para f, se tiene para v suficientemente grande que

mA 1> J(w,) > 0Vl — laall Ly — / jos()] de

A partir de ahora, denotaremos por v, > 0 varias constantes que son indepen-
dientes de v. Luego, por la Desigualdad de Holder (Teorema C.10), tenemos para

P > qque

q/p (p—a)/p
il = [ o< ([ upac) ([ ) = @00l

y podemos deducir que existen constantes y; y 7y, tales que
m+12= OéleuvHip(Q) - 71HuquLp(Q) — 72 =

2 OélHVUVHIZP(Q) - fylHu,,Htéva(Q) -2
Haciendo uso de la Desigualdad de Poincaré (Teorema 5.1.1), podemos encontrar
V3,74 Y 75 tales que

m+1> 73““”“5[/1@(9) - 74||u0||€vl,p(g) - 71||UV||%V14»(Q) -7
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y por tanto, 74 serd una constante verificando

+1>73HUVHW1P PYIHUVHWHJ Q)_’Y(i
Como '
q P—4_p/v-a)
llellipiay < lullnaee”” + =200 S
Eligiendo
ggp/q — 3
D 2

se tiene que
a/p
erla = P03 siysolosi &= (Iﬂ)
2q 2q
Asi,
/yl||u||W1P — ||u||W1p )_’_C(puq)’}/la’%’))

De ese modo,

m+1 2 ysflulliyn ) = nllulliyieg =% =

73
Z 73||U’||€VLP(Q) - _||u||€V1,p(Q) - C<pa q, 71773) — V6 =

H ulfyiagy — [C(P: 4,71, 73) + Yol

Poniendo
73

7725 y 78:O(p7Q771773)+76

se llega a que
m+12= ')’7”“”5111,;7(9) -8

A continuacién, usando el Teorema C.6, existe una subsucesion (que seguiremos
denotando {u,}) tal que @ € ug + W, *(Q) de forma que

u, = u en WH(Q)

gracias a la Definicion C.1. Ademads, haciendo uso del Lema 5.3.2 (queda pen-
diente demostrar que las hipétesis se verifican), obtenemos

lim inf J(u,) > J(u)

vV—00
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Por tanto, @ es un minimo del problema (5.1), como queriamos demostrar.

Antes de concluir con este paso, veamos que la funcion f del Teorema 5.3.3 im-
plica la funcién f del Lema 5.3.2 y de este modo, comprobando las hipétesis del
Lema 5.3.2, podemos justificar lo probado anteriormente.

Tenemos que demostrar que

f@,u,€) = (a(x),§) + b(z) + clul’
partiendo de
flz,u,8) = an[€]P + aoful” + as(x)

Elegimos a(r) = |az(z)['/?, de manera que

11 1 11

(a(2),£) < la(z)[l¢] < 1}95p|5|p + Egla(ﬂf)l”' = z—;”l&l” + ];glas(x)l

Ahora, tomamos
1 b . . _ 1/p
—eP =ay siysolosi &= (ap)

y llegamos a que
1
(a(2),€) < enf]” + S Plag ()]

Luego,
f(@,u, ) =2 ar[€]P+an|ul'+as(z) > (a(:r),5)—%(alp)""/”|oz3(w)|+ozz|UI"+ozs(x) =

1 p—1
o' pp/

s ()]

= (Jaa ()", €) + sl + as(x) —
y esto implica la hipétesis de coertividad sobre f del Lema 5.3.2 parar = ¢ < p.
Asi, concluye el primer paso pues si tomamos 7 = ¢ < p, VEmos que Se Veri-
fican las restricciones para r que aparecen en el Lema 5.3.2 y por tanto, quedaria

justificado el argumento desarrollado anteriormente para probar la existencia de
minimo del problema (5.1).
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» Paso 2 (Unicidad):

Supongamos que existen 7, T € uy + W, *(Q) tales que

uty tal que @ € ug + W, (Q).

U =
Como la funcién (u, &) — f(z,u, &) es convexa, podemos deducir que w es un
minimo de forma que

y vamos a probar que v. Denotamos w =

m < J(T) < ~J(@) + %J(ﬁ) —m

DN | —

lo que implica que

/ Ff(ac,ﬂ,Vﬂ)#—%f(x,ﬁ,V@)—f(x,H;E,VE—i_vv)] dr =0
Q

2 2

De nuevo, por la convexidad de la funcién (u, &) — f(x,u,£), se llega a que el
integrando es no negativo mientras que la integral es nula. Luego, esto es posible
siy sélo si

1 1 u+v Vu v

’ 2
c.p.d. en €.

Finalmente, haciendo uso de la convexidad estricta de la funcién (u, &) — f(z,u,§)
se llegaaque u = vy Vu = Vv c.p.d. en €, lo que nos da la unicidad. Asi, se
concluye el paso 2 del teorema y la demostracion del mismo. ([

Ahora, damos algunas notas de interés sobre el Teorema 5.3.1:

Nota 5.3.4 (Sobre el Teorema 5.3.1)

e Las hipotesis del teorema son casi todas necesarias, en el sentido de que si
elimindramos alguna de ellas, podriamos encontrar un contraejemplo para
la no existencia de minimos. La tvinica hipotesis que se puede poner en un
sentido mds débil, es la continuidad de f.
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e La parte final de la demostracion nos da a entender que la unicidad se
da gracias a una condicion débil de convexidad teniendo que (u,§) —
f(z,u, &) es convexa. Solo bastaria exigir que u — f(x,u, &) fuera estric-
tamente convexa 6 bien que §& — f(x,u,§) fuera estrictamente convexa:

» Siu — f(x,u,§) es estrictamente convexa entonces U = TV y se
tendria la unicidad.

» Si & — f(x,u,§) es estrictamente convexa entonces Nu = VU de
forma que @ = T+C. Peroi—v € Wy (Q) por lo que (T—7)]| 90, = 0.
Por tanto, C' = 0. Esto nos lleva a que u = v y asi, se tendria también
la unicidad.

o Elteorema sigue siendo vilido para el caso vectorial, donde u : Q) C RY —
RM para N, M > 1 (véase [5]).

e Este teorema es un resultado con una larga historia debido a Tonelli, en el
que destaca la importancia de la convexidad de f.

A continuacién, seguimos estudiando algunos ejemplos desde el punto de visto
de los métodos directos que han sido vistos en capitulos anteriores donde usamos
métodos clasicos para su estudio. Comenzemos con el ejemplo de la integral de
Dirichlet:

Ejemplo 5.3.5 (Integral de Dirichlet)

» La integral de Dirichlet considerada en la Seccion 5.2 donde el integrando
venia dado por

Fleu,€) = €)= 5P

cumple todas las hipotesis en el marco del Teorema 5.3.1 y por tanto, como
ya vimos, tiene una unica solucion que es un minimo.

» Una generalizacion natural del ejemplo anterior es el siguiente, tomando

F(,u,€) = %w T g(z,u)

donde g es continua y no negativay p > 1. 0
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Seguimos con un par de ejemplos sobre el problema de las superficies minimas
de revolucioén:

Ejemplo 5.3.6 (Superficies minimas de revolucion 1) El problema de las su-
perficies minimas de revolucion cuyo integrando viene dado por

f(@,u,8) = f(§) = V1+[§

satisface todas las hipotesis del Teorema 5.3.1 pero solo verifica la hipotesis
(5.11) en el caso p = 1. La razon de que p = 1 que corresponde a que el es-
pacio de Sobolev W' no es reflexivo (consultar Definicion C.5), que es un hecho
necesario que ha sido de gran importancia en la demostracion del Teorema 5.3.3.
Como conclusion, podemos decir, que en estas condiciones, no se puede garanti-
zar la existencia de solucion de este problema (al menos usando los argumentos
de la demostracion). [

Ejemplo 5.3.7 (Superficies minimas de revolucion 2) En este ejemplo, vamos
a mostrar que se verifican todas las hipotesis del Teorema 5.3.1 excepto (5.11)
que solo es vdlida para p = 1.

Para ello, consideraremos N = 1, f(x,u,§) = \/u? + 2 y el problema

inf{ / f(u x))dx : uEX} (5.12)

donde X = {u € W"(0,1) : w(0) = 0,u(1) = 1}. Vamos a probar que (5.12) no
tiene solucion. En primer lugar, veamos que m = 1 pero empecemos observando
quem > 1:

1 1
u) > / v (z)| dx > / u'(z)dr =u(l) —u(0)=1-0=1
0 0
Para probar que m = 1, construimos una sucesion minimizante v, € X como

sigue
() = 0 sio v e(0,1—1]
T L+v(e—1) si e (1-11]

Luego, para m = 1 se tiene que

1§J(uy):/11 VA +v(r—1))2+12de <
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1
< —VI+v?2—1
v

cuando v — 0.

Ahora, suponemos para llegar a contradiccion que, existe u € X minimo de
(5.12). Entonces, se tiene que

| = J@) = /0 VIR A TR dr > /0 @ (2)] dx >

Z/Olﬂ’(m)dxzﬂ(l)—ﬂ(()):1—0:1

Esto implica que @ = 0 c.p.d. en (0, 1). Gracias a la continuidad de los elementos
de X (consultar [3]), llegamos a que u = 0 pero esto es imposible pues es incom-
patible con las condiciones de contorno.

Por tanto, el problema (5.12) no tiene solucion, como queriamos probar. 0

Ahora, vamos a tratar el problema de Weiestrass (visto en el Ejemplo 1.2.11
en la Seccién 2 del Capitulo 1):

Ejemplo 5.3.8 (Ejemplo de Weierstrass) Consideramos f(x,£&) = 2%y el pro-
blema

in {J(u) _ /01 Fla(2)) de  u e X} —m (5.13)

donde X = {u € H'(0,1) : u(0) = 1,u(1) = 0}. Teniendo en cuenta esta
funcion, vemos que se verifican todas las hipétesis del Teorema 5.3.1 excepto la
hipotesis (5.11) que solo es vdlida cuando oy = 0.

Esto es suficiente para ver que el problema (5.13) no tiene un minimo en X.
Sabemos que el problema no tiene solucion en Y = X NC! por el Ejemplo 1.2.11
de forma que el valor del infimo que denotaremos my es 0. Ademds, tenemos que
0 < mx < my porlo que mx = 0 (es conveniente consultar (1.18)y (1.19) para
recordar las definiciones de mx y my ).

Ahora, suponemos para llegar a contradiccion que, el problema (5.13) tiene una

solucionu € X tal que J(u) = 0. Entonces, teniendo en cuenta que el integrando
es no negativo, se deduce que W = 0 c.p.d. en (0, 1).
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A continuacion, usamos que los elementos de X son continuos ya que H*((0,1))
se inyecta en C°(0,1) de donde se llega a que u es constante y esto es imposible
por las condiciones de contorno por lo que se llega a contradiccion.

Por tanto, el problema (5.13) no tiene solucion. O

Seguimos con una observacion sobre el Ejemplo 5.3.8:

Observacion 5.3.9 (Sobre el Ejemplo 5.3.8) :

El ejemplo de la desigualdad de Poincaré-Wirtinger (visto en otras ocasiones)
muestra que, en general, no se puede tener que q = p en la hipotesis (5.11). Basta
considerar A\ > 1y la funcion

Flow €)= f(u,€) = 5(€ — N)

y recordar el Ejemplo 1.2.13, donde teniamos el problema

inf{ / fu x))dx - u € Hy(0, 1)} (5.14)

tal que m = —o0, y esto nos llevaba a que (5.14) no tenia solucion. ([l

Para concluir esta seccidn, terminamos con otro ejemplo de gran intéres que
es el ejemplo de Bolza:

Ejemplo 5.3.10 (Ejemplo de Bolza) Veamos que, en general, no se puede debili-
tar la hipotesis (5.10). Ya vimos un ejemplo en el Capitulo 1, en concreto, el Ejem-
plo 1.2.6 donde teniamos que f(zr,u,§) = et que no satisfacia ni la hipdtesis
(5.10) ni la hipotesis (5.11).

En este ejemplo, vamos a considerar la funcion

flzou, &) = f(u,&) = (&2 = 1) +u*

y el problema

inf{ /f x))dz - u e Wy (0, 1)} m (5.15)
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Por un momento, supongamos que hemos probado que m = 0, entonces veamos
que el problema (5.15) no tiene solucion.

Por reduccion al absurdo, supongamos que existe u € VVO1 ’4(0, 1) un minimo de
(5.15), es decir, J(u) = 0. Esto implica que w = 0y que [u'| = 1 c.p.d. en (0,1).
De nuevo, como en el Ejemplo 5.3.7 por la continuidad de los elementos de W **
se tiene que u = 0 de forma que @ = 0, lo cual es absurdo y llegamos a contra-
diccion.

Para concluir, veamos que m = 0. Para ello, construimos una sucesion mini-

Ek+1
mizante adecuada. Sea uy € W, definida, en cada intervalo {— L} para

N N
0< k<N —1, como sigue

k _ . 2%k 2%k +1
r — — Sl X —_—
() = N IN' 2N
NAE) = +k+1 e 2% +1 2k +2
rtrey o 0T 9N ' 2N

que estd representada en la figura () de la siguiente pdgina.

Finalmente, teniendo en cuenta la sucesion minimizante definida antes y el grdfico

1
posterior, observamos que |u'y| =1 c.p.d. y luy| < oY llegamos a que

(2N)*

cuando N — oo. Esto implica que m = 0.

Por tanto, hemos probado que el problema (5.15) no tiene solucion, como queriamos
demostrar. U
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thy (%) A

| | !
b2z 3
N N N

Ejemplo: Sucesion minimizante {uy} (figura obtenida de [5]) ()

S5.4. Ecuaciones de Euler-Lagrange

El objetivo de esta seccion serd deducir las ecuaciones de Euler-Lagrange aso-
ciadas al problema que sigue:

inf {J(u) = /Qf(x,u(x),Vu(x)) dr - u € ug + Wol’p(Q)} =m

con el que venimos trabajando desde el principio de este capitulo, es decir, el pro-
blema (5.1). La forma de proceder serd idéntica a la que seguimos en la Seccién 2
del Capitulo 1 pero teniendo algo més de cuidado. En aquella ocasién, teniamos
como hipétesis que el minimo u que obtenfamos era de clase C2. Ahora, solo le
vamos a exigir que pertenezca al espacio de Sobolev W17,

A continuacién, damos el principal teorema de esta seccién que nos sirve para
deducir las ecuaciones de Euler-Lagrange en un sentido mas débil:
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Teorema 5.4.1 (Ecuaciones de Euler-Lagrange) Sea Q) C RY un abierto cone-
xo acotado no vacio con frontera Lipschitz continua. Seap > 1y f € C1(Q xR x
RN) tal que f = f(z,u, &) verificando que

existe 3 > 0 tal que para todo (z,u, &) € Q x R x RY se tiene que
| fulw,w, &)1, | fe(w,u, )] < BOL+ [uf ™ + [€]71) (5.16)

) 0
donde fe = (fe,, s feo)s fe. = 3£ Y fu= a_i'

Sea U € ug + WyP(Q) un minimo del problema (5.1) donde uy € W*(Q). En-
tonces, u € WLP(Q) satisface la forma débil de la ecuacion de Euler-Lagrange
que viene dada por

/ ol @ Vi) + (felo, @, V), V)] di = 0 (5.17)
Q

para toda ¢ € Wy (Q) donde (-, -) denota el producto escalar usual en RY.

Mds aiin, si f € C?(Q x R x RN) yw € C? entonces U satisface la ecuacion
de Euler-Lagrange que viene dada por

AR
i=1 ¢

para todo € Q.

Reciprocamente, si (u,&) — f(x,u,&) es convexa para todo v € Q 'y si U es
una solucion de (5.17) o bien de (5.18) entonces u es un minimo del problema
(5.1).

Demostracion: Dividimos la prueba en cuatro pasos.

» Paso 1 (Cdlculos previos): Escribimos

1
fla§) = £@.0.0+ [ Zirte o) a

para todo (z,u,&) € Q x R x RY,
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Luego, teniendo en cuenta la hipétesis (5.16), podemos deducir que existe y; > 0
de manera que

[y, )] < a1+ Jul” + [€]7) (5.19)
para todo (7, u, &) € 2 x R x R,
En particular, se tiene que
| J(u)] < o0
para todo u € WP(Q).

» Paso 2 (Derivada del funcional .J): Probaremos ahora que para todo

u, o € WHP(Q) y para todo € € R, se tiene que

i J(u+ep)—J(u)
e—0 £

= [ a0, Vo + (felo V), V)l do - (520)
Consideramos
g(z,e) = f(z,u(z) +ep(x), Vu(z) + eVp(z))

de forma que

J(u+5<p):/gg(:z:,s)dx

Como f € C'() tenemos, para casi todo z € ), que € — g(z,¢) es de clase
C'(Q) y por tanto, existe 6 € [—|¢[, |¢]] tal que § = 6(x) de forma que

g(f,E) - g((L’,O) = ga(x70)€
donde
9e(,0) = fu(z,u+ 00, Vu+ 0Ve)p + (fe(z,u+ 0p, Vu+ V), Vi)

La hipotesis (5.16) implica que podemos encontrar v, > 0 tal que, para todo
0 € [—1,1], se llega a que

‘g(l’,&) B g(l’,O)
3

‘ =1ge(,0)] < 7o (1 + |ul’ + [o|P + |Vul’ + [Vp|P) = G(x)

Tengamos en cuenta que como u, ¢ € WP(Q), se deduce que G € L'(Q).
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Finalmente, teniendo de nuevo en cuenta que, u, o € W1HP(2), haciendo uso
de (5.19), se tiene que las funciones © — ¢(z,0) y x — g(z,¢) estdn ambas en
LY(9).

En resumen, se tiene:

g($,€) B g(:L‘,O) e Ll(Q)

— 0
'g(x, e) ~9(,0) ' < G(x), con GecL'(Q)
€
g(x,e) —g(x,0)
€
Para concluir este paso, basta aplicar el Teorema de la convergencia dominada de
Lebesgue (Teorema C.11) y se deduce (5.20), como queriamos demostrar.

— ge(z,0) c.pd.en Q

» Paso 3 (Deduccion de (5.17) y (5.18)): La conclusion del teorema se sigue

del paso anterior. Como @ es un minimo del problema (5.1) entonces
J(@+ep) > J(u)

para toda ¢ € VVO1 P (Q) y por tanto,

lim J(@+ep)— J(u)
e—0 £

=0
que combindndolo con (5.20) implica el problema (5.17).

Para llegar al problema (5.18), basta integrar por partes en (5.17) y se llega a
que

19 = V- filom Vo do = 0
Q
para toda ¢ € W, (9).

Finalmente, aplicando el Teorema Fundamental del Calculo Variacional (Teore-
ma 1.1.1), se deduce el problema (5.18), como se pretendia.

» Paso 4 (Reciproco): Supongamos que u es solucion de (5.17).
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Tengamos en cuenta que cualquier solucién de (5.18) es solucién de (5.17). Por
la convexidad de f (gracias a la Proposicién B.5), se deduce que para cada u €
uo + W, P(€) se sigue que

f,u, Vu) > f(2, 7, Vu) + fu(z, @, Vi) (u —0) + (fe(z,a, Va), (Vu — Vi)

Ahora, integramos y hacemos uso de nuevo de (5.17) y del hecho de que u — u €
W, () para obtener inmediatamente que .J(u) > .J(%) y asf concluir que 7 es
un minimo del problema (5.1).

Por tanto, se concluye la demostracion de este ultimo paso del teorema y la de-

mostracién del mismo. ]

Ahora, mostramos algunas notas de interés sobre el Teorema 5.4.1:

Nota 5.4.2 (Sobre el Teorema 5.4.1) :

Otra forma posible de escribir el problema (5.18) es la siguiente:
V- fe(z,w, Vu)] = fu(z,u, Va)
para todo x € Q.

» La hipotesis dada por (5.16) es necesaria para darle un sentido al problema
(5.17). Mds precisamente, para asegurar que [, (fe, V) € LY(Q).

» Es evidente que cualquier solucion de (5.18) es solucion de (5.17). Sin em-
bargo, el reciproco es cierto si u es suficientemente regular (esto se tiene
gracias al Teorema 1.2.2).

» En el enunciado del Teorema 5.4.1 no necesitamos las hipotesis (5.10) y
(5.11) del Teorema 5.3.1 por lo que no hemos hecho uso de la convexidad de
f para la demostracion (para el reciproco la convexidad de f es necesaria).
Sin embargo, necesitamos la existencia de un minimo del problema (5.1).

» El Teorema 5.4.1 sigue siendo cierto en el caso vectorial, donde u : ) C
RY — RM™ para N, M > 1. De este modo, la ecuacién de Euler-Lagrange
se convierte en un sistema de ecuaciones en derivadas parciales como sigue

Yoo,
Z 8_xz[fgz(x’ﬂ’ Va)| = fuilz,w, Va)

7



CAPITULO 5. INTRODUCCION A LOS METODOS DIRECTOS 78

para todo x € Qyparatodo j =1,..., M donde f : Q x RM x RM*N 5 R

o o\ 1SI=M
Y= (W) € RV, € = (I € RNy Tu= (32)

1<i<N

» En algunos casos, puede ser interesante la forma débil de la ecuacion de
Euler-Lagrange. Mds precisamente, si tomamos funciones test p en el pro-
blema (5.17) que estén en D(QY) en vez de en W, *(Q). Entonces, la hipéte-
sis (5.16) puede ser debilitada y reemplazada por

existe p > 1y B > 0 tales que para todo (z,u, &) € Q2 x R x RY se tiene
que

| fula, w, )|, | fe(w,u, )] < B(1 + [ul” + |€]7)

En este caso, la prueba del Teorema 5.4.1 es idéntica.

Para terminar este capitulo, daremos algunos ejemplos bien conocidos. Empe-
cemos con el ejemplo de la integral de Dirichlet:

Ejemplo 5.4.3 (Integral de Dirichlet) Recordemos que en el caso de la integral
de Dirichlet teniamos que la funcion a considerar era

Flau€) = £(6) = el

que verifica la hipotesis (5.16) del Teorema 5.4. 1. Entonces, la ecuacion de Euler-
Lagrange en su forma débil, teniendo en cuenta (5.17) viene dada por

/Q(Vﬂ(:z:), Vp(z))de =0

para toda ¢ € D(S)) mientras que teniendo en cuenta que f € C? la ecuacion de
Euler-Lagrange asociada a (5.18) seria

Au=0
U

Ahora, generalizamos el ejemplo de la integral de Dirichlet [Ejemplo 5.4.3]:
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Ejemplo 5.4.4 (Generalizacion del Ejemplo 5.4.3)
Vamos a generalizar el Ejemplo 5.4.3. Para ello, consideramos la funcion:

f(r.m€) = f(€) = %w’

Basta tener en cuenta la ecuacion (5.18) ya que se verifica la hipotesis (5.16) del
Teorema 5.4.1 para llegar a que

V- (|VaP2va) =0 en Q
que se conoce como la ecuacion de Laplace cuando p = 2. 0

Seguimos con otro ejemplo ya estudiado que es el de las superficies minimas
de revolucion:

Ejemplo 5.4.5 (Superficies minimas de revolucion)
En este problema, considerdbamos la siguiente funcion:

fla,u, ) = f(§) = 1+ €

que satisface la hipotesis (5.16) del Teorema 5.4.1 cuando p > 1. Ademds, se

tiene que

1/2

IAGIERDY

=1

&i
V1€

gracias a la hipotesis (5.16) para p > 1.

Ahora, teniendo en cuenta la ecuacion (5.18) llegamos a que

Vo[- ) =0 en 0
V1+|Val?
O
Continuamos con un ejemplo en el que no se verifica la hipétesis (5.16) del

Teorema 5.4.1 y veremos que no se puede llegar a formular una ecuacién de Euler-
Lagrange asociada al problema debido a la funcién dada:
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Ejemplo 5.4.6 (Falla la hipotesis (5.16) del Teorema 5.4.1)
Consideramos la funcion

fla,u,8) = f(u,€) = g(u)lg]*

con 0 < g(u), g ()| < go. Comprobemos si se satisface la hipétesis (5.16).

Tenemos que:

| fulw, )] = |g'(w)||€]* < gol¢]?
| fe(u, &)| = 2[g(u)]|€] < 2g0[¢]

Observemos que si g'(u) # 0, entonces la funcion f no satisface la hipdtesis
(5.16) del Teorema 5.4.1. Sin embargo, la cumpliria poniendo p en lugar de p — 1
en esa hipdotesis, de modo que solo podriamos escribir lo que sigue

/Q[fu(ﬂ: Va)p + (fe(u, Va),Ve)|de =0

para toda ¢ € D(Q) o para toda ¢ € H}(Q) N L=(Q). O

A continuacidn, vamos a dar dos ejemplos vistos en los Capitulos 1 y 4 para
mostrar que si no tenemos la hipétesis de convexidad sobre la funcién f, entonces
el reciproco del Teorema 5.4.1 es falso. Para ello, comencemos con el ejemplo de
la desigualdad de Poincaré-Wirtinger:

Ejemplo 5.4.7 (Desigualdad de Poincaré-Wirtinger) Consideramos A > m, la
funcion

Fleu €)= f(u,€) = (€~ N)
y el problema

inf {J(u) - /01 Flu(z),o(z)) de - uw € HYO, 1)} —m (521)

Observemos que la funcion & — f(u,§) es convexa mientras que la funcion
(u,&) = f(u,&) nolo es.

Esto nos lleva a que m = —oo y entonces el problema (5.21) tenia solucion
que no era un minimo como ya vimos en el Ejemplo 1.2.13 y en el Ejemplo 4.2.3.
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Sin embargo, podiamos formular la ecuacion de Euler-Lagrange asociada a la
ecuacion (5.18) como sigue

u' +Nu=0 en [0,1]
que tenia como solucion u = 0 que no es un minimo del problema (5.21). 0J

Para finalizar este capitulo, veamos otro ejemplo en el que vamos a seguir
insistiendo en la necesidad de que la funcién que consideramos sea convexa para
poder garantizar que la solucién del problema a estudiar se trate de un minimo:

Ejemplo 5.4.8 Consideramos la funcion f(x,u,&) = f(&) = (£2 — 1) la cual
no es convexa, y queremos estudiar el problema que sigue

inf {J(u) _ /0 @) e ng4(9)} o (5.22)

Sabemos que m = 0 como ya vimos en el Ejemplo 1.2.7. Ademds, teniamos que
la ecuacion de Euler-Lagrange, teniendo en cuenta (5.18), venia dada por

L@ -1 =0 (5.23)

de forma que considerando (5.17), podemos dar la ecuacion asociada en su forma
débil (observemos que se verifica la hipotesis (5.16) del Teorema 5.4.1):

1
/ w(u? — 1) dr =0 (5.24)
0
para toda ¢ € W, *(Q).

Es evidente que u = 0 es solucion de (5.23) y (5.24) pero no es minimo del
problema (5.22) pues m = 0 pero J(0) = 1 # 0.

Mds aiin, este ejemplo es interesante por lo que sigue. Ahora, consideramos la
funcion

_J = si z€][0,1/2]
”(x)—{ 1—2 si ze(1/2,1]

que es un minimo del problema (5.22) que no es de clase C'.
Ademds, observemos que la funcion v verifica la ecuacion (5.24) pero no veri-

fica (5.23). Asi, mostramos la necesidad de la convexidad de la funcion f para
garantizar la existencia de minimo del problema (5.22). 0
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Capitulo 6

Aplicaciones del Calculo de
Variaciones

En este capitulo se tratardn principalmente dos problemas relacionados con la
mecanica clasica: el Principio de Minima Accion y las ecuaciones de Maxwell.

El objetivo fundamental de este capitulo serd usar la potencia de la teoria de Calcu-
lo de Variaciones para deducir, por un lado, las ecuaciones de movimiento de un
sistema de n particulas como minimo de un cierto funcional y por otro, obtener
las ecuaciones de Maxwell asociadas al campo electromagnético de un modo sen-
cillo. De este modo pretendemos poner de manifiesto la importancia del Calculo
de Variaciones en otras ramas de las ciencias distintas de las Matematicas y, por
tanto, su aplicabilidad.

Para ello, serdn de gran utilidad las herramientas desarrolladas en capitulos an-
teriores, especialmente en el Capitulo 1 (dedicado al estudio de las ecuaciones de
Euler-Lagrange).
6.1. Principio de Minima Accion

Considereremos un sistema de n particulas (puntos de masa) donde no se im-

pone ninguna restriccion al sistema. Consideramos la i-ésima particula de masa
m; y coordenadas (x%(t), z4(t), x5(t)) € R3 parai = 1,...,n.

83



CAPITULO 6. APLICACIONES DEL CALCULO DE VARIACIONES 84

La energia cinética del sistema viene dada por:

RS dai\? dai\ dai\”
T‘§;mi<(ﬁ> +(E) Ut

donde ¢ denota el tiempo.

Ademads, supongamos que el sistema posee energia potencial, es decir, existe una
funcion
_ et 1 1 n ,n ,n
U=Ut;xy, x5, T3, ..., L], TH, )

que representa la energia potencial del sistema de forma que la fuerza que actia
sobre la i-€sima particula tiene componentes

Xl - _a_l"i’ X2 - 8_%’ X3 - 8_%

A continuacioén, introducimos el concepto de Lagrangiano:

Definicion 6.1.1 (Lagrangiano) Se define el Lagrangiano de un sistema de particu-
las como la diferencia entre su energia cinética I, y su energia potencial E,:

L=E.—E,=T-U

donde T es la energia cinética y U es la energia potencial asociada al sistema de
particulas.

En nuestro caso, gracias a la Definicién 6.1.1, definimos
L=T-U
que es la funcién Lagrangiana asociada al sistema de particulas.

Obviamente, £ es una funcién del tiempo ¢, de las posiciones (z}, x5, z%) y de
las velocidades (&1, @, 4%) de las n particulas del sistema donde i denota la ve-
locidad de la componente j de la particula 7, es decir, &} = d_t] parai = 1,...n

yj=1,2,3.

Ahora, suponemos que en el tiempo ¢, el sistema estd en alguna posicion fija
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(710, ¥5,0, 75 ). Luego, la evolucién del sistema a lo largo del tiempo se describe
mediante una curva X' = (2%, xb, %) tal que

xy =x1(t), x5 =u5(t), xy=ua5(t) para i=1,..,n
en un espacio de dimension 3n.

Se puede demostrar que entre todas las curvas que pasan por el punto corres-
pondiente a la posicion inicial del sistema (z7 o, % o, 24 ), la curva que realmente
describe el movimiento del sistema dado, bajo la influencia de las fuerzas que
actdan sobre él, satisface la siguiente condicién, conocida como el Principio de
Minima Accion:

Teorema 6.1.2 (Principio de Minima Accién) El movimiento de un sistema de
n particulas durante el intervalo de tiempo [to, t1] viene descrito por las funciones
zi(t), 24(¢), x5(t) parai = 1, ...,n para las que la integral

t1
/ L (t;xy, ay, af; df, &5, &%) do 6.1)

to

llamada accion, es un minimo.

Demostracion: Veamos que el Principio de Minima Accion implica las ecuaciones
de movimiento usuales para un sistema de n particulas. En efecto, si el funcional
(6.1) tiene un minimo, entonces las ecuaciones de Euler-Lagrange vienen dadas
por (usando el Teorema 1.2.2, con la regularidad necesaria para £):

oL _doc _ oL doc o oL doL

- - — = - — ——— = - — ——— = 6.2
ozt dt 0 T Oxly  dtodh T Oxh  dt ol 6:2)

donde a:; denota la velocidad de la particula ¢ en la componente j para j = 1,2, 3
et=1,...,n.

Ahora, tengamos en cuenta que la energia potencial {/ depende unicamente de
t, 2}, x4, x4 y no de &, %, %, mientras que 7 es una suma de cuadrados de las
componentes de la velocidad %, %, &% (con coeficientes 1/2m;).

Entonces, podemos reescribir las ecuaciones dadas por (6.2) como sigue

ou d , ou d , ou d ,
——mz;=0; — — —=mty =0; ——— — —mi3 =0 (6.3)
! 2 ory dt P

ozt dt oy dt
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Finalmente, teniendo en cuenta que las derivadas

ou ou ou

T 9.a0 and 9.
ox}’ Ozhy O}

son las componentes de la fuerza que actda sobre la i-ésima particula, el sistema
de ecuaciones dado por (6.3) se reduce a

..i _ ,L
mTy = Xl.
N K3
MLy = XZ
S T
m;zy = X3

que son las ecuaciones de movimiento de Newton para un sistema de n particu-
las (sin restricciones) donde T’ denota la aceleracion de la componente j de la
particula¢ parat =1,...,ny j = 1,2, 3. Asi, se concluye la demostracion. UJ

Para terminar esta seccién, damos una nota de interés sobre el Teorema 6.1.2:

Nota 6.1.3 (Sobre el Teorema 6.1.2) El Principio de Minima Accion sigue sien-
do vdlido en el caso en el que el sistema de particulas esté sujeto a restricciones,
excepto que entonces las curvas posibles, para las cuales se considera el funcio-
nal (6.1), deben satisfacer las restricciones. En otras palabras, en este caso, la
aplicacion del Principio de Minima Accién conduce a un problema de cdlculo de
variaciones con condiciones adicionales (restricciones).

6.2. Ecuaciones de Maxwell

La idea de obtener las ecuaciones dindmicas de una teoria fisica mediante la
obtencién de un punto critico a partir de un funcional de accién (como vimos en
la Seccidén 6.1) ha tenido un gran éxito.

Casi cualquier teoria fisica (por ejemplo, la relatividad general, la electrodindmica
cudntica y la dindmica de fluidos) se puede derivar de este formalismo y, por lo
tanto, un estudio en profundidad de dichos funcionales nos permite tener mejores
habilidades a la hora de trabajar con este tipo de teorias.
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Para ilustar esto, obtendremos las ecuaciones de Maxwell que describen la propa-
gacion de ondas electromagnéticas en el vacio que vienen dadas por:

V. -E=p

V., -B=0
GE=V,xB-]
oB=-V, xE

donde E es el campo eléctrico, B es el campo magnético, J es la densidad de co-
rriente y p es la densidad de carga.

Todo comienza con una eleccion adecuada de un Lagrangiano (con el cual se
pretende minimizar una energia que contiene la diferencia en modulo del campo
eléctrico y del campo magnético):

I(t, A 0, ,0) = | L(tA(2), ¢(), (), p(7)) dx =

R3

1

= /R3 (5 |—a(z) — Vaé(2)° - % IV, x A@)]? + J(t,2) - A(z) — p(t,x)¢(x)) dx

donde A es un potencial vectorial, ¢ un potencial escalar, J la densidad de co-
rriente y p la densidad de carga. Debido a la ecuacion de la conservacion de la
carga

Ve -J+0p=0 (6.4)

la densidad de corriente J y la densidad de carga p estdn vinculadas. Ademas,
los potenciales estan relacionados con el campo electromagnético a través de las
siguientes expresiones:

E=-0A—-V,0

B=V,xA
donde E es el campo eléctrico y B es el campo magnético.
Dado que I estd definido en términos de un polinomio cuadratico en funcién de

los campos, podemos deducir facilmente las ecuaciones del movimiento a partir
de un funcional llamado accién:

S(A¢) = / LIA(). (1), BA(), rb(1)) dt 6.5)
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donde (A, ¢) es un camino en el espacio de los potenciales.

A continuacion, para el desarrollo que sigue introducimos el concepto de es-
pacio de caminos y su funcional de accion correspondiente:

Definicion 6.2.1 Se define el espacio de caminos que une dos puntos xoy Ty en
un espacio de Banach X como:

D(wo,71) = {g:[0,T] — X : ¢ € C*([0,T], X),4(0) = w0,4(T) = z:}

Ademds, se define el funcional de accion asociado al espacio D para la deduccion
de las ecuaciones de movimiento como:

S(g) := / C(t.q(t).4(t)) dt 6.6)

d
donde L € C*(RY x RY) es el Lagrangiano y ¢(t) = d—z de forma que L(x,v)
depende la posicion x y de la velocidad v.

Ahora, damos las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas al espacio de ca-
minos D dado en la Definicion 6.2.1 que nos serviran para dar las ecuaciones de
movimiento de un sistema:

Proposicion 6.2.2 Bajo las condiciones de la Definicion 6.2.1, se tiene que las
ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas al funcional (6.6) vienen dadas por

d

Demostracion: Por la definicion del funcional S dado en la Definicién 6.2.1, se
tiene que

que quiere decir que
para toda h € D(0,0).
Ahora, haciendo uso de la G-diferencial (Definicién B.2), se deduce que

dS(q)h = iS(q + sh)

ds = /0 %5 (a(t) + sh(t),q(t) + sh(t)) dt

s=0 s=0
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_ / (VoL (q(1).4(1)) - h(t) + VL (q(t), 4(t)) - h(t)) de

- [ (vetta.am) - 9L @0.a0)) woa

Tengamos en cuenta que cuando integramos por partes, los términos de frontera
desaparecen, pues h(0) = h(7") = 0.

Por tanto, las ecuaciones de Euler-Lagrange vienen dadas como en (6.7), como
queriamos probar. U

Después de la Definicion 6.2.1 y de la Proposicién 6.2.2, podemos seguir con
el desarrollo que estabamos haciendo para la deduccidn de las ecuaciones de Max-
well.

Volviendo a (6.5), podemos expresar las ecuaciones de movimiento del siguiente
modo (gracias a la expresion de las ecuaciones de Euler-Lagrange dadas en (6.7)):

doL oL
doL oL

donde ¢ es la notacidn fisica de “derivacion funcional”.

Para trabajar con las expresiones dadas por (6.8) y (6.9), basta tener en cuenta
que el integrando es simplemente un polinomio en A, ;A = A, ¢ y Opp = ¢.

Antes de hacer la deduccion de las ecuaciones de Maxwell, realizaremos algu-
nos comentarios sobre las ecuaciones (6.8) y (6.9).

La densidad de Lagrange £ es independiente de ¢ por lo que la integracién por
partes da lugar a la ley de Gauss que puede ser expresada como sigue:

V. (~0A - V,$) =V, -E=p (6.10)

Esta ecuacidn actiia como una restriccion y no es una ecuacion dindmica del mo-
vimiento. Ahora, tengamos en cuenta que B = V, x A es el rotacional de un
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campo vectorial por lo que su divergencia es nula, es decir, V, - B = 0.

Para obtener las ecuaciones de Maxwell, necesitamos ayudarnos del siguien-
te lema que nos sirve para hacer integracion cuando estamos trabajando con el
rotacional:

Lema 6.2.3 Se tiene la siguiente expresion integral para el rotacional:
/(Vmxu)-cpdx—/u-(vxxcp)dx—/ @ - (uxmn)dx
Q Q 00

para toda u, p € H'(Q) donde n denota el vector normal exterior unitario a (.

Ahora, si podemos empezar con la deduccion de las ecuaciones de Maxwell:

La primera ecuacién dindmica del movimiento de Maxwell (asociada al campo
eléctrico E = —0,A — V,¢), se obtiene a partir de (6.9) (haciendo uso del Lema
6.2.3 y teniendo en cuenta que el término de frontera se anula al imponer sobre
el problema de las ecuaciones de Maxwell, las condiciones de contorno que sean
necesarias) de forma que

OE = ~0jA = V000 =V, x Vo x A=J =V, xB—J (611

Para obtener la segunda ecuacion dindmica del movimiento de Maxwell, deriva-
mos el campo magnético B = V, X A con respecto al tiempo y usamos que
Ve x Vi =0:

OB =V, x (9,A) = —V, x (—OA — V,¢) = -V, x E

En conclusion, hemos obtenido las ecuaciones habituales de Maxwell después de
introducir un par de nuevas variables, el campo eléctrico E y el campo magnético
B.

Ahora, veamos el “reciproco”. Tenemos que las soluciones a las ecuaciones de
Maxwell son puntos estacionarios del funcional llamado accidn.

Luego, haciendo una derivaciéon adecuada podemos llegar a calcular la deriva-
da del funcional de accién S(A, ¢) para llegar a las ecuaciones de Euler-Lagrange
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dadas anteriormente. Para ello, nos basamos en la idea que usamos para la demos-
tracion de la Proposicién 6.2.2:

d
_S(A+ Sav¢+ SSD)

(45(A,0) (a.) = -

s=0

T d (1 )
= / dt/ dx— (— |—-0,A — V¢ — sOa — sV, p|” —
0 R3 dS 2

1
—§|VxxA—i—stxa\2+J~A—p¢>—|—sJ~a—sp<p>

s=0

/dt/ dx (—0A — V.0 - (—Oa — Vi) —
R3
—(VexA)- (Vyxa)+J-a—pp) =
:/ dt/ dx ((—02A — V0,6 — Vo x Vo x A +J) -2+
R3

Haciendo dS(A, ¢) = 0y aplicando el Lema de Du Bois-Reymond (Lema 1.1.2),
se llega a las ecuaciones (6.10) y (6.11), como queriamos demostrar.
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Apéndice A

Espacios de funciones

Sea € un conjunto abierto no vacio de R . Usaremos la siguiente notacién:

C'(€): Espacio de funciones continuamente diferenciables en ().
C%(9): Espacio de funciones dos veces continuamente diferenciables en (2.
L'(Q): Espacio de funciones integrables en €.

L?(€2): Espacio de funciones de cuadrado integrable en ).

Ll

loc

(€2): Espacio de funciones localmente integrables en compactos de 2.
C>(2): Espacio de funciones infinitamente diferenciables en 2.

D(Q): Espacio de funciones de clase infinito con soporte compacto conte-
nido en €.

Wm™P(Q)): Espacio de funciones de L”({2) tales que sus derivadas hasta or-
den m pertenecen también a LP(Q2) paral < p < ooy m € Nen Q.

WP () = D(Q)H'me’p(m paral < p <ooyparam € N.

H'(Q): Espacio de funciones de L?(2) tales que sus derivadas hasta orden
1 pertenecen también a L?(12).

—HHHl Q
HH(Q) =Dy @,

H?(Q): Espacio de funciones de L*((2) tales que sus derivadas hasta orden
2 pertenecen también a L?(2).
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Apéndice B
Calculo diferencial

Introducimos algunas definiciones y resultados sobre el cdlculo diferencial que
serdn de utilidad para el desarrollo de algunas de las demostraciones:

Definicion B.1 Sean X un espacio vectorial, U C X un subconjunto convexo y
f U — X una funcion. Se dice que f es convexa en U si

f0z+(1—0)y) <Of(x)+ (1—0)f(y)

para todo x,y € X y para todo 6 € [0, 1].
Ademds, se dice que f es estrictamente convexa en U si

[0z + (1 —=0)y) <O0f(x)+ (1-0)f(y)
para todo x,y € X conx # yyparatodo 6 € (0,1).

Definicion B.2 Sean X e Y dos espacios normados, U C X un subconjunto
abierto, F' : U — Y un operador, o € Uy h € X. Se dice que I es diferenciable
en el sentido de Gdteaux (o G-diferenciable) en x y en la direccion h si existe el

limite en Y P h P
I T @0+ eh) = F@o) _ sy ey

e—0 g

Al elemento F(xo;h) € Y definido por el anterior limite se le denomina G-
diferencial de I en el punto x( y en la direccion h.

Si existe §F (xq; h) para toda h € X, diremos que F' es G-diferenciable en x, y a
la aplicacion 6 F (xy) definida por

(SF(I'o)hGX—)dF(iL'O,h)EY

la denominaremos la G-diferencial (o diferencial Gateaux) de F' en el punto x.
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Definicion B.3 Sean X e Y dos espacios normados, U C X un abierto y F :
U — Y un operador. Dados xqg € Uy h € X, se dice que I es dos veces G-
diferenciable en x en la direccion h, si existe ¢ > 0 tal que F' es G-diferenciable
en el intervalo abierto (xy — eoh, xg + coh) C U y en la direccion h, y existe el
fimite SF (20 + ch, h) — 6F (o, h

52F (2o, b, h) — lim OL (%0 €1 1) = 0F (20, h)

e—0 g

Al elemento 6F?*(xy,h,h) € Y asi definido lo denominaremos la G-diferencial
segunda de F en el punto x en la direccion h.

Teorema B.4 Sean X e Y dos espacios normados, U C X un abiertoy F' : U —
Y un operador. Dados x1,15 € U tales que [x1,x5] C U, supongamos que F
es dos veces G-diferenciable en todo punto de [x1,xs| en la direccion xo — 7.
Entonces, si Y = R, existe £ € (1, x2) tal que

1
F(:L‘Q) = F(.Cljl) + (SF(.CL"l, Ty — I’l) + 552[7(6, Lo — X1,T2 — 1'1) (Bl)
para todo x,,x5 € U.

Proposicion B.5 Sean X un espacio normado, U C X abierto, convexo y F :
U — R. Supongamos que para todo par de puntos x| y x5 del abierto U existe la
G-diferencial §F (1, x9 — x1). Entonces, se dice que F es convexa si

F(fg) - F(ZL’l) Z 5F(CI)1, Lo — ZEl)
para todo x,x2 € U.

Proposicion B.6 Sean X un espacio normado, 2 C X un abierto, U C Q) un
subconjunto convexo no vacioy F : 2 — R un funcional. Supongamos que F' es
G-diferenciable en ). Entonces, F' es convexa en U si 'y solo si

(SF(.CL’Q,IQ - Il) - 5F<I1, To — l‘l) Z 0 (BZ)
para todo x1, x5 € U.

Demostracion: Supongamos que [ es convexaen U y sean x1, x5 € U. Aplicando
sucesivamente a (1, x2) y a (z2, 1) que

F(ZEQ) — F(ZL‘l) Z (SF(J]l, To — ZL‘l)
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para todo =1, x5 € U, se tiene

{ F(xy) — F(x1) > 0F(x1, 15 — 71)
F(Il) — F(Q?Q) Z 5F(SE2, r1 — Ig)

Sumando estas desigualdades y teniendo en cuenta la linealidad de la G-diferencial
respecto de la direccion, se obtiene (B.2).

Supongamos ahora que se tiene (B.2) y sean z1, 25 € U y o € [0, 1]. Considere-
mos la funcién real de variable real ¢ : ¢ € [0,1] — p(t) = F(z1 + t(z2 — x1))
tal que p € C'([0,1]) de forma que ¢'(t) = 0F(z; + t(xy — x1), 19 — 71) para
cada ¢t € [0, 1]. Usando (B.2), se tiene que la funcién ¢’ es creciente en [0, 1] (es
decir, si 0 < s < t < 1, entonces ¢'(s) < ¢/(t)). Deducimos por tanto que ¢
es convexa en el intervalo [0, 1] y asi, p(a) < ap(1) + (1 — a)p(0), es decir,
F((1 —a)z; + axs) < (1 —a)F(z1) + aF(x2). De este modo, se concluye la
prueba. 0

Proposicion B.7 Sean X un espacio normado, U C X abierto, convexo y F :
U — R. Supongamos que existe la G-diferencial segunda 6> F (x1, xo—11, To—11)
para todo par de puntos x1, x5 de U. Entonces F' es convexa en U siy solo si

52F(I1,$2—$1,I2—I1) Z 0 (B3)
para todo x,x2 € U.

Demostracion: Gracias al Teorema B.4 y a

02 F (&, xo—11, 29—11) = 0°F (5’ Nz = ol mle(ﬁl —§), Nz = @il leX(xl - 5)) -

€ — 1] | x € — z1]|x

2
To — X
= ||||§2_ x11|||’2X52F(£7x1 - fvxl - f)
X

usando la Proposicion B.5, tendriamos la convexidad de F'.

Para terminar la demostracion, basta probar que si F' es convexa entonces se ve-
rifica (B.3). Para ello, sean z1,x5 € U. Si x1 = x5, ya habriamos terminado.
Supongamos que z; # zo. Como F' es convexa entonces se verifica (B.2). Luego,
reemplazamos x5 por x; + t(zo — x1) paracadat € (0,1), y se tiene

OF (z1 + t(xy — 1), t(xy — x1)) — 0F (21, t(xg — 1)) > 0

Dividiendo por #2, teniendo en cuenta la linealidad de la G-diferencial en la direc-
cioén, y haciendo tender ¢ a cero, se obtiene (B.3), como queriamos probar. Asi,
concluimos la demostracién de la proposicion. ([
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Teorema B.8 (Teorema de la funcion inversa) Sean X,Y dos espacios de Ba-
nach, U C X abierto, 1o € Uy F € C'(U,Y) tal que F'(x,) sea biyectiva.
Entonces, existe ¢ > 0 tal que B(xg,e) C U, el conjunto V = F(B(xg,¢€)) es un
entorno abierto de F(x), y se tiene

e [ es biyectiva de B(xg,c) en'V.
e La aplicacion F~' : V — B(xzg,¢) es de clase C' y verifica
(F=(y) = (F'(F~'(y))) ™
paratodoy € V.

Demostracion: Se puede consultar en [1].

Teorema B.9 (Teorema de la funcion implicita) Sean X,Y, Z tres espacios de
Banach, conU C X x Y abierto, (zo,yo) € U. Supongamos que F' € C*(U, Z)
tal que la derivada de la aplicacion F(xy,-) : Y — Z (derivada parcial) en vy
sea biyectivade Y sobre Z, y sea zy = F(xg, yo). Entonces, existenro > 0,11 > 0
y ¢ € CH(B(x0,70), B(yo,m1)) tales que

* (o) = Yo-

o F(x,p(x)) = 20, para todo x € B(xq,ry).

e Si(z,y) € B(xo,70) X B(yo,m1)y F(x,y) = 20 entonces y = ¢(x).
Demostracion: Se puede consultar en [1].

Definicion B.10 (Transformada de Legendre) Sean [ y g dos funciones dife-
renciables. Se dice que f y g son una transformada de Legendre si cada una de
sus derivadas primeras son funcion inversa de la otra, es decir,

Df = (Dg)™"

En dicho caso, se dice que [y g estdn relacionadas por una transformacion de
Legendre.
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Apéndice C
Resultados de Analisis Funcional

Introducimos algunos resultados de interés de Anélisis Funcional relativos a
la convergencia débil y semicontinuidad inferior. Ademads, enunciamos dos resul-
tados importantes como son el Teorema de Rellich-Kondrachov y la desigualdad
de Holder:

Definicion C.1 (Convergencia débil) Sea X un espacio normado, una sucesion
{z,} C X sedice que converge débilmente a un punto v € X y se escribe r, — x
siy solo si

R e )

para todo ' € X'.

Observacion C.2 (Sobre la convergencia débil)

o El concepto de limite débil es lineal, es decir, el limite de la suma es la suma
de los limites y el limite de un escalar por una sucesion es el escalar por el
limite de la sucesion.

e Siuna sucesion {x,} converge en norma hacia un elemento x € X, enton-
ces gracias a la continuidad de los elementos de X' se tiene que (', x,,)
converge a (x',x) para todo x € X y por tanto, {x,} converge débil a
z e X.

Proposicion C.3 (Propiedad de la convergencia débil 1) Sean X,Y dos espa-

cios normados y A un operador lineal y continuo de X en Y. Si {x,} converge
débilmente a x en X, entonces Ax,, converge débilmente a Ax enY .
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Demostracion: Sea {x,} que converge débilmente a x en X. Para todo ¢’ € Y,
se tiene que y’ o A pertenece a X' y por tanto, por la Definicion C.1 se tiene

(W, Azp)yry = (Y o A xn)xr x = (Y 0 A, x)xr x = (Y, Ax)yry
para todo y' € Y. Por tanto, Ax,, converge débilmente a Ax. O

Proposicion C.4 (Propiedad de convergencia débil 2) Sea X un espacio nor-
mado. Si {x,} converge débilmente a x € X, entonces estd acotada y se verifica

l|z]|x < lim inf ||z,||x
n—oo
Demostracion: Consultar en [3, 11]. O

Definicion C.5 (Espacio reflexivo) Sea X un espacio normado. Se dice que X
es reflexivo si X = X' donde X' denota el espacio dual de X.

Teorema C.6 Sea X un espacio reflexivo. Entonces, toda sucesion acotada en X
admite una subsucesion débilmente convergente.

Demostracion: Consultar en [3, 11]. O

Definicion C.7 (Semicontinuidad inferior) Sea X un espacio métrico y sea f :
X — R. Diremos que [ es semicontinua inferiormente, y se escribird f s.c.i., en
un punto x € X si para toda sucesion {x,} C X que converge a x, se tiene

f(x) < lim inf f(z,)

n—oo

Diremos que [ es semicontinua inferiormente (en X ) si lo es en todo punto x de
X.

Proposicion C.8 (Propiedades de la semicontinuidad inferior) Sea X un espa-
cio métrico.
a) Si fess.ci.en X y\>0entonces \f es s.c.i. en X.

b) Si fygsons.c.i. en X entonces f + g también es s.c.i. en X.

Demostracion: Inmediata a partir de la linealidad del limite. ([l
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Teorema C.9 (Rellich-Kondrachov) Sea Q@ C RY un abierto conexo acotado
no vacio con frontera Lipschitz continua. Entonces:

» Si1l < p < N, la inyeccién de W'?(Q) en L1(Q) es compacta para todo
q € [Lp").

» Sip = N, la inyeccion de WM (Q) en L1(Q) es compacta para todo q €
1, 00).

» Sip > N, la inyeccion de W'P(Q) en C*%(Q) es compacta para todo
0<a<1-—N/p

En particular, para 1 < p < oo, la inyeccién de WP (Q) en LP(Q) es compacta.
Demostracion: Consultar en [6]. O

Teorema C.10 (Desigualdad de Holder) Consideramos ) un conjunto medible
1

de RY y q el exponente conjugado de p, es decir, el vinico q¢ > 1 tal que —+— = 1.
p

Sean f € LP(Q)y g € LI(2). Entonces, se tiene la desigualdad de Holder:

/Q ool </Q e dt) ) (/Q 9@l dt) ;

Demostracion: Consultar en [2]. O

Teorema C.11 (Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue) Sea {f,},>1
una sucesion de funciones medibles en un espacio X tal que

f(z) = lim f,(z)
n—0o0
existe para todo x € X. Si g € L*(u) verificando que

|[fu(@)| < lg()]

para todo x € X y para todo n > 1, entonces f € L' (),

i [ 1= Jldn=0
n—oo X

y
i [ fudu= [ fan
n—oo X X
Demostracion: Consultar en [12]. O
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