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Resumen

El objetivo principal de este trabajo es tratar los conocimientos fundamentales
sobre superficies de Riemann asi como enunciar, demostrar y comprender el teorema
de Riemann-Roch para curvas proyectivas planas lisas. Para ello se definen y trabajan
los conceptos necesarios, empezando con las superficies de Riemann y las aplicaciones
entre estas. Mas adelante se realiza un breve estudio sobre formas diferenciales y se
concluye con los conceptos fundamentales sobre divisores, lo que nos permite cerrar
este proyecto con una corta prueba de dicho teorema.

English Abstract

The main goal of this work is to address the foundations of Riemann surfaces as
well as to state, prove and understand the Riemann-Roch theorem for smooth pro-
jective plane curves. To achieve this, the necessary concepts are defined and studied,
starting with Riemann surfaces and the maps between them. Later on, a brief study
on differential forms is conducted and we conclude with the essential concepts on
divisors, which allows us to close this project with a short proof of the mentioned
theorem.
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Introduccion

A lo largo de la historia se han producido varios enfoques a la teoria de superficies
de Riemann. En este proyecto seguiremos el camino dibujado por Riemann. El marcé
las pautas de lo que hoy conocemos como las superficies que llevan su nombre. Otra
postura a destacar es la de Gauss que trato el tema desde las variedades reales de
dimension 2. Mas informacion sobre la historia detras de las superficies de Riemann
puede ser encontrada en [Yin05] o en [Sti20].

Comenzamos siguiendo las notas de Rick Miranda en su libro Algebraic Curves
and Riemann Surfaces. En el capitulo uno nos presenta el concepto de atlas complejo,
que no deja de ser una reunion de cartas con alguna condicién especial, y gracias a
esto define las superficies de Riemann como 1-variedades complejas conexas. Estas
mismas lineas hemos seguido nosotros también en el primer capitulo.

Una vez definidas las superficies de Riemann podemos considerar las aplicaciones
entre ellas, prestando especial interés a las aplicaciones holomorfas, u holomorfismos,
pero para ello debemos definir anteriormente las funciones de estas superficies en el
plano complejo. Todo esto lo tratamos en el capitulo dos, inspirado en [Mir95, Cap.
1.

El tercer capitulo es una breve introduccién a las formas diferenciales. En él defini-
mos los conceptos de 1-formas holomorfas y meromorfas asi como ciertas operaciones
que podemos realizar con ellas, siendo la mas importante la integracion. Por desgracia
no es el objetivo de este trabajo definir todos los rudimentos necesarios para integrar
en superficies de Riemann, aun asi enunciaremos los conceptos fundamentales. Para
mas informacién consultar [Mir95, Cap. IV].

El siguiente capitulo sigue la teoria presentada en [Mir95, cap. V]. Tratamos el
concepto de divisores; estos son una forma de organizar y estudiar los ceros de una
funcion meromorfa. Esta inocente idea resulta tener una gran cantidad de sorpren-
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dentes propiedades que se pueden demostrar de forma relativamente sencilla.

Para finalizar, usamos el libro de Frances Kirwan, Complex Algebraic Curves, méas
concretamente [Kir92, cap. VI]. Procedemos a enunciar y demostrar el teorema de
Riemann-Roch para curvas proyectivas planas lisas y algunos resultados necesarios.
Cerramos el trabajo dando algunos corolarios de interés.



1 Generalidades

Empezaremos este proyecto definiendo los conceptos basicos sobre superficies de
Riemann y presentando ejemplos interesantes que nos acompanaran durante el resto
del trabajo. Como se ha comentado en la introduccion, este capitulo esta sacado de
[Mir95, cap. I]; otra referencia de interés es [DD20, cap. VI].

1.1 Cartas complejas

| Definicion 1.1.1. Sea X un espacio topolégico. Llamamos carta compleja o sim-
plemente carta de X a un homeomorfismo ¢ : U — V donde U C X es un conjunto
abierto de X y V' C C es un conjunto abierto del plano complejo. Diremos que U es
el dominio de la carta ¢ y que esta centrada en p € U si ¢p(p) = 0.

Observacion 1.1.2. Sea ¢ : U — V una carta de X. Supongamos que U; C U es un
subconjunto abierto de U. Entonces ¢|,; : U; — ¢(U,) es un homeomorfismo y por
lo tanto es una carta de X La restriccion |, se llama subcarta de X.

| Definicion 1.1.3. Sean ¢, y ¢, cartasde X talesque ¢, : U, = V,y ¢, : U, = V5.
Decimos que las cartas son compatibles si U; N U, = @ o la composicién

es holomorfa. A lafuncion T = d)zod)fl la llamaremos funcion de transicion (o cambio
de coordenadas) entre las cartas ¢, y ¢,.

Observacion 1.1.4.  Destacamos que si ¢,0¢," es holomorfa en su dominio entonces
b, oqbg1 es también holomorfa en su respectivo dominio. Ambas pueden ser la funcién
de transicion. De aqui deducimos que T es biyectiva.

Lema 1.1.5. Sea T una funcién de transicion entre dos cartas compatibles. Entonces
su derivada T' no se anula en el dominio de T'.
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Demostracion. Sea S la inversa de T, asi S(T'(w)) = w para todo w. Derivando esta
expresion tenemos que
S"(T(w)T'(w)) = 1,

por lo tanto T’(w) no puede ser cero. [ |

| Definicién 1.1.6. Un atlas A de X es una coleccion A = {¢, : U, — V,} de

cartas compatibles dos a dos cuyos dominios recubren X, es decir, X = U u,.
a

Ejemplo 1.1.7. Sea S? la esfera unidad en R?
S?={(x,y,w) e R® | >+ +uw* =1}.

Identificamos el plano complejo C con el plano real dado por w = 0 donde un punto
z = x + iy de C se identifica con (x, y,0). Sea ¢, : S? — {(0,0,1)} — C tal que

y
1—-w

2

b (X, yw) = —— +i
1—w

cuya inversa es

7 (2) = < 2Re(z) 2Im(z) |z|* - 1) '

IzI24+ 17 |z)24+ 17 |z|> + 1

Efectivamente:

" X+ Y+ -w) x y xX*+y -(1-w)y
Py w) = == % (21 —w T (—wp

_ 2 _
:1 w<2x 2y 2w 2w>

2 l—-w 1—w (1-w)?
= (x, y, w),
2a 2b
-1 . a?+b2+1 . a?+b2+1
a+ib)) = + i
G ) @+l @+l
a?+b2+1 a?+b%+1
2a 2b
a?+b2+1 . a>+b2+1
==  T! < 2 >
a?+b>+1 a?+b2+1
=a+ib.

Definimos ¢, : S? — {(0,0,-1)} = C como

_.x .Y
¢2(-x’y’w)_ 1+w ll+w’
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con inversa

d);l(z) - <2Re(2) —2Im(z) 1- |Z|2> |

IzI2+ 17 |z]2+1 " |z]2+1

Su dominio comun es S? — {(0,0,+1)}, y ambas aplicaciones lo envian de forma
biyectiva a C* = C — {0}. La composicion d)zogbl‘l(z) = 1/z es holomorfa. Por lo
tanto, las cartas son compatibles y forman un atlas de la esfera.

El siguiente resultado se sigue de las definiciones y de la observacion 1.1.2:

Lema 1.18. SiA = {¢, : U, —» V,} esunatlasde X e Y C X es cualquier
subconjunto abierto, entonces la coleccion de subcartas

AY = {¢a|YnUa :Yn Ua - ¢a(Y n Ua)}

es un atlas de Y.

| Definicién 1.1.9. Dos atlas A y B se dicen equivalentes si todas las cartas de un
atlas son compatibles con todas las cartas del otro.

| Definicién 1.1.10. Una estructura en X es una clase de equivalencia de atlas de
X.

| Definicién 1.1.11.  Sea X un espacio topolégico. Decimos que X es una superficie
de Riemann si es conexo, segundo numerable, Hausdorff y cuenta con una estructura.

Ejemplos 1.1.12. Daremos dos ejemplos bien conocidos:

1. Plano complejo:
Sea X = C considerado topoldégicamente como R?. Dotamos a R? de un atlas
formado por una sola carta ¢(x, y) = x+iy. Asi, C es una superficie de Riemann
llamada plano complejo.

2. Esfera de Riemann:
Sea X la 2-esfera con la estructura compleja definida en el ejemplo 1.1.7. Se
tiene que X es una superficie de Riemann compacta que llamaremos esfera de
Riemann o simplemente C_. Observamos que si una carta tiene como coorde-
nadas a z, la otra tendra como coordenadas a 1/z y hay un tnico punto que no
esta en la otra carta, este sera "el punto del infinito" co.

Usando el atlas descrito en el lema 1.1.8 podemos probar el siguiente resultado:

Lema 1.1.13. Todo subconjunto abierto y conexo de una superficie de Riemann es a
su vez una superficie de Riemann.
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Observacion 1.1.14.  Se observa una clara analogia entre las definiciones anteriores y
la teoria de variedades diferenciables. Como cada aplicacion holomorfa de una varia-
ble compleja z = x + iy es una aplicacion C* en las variables x e y, podemos ver que
cada superficie de Riemann es una 2-variedad C* real.

De aqui podemos deducir que gracias a la equivalencia entre conexién y cone-
xién por caminos de las variedades, todas las superficies de Riemann son conexas
por caminos. También podemos dotar a las superficies de Riemann de orientacion:
las aplicaciones holomorfas entre dos subconjuntos del plano complejo preservan la
orientacion del plano, es mas, son conformes.

Estas dos observaciones son suficientes para clasificar completamente las superfi-
cies de Riemann compactas, para ello usaremos la clasificacion de 2-variedades com-
pactas y orientables sin borde. Cada una de estas variedades sera un toro con g-
agujeros g > 0. Para g = 0 no tenemos agujeros y el resultado es una 2-esfera. Si
g = 1, hay un agujero y la variedad es un toro simple homeomorfo a S'x.S!. Para
g > 2 la superficie es una esfera a la que se le han afiadido g "asas". Al entero g lo
llamaremos género topologico de la superficie de Riemann compacta. Esto da lugar a
la siguiente proposicion:

Proposicion 1.1.15.  Toda superficie de Riemann es una 2-variedad conexa por cami-
nos, orientable y C*®. Si ademas es compacta, entonces es difeomorfa a un toro con
g-agujeros, para g un entero > 0.

1.2 Primeros ejemplos

Toro complejo

Fijemos w, y w, dos nimeros complejos linealmente independientes en R. Defi-
nimos L como el reticulo:

Elreticulo L es un subgrupo de C como grupo aditivo. Sea X = C/ L el grupo cociente
con la proyecciéon z : C — X. Usando la topologia cociente definida en X por 7z, esta
es continua (y abierta) y como C es conexo, también lo es X.

Para todo z € C definimos el paralelogramo cerrado
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Observamos que cada punto en C es congruente médulo L con un punto de P,, por
lo tanto la imagen de P, por 7 es X. Como P, es compacto, X también lo es.

Vamos a darle un atlas a X. Usando que L es un subconjunto discreto de C, po-
demos encontrar un € > 0 tal que para cada w # O en L, |w| > 2¢. Fijado € y un
punto z, € C consideramos el disco abierto D, = D(z, ¢), de esta forma, para todo
zy la restriccion de la proyeccion « al disco abierto D, define un homeomorfismo
de DZO en el conjunto abierto JT(DZO). Claramente la aplicacion x| p, ~ ﬂ(DZO) es
sobreyectiva, continua y abierta. La inyectividad se deduce del € tomado.

Para cada z, € C definimos la aplicaciéon : (D, ) - D, como lainversa de
0 Z Zg Z
la aplicaciéon 7z|, que gracias al desarrollo anterior sabemos que es una carta de X.
20

Queremos probar que las cartas definidas anteriormente forman un atlas de X. Pa-
ra ello veamos que son compatibles, escojamos dos puntos distintos z, y z, y conside-
remos las dos cartas siguientes ¢, = ¢, : 7#(D,) > D, yp,=¢, 1 xn(D,) > D, .
SeaU = n(D, N D,).SiU = @ no hay nada que probar. En caso contrario, sea
T(z) = (}')2((]51‘1(2)) = ¢,(7(z)) para z € ¢,(U). Hay que comprobar que T es ho-
lomorfa en ¢,(U). Observemos que #(7T(z)) = n(z) para todo z € ¢,(U) asi que
T(z) —z = w(z) € L para todo z € ¢,(U). La funcion @ : ¢,(U) — L es continua
y gracias a que L es discreto, w es constante en cada componente conexa de U. Se
sigue que, localmente, T'(z) = z + w para algin w fijo, y por lo tanto, es holomorfa.
Las dos cartas son compatibles y {¢, | z € C} es un atlas de X. Recapitulando, X es
una superficie de Riemann compacta llamada toro complejo.

Grafo de funciones holomorfas

Sea V' C C un subconjunto abierto conexo del plano complejo y sea g una funcion
holomorfa definida en todo V. Consideramos el grafo de g, I, C C?, como la siguiente
superficie de Riemann que admite un atlas con una tnica carta

X={(z,g)|zeV}

Dotado X de la topologia relativa, sea 7 : X — V la primera proyeccion, tenemos
que 7 es un homeomorfismo cuya inversa manda el punto z € V al par ordena-
do (z, g(z)). Luego 7 es una carta compleja de X, cuyo dominio es todo X. Por un
razonamiento analogo podemos generalizar este desarrollo a una coleccion finita de
funciones holomorfas g, ..., g,, considerando X como el grafo en Ccr+t

X ={(z,8(2),...8,(2) z€ V}.
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Curvas lisas afines

Nuestro objetivo es identificar un subconjunto X C C? que globalmente no tiene
por qué ser un grafo, pero localmente si. La forma mas natural de hacerlo es definir
X como el lugar de los ceros de un polinomio en dos variables, f(z, w). Para ello el
polinomio debe satisfacer el siguiente teorema:

| Teorema 1.2.1 (Teorema de la funcién implicita). Sea f(z,w) € C[z,w] un
polinomio y sea X = {(z,w) € C?> | f(z,w) = 0} el lugar de sus ceros. Sea p =
(29, wy) un punto de X, es decir, p es una raiz de f. Supongamos que %(p) # 0.
Entonces existe una funcion g(z) holomorfa en un entorno abierto de z, tal que, cerca
de p, X es el grafo w = g(z). Mas ain, g’ = —%/% cerca de z,.

| Definicién 1.2.2. Una curva afin plana es el lugar de los ceros en C? de un po-
linomio f(z, w). Un polinomio f(z,w) es liso en una raiz p € C? si alguna de sus
derivadas parciales es distinta de 0 en p (si ambas son 0 decimos que p es singular).
La curva plana afin X de las raices del polinomio f se dice lisa en p si f esliso en p
y decimos que la curva X es lisa si lo es en todos sus puntos.

Proposicion 1.2.3.  Sea X la curva afin plana lisa definida por el polinomio f(z, w).
Entonces X tiene un atlas complejo, es segundo numerable y Hausdorff.

Demostracion. Primero definamos las cartas. Gracias a que X es lisa, para todo punto
p € X alguna de sus parciales sera no nula. Supongamos que p = (z5,w,) € Xy
que df /dw(p) # 0. Por el teorema de la funcion implicita encontramos una funcion
holomorfa g,(z) tal que en un entorno U de p, X es el grafo de w = g,(z) y por lo
tanto la proyeccién en z, 7, : U — C, es un homeomorfismo de U en su imagen V/,
la cual es un abierto de C. Este desarrollo es analogo si d f /dz(p) # 0, en ambos casos
obtenemos una carta de X para todo p € X.

Comprobemos que las cartas anteriores formen un atlas de X. Solo falta compro-
bar que son cartas compatibles. Supongamos primero que ambas cartas se obtienen
usando la misma proyeccién z, o 7. Si la intersecciéon de ambos abiertos es no vacia
la composicion resultante al hacer el cambio de coordenadas es la identidad, que es
una funcion holomorfa. Supongamos ahora que cada carta usa una proyeccion distin-
ta. Sea U la interseccion de los dominios y sea p = (z,, w,) un punto suyo. Podemos
asumir que, cerca de p, X es localmente de la forma w = g(z) para cierta funciéon
holomorfa g. Asi, en 7,(U) cerca de z, la inversa de 7, envia z en (z, g(z)), luego la
composicion z,,0x; ! envia z a g(z), la cual es holomorfa. Hemos probado que las car-
tas son compatibles y claramente recubren X, luego forman un atlas. X es segundo
numerable y Hausdorff como subespacio de C2. [ |
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Observacion 1.2.4.  Si X fuera conexa seria una superficie de Riemann. Desafortuna-
damente, X no es necesariamente conexa, por ejemplo tomemos el siguiente polino-
mio f(z,w) = (z+ w)(z+ w + 1). Este define una curva plana afin X que es la unioén
de dos rectas complejas que no se cortan, cada recta es una superficie de Riemann por
si misma, pero ambas a la vez no.

| Teorema 1.2.5. Si f(z, w) es un polinomio irreducible, entonces su lugar de ceros,
X, es conexo. Por lo tanto si f es liso e irreducible, X es una superficie de Riemann.

Demostracion.  Si f(z,w) es un polinomio irreducible, entonces X es irreducible en
el sentido topolégico y por tanto X es conexo. [ |

Observacion 1.2.6.  Si f(z, w) es un polinomio irreducible, entonces los puntos de su
lugar de ceros X donde f es singular son un conjunto finito (ver la proposicion A.0.2).
Si eliminamos esos puntos, el subconjunto abierto resultante de X es una superficie
de Riemann con las mismas cartas de antes (nétese que, al estar definida sobre C,
quitar una cantidad finita de puntos no impide que sea conexa). Llamaremos a esta
superficie como parte lisa de una curva afin plana X. En general, si f es un polinomio
irreducible, la parte lisa de su lugar de ceros es una superficie de Riemann.

Curvas proyectivas planas lisas

Vamos a hacer un desarrollo similar a la seccion anterior pero ahora en el plano
proyectivo P2,

Observacion 1.2.7.  P? puede ser recubierto por 3 conjuntos abiertos:

U ={lxy:x :x]|x;#0} i=0,1,2.

1

Cada conjunto U, es homeomorfo al plano afin C2. Por ejemplo, el homeomorfismo de
U, manda [x : y : z] € P?a(y/x,z/x) € C? cuya inversa manda el par (a, b) € C?
a[l : a: b].ParaU, y U, el razonamiento es analogo. De aqui podemos deducir que
el plano proyectivo es compacto.

Observacion 1.2.8. Dado un polinomio F(x,y, z) homogéneo de grado d, no tiene
sentido evaluar este polinomio en un punto proyectivo ya que

F(Axg, AYy, 420) = A F(xXg, ¥ Zo)

pero [x, @ ¥, : z,] representa la misma clase en el plano proyectivo que el punto
[Ax, @ Ay, : Azy]. Sin embargo, si podemos saber si F se anula en ese punto, luego
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podemos definir X como el lugar de sus ceros
X={[x:y:z]€P?®| F(x,y,z) =0}

es mas, X es un subconjunto cerrado del plano proyectivo. La interseccién de X con
los U;, que llamaremos X, son curvas planas afines vistas en C2. Parai=0:

X,=XNnU, = {(a,b) € C*| F(1,a,b) =0}

es la curva afin plana descrita por el polinomio f(a, b) = 0, donde f(a, b) = F(1, a, b).

| Definicién 1.2.9. Un polinomio homogéneo F(x, y, z) es liso si el sistema de ecua-

ciones 3F OF JF
F = = = =0

T ox 9y o9z

no tiene soluciones en el plano proyectivo.

(1.1)

Observacion 1.2.10. Destacamos que cualquier polinomio homogéneo (en cualquier
numero de variables) satisface la formula de Euler:

1 oF
F = Eina_xi’

donde d es el grado de F. Como F es un polinomio homogéneo, todos sus monomios
tienen el mismo grado y por linealidad es suficiente probar el resultado para uno de
ellos. Para un monomio el resultado es inmediato.

Lema1.2.11. Supongamos que F(x, y, z) es un polinomio homogéneo de grado d. Se
tiene que F es liso si y solo si cada X; es una curva plana afin lisa en C>.

Demostracion. Tomemos F un polinomio homogéneo de grado d. Supongamos que
sea liso y por reduccién al absurdo que algin X, no lo sea, por simplicidad tomaremos
i = 0. X, esta definido como el lugar de los ceros del polinomio f(u,v) = F(1,u,v).
Como X, no es liso, existe un punto (uy, v,) € C? que es solucién del sistema de

ecuaciones of  of
= =—=0
4 ou Ov
Vamos a demostrar que [1 : u, : v,] es solucion del sistema de ecuaciones (1.1). Se
tiene que
F[1 :uy : vyl = fuy, vy) =0,

or ... . af

oF

0
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y despejando de la férmula de Euler

oF oF OF
11wy 2 0] =(dF—an—y—£)[l Py 2 vl = 0.

Hemos probado que F no es liso en [1 : u, : vy], lo cual es una contradiccion.

Para probar el reciproco supongamos que los X; sean curvas planas afines lisas
en C? y por reduccioén al absurdo que F no sea liso. Entonces existe al menos un
punto [x, : ¥, : z,] € C? que es solucién de (1.1). Como este punto esté en el espacio
proyectivo, una de sus coordenadas es no nula, de nuevo por simplicidad supongamos
que x, # 0. Asi [x, : y, : z,] esta en U, y razonando de forma similar llegamos a
que es un punto singular de X|,. Esto contradice el hecho de que X, sea lisa. [ ]

Lema 1.2.12. Todo polinomio homogéneo liso es irreducible.

Demostracién. Dado un polinomio homogéneo liso F(x, y, z) en P2, razonemos por
reduccidn al absurdo. Supongamos que F sea reducible, entonces existen dos polino-
mios g,(x, ¥, 2) y 8,(x, y, z) tales que F = g, g,. Por el teorema de Bézout (ver teorema
A.0.3), podemos afirmar que g, y g, se anulan a la vez en, al menos, un punto p (por
tanto F(p) = 0). Consideremos ahora las derivadas parciales de F

oF _ 0g 08,

— =g+ — i=1,2,3.

ox, ox,* ox, 51
Estas derivadas parciales se anulan en p, luego p es un punto singular de F y llegamos
a una contradiccion con la hipoétesis de que F sea liso. [ |

Observacion 1.2.13.  Supongamos que F(x, y, z) es un polinomio homogéneo liso que
define la curva X. Por el lema anterior, F es irreducible y por tanto los tres subcon-
juntos abiertos X; de X son curvas planas afines lisas e irreducibles, luego superficies
de Riemann por el teorema 1.2.5.

Proposicion 1.2.14.  Sea F(x, y, z) un polinomio liso y homogéneo. Entonces, el lugar
de los ceros de F en P? es una superficie de Riemann compacta.

Demostracion. Los tres abiertos X, recubren X y es facil comprobar que las tres
cartas son compatibles entre si. La compacidad se obtiene al ser X un subconjunto
cerrado de P2 [ ]

| Definicién 1.2.15. Decimos que X es una curva plana proyectiva lisa si X es el
lugar de ceros de un polinomio F liso y homogéneo en P2,






2 | Funciones y aplicaciones

El objetivo de este capitulo es definir las aplicaciones entre superficies de Riemann
y explorar algunas propiedades interesantes de ellas. Para ello, comenzaremos tratan-
do las funciones en superficies de Riemann y algunos ejemplos en algunas superficies
particulares. En [For91, cap. I] podemos encontrar una fuente alternativa a [Mir95,
cap. II].

2.1 Funciones en superficies de Riemann

Funciones holomorfas

Sea X una superficie de Riemann, sea p un punto suyo y sea f una funcion com-
pleja definida en un entorno W de p.

| Definicién 2.1.1. Decimos que f es holomorfa en psiexisteunacarta¢g : U — V
con p € U tal que la composicion fo¢p~! es holomorfa en ¢(p). Decimos que f es
holomorfa en W si lo es en todo punto de W'.

El siguiente lema muestra que no importa la carta que escojamos para comprobar
que f es holomorfa en X.

Lema 2.1.2. Sea X una superficie de Riemann, sea p un punto suyo y sea f una
funcion compleja definida en un entorno W de p. Entonces:

1. f es holomorfa en p si y solo si para cadacarta¢ : U — V conp € U, la
composicion fo¢~! es holomorfa en p.
2. f es holomorfa en W siy solo si existe un conjunto de cartas {¢, : U, = V;}

con W C |JU, tal que fog.! es holomorfa en ¢,(W NU,) en cada i.
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3. si f es holomorfa en p, f es holomorfa en un entorno de p.

Demostracion.  Bajo las hipotesis del enunciado:

1. Sean ¢, y ¢, dos cartas que contienen a p y supongamos que f es holomorfa
con la carta ¢,. Entonces f ogbl_1 es holomorfa en ¢,(p). Debemos comprobar
que fog; !'es holomorfa en ¢,(p). Como

fogy' = (fop; ol 00"),

fods I es holomorfa por ser la composicién de funciones holomorfas. La otra
implicacion es trivial.

2. Se deduce inmediatamente de 1.

3. Es una consecuencia directa del mismo resultado para funciones holomorfas de
un abierto de C.

De la definicion podemos deducir los dos siguientes corolarios:

Corolario 2.1.3.  Toda carta compleja considerada como una funcién compleja sobre
su dominio es holomorfa sobre su dominio.

Corolario 2.1.4. Supongamos que f y g son funciones holomorfas en p € X. Enton-
ces f + g, f — gy fg son holomorfas en p. Ademas, si g(p) # 0, entonces f/g es
holomorfa en p.

Ejemplos 2.1.5.  Veamos como se traduce que una funcién sea holomorfa en algunas
superficies de Riemann conocidas.

1. Esfera de Riemann:
Sea f una funcion compleja en la esfera de Riemann C_, definida en un entorno
de c0. Entonces f es holomorfa en oo siy solo si f(1/z) es holomorfa en z = 0.
En particular, si f es una funcién racional f(z) = p(z)/q(z), entonces f es
holomorfa en oo siy solo si deg(p) < deg(q).

2. Toro complejo:
Consideramos un toro complejo C/L con la proyeccion # : C — C/L. Sea
f ¢ W — C una funciéon compleja de un subconjunto abierto W c C/L.
Entonces f es holomorfa en un punto p € W siy solo si existe una preimagen
z de p en C tal que fox es holomorfa en z. Ademas f es holomorfaen W siy
solo si for es holomorfa en z~!(W).
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3. Curva afin plana lisa:
Sea X una curva plana afin definida por un polinomio liso f(z, w) = 0. En-
tonces las dos proyecciones (en el eje z y el w) son funciones holomorfas en
X. Cualquier funcién polindémica g(z, w), al restringirla a X, es una funcién
holomorfa.

4. Curva proyectiva plana lisa:
Sea X una curva proyectiva plana definida por un polinomio liso F(x, y, z) = 0
yun punto p =[x, : ¥, : z,] de X. Si G(x, y, z) es un polinomio homogéneo
de grado d y H(x, Yy, z) otro polinomio homogéneo del mismo grado que no
se anula en p, entonces el cociente G/ H es una funciéon holomorfa de X en el
punto p. Destacamos que, a diferencia de las curvas afines, hemos tenido que
considerar un cociente de polinomios. Veremos mas adelante el porqué de esto.

| Definicién 2.1.6. Si W C X es un subconjunto abierto de una superficie de Rie-
mann X, escribiremos O, (W) (o simplemente O(W)) para denotar al conjunto de
funciones holomorfas de W:

O W)=0W)={f : W — C| fesholomorfa}.

Observamos que, por el corolario 2.1.4, O(W') es una C-algebra.

Singularidades

En esta seccion vamos a extender el concepto de singularidad de funciones com-
plejas (polo, esencial o evitable) a superficies de Riemann. Para ello, sea X una super-
ficie de Riemann:

| Definicién 2.1.7. Sea f una funcién holomorfa en un entorno punteadode p € X.
Decimos que:

1. f tiene una singularidad evitable en p si y solo si existe una carta¢p : U — V
con p € U tal que la composiciéon fo¢~! tiene una singularidad evitable en
d(p).

2. f tiene un polo en p siy solo si existe una carta¢p : U — V con p € U tal que
la composiciéon fog~! tiene un polo en ¢(p).

3. f tiene una singularidad esencial en p si y solo si existe una carta¢p : U — V
con p € U tal que la composiciéon fog~! tiene una singularidad esencial en

$(p).
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Como era de esperar, el tipo de singularidad no depende de la carta que escojamos:

Lema 2.1.8. Con la notacién anterior, f tiene una singularidad evitable (respecti-
vamente esencial o polo) si y solo si para cada carta¢p : U — V conp € U, la
composiciéon fog~! tiene una singularidad evitable (respectivamente esencial o polo)

en ¢(p).

Demostracion. Razonemos de forma similar al lema 2.1.2. Supongamos que f tiene
una singularidad evitable (analogamente esencial o polo) en p. Por hipétesis, existe
una carta ¢, : U — V tal que la composicion fog' tiene dicha singularidad en p.
Consideremos ahora cualquier otra carta de X, ¢,, compatible con ¢, en p. Observe-
mos de nuevo que

fod;! = (fod;o(d 0h;").
Por lo tanto, si f o¢1‘1 presenta una singularidad en p, f oq’);1 también. [ ]

Corolario 2.1.9. Si f esta definida y es holomorfa en un entorno punteado de p po-
demos saber qué tipo de singularidad presenta en p investigando el comportamiento
de f(x) para x préximo a p:

a. Si |f(x)| esta acotado en un entorno de p, entonces f tiene una singularidad
evitable en p. Definimos f(p) como el limite lim
por estar | f(x)| acotado.

b. Si|f(x)| tiende a oo cuando x se aproxima a p, entonces f tiene un polo en p.

«p J (x) que sabemos que existe

c. Si|f(x)| no tiene limite cuando x se aproxima a p, entonces f tiene una singu-
laridad esencial en p.

Demostracion. Al estar | f(x)| acotado en un entorno de p, fo¢~' también lo esta en
un entorno de ¢(p) y por lo tanto la composiciéon presenta una singularidad evitable
en ¢(p). Los otros dos casos son similares a este y analogos a sus correspondientes
homonimos para funciones meromorfas en C. |

Funciones meromorfas

De forma similar a como hemos definido las funciones holomorfas en una super-
ficie de Riemann X, podemos definir funciones meromorfas:

| Definicién 2.1.10. Una funcién f en X se dice meromorfa en un punto p € X sio
es holomorfa o tiene una singularidad no esencial en p. Decimos que f es meromorfa
en un abierto W si es meromorfa en cada punto de W.
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Observacion 2.1.11.  Sea f una funciéon compleja definida en un abierto de C. La de-
finicion de funcion meromorfa anterior (considerando C como una superficie de Rie-
mann) coincide con la usual.

Corolario 2.1.12. Supongamos que f y g son funciones meromorfas en p € X. En-
tonces, f+g, f —g, f g son funciones meromorfas en p. Si g no es idénticamente nula,
entonces f /g es una funciéon meromorfa. Es mas, cualquier funcién A meromorfa en
p es localmente el cociente de dos funciones holomorfas.

Ejemplos 2.1.13. Tal y como hicimos con las funciones holomorfas, enunciemos al-
gunos ejemplos en nuestras superficies habituales. Los detalles los veremos en una
seccion posterior.

1. Esfera de Riemann:
Sea f una funcién compleja en la esfera de Riemann C_ definida en un entorno
de co0. Entonces f es meromorfa en oo siy solo si f(1/z) es meromorfaen z = 0.
En particular, cualquier funcién racional f(z) = p(z)/q(z) es meromorfa en oo,
de hecho, cualquier funcién racional es meromorfa en la esfera de Riemann.

2. Toro complejo:

Consideremos el toro complejo C/L con la proyeccion # : C — C/L. Sea
f ¢ W — C una funcién compleja en un subconjunto abierto W c C/L.
Entonces f es meromorfa en un punto p € W siy solo si hay una preimagen z
de p en C tal que fox es meromorfa en z. De hecho, f es meromorfa en W si
y solo si for es meromorfa en 7~ (W).

Observemos que g = fox es siempre L-periddica, es decir, g(z + w) = g(z)
para cada z € C y para todo w € L. Es mas, hay una biyeccion entre funciones
de C/L y funciones L- peridédicas en C. Una funciéon meromorfa L-peridédica en
C se llama funcion eliptica ' y por tanto tenemos una biyeccion entre funciones
elipticas en C y las funciones meromorfas en el toro.

3. Curva proyectiva plana lisa:
Sea X una curva proyectiva plana definida por un polinomio liso F(x, y, z) = 0.
Sea G(x, y, z) un polinomio homogéneo de grado d y H(x, y, z) un polinomio
homogéneo del mismo grado que no se anula completamente en X. Se tiene
que el cociente G/ H es una funcion meromorfa en X. Como caso particular
tenemos la recta proyectiva y las curvas afines planas lisas.

Las funciones elipticas son una 4rea de las matematicas muy atractiva con aplicaciones en crip-
tografia, teoria de numeros, analisis complejo, entre otras. Por desgracia, hacer un estudio de estas
funciones esta fuera del alcance de este trabajo. El lector interesado puede encontrar mas informacioén
en [Apo90].
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4. Recta proyectiva:
Consideremos la recta proyectiva P! con coordenadas homogéneas [z : w].
Sean p(z, w) y q(z, w) dos polinomios homogéneos del mismo grado (con g no
idénticamente cero). Entonces f([z : w]) = p(z,w)/q(z, w) es una funciéon
meromorfa en P'.

5. Curvas afines planas lisas:
Sea X una curva afin plana lisa dado por un polinomio f(x, y) = 0. El cociente
de dos polinomios g(x, y)/h(x, y) define una funcién meromorfa en X siempre
y cuando A(x, y) no se anule completamente en X.

| Definicién 2.1.14. Si W C X es un subconjunto abierto de una superficie de
Riemann X, denotamos el conjunto de funciones meromorfas en W por M (W) (o
simplemente M(W)):

M W)=MW)={f : W - C| f es meromorfa}.

Observamos que, por el corolario 2.1.12, M (W) es un cuerpo.

Series de Laurent

Sea f una funciéon holomorfa definida en un entorno punteado de p € X y sea
¢ : U — V unacartaen X con p € U. Sea z la coordenada local de un punto cercano
a p, es decir, dado x proximo a p, z = ¢(x), tenemos que fo¢~! es holomorfa en un
entorno de z, = ¢(p). Por lo tanto, podemos desarrollar fo¢~! en su desarrollo en
series de Laurent centrado en z:

F@7 @) =) ez - 2)"

n

| Definicién 2.1.15. Al desarrollo anterior lo llamaremos serie de Laurent de f
respecto a ¢, y a los coeficientes {c,} de la serie, coeficientes de Laurent.

Observacion 2.1.16.  La serie de Laurent depende de las coordenadas locales, es decir,
depende de la carta ¢ escogida. Sin embargo, podemos usarla para comprobar el tipo
de singularidad de f en p. Para ello usamos el criterio para funciones de una variable
compleja:

Lema 2.1.17. Con la notacién anterior, f tiene una singularidad evitable en p si y
solo si ninguna de sus series de Laurent tiene términos negativos. La funcion f tiene
un polo en p siy solo si cualquiera de sus series de Laurent tiene una cantidad finita
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(pero no cero) de términos negativos. Finalmente, la funcién f tiene una singularidad
esencial en p si y solo si cualquiera de sus series de Laurent tiene infinitos términos
negativos.

Demostracion.  Estas afirmaciones se deducen de forma sencilla del lema 2.1.8 y de
este mismo resultado para funciones meromorfas en C. |

Orden de funciones meromorfas en un punto

| Definicién 2.1.18. Sea f una funcién meromorfa en p € X cuya serie de Laurent
en la coordenada local z es ) ¢,(z — z,)". El orden de f en p, denotado por ord, (1),
es el minimo exponente que aparece (obviando los de coeficiente 0) en la serie de
Laurent:

ord,(f) = min{n | ¢, # 0}.

Observacion 2.1.19. Debemos comprobar que esta definicién no depende de las coor-
denadas locales que tomemos. Supongamos que y : U’ — V" esotracartacon p € U’
y coordenada local w = y(x) para x cerca de p. Supongamos que y(p) = w,. Consi-
deremos el cambio de coordenadas T (w) = ¢ow ! que expresa z como una funcién
holomorfa de w. Como T es invertible en w, se tiene que T’(w,) # 0 (lema 1.1.5). El
desarrollo en serie de potencias de T sera de la forma

z=T(w)=z,+ Z a,(w—w,)"

n>1
cona, #0.

l' .

Supongamos ahora que Zi=n0 c,(z — z,)' es la serie de Laurent para f en p en las
coordenadas z (con ¢, #0) de forma que el orden de f leido con las coordenadas de
z es ¢, . Para obtener la serie de Laurent para f respecto de w simplemente compone-

. . . . _ n
mos la serie anterior con el desarrollo en series de potencias z—z, = ), ., a,(w—w)".
Vemos que el término de menor grado posible es ¢, a,’(w — w,)". Como ni a, ni ¢
o1 o
son cero, el grado de f con la carta y es también n, y por lo tanto el orden de f en p
esta bien definido.

Lema 2.1.20. Supongamos que f es meromorfa en p. Entonces f es holomorfa en p
siy solo siord,(f) > 0. En este caso f(p) = 0 sivy solo siord,(f) > 0. f tiene un
polo en p siy solo si ord,(f) < 0. f tiene no tiene ni un cero ni un polo en p si'y solo

siord,(f) = 0.
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Demostracion.  Fijemos por comodidad una carta¢ : U — V con p € U. Por el lema
2.1.17 f tiene una singularidad evitable (o es holomorfa) en p si y solo si su desarrollo
como serie de Laurent no tiene términos negativos, es decir, ordp( f)>0.

El orden de f en p sera no negativo si y solo si no aparecen términos de grado
negativo en su desarrollo en serie y su término independiente es 0O, esto es, f(p) = 0.

f tiene un polo en p si y solo si la serie de Laurent tiene una cantidad finita de
términos negativos, de donde deducimos que ord,(f) < 0. Si f no tiene ni un cero ni
un polo en p, por lo anterior sabemos que ord,(f) = 0. [ ]

| Definicién 2.1.21. Decimos que f tiene un cero de ordenn > 1en psi ord (f)=n
y decimos que f tiene un polo de orden n > 1 en p siord (f) = —n.

Lema 2.1.22. Sean f y g funciones (no nulas) meromorfas en p € X. Entonces:

ord,(fg) = ord,(f) + ord,(g).
ord,(1/ ) = —ord,(f)

ord,(f/g) = ord,(f) — ord (g)
ord,(f + g) = min{ord (f),ord (&)}

o oo

Demostracion.  El primer apartado es trivial. El siguiente es consecuencia del primero
usando que el orden de la funcion identidad es cero, de aqui podemos deducir el tercer
apartado. Para el cuarto sabemos que al sumar series el término de menor grado tiene
a lo sumo el grado del término de menor grado de los sumandos. [ ]

Ejemplo2.1.23. Sea f(z) = p(z)/q(z) una funciéon no nula racional en z que podemos
considerar como una funcién meromorfa en la esfera de Riemann. Si factorizamos p
y g obtenemos la siguiente expresion de f

f@=c]]eE- 4

donde ¢ # 0 es una constante, los 4, son nimeros complejos distintos y los exponentes
e; son enteros. Entonces se tiene que ord,_, (f) = e, para cada i. Mas aun, ord(f) =
deg(q) — deg(p) = — Y, e;. Finalmente, ord,(f) = 0 si x # o 0 x # 4;. Tenemos que

Z ord, (f) =0,

xeX

lo cual veremos mas adelante que es un resultado general para funciones meromorfas
en superficies de Riemann compactas.
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Teoremas heredados de una variable compleja

Vamos a hacer una recopilacion de teoremas formulados para funciones holomor-
fas y meromorfas de una variable compleja que pueden aplicarse inmediatamente a
superficies de Riemann.

| Teorema 2.1.24 (Caracter discreto de los ceros y polos). Sea f una funcién
meromorfa definida en un conjunto abierto W conexo de una superficie de Riemann

X. Si f no es idénticamente nula, sus ceros y polos forman un subconjunto discreto
de W.

Corolario 2.1.25.  Sea f una funcién meromorfa en un compacto de una superficie de
Riemann. Si f no es idénticamente nula entonces tiene un nimero finito de ceros y
polos.

| Teorema 2.1.26 (Teorema de la identidad). Supongamos que f y g son dos
funciones meromorfas definidas en un conjunto abierto y conexo W de una superficie
de Riemann X. Supongamos que f = g en un subconjunto .S C W que tiene un punto
limite en W. Entonces f = gen W.

| Teorema 2.1.27 (Teorema del moédulo maximo). Sea f una funcién holomorfa
en un conjunto abierto y conexo W de una superficie de Riemann X. Supongamos
que hay un punto p € W tal que | f(x)| < | f(p)| para todo x € W . Entonces f es
constante en W'.

Gracias al Teorema del médulo maximo podemos deducir el siguiente corolario,
valido para superficies de Riemann y similar al teorema de Liouville.

| Teorema 2.1.28. Sea X una superficie de Riemann compacta. Supongamos que f
es holomorfa en todo X. Entonces f es una funcioén constante.

Demostracion. Como f es holomorfa, su valor absoluto | f| es una funcién continua
y como X es compacta, |f| alcanza su valor maximo en algun punto de X. Por el
teorema del médulo maximo, f es constante en X ya que X es conexo. [ ]

2.2 Ejemplos de funciones meromorfas

En esta seccion trataremos con un poco mas de detalle algunos ejemplos de fun-
ciones meromorfas en ciertas superficies de Riemann.
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Funciones meromorfas en la esfera de Riemann

Hemos visto anteriormente que cualquier funcién racional r(z) = p(z)/q(z) es
meromorfa en toda la esfera de Riemann. De hecho, el reciproco también es cierto:

| Teorema2.2.1. Cualquier funcién meromorfa en la esfera de Riemann es una fun-
cion racional.

Demostracion. Consideremos una funcion meromorfa f en la esfera de Riemann C_,.
Como C_, es compacto, tiene una cantidad finita de ceros y polos. Sea { 4,} el conjunto
de los ceros y polos de f en el plano complejo C y supongamos que el orden de f en
cada 4; es e;, es decir, ord,_, (f) = e,;. Tomemos la funcién racional

r(z) =[] - 2

que tiene los mismos ceros y polos con el mismo orden que f en C. Entonces, sea
g(z) = f(z)/r(z) una funcién meromorfa en C_, sin ceros ni polos en el plano com-
plejo. Por lo tanto, como funcién en C es una funcion holomorfa y tiene un desarrollo

en serie de Taylor de la forma

g(z) = ) ¢,z

n=0
el cual converge en todo C. Sin embargo, g es también una funcién meromorfa en
z = o0, con las coordenadas w = 1/z en oo tenemos que

(e o]

gw) = Y c,w™

n=0

y para que sea meromorfa en w = 0 debe cumplirse que g tenga un nimero finito
de términos, es decir, que g sea un polinomio en z. Si el polinomio g no es constante,
entonces tendra ceros en C lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, el cociente f/r
es constante y f es una funcion racional. [ ]

Corolario 2.2.2. Sea f una funcion meromorfa en la esfera de Riemann. Entonces

D ord(f) =0.
p

Demostracion. La prueba de este resultado para funciones racionales ya se vio en
el ejemplo 2.1.23. Gracias al teorema anterior, toda funciéon meromorfa en C_ puede
verse como una funcién racional en C_, lo que nos prueba el resultado. [ |
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Observacion 2.2.3.  Observamos que para funciones meromorfas, el orden de los ce-
ros es positivo, mientras que el de los polos es negativo. Por el corolario anterior,
una funcién meromorfa f tiene el mismo nimero de ceros que de polos contados de
acuerdo a su multiplicidad.

Funciones meromorfas en la recta proyectiva

Sea P! la recta proyectiva. Hemos afirmado en un ejemplo anterior que el cociente
de polinomios homogéneos del mismo grado tiene como resultado funciones mero-
morfas en P!. Veamos los detalles.

Sabemos que P! se puede expresar como el espacio cociente
P! = (C* - (0}) /C,

donde A € C* acttia en un vector no nulo (z, w) de C? enviandolo en (iz, Aw). Para
definir funciones en P! trataremos de definir funciones en C? que sean invariantes
bajo la accion de C*, veremos esta funcién en el cociente P! y comprobaremos si es o
no meromorfa. Por ejemplo, la funciéon que envia (z, w) en z/w.

Gracias a la definicion de polinomio homogéneo, estos polinomios pueden expre-
sarse de forma unica de la siguiente manera:

d

p(z, w) = Z az'w'.

i=0

Recordamos que se tiene que p(4z, Aw) = A?p(z, w) donde d es el grado del polinomio
homogéneo. Asi, el cociente de dos de ellos con el mismo grado p(z, w) y q(z, w) (con
g no idénticamente nulo), r(z, w) = p(z, w)/q(z, w), sera invariante bajo la accion de
C*:

Lema 2.2.4. Si p(z,w) y q(z,w) son homogéneos del mismo grado, con g no idénti-
camente nulo, entonces r(z, w) = p(z, w)/q(z, w) es una funcién meromorfa en P!,

Demostracion. Sea ¢ : {w # 0} — C una de las dos cartas estandar de P! tal
que ¢([z : w]) = z/w, cuya inversa es ¢ '(u) = [u : 1]. Para comprobar que
r([z : w]) = p(z,w)/q(z, w) es meromorfa en {w # 0}, debemos probar que rog!
es meromorfa en C. Pero

H$~ ) = r([u : 1) = pu, 1)/q(u, 1)
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es una funcion racional en u y es meromorfa. De forma analoga se prueba para la otra
carta (que envia [z : w] a w/z). [ |

Todo polinomio homogéneo de grado positivo en z y w puede ser factorizado
en factores lineales. Asi, los cocientes de polinomios homogéneos del mismo grado
pueden escribirse de la forma

r(z.w) = [[(biz - aw),

donde podemos asumir que los diferentes factores son coprimos entre si. Es facil ver

que, con esta notacion, ordy, .,,(r) = e; donde consideramos r como una funcién
v

meromorfa de P'. Tenemos el siguiente teorema:

| Teorema 2.2.5. Cada funcién meromorfa en P! es un cociente de polinomios ho-
mogéneos en z y w del mismo grado.

Demostracion. Sea f una funcién meromorfa en P! que no sea idénticamente nula.
Como P! es compacto, f tiene un niimero finito de ceros y de polos, que escribiremos
como {[a; : b;]}. Asumamos que ord, ., (f) = ¢; y consideremos el cociente

r(z,w) =uw" H(bl.z —a,w)"

donde n esta elegido de forma que r sea un cociente de polinomios homogéneos del
mismo grado: n = — ) e, Observemos que g = f/r no tiene ni ceros ni polos,
excepto posiblemente en el punto [1 : 0] donde w = 0. Nuestro objetivo es mostrar
que g es constante.

Si g tiene un polo en [1 : 0], entonces g no tiene ceros y 1/g no tiene polos. Por
lo tanto 1/g es constante ya que P! es compacto, pero 1/g tiene un cero en [1 : 0],
lo cual es una contradicciéon con que 1/g = r/ f no sea idénticamente cero.

De esta manera asumimos que g no tiene un poloen [1 : 0], luego g es holomorfa
en P! y g es constante en P! por ser compacto. u

Observacion 2.2.6.  Observamos que, igual que en la esfera de Riemann, tenemos que
Zp ord,(r) = 0 para cualquier cociente r de polinomios del mismo grado. Por el teo-
rema anterior, toda funcién meromorfa se puede expresar como un cociente de esa
forma, lo que nos lleva al siguiente corolario:

Corolario 2.2.7. Sea f una funcién meromorfa no constante en P'. Entonces

Y ord,(f) =0.
p
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Funciones meromorfas en curvas planas lisas

En esta seccion sera muy importante el siguiente corolario, consecuencia del teo-
rema A.0.1:

Corolario 2.2.8.  Supongamos que A es un polinomio que se anula donde un polino-
mio irreducible f se anula. Entonces f divide a A.

Veamos como definir funciones meromorfas en una curva plana lisa.

Proposicion 2.2.9. Sea X una curva afin lisa definida por un polinomio irreducible
y liso f(x,y) = 0. Entonces cualquier cociente de polinomios r = g(x,y)/h(x,y)
es una funcién meromorfa en X siempre y cuando f no divida al denominador A.
En el caso proyectivo, sea X una curva proyectiva plana lisa definida por un polino-
mio irreducible liso y homogéneo F(x, y, z). Entonces el cociente de dos polinomios
homogéneos R = G(x,y,z)/H(x,y,z) donde G y H tienen el mismo grado es una
funciéon meromorfa en X siempre y cuando F no divida al denominador H.

Demostraciéon. Supongamos que f(x,y) = 0 define una curva plana lisa X c C2.
Sabemos que las funciones coordenadas x e y definen ambas funciones holomorfas
en X, y por lo tanto, también cualquier polinomio g(x,y). Asi, cualquier cociente
de polinomios r(x,y) = g(x,y)/h(x,y) es una funciéon meromorfa en X siempre y
cuando A no sea completamente nula en X. Si el polinomio f(x, y) divide al polinomio
del denominador, A(x, y), entonces h se anulara claramente en todo X. El corolario

anterior nos asegura que este es el inico caso donde 4 se puede anular completamente
en X.

Para el caso proyectivo, consideremos las coordenadas homogéneas [x : y : z]
con la curva plana X C P? definida como el lugar de los ceros de un polinomio
irreducible, liso y homogéneo F(x,y, z). Ahora debemos considerar el cociente de
dos polinomios homogéneos del mismo grado, R(x, y,z) = G/H. R es una funciéon
compleja bien definida en todo P? salvo en los ceros de H. El corolario anterior puede
extenderse al caso proyectivo y nos afirma que H se anula completamente en la curva
plana proyectiva X definida por F = 0 solo si F divide a H.

De esta forma, como las cartas afines de una curva proyectiva son curvas afines,
podemos comprobar que el cociente R es meromorfo comprobandolo en las cartas
afines de P2. Para ello, por ejemplo en C? donde z # 0, simplemente fijamos z = 1 en
la ecuacion de F para obtener la ecuacion afin f(x,y) = F(x, y, 1) para X, y también
fijar z = 1 enlos polinomios homogéneos G'y H. Asivemos que la funcién R es, en C?
con z # 0, igual al cociente de los polinomios g(x, y)/h(x,y) = G(x,y,1)/H(x, y, 1).
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Por lo tanto, es meromorfa en todos los puntos de X con esta eleccion de coordenadas,
ya que es el cociente de funciones holomorfas. De forma analoga para las otras dos
cartas se prueba que R es meromorfa en todo X. [ |

2.3 Holomorfismos

Una vez definido nuestro objeto de estudio asi como las funciones complejas, tiene
sentido estudiar las aplicaciones entre superficies de Riemann.

| Definicién 2.3.1. Sean X e Y dos superficies de Riemann. Decimos que una apli-
cacion F' : X — Y es holomorfa en p € X si existen dos cartas ¢, : U, — V, de X
conpe U, yg, : U, V,deY con F(p) € U, tales que la composicion ¢,o0 Fog;"
es holomorfa en ¢,(p). Si F esta definida en un subconjunto abierto W C X, enton-
ces decimos que F es holomorfa en W si F es holomorfa en cada punto de W. En
particular, decimos que F es una aplicacion holomorfa (o un holomorfismo) si F es
holomorfa en todo X.

De hecho, F es holomorfa con cualquier par de cartas:

Lema23.2. Sea F : X — Y una aplicacién entre superficies de Riemann. Entonces:

a. F es holomorfa en p si y solo si para cualquier par de cartas ¢, : U, — V; de
Xy, :U,—=V,deY conpeU, yF(p) € U, lacomposiciéon ¢,oFog,' es
holomorfa en ¢,(p).

b. F esholomorfaen W siy solo si existen dos colecciones de cartas {qﬁ(li) : Ufi) -
v’} de X con W c J,U" y (¢ : UY - V,”} de Y con FW) c J, Uy
tales que ¢(2j o F oq’>(li)_l es holomorfa para cada i y j donde esté definido.

Demostracion. Probaremos el primer apartado. Si F es una aplicacion holomorfa en
p entonces existen dos cartas ¢, : U, = V;de X conpe U, y¢, : U, = V,deY con
F(p) € U, tal que la composicion ¢,oF oqbl‘1 es holomorfa en ¢,(p). Tomemos ahora
dos cartas cualesquiera, ¢! : U/ — V] y ¢, : U, - V), conp € Uy F(p) € U,.
Sabemos que los cambios de coordenadas son aplicaciones holomorfas, luego:

PhoFod|™! = (¢y0¢; " )o(d,0Fo; o(¢ 0]

es holomorfa en ¢} (p) por ser composicién de aplicaciones holomorfas entre abiertos
de C. La otra implicacion es inmediata y el segundo apartado se deduce del primero
facilmente. [ |
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Observacion2.3.3.  SiY = C entonces las nociones de funcion y aplicaciéon holomorfa
coinciden, es decir, una aplicaciéon holomorfa F : X — Y es simplemente una funciéon
holomorfa en X.

Lema 2.3.4. Se tienen las siguientes afirmaciones:

a. Si F es holomorfa, entonces F es continua y C* 2.

b. La composiciéon de aplicaciones holomorfas entre superficies de Riemann es
holomorfa.

c. La composicion de una aplicacion holomorfa con una funciéon holomorfa es una
funcion holomorfa: si F : X — Y es holomorfa y g es una funcién holomorfa
en un abierto W C Y, entonces goF es una funcién holomorfa en F~!(W).

d. La composicion de una aplicacion holomorfa con una funciéon meromorfa es
también meromorfa:si F : X — Y esholomorfay G es una funcién meromorfa
en un abierto W C Y, entonces GoF es una funciéon meromorfa en F~'(W)
(hay que tener en cuenta que la imagen de F(X) no puede ser un subconjunto
de los polos de G).

Demostracion.  Veamoslo punto a punto:
a. Probaremos la continuidad. Sea F : X — Y holomorfa y G un abierto de

Y. Consideremos una coleccion de cartas de Y que recubran a G, por ejemplo
{qﬁg) : U;’) - Vz(’) }, y notamos G, = GN UZ(') (que son abiertos de Y'). Como (]5(2')
es un homeomorfismo, ¢(2i)(Gi) es un abierto de C. Ahora, como F es holomorfa

. . . . =1
existen cartas {qb(]’) U 1(') - Vl(')} de forma que ¢(2')0F oqb(l') es holomorfa como
aplicacion entre C, por lo tanto es una aplicaciéon continua y podemos afirmar

que
@PoFod™ (¢ (G)

es un abierto de C. Si ahora componemos a la izquierda con (,b(li) obtenemos que

#'o(¢ 0 Fog )\ V($(G)) = F7'(G)

es un abierto de X. Luego sabemos que F~'(G) = | J, F'(G,) donde F~(G,) es
abierto, de donde deducimos que F~!(G) es abierto por ser unién de conjuntos
abiertos.
La prueba de que F es C* es similar a la anterior.

b. Tomemos ahora dos holomorfismos entre superficies de Riemann F : X — Y
y G Y — Z.Veamos que la composicion GoF : X — Z es holomorfa en
todo X. Fijemos un punto p de X, entonces existen dos cartas ¢, : U, = V

2La definicién de aplicacion C* entre superficies de Riemann es analoga a la de aplicacién holo-
morfa intercambiando holomorfa por C*.
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y¢, : Uy » Vyconp € U, F(p) € U,y F = (,‘1520F0<j>1‘1 holomorfa en
¢,(p). Como G es holomorfa en Y y F(p) € Y tenemos que existe una carta
¢ 1 Uy = Vi con G(F(p)) € Us y G = $30Gog;" holomorfa en ¢,(F(p)). Hay
que probar que H = ¢;oF oGogbl_1 es holomorfa en ¢,(p), pero tenemos que
H = GoF es holomorfa por ser composicién de aplicaciones holomorfas en C.

. Es un corolario del caso anterior.
. Veamos que para todo punto p € F~!'(W) la composicion GoF : F~{(W) - C

es una funcion meromorfa, para ello, gracias a que G es meromorfa, existe una
carta ¢, : U, — V, con F(p) € U, C W tal que la composiciéon G = ¢;10G es
meromorfa.

Por otro lado, como ¢, es una carta de Y y F es un holomorfismo, sabemos
que existe una carta ¢, : U, = V, con p € U, C X tal que la composicion
F = ¢,0oF oq,')l_1 es holomorfa. Tenemos el siguiente diagrama

F

U, > Uy > C
Pt
7/
//
d)l ¢2 // G
e
7/
Vi---z--3 ¥,

Consideremos ahora el conjunto abierto F~!(W) (W es abierto y hemos visto
que F es continua), p € F~'(W) . Sea U,| -1y = F~'(W) n U}, entonces
podemos definir la siguiente carta de F~'(W), ¢l : Ulpagw, = C.
Obtenemos otro diagrama

U,

¢1|p71(W) o33 7/ -

1
-lw)
(p) por ser composicion de una funcién holomorfa con una

Ahora si, la composicion GoFog = GoF|p-iy, es una funcién mero-
-1

F-I(W)
meromorfa (entre abiertos de C). Por lo tanto GoF es una funcién meromorfa

de F~1(W).

morfa en ¢
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Observacion 2.3.5. Los dos ultimos apartados del lema anterior dan lugar a las si-
guientes afirmaciones:

Sea F : X — Y unaaplicaciéon holomorfa entre superficies de Riemann. Entonces,
para cada conjunto abierto W C Y, F induce un homomorfismo de C-algebras

F* 1 Oy(W) = O, (F7'(W))

definido por la composicion con F: F*(g) = goF. De forma analoga se tiene para
funciones meromorfas:

F* 1 My(W) = My(F~' (W)

Isomorfismos y automorfismos

| Definicion 2.3.6. Un isomorfismo entre superficies de Riemann es una aplicaciéon
holomorfa F : X — Y, biyectiva y cuya inversa F~! : ¥ — X es holomorfa. Un
isomorfismo en si mismo F : X — X se dice automorfismo. Si existe un isomorfismo
entre X e Y decimos que son isomorfas.

Ejemplo 2.3.7. La esfera de Riemann C_, y la recta proyectiva P! son isomorfas me-
diante la siguiente aplicaciéon F : C — P! vista en el ejemplo 1.1.7

_ _ — .
F(z:w)= <2Re(zw),2[m(zw), —|z|2 n |w|2> .

De aqui deducimos que el género de la recta proyectiva coincide con el de la esfera de
Riemann.

Teoremas sobre aplicaciones holomorfas

De nuevo, podemos heredar algunos teoremas de funciones holomorfas a aplica-
ciones holomorfas entre superficies de Riemann. Los tres primeros resultados tienen
pruebas muy sencillas teniendo en cuenta estos mismos resultados para funciones
holomorfas en el plano complejo y que las cartas complejas son homeomorfismos.

Proposicion 2.3.8 (Teorema de la aplicacion abierta). Sea F : X — Y un holomorfis-
mo no constante entre superficies de Riemann. Entonces F es una aplicacion abierta.
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Proposicion 2.3.9. Sea F : X — Y una aplicacion holomorfa e inyectiva entre su-
perficies de Riemann. Entonces F es un isomorfismo entre X y su imagen F(X).

Proposicion 2.3.10 (Teorema de la Identidad). Sean F y G dos holomorfismos entre
las superficies de Riemann X e Y. Si F = G en un subconjunto .S de X con un punto
limite en X, entonces F = G.

Veamos ahora dos resultados propios de superficies de Riemann.

Proposicion 2.3.11.  Sea X una superficie de Riemann compactaysea F : X — Y un
holomorfismo no constante. Entonces Y es compacto y F es sobreyectiva.

Demostracion. Como F es holomorfa y X es abierto de si mismo, F(X) es abierto de
Y por el teorema de la aplicacion abierta. Por otro lado, como X es compacto, F(X)
es compacto y por ser Y Hausdorff, F(X) debe ser cerrado en Y. Se sigue entonces
que F(X) es abierto y cerrado en Y, y como Y es conexa, F(X) =Y, por lo tanto F
es sobreyectiva e Y es compacto. u

Observacion 2.3.12. Desde este momento en adelante hablaremos de conjuntos dis-
cretos y cerrados, siendo esto ultimo prescindible en algunos casos. Asumiremos que
los conjuntos discretos son cerrados si fuese necesario.

Proposicion 2.3.13 (Caracter discreto de las preimagenes). Sea F : X — Y una
aplicacion holomorfa no constante entre superficies de Riemann. Entonces para cada
y €Y, la preimagen F~!(y) es un subconjunto discreto de X. En particular, si X e Y
son compactos, entonces F ~1(y) esun subconjunto no vacio finito para todoy € Y.

Demostracion.  Fijemos una coordenada local z centrada en y € Y, y para un punto
x € F~!(y) elegimos una coordenada local w centrada en x. Entonces la funcién F
escrita en términos de sus coordenadas locales es una funcién holomorfa no constante
z = g(w), mas adn, g tiene un cero en el origen ya que x (que es w = 0) se envia en y
(que es z = 0). Por lo tanto, como los ceros de una funcién holomorfa no constante son
discretos, vemos que en un entorno (suficientemente pequerio) de x ella es la nica
preimagen de y. Esto prueba que F~! es un subconjunto discreto de X. La segunda
afirmacion se sigue de que F debe ser sobreyectiva (por la proposiciéon anterior) y los
subconjuntos discretos de espacios compactos son finitos. [ |
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Funciones meromorfas y aplicaciones holomorfas en la esfera
de Riemann

Sea f una funcién meromorfa en la superficie de Riemann X . Los valores que toma
f fuera de los polos son numeros complejos mientras que en los polos podemos decir
que su "valor" es co0. De esta forma, podemos definir la siguiente funcion F : X — C_
como

f(x) € C sixnoesunpolode f
F(x) =
o si x es un polo de f.

Veamos que es una aplicaciéon holomorfa: sea p un punto de X, si p no es un polo
de f no tenemos problema, consideramos la lectura usual de coordenadas en C_ y
la composiciéon con F es holomorfa por hipotesis. Ahora, si p es un polo, tomamos la
coordenadalocal de C_, que contiene al punto del infinito, estaes, 1/z. La composicion
con f(x) es holomorfa en un entorno de p.

Proposicion 2.3.14.  La construccion anterior induce una biyeccion entre las funciones
meromorfas f en X y los holomorfismos F : X — C_ (no idénticamente o).

Demostracion. Hemos visto como pasar de funciones meromorfas a aplicaciones ho-
lomorfas en la esfera, veamos la otra parte. Dada F : X — C_ distinta de la apli-
cacion constantemente co. Definimos f : X — C como f(p) = F(p) si F(p) # .
Veamos que f es meromorfa. Consideremos la carta de la esfera que no contiene a
oo y obtenemos que f es holomorfa en p. Para ver que los puntos donde F(p) = o0
se transforman en singularidades, podemos considerar de nuevo la carta anterior y al
componerla con f el resultado es un polo en el punto p. [ ]

Observacion 2.3.15.  Como C_, es isomorfa a P!, hay una correspondencia entre fun-
ciones meromorfas y aplicaciones holomorfas a la recta proyectiva.

2.4 Propiedades globales de los holomorfismos

Proposicion 2.4.1 (Forma normal local). Sea F : X — Y una aplicaciéon holomorfa
no constante definida en p € X. Entonces existe un unico entero m > 1 que satisface
la siguiente propiedad: para cada carta ¢p, : U, — V, de Y centrada en F(p), existe
una carta ¢, : U, — V] de X centrada en p tal que ¢2(F(¢1‘1(z))) =z"

Demostracion.  Fijemos una carta ¢, de Y centrada en F(p) y escojamos cualquier
cartay @ U — V de X centrada en p. Entonces la serie de Taylor de la funcion
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T(w) = ¢,(F(y~'(w))) debe tener la forma

[e°]

T(w) = Z cuw'

i=m

conc, # 0ym > 1 yaque T(0) = 0. Asi tenemos que T(w) = w"S(w) donde
S(w) es una funcion holomorfa en w = 0y S(0) # O (si fuese cero bastaria tomar m
mas grande). En este caso, aplicando el teorema de la funcién implicita al polinomio
y" — x, sabemos que existe una funcion R(w) holomorfa en un entorno de w = 0 tal
que R(w)" = S(w), por lo que T(w) = (wWR(w))". Sea n(w) = wR(w), se tiene que
n'(0) = R'(0) # 0. Observemos que cerca del cero, 7 es holomorfa e invertible (usando
el teorema de la funciéon implicita en el polinomio xy — 1). Luego la composicion

¢, = noy es también una carta de X definida y centrada cerca de p.

U, - > U,
v b 1=noy )
4

Tw)=gyoFoy~'w)

Si pensamos en # como una nueva coordenada local z (tal que z = n(w)), vemos
que z y w estan relacionados por z = wR(w). Entonces

D, (F (@, (2)) = oy (F(y ™' (17 (2))))
=T(n"'(2))
=T(w)
= (wR(w))"

=z"

La unicidad de m se deduce de que si existen coordenadas locales en p y F(p) tal
que la aplicacion F tiene la forma z — z™, entonces en un entorno de F(p), cada punto
tiene exactamente m preimagenes. Asi, este exponente m depende tinicamente de las
propiedades topoldgicas de la aplicacion F cerca de p, y por lo tanto es independiente
de las elecciones de coordenadas locales. [ |

| Definicién 2.4.2. La multiplicidad de F en p, mult ,(F), es el unico entero m tal
que hay coordenadas locales cerca de p y F(p) con F de la forma z — z".
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Hay una manera mas simple de calcular la multiplicidad sin tener que hallar la
forma normal de F o tener que calcular unas coordenadas locales centradas en cada
py F(p). Tomamos dos coordenadas locales cualesquiera, z cerca de p y w cerca de
F(p), y suponemos que envian p en z, y F(p) en w,. Asi, F puede ser leido en sus
coordenadas locales como w = h(z) donde h es holomorfa y se tiene que w, = h(z,).

Lema 2.4.3. Con la notacion anterior, la multiplicidad de F en p es
mult (F) =1+ ordZO(dh/dz).

En particular, la multiplicidad es el exponente del menor término estrictamente po-
sitivo de la serie de potencias de h: si h(z) = h(zy) + X~ ¢i(z — z)) conm > 1y
¢, # 0, entonces mult ,(F) = m.

Demostracion. Hemos visto en la proposicion anterior que la multiplicidad es el tér-
mino mas bajo que aparece en el desarrollo en series de potencias de T, con T la
lectura en coordenadas de F con cartas locales centradas en p y F(p) respectivamen-
te. Con la notacion anterior, z — z, y w — w, son las coordenadas locales centradas,
asi pues, como w — w, = h(z) — h(z,), vemos que la multiplicidad es el término mas
bajo en aparecer en la expansion en series de potencias de h(z) — h(z,) en z = z,,. Por
el teorema de Taylor, esto es uno mas que el orden de la derivada de 4 en z,. [ ]

Corolario 2.4.4. Los puntos del dominio de F' donde tiene multiplicidad al menos dos
forman un conjunto discreto.

Demostracion. Por el lema anterior, estos puntos se corresponden con ceros de la
derivada de h, la lectura en coordenadas de F. Como A es holomorfa su derivada es
holomorfa y sus ceros forman un conjunto discreto. [ ]

| Definicién 2.4.5. Sea F : X — Y un holomorfismo no constante. Un punto p €
X se dice punto de ramificaciéon (o simplemente ramificacién) de F si mult (F) > 2.

Un punto y € Y es un punto rama de F si es la imagen de un punto de ramificacion
de F.

Lema 2.4.6. Sea X una curva plana afin lisa definida por la funciéon f(x,y) = 0y
seaxr : X — C lafuncién proyeccion z(x,y) = x. Entonces z tiene un punto de
ramificacién en p € X siy solo si (0f/dy)(p) = 0.

Sea X una curva plana proyectiva lisa definida por un polinomio homogéneo
F(x,y,z) = 0. Consideramos la aplicacion G : X — P! que envia [x : y : z]
en [x : z]. Entonces G se ramifica en p € X siy solo si (0F/dy)(p) = 0.

Demostracion. Empezaremos por el caso afin. Sea p = (x,, ,). Por reduccion al ab-
surdo supongamos que (df /dy)(p) # 0. Entonces 7 es una carta de X cerca de p (ver
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la prueba de la proposicion 1.2.3) y =, leida respecto a sus coordenadas locales, es la
identidad, luego su multiplicidad es uno lo cual es una contradicciéon con que p sea un
punto de ramificacion.

Para el reciproco, supongamos que (d f /dy)(p) = 0. Como X es lisa debemos tener
que (0 f /0x)(p) # 0y por lo tanto, la proyeccion en y es una carta de X cerca de p. Por
el teorema de la funcion implicita, de nuevo cerca de p, X es localmente el grafo de
una funcion holomorfa g(y). Asi pues f(g(»), y) es idénticamente cero en un entorno
de y, y derivando respecto de y obtenemos que (df/dx)g’'(y) + (0f/0dy) es idéntica-
mente cero cerca de p. Por hipoétesis, (0 f/0y)(p) = 0, luego ya que (df/0x)(p) # 0
se tiene que g'(y,) = 0. Como la lectura en coordenadas de z con la carta anterior es
exactamente g(y), por el lema 2.4.3 z se ramifica en p.

El caso proyectivo se sigue del desarrollo anterior teniendo en cuenta que loca-
mente X es la curva plana afin definida por f(x,y) = F(x,y,1) =0 [ |

Resaltamos la siguiente relacion entra la multiplicidad (definida para aplicaciones
holomorfas entre superficies de Riemann) y el orden (definido para funciones mero-
morfas).

Lema 2.4.7. Sea f una funciéon meromorfa en una superficie de Riemann X con la
aplicacion holomorfa asociada F : X — C_:

a. Si p € X es un cero de f, entonces mult ,(F) = ord,(f).

b. Si p es un polo de f, entonces mult ,(F) = —ord,(f).

c. Si pno es ni un cero ni un polo de f, entonces mult (F) = ord,(f — f(p)).

Demostracion.  El apartado a. es un caso particular del c. Sabiendo esto:
b. Supongamos que p es un polo de f. Entonces el orden de f en p es negativo y
p es un cero de 1/ f. Se sigue que mult ,(F) = —ord,(f).
c. Supongamos que p € X no es un polo de f y que z, = f(p). Entonces la
funcion f — z, tiene un cero en p, y por el lema 2.4.3 vemos que mult (F) =

ord,(f = f(p)).

Grado de aplicaciones holomorfas entres superficies de Riemann
compactas

Veamos algunas propiedades.



2. FUNCIONES Y APLICACIONES 35

Proposicion 2.4.8. Sea F : X — Y una aplicacion holomorfa no constante entre
superficies de Riemann compactas. Para cada y € Y definimos d (F) como la suma
de las multiplicidades de F en los puntos de X que se envian en y:

d(F)= ) mult,(F).

peEF-L(y)
Entonces d (F) es constante, independientemente de y.

Demostracion. Vamos a demostrar que la funciéon y — d (F) es una funcién de Y en
Z localmente constante. Como Y es conexo, una funcion localmente constante debe
ser constante, lo cual prueba el resultado.

Consideremos el disco abierto unidad D = {z € C | ||z|| < 1} y la aplicacion
fn ¢ D — D dadapor f,(z) = z" para algin m > 1. Esta aplicacion es holomorfa,
sobreyectiva y su unico punto de ramificacion es z = 0 con multiplicidad m. La mul-
tiplicidad del resto de puntos es uno. Para todo w € D con w # 0 hay exactamente
m preimagenes (las raices m-ésimas de w), todas con multiplicidad uno. Si w = 0 su
unica preimagen es z = 0 con multiplicidad m. Observemos que esta aplicacion f,,

satisface que la suma de las multiplicidades es constante.

Nuestro objetivo ahora es probar que una aplicacion F como la del enunciado se
puede expresar como una aplicacion que envia la unién disjunta de dichos discos en
D (posiblemente cada f,, asociada tenga una m distinta).

Fijemos un punto y € Y y sea {x,,...,x,} el conjunto de preimagenes de y por
F. Escojamos una coordenada local w de Y centrada en y. Por la proposicién 2.4.1
podemos escoger una coordenada local z; para cada x; en X centrada en x,; para todo
i =1, ...,n,tal que en un entorno de z, lalectura en coordenadas de la aplicacién F en-
via z en w = z™. Por lo tanto, si miramos estos entornos de x;, tenemos exactamente
la unién disjunta de discos deseada.

Tenemos que asegurarnos de que no hay ninguna preimagen de puntos cercanos
a y fuera de los entornos de los x;. Por reducciéon al absurdo supongamos que, para un
punto arbitrariamente cercano a y, haya algunas preimagenes suyas fuera de dichos
entornos. Asi encontramos una sucesion de puntos de X que no estan contenidos
en ningun entorno de los x; tales que la imagen de estos puntos por F converge a
y € Y (por hipoétesis). Como X es compacto, podemos encontrar una subsucesion,
{p,}, convergente a un punto x € X cuyas imagenes convergen a y. Como F es
continua, se tiene que F(x) = y. Pero por hipétesis, este x debe ser uno de los x; y
llegamos a una contradiccion ya que ninguno de los p, se encuentran en los entornos
de los x;. [ |
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Gracias a la proposicion anterior tenemos la siguiente definicion:

| Definicién 2.4.9. Sea F : X — Y un holomorfismo no constante entre super-
ficies de Riemann compactas. Llamamos grado de F o deg(F) al entero d (F) para
cualquier y € Y.

Observacion 2.4.10.  F tiene grado uno siy solo si F es inyectiva.

Corolario 2.4.11. Una aplicaciéon holomorfa entre superficies de Riemann compactas
es un isomorfismo si y solo si tiene grado uno.

Demostracion.  Este resultado es una consecuencia de las proposiciones 2.3.9 y 2.3.11
usando la observacion anterior. [ |

Proposicion 2.4.12.  Sea X una superficie de Riemann compacta y f una funcién me-
romorfa definida en X con un unico polo. Si este polo es simple entonces X es iso-
morfaa C_

Demostracion.  Sea p € X el tnico polo de f. Supongamos ademas que es un polo
simple. Entonces la aplicacion F : X — C_ asociada a f tiene multiplicidad uno en
py este el unico punto que se envia en oo0. De esta forma F tiene grado uno y por el
corolario anterior F es un isomorfismo. [ ]

Suma de los 6rdenes de una funcion meromorfa

Ya reunimos el conocimiento necesario para probar la version general de la suma
de los 6rdenes de una funcién meromorfa no constante en una superficie de Riemann.
Este resultado lo habiamos visto anteriormente en la esfera de Riemann (ver corolario
2.2.7). Veamos una prueba general.

Proposicion 2.4.13.  Sea f una funcion meromorfa no constante en una superficie de
Riemann compacta X. Entonces

Y ord,(f) =0.

p

Demostracion. Sea F : X — C_ el holomorfismo asociado a f en la esfera de
Riemann. Sean {x;} las preimagenes del cero y sean {y;} los puntos de X que se
envian en co. Observemos que los x; son los ceros de /"y que los y; son sus polos. Sea
d el grado de la aplicacion F. Por la definicion de grado tenemos que

d=Y mult (F) y d=) mult(F).
i J
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Ahora, los unicos puntos de X donde f tiene orden distinto de cero son sus ceros y
sus polos, es decir, los {x;} y los {y;}. Por el lema 2.4.7 se tiene que

multxi (F) = ordxi(f) y multyj(F) = —ordyj ).

Luego
D ord,(f)= Y ord, (f)+ Y ord, (f)
p i J
= Z mult, (F) - Z mult, (F) =0
i Jj
ya que ambos sumandos son iguales al grado. [ ]

La caracteristica de Euler para superficies compactas y la formu-
la de Hurwitz

En esta breve secciéon usaremos la analogia entre superficies de Riemann y 2-
variedades topologicas reales para estudiar su caracteristica de Euler y deducir la
formula de Hurwitz. Recordemos qué es una triangulacion:

| Definicién 2.4.14. Sea .S una 2-variedad compacta (posiblemente con borde). Una
triangulacion de S es una descomposicion de S en subconjuntos cerrados cada uno
homeomorfo a un triangulo, tal que dos triangulos o son disjuntos o se cortan en una
arista o en un vértice.

| Definicién 2.4.15. Sea .S una 2-variedad compacta (posiblemente con borde). Su-
pongamos que tenemos una triangulacién de S con v vértices, e aristas y ¢ triangulos.
La caracteristica de Euler de .S (con respecto a la triangulacion anterior) es el entero
e(Sy=v—e+t.

Proposicion 2.4.16. La caracteristica de Euler es independiente de la triangulacién
elegida. Para una 2-variedad compacta sin borde topolégico y género g su caracteris-
tica de Euler es 2 — 2g.

Demostracion.  Se puede probar usando los conocidos resultados A.0.4y A.0.5. W

A lo largo de este capitulo hemos ido recopilando resultados sobre el grado de
aplicaciones holomorfas en superficies de Riemann compactas. Todo esto sumado a
la teoria vista sobre la caracteristica de Euler nos permiten probar una importante
formula.
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| Teorema 2.4.17 (Formula de Hurwitz). Sea F : X — Y un holomorfismo no
constante entre superficies de Riemann compactas. Se satisface

28(X) - 2 = deg(F)(2g(Y) —2) + Y. [mult,(F) — 1].

peEX

Demostracion.  Observemos que como X es compacta, por el corolario 2.4.3 el con-
junto de sus puntos de ramificacion es finito y por lo tanto la suma es una suma finita.

Tomemos una triangulacion de Y tal que cada punto rama de F es un vértice y
supongamos que esta triangulacion tiene v vértices, e aristas y ¢ triangulos. Dotemos a
X de la triangulacién correspondiente al aplicar F~! ala triangulacién de Y. Esta nue-
va triangulacion tiene por vértices a los puntos de ramificacion de F y supongamos
que tiene v’ vértices, e’ aristas y ¢’ triangulos.

Como no hay puntos de ramificaciéon de X sobre el interior de ningun triangulo,
cada tridngulo de Y da lugar a deg(F) triangulos en X, luego ¢’ = deg(F)t. De manera
similar, ¢’ = deg(F)e. Fijemos ahora un vértice ¢ € Y. El nimero de preimagenes de
g en X es |F~'(q)|, que puede ser reescrito como

IF ' (gl= ) 1

pEF~(9)

= deg(F)+ ). [1—mult,(F)]

PEF~(q)

(en la segunda igualdad hemos sumado y restado el grado de F).

Se sigue que el nimero total de preimagenes de los vértices de Y, U/, es

Y = 2 (deg(F) + Z [1 — mult,(F)])

g€vert(Y) peF-1(q)

deg(Fo— Y Y [mult,(F)-1]

qg€vert(Y) pe F-1(q)

=deg(Fv— ) [mult,(F)—1].

pEvert(X)
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Luego

2g(X) =2 =—e(X)
=—v+e -1
= —deg(F)v+ Y [mult,(F)— 1]+ deg(F)e — deg(F)r
pEvert(X)

= —deg(Fe(Y)+ Y [mult,(F)—1]

pEvert(X)

—~deg(F)(2g(Y) = 2) + Y [mult,(F) — 1]

PEX

donde la ultima igualdad se tiene ya que todos los puntos de ramificacion de F son
vértices de X. |






3 1-formas diferenciales

En este capitulo, de forma analoga a [Mir95, cap. IV], presentamos las 1-formas
diferenciales, holomorfas y meromorfas, como operar con ellas y enunciamos los re-
sultados esenciales sobre integracion en superficies de Riemann.

3.1 Conceptos basicos

1-formas holomorfas

| Definicion 3.1.1. Una I-forma holomorfa en un conjunto abierto ¥ C C es una
expresion o de la forma

w= f(z)dz

donde f es una funcién holomorfa en V. Decimos que w es una 1-forma holomorfa
en la coordenada z.

Este va a ser nuestro objeto de estudio basico en este capitulo. Con el fin de trans-
portar esta definicion a superficies de Riemann usando cartas complejas introducimos
la siguiente definicion:

| Definicion 3.1.2. Supongamos que w, = f(z)dz es una 1-forma holomorfa en la
coordenada z, definida en un abierto V; y que @, = g(w)d w es otra 1-forma holomorfa
en la coordenada w, definida en V,. Sea z = T'(w) una aplicacion holomorfa de V, a
V,. Decimos que T transforma @, en w, si g(w) = f(T(w))T'(w).

Observacion 3.1.3. Si T es invertible con funcidon inversa .S, entonces T transforma
®, en w, siy solo si S transforma w, en w,.

Ahora si, podemos definir 1-formas en superficies de Riemann.
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| Definicién 3.1.4. Sea X una superficie de Riemann. Una 1-forma holomorfa en X
es una coleccion de 1-formas holomorfas {w,}, una por cada carta¢p : U — V enla
coordenada de V/, tal que si dos cartas ¢, : U, = V, (i = 1,2) se cortan en su dominio
entonces las 1-formas holomorfas asociadas satisfacen que w,, se transforma en w,,
a través del cambio de coordenadas T' = ¢, oqb;l.

Lema 3.1.5. Sea X una superficie de Riemann y sea .4 un atlas compatible con X.
Supongamos que existen 1-formas para cada carta del atlas tales que si dos cartas
tienen dominio comun se transforman una en la otra. Entonces existe una tnica 1-
forma holomorfa en X que extiende estas 1-formas holomorfas en cada una de las
cartas de A.

Demostracion. Sea y una carta de X que no esta en el atlas. Nuestro objetivo es
definir una 1-forma holomorfa respecto a la coordenada local w de y. Fijemos un
punto p en el dominio de y y escojamos una carta del atlas, ¢, con p en su dominio.
Sea z la coordenada local de esta carta, entonces @ = f(z)dz es una 1-forma holo-
morfa con respecto a ¢. Definamos ahora la 1-forma holomorfa respecto a y como
f(T(w)T'(w)dw donde z = T (w) describe el cambio de coordenadas ¢oy .

Hay que comprobar que esta 1-forma es independiente de la eleccion de la carta
¢ v por lo tanto es una 1-forma asociada a y en cada punto de su dominio: sea ¢
otra carta del atlas con p en su dominio y con la 1-forma asociada @ = g(Z)dZz. Por
hipotesis, T = ¢pod! transforma w en @, es decir, g(Z) = f(T(Z))T’(Z). Como y y
¢ son compatibles, el cambio de coordenadas T = oy ! es una funcién holomorfa.
Luego tenemos

ST )T (w)dw = f(poy ™" (w))(poy ™) (w)dw
= f(¢od ooy~ (w))(pod~ ooy ™) (w)dw
= f(ToT(w)(ToT) (w)dw
= f(ToT(w)(T"oT)w)T'(w)dw
= g(T ()T (w)dw,

lo cual prueba que no depende de la carta elegida. Se comprueba de forma analoga
que las 1-formas asi definidas se transforman de la manera esperada entre ellas. La
unicidad es consecuencia inmediata de la definicion dada. [ |
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1-formas meromorfas

Siguiendo la seccion anterior, podemos definir 1-formas meromorfas en superfi-
cies de Riemann.

| Definicién 3.1.6. Una 1-forma meromorfa en un abierto V' C C es una expresion
o de la forma
w= f(z)dz

donde f es una funcién meromorfa en V. Decimos que w es una 1-forma meromorfa
en la coordenada z.

| Definicién 3.1.7. Sean o, = f(2)dzyw, = g(w)dw dos 1-formas meromorfas en
la coordenada z y w y definidas en un abierto V; y V, respectivamente. Sea z = T'(w)
una funcién holomorfa de V, a V. Decimos que T transforma w, en w, si g(w) =

F(T@)HT"(w).

| Definicién 3.1.8. Sea X una superficie de Riemann. Una 1-forma meromorfa en
X es una coleccion de 1-formas meromorfas {®w,}, una por cada cartap : U — V
en la coordenada de V/, tales que si dos cartas ¢, : U, = V; (i = 1,2) se cortan en su

dominio, entonces las 1-formas asociadas satisfacen que W, se transforma en w,, a
través del cambio de coordenadas T = ¢, oqb;l.

El siguiente lema es el equivalente al lema 3.1.5 para 1-formas meromorfas. Su
demostracion sigue las mismas lineas.

Lema 3.1.9. Sea X una superficie de Riemann y A un atlas suyo. Supongamos que
existen 1-formas meromorfas para cada carta del atlas que se transforman entre si
en sus dominios comunes. Entonces existe una tnica 1-forma meromorfa en X que
extiende estas 1-formas meromorfas en cada carta de A.

También podemos hablar del orden de 1-formas meromorfas en superficies de
Riemann.

Proposicion 3.1.10. Sea X una superficie de Riemann con p € X y sea w = {a)d)}
una 1-forma meromorfa en X. Sean {w;,} las 1-formas de w con p en su dominio.
Asi para cada w; podemos escoger una coordenada local z; centrada en p y obtener
la correspondiente 1-forma w, = f;(z,)dz; donde f; es una funcién meromorfa en

z; = 0. Entonces se tiene que el orden de f; en dicho punto es el mismo para todas las
f; asociadas a las w,.

Demostracion. Sean ¢, y ¢, dos cartas de X con p en su dominio. Por hipétesis,
las 1-formas w, = f,(z,)dz, y w, = f,(z,)dz, asociadas a las cartas anteriores se
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transforman entre ellas a través de T = ¢,0¢7 1, es decir, f,(z,) = f(T(z,))T'(z,).
Probemos que ord,(f;) = ord,(f,). Teniendo en cuenta que las cartas estan centradas
en py que T es una aplicacion holomorfa, entonces 7' tiene un cero de orden 1 en p.
Aplicando el lema 2.1.22 se tiene la igualdad. [ ]

| Definicién 3.1.11. Llamamos a este nimero orden de @ en p y lo denotamos
ord,(w). Decimos que p es un cero de w de orden n > 0 si ord,(w) = ny decimos
que p es un polo de @ de orden n > 0 si ord (w) = —n.

Observacion 3.1.12.  El conjunto de los ceros y polos de una 1-forma meromorfa es
un conjunto discreto.

Veamos un ejemplo que nos sera de utilidad mas adelante:

Ejemplo 3.1.13. Sea X = C_ y sea la 1-forma holomorfa @, = dz en C. Quere-
mos definir una 1-forma en X tal que @ = w, si nos restringimos a C. Para ello, sea
¢,(z) = z la carta usual de X y ¢,(w) = 1/w la carta de X que contiene a 0. Ob-
servamos que @, = f(z)dz esta definida en el dominio de ¢, (siendo f(z) la funcion
constante 1). Tenemos que definir una 1-forma @, = g(w)dw en el dominio de ¢, que
se transforme bien bajo el cambio de coordenadas T' = d)loqb;l = 1/w. Impongamos
que T transforme @, en w,:

gw) = f(T)T'(w) = ~1/w’.

Luego aplicando el lema 3.1.9 queda definida la 1-forma w en C_,. Es facil ver que esta
1-forma no tiene ceros y solo tiene un polo (doble) en el punto del infinito.

Consideremos ahora la 1-forma meromorfa @, = f(z)dz definida en C. Repi-
tiendo el razonamiento anterior concluimos que g(w) = f(1/w)(—=1/w?), luego la
I-forma w definida en C_, tiene en el infinito orden —2 + ord (f).

3.2 Operaciones con 1-formas

En esta seccion trataremos de forma breve las operaciones mas frecuentes que se
pueden hacer con 1-formas cuyo resultado sea otra 1-forma.
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Multiplicaciéon por funciones

Proposicion 3.2.1.  Supongamos que A es una funciéon holomorfa en una superficie de
Riemann X y @ = f(z)dz es una 1-forma holomorfa en X. Entonces hw = hf(z)dz
es una l-forma holomorfa en X.

Demostracion. Tenemos que comprobar que las 1-formas locales de hAw se transfor-
man bien. Supongamos que hw, = hf,(z)dz y hw, = hf,(w)dw son dos 1-formas
holomorfas, cada una con su coordenada local, tales que se cortan en sus dominios y
por lo tanto las respectivas 1-formas de X, w, y @, también. Por hipotesis sabemos
que estas dos ultimas se transforman la una en la otra por el cambio de coordenadas
T. De aqui deducimos que 7T transforma hw, en hw,. [ |

Observacion 3.2.2. Esta misma proposiciéon puede enunciarse para i una funciéon
meromorfa y @ una 1-forma meromorfa. El resultado A es una 1-forma meromorfa
en X. Su demostracion es analoga a la anterior.

Corolario3.2.3.  Sihy @ son meromorfas en p entonces ord,(hw) = ord,(h)+ord, (o).

Demostracion.  Se sigue de este mismo resultado para funciones meromorfas. ®

Imagen inversa de una 1-forma

Sea F : X — Y un holomorfismo no constante entre dos superficies de Riemann.
Sea w = f(z)dz una 1-forma holomorfa (meromorfa) en Y. Nuestro objetivo en esta
seccion es asociar a F' y w una 1-forma holomorfa (meromorfa) en X. Para ello, fijamos
unacarta¢ : U - V de X yunacartay : U’ — V' tal que F(U) C U’. Sean w
y z las coordenadas locales de U y U’ respectivamente y sea z = h(w) la lectura en
coordenadas de F.

| Definicion 3.2.4. Bajo las hipétesis anteriores, llamamos imagen inversa de @ por
F ala expresion

F‘o = f(h(w))h' (w)dw.
Lema 3.2.5. F*w esuna l1-forma holomorfa (meromorfa) bien definida en X.
Demostracion. Sea h(z) es una funcién holomorfa. Si @w es una 1-forma holomor-
fa (meromorfa) entonces f(h(w))h'(w) es una funcién holomorfa (meromorfa). Para

comprobar que la 1-forma esta bien definida en X, es decir, que se transforma bien,
razonamos siguiendo la prueba del lema 3.1.5 reemplazando T por hy T por h.
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Corolario 3.2.6. Siw es una 1-forma holomorfa (o meromorfa) entonces F*(w) es una
1-forma holomorfa (o meromorfa).

Observacion 3.2.7. También podemos hablar de la imagen inversa de una funcién f
via F: sea f una funcion en Y, entonces F* f es la funcién foF.

Lema 3.2.8. Supongamos que F : X — Y es un holomorfismo entre superficies de
Riemann y @ una 1-forma meromorfa en Y. Fijado un punto p en X se tiene que

ord,(F*w) = (1 + ord, (®)) - mult,(F) — 1.

Demostracion. Escojamos una coordenada local w en p y otra z en F(p) tal que cerca
de p la aplicacion F tenga la forma z = w", con n = mult,(F). Por otro lado, la 1-
forma w con respecto a la coordenada z se puede expresar como @ = (},_, ¢;z')dz
donde k = ordp, (@) y ¢, # 0. Entonces la 1-forma F*w es una expresion

Fro=() cw")nw'")dw
i=k
en w. De aqui se deduce que el orden de F*w es nk +n — 1. [ |

De manera similar al lema anterior, si tenemos en cuenta la observacion 3.2.7,
podemos probar el siguiente resultado:

Lema3.29. Sea F : X — Y es un holomorfismo entre superficies de Riemann y f
una funcién meromorfa en Y. Fijado un punto p en X se satisface

ord,(foF) = mult,(F) - ordp,(f).

3.3 Integracion y el teorema del residuo

El objetivo de esta seccion es probar el famoso teorema del residuo para integrales
en superficies de Riemann. No es el enfoque de este trabajo definir y tratar en profun-
didad los conceptos relacionados con la integracion en dichas superficies, para ello
ver [Mir95, sec. IV.3] o [FK92, sec 1.4]. No obstante, haremos un breve resumen.

Integracion en superficies de Riemann

| Definicién 3.3.1. Un camino en una superficie de Riemann X es una funcién
continua y : [a,b] — X de clase C* a trozos, con [a, b] un intervalo cerrado real.
Decimos que es un camino cerrado si y(a) = y(b).
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Lema 3.3.2. Veamos algunas propiedades:

a. Todo camino puede reparametrizarse para que su dominio sea [0, 1].

b. Si F : X — Y es una aplicacion C* entonces F*y = Foy es un camino en Y.

c. Dados dos caminos y, y 7, en X (sin perdida de generalidad supongamos ambos
parametrizados en [0, 1]) tales que y,(1) = ,(0), entonces podemos concatenar-
los, es decir, encontrar un camino y : [0, 1] — X que satisface que y|g ;o) = 7,
Y ¥lj1/21) = 712 Este argumento se aplica facilmente a un namero finito de ca-
minos.

d. De manera similar al caso anterior, podemos dividir un camino en un nimero
finito de caminos, es decir, dado un camino y en X, podemos encontrar una
particion 0 = g, < a, < ... < a, = 1 que dalugar a n caminos que se concatenan
eny.

Corolario 3.3.3. Sea X una superficie de Riemann y y un camino suyo. Entonces y
puede ser dividido en un ntimero finito de caminos {y,} tal que cada y; es C® y su
imagen esta contenida en una tnica carta de X.

Ya podemos definir la integral de una 1-forma w definida en una superficie de
Riemann X en un camino y de X. Escogemos una particion de y tal que los y, sean
caminos C* en su dominio [ag;_;,a;] y su imagen esté contenida en el dominio U;,

de una carta ¢, de X. Con respecto a cada carta ¢, escribimos la 1-forma @ como
o = f;(z)dz y consideramos la composicion ¢,;oy; = z(?).

| Definicién 3.3.4. Con la notacién anterior definimos la integral de @ en y como

/ w:Z i fi(z()Z (t)dt.

i =

el nimero complejo

Observacion3.3.5. Cabe destacar que, como f es una funcion holomorfa, el integran-
do es una funcién C* y por lo tanto la integral esta bien definida. Ademas, gracias
a la definicion dada, la integral de w en y no depende de la eleccion de coordenadas
locales y es independiente de la parametrizacion de y.

Por ultimo enunciareamos un corolario del teorema de Stokes que nos sera de
utilidad en la prueba del teorema del residuo.

Corolario 3.3.6. Sea D un conjunto cerrado triangulable de una superficie de Rie-
mann X y sea w una 1-forma holomorfa o meromorfa. Entonces

/ w =0,
oD

donde 0D es la frontera topologica de D.
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Este resultado se obtiene del teorema de Stokes (que esta enunciado en su totalidad
en [Mir95, Teorema IV.3.16]) aplicando [Mir95, Lema IV.2.4] ya que nuestra funciéon
es holomorfa (0o meromorfa).

El teorema del residuo

Sea @ una 1-forma en una superficie de Riemann X meromorfa en un puntop € X.
Escogiendo una coordenada local z centrada en p, podemos escribir su serie de Laurent
como

0]
o= f(2)dz= () ¢,2"dz
n=M

donde c,, es distinto de cero y el orden de w en p es M.

| Definicién 3.3.7. Elresiduo de w en p, denotado por Res (), es el coeficiente c_,
de la serie de Laurent para w en p.

Sabemos que los coeficientes de la serie de Laurent dependen de la coordenada
local escogida, no obstante el coeficiente c_; no viene determinado por la carta selec-
cionada.

Lema 3.3.8. Sea w una l-forma meromorfa definida en p € X. Sea y un camino
cerrado alrededor de p que no encierra ningtin otro polo de . Entonces

1
R = —
es, (@) 7o /ya)

Demostracion. Sea ¢ : U — V una carta de X centrada en p tal que Im(y) C
U con coordenada local z. Entonces, podemos escribir w en dicha coordenada local,
w = f(2)dz.Sea ), c,z" la serie de Laurent de f(z). Asi

/a) = f(z)dz
Y oy

la cual sabemos que es 2zic_, por el teorema del residuo para funciones de variable
compleja. [ |

Corolario 3.3.9. Elresiduo de una 1-forma meromorfa esta bien definido.

Demostracion. Es consecuencia del lema anterior y del hecho de que la integral no
depende la carta escogida (y por lo tanto de la coordenada local) para definir la serie
de Laurent de la 1-forma. [ |
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Lema 3.3.10. Supongamos que f es una funciéon meromorfa en p € X. Entonces
df/f esuna l-forma meromorfa en p y su residuo en p coincide con el orden de f
en p.

Demostracién. Escojamos una carta centrada en p. Supongamos que su coordenada
c,z!, cerca

i=n "I

local es z y que ord,(f) = n. De esta forma, podemos expandir f, f = D
de pconc, # 0. Asi, 1/ f se puede expresar como Y,
Porlo tanto d f = (},_,_,(i + 1)c;,,z')dz cerca de p y entonces el término de menor

! i -
c/z' cercadepconc’ =1/c,

i=—n 7|

grado del cociente d f/ f es n/z. Observemos que el residuo en p es n. [ |

| Teorema 3.3.11 (Teorema del residuo). Sea ® una 1-forma meromorfa en una
superficie de Riemann compacta X. Entonces

D Res, (@) =0.

Demostracion.  Sabemos que los polos de @ forman un conjunto finito en X (que es
compacta), por lo tanto la suma es finita. Sean p,, p,, ..., p, los polos de @. Escojamos
para cada polo p, un camino cerrado y; en X que encierre a p; y a ningun otro polo
de w y llamemos U, al interior de dicho camino (entendemos por interior al conjunto
que encierra la imagen del camino cerrado). Por el lema 3.3.8 sabemos que

/co = 2ﬂiRespi(a)).
Y

i

Sea D = X — |, U,. Se tiene que 0D = — ). 7,. Entonces

ZRespl_(w) = 2%” Z/yco

_ -l o
Zﬂ'i _Zﬂ’i
-1

= — w
2r7i Jap

=0,

donde en la ultima igualdad hemos usado el corolario 3.3.6 del teorema de Stokes. W

Como consecuencia directa de este teorema y del lema 3.3.10, podemos llegar al
mismo resultado que en la proposicion 2.4.13.
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Corolario 3.3.12. Sea f una funcién meromorfa no constante en una superficie de
Riemann compacta X, entonces

Y ord,(f) =0.

PEX

Veamos otro resultado consecuencia del teorema del residuo que nos sera de uti-
lidad mas adelante:

Corolario 3.3.13. Sea w una 1-forma meromorfa en una superficie de Riemann com-
pacta X con un tnico polo. Entonces este polo no es un polo simple (es decir, tiene
multiplicidad al menos 2).

Demostracion.  Sea p el Gnico polo de @. Supongamos que este es un polo simple. Por
el teorema del residuo se tiene que Res,(w) = 0, pero esto no es posible ya que el
residuo de los polos simples es no nulo. [ ]



4 Divisores

Vamos a presentar una herramienta fundamental en este trabajo, los divisores.
Estos son una forma de organizar los ceros de funciones holomorfas y meromorfas.
De manera similar a como se hace en [Mir95, cap. V], trataremos desde las nociones
mas basicas sobre divisores hasta sus espacios de funciones meromorfas asociados.

4.1 Generalidades

| Definicién 4.1.1. Sea X una superficie de Riemann. Llamamos soporte de una
funcién D : X — Z al conjunto de puntos p € X donde D(p) # 0.

Observacion 4.1.2.  El conjunto de las funciones de X en Z es un grupo con la ope-
raciéon suma punto a punto de funciones.

| Definicién 4.1.3. Un divisor en X es una funcién D : X — Z cuyo soporte es
vacio o un conjunto discreto de X. Los divisores en X forman un grupo con la ope-
racion suma punto a punto de funciones. Lo denotaremos Div(X) . Sea D € Div(X),
escribiremos D como
D= D(p)-p.
peX

| Definicién 4.1.4. Llamamos grado de un divisor D en una superficie de Riemann
compacta a la suma de los valores de D:

deg(D) = . D(p).
peX
Observaciones 4.1.5. Esta suma es finita ya que X es una superficie de Riemann com-
pacta, asi la funcion grado, deg : div(X) — Z, esta bien definida y es un homomor-

fismo de grupos. Su nucleo es el subgrupo Div,(X) formado por los divisores en X

de grado 0.
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Divisores de una funcion meromorfa

| Definicién 4.1.6. Sea X una superficie de Riemann y f una funcién meromorfa
en X. Llamamos divisor de f y lo denotamos div(f) al divisor definido por la funciéon
orden, es decir
div(f) = D ord,(f) - p.
P

| Definicién 4.1.7. Cualquier divisor en X se dice divisor principal en X si es de la
forma div(f) con f una funcién meromorfa en X. Al conjunto de divisores principales
de X lo denotaremos por PDiv(X).

Gracias al lema 2.1.22 podemos deducir el siguiente resultado:

Lema 4.1.8. Sean f y g funciones meromorfas en X no nulas. Entonces:

a. div(fg) = div(f) + div(g).

b. div(f/g) = div(f) — div(g).

c. div(l/f) = —div(f).
Observacion 4.1.9. Del lema anterior podemos afirmar que PDiv(X) es un subgrupo
de Div(X). Es mas, si X es una superficie de Riemann compacta y f una funcién
meromorfa no nula en X, de la proposicion 2.4.13 se tiene que deg(div(f)) = 0.

Ejemplo 4.1.10. Sea X la esfera de Riemann con coordenadas z en el plano comple-
jo usual C. Sea f(z) una funcién racional. Como ya hemos visto, cualquier funciéon
racional puede ser escrita como

f@=c[Je-ar
i=1

donde los e, son enteros y los A, son numeros complejos distintos entre si. Entonces
n n
div(f)= Y e+ 4= (D ) co.
i=1 i=1

| Definicién 4.1.11. Sea X una superficie de Riemann y f una funcién meromorfa.
Llamaremos divisor de los ceros de f, denotado por div,(f), al divisor

dive()= Y ord, () p.

pEXcon ord,(f)>0

De forma similar, llamamos divisor de los polos de f, div(f), al divisor

divy(H)= ) (-ord,(f)p.

pEXcon ord,(f)<0
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Observacion 4.1.12. Destacamos que ambos divisores son funciones no negativas,
con soportes disjuntos y que satisfacen

div(f) = divy(f) — div, (f). (4.1)

Divisores de una 1-forma meromorfa

| Definicion 4.1.13. Sea X una superficie de Riemann y @ una 1-forma meromorfa
en X que no es idénticamente nula. Definimos el divisor de w, abreviado div(w), como
el divisor definido por la funcién orden:

div(w) = )’ ord, (@) - p.

p

Cualquier divisor de esta forma sera llamado divisor candnico en X. El conjunto de
divisores candnicos en X se denota como KDiv(X).

Observacion 4.1.14. Podemos definir divy(w) y div (@) de forma analoga a como se
hizo para funciones meromorfas.

Ejemplo 4.1.15. Sea @ = f(z)dz una 1-forma en la esfera de Riemann con f una
funcion racional en z. Entonces, podemos escribir f como f = c¢- ) .(z— 4,)% y como
ya vimos en el ejemplo 3.1.13 se tiene que

1

div(w) = ) ¢4, — 2+ ) ¢) - 0.

En particular, toda 1-forma meromorfa en C_, tiene grado —2.

Lema 4.1.16. Sea f una funcién meromorfa y @ una 1-forma meromorfa en X. Se
cumple que
div(fw) = div(f) + div(w).

Demostracion. Es consecuencia del corolario 3.2.3. [ |

Lema 4.1.17. Sean w, y w, dos 1-formas meromorfas en una superficie de Riemann
X, con w, no idénticamente nula. Entonces existe una unica funcién meromorfa f en
X tal que w, = fow,.

Demostracion. Sea ¢ : U — V una carta de X con coordenada local z. Asi podemos
escribir , = g,(z)dz con g; una funcién meromorfa en V. Definimos & = g, /g, como
el cociente de ambas funciones. Se tiene que /4 es también una funcion meromorfa en
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V' y podemos definir f = ho¢ que es una funcién meromorfa en U. Observamos f es
la funcién deseada y se comprueba de forma similar a como se ha hecho en enunciados
anteriores que f no depende de la eleccion de coordenadas. [ |

De los dos lemas anteriores se obtiene el siguiente corolario:

Corolario 4.1.18. La diferencia entre dos divisores canoénicos cualesquiera es un di-
visor principal.

Grado de un divisor candnico

Proposicion 4.1.19.  Sea X una superficie de Riemann compacta de género g. Si existe
una funcién meromorfa definida en X no constante, entonces existe un divisor canoé-
nico en X de grado 2g — 2.

Demostracion. Supongamos que f es una funcién meromorfa no constante en X.
Sea F : X — C_ la aplicacion asociada a f. Supongamos que F tiene grado d. Por
la formula de Hurwitz tenemos que

D [mult,(F) — 1] = 2g — 2 + 2deg(F).
p

Consideremos la 1-forma meromorfa @ = dz definida en C_ (ver ejemplo 3.1.13),
que sabemos tiene un polo doble en oo y no tiene mas polos ni ceros, por lo tanto
deg(div(w)) = —2. Sea n = F*(w) la imagen inversa de w en X. Entonces:

deg(div(n) = Y’ ord,(n)

peEX

= ) ord,(F*(@))

PEX

= D [(1 + ord (@) - mult,(F) — 1]

peEX

= Y (mult,(F)—1D+ Y (-mult,(F)—1)
q#Fco pEF~1(0)
pEF~(q)

D (mult,(F)—1)— )’ 2mult,(F)

PEX pEF~1(c0)
=2g — 2+ 2deg(F) — 2deg(F)
=2g-2,
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donde hemos usado el lema 3.2.8, que el orden de w es cero salvo en oo, que es —2,
y la féormula de Hurwitz (teorema 2.4.17). Hemos probado que el divisor canonico 5
tiene grado 2g — 2. [ |

Imagen inversa de un divisor

| Definicién 4.1.20. Sea F : X — Y un holomorfismo no constante entre dos
superficies de Riemann y sea ¢ € Y. El divisor imagen inversa de F en ¢, denotado
F*(q), es el divisor en X

F*(q) = Z mult (F) - p.

PEF~1(q)

Observacion 4.1.21.  Si X e Y son compactas, el grado del divisor imagen inversa es
independiente del punto g escogido y coincide con el grado de la aplicacion F (ver
proposicion 2.4.8).

| Definiciéon 4.1.22. Sea D = Ysey g q un divisor de Y. Llamamos imagen inversa
de D a X por F, abreviado F*(D) al divisor en X

F(D)= Y n,F*(q).

qeY

Visto como una funcién tenemos que
F*(D)(p) = mult,,(F)D(F(p)).

Lema 4.1.23. Sea F : X — Y un holomorfismo no constante entre superficies de
Riemann, entonces:
a. La imagen inversa nos proporciona un homomorfismo de grupos entre Div(Y')
y Div(X).
b. La imagen inversa de un divisor principal es principal. Es mas, si f es una fun-
cion meromorfa en Y, entonces F*(div(f)) = div(F*(f)) = div(foF).
c. Si X e Y son compactas entonces

deg(F*(D)) = deg(F)deg(D).

Demostracion.  El primer apartado se tiene de la definiciéon dada de imagen inversa
de un divisor.
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Para el segundo apartado, sea f una funciéon meromorfa en Y, queremos probar
que F*(div(f)) es principal. Tomemos un punto p en X, sabemos que

F*(div(/))(p) = mult,(F) - div(f)(F(p))
= mult ,(F) - ordg,(f)
= ord,(foF),

donde hemos usado el lema 3.2.9.

En el ultimo apartado si el soporte de D es un tinico punto, digamos g, se sigue de
la definicion:

deg(F* (D)= ) mult,(F)D(g)

PEF~1(9)

= D(q) - Z mult (F)

pEF~1(q)

= deg(D)deg(F).

Por linealidad en D se tiene en general. [ ]

Divisor de ramificacion y divisor de rama

| Definicién 4.1.24. Sea F : X — Y un holomorfismo no constante entre dos
superficies de Riemann. Definimos el divisor de ramificaciéon de F, y lo denotamos
R, como el divisor en X

R, = Z[multp(F) -1]-p.

pEX

También definimos el divisor de rama de F, denotado B, como el divisor en Y

By= Y[ ) (mult,(F)-DI-y.

YEY peF-(y)

Observacion 4.1.25. Si X e Y son compactas, ambas sumas son finitas y tienen el
mismo grado. Por otro lado, los grados de estos divisores nos permiten escribir la
férmula de Hurwitz como sigue:

2g(X) — 2 = deg(F)(2g(Y) — 2) + deg(Rp).
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Lema 4.1.26. Sea F : X — Y un holomorfismo no constante entre superficies de
Riemann y sea @ una 1-forma meromorfa en Y, no idénticamente nula. Entonces

div(F*w) = F*(div(w)) + Rp.
Demostracion.  Sabemos que, fijado un punto p,
F*(div(w))(p) = mult ,(F) - div(w)(F(p)) = mult ,(F)ordg, (®).
Por otro lado, aplicando el lema 3.2.8 tenemos que

div(F*) = )’ ord,(F*®) - p

pEX

= 2[(1 + OrdF(p)(Cl))) . mUItp(F) —1]-p
peEX

= ) [(mult,(F) - ord,(@)) + (mult,(F) = 1)] - p
peEX

= F*(div(®)) + R

Orden de los divisores

Sea X una superficie de Riemann. Vamos a dotar al conjunto de los divisores de
X, Div(X), de un orden parcial:

| Definicién 4.1.27. Sea D € Div(X). Diremos que D > 0 si D(p) > 0 para todo
p € X. Asi, escribiremos D > 0si D > 0y D # 0. También podemos comparar dos
divisores de X, sean D, y D, € Div(X), entonces D, > D, si D, — D, > 0y de
manera similar podemos implementar > asi como <y <.

Observacion 4.1.28. De esta forma, podemos descomponer un divisor D en su parte
positiva y su parte negativa: D = P — N, donde P y N son divisores no negativos de
soporte disjunto.

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata que también puede ser enun-
ciado para 1-formas meromorfas.

Corolario 4.1.29. Si f es una funciéon meromorfa en X, entonces f es holomorfa si
y solo si div(f) > 0.
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4.2 Equivalencia lineal de divisores

| Definicion 4.2.1. Sea X una superficie de Riemann y sean D, y D, € Div(X).
Decimos que son linealmente equivalentes, denotado por D, ~ D,, si su diferencia es
un divisor principal.

Lema 4.2.2. Sea X una superficie de Riemann. Entonces

a. Un divisor es linealmente equivalente a 0 siy solo si es un divisor principal.

b. Ser linealmente equivalentes es una relacién de equivalencia en el conjunto
Div(X) de los divisores en X.

c. Si X es compacta, entonces los divisores linealmente equivalentes tiene el mis-
mo grado.

Demostracion. La primera afirmacion es inmediata, solo hay que tener en cuenta que
D — 0 = D siendo D un divisor en X.

Veamos (b). La propiedad reflexiva es inmediata. Supongamos que D,, D, y D,
son divisores en X tales que D; ~ D, y D, ~ Dj. Claramente D, — D, es principal.
Se tiene que D, ~ D; ya que

y esto por hipotesis es la suma de dos divisores principales.

Para el ultimo apartado, gracias al lema 4.1.9 por ser X compacta sabemos que el
grado de los divisores principales es nulo. Luego si D, ~ D,, deg(D,) — deg(D,) =0
lo que prueba el resultado. [ |

Ejemplos 4.2.3. Podemos ver algunos ejemplos sencillos, sea X una superficie de
Riemann:

a. Si f es una funcién meromorfa en X no idénticamente nula, entonces por la
ecuacion (4.1) sabemos que div,(f) ~ div(f).

b. Sea X = C_, entonces dos puntos cualesquiera p, y p, de X son linealmen-
te equivalentes. Para ello, tomemos p, # oo, entonces la siguiente funciéon
f(z) =(z - p,)/(z — p,) es una funcién meromorfa tal que div(f) = 1-p,—1-p,.
Si p, = oo consideramos f(z) = z — p,.

El siguiente corolario sera de gran importancia:
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Corolario 4.2.4. Sea X una superficie de Riemann compacta de género g. Si existe
una funcidén meromorfa en X no constante entonces

deg(k) =2g -2

para todo divisor canonico k en X.

Demostracion.  Gracias a la proposicion 4.1.19 sabemos que existe un divisor cano-
nico en X, 7, de grado 2g — 2. Utilizando el corolario 4.1.18, la diferencia entre dos
divisores canonicos es un divisor principal luego # ~ k y gracias al apartado (c) del
lema anterior se completa la prueba. [ |

Multiplicidad de interseccion

| Definicion 4.2.5. Sean C, y C, dos curvas proyectivas planas lisas definidas por
los polinomios homogéneos e irreducibles F; y F, respectivamente, donde ambos
polinomios no se dividen entre si. Sea p un punto comun a ambas. Llamamos multi-
plicidad de interseccion de C, y C, en p, y lo denotamos I (C), C,), a la dimension del
anillo local en p de la interseccion de C, y C,. Es decir:

OPZ §/

[(C,,C,) =dimp————.
A @) = AT T

Observacion 4.2.6.  Podemos relajar la definiciéon anterior definiendo I,(C}, C,) co-
mo 0 si p no es un punto en la interseccion de ambas curvas. En cualquier caso, la
multiplicidad de interseccion toma valores enteros.

| Definicién 4.2.7. Bajo las hipétesis anteriores, podemos definir el divisor de in-
terseccion de las curvas C; y C, como

I(C.C) = ) L(C.Cy) - p

peP?

Lema 4.2.8. El divisor de interseccion es efectivamente un divisor bien definido de
grado deg(F,) - deg(F,).

Demostracion. Como los polinomios F; y F, no se dividen entre si y son irreduci-
bles, sus respectivas curvas no tienen componentes en comun. Sean 1, y n, el grado
de dichos polinomios. El teorema de Bézout (ver teorema A.0.3) nos asegura que las
curvas C; y C, se cortan en exactamente n, - n, puntos (contados de acuerdo a su
multiplicidad) y podemos afirmar que el soporte es finito. [ |
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Si queremos hacer hincapié en el polinomio homogéneo que define una de las
curvas, podemos definir el divisor de interseccién como sigue:

| Definicién 4.2.9. Sean C, y C, dos curvas proyectivas planas lisas donde C, es el
lugar de los ceros de un polinomio homogéneo G. Llamaremos divisor de interseccion
de G en C,, div(G), al divisor de interseccion de C, y C,.

Formula de Pluicker

En esta breve secciéon vamos a enunciar y demostrar la férmula de Pliicker, para
ello necesitamos el siguiente lema:

Lema4.2.10. Sea C una curva proyectiva plana lisa definida por el polinomio homo-
géneo F(x,y,z) = 0. Consideramos ahora la aplicaciéon z : C — P! definida como
z[x : y i z] = [x : z]. Entonces el divisor de intersecciéon definido por la funciéon
meromorfa 0F /0y en C es exactamente el divisor de ramificacion R, de x:

div(dF /dy) = R,.

Demostracion. Recordemos que gracias al lema 2.4.6, p € C es un punto de ramifi-
cacion siy solo si (0F /dy)(p) = 0. Es decir, ambos divisores tienen el mismo soporte.

Vamos a probar el lema para el conjunto abierto z # 0, en los otros dos abiertos
el razonamiento es similar. En este caso, X es isomorfo a la curva afin plana definida
por f(x,y) = F(x,y,1) = 0, es mas, la restricciéon de z al plano afin es la aplicaciéon
proyeccion de (x, y) en x. Sea p = (x,, y,,) un punto de ramificacion de z y por lo tanto
un cero de df /dy. De aqui deducimos que df/dx es distinto de cero en p ya que X
es lisa, asi, por el teorema de la funcion implicita, en un entorno de p se tiene que X
es localmente el grafo de una funcién holomorfa g(y). De esta manera f(g(y), y) es
exactamente cero en un entorno de y,. Derivamos respecto de y obteniendo que

ﬂ / + %

558 ») 3y

es idénticamente nulo en X cerca de p, luego

of _ 9 oy
oy ox2V

cerca de p.

Ahora, g(y) es precisamente la lectura en coordenadas de la proyecciéon z. En
consecuencia, el orden de g(y) es la multiplicidad de 7z y el orden de g'(y) es uno
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menos que dicha multiplicidad. Como (0 f /0x) # 0 en p, el orden de g’(y) es el mismo
que el orden de d f /dy. Asi pues

ordp(%) = mult,(z) — 1.

El nimero de la izquierda es el valor del divisor de intersecciéon div(dF /dy) en p
mientras que a la derecha tenemos el valor del divisor de ramificacion R, enp. N

Proposicion 4.2.11 (Formula de Pliicker). Una curva proyectiva plana lisa de grado d
tiene género g = (d — 1)(d —2)/2.

Demostracion. Sea C una curva proyectiva plana lisa de grado d, definida por el
polinomio homogéneo F. Consideremos el holomorfismo 7 anterior. Esta aplicacion
tiene grado d y por el lema anterior su divisor de ramificacion es igual al divisor de
interseccion de (0F /dy). Por el teorema de Bézout esta interseccion tiene d(d — 1)
puntos, entonces por la formula de Hurwitz y teniendo en cuenta que el género de P!
es cero (ver 2.3.7) se tiene que

26 -2=d(-2)+d(d—-1)
para g el género de X. Trabajando esta expresion llegamos a que

g=(d—1)d-2)/2

4.3 Espacios de funciones y formas asociadas a los
divisores

En esta seccion nuestro objetivo es caracterizar las funciones meromorfas usando
divisores, para ello usaremos la funcion orden. Por conveniencia, diremos que si una
funcion es idénticamente nula en un entorno de un punto p, esta tendra orden oo en

D-

El espacio L(D)

| Definicién 4.3.1. Sea D un divisor en una superficie de Riemann X . Llamaremos
espacio de funciones meromorfas con polos acotados por D, denotado por L(D), al
conjunto

L(D) = {f € M(X) | div(f) 2 —D}.
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Observaciones 4.3.2. De esta definiciéon podemos deducir algunos hechos relevantes:

a. Primero interpretemos la definiciéon. Supongamos que D(p) = n > 0, asi si
f € L(D) se tiene que ord,(f) > —n, es decir, a lo sumo f tiene un polo en p
de orden n. Si D(p) = —n < 0 entonces para que f esté en L(D) debe tener un
cero de orden n en el peor de los casos.

b. L(D) es un espacio vectorial complejo. Llamaremos /(D) a su dimension.

c. Si D, < D,, se tiene que D,(p) < D,(p) para todo p, luego L(D,) C L(D,)

d. Sabemos que una funcién meromorfa es holomorfa siy solo si div(f) > 0, luego

L(0) = O(X) = {funciones holomorfas en X }.
En particular, si X es compacta entonces
L(0) = {funciones constantesen X } = C
Lema4.3.3. Sea X una superficie de Riemann compacta. Si D es un divisor en X con
deg(D) < 0, entonces L(D) = {0}

Demostracion.  Por reduccion al absurdo, sea f € L(D) y f no idénticamente nula.
Consideremos el divisor E = div(f) + D. Teniendo en cuenta que f € L(D), es una
simple comprobacién ver que E > 0y por lo tanto deg(E) > 0. Sin embargo, sabemos
que deg(div(f)) = 0 de donde se deduce que deg(E) = deg(D) < 0 lo cual contradice

lo anterior. [ |

En una seccion anterior presentamos el concepto de divisores linealmente equiva-
lentes. Esto nos sera de utilidad ya que si D; ~ D, entonces sus espacios de funciones
meromorfas seran isomorfos.

Proposicién 4.3.4. Sean D,y D, dos divisores linealmente equivalentes en una su-
perficie de Riemann X. Sabemos que D, = D, + div(h) con A una cierta funciéon
meromorfa no nula. Entonces, la multiplicacion por A da un isomorfismo de espacios
vectoriales complejos:

py : L(D)—= L£(D,)
f hf.

Demostracion. Veamos que yu,, esta bien definida. Sea f € L(D,), es decir, se tiene
que div(f) > —D,. Teniendo en cuenta el lema 4.1.8:

div(hf) = div(h) + div(f) > div(h) — D, = —D,,
asi pues la funcion A f = pu,(f) esta en L(D,). Por lo tanto, u, envia L(D,) en L(D,).

Por la definicion dada se observa que es lineal y por simetria 4, , envia £(D,) en
L(D,), siendo inversas una de la otra. Concluimos que 4, es un isomorfismo. [ |
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El espacio £LV(D)

De forma similar a como hemos definido el espacio de funciones con polos acota-
dos por un divisor podemos definir espacios de 1-formas meromorfas.

| Definicién 4.3.5. Sea D un divisor en una superficie de Riemann X. Llamare-
mos espacio de 1-formas meromorfas con polos acotados por D, denotado £V(D), al
conjunto de 1-formas meromorfas

LYD) = {w e MY (X) | div(w) > —D}.

Observaciones 4.3.6. De nuevo, recalcamos un par de hechos:

a. LY(D) es un C-espacio vectorial y llamamos /(D) a su dimension.
b. £D(0) es el espacio de las 1-formas holomorfas en X.

Igual que para el caso de funciones meromorfas podemos probar la siguiente pro-
posicion:
Proposicion4.3.7.  Sean D,y D, dos divisores de X linealmente equivalentes, es decir,

D, = D, + div(h) con h una cierta 1-forma meromorfa. Entonces, la multiplicacion
por A da un isomorfismos entre espacios vectoriales

u, o LYD)—= £LD(D,)
f hf.

Isomorfismos entre LV(D) y L(D + )

Lema 4.3.8. Sea k = div(w) un divisor canoénico en una superficie de Riemann X y
D un divisor en X. Entonces, la aplicacion

U, - L(D+x)— LYD)
es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Demostracion. Comprobemos que y,, esta bien definida. Sea f € L(D + k), luego
div(f) + D + k > 0. Por el lema 4.1.16 sabemos que la 1-forma fw satisface que
div(fw) = div(f)+div(w) = div(f)+«. Asi pues, div(fw)+ D = div(f)+x+D >0
y fo € LD(D).
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Por otro lado, se observa que es claramente lineal e inyectiva. Demostremos que
es sobreyectiva. Para ello, escojamos una 1-forma @’ € L(D). Por el lema 4.1.17,
existe una funcién meromorfa f tal que @ = fw. Entonces

div(f) + D + k = div(f) + D + div(w) = div(fw) + D = div(w') + D > 0,

luego f € L(D + k) y se satisface que p,(f) = o' [ |

L(D) en la esfera de Riemann

Sea D un divisor en la esfera de Riemann con grado no negativo,
n
D:Zei-/li+eoo-oo
i=1

con los 4; € C distintos entre si. Como deg(D) > 0, ). ¢; + e, > 0. Consideramos la

funcidén
n

fo@=]]E-.

i=1

Proposicion4.3.9. Con la notacion anterior, el espacio L£(D) es exactamente el espacio
L(D) = {g(z)fp(z) | g(z) es un polinomio de grado a lo sumo deg(D)}.

Demostracion. Realizaremos la prueba por doble contencién.

Sea g(z) un polinomio de grado d < deg(D). Observemos que el orden de g es 0
salvo en d puntos (contados de acuerdo a su multiplicidad), luego cumple la siguiente
relacion: div(g) > —d - oo (el término derecho de la igualdad es el divisor nulo salvo
en oo, que toma el valor —d).

Por otro lado, el divisor asociado a f/, es

div(fp) =) —e;- A+ (D e) -0

]

y se verifica que

div(fp) + D =() e, +ey)- .
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Teniendo esto en cuenta

div(g(z) fp(2)) + D = div(g) + div(fp,) + D
> () e+e,—d) oo

= (deg(D) —d) - o0
> 0.

Esto prueba que el espacio dado es un subespacio de L(D).

Veamos la otra inclusion. Sea h € L(D) y sea g = h/ f},. Tenemos que

div(g) = div(h) — div(fp) = =D = div(fp) = (— Z e, —ey) 0o =—deg(D) - oo,

esto nos dice que g no tiene polos en C y que a lo sumo puede tener un polo en oo
de orden deg(D). Concluimos que g es un polinomio de grado como mucho deg(D).
Esto finaliza la prueba. [ |

Gracias a la proposicion anterior, podemos deducir la dimensién del espacio L(D):

Corolario 4.3.10. Sea D un divisor en la esfera de Riemann. Se cumple que

_ {o si deg(D) < 0,y
(D) =dimL(D) =
1 + deg(D) sideg(D) > 0.

Demostracion.  Si deg(D) < 0 entonces L(D) = {0} por el lema 4.3.3. En caso con-
trario, £(D) tiene la misma dimension que el espacio vectorial generado por los poli-
nomios de grado menor o igual que deg(D), es decir, deg(D) + 1. [ |

Cota en la dimension de L£L(D)

Lema4.3.11. Sea X una superficie de Riemann, D un divisor en X y p un punto de X.
Se cumple que L(D — p) = L(D) o L(D — p) tiene codimensién uno como subespacio
de L(D) (entendemos p como el divisor nulo excepto en p, que vale uno).

Demostracion. Escojamos una coordenada local z centrada en py sean = —D(p). Asi,
toda funciéon f € L(D) tiene como serie de Laurent en p una de la forma ), _ c¢,z'.
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(Esto se tiene ya que f tiene en p orden mayor o igual que n. Ojo, ¢, puede ser nulo.)
Definimos una aplicacion

a: L(D)-C
frec,

(siendo c, el respectivo coeficiente en el desarrollo de Laurent para cada f € L(D)).

Es facil ver que a es una aplicacion lineal cuyo nucleo es L(D — p). Si @ es la
aplicacion idénticamente nula se satisface que L(D — p) = L(D), en caso contrario, «
es sobreyectiva y podemos aplicar el primer teorema de isomorfia para concluir que
L(D — p) tiene codimensioén uno. [ |

Proposicion 4.3.12.  Sea X una superficie de Riemann compacta y sea D un divisor
en X. Entonces si expresamos D como D = P — N con Py N divisores no negativos
con soportes disjuntos se satisface que /(D) < 1 + deg(P).

Demostracion. Lo probaremos por induccion en el grado de la parte positiva P de D.
Si P tiene grado cero podemos afirmar que P = 0 (P es no negativo, ver observacion
4.1.28). Al ser X una superficie de Riemann compacta la observacion 4.3.2 nos dice
que L£(0) = C, luego L(P) tiene dimension uno. Por construccion D < P entonces

LD)C LP)yI(D)LI(P)=1=1+deg(P).

Supongamos el resultado cierto para divisores cuya parte positiva tiene grado k—1
y lo probamos para divisores cuya parte positiva tiene grado k. Sea D un divisor de
esta forma, D = P — N con deg(P) = k. Escojamos un punto p en el soporte de P
tal que P(p) > 1 (siempre podemos encontrar uno ya que si no estariamos en el caso
anterior) y consideremos el divisor D — p cuya parte positiva es P —p con grado k— 1.
Por la hipétesis de induccién, /(D — p) < deg(P —p)+ 1 = deg(P) y aplicando el lema
anterior /(D) < 1+ I(D — p). Esto prueba que /(D) < deg(P) + 1. [ |

Corolario 4.3.13. Sea X una superficie de Riemann compacta y D un divisor en X.
Entonces L(D) es un C-espacio vectorial de dimension finita.

Gracias al lema 4.3.8 podemos llevar este resultado a los espacios L1(D).

Corolario 4.3.14. Sea X una superficie de Riemann compacta. Para todo divisor D en
X, el espacio LI(D) tiene dimension finita.

Estos dos ultimos resultados juegan un papel fundamental a la hora de definir
los espacios de cohomologias de una superficie de Riemann compacta ya que nos
aseguran que estos son de dimension finita. Por desgracia, este fascinante tema se
desvia mucho del objetivo de este trabajo.



5 El teorema de Riemann-Roch

A lo largo del trabajo hemos ido presentando los conceptos necesarios para com-
prender el teorema de Riemann-Roch. Lo enunciamos:

| Teorema 5.0.1 (Teorema de Riemann-Roch). Sea D un divisor en una curva
proyectiva plana lisa C de género g y sea k un divisor candnico en C, entonces

I(D) - I(x — D) = deg(D) + 1 — g.

Para probar este teorema necesitamos algunos resultado mas especificos. Estos
estan tomados de [Kir92, sec VI.3].

El teorema de Riemann-Roch es cierto en general para cualquier superficie de
Riemann compacta, pero su demostracion usa técnicas que exceden el alcance de este
proyecto.

5.1 Resultados previos

A partir de ahora, C sera una curva plana proyectiva lisa, definida por un polino-
mio homogéneo F de grado d y género g.

Lema 5.1.1. Sean H el divisor de interseccién de C y una recta L € P? definida
por un polinomio homogéneo R(x, y, z), D un divisor cualquiera en C y m, un entero
positivo, entonces existe m > m, y puntos p, ..., p, de C (no necesariamente distintos)
tales que

D+p +..+p.~mH

Demostracion. Consideremos D como ZPEC n,- p donde n, = D(p). Sin pérdida de

generalidad, podemos asumir que D > 0 y deg(D) > m,, en caso contrario afiadimos
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puntos a D de forma que n, > 0 para todo p € C y que deg(D) > mj,. Teniendo en
cuenta que el soporte de D es discreto, sabemos que hay una cantidad finita de puntos
p € C tales que n, > 0. Asi, para todos estos puntos podemos considerar la recta L,
cuyos puntos de intersecciéon con C son

q” =p. ¢, ...q7

(hay exactamente d por el teorema de Bézout, pudiendo estar repetidos).

Afiadimos n, veces esta cantidad finita de puntos a D obteniendo

d
D+p1+...+pk=anp+2np2qu)

peC peC i=2
d
— (p)
=2 m2.
peC i=1

=Yn, ) I(C.L)-q

peC geL,NC

= Z anp

peC

Por otro lado, H, ~ H  ya que su diferencia viene dada por el divisor de la funcion
meromorfa dada por el cociente de los polinomios que definen ambas rectas. De esta
forma, H, ~ H para todo p € C. Luego

anHp ~ anH =mH
peC peC
donde m = deg(D) > m,,. [ |

Lema5.1.2. Sea D un divisor en C, k un divisor canénico y p un punto de C. Se tiene
que
0<ID+p —l(k—D-p)—I(D)+I(xk—D)<1.

Demostracion.  Aplicamos el lema 4.3.11 a los divisores k — D y k — D — p, obtenemos
que L(x — D) = L(x — D — p) o que L(k — D — p) es un subespacio de codimensiéon
uno de L(x — D). En ambos casos se tiene que

0<I(k—D)-Il(k—D-p) <1
Por otro lado y de forma completamente similar llegamos a que

0<I(D+p—-ID)< 1.
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Para demostrar el resultado hay que probar que ambas diferencias no son uno simul-
taneamente. Supongamos que si, entonces existen funciones f y g en C tales que
div(g) + k — D > 0y div(f) + D + p > 0 dandose la igualdad en p. Manipulando
ambas ecuaciones observamos que

div(f) + div(g) + « > —p.

Luego si w es la 1-forma meromorfa que define «, se tiene que la 1-forma meromorfa,
fgw en C satisface

div(fgw) = div(f) +div(g) + « > —p

con un unico polo (de orden uno) en p. Esto entra en contradiccion con el corolario
3.3.13. |

Lema5.1.3. Sean D un divisor de C, k¥ un divisor canénico y H el divisor de intersec-
ciéon de C y una recta L € P? definida por un polinomio lineal homogéneo R(x, y, z).
Entonces

I(mH)—I(k —mH) >deg(mH)+1—g

para m un entero positivo lo suficientemente grande.

Demostracion. Sabemos por el teorema de Bézout que el grado de H es d. Asi, para
cualquier entero positivo m se tiene que

deg(x — mH) = deg(x) — md.

Si consideramos un m suficientemente grande este grado es negativo, por lo tanto
I(k — mH) = 0 gracias al lema 4.3.3.

Por otro lado, consideremos un polinomio homogéneo Q(x, y, z) de grado m. El

cociente
O(x,y,z)

R(x,y,z)"

define una funcioén, f, meromorfa en C tal que
div(f)+mH >0,

es decir, div(f) € L(mH) (esto se debe a que los polos de f son puntos de corte entre
C vy L)y de esta forma el espacio L(mH) tiene al menos la misma dimension que el
espacio de las funciones meromorfas div(f), con f de la forma anterior.

Dado otro polinomio homogéneo Q’(x, y, z), de grado m, este define la misma
funcién en C que Q si y solo si su diferencia es nula en C, o lo que es lo mismo,
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QO — Q' es divisible por F. Teniendo esto en cuenta denotamos C,[x, y, z] al espacio
de polinomios homogéneos de grado k en dichas variables, asi:

I(mH) > dim (C,,[x,y,z]/((F) n C,[x, . z]))
= dim (C,,[x, y, z]) — dim (C,,_,[x, y, z])

=%(m+1)(m+2)—%(m—d+1)(m—d+2)
=md+%d(3—d)
=md+1-g,

donde hemos usado que la dimensién de C,[x, y, z] es (k + 1)(k + 2)/2 (es facil verlo
con un argumento combinatorio) y en la ultima igualdad se ha usado la férmula de
Pliicker (proposicion 4.2.11). Ahora, teniendo en cuenta que deg(mH) = md y que
I(xk —mH) = 0 se sigue el resultado. [ |

Corolario 5.1.4 (Teorema de Riemann). Si D es un divisor en C y k un divisor cané-
nico, entonces
I(D) —I(k — D) > deg(D) — g + 1.

Demostracion. Como hemos visto en el lema anterior, sabemos que existe un m, tal
que sim > m se tiene que

I(mH) —I(k —mH) > deg(mH) + 1 — g. (5.1)
Por el lema 5.1.1 podemos escoger un m > my, y puntos p,, ..., p, en C que satisfagan
D+p +..+p.~mH
y como dos divisores equivalentes tienen el mismo grado
deg(mH) = deg(D + p, + ... + p;) = deg(D) + k. (5.2)

Ademas, dos divisores equivalentes tienen el mismo espacio de funciones meromorfas
asociadas, asi

ImH)—Il(k —mH)=I(D+p,+..+p)—l(k =D —p, —...=pp). (5.3)

Usando el lema 5.1.2 y por induccién en k llegamos a que

ID+p, +...+p)—l(k—D—p, —...—p) — (D) +I(x — D) <k,
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es decir,
ID)-l(k—D)>2I(D+p,+..+p)—l(k=D—-p, —..—p)— k.
Ahora usando en este orden las ecuaciones (5.3), (5.1) y (5.2) concluimos que
I(D) — I(x — D) > I(mH) — I(kx — mH) — k

>degmH)—g+1—-k
=deg(D)—-g+1,

como queriamos probar. [ |

5.2 Prueba del teorema y algunas consecuencias

Ahora si estamos en posicion de probar el teorema de Riemann-Roch para curvas
proyectivas planas lisas.

Demostracion. Dados un divisor cualquiera D y un divisor candnico x en C, por la
proposicion 4.2.4 se tiene que

deg(k) =2g -2

(basta considerar como funcién meromorfa el cociente de dos polinomios que definan
dos rectas distintas en C). Usando el teorema de Riemann con D y con k — D tenemos
que

I(D)—I(x — D) > deg(D)—g+1

I(k — D)—I(D) > deg(k — D) —g+1
=2g—2—deg(D)—g+1
= —deg(D)+ g — 1.

En resumen,
deg(D)—g+1>1(D)—I(x — D) > deg(D) — g+ 1

luego
I(D) — I(x — D) = deg(D) — g + 1.
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Corolarios

Gracias al teorema de Riemann-Roch podemos dar una definicion alternativa del
género de una curva proyectiva plana lisa:

Corolario 5.2.1.  El género de una curva proyectiva plana lisa C es igual a la dimen-
sion del espacio vectorial de las 1-formas holomorfas en C.

Demostracion. Tomando D = 0 en el teorema de Riemann-Roch obtenemos que
10)-I(k)=1-g.

Sabemos que /(0) es la dimension del espacio vectorial de las funciones holomorfas
en C que por la observacion 4.3.2 tiene dimension 1. Asi pues

(k) =g

donde /(x) esla dimension de L(k), que por el lema 4.3.8 (de nuevo, D = 0) es isomorfo
a L1(0), o lo que es lo mismo, el espacio de todas las 1-formas holomorfasen C. H

Observacion 5.2.2.  De esta forma hemos caracterizado el género de una curva pro-
yectiva plana lisa de tres formas equivalentes: como superficie topologica (género
topologico), mediante la formula de Pliicker y gracias al teorema de Riemann-Roch
(género geométrico). Se conoce al menos una nociéon mas de género, el género arit-
mético, pero este escapa del alcance de este trabajo.

Corolario 5.2.3. 'Toda funcion meromorfa en una curva proyectiva plana lisa es una
funcioén racional.

Demostracion. Como hemos visto con anterioridad, sabemos que existe una 1-forma
meromorfa k definida en C. El teorema de Riemann-Roch nos dice que la desigualdad
del lema 5.1.3 es exactamente una igualdad, por lo tanto el espacio de funciones me-
romorfas L£(mH) tiene la misma dimensién que el espacio de las posibles funciones f
definidas en dicho lema. Gracias a que div(f) € L(mH ) podemos asegurar que ambos
espacios son iguales.

Ahora, consideremos una funcién meromorfa f en C tal que
div(f)+mH > 0.

Asi, esta funcion esta contenida en el espacio de funciones meromorfas acotadas por
mH, es decir, f € L(mH) y por tanto f es de la forma

O, y.2)
R(x, y, z)"
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para cierto polinomio Q(x, y, z) € C,[x, y, z].

Este mismo argumento se puede repetir cambiando las hipotesis del lema 5.1.3 de
forma que si L, ..., L,, son rectas en P>y H, sus correspondientes divisores de inter-
seccion con C, entonces si m es lo suficientemente grande toda funcioén f meromorfa
en C que cumpla

div(f)+H,+..+H,>0 (5.4)

es racional. Nos basta probar que toda funcién meromorfa en C satisface (5.4) para
ciertos H,, ..., H,. Para ello, sea f una funciéon meromorfa en C y sea p € C un
polo de f. Consideramos una recta, L ,, que pase por este polo y sea H, el divisor
de interseccién de L,y C. Sabemos que H, > 0 (siendo la desigualdad estricta en p)
luego sumando un nimero finito de veces este divisor obtenemos que

ord,(f)+ H,(p) + ...+ H,(p) > 0.

Ya que f tiene un nimero finito de polos, repetimos este proceso en cada uno de ellos
obteniendo unos H,, ..., H,, que satisfacen la ecuacion (5.4), concluyendo asi que f es
una funcién racional. [ |

Corolario5.2.4. Toda curva proyectiva plana lisa C de género 0 es isomorfa a la esfera
de Riemann.

Demostracion.  Fijemos un punto p € C. Sabemos que existe un divisor candnico k
de grado 2g — 2 = —2. Vamos a aplicar el teorema de Riemann-Roch donde D es el
divisor asociado al punto p:

I(D) —I(k — D) =deg(D)+ 1 — g.
Como el divisor k — p tiene grado —3 se tiene que 0 = L(x — p) = L(x — D). Asi
I(D)=14+1-0=2.

De aqui deducimos que existe una funcién meromorfa no constante f en L£(D). Esta
funcion f solo tiene un polo en p que ademas es simple. La proposiciéon 2.4.12 nos
afirma que C es isomorfa a C_,. [ |

Observacion 5.2.5. En general, se puede demostrar que toda superficie de Riemann X
compacta tiene una funcién meromorfa no trivial. Para ello, consideramos el divisor
D = (g + 1)p. Por el teorema de Riemann (para superficies de Riemann compactas)

I(D)>deg(D)+1—-g=2,

y razonando como antes vemos que existe una funcién meromorfa no trivial en X.
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Otro gran resultado sobre superficies de Riemann compactas es la equivalencia de
categorias entre estas (junto con los holomorfismos entre ellas) y las curvas algebrai-
cas sobre C (con las aplicaciones racionales ente si). A su vez, ambas categorias son
equivalentes a las extensiones de C de grado de trascendencia uno con los homomor-
fismos entre ellas. Estas importantes afirmaciones desafortunadamente no pueden ser
tratadas con el rigor que merecen en este trabajo debido a la complejidad que conlle-
van. Se pueden encontrar detalladas en [Mir95, cap. VI] y en [DD20, sec. V1.3].



A | Apéndice

En este breve apéndice enunciaremos resultados que ya hemos visto a lo largo de
la carrera y que hemos utilizado en este trabajo o de los que se deduce algin otro
resultado necesario en este proyecto.

Resultados de geometria algebraica

Los siguientes resultados se pueden encontrar en [Rei95] y [Har97].

| Teorema A.0.1 (Hilbert’s Nullstellensatz). Supongamos que K es un cuerpo
algebraicamente cerrado y sea I C K[x, ..., x,] un ideal. Entonces Z(V(1)) = ﬁ )

Proposicion A.0.2. El conjunto de puntos regulares de una variedad cuasi-proyectiva
es abierto en la topologia de Zariski.

| Teorema A.0.3 (Teorema de Bézout). Sean C, y C, dos curvas proyectivas pla-
nas sin componentes en comun de grado n, y n, respectivamente. Se satisface que
estas curvas se cortan en n, - n, puntos contados de acuerdo a su multiplicidad.

Resultados de geometria y topologia

Proposicion A.0.4. Toda region regular admite una triangulacion.

Proposicion A.0.5. Dada una region regular R, la caracteristica de Euler-Poincaré de
cualquier triangulacion de no depende de la triangulacion.

Para ver estos resultados en detalle, consultar [Mun97].
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