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Resumen
En este trabajo, se trata el problema del papel de las sucesiones en los espacios topolédgicos,
desde dos puntos de vista. Por una parte, se expone brevemente la teoria de redes y filtros,
que proporcionan una generalizacién de la convergencia de sucesiones, adecuada para la
caracterizacion de ciertas propiedades topologicas, como la continuidad o la compacidad.
Por otro lado, se estudian las propiedades elementales de los espacios 1°N, los espacios de
Fréchet-Uryshon y los espacios secuenciales. Estas clases de espacios son tres ampliaciones
sucesivas de los espacios métricos, en las que los conjuntos cerrados o las aplicaciones
continuas pueden caracterizarse también en términos de propiedades de convergencia de
sucesiones. Pero, a diferencia de lo que ocurre en los espacios métricos, en estos espacios
la compacidad y la compacidad secuencial no son equivalentes, es decir, la compacidad no
puede caracterizarse mediante sucesiones. No obstante, si se tiene el siguiente resultado: en
la clase de los espacios secuenciales la compacidad numerable y la compacidad secuencial

son equivalentes.

Abstract

In this work, the problem of the role of sequences in topological spaces is treated from
two points of view. On the one hand, the theory of nets and filters, which provide a
generalization of the convergence of sequences, suitable for the characterization of certain
topological properties, such as continuity or compactness, is briefly presented. On the other
hand, the elementary properties of 1°N spaces, Fréchet-Uryshon spaces and sequential
spaces are studied. These classes of spaces are three successive extensions of metric
spaces, in which closed sets or continuous applications can also be characterized in terms
of properties of convergence of sequences. But, unlike in metric spaces, in these spaces
compactness and sequential compactness are not equivalent, i.e., compactness cannot be
characterized by means of sequences. However, we do have the following result: in the class

of sequential spaces numerable compactness and sequential compactness are equivalent.
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Capitulo 1

Introduccion

El propdsito de este trabajo es presentar un breve andlisis del papel que desempenan
las sucesiones en las propiedades topologicas de un espacio. Es decir, hasta qué punto sus
propiedades de convergencia influyen en las caracteristicas de sus conjuntos cerrados, las
funciones continuas definidas sobre él, si son o no compactos, de Hausdorff, etc. Cuando se
estudian los espacios métricos, se comprueba que las sucesiones proporcionan una potente
herramienta para resolver estos problemas. Pero la situacién es bien distinta en la clase
mas abstracta de los espacios topoldgicos, en la que se demuestra que, a menos que se
disponga en cada punto de una sucesion decreciente de entornos, la sucesiones no bastan
para caracterizar una topologia. Ante este problema, caben dos opciones: o bien se intenta
encontrar una nociéon mas general de convergencia que permita trasladar a los espacios
topoldgicos el lenguaje y los métodos de las sucesiones, o bien se consigue precisar cudles
son los espacios mas generales cuyas propiedades, al igual que en los espacios métricos,
puedan determinarse mediante sus sucesiones.

Adoptar el primer punto de vista condujo a la teoria de redes, definidas en [10] como
aplicaciones de un conjunto dirigido en el espacio. Definiendo un concepto de convergencia
analogo al de las sucesiones, con las redes se pueden caracterizar la clausura de un
conjunto, la continuidad de una aplicaciéon o la compacidad. Naturalmente, el manejo
de las redes es mucho mas laborioso y complejo que el de las sucesiones, empezando por
la definicion de subred, que desempena en la teoria un papel andlogo al de subsucesion
de una sucesién. Anos més tarde, en 1937, H. Cartan definié en [1] el concepto de filtro

como colecciéon de subconjuntos de un conjunto con propiedades semejantes a las de
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las secciones o colas de una sucesion. Los filtros permiten otra forma de generalizar
la idea de convergencia, y aunque a primera vista son muy diferentes de las redes, en
realidad dan lugar a teorias de convergencia equivalentes, y varios autores senalan como
principal motivo de la amplia aceptacion de su uso en Topologia General la demostracion

particularmente sencilla del Teorema de Tychonoff sobre el producto de espacios compactos.

Por otra parte, el problema de caracterizar la clase mas general de espacios topolégicos
en los que las propiedades de convergencia de las sucesiones determinan las propiedades
topologicas mas relevantes, surge en los trabajos de Fréchet sobre los espacios métricos al
principios del pasado siglo, y fue tratado sistematicamente por Franklin , quien en [4] y [5]
considerd dos ampliaciones sucesivas de los espacios 1°N: los espacios de Fréchet-Urysohn
y los espacios secuenciales o s-espacios. En realidad, dichos espacios se caracterizan porque
en ellos se satisfacen las conocidas propiedades de la clausura y los subconjuntos cerrados
de los espacios euclideos, que son:

1) Un punto de la clausura de un conjunto es punto limite de una sucesién en el conjunto.
2) Un conjunto es cerrado si contiene los puntos limites de sus sucesiones.

Los espacios de Fréchet-Urysohn son los que satisfacen la primera propiedad, y los s-espacios
los que satisfacen la segunda.

Pero dentro del problema general del analisis del papel de las sucesiones en las propiedades
topoldgicas de un espacio, es particularmente interesante el caso de la compacidad, una
propiedad fundamental, por su papel tanto en Topologia como en Anélisis o Geometria.
Son muy numerosos los estudios realizados sobre la génesis y desarrollo histérico de
este concepto (ver [13]), e incluso sobre cudl es la forma adecuada de introducirlo en
un primer curso de Topologia General: mediante recubrimientos abiertos (propiedad de
Borel-Lebesgue en un espacio topolégico general), o mediante propiedades de las sucesiones
en un espacio métrico. Lo que si parece claro es que la primera opcién no proporciona
una idea intuitiva sencilla sobre el significado geométrico de la compacidad, salvo en los
espacios métricos, en los que se puede decir que un conjunto compacto es aquel que
se puede aproximar, tanto como se quiera, por un conjunto finito. De hecho, fueron
surgiendo distintas nociones de compacidad, que trataban de trasladar a espacios generales

la propiedad de que toda sucesién de nimeros reales tiene un punto de acumulacion: la



compacidad numerable, la compacidad de Bolzano-Weierstrass, o la compacidad secuencial,
entre otras, y en cualquier texto basico de Topologia General, se da la demostracion de
que todas ellas son equivalentes en los espacios métricos. Es decir, un espacio métrico
es compacto si toda sucesion en él admite una subsucesion convergente. Sin embargo,
en los s-espacios el mejor resultado que puede obtenerse (ver [5]) es que la compacidad

numerable si es equivalente a la compacidad secuencial.

El contenido de esta Memoria se divide en diez capitulos cortos. En el segundo se
recogen los conceptos basicos de Topologia General que se usaran a lo largo del trabajo.
En el tercero, se indican la definicién y propiedades esenciales de la topologia producto
de una familia infinita de espacios, la nocién de aplicacion cociente y pseudo-abierta, y
algunos ejemplos de topologias iniciales y finales. Las definiciones y propiedades generales
relacionadas con las sucesiones en un espacio se exponen en el Capitulo cuarto, y en el
quinto se presenta un breve resumen de las propiedades de las redes y los filtros, justo
lo necesario para comprobar como con ellos se caracteriza la clausura de un conjunto,
la continuidad de una funcién o la compacidad en un espacio topoldgico cualquiera. Los
Capitulos sexto, séptimo y octavo estan dedicados a presentar las propiedades bésicas de
los espacios 1°N, de Fréchet-Urysohn y secuenciales, las caracterizaciones como ciertos
cocientes de las dos tultimas clases, y su comportamiento respecto a las operaciones
topoldgicas habituales, como considerar subespacios, productos o cocientes. Los (contra)-
ejemplos que se incluyen en los Capitulos séptimo y octavo estan tomados de [4] y [5],
pero en esos articulos se presentan de una manera tan breve y concisa que a veces es
complicado y laborioso comprobar sus propiedades. De hecho, las demostraciones incluidas
en el trabajo son versiones méas detalladas de las que se dan en [7] o [9].

Por ultimo, hemos dedicado los tres ultimos capitulos a las distintas variantes de la nocion
de compacidad, debido a que a que es una propiedad donde mas claramente se aprecia
la diferencia entre su caracterizacién en los espacios métricos y los espacios topoldgicos
en general. Ahora bien, nos hemos limitado précticamente a dar las definiciones y los
contraejemplos necesario para precisar las relaciones entre ellas, salvo en el Capitulo
noveno, donde se prueba que la compacidad se puede caracterizar mediante redes y filtros,

y se incluye la demostracién del teorema de Tychonoff sobre la compacidad del producto



de una familia compactos, por dos razones. En primer lugar, para poner de manifiesto
la ventaja que supone usar la teoria de filtros, y en segundo lugar porque en opinién de
varios autores, como Engelking ([3]), dicho resultado es la razén por la que la definicién
de la compacidad mediante la condicién de Borel-Lebesgue se impuso a las demas. Ya
en el ultimo Capitulo se comprueba que el conocido resultado que afirma que todas las
versiones del concepto de compacidad coinciden en los métricos no se tiene para las clases
de espacios consideradas, y se da la demostracién, tomada de [9], de que en los espacios
secuenciales la compacidad numerable y la secuencial son equivalentes. Este resultado

generaliza el que suele incluirse en los textos de topologia para los espacios 1°N.
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Capitulo 2

Preliminares

2.1. Espacios topoldgicos

Definicién 2.1.1. Un espacio topolégico es un par (X, 7 ), donde X es un conjunto y
T C P(X) una familia de subconjuntos de X, llamada topologia sobre X, que satisfacen

las siguientes propiedades:
1. 0, X eT.
2. SiA,Be€ T, entonces ANBeT.
3. Si {A;}ier es una familia de conjuntos de T entonces UIAi eT.
i€
Los elementos de T se llamaran T-abiertos, o simplemente abiertos, si no hay lugar

a confusion.

Ejemplo 2.1.1. 1. La coleccién de los abiertos euclideos de R™ es una topologia en

R™ llamada topologia usual o euclidea y denotada por 7..

2. En cualquier conjunto X las familias {X,0} y P(X) constituyen topologias sobre
X, llamadas respectivamente topologia indiscreta y discreta sobre X y denotadas
por Ting ¥ Tais-

También lo son las familias 7., = {0} U{A C X; X — A es finito}, llamada topologia
cofinita sobre X,y Teon = {0} U{A C X; X — A es numerable} llamada topologia

conumerable sobre X.
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Definicién 2.1.2. Dadas dos topologias T y T’ sobre X se dice que 7’ es mas fina que
T, o que T es mds gruesa que T', i T C T’

Ejemplo 2.1.2. En X = R, se tienen las siguientes relaciones de inclusion:

(R7 7;nd) g (R7 7;0f> g (R,,];) g (R7 7:115)

Nétese que 7. v Teon N0 son comparables respecto a la relaciéon anterior pues (0,1) €

ﬁ_%onyR_QEﬁon_ﬁ-

Definicién 2.1.3. En un espacio topoldgico, A C X se llama T-cerrado (o simplemente
cerrado), si X — A e T.

La familia de los T-cerrados se denotara por F.

Ejemplo 2.1.3. Los cerrados de las topologias definidas en el Ejemplo 2.1.1, son respectiva-

mente {0, X}, P(X), X y sus subconjuntos finitos, y X y sus subconjuntos numerables.

Nota 2.1.1. Obsérvese que si 7 y T’ son topologias sobre X. 7' es mas fina que 7 siy
s6lo si F C F'.

2.2. Base y subbase de una topologia

Definicién 2.2.1. En un espacio topolégico (X,7T), B C T se llama base de 7T si todo
T-abierto se puede expresar como uniéon de conjuntos de B.

Es decir, B es base de T si dados G € T y = € G, existe B, € B tal que z € B, C G.
Una familia S C P(X) se llama subbase de S si la familia de las intersecciones finitas

de conjuntos de S es una base de T.

Definicién 2.2.2. Un espacio (X,7) se llama espacio segundo numerable o que
satisface el segundo axioma de numerabilidad, si 7 admite una base numerable. Esta

propiedad se suele expresar brevemente diciendo que (X,7T) es 2°N.

Ejemplo 2.2.1. 1. (R",7;) es 2°N, pues el conjunto de las bolas euclideas de centro

y radio racionales es una base de 7.

2. (X, Tas) es 2°N siy sélo si X es numerable.
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3. (R, Teor) ¥ (R, Teon) no lo son.

El siguiente resultado proporciona un método habitual para obtener una topologia

sobre un conjunto.
Proposicién 2.2.1. Sea X un conjunto y B C P(X) tal que se cumple:
1. B es un recubrimiento de X .
2. St By,Bys € Byx € BN By existe By € B tal que z € B3 C By N Bs.

Entonces existe una topologia T (B) sobre X llamada topologia generada por B que

tiene a B como base.

Observacion 2.2.1. Si § C P(X) satisface 1), la familia Bs de las intersecciones finitas

de conjuntos de § satisface 2) y se llama subbase de T (Bs).

2.3. Entornos y base de entornos de un punto

Definicién 2.3.1. Si (X,7) es un espacio topolégico y = € X, N C X se llama
T-entorno de z (o simplemente entorno de x) si existe U € T tal que z € U C N.

La familia de los T-entornos de x se denota por N, y satisface las siguientes propiedades:
1. N #0.
2. SiN,.MeN], NNM e N/.
3. Si NeN] y NC M, entonces M € N
4. Si N € N existe M € N tal que N € N para todo y € M.
Si N € TNN], N se llama entorno abierto de .

Definicién 2.3.2. Si (X, 7) es un espacio topolégico y # € X, B, C N se llama base

de entornos de z si para cada N € N existe B € B, tal que x € B C N.

Nota 2.3.1. Obsérvese que si BB es base de T para cada z € X, B, = {B € B;z € B} es
una base de entornos (abiertos) de x. Por otra parte, si para cada x € X, 5, es una base

de entornos formada por abiertos, B = |J B, es una base de 7.
reX
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2.4. Interior y clausura de un conjunto

Definicién 2.4.1. Si (X, 7T) es un espacio topoldgico y A C X se dice que x € A es un
punto interior de A si A € N.

El conjunto de los puntos interiores de A se denota por int A.

Notese que int A € T y que A € T siy solo si A =int A; es decir, A es abierto si y
s6lo si es entorno de todos sus puntos.

Se tienen las siguientes propiedades:
1. int ACint Bsi AC B.
2. int (AN B) =int ANint B.
3. int (int A) = int A.

Definicién 2.4.2. La clausura o de adherencia de A en (X, T) es el conjunto A =

{r € X; NN A # () para todo N € N.]}. Es el menor T-cerrado que contiene a A y se

cumple:
1L 0=
2. ACA

4. A=A

Nétese que A C X es cerrado si y solo si A = A, es decir, A C A.

Se tiene la siguiente relacién entre int A y A.
Proposiciéon 2.4.1. int A=X-X - A

Definicién 2.4.3. Si (X,7) es un espacio topoldgico y A C X, z € X se llama punto
de acumulacién de A si x € A——{m} Se llama derivado de A, y se denota por A" al
conjunto de los puntos de acumulacién de A. Por tanto, A" = {x € X; NN(A—{x}) # 0}
si N eN].

Nétese que A = AU A’. Por tanto, A es cerrado si y sélo si A’ C A.
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Definicién 2.4.4. Si A C X cumple que A = X se dice que A es denso en X.
Es decir, A es denso X si ANU # (), para todo U € T — {0}.

(X, T) se llama separable si existe A C X que es denso y numerable.

Observacién 2.4.1. Si (X, 7T ) es 2°N entonces es separable, pero el reciproco no es cierto

en general. Por ejemplo, (R, 7..f) es separable, pero no es 2°N.

2.5. Aplicaciones continuas. Homeomorfismos.

Definicién 2.5.1. Una aplicacién f : (X,7T) — (Y, 7T’) se llama continua en z € X si
para cada N € N existe M € N tal que f(M) C N.
Esta condicion es equivalente a la siguiente:

f es continua en x si para cada N € /\/7(;) se cumple que f~1(N) € N.

Definicién 2.5.2. Una aplicacién f : (X, 7T ) — (Y, 7’) se llama continua si es continua

en todo punto x € X.

Se verifica que la composicion de aplicaciones continuas es continua, y en el siguiente

resultado se indican algunas condiciones equivalentes a la continuidad.

Proposicién 2.5.1. Si f: (X, T) — (Y,T") es una aplicacion, los siguientes enunciados

son equivalentes:

1. f es continua.
2. 810 €T, entonces f~1(O) € T.

3. 8i C es cerrado de T', f~H(C) es cerrado de T.

4. Si AC X, entonces f(A) C f(A).

Nota 2.5.1. Obsérvese que Id : (X,T) — (Y, T’) es continua si y sélo si T es mds fina

que 7.

Definicién 2.5.3. Una aplicacién f : (X,7) — (Y, 7T’) se llama abierta (cerrada) si la

imagen de cualquier abierto (cerrado) de 7 es un abierto (cerrado) de 7.
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Observacién 2.5.1. Si f : (X,7T) — (Y, T’) es biyectiva, la continuidad de g = f~! es

equivalente a que f sea abierta o cerrada.

Definicién 2.5.4. Una aplicaciéon f : (X,7) — (Y, 7’) se llama homeomorfismo si f

es biyectiva, continua y su inversa es continua.

Por la observacién anterior, f es homeomorfismo si es biyectiva, continua y abierta
(cerrada).
Las propiedades de un espacio topolégico que se mantienen al actuar sobre él un homeomor-
fismo se llaman propiedades topoldégicas o invariantes topoldgicos de dicho espacio.
Es decir, una propiedad P de (X,7T) es topolégica si la tiene también cualquier espacio

(Y, 7") homeomorfo a (X, 7).

Ejemplo 2.5.1. ”"Ser 2°N” o ”"ser separable”son propiedades topoldgicas.

2.6. Subespacios topoldgicos

Definicién 2.6.1. Si (X, 7) es un espacio topolégico y A C X, la familia 74 = {O N
A;0 € T} es una topologia sobre A llamada topologia inducida o relativa a A, y
(A, 74) se llama subespacio (topolégico) de (X, 7).

Los elementos de 74 se llaman abiertos relativos a A, y se verifican las siguientes

propiedades:

Proposicién 2.6.1. 1. SiB es una base de (X, T), Ba ={BNA; B € B} es una base
de (A, 7\14)

2. 51 C C A, C es cerrado de T4 si y sélo si C = FNA, siendo F' cerrado de T y
c'=Cna.

3. Six e A, NI = {ANN;N € N}, y si Bx es una base de entornos de x en
(X,T), B ={BnNA;BeB,} es una base de entornos de x en (A, Tj4).

4. La inclusion candnica j : (A, Ta) = (X, T) dada por j(x) = x es conlinua.

5.8 f (X, T) = (Y,T') es continua, entonces la restriccion de f a A, g = fia :
(A, Tja) = (Y, T") dada por g(x) = f(x) es continua.
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En particular, si f + (X, T) — (Y, T") es un homeomorfismoy A C X, g : (A, Tja) =
(f(A), T a)) también lo es.

Definicién 2.6.2. Una propiedad P de un espacio topolégico (X, 7T) se llama propiedad
hereditaria si para todo A C X, (A4, 7j4) también la tiene.

Ejemplo 2.6.1. "Ser 2°N” es una propiedad hereditaria, pero ”ser separable” no lo es.

2.7. Axiomas de separacién: Tj, T}, T5

Definicién 2.7.1. Un espacio topolégico (X, T) se llama Tg si dados z,y € X con z # y

se cumple que N # N

El espacio se llama Ty si dados z,y € X con o # y se cumple que N, — /\/yT 0y
T T

NT = NT £0.

Si todo par de puntos distintos x,y € X admite entornos disjuntos (X, 7") se llama espacio

T, o de Hausdorff.
Notese que Ty, = T = Tp, y ademas, las tres propiedades son topoldgicas y hereditarias.

Proposicién 2.7.1. (X, T) es T} si y sdlo si {x} es cerrado para todo x € X.

2.8. Espacios (pseudo)metrizables

Definicién 2.8.1. Un espacio métrico es un par (X, d), donde d : X x X — R es una

aplicacion llamada distancia o métrica sobre X, tal que:
1. d(xz,y) > 0, para todo (z,y) € X x Y.
2. d(z,y) =0siysélosiz=uy.
3. d(z,y) = d(y,x) (propiedad simétrica).
4. d(z,y) < d(z,z)+d(z,y), para toda terna z,y, z € X (propiedad triangular).

Si en lugar de 2) se cumple 2') d(z,z) =0, d se llama pseudodistancia o pseudomé-

trica sobre X, y el par (X, d) se llama espacio pseudométrico
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Definicién 2.8.2. En un espacio (pseudo)métrico las bolas abiertas, es decir, los conjuntos
{Bg(z;r);7 > 0y x € X} son base para una topologia 7; sobre X, llamada topologia

asociada a d, o inducida por d.
Proposicién 2.8.1. 1. Todo espacio métrico (X,d) es T5.
2. Un espacio métrico (X,d) es 2°N si y sélo si es separable.

Nota 2.8.1. No siempre una topologia T sobre X es la inducida por una distancia. Por
ejemplo, no existe ninguna distancia d sobre R tal que Ty = Teof, ya que (R, Teof) 1o es

T5. Lo mismo ocurre con 7., sobre R.

Definicién 2.8.3. Un espacio topoldgico (X, T) se llama espacio metrizable si existe

una distancia d sobre X tal que T = Ty.

Si d y d' son distancias sobre X tales que 7; = Ty se llaman distancias equivalentes.

2.9. Otras formas de definir espacio topolégico

La definicién dada de espacio topolégico es debida a Alexandroff(1927), pero existen
otros métodos frecuentes para definirlos, como son el operador clausura de Kuratowski
(1920) o especificando cuéles han de ser las familias de los entornos de cada punto. Este
método, usado por Hausdorff en 1914, fue de hecho la primera definicién de espacio

topologico.

Definicién 2.9.1. Un espacio topolégico es un par (X, ¢) donde ¢ : P(X) — P(X)
es un operador (llamado operador de clausura de Kuratowski) que satisface las

siguientes condiciones;
1. (@) =0.
2. Paratodo A C X, A C p(A).
3. Dados A, B C X, se cumple (AU B) = ¢(A) U p(B).

4. Para todo A C X, p(p(A)) = p(A).
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La equivalencia entre ambas definiciones se obtiene probando que si ¢ es un operador

clausura, entonces

T, = {AC X;p(X — 4) = X — A}

es la unica topologia sobre X cuyos cerrados son los puntos fijos de .

La definicién de espacio topolégico de Hausdorff es la siguiente:

Definicién 2.9.2. Un espacio topoldgico es un par (X, ¢), donde ¢ : X — P(P(X))

es una aplicacion que satisface las siguientes propiedades:

1. Para todo z € X, si N € p(z), z € N.

[N}

. Si Nl,NQ S 90(1'), NiN Ny € (,D(I)

w

.SiNepx)y NC M, M e ¢(x).

S

. Si N € p(x), existe M € ¢(x) tal que N € ¢(y)para todo y € M.
Proposicion 2.9.1. Si ¢ satisface las condiciones de la definicion anterior, la familia
T, =4{0 C X; O € p(x) para cada x € X},

es la unica topologia sobre X tal que NI = o(z).
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Capitulo 3

Topologias iniciales y finales

3.1. Topologia inicial asociada a una familia de aplica-
ciones

Definicién 3.1.1. Sea {X;, T;}ic; una familia de espacios topldgicos, X un conjunto y
{fi}ie; una familia de aplicaciones f; : X — X;. La topologia inicial sobre X para
la familia {f;}ics, denotada por Ty, es la que tiene como subbase la familia Az, =
{f7H0y); O; €T, i €1},

Una base de esta topologia es, por tanto, la familia

}iEI

Biry ={N f7(0;); O; € T; y J C I es finito}.
jeJ
La topologia 7} fiher admite la siguiente caracterizacion:

Proposicién 3.1.1. Una topologia T sobre X es Ty, sty solo st se cumplen las

}iGI

siguientes condiciones:
1. f(X,T) = (X;,T:) es continua para todo i € I.

2. Si T' es una topologia sobre X tal que f : (X, T') = (X, T;) es continua, entonces
T C T'. Es decir, la topologia inicial Tiy3,., es la topologia menos fina sobre X que
hace continua a todas las aplicaciones f; - X — X;.

Demostracion:
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1. Supongamos que T = T(,},.,- Como Ayyy,., C T, es inmediato que f; : (X,7) —
(X;,T;) es continua para todo i € I.

2. Por otra parte, si T’ es una topologfa sobre X tal que f : (X,77) — (X;,T;) es
continua, entonces Ay C T', y por tanto Tgzy,., C T
Reciprocamente, como para todo i € I, f; : (X, T{sy) — (X;, T;) es continua, se

tiene que T C Tiy,3. Por otro lado, si Ay, C T, entonces Typy C T O

Ejemplo 3.1.1. 1. Si (X,7) es un espacio topologico, A C X y j: A — X es la

inclusién canénica, entonces Ty = Tja.

2. SSK =RoCy (X,|]) es K-espacio normado, sean X* = {f : X — K; f es continua}
La topologia inicial sobre X asociada a la familia F' se llama topologia débil de X, y
se denota por 7. Si 7). es la topologia asociada a la norma, se tiene que T, C 7).,

y ambas topologias coinciden si y sélo si X es de dimensién finita.

3.2. Topologia producto

Definicién 3.2.1. Si {X;};c; es una familia de conjuntos, su producto cartesiano es

el conjunto

HXi ={z: 1 — UXl,x(z) € X;}

iel i€l
Para los elementos x de [ X; se usard la notacién = = (x;), y x; se llama coordenada
i-ésima de z. “

Ejemplo 3.2.1. 1. Si I = {1,2,...,n}, entonces [[ X; es el conjunto de las n-uplas
el
ordenadas de elementos (z1, x9, ..., x,), donde x € Xj, para 1 < k < n. Es decir, la
definiciéon dada coincide con la definicién conocida de producto cartesiano de una
familia finita de conjuntos X1, Xs, ..., X,,.
2. Si I =N, entonces [ X, es el conjunto de sucesiones (z,)nen, con x, € X,,.
neN
3. Si la familia {X;};c; se reduce a un tnico conjunto, es decir si X; = X para todo
i € I, entonces [[ X; es el conjunto de aplicaciones = : [ — X, y se denotara por

i€l
XT. En particular, [0,1]N se llama cubo de Hilbert.
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Definicién 3.2.2. Si {(X;,7;)}iecr es una familia de espacios topoldgicos, la proyeccién
p; : [ Xi — X es la aplicacién dada por p;((z;)ier) = ;.
La tlf)lpologia producto 7, sobre [[ X; es la topologia inicial asociada a la familia de
aplicaciones {p; }ic;. Por tanto, 7, tiene como subbase la familia S, = {p; *(U;);i € I, U; €
7:} v como base la familia

B, ={BC ] X:; B=IG,}

i€l

con

Gi€7; Siiej,

G, =

donde J C I es finito.

Es decir, los abiertos basicos de la topologia producto son productos cartesianos, de
manera que un nimero finito de factores son abiertos en los espacios de indices correspon-
dientes, y el resto de los factores son el espacio total.

Ademés, una aplicacién f: (Y, 7T) — (][ Xi, T») es continua si y sélo si cada aplicacién

el
Ji=pio floes

A partir de las definiciones, es inmediato comprobar los siguientes resultados:

Proposicién 3.2.1. a) Si B; es una base de (X, T;) para cada i € I, entonces la familia
B:{HBZ} donde B; € B; parai € J C I yB; =X, parai € I — J, siendo J C I un
subcoéﬁnto finito, es una base de T.

b) Sea x = (2;)ie1 € HX,» y Bi(z;) una base de entornos de x; en (X;,T;) para cada
i € I. Entonces la fam;leila B(x) = {H B;}, donde B; € Bi(x;) parai € J, y B; = X; para
1€l —J, siendo J C I un subconj';enlto finito, es una base de entornos de x en T.

Es consecuencia inmediata de las definiciones el siguiente resultado:
Proposicién 3.2.2. Las proyecciones p; : (X, T,) — (X;,T;) son abiertas.

Otra posible topologia sobre [] X, que coincide con 7, cuando I es finito, es la
il
siguiente:
Definicién 3.2.3. Si {(X;, 7;)} es una familia de espacios topolégicos, la topologia caja
sobre X = [] X, es la topologia Tp generada por la familia {[] O;; O; € T;}.

el el
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Es decir, la base de la topologia 7p esta formada por productos de abiertos en cada
espacio Xj.
Noétese que, en general, 7T, C Tp. En efecto, si |X;| > 2y T; = Tas, entonces Tg = Ty,
pero T, # Taus, pues ningin punto puede ser abierto en 7.
Por tanto, si lo que se pretende es definir una topologia sobre [[ X; que haga continua las
proyecciones, se prefiere 7, a Tg, ya que con esta no se mantiellleeln propiedades topoldgicas
como la conexion o la compacidad, la convergencia no es equivalente a la convergencia

coordenada a coordenada y la continuidad de una aplicacién que llega a [[ X; no queda

caracterizada en términos de la continuidad de las aplicaciones coordenadas.

Proposiciéon 3.2.3. Si {(X;, T;)}ier es una familia de espacios topoldgicos, entonces

(I Xi, T») es To, Th o Ty si cada (X;,T;) lo es.

i€l

Demostracion. Veamos que si (X;, T;), es Ty, entonces ([[ X;, 7x) lo es. En efecto, si
r = (z;) e y = (y;) puntos distintos de [[ X;, sea ig € I tal que x;, # y;,. Como X;, es
T, existen abiertos disjuntos U;,, V;, € T;, con z;, € U;, e y;, € V;,. Entonces pi_ol(UZ- )y

i, (V;,) son abiertos disjuntos de 7, conteniendo a x e y respectivamente.

Proposicién 3.2.4. Si {(X,,,d,)}nen es una familia de espacios métricos, entonces

(T Xn, Tx) es metrizable.

neN

Demostracion. Consideremos sobre X, la distancia d,, = {1, d,,}, que es topolégicamente

equivalente a d,,, y por tanto, genera la misma topologia. Sea d : [[ X, x [[ X,, — [0,1)

la aplicacién dada por d((x,), (y)) = > (y(:;—y)
i=1
Veamos que Tqg C Tr. Si x = (v1,7,...), y U = By (z15€1) X -+ X By (zn;€0) x [] Xi
>n
es un entorno bésico de x en T, si € = min{e;/2,...,€,/2"}, se tiene que By(x;€e) C U.

o0

En efecto, si y = (y1,v2,..) € Ba(x;€),d(x,y) < €, y por tanto >
i=1

M < €. Asi pues,
di(x;,y;) <€, para 1 <i <mn,y se tiene que By(z;¢) C U.

o0
Por otra parte, T, C Ty, pues dado € > 0, sea m € N tal que Y 27" < ¢/2. Es facil

verificar que By (71;€/2™) X - -+ X By (v5€/2™) x [ X; C U, }7p0r tanto Ty = T,. O

i>m+1
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3.3. Topologia final asociada a una familia de aplica-
ciones

Definicién 3.3.1. Si {(X;, T;) }ics es una familia de espacios topoldgicos, X un conjunto

v fi + X; — X una familia de aplicaciones, la familia
T ={0 c X; f71(O) € T; para todo i € I}
es una topologia sobre X, llamada topologia final asociada a la familia {f;};cs.
Notese que como consecuencia inmediata de la definicion dada, se tiene:
Proposicién 3.3.1.  a) Cada aplicacion f; : (X;,T;) — (X, TU}) es continua.

b) Sifi: (X, Ti) — (X,T) es continua para todo i € I, se tiene que T C T i},
Es decir, T} es la topologia mds fina sobre X respecto a la cual las aplicaciones f;
son continuas.

De hecho, se tiene la siguiente caracterizacion de la topologia final.

Proposicion 3.3.2. Una topologia T sobre X es la topologia final asociada a una familia
de aplicaciones f; : (X, T) — (Y,T') si y sélo si la continuidad de f equivale a la

continuidad de las aplicaciones f o f;.

Nota 3.3.1. Obsérvese que C es cerrado en T siy sélo si f;1(C) es cerrado para cada

1€ 1.

Definicién 3.3.2. Sea X un conjunto y {(A;, 7;) }icr una familia de espacios topoldgicos

con A; C X. Supongamos que se verifican las siguientes condiciones

wl) T; =T

[A;NA; [A;NA;°

w2) A; N A;j es abierto(cerrado) en (A4;,7;) vy en (4;,7;)

Entonces, la topologia final en X asociada a las inclusiones canénicas ¢; : A; — X se
llama topologia débil en X asociada a {(A;, T;)} y se denota por 7:{Ai}, o simplemente,
por T,,.

Obsérvese que por definicién de topologia final,
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%{Ai}:{ng; ONA; €T, paratodoi € I}

pero por las condiciones wl) y w2) se verifica que (A;, 7;) es un subespacio de (X, 7;{Ai}),

Proposicién 3.3.3. 7;{Ai}|Ai =T; para cada i € 1

Demostracion. Si O € T;, entonces por wl) O N A; es abierto en A; N A;, y por w2),
ONA;eT; para todo j € J. Por tanto,OG'E{A"}‘Ai. O

Corolario 3.3.1. A; es abierto (cerrado) en T,
Demostracion. Basta tomar O = A; en la demostracién anterior. O

Ejemplo 3.3.1. (Poliedros euclideos) Sea K un complejo simplicial en R™. Es decir, K

es un conjunto de simplices en R"”, tal que

1. Sio € K y 7 es cara de o, entonces 7 € K.

2. Sio,7€ Kyont# (), entonces o N7 es una cara comun.

Si |K| =U{o; 0 € K} y sobre cada 0 € K se considera la topologia euclidea, la familia
K satisface las condiciones wl) y w2) de la definicién anterior, y se denotara por |K]|, al
conjunto |K| dotado de la topologia débil asociada a K.

Obsérvese que si K es finito, 7;‘|K‘ = |K]|,, pero en general 7;‘|K| C |K|,. Por ejemplo,
sea K el complejo simplicial en R? cuyo conjunto de vértices son los puntos {(0,1)} U
{(0,0)} U {(0,1/n); n > 1} y cuyo conjunto de 1-simplices son los segmentos que unen
(0,1) con los demds vértices. Entonces, C' = {(0,1/n); n > 1} es cerrado en |K|,, pero
no en 7;“1{‘ )

Se verifica que ambas topologias coinciden si y sélo si K es localmente finito, es decir, si

cada vértice estd en un nimero finito de simplices.

3.4. Suma de espacios topoldgicos

Definicién 3.4.1. Si {(X;,7;) }ier es una familia de espacios topoldgicos disjuntos, X =
UXiy fi : Xi — X es la inclusién canénica, el espacio topolégico suma ®X;,
ZCeolnsiste en X dotado de la topologia final de la familia {f;};c;. Por tanto, U C X es
abierto en @X; si y sélo si U N X; € T;, y una aplicacién f: &X; — (Y, 7T) es continua

si y solo si cada f|x, lo es.
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Nota 3.4.1. Obsérvese que dada una familia arbitraria de conjuntos {X;};c; podemos
suponer que son disjuntos, pues podemos considerar X! = X; x {i}. Ademds, si T; es una

topologia sobre X;, entonces T, = {U x {i};U € T;} es una topologia sobre X/.

Proposicion 3.4.1. Si {(X,, da)}acr €s una familia de espacios métricos, entonces @ X,
acl
es metrizable.

Demostracion. Podemos suponer que d, < 1, pues d/, = min{l,d,} es una distancia
topoldgicamente equivalente a d,. Recordemos que @ X, = (X,7), donde X = |J X,
T ={UCX;UNXae€TaVacll o o
Sea d: X x X — R la aplicacién dada por

do(x,y) siexiste a € I tal que x,y € X,
1 size Xo,ye Xpya#p

d(x,y) =

Veamos que d cumple la desigualdad triangular: si x,y, 2 € X, existen «, 5,7 € I tales
que x € X,y € Xgy 2z € X,.

-Sia =y a# 7, entonces d(x,y) = do(z,y), d(z,2) =1y d(z,y) = 1. Por tanto, al
ser dy(z,y) < 1 se cumple la desigualdad.

-Si o = [ = v se cumple, pues en este caso x,y,2 € X, v d = d,.

-Sia# B,a# vy v # B, entonces d(z,y) = 1,d(z,2) = 1 y d(z,y) = 1.

Sia# fyy=aoy =0, supongamos que v = 5. Entonces d(z,y) = 1,d(x, 2) =
1y d(y,z) =ds(y, ), y se cample la desigualdad.

Veamos que Ty C T.Sean U € Tg,a € [ y x € U, N A. Existe € > 0 tal que By(x;¢€) C
U, luego By, (x;€) C By(x;€), pues siy € By, (z;¢), entonces y € X, y do(z,y) = d(z,y).
Por tanto, By, (z;¢) C U N X,, es decir U N X, € T,.

Por otra parte, sea V€ T yz € VN X,. ComoVNX, €T, existe e > 0 tal que
By, (x;€) C VN X, Sir=min{l,e} ey € By(z;r), sea f € I tal que y € Xz. Como
r <1, hadeser § = a, asi que z,y € Xz, y d(z,y) = do(z,y). Por tanto, y € By, (x;€),
y se tiene que y € V. Luego By(z;7r) C V, por lo que V € Tj. d

3.5. Espacios cocientes

Una clase de espacios especialmente importante en Topologia es la clase de los espacios

cocientes, es decir, los obtenidos a partir de un espacio dado identificando ciertos puntos
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del mismo. Si (X,7T) es un espacio topoldgico y se identifican entre si ciertos puntos,
el resultado puede considerarse un conjunto cociente de X asociado a la relacién de
equivalencia generada por la relaciéon que consiste en declarar relacionados dos puntos
x,y € X sidichos puntos han sido identificados. A su vez, todo conjunto cociente de X por
una relacion de equivalencia, se puede considerar como un conjunto obtenido identificando
ciertos puntos de X, que son precisamente los elementos que constituyen cada clase de
equivalencia.

Sobre un conjunto cociente o de identificacion, se define de manera natural una topologia

del siguiente modo,

Definicién 3.5.1. Dado un espacio topoldgico (X,7) y una relaciéon de equivalencia
sobre X, ~, si p: X — X/ ~ es la proyeccién canénica dada por p(x) = [z]| se llama
topologia cociente o de identificacién sobre X/ ~ a la topologia final 7, asociada a
{p}.

Por tanto, 7T, es la topologia mas fina que hace continua a p, y se tiene que

fi(X/~,T,) = (Y, T") es continua si y sélo si f op lo es.

Ejemplo 3.5.1. Dado un espacio topolégico (X,7) y A C X, si ~ es la relacién de
equivalencia sobre X definida como = ~ y si x = y 6 {z,y} C A, y el espacio cociente
(X/ ~,T,) se denota por (X/A,T,) o por X/A simplemente.

Notese que si B C X,

. B siBNA=1
p(p(B)) = .
BUA siBNA#0

Por tanto, si A es cerrado (abierto), p es cerrada (abierta).

Definicién 3.5.2. Si f : (X, 7T) — (Y, T’) es continua y sobreyectiva, se dice que f es una
aplicacién cociente si T es la topologia final asociada a f. Es decir, f es una aplicacién
cociente si y s6losi T/ ={U CY; f~Y(U) e T}

Nétese que si f es una aplicacién cociente, entonces (Y, 7”) es homeomorfo a (X/ ~¢,7,),

Y

donde 7~ y’

f(x) = f(y).

es la relacién de equivalencia asociada a f. Es decir,  ~f y si y sélo si

Ejemplo 3.5.2. Si f : (X,7) — (Y,7’) es una aplicacién sobreyectiva, continua y

abierta o cerrada, entonces f es una aplicaciéon cociente. En efecto, si U € T', por ser
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f continua, f~(U) € T. Supongamos que U C Y cumple que f~1(U) € T. Entonces
fHU))=UeT.

Observacién 3.5.1. Noétese que existen aplicaciones cocientes que no son ni abiertas ni
cerradas. Sip: R — R/Q es la proyeccién canénica, p es una aplicacién cociente, pero p no

es ni abierta ni cerrada ya que p(0) no es abierto ni cerrado en R/Q, pues p~!(p(0)) = Q.

En el Capitulo 8 de este trabajo desempenan un papel importante las aplicaciones
cocientes que siguen siéndolo al restringirlas a cualquier subespacio. Es decir, satisfacen

la siguiente condicién

Definicién 3.5.3. Una aplicacion cociente f : (X, T) — (Y, T’) se llama hereditariamen-

te cociente si para todo B CY fla: (A, 7ja) = (B,7;) lo es, siendo A = f~YB).

Ejemplo 3.5.3. Existen aplicaciones cocientes que no son hereditariamente cociente. En
efecto, sea X = (({0}U{1/n;n € N}) x {1})U (R —{0}) con la topologia relativa de R? e
Y =R con la topologia final inducida por la aplicacién f: X — Y dada por f(z,y) = x.
SiB=Y —{1/n;neN}y A= f"YB)={0,1)}U{(z,0);z € {0}}U{1l/n;n € N} la
aplicacién g = fia : (A,7cja) — (B, Ty ) no es una aplicacion cociente, pues {0} & Tz,

pero g~ ({0}) = {(0, 1)}

A continuacion, veremos que las aplicaciones hereditariamente cocientes coinciden con

las aplicaciones pseudo-abiertas, que son aquellas que satisfacen la siguiente condicién:

Definicién 3.5.4. Una aplicacién sobreyectiva f : (X,7) — (Y, T’) se llama pseudo-
abierta si para cada y € Y y cada entorno abierto U de f~!(y) se tiene que y € int f(U)

Ejemplo 3.5.4. Si f: (X,T) — (Y,7T’) es una aplicacién abierta o cerrada, fes pseudo-
abierta. En efecto, si f es abierta, seay € Y y U € T con f~'(y) C U. Entonces
y € F(f 1) C f(U) = intf(U).

Si f es cerrada, como X — U es cerradoy f~}(y) € X —U, y &€ f(X —U), que es cerrado.
Por tanto, y € Y — f(X = U) C f(U)

Proposicién 3.5.1. Sea f : (X, T) — (Y, T") una aplicacion sobreyectiva y pseudo-abierta.
Entonces, si BCY y A= f"YB), h= fia: (A, Ta) — (B, Tjp) también lo es.

29



Demostracion. Sea y € By Uy € T[4 con h™'(y) C U;. Entonces, Uy = U N A, con
UeTyfy) =h'y) cU CU. Como f es pseudo-abierta, y € intf(U), luego
yeintf(U)N B =intg(intf(U)N B) Cintg(f(U)N B) Cintg(h(Uy)). O

Nota 3.5.1. Es inmediato comprobar que si f : (X,7) — (Y,T’) es sobreyectiva,
continua, y pseudo-abierta, entonces f es una aplicacién cociente, pues si f~1(V) € T,
para cada y € V, f~1(V) es un entorno abierto de f~1(y), y por ser f pseudo-abierta,
yemt(f(f~H(V))) =intV.

Proposicion 3.5.2. Una aplicacion sobreyectiva y continua es pseudo-abierta si y solo

st es hereditariamente cociente.

Demostracion. Sea f : (X,T) — (Y,T’) sobreyectiva, continua y pseudo-abierta. Por
la Nota anterior, f es una aplicacién cociente. Ademds,si BCY, A= f"YB) y h = fja,
por la Proposicién anterior h : (A, 7ja) — (B, 7T|s) es pseudo-abierta, asi que también es
una aplicacién cociente.

Reciprocamente, supongamos que f es hereditariamente cociente. Siy € Y y V € T con
[ y) CVysea Z = (Y — f(V) Uyl W = F1(2) = (X = FAV) U ), y
h = fiw : W — Z. Entonces, h™'(y) = f~'(y) = VNW € T, como por hipétesis h es
una aplicacién cociente, {y} € 7. Por tanto, existe O € T" tal que {y} = ONZ, asf que
O ha de estar contenido en f(V'), y resulta que y € int f(V'). Es decir, f es pseudo-abierta.

O
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Capitulo 4

Sucesiones en los espacios

topologicos

4.1. Convergencia de sucesiones en un espacio

topoldgico y continuidad en un punto

Definicién 4.1.1. Si X es un conjunto, una sucesion en X es una funcion f: N — X.
Los valores f(n) = z, se llaman términos de la sucesién, que se representard por

{Zn}nen, 0 simplemente por {z,}.

Definicién 4.1.2. Si (X,7) es un espacio topoldgico, se dice que {x,},en converge a
x respecto a T,y se escribe z, N x, si para cada O € T tal que z € O existe ng € N
tal que z,, € O sin > nyg.

Es decir, x,, Ty rsi cualquier entorno de x contiene casi a todos los términos de la sucesién

(todos, excepto quizds un numero finito).

Notese que si B es una base de T, entonces x,, Ty 2 si y sOlo si para cada B € B tal

que x € B existe ng € N tal que x,, € B si n > ny.

Ejemplo 4.1.1. a) Si (X,d) es un espacio (pseudo)métrico {z,} 4 2 si para todo
€ > 0 existe nyg € N tal que z,, € By(x;€) cuando n > ny. Por tanto, {z,} A or s y

solo si lim d(z,,x) = 0 en (R, T¢).
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b) En (X, Tus), {xn} Tiisy o si y s6lo si {x,} es casi constante igual a z, es decir, si

todos los términos de {z,} son iguales a = a partir de un indice.
¢) En (X, Tinais), cualquier sucesién converge a cualquier punto.

d) Sien R se considera la topologia conumerable T, = {0}U{A C R;R—A es nume—
rable} x, Teomy 2 si y sblo si {x,,} es casi constante igual a x. Pues si no lo fuese, es
decir, si el conjunto D = {n € N;x,, # z} fuese infinito, en el conjunto U = R—D €

Neon faltarfan infinitos términos de la sucesion.

Definicién 4.1.3. Si (X, 7) es un espacio toplégico y {z,}nen €s una sucesion en X, se
denotard por lim z, el conjunto de puntos limites de {z,},cn, es decir, el conjunto

de puntos a los que converge.

El conjunto lim x, puede ser infinito, pero si (X,7T) es Ty, entonces |limz,| < 1.
Ahora bien, la condicién de ser T, no es necesaria, como se observa en (R, Teon ).
Proposicién 4.1.1. Sea (X,7T) un espacio topolégico y A C X. Si{z,} CAyz € A,

Tia

. . T
Tpn — T St Y solo st x, — T.

T
Demostracion. Supongamos que x, LN x, y sea O € T, tal que x € O. Como

ONA € 7T, existe ng € N tal que z,, € ON A si n > ng. Por tanto, z,, € O si n > ny.
Reciprocamente, si x, N x,s10 €T yuxe€ O, existe ng € N tal que z, € O sin > nyg.

Como O N A € T4, se tiene el resultado. 0

Definicién 4.1.4. Si X es un conjunto y {z,}n,eny C X, se dice que una sucesién
{Yk }ren C X esun subsucesién de {z,} si existe una aplicacién ¢ : N — N estrictamente

creciente tal que y; = x,,, donde ng = (k).

. . T, .
Nota 4.1.1. Obsérvese que si z, — = y {x,,} es una subsucesién de {z,}, entonces

T
Ty, —> T.

Definicién 4.1.5. Si (X, 7T) es una espacio topolégico y {x, }nen s una sucesién en X,
se dice que x es un punto adherente (o de acumulacién) de {z,,} si para cada N € N,
dado m € N, existe n,, > m tal que z,, € N.

Es decir,  es un punto adherente de {z,},en si todo entorno de z contiene infinitos
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términos de la sucesién. Se denotard por Ad({z,}) al conjunto de puntos adherentes de

Proposicién 4.1.2. Si {z,}ner C (X, T) es una sucesion, se tiene que Ad({z,}) =
N Ag, donde los conjuntos A, = {xn,;n > k} se denominan colas o secciones de la
k=1
sucesion.

Demostracion. Si x € Ad({z,}) y k € N, existe n, > k tal que para todo N €
NT, ZTn, € N. Por tanto, x € Ay. Reciprocamente, si € (A, dado k € Ny N €

T

NT NN A, # 0, luego existe ny tal que x,, € N N Ay, por lo que = € Ad{x,}. d

Ejemplo 4.1.2. En (R, 7)), Ad({z,}) = 0 si no hay ningin término que aparezca
repetido infinitas veces. En caso contrario, Ad({z,}) es el conjunto de puntos de la sucesién

que se repiten infinitas veces.

Proposiciéon 4.1.3. En un espacio métrico (X,d) si x es un punto adherente de x,

entonces x, admite una subsucesion que converge a x.

Demostracion. Si x € Ad({z,}), dado m € N, existe n,, tal que z,,, € Bq(x;1/m).

Entonces {x,,, } es una subsucesion de {z,}, y =,, — x, pues d(z,,,,z) — 0. O

El resultado anterior no es cierto, en general, si el espacio no es métrico, como se
prueba en el siguiente ejemplo, el espacio de Arens, que es numerable y T5.(Véase el

Ejemplo 6.0.3)

4.2. Sucesiones y clausura

Proposicién 4.2.1. Sea (X,d) un espacio métrico y A C X. Entonces
a) v € A siy solo si existe {x,} C A tal que x, 4.
b) x € A siy solo si existe {x,} C A con x € limx, siendo los términos x, todos

distintos entre si.

Demostracion. a) En todo espacio topolégico (X, T) se cumple que si existe {z,,} C A
con = € limx,, entonces € A. Pues si O € T y « € O, existe ng € N tal que z,, € O si

n > ng.
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Reciprocamente, supongamos que z € A. Entonces, para cada n € N, existe z, €
By(z;1/n) N A,y {z,} — z, pues d(z,,z) < 1/n.

b) Si z € A, existe x; € Bg(x;1) N (A — {z}). Si 7o = min{1/2,d(x,x1)}, existe
xo € By(x;ry) N (A — {x1}). En general, tomando r,, = min {1/n,d(z,z,_1)}, se obtiene
una sucesioén {z,}, cuyos términos son todos distintos entre si, y que converge a x, pues

d(zp,z) < 1/n. O

Corolario 4.2.1. Si (X, d) es un espacio métrico, son equivalentes:
1) A es cerrado.

2) Si{z,} C Ay x € limuax,, entonces x € A.

Es decir, en un espacio métrico los subconjuntos cerrados son aquellos que contienen
los puntos limites de sus sucesiones. Este resultado no es cierto en cualquier espacio
topoldgico, como se comprueba en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.2.1. En (R, 7.,,), las unicas sucesiones que convergen son las casi constante.

Si A=[0,1], A =R, pero no existe ninguna sucesién {z,} C A tal que z,, Teony 9

Definicién 4.2.1. Si (X, T) es un espacio topolégico y A C X, el conjunto lim A = {x €

X; existe {z,,} C A con x € limx,}, se llama clausura secuencial o s-clausura de A.

Nétese que A C lim A C A, y que si (X, T) es metrizable entonces A = lim A = A.

Ejemplo 4.2.2. Si se considera (R, Teon) ¥ A = [0, 1] entonces A = lim A pero A = R, ya
que las tnicas sucesiones convergentes en A son las casi constantes, y los Unicos cerrados

propios en (R, 7c,) son los conjuntos numerables.

Definicién 4.2.2. Si (X, T) es un espacio topoldgico, A C X se llama cerrado secuencial
o s-cerrado si lim A = A.

Es decir, A es s-cerrado si contiene los puntos limites de todas sus sucesiones.

Es evidente que si A es cerrado, A es s-cerrado, pero el reciproco no es cierto, como

se comprueba en el ejemplo anterior.

Proposicién 4.2.2. Si (X,T) es un espacio topoldgico, entonces lim : P(X) — P(X)

dado por lim(A) = lim A cumple las siguientes propiedades:
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1) lim ) =0.

2)8i AC B, limAClimB.
3)lim(AUB) = limAUlimB.
4) lim A C lim (lim A).

Demostracion. 3) Si x € limx,, con {z,} C AU B alguno de los conjuntos Ny = {n €
N;z, € A} o Ng ={n € N;z,, € B} es infinito. Si Ny lo es, y,, = {z,,;m € N4} es una

subsucesién de {z,}, y = € limy,,. Por tanto x € lim A. O

Observacion 4.2.1. lim es un operador que satisface las propiedades de un operador
clausura de Kuratowski, salvo, en general, la idempotencia.

Es decir, (X, lim) es un espacio de clausura de Cech o espacio pretopoldgico.

Ejemplo 4.2.3. En X = (N x N) U (N x {0}) U {(0,0)}, para cada punto (n,m) se
considera la familia B, ,) dada por:

- Si (n,m) € Nx N, Bpmy = {(n,m)}.

-Si (n,0) € Nx N, B0y = {(n,0)} U{(n,m);existe ¢ € N con m > q}.

-Boo = {U C X;(0,0) € Uy existe FF C N finito tal que U € By, para todo n €
N— F}.

Entonces existe una tinica topologia 7 sobre X tal que una base de entornos de cada punto
de z son las familias dadas, y en (X, T) se tiene que lim(N x N) = (N x N) U (N x {0}),
pero lim(lim(N x N)) = X.

4.3. Sucesiones y continuidad

Aligual que en los espacios euclideos, las aplicaciones continuas entre espacios métricos
pueden caracterizarse mediante sucesiones: son aquellas que mantienen la convergencia

de las sucesiones. Es decir, se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 4.3.1. Si f : (X,d) — (Y,d') es una aplicacion entre espacios métricos,
son equivalente:
a) f es continua en x.

b) Si x, 4 x, entonces f(zn) LN f(x)
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Demostracion. a) = b) Dada By/(f(x);€), por ser f continua, existe By(x;0) tal que
f(Ba(z;9)) € By(f(x);€). Como z, T, 2, casi toda la sucesién {z,} estd contenida en

By(z;9), asi que casi toda la sucesion f(x,,) estd en By (f(z);¢€).

b) = a) Si f no fuese continua en z, existirfa ¢ > 0 tal que para todo n € N,
f(Ba(x;1/n)) € Ba(f(z);€). Por tanto, existe x, € X tal que d(z,z,) < 1/ny d'(f(x,),
f(z)) > e. Pero entonces se tendria que z, g y f(x,) 7(£> f(x). O

Nota 4.3.1. La implicacién a) = b) de la proposicién anterior es cierta para cualquier
aplicacién entre espacios topologicos, pero b) = a) no, como se comprueba en el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 4.3.1. Sea f : (R, Tcon) — (R, 7.) dada por f(z) = x. Entonces, si x, Teon v

: . T . :
T, es casi constante igual a x, por tanto f(x,) = x, — z. Sin embargo, f no es continua,

pues A = [0, 1] es cerrado en T, pero f~'(A) = A no lo es en Teon.

Se plantea asi el problema de determinar la clase de espacios topoldgicos en los que las
aplicaciones continuas sobre ellos son precisamente las que conservan las convergencias de

sucesiones, cuya respuesta se indica en el Capitulo 7.

En el siguiente resultado se comprueba que las sucesiones convergentes en la topologia
producto son aquellas que convergen coordenada a coordenada.
Proposicién 4.3.2. Si {(X;, T;) }ier es una familia de espacios topoldgicos y X = [] X,

il

2y 5 1 siy sélo si pi(Tn) R pi(x), para todo i € I.

Demostracion. Si x,, Tr, x, por ser p; : X — X, continua p;(x,) — pi(z).
Reciprocamente, supongamos que p;(z,,) KR pi(x), ysea U = () p; '(V;) un abierto bésico

ieJ

de T, con x € U, donde J C I es finito, con V; € 7;. Como p;(x,) UN pi(z) €V,
para todo ¢ € J, existen naturales {n;};c; tales que p;(z,) € V; si n > n;. Tomando

. P Tr
no = max {n; },c; se tiene que p;(z,,) € U, asi que x,, — x. O

Nota 4.3.2. El resultado anterior no es cierto en general, si sobre X se considera la

topologia caja, es decir, la generada por la familia {[] O;; O; € T;}. En efecto, en RY con
el
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dicha topologia, si x,, tiene sus coordenadas iguales a 1/n en las n primeras posiciones y
; Te
nulas en las demas, p,,(z,) — 0, pero {z,}n,en no converge a z, donde p,(z) = 0, ya que

U= [](=1/n,1/n) no contiene ninguna cola de la sucesién.
neN

Observacién 4.3.1. Si A C R, (X;,7;) = (R,7.) e I = R. Entonces X = A® = {f:
A — R} y por tanto, se tiene que f, T, fsiysolosi f,(x) — f(x), para cada z € A.

Por eso la topologia T, sobre X suele llamarse topologia de la convergencia puntual.
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Capitulo 5

Redes y filtros

5.1. Redes

Los primeros estudios para obtener una teoria de convergencia en espacios topolégicos
generales analoga a la de las sucesiones en los espacios métricos se deben a E.H. Moore
(1915) y a Smith (1922). Los objetos definidos por ellos se llama redes o sucesiones de
Moore-Smith (ver [10]).

La nocion de red estd inspirada en la nocién de sucesion, la cual nos sirve para los espacios
métricos pero no para los espacios topoldgicos, pues no resulta suficiente para caracterizar

la clausura de un conjunto o la continuidad de una funcion.

Definicién 5.1.1. Se dice que un conjunto no vacio A es un conjunto dirigido si existe
una relacion < sobre A de forma que:

1. Si A € A entonces A < \.

2. Dados A, A9, A3 € A si A\; < Aoy Ag < A3, entonces A; < As.

3. Si A, Ay € A, entonces existe A3 € A de forma que A\ < A3y Ay < As.

Ejemplo 5.1.1. Si (X,7) es un espacio topoldgico y B, es una base de entornos de z,
entonces B, es un conjunto dirigido definiendo en B, la relacion M < N si N C M. En
efecto, si M, N € B,, MNN € N7, luego existe L € B, tal que L C M N N, asi que
M<LyNZ<L.

Definicién 5.1.2. Sea X un conjunto. Una red en X es una funciéon D : A — X, donde

A es un conjunto dirigido.
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Notaremos al punto D(\) como z, y la red por {z)}xea.

Definicién 5.1.3. Si {z)}rea es una red en X, los conjuntos 7),(zy) = {xx; p < A} se

llaman colas o secciones de la red asociada a p.

Nétese que T, (x)) # 0 para todo p € A, y que, dados p, i/ € A, por ser (A, <) un
conjunto dirigido existe p” > p, p'. Por tanto, Ty (xy) C T (xx) N Ty ().

Definicién 5.1.4. Sean (X, 7) un espacio topoldgico, {x)}repa unared en X y z € X. Se
dice que la red {x\}\er converge a x respecto a T si para cada V € N existe \g € A

tal que x, € V para cada A > Aq.

Esta condicién se expresa habitualmente diciendo que una red converge a un punto si

‘ . . ey T . T
estd finalmente en cualquier entorno de dicho punto, y se escribira xy — x 6 D — .

Observacién 5.1.1. Nétese que z) — x si y s6lo si para cada V € N existe g € A tal

que Ty, (z,) C V.

Ejemplo 5.1.2. 1. Si B, es una base de entornos de = en (X,7T), (B, <) es un
conjunto dirigido, siendo < la relacién del ejemplo anterior. Entonces la aplicaciéon
D : (B;,<) — X que a cada B € B, le asocia un punto xp € B, es una red
y D Ty % En efecto, si V € N, sea B € B, tal que x € B, C V. Entonces, si
B, < B, B, C B,, y por tanto, D(B.,) = x5 € V.

2. Sea A ={q€Q: g <0} con el orden habitual y D : A — R la inclusién candnica.

Te
Entonces x, — 0.

Se puede generalizar el concepto de subsucesion de una sucesion para una red de la

siguiente forma.

Definicién 5.1.5. Si A es un conjunto dirigido, un subconjunto A’ C A se llama cofinal

si para cada A € A existe un elemento X € A’ tal que A < \.

Definicion 5.1.6. Sean D : A — X y D’ : A’ — X redes en X. Se dice que D’ es una
subred de D si existe una funciéon f: A’ — A de forma que,
1. f es mondtona,es decir, si a < 3, entonces f(a) < f(5).

2. f es cofinal, es decir, f(A’) es un subconjunto cofinal de A.
3. N(a) = A(f(a)).
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La subred D' se denotara por {x sy fiear-
Ejemplo 5.1.3. 1. Sea {z,,} C R una sucesién. La aplicaciéon f : N — N dada por

n sin <10
10 sin > 10

f(n) =

es mondtona, pero no cofinal.

Por otra parte, g : N — N dada por

n sin es par
g(n) = ' ,
2 sin esimpar

es cofinal pero no mondétona.

Por tanto, ni {z ¢(n) }nen 0i {Zg(n) }nen son subredes de {z,,}.

2. Sea {Zy}neny C R una sucesién y f : [1,00) — N dada por f(t) = [t]. Entonces

{Z ) }reo,00) €5 una subred de {x,},en que no es subsucesion.
Veamos que si una red converge a un punto, todas sus subredes convergen a él.

Proposicién 5.1.1. Si{xz)}ren T y{zrony frea es una subred, entoces {x oy faen N

x.

Demostracion. Si V € N, por hipétesis existe \g € A tal que x) € V si A > \g. Por
ser f(A’) cofinal en A, existe A\ € A’ con f(A\;) > Ao, y por ser f mondtona, si X' > X

entonces f(\) > f(Ay) > Ao. Por tanto, froy € V, y se tiene el resultado. O

Definicién 5.1.7. Si (X, T) es un espacio topoldgico, z € X se llama punto adherente
a una red {x)}xea si para cada V € N y cada A € A existe p € A tal que u > Ay
z, €V.
El conjunto de puntos adherentes a {z)}rea se denotard por Ad({xx}rea)-
Proposicién 5.1.2. Ad({z)}ren) = ) Tu(zy)
HEA

Demostracion. Si & € Ad({xx}rena) dados p € Ay V € N existe v > p tal que

z, € V. Por tanto, = € T,(z,).

Reciprocamente, si x € T),(z) para todo u € A, dados V € N y u e A, VNT,(zy) # 0,
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luego existe v > p con x, € V. Por tanto, x es adherente a {x)}xca. [

El siguiente resultado generaliza para redes una propiedad de las subsucesiones de
una sucesién en un espacio métrico, que dice que un punto x es de acumulacion de una

sucesion x, si z, admite una subsucesion convergente a x.

Proposicién 5.1.3. Si (X, T) es un espacio topologico, {(x)ren} C X una red, y x € X,

son equivalentes:

a) x € Ad({zr}ren)-
b) Eziste una subred {(x) ) }xen que converge a x.

Demostracion. a) = b) Consideremos en el conjunto
N={\V);  XeA, VeN] yx,ecV}

la siguiente relacién de preorden: (A, V) < (u, W) si A < puy W C V. Entonces (A, <) es
dirigido, pues si (A, V) y (u, W) € A, por hipétesis existe v > A, u tal que x, € VN W',
Por otra parte, f : A’ — A dada por f(A,V) = X es creciente y sobreyectiva, asi
que {zrv)Favyea es una subred de {(x))rea} que converge a z. Pues si V € N y
A € Agexiste p > A tal que z, € V, luego (u, V) € A'. Por tanto, si (v,IW) € A’ con
(V)< (W, W), 250wy =2, €W CV.

b) = a) Supongamos que {(z) ) }rea s una subred de {(xy)xea} que converge a x,
ysean A € Ay V € N Por hipétesis, existe \j € A’ tal que z;v) € V si f(N) > F(N).
Pero por ser f(A’) cofinal, existe py € A’ tal que f(uy) > A Como A es dirigido, existe
vy > Ny, 1o, asi que por ser f mondtona f(v)) > f(N)) v f(v) > f(uy) > A. Por tanto,
f(vg) verifica las dos propiedades buscadas: por un lado, f(v) > A, y por otro, z s € V/,
va que f() > F(\) O

A continuacién, se comprobara cémo mediante la nocion de red se pueden extender a
un espacio topologico cualquiera las caracterizaciones de ciertas propiedades topoldgicas

que se obtuvieron en los espacio métricos mediante la convergencia de sucesiones.

Proposicién 5.1.4. Si (X,7T) es un espacio topoldgico, y A C X son equivalentes:
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a) v € A.
b) Eziste una red {(x))}ren C A tal que {z\}rea T q.

Demostracion. a) = b) Sea (A, <) el conjunto dirigido del Ejemplo 5.1.1. Es decir,
A=N yV<WsiWCV.Size A dadoV € NJ existe 2y € AN V. Tomando
D : (A, <) — X como D(V) = zy, se obtiene una red que converge z. En efecto, dado

WeN sea\y=W.SiAx=V>W, VCW,asfquezy=ay €V CW.

b) = a) Sea {())rea} una red en A tal que {x\}rer — 7, y supongamos que x ¢ A.
Entonces, existiria V € N abierto tal que V C X — A, y la red no estarfa finalmente en
V. OJ

La propiedad de Hausdorff puede también caracterizarse mediante convergencia de

redes, pues se tiene,

Proposicién 5.1.5. Si (X,7T) es un espacio topoldgico, son equivalentes:
a) (X, T) esT.
b) Toda red convergente en X tiene un tunico punto limite.

Demostracion. a) = b) Supongamos que {(x,)}rea converge a z e y, con x # y. Como
X es Ty, existen Ve NJ y W € /\/;JT disjuntos, y pu,v € A tales que )y € VsiA> puy

xy € Wsi A >wv. Tomando o > p, v, se tendria que z) € VW si A > a.

b) = a) Si X no es T, existen z,y € X con x # y, tales que para todo par
(V,W) € N x N se tendria que VAW # 0. Pero N7 x N es un conjunto dirigido para
la relacién (V, W) < (V!,W') si V! C V y W' C V. Entonces, tomando zqyy) € VNW

se obtendria una red convergente a = e y. U

Para una aplicacién f : (X,7) — (Y, 7T’) la continuidad en un punto queda caracterizada
por convergencia de redes, de forma analoga a como se hizo para las aplicaciones entre

espacios métricos:

Proposicién 5.1.6. Para una aplicacion f: (X, T) — (Y, T'), son equivalentes:
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a) f es continua en x.
. T T
b) Si{xr}ren — x, entonces {f(x\)}rea — f(2).

Demostracion. a) = b) Supongamos que {(z)}rea LxyseaWe ./\/';E;) Por ser f
continua en z, V = f~Y (W) € N/, asi que {(z))}rea estd finalmente en V. Por tanto,
{f(x)}ren estéd finalmente en W.

b) =a) SiW € J\/’JT(;) y f7Y W) & NJ, para cada O € T conz € O, O ¢ f~HW),
es decir, existe xg € O — f~1(W). Como T, = {O € T; z € O} es un conjunto dirigido
respecto al orden del Ejemplo 5.1.1, A : 7, — X dada por A(O) = ¢ es una red que

converge a . Sin embargo, {f(xo)}oer, = f(z). O

Igual que se hizo para las sucesiones en un producto de espacios, se demuestra el

siguiente resultado:

Proposiciéon 5.1.7. Si {(X;, T)) }ier es una familia de espacios topoldgicos, una red

{(xA)}ren converge a x € [[X; en T, si y solo si {(pi(xx))}ren converge a p;(z), para
cada 1 € 1.

5.2. Filtros

Definicién 5.2.1. Dado un conjunto X, un filtro F en X es una coleccién de subconjuntos
no vacios de X tal que:

LF#0y0¢gF.

2. 51 Fi, F5 € F entonces F1 N Fy € F.

3.51 F e FyF CG entonces G € F.

Se denotara por Fil(X) el conjunto de filtros sobre X.

Ejemplo 5.2.1. 1. Si A € P(X) — 0, entonces la familia [A] = {F C X; A C F} es
un filtro sobre X llamado filtro principal generado por A. Nétese que si X es finito,

todos los filtros sobre X son de este tipo.

2. SiFeFil(X)y ACX, lafamilia F4 = {G C X; G D FFN A para algin F' € F}

es un filtro llamado filtro inducido por F sobre A.
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3. Dado un espacio topolégico (X, T) y x € X, el conjunto N/ es un filtro sobre X.

4. Dado un conjunto infinito X, la colecciéon Fr = {A C X;X — A es finito} es
también un filtro, llamado filtro de Fréchet o filtro cofinito. En efecto,
a) X € Feor luego Foop # 0. Ademés, 0 € Feop, ya que X — ) = X no es finito.

b) Si Fy, Fy € Feop, entonces X — (F1 N Fy) = (X — F1) U(X — Fy) es finito, pues
si X — F1y X — F, loson luego F1 N Fy € Feos.

c) Sea G C X tal que F' C G para algin F' € F,,;. Entonces X — G C X — F.

Como X — F'es finito, X — G es finito, luego G € F¢.

Definicién 5.2.2. Se dice que un subconjunto B C F es una base del filtro F si para

todo F' € F existe B € B tal que B C F, es decir, si
F ={F C X; existe B€ Bcon B € F}

Definicién 5.2.3. Sean X un conjunto no vacio y B una familia de subconjuntos de X.
Se dice que B es base de filtro sobre X si:

1.B£Oy0¢gnB

2. Si By, By € B, entonces existe By € B tal que B3 C B1 N Bs.

Si B es una base de filtro sobre X,

< B >={F C X; existe B € Bcon B € F}
se llama filtro generado por B

Normalmente los filtros se definen indicando solo algunos de sus elementos y a partir
de estos y utilizando la Propiedad 3 de la definicién de filtro los demas. Es decir, los

elementos del filtro son los superconjuntos de los elementos de una base.

Ejemplo 5.2.2. 1. Sea X un espacio topolégico y # € X. Entonces, si B! es una base

de entornos de x, B es base del filtro N .

2. Sea FeFil(X)yACX.Si FNA¢() para F € F, entonces {FNA; F € F}

es una base del filtro F4.
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3. Si{(xx)}ren es una red en X, la familia de sus colas o secciones {T),(zx)}x uea (ver
Definicién 5.1.3.) es una base de filtro, y el filtro que genera se llama filtro de las

secciones de la red.

Nota 5.2.1. Sean X e Y conjuntos, y f : X — Y una aplicacién. Entonces, si F €
Fil(X), f(F) ={f(F); F € F} no es un filtro en general. Por ejemplo, cuando f no es

sobreyectiva. Ahora bien, se tiene el siguiente resultado:
Proposicién 5.2.1. f(F) es base de filtro.
Demostracion. Si f(Fy), f(Fy) € f(F), f(FANFy) € f(F)y f(FiNFy) C f(F)Nf(F).
O

Observacién 5.2.1. Si F € Fil(Y), f~Y(F) ={f"'(F); F € F} no es base de filtro en

general, pues puede ocurrir que exista F' € F con f~1(F) = ).
La relacién ”"ser més fino que” es una relacion de orden parcial en Fil(X).

Ejemplo 5.2.3. SiAC X yx € A, [A] < [z].

5.3. Convergencia de Filtros

El concepto de convergencia en términos de filtros fue introducido por primera vez
por Henri Cartan y més tarde desarrollado por Bourbaki (1940). Si (X, 7)) es un espacio
topolodgico, se definird punto limite y punto de acumulacién de un filtro y de esta forma
podremos caracterizar mediante filtros conceptos topolégicos como la clausura y la compa-

cidad, como ocurre en los espacios métricos con las sucesiones.

Definicién 5.3.1. Sea F un filtro en un espacio topolégico (X,7T). Se dice que F
converge a x, y lo denotamos por F N x, st NJ C F.

Si B es base de filtro, se dice que B Ty v s para cada V € N existe B € B tal que
B C V. Por tanto, B L z si N7 C (B).

Ejemplo 5.3.1. 1. En cualquier espacio topolégico (X, T), N.J 7 z,y [x] = .

2. En (X, Tas) [x] es el tnico filtro que converge a z.
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3. En un espacio topolégico (X, T), F = {X} — z siy s6lo si N}/ = {X}.

Definicién 5.3.2. Si (X, 7T) es un espacio topolégico y F € Fil(X) se dice que x es un
punto adherente a F si VN F # () para todo V € N y todo F € F.
Es decir, = es un punto adherente a F si y sdlo si x € (\{F; F € F}.

El conjunto de puntos adherentes a F se denotara por Ad(F).
Cuando B es una base de filtro, se dice que z es adherente a B si BNV # (), para todo
B € BytodoV € N. Es decir, z es adherente a B si x € Ad((B)).

Ejemplo 5.3.2. Consideremos ([0, 1],7), donde 7 = {0,[0,1],[0,1)}. Si F = {[0, 1]},
entonces F L 1, pero Ad(F) = [0, 1].

Proposicién 5.3.1. 1. $iF Lz, z € Ad(F).
2. SiF L yF =G, entoncesggx.
Demostracion.
1. Si]—"lnc, entonces NJ C F,asi quesiVeN] yFeF, VNF#{.
2. Si NJ C F, entonces N C G. O

Proposicién 5.3.2. Sea (X, T) un espacio topoldgico, F € Fil(X). Entonces v € Ad(F)
si y solo si existe G € Fil(X) mds fino que F tal que G — x.

Demostracion. Si x € Ad(F), entonces B={VNF; Ve N] y F € F} es base de
filtro en X, pues VN F # () ya que x € Ad(F). Ademds si By = Vi NFy y By = Vo N Fy
son conjuntos de B, entonces By = By N By € F. Tomando G = (B) se tiene el resultado,
pues G es més fino que F y que N .

Reciprocamente, si existe G € Fil(X) tal que F C Gy N/ C G, entonces F NV # (), si
F e FyVeN]. Portanto, z € Ad(F). O

A continuacién, se comprueba cémo la clausura de un conjunto, la propiedad de

Hausdorff o la continuidad de una funcién en un punto, pueden caracterizarse en términos

de la convergencia de filtros.

Proposicién 5.3.3. Si (X,7T) es un espacio topoldgico y A C X, son equivalentes:
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a) v € A.
b) Eziste F € Fil(X) tal que A€ F yF L

Demostracién. a) = b) Siz € A, VNA#Dparacada Ve N, yB={VNA4 Ve
N} es base de filtro en X. Si F = (B), entonces A € F y NJ C F.

b) = a) SiN] C FyAcF, entonces VN A#QD para cada V € N, asi que = € A.
U

Proposicién 5.3.4. (X, T) es un espacio Ty si y solo si todo filtro en X tiene un punto

limite como mdximo.

Demostracion. Si (X, T) es Ty y existe F € Fil(X) que converge a z, y € X con x # y,
existirfan V € N y W € N disjuntos. Pero por hipétesis, U,V € F, y F no serfa filtro.
Reciprocamente, supongamos que (X, 7) no es Ty. Entonces, existirian z,y € X con z # y
yVNW #0, paracada Ve N yWeN].SiB={VnW; VeN yWeN]},
entonces B es base de filtro, y se tendrd que (B) converge a x e y, pues es mas fino que

T T
NSy N/ O
Proposicién 5.3.5. Dada una aplicacion f : (X, T) — (Y,T’), son equivalentes:
a) [ es continua en x.
T T
b) Si F — x, entonces (f(F)) — f(z).

Demostracion. a) = b) Si W € N7 existe V€ NJ tal que f(V) C W, por ser

f continua en z. Como V € F ya que F — z, se tiene que W € (f(F)), asi que
Nl S (F(F)).

b) = a) Si F = N, entonces F T, 2, luego por hipétesis se tiene que (f(F)) T, f(x).
Por tanto, N%C) C (f(F)). Asi pues, si W € Nﬁ;), existe f(V) C W con V € N, por lo
que f es continua en x. 0]

En cuanto a la convergencia de los filtros en una topologia producto, se tiene un

resultado analogo al obtenido para las redes.
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Proposicién 5.3.6. Si {(X;,7;) }ier es una familia de espacios topolégicos. F Ty v si Y

solo si p;(F) UN pi(x) para cada i € 1.

Demostracién. Si F = x, como p; es continua en x para cada ¢ € I, se tiene que
pi(F) KR pi(x).
Reciprocamente, supongamos que p;(F) UN pi(z), y sea V = rn]pi_kl(Uk) un entorno
basico de x en T, siendo U}, € /\fpik (x;,). Entonces, Uy € p;, (F) pka:r; k=1,...,n, porlo

que existe Fy € F con p;, (Fy) C Uy. Como () Fr C pi_kl(Uk) =V,V € F,y por tanto
k=1 k=1

FLy O

5.4. Ultrafiltros

En esta seccidn se estudiaran los elementos maximales de la relacion de orden definida

en Fil(X), que son llamados ultrafiltros.

Definicién 5.4.1. Dado un conjunto X, un ultrafiltro &/ en X es un elemento maximal

de (Fil(X), <), es decir, un filtro tal que no existe ningin filtro en X més fino que Y.

Por tanto, U € Fil(X) es un ultraflitro sobre X si para todo F € Fil(X) tal que
U C F, se tiene F =U.

Ejemplo 5.4.1. 1. Sea X un conjunto. Si x € X, entonces [z]| es un ultrafiltro. En
efecto, sea G un filtro sobre X tal que [x] C G. Entonces para cada G € G, GN{x} #
0, luego = € G para cada G € G, es decir, G € [z]. Por tanto, G = [x].

2. Sean X conjunto y A C X, con méas de un punto. Entonces, [A] no es un ultrafiltro,

pues si x € A, [A] C [z]. Pero [z] ¢ [A], pues {z} € [z] pero {z} & [A].

Los ultrafiltros son de gran interés en Topologia, pues gracias a estos podemos expresar
de una forma muy sencilla ciertas propiedades topoldgicas basadas en nociones de convergen-
cia. Sin embargo, aparte de los puntuales, es decir, los del tipo [z], no se conoce ningin otro
ejemplo de ultrafiltro definido explicitamente, y para asegurar su existencia es necesario
usar el Lema de Zorn, que es un principio de Teoria de Conjuntos equivalente al Axioma

de Eleccion.
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Recordemos que si (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado y A C X, una cota
superior de A es un elemento a € X tal que = < a para todo x € A, y que A se llama

cadena si (A, <) estd totalmente ordenado. Se tiene,

Lema 5.4.1. (Lema de Zorn) Si toda cadena en (X, <) tiene una cota superior, entonces
(X, <) admite al menos un elemento mazimal. Es decir, existe x € X tal que y < x para

todo y € X.
Proposiciéon 5.4.1. Dado F € Fil(X) en X, existe un ultrafiltro Ur en X tal que F CU.

Demostracion. Sea M = {G € Fil(X); F C G} con la relacién de orden parcial
G1 = Gs si G1 C Go. Dada una cadena {G;};e;r C M, U = U{G;; G; € M} es un filtro més
fino que F y es una cota superior de la cadena. Por el Lema de Zorn, la cadena tiene un
elemento maximal que es un ultrafiltro que contiene a F. 0

Veamos que para un ultrafiltro los puntos adherentes son puntos limites.
Proposicién 5.4.2. SiU es un ultrafiltro, U — = si y solo si x € Ad(U).

Demostracion. Por la Proposicion 5.3.1, sild — x entonces € Ad(U). Reciprocamente,
si x € Ad(U), por la Proposicién 5.3.2, existe G > U tal que G — x. Pero por ser U
ultrafiltro, ha de ser G = U. O

Proposicién 5.4.3. Un filtro U en X es un ultrafiltro si y solo si AcUd o X —Aecl
para todo A C X

Demostracion. Sea U un filtro en X tal que A € Y 0o X — A € U para todo A C X.
Si U esta contenido estrictamente en un filtro V, entonces existe V € V tal que V ¢ U.
Por hipétesis X —V € U, y por tanto X — V € V, pero entonces (X — V)NV =0y V
no seria filtro. Reciprocamente, si ¢ es un ultrafiltro y A C X, supongamos que A ¢ U.
Entonces, existe U € U tal que U N A = (), pues en caso contrario B =U U {A} serfa una
base de diltro, y U < (B). Por tanto, se tendria que U C X — A, con lo que X — A € U.

O

Proposicion 5.4.4. Si f : X — Y es una aplicacion y U es un ultrafiltro en X, entonces

(fU)) es un ultrafiltro en'Y .
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Demostracién. Si A CY y B = f~1(A), por la proposicién anterior B € U 6 X —
B € U. Si B € U, entonces f(B) = A € f(U). Anédlogamente, si X — B € U, como
fX—=B)CcY—-Ay f(X—-B)e fU),Y —-AecFU). O

Corolario 5.4.1. Si U es un ultrafiltro en [ X;, entonces para cada i € I, (p;(U)) es un
i€l
ultrafiltro en X;.

5.5. Relacién entre Filtros y Redes

Hemos visto dos nociones de convergencia en un espacio topoldgico, la de filtro y la de
red. Ahora veremos que son equivalentes una de la otra. Para ello indicaremos una forma

de asociar un filtro a partir de una red y viceversa.

Definicién 5.5.1. Si {z)}rea es una red en X, el filtro de las secciones de la red, es
decir,el filtro que tiene como base la familia {7},(z)} uea se llama filtro generado por
{zx}r € A"y se denotard por F,,).

Si F € Fil(X), el conjunto Ar = {(z,F); x € F € F} es dirigido respecto a la relacién
(y,F1) < (2,F3) si y sélo si Fy C Fj. Por tanto, la aplicaciéon D : Ar — X dada
por D((y,F)) = y es una red en X llamada la red basada en F y denotada por

{(@) .7 . Frens-

Las convergencias de filtros y redes son equivalente en el siguiente sentido:
Proposicién 5.5.1. Si (X,T) es un espacio topoldgico, se tiene

1. F Ly s1 y solo si:c;lw.

2. {(zx) }ren Ly 2 siy sdlo si Flay) — T.

Demostracion. 1) Si F — t, y V. € NJ, V € F. Por tanto, (t,V) € Az, y si
(t,V) < (2,F), con F € F, se tiene que z(. py = 2 € F C V. Es decir, la red basada en
F converge a t.

Reciprocamente, si {z(, )}y mear Ty t, dado V € N/ existe (yo, Fo) € Ar tal que si
(v, F') > (o, Fv) entonces x(,py =y € V. Como (x, Fy) > (yo, F), para todo z € I,
Ty = 2 € V. Es decir, Fy CV, luego V € F.
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2) Si {zr}ren N y V € N, existe \g € A tal que zy € V si A > \g. Es decir,
Ty (x)) CV, luego V € Fiy,).
Reciprocamente, si F(,,) =1, V € F)siV € NT. Luego por definicién de F(zy) existe

una seccién de la red Ty, (xy) C V. O
Resulta asi que si una propiedad topoldgica se caracteriza por convergencia de redes,

también puede hacerse por convergencia de filtros, y el usar una u otra depende de las

dificultades técnicas de la demostracion.
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Capitulo 6

Espacios 1° numerables

Definicién 6.0.1. Un espacio topoldgico (X,7T) se llama primero numerable (1°N)
si para cada x € X existe una base de entornos B, numerable.
Los espacios topoldgicos que cumplen esta condicion tiene propiedades importantes respecto

la convergencia de sus sucesiones.

Ejemplo 6.0.1. 1. Todo espacio (pseudo)-métrico es 1°N, pues {Bq (z; ~) |n € N}es

una base de entornos numerable de cualquier punto x.

2. Si (X,T) es 2°N entonces es 1°N, pues si B = {B,,} es una base numerable de T,
para cada x € X, B, = {B,;r € B,} es una base de entornos de z.
El reciproco no es cierto, pues la recta de Sorgenfrey, es decir, R con la topologia
generada por la familia {[a,b);a,b € R} es 1°N (para cada z € R basta considerar
la familia {[z,z 4+ 1/n);n € N}), pero no es 2°N.

3. (R, 7Tey) no es 1°N. Para demostrarlo consideremos una sucesién cualquiera de
entornos {V,,},en de un punto z € R en dicha topologia. R — V,, es un conjunto
finito para todo n € N, luego existe y € (| V,, = R—{J (R — V,)} diferente de
x. Pero V =R\ {y} es un entorno de x (ﬁg no contiene g?rl\llgﬁn V., v, por lo tanto,

{Vi}nen no seria base de entornos de z.

Concluimos que (R, 7;,f) no es seudometrizable.
4. Siguiendo un razonamiento andlogo, se prueba que (R, 7.,,) no es 1°N.

Observacién 6.0.1. Obsérvese que (X, Teor) es 1°N siy sélo si X es numerable.
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Proposicién 6.0.1. Si (X,7T) es 1°N cada x € X admite una base de entornos V =

{Vi}nen decreciente.

Demostracion. Si B, = {Up}nen es una base de entornos numerable entonces si

tomamos V} = Uy y V,, =U;N---NU,_1 con n > 2, se tiene que B, = {V,,}en. O
Proposicién 6.0.2. Si (X,T) es I°N y A C X, entonces (A, T/a) es también I°N.

Demostracion. Basta tener en cuenta que si x € Ay B, = {V,,}nen es una base de

entornos de z respecto a T, B = {V,, N A},ca es una base de entornos de z en Ta- O

Proposicién 6.0.3. Si (X,7T) es 1°N y A C X entonces x € A si y sdlo si existe

{z,} C A tal que x, T q.

Demostracion. Si x € A, sea B, = {V, }nen una base de entornos de x decreciente.
Entonces, V;, N A # (), para todo n € N. Si se toma z, € V,, N A, {x,} Ty 2. En efecto,
si N E./\/;Z—, sea V,, € B, tal que V,,, C N. Sin > ng, como V,, CV,,, C N, z, € N. El

reciproco es cierto en cualquier espacio topoldgico. 0

Proposicién 6.0.4. Si (X, T) es 1°N y A C X entonces A es cerrado si y sdlo si A es

s-cerrado.

Demostracion. Veamos que si A es s-cerrado, A es cerrado. Si x € A, por la proposicién

anterior, x € lim A, y por hipétesis lim C A. Por tanto, A C A.. O

Proposicién 6.0.5. Si (X,7) es I°N y x € Ad({z,}), existe una subsucesion {x,,} de

{z,} que converge a z.

Demostracion. Si x € Ad({z,}) y {Va}nen es una base de entornos decrecientes de z,
existe n; > 1 tal que z,, € V;. Andlogamente, existe ny > n; tal que z,, € V5. De este
modo, se obtiene una subsucesion {z,, } de {z,} tal que z,, € Vi. Veamos que z,, — =.
En efecto, si N € N/ existe m € N tal que # € V,, C N. Pero, por la construccién de la
sucesion, si ng > m, se tiene que z,, € V,, C N. U

En el siguiente ejemplo se define el espacio de Arens(véase [14], p.54), que es un espacio
numerable y T5 que no es 1°/N, y por tanto no metrizable, y se prueba que no se verifica

la proposicién anterior.
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Ejemplo 6.0.2. El espacio de Arens.
Sobre X = {(0,0)} UN x N se considera la siguiente topologia 7
G € T siysélosi (0,0) € G, o bien, si (0,0) € G entonces existe m € N tal que, para
cualquier n > m, ({n} x N) — A es finito.
Es decir, todos los puntos de N x N son abiertos de 7T, y los abiertos que contienen al
(0,0) contienen casi todos los puntos de casi todas las columnas de N x N. Por tanto,
en (X,7) ninguna sucesién puede converger a un punto de N x N, salvo que sea casi
constante igual a dicho punto, y aunque (0,0) € N x N ninguna sucesién puede converger
a (0,0). En efecto, dada {x,} C X puede ocurrir que, o bien exista una columna {m} x N
en X que contenga infinitos puntos de la sucesiéon o que en toda columna solo haya un
numero finito de términos de {x,}. Si se da el primer caso, A = {(0,0)} U (X — {m} x N)
serfa un abierto que deja fuera infinitos términos de {x,}, y por tanto (0,0) & lim x,. En
el segundo caso, A = {(0,0)} U (X — {z,}) serfa un abierto de 7 que no corta a {z, }nen.
De la Proposicién 6.0.3 se deduce que (X,7) no es 1°N
Veamos que existe una sucesién {z,} C X tal que (0,0) € Ad({z,}). Se tendra asi un
ejemplo de un punto adherente a una sucesion al que no converge ninguna subsucesion de
esta. La definicién de z,, es la misma que la usada en la demostracion de la numerabilidad
de Q: se toma n € N, y se van colocando los pares (i,7) € N x N tales que i + 7 = n.
En cada grupo de pares que satisfacen dicha condicién se considera el orden lexicografico
inverso, y se obtiene la sucesiéon
{(1,1),(2,1),(1,2),(3,1),(2,2),(1,3),(4,1),...,(1,4),...,(n,1),(n—1,2),...,(1,n),... }
Obsérvese que para todo m € N los puntos {m} x N son términos de la sucesién. Por
tanto, si A € J\/(EO) ym € N, sea g > m tal que A—({q} xN) es finito si ¢ > m: se tiene que

casi todos los puntos de la sucesién cuya abscisa es g estan en A, luego (0,0) € Ad({z,}).

Proposicién 6.0.6. Si (X, T) es 1°N y f: (X, T) = (Y, T') es sobreyectiva, continua y
abierta, entonces (Y,T") es 1°N.

Demostracion. Dado y € Y, sea x € X tal que f(z) = y. Como (X, T) es 1°N, sea
B, = {V},en una base de entornos numerable de z. Por ser f abierta, f(V)') es un
entorno abierto de y. Veamos que {f (V") }nen es una base de entornos de y. En efecto,
si N € /\/'yT/, por ser f continua en x, f~1(N) € N/, luego existe V" € B, tal que
vV C f~Y(N). Por tanto, f(V") C f(f~Y(N)) = N. O

95



Corolario 6.0.1. La propiedad "ser 1°N” es topolégica.

Nota 6.0.1. En el Capitulo 7, en el Ejemplo 7.0.2, se comprueba que un cociente de un

espacio 1°N no es, en general, 1°/N.

Proposicién 6.0.7. Si (X,7) es 1°N, son equivalentes:
a) (X,T) es de Hausdorff.

b) Para toda sucesion {x,} C X, |lim{z,}| < 1.

Demostracion. a) = b) Se da para todo espacio topoldgico.
b) = a) Supongamos que z,y € X son dos puntos distintos tales que todo entorno de
x corta a todo entorno de y. Si B, = {Up}nen, By = {Vi}nen son bases de entornos
numerables decrecientes de x e y respectivamente, entonces U, NV, # () para todo n € N

Tomando z,, € U, NV, se obtiene una sucesiéon que converge a x e y. 0

Ejemplo 6.0.3. El resultado anterior no es cierto en general si (X,7) no es 1°N, pues
en (R, 7Teon) se cumple b), ya que las inicas sucesiones convergentes son las casi constantes

pero no es 7Ts.

A continuacién, se prueba que aunque el producto infinito de espacios 1°N no es en
general 1°/N, si lo es en el caso de un producto numerable.
Proposicién 6.0.8. Si {X;, T;}icr es una familia de espacios topoldgicos y X = [] X,
iel
X es 1°N si y sdlo si para cada i € I (X;,7T;) es 1°N, y existe J C I numerable tal que

T; es la topologia indiscreta para todo i € I — J.

Demostracion. Si X es 1°N, por ser p; : X — X; sobreyectiva, continua y abierta,
X; también lo es, por la Proposicién 6.0.6. Por otra parte, si z = (z;);e; € X, sea
B, = {V"},en una base de entornos numerable de x. Podemos suponer que cada V"
es un abierto basico de la topologia producto sobre X, es decir, que para cada n € N,
Vr =[] V", donde V;* = X; para todo i € I — J,, siendo J, C I un conjunto finito.
Veamozsgque 7; es la topologia indiscreta, para todo ¢ € I — J, siendo J el conjunto
numerable J = |J J,. Si no fuese asi, existiria j € I —J y G; € Tj con z; € G, y

nel

G; & X;. Entonces, v € G = pj_l(Gj), y por tanto existe V" € B, tal que V" C G. Como
J & Jn, se tendria que X; = V* = p;(V") C p;(G) = Gy, lo que es una contradiccion.
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Reciprocamente, supongamos que cada X; es 1°N y 7; la topologia indiscreta para todo
i € I —J,con J numerable. Si x = (z;) € X, sea B;(z;) una base de entornos numerable
de z;, para cada j € J. Como J es numerable, F = {F' C J; F es finito} también lo es.
Para cada F' € F, sea
Br ={][YYi = Xi sii ¢ F e Y € Bj(x;) para cada j € F} = {[ ] p; ()}
iel JEF

Como Bj(x;) es numerable y F' es finito, Bp es numerable, pues sus elementos quedan
determinados escogiendo un numero finito de conjuntos en la unién disjunta |J Bj(z;).
Ademés, cada conjunto de Br es abierto en X. Veamos que B, = |J{Br; F ]66{7:}, que
es numerable por ser uniéon numerable de conjuntos numerables, es base de entornos de
x € X. En efecto, si V=[] V; es un abierto bésico de la topologia producto con x € V|
V; = X, para cada i € J, f)iles 7; es la topologia indiscreta. El conjunto F' = {j € I}V, #
X} es finito, y para cada j € F existe U; € Bj(x;) tal que U; C Vj. Seald = [] U;, donde
Uj = X;sijel—F. Entonces, U € Bp, y por tanto, U € B,. Como U Zél V', queda

probado que B, es base de entornos de . 0
Corolario 6.0.2. X = [0,1]%" no es 1°N, y por tanto, no es metrizable.

Para finalizar este Capitulo, se prueba que, al igual que en los espacios métricos, las

funciones continuas sobre los espacios 1°/N son aquellos que conservan las convergencias.

Proposicién 6.0.9. Si (X,7T) es 1°N, dada [ : (X, T) — (Y, T"), son equivalentes:
a) f es continua en x.

b) Six € limux,, entonces f(x) € lim f(x,)

Demostracion. a) = b) Se cumple en cualquier espacio topolégico.

b) = a) Veamos que si N € N;E;) entonces f~1(N) € NJ. En caso contrario si {V,,}
es una base de entornos decreciente de z, se tendrfa que para cadan > 1 {V, } € f~1(N).

Por tanto, dado n > 1 existiria z,, € V}, con f(x,) ¢ N. Pero {x,} es una sucesién que

converge a z, y sin embargo f(z) & lim f(xz,). O

o7



o8



Capitulo 7

Espacios secuenciales

Definicién 7.0.1. (X, 7)) se llama espacio secuencial o s-espacio si todo subconjunto

A C X s-cerrado es cerrado.
Ejemplo 7.0.1. 1. Por la Proposicion 6.0.4, todo espacio 1°N es s-espacio.
2. (R, Tcon) no es s-espacio, pues A = [0, 1] es s-cerrado, pero no es cerrado.

3. El espacio de Arens (Ejemplo 6.0.2.) no es s-espacio, pues N x N es s-cerrado pero

no cerrado.

Proposicién 7.0.1. Si (X, T) es un s-espacio y f : (X, T) — (Y, T') es una aplicacion

cociente, (Y, T") es s-espacio.

Demostracion. Si B C'Y es s-cerrado, veamos que f~(B) es cerrado en X. Si {x,} €
f~YB) y x € lim{x,} entonces f(z,) € By por ser f continua en z, f(z) € limf(z,).
Por ser B s-cerrado, f(z) € B, luego x € f~(B). Por tanto, f~!(B) es s-cerrado, asi que

es cerrado por ser (X,7) un s-espacio. O

Ejemplo 7.0.2. R/N es un s-espacio que no es 1°N.

Sea p : R — R/N la proyeccién canénica. Supongamos que V = {V,,}en es una base
de entornos numerable de [N]. Entonces como V;, es abierto, p~'(V},,) C R es abierto para
todon > 1,y N C p~!(V},). Por tanto, dado n € N existe €, > 0 tal que (n —e€,,n+¢,) C
V. Sid, = €,/2,0 = Jp(n—>6,,n+4,) es abierto en R/N, pues p~(0) = J(n—0,,n+0,)

lo es, y sin embargo, no existe n € N tal que V,, C O.
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Que R/N es un espacio secuencial es consecuencia de la proposicién anterior, ya que por

ser N-cerrado en R, p es cerrado, y por tanto, cociente.

Definicién 7.0.2. Si (X, 7T) es un espacio topolégico, A C X se llama secuencialmente
abierto o s-abierto si para cada sucesién {z,,} C X tal que limx,NA # (), existe ng € N
tal que z,, € A sin > ny.

Es decir, A es s-abierto si toda sucesion que converja a un punto de A esta casi toda ella

contenida en A.
Ejemplo 7.0.3. 1. En todo espacio topoldgico (X, T), si A € T, A es un s-abierto.

2. En (R, Tcon), A = [0,1] no es abierto, pero si es s-abierto, pues siz € Ay X, N x,

x, es casi constante igual a x, y por tanto, estd casi toda contenida en A.
Proposicién 7.0.2. A es s-cerrado en (X,T) siy sélo si C = X — A es s-abierto.

Demostracion. Sea A un conjunto s-cerrado, {x,} una sucesion, y x € C' Nlimx,. Si
infinitos términos de {x, }nen estuvieran en A, se tendria una sucesién {x,,, } convergiendo
a x, asi que, por ser A s-cerrado = € A. Por tanto, {z, },en estd casi toda en C.
Reciprocamente, supongamos que C' = X — A es s-abierto,{z,} C Ay z € limx,. Si

x € C, entonces casi toda la sucesion estaria en C. 0
Corolario 7.0.1. (X, 7) es un s-espacio si y sélo si todo conjunto s-abierto es abierto.

Demostracion. Si (X,7T) es un s-espacio y A C X es s-abierto, entonces por la
Proposicién anterior X — A es s-cerrado, asi que X — A es cerrado, y por tanto A € T.
Reciprocamente, si A C X es un conjunto s-cerrado, entonces X — A es s-abierto, luego

X — A e T, ypor tanto A seria cerrado. O

Proposicién 7.0.3. Sea (X,T) un espacio topoldgico. La familia T, = {0} U {A C

X; A es s — abierto} es una topologia sobre X .

Demostracion. Veamos que si A, B € T, entonces AN B € T,. Sea pues {x,} una
sucesién con x € (AN B) N limx,. Por hipdtesis, existen ng,nj € N tal que z,, € A si
n>mnyy x, € B. Sin > ny. Tomando nj = max{ng,ny}, se tiene que =, € AN B si

"
n = ng.
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Por otra parte, si { A; }ies es una familia de conjuntos s-abiertos, supongamos que {x;, }neny C
X yaxe (U A)Nlim z,. Entonces, existe iy € I tal que x € A;,, y por ser A;, s-abierto,
i€l
{Zn}nen estd casi toda en A, , asi que estd casi toda en |J A;. O
i€l
Nota 7.0.1. Obsérvese que si (X,7T) es un espacio topologico, en general T es més fina

que Ts. Es decir, id : (X, T) — (X, 7T;) es continua, y se tiene:
Corolario 7.0.2. (X,7T) es un s-espacio si y sélo si T = Tj

Veamos a continuacion como los s-espacios son la clase de espacios mas amplia en la
que las aplicaciones continuas sobre ellas coinciden con las aplicaciones secuencialmente

continuas, es decir, las que conservan las convergencias.

Proposicién 7.0.4. Si (X,7T) un espacio topolégico, son equivalentes:
a) (X,T) es un s-espacio.
b) Para todo espacio (Y, T'), f: (X, T) — (Y,T") es continua si y sdlo si es secuencial-

mente continua.

Demostracion. a) = b) Hay que probar que si (X,7T) es un s-espacioy f: (X,7T) —
(Y, T") es secuencialmente continua, entonces f es continua. Sino lo fuese, existiria U € T’
tal que f~1(U) & T, es decir, f~1(U) no seria s-abierto. Por tanto, existiria una sucesiéon
{Zn}nen € X — f7H(U) convergente a un punto z € f~1(U). Asi pues, Y — U seria un
cerrado en Y que contendria la sucesiéon f(x,) pero no a f(x), que es punto limite de la
misma.

b) = a) Si (X,7) no es un s-espacio, entonces la topologia 7, de la Proposicién anterior

seria estrictamente mas fina que 7, y por tanto
id: (X, T) = (X,Ts)

no seria continua. Sin embargo, si es secuencialmente continua, pues si z, — zy U € T,

conz €U, U €T, luego {x, }nen estaria casi toda en U. Es decir, NN 0

El siguiente resultado, obtenido en [4], es una caracterizaciéon de los s-espacios muy
util, pues permite obtener con facilidad ejemplos de s-espacios sin necesidad de comprobar

que todos sus subconjuntos s-abiertos(cerrados) son abiertos(cerrados).
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Proposicion 7.0.5. Todo s-espacio X es el cociente de un espacio métrico.

Demostracion. Si {x, }nen s una sucesién en X y x € lim x,, podemos considerar
la sucesién {z] },en donde 2) =z y &), = z,_1, si n > 2. Por tanto, esta definido, y no
es vacio el conjunto C de las sucesiones en X que convergen a su primer término. Sea
Y ={0}u{l/n+1; n € N} C R con la topologia euclidea. Entonces A C Y es abierto
si0Z€Y 60€ AeY — A es finito.Sea

Z= @ (e} xY

{zn}eC

Es decir, Z es el conjunto |J {{x,}} X Y con la topologia formada por los conjuntos
{zn}eC
B C Z tales que para cada {z,} € C, {y € Y; ({z,.},y) € B} es abierto en Y. El espacio

Z se obtiene, pues, tomando una copia de Y por cada elemento {x,} € C, y considerando
sobre la unién disjunta de tales copias la topologia suma definida en 3.4.1. Recordemos
que segun dicha definicién los abiertos de Z son los subconjuntos que al cortarlos con cada
copia de {z,,} x Y dan un abierto de Y etiquetado por la sucesién {x,}, y la Proposicién
3.4.1 garantiza que Z es metrizable.

Sea f: Z — X la aplicacién dada por

f{zn},0) = 2

f({xn}a HLH) =1, sin €N

Esta aplicacién es sobreyectiva, pues dado x € X, si {x,}n,en es la sucesién constante
igual a x, se tiene que f({x,},0) = x. Veamos que f es una aplicacién cociente, es decir,
que A C X es abierto si y sélo si f71(A) C X es abierto. Por ser X un s-espacio,
toda sucesién {z,} que converja a un punto x € A debe estar casi toda en A. Luego si
({z,},0) € f71(A), es decir, si z, — z; € A, f7'(A) contiene casi todos los puntos de
{z,} x Y,y por tanto {y € Y; ({z,},y) € f1(A)} es abierto en Y.

Reciprocamente, si A € T, A no es s-abierto en X, asi que existe una sucesién {z,,} C X —
A que converge a algin punto # € A. Pero entonces {y € Y; ({z,},y) € f~1(A)} = {0}

no es abierto en Y, asf que f~!(A) no es abierto en Z. O

Corolario 7.0.3. (X,7) es un s-espacio si y sélo si es el cociente de un espacio métrico.
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Demostracion. Si (X, 7T) es un s-espacio por la Proposicién anterior, es el cociente de
un espacio métrico. Reciprocamente, si (X, d) es un espacio métrico, (X, d) es 1°N, asi
que por el Ejemplo 7.0.1 (1) es un s-espacio, y teniendo en cuenta la Proposicién 7.0.1,

un cociente de (X, d) también lo es. O

Terminaremos este Capitulo comprobando que a diferencia de la propiedad "ser 1° N7,
la propiedad de ser ” s-espacio” no es hereditaria en general, y que el producto de s-espacios
no siempre es un s-espacio, ni siquiera en el caso de dos factores. Si es cierto, como se vera

a continuacion, que los subespacios abiertos o cerrados de un s-espacio son s-espacios.

Proposicién 7.0.6. Si (X,7T) es un s-espacio y A C X es abierto o cerrado, entonces

(A, Tja) es un s-espacio.

Demostracion. a) Supongamos que (X,7T) es un s-espacio y que A C X es abierto.
Basta comprobar que si U es s-abierto en (A, 74), U es s-abierto en (X, T), pues entonces
U e T,y portanto U € Tja. Si {x,} es una sucesién en X y z, - 2 € U C A, como
A es abierto, existe ng € N tal que z,, € A si n > ngy. Por tanto, podemos suponer que
{z,} C Ay que z, T4, & Pero por ser U s-abierto en A, {x,} estd casi toda en U, y se
tiene el resultado.

b) Veamos que si C' es s-cerrado en (A, 74), entonces C' es cerrado en (X, T). Pero si
{z,} cCyx, N x, por ser A cerrado, x € A. Por tanto, z, C C'y x, M x. Como C'

es s-cerrado en A, x € C. O

Ejemplo 7.0.4. (Ser s-espacio no es una propiedad hereditaria)

Sean L = R — {0}, M = {0} U{l/n;n € N} e Y = (L x {0}) U (M x {1}) con la
topologia euclidea. Si X = {0} U L, sea f : Y — X la primera proyeccién canénica. Si
sobre X se considera la topologia final asociada a f, 7Ty, dicha topologia admite como
base la familia By = 7. U {{0} UU;U € T.}. Por ser un cociente de un espacio métrico,
(X, Ty) es un s-espacio.

Veamos que si A = (X — M) U {0}, (A, T;a) no es un s-espacio. Notese que {0} & Ty, ya
que f71({0}) = {(0,1)} no es abierto en Y. Sin embargo, {0} es un s-abierto en A, ya que
las uinicas sucesiones en A que convergen a 0 son las casi constantes iguales a 0. En efecto,

sea {x,} C A una sucesién que converge a ) pero que contiene una subsucesion de términos
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distintos de 0. Para simplificar las notaciones, podemos suponer que dicha subsucesion

es la propia {x;}. Como z,, # 0, §, = inf{|z, — 1/m|;m € N} > 0 y el conjunto

W ={0}U (U (1/n—06,1/n+6,)) es un entorno abierto de 0 que no contiene ningin
neN

término de {z, }: si existieran m y n tales que x,, € (1/n—0,,1/n—06,), |Tm—1/n| < d,,

pero por definicién de &y, |z, — 1/n| > J,.

Ejemplo 7.0.5. (El producto de dos s-espacios no siempre es un s-espacio)

Sea X = Q x Q/Z con la topologia producto de (Q,7:) y Q/Z. Veamos que X
admite un conjunto W que no es abierto pero si s-abierto. Sea {z,} una sucesién de
irracionales estrictamente decreciente, z,, < 1 y convergente a 0 en (R, 7;). Para cada

n € N, consideramos los siguientes subconjuntos abiertos de R?
- T, es el interior del tridngulo de vértices (x,,n), (1,n+1/2) y (1,n —1/2).

- T! es el interior del tridngulo cuyos vértices son los simétricos de los vértices de T,

respecto del eje OY. Es decir, los puntos (—x,,n), (—1,n+1/2) y (—=1,n —1/2).
- R, es el interior del rombo de vértices (—x,,n), (z,,n),(0,n+1/2) y (0,n —1/2)

SiW, =(T,UR, UT))U{(z,y) € R} |z] > 2.} U{(z,y) e REy <0}, yp: RxR —
R x R/Z es la aplicacién p(z,y) = (z,[y]), sea W = X Np(J W.).

Sim: X = Qym: X — Q/Z son las proyecciones cagnglicas y U y V son entornos
abiertos de 0 en Q y de [0] en Q/Z, 7y *(U) N7y (V) no esté contenido en W, ya que
tomando € > 0 tal que (—¢,¢) x R C 77 *(U), n € N tal que z,, < ¢, e y € (x,,,€) se tiene
que (y,n) € (7 /(U) Nmy (V) — W). Por tanto, (0, [0]) & intW.

Veamos que W es s-abierto en X, es decir, que si y, — y € W, entonces {y,} esta
contenida finalmente en W. Pero si my(y) # [0], converger a y en X es equivalente a hacerlo
en QxQ, y como (QxQ)N(|JW,) es abierto en QxQ, {y,, } esta finalmente en W. Por otra
parte, si m(y) # 0, entonces existe k € Z tal que y = (m(y), k). Por tanto, y € Wj,. Asi
pues, podemos suponer que y = (0, [0]) por lo que z, = m(y,) — [0]. Perosiq: Q — Q/Z
es la aplicacién cociente y U € Njg), V = ¢ Y(U) es un entorno de Z, por lo que, para cada
J € Z, existe ¢; > 0 tal que I; = (j—¢;, j+¢;) C V. Tomando el conjunto {¢; },cz de forma
que I; NI, =0, si j # k, se tiene que el conjunto K = {k € Z;k > 0,q7(2,) N I, # 0}

ha de ser finito, pues si existieran enteros 0 < ky < ko < --- < k,, < --- tales que
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q ' (zn)NI, # 0, consideremos zy, € ¢ 1 (x,)N Iy, v Ok, < |ki—2,|. SIN = J(ki—8k,, ki+0%,)
y N’ es un entorno abierto de Z — K disjunto con N, ¢(N U N’) seria un entorno abierto
de [0] en el que no estarfan infinitos términos de la sucesion {z,}

Sea pues ¢ = max{k;k € K}. Como m(y,) — 0 en Q, m(ym) < x, si m > g, por lo
que {y,} estd casi toda contenida en (X N (U{W,;n < ¢})Q x {0}) C W.
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Capitulo 8

Espacios de Fréchet-Urysohn

Definicién 8.0.1. Un espacio topolégico (X; T) se llama espacio de Fréchet-Urysohn
(o FU-espacio) si para todo A C X se verifica que A = {lim x,; {z,} C A}.
Es decir, (X, T) es un FU-espacio si para todo A C X, x € A siy sélo si existe {z,} C 4

tal que z € lim x,,.

Proposicién 8.0.1. a) Si (X, T) es 1°N, entonces (X,T) es FU-espacio.
b) Si (X,T) es FU-espacio, entonces (X, T) es un s-espacio. Es decir, los FU-espacios

son una clase intermedia entre los espacios 1°N y los s-espacios.

Demostracion. a) Es consecuencia inmediata de las definiciones.
b)Veamos que si A es sucesionalmente cerrado, entonces A es cerrado, es decir, A C A.
Pero si z € A, como (X, T) es un FU-espacio, existe {z,,} C A tal que x € lim z,,. Ahora

bien, por ser A sucesionalmente cerrado, z € A. O

Veamos que las inclusiones anteriores son estrictas, es decir, que existen FU-espacios

que no son 1°N y s-espacios que no son FU-espacios.

Ejemplo 8.0.1. a) (R, 7.y) es un FU-espacio que no es 1°N. En efecto, dado A C R, si
A es finito, A = A. Por tanto, si € A, la sucesién {z,} con z,, = x converge a x. Si A es
infinito, sea {,,} C A una sucesién cuyos términos son todos distintos entre si. Entonces,
A =R,y z, = z para cualquier z € R.

Por otra parte, (R, 7..f) no es 1°N (Ejemplo 6.0.1.(3)).
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b) El espacio (X, T') del Ejemplo 7.0.4 es un s-espacio, pero por la Proposicién siguiente

no puede ser un FU-espacio.

Proposicién 8.0.2. Si (X,T) es un FU-espacio y A C X, entonces (A, Tja) es un
FU-espacio.

Demostracion. Sea B C Ay x € B, Como B* = Bn A, x € B. Por tanto, existe

T Tja
{x,} C B tal que z,, = z. Pero entonces z,, — . L]

Proposicién 8.0.3. (X,7T) es un FU-espacio si y solo si para cada A C X, (A, Tja) es

Un S-espacio.

Demostracion. =) Si (X,7T) es un FU-espacio y A C X, por la Proposicién anterior,

(A, Ta) es un FU-espacio, y por tanto un s-espacio.

<) Si (X,T) no fuese un FU-espacio, existirfan A C X y € A tal que ninguna
sucesién en A converge a . SiY = {z} U A, entonces A no es cerrado en (Y, 7Ty), ya
que T € A" — A Para ver que A es s-cerrado en (Y, 7y) basta tener en cuenta que si
{xn} C A, entonces lim {x,} C A, pues x & lim {x,}. Por tanto, (Y, 7}y) no serfa un

s-espacio. [

Observacién 8.0.1. En general, el cociente de un FU-espacio no es un FU-espacio. En
efecto, si X es el espacio cociente definido en el Ejemplo 7.0.4, dicho espacio no puede
ser FU-espacio porque admite un subespacio que no es s-espacio, lo que contradice la

Proposicién 8.0.3.

Proposicién 8.0.4. Si X es un FU-espacio y f: X — Y es continua y pseudo-abierta,

Y es un FU-espacio.

Demostracion. Sea B C Y ey € B. Si fY(y)nfYB) =0, U =X — fB)
es un entorno abierto de f~!(y). Como f es pseudo-abierta, y € intf(U) C f(U) =
f(X - fYB)) c f(X—fYB)) CY — B, lo que contradice que y € B. Asi pues, existe

r € f(y)N f~Y(B), y como X es FU-espacio, existe {x,} C f~'(B) tal que z,, — .
Por tanto, {f(z,)} C B,y f(z,.) — f(z) =v. L.

Corolario 8.0.1. Si X es un FU-espacioy f : X — Y es continua, sobreyectiva y abierta

o cerrada, Y es un FU-espacio.
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Demostracion. Basta tener en cuenta que por el Ejemplo 3.5.4. una aplicacion abierta

o cerrada es pseudo-abierta. [l

Ejemplo 8.0.2. La aplicacién cociente p : Q — Q/Z es cerrada, pues si F' C Q es
cerrado, p(F') lo es ya que

F SiFNZ=10

pH(p(F)) = ‘
FUZ siFNZ#

Teniendo en cuenta el corolario anterior, Q/Z es un FU-espacio, y Q también lo es.
Sin embargo el espacio X = Q x Q/Z no lo es, ya que como se probé en el Ejemplo 7.0.5.

no es un s-espacio. Asi pues, en general, el producto de dos FU-espacios no es FU-espacio.

Proposicién 8.0.5. Sean (X,T) un FU-espacio, (Y,T") un espacio Ty y f : (X,T) —

(Y, T") una aplicacidon cociente. Entonces Y es un FU-espacio siy sdlo si f es pseudo-abierta.

Demostracion. Veamos que si Y es FU-espacio, entonces f es pseudo-abierta. Seay € Y
y U € T tal que f~'(y) C U, y supongamos que y & intf(U). Entonces y € Y — f(U),
por lo que existe {w,} C Y — f(U) tal que w, — y. Si A = {w,}, por ser Y un espacio Tx,
A = AU{y}. Luegosi B = f~1(A), por ser f continua se tiene que B C f~1(A4) = f~}(AU
fyh) = BUS({y}). Como f(U) CY — A, U C [ (F(U) € f(Y = 4) € X — [~ (A),
Es decir, B ¢ X — U, y por tanto B C X — U. Puesto que f~'({y}) C U, se tiene
que BN f~Y(y) =0, asi que B = B.Pero X —B =X — f71(A) = fY(y—A) €T,
y como f es una aplicacién cociente, Y — A € T'. Es decir, A es cerrado, y por tanto
y € A=A CY — f(U) lo que es una contradiccién con que f~*(y) € U. Por lo
tanto, y € int(f(U)), vy f es pseudo-abierta. La otra implicacién es consecuencia de la

Proposicién 8.0.4. O

Proposicion 8.0.6. St Y es un espacio Ty, Y es un FU-espacio si y solo si existen un

espacio métrico X y una aplicacion pesudo-abierta f : X — Y

Demostracion. Si'Y es un FU-espacio, por la Proposicién 8.0.1. b), Y es un s-espacio.
Por tanto, por el Corolario 7.0.3, existen un espacio métrico X y una aplicacién cociente
f X — Y, que por la Proposicién anterior f es pseudo-abierta.

Reciprocamente, si X es un espacio métricoy f : X — Y es pseudo-abierta, de nuevo por

la proposicién anterior, Y es un FU-espacio. 0]
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Capitulo 9

Espacios compactos

9.1. Espacios compactos

La compacidad es una de las propiedades topoldgicas mas relevantes debido a la
importancia de sus aplicaciones, no solamentente en Topologia, sino también en Geometria
y Anélisis. Se trata de una condicién de finitud relativa a la topologia considerada, de la
que no resulta sencillo dar una interpretacién intuitiva.

La propiedad fue demostrada primeramente por Borel y Lebesgue para los intervalos
cerrados [a, b] de la recta, y después, en torno a 1900, Borel la demostré para cualquier
subconjunto cerrado y acotado de un espacio euclideo. En los espacios métricos, la compa-
cidad es equivalente a una propiedad de las sucesiones del espacio, pero esta equivalencia
no se mantiene para otros espacios mas generales, y la definiciéon adoptada finalmente fue

la propuesta por Alexandroff y Urysohn en 1923.

Definicién 9.1.1. Se dice que un espacio topoldgico (X, T) es compacto si todo recubri-
miento de X por abiertos U = {U, };c; admite un subrecubrimiento finito. Es decir, existe
una familia finita {U;,, U,,,...,U;, } cuya unién es X.

Si A C X, las siguientes condiciones son equivalentes:
a) (A,7ja) es un espacio compacto.
b) Todo recubrimiento de A por abiertos de 7 admite un subrecubrimiento finito.

La propiedad de la compacidad de un espacio puede expresarse en términos de las
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familias de sus cerrados que verifican la propiedad de la interseccién finita (PIF), cuyo

enunciado es el siguiente:

Definicién 9.1.2. Una familia A = {A;};c; de subconjuntos de X tiene la Propiedad
de la Interseccién Finita (PIF) si cualquier subfamilia finita de A tiene interseccién

no vacfa. Es decir, si para todo J C I finito, [\{A;};es # 0.

Proposicién 9.1.1. (X, T) es compacto si y sdlo si toda familia de subconjuntos cerrados

de X, C = {C;}ier con la PIF tiene interseccion no vacta.

Demostracion. Supongamos que (X,7T) es compacto y sea C = {C;};er una familia
de cerrados en X con la PIF. Veamos que ({C;}ics # 0. En efecto, si ({Ci}icr = 0, se
tendria que X — [{Ci}ier = X. Luego |J(X — C;) = X. Como C; es cerrado, X — C;
es abierto. Por tanto, U = {X — C;}ier es un recubrimiento abierto de X. Por hipdtesis
by, X — C; } recubre X.
Es decir, | (X — ;) = X, asl que, X — (U(X — C;)) = 0, y se tendria que

1<k<n

NX - (X-0C;,))= () C; =0.Por tanto, C no tendria la PIF. O

1<k<n

X es compacto, luego una familia finita {X — C;,, X — C;

Veamos a continuacion que la propiedad de la compacidad se puede caracterizar
mediante una nocion de convergencia mas general que la proporcionada por las sucesiones.
Dicha nocién es la de convergencia de una red, o su equivalente, la convergencia de filtros.
Una de las mayores utilidades de los filtros es precisamente, la sencilla caracterizacion
de los espacios compactos, y la demostracién, particularmente simple, del teorema de
Tychonoff de la compacidad de un producto infinito de espacios compactos, mucho menos
laboriosa que la original o la que se expone en textos que no usan el concepto de filtro.
El siguiente resultado es una caracterizaci ' n mediante redes de la compacidad en los

espacios topologicos

Proposicién 9.1.2. Dado un espacio topolégico (X,T), los siguientes enunciados son

equivalentes:
1. (X, T) es compacto.

2. Toda red en X tiene al menos un punto adherente.
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Demostracion. 1) = 2) Si (X,7T) es compacto y {(xx)}rea es una red en X, los
conjuntos T),(xy), donde {T}(z,)} son las secciones de la red, son cerrados, y tienen la
PIF, pues T, ()T, (x2) M-+ -0, (22) D Tpy (23) Ty (22) M-+ =0T, (22) D Thu(z) # 0,
con j, > fiy, ..., pug.Por tanto, existe x € ﬂATM(x)\), y x € Ad({x)}ren)-

e

2) = 1) Sea C = {C;};c; una familia de cerrados en (X, T). Si A es la familia formada
por las intersecciones finitas de conjuntos de C, y < la relacién en A definida como F' < F”
si F' C F, la aplicacién D : A — X dada por D(F) = zp, donde xr es un punto de la
interseccién de los conjuntos cuya interseccion es F', es una red en X. Perosi G € Ay
G < F, entonces xp € F C G, por tanto Tg({zr}rea) C G. Luego si x € Ad({xr}ren),
v € NTe({zr}) € NG GeA}C N O O

el
Corolario 9.1.1. (X,7) es compacto si y sélo si toda red en X tiene una subred

convergente.

Obsérvese que este resultado es analogo al conocido que caracteriza la compacidad en
los espacios métricos mediante sucesiones, que afirma que un espacio métrico (X, d) es

compacto si y sélo si toda sucesiéon en X admite una subsucesion convergente.

Indicamos a continuacién una caracterizacion de la compacidad mediante convergencia
de filtros. Este resultado es interesante porque permite una demostracion corta y sencilla

del Teorema de Tychonoff sobre la compacidad de un producto de espacios.

Proposicién 9.1.3. Si (X,7T) es un espacio topoldgico, las siguientes condiciones son

equivalentes:
1. (X, T) es compacto.
2. Todo ultrafiltro en X converge.
3. Todo filtro en X tiene un punto adherente.

Demostracion. 1) = 2) Supongamos que (X,7) es compacto y que U € Ult(X) no
converge. Entonces para cada z € X existe un entorno abierto N, € N \ . Por tanto,

n
C = {N.|x € X} es un recubrimiento abierto de X, por lo que X = |J N,,. Pero por ser
i=1
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U ultrafiltro, por la Proposicién 5.4.3. X — N,, € Y. Luego (X — N,,)) =X - U Ny, =
i=1 i=1
0 € U, lo que no es posible.

2) = 3) Si F € Fil(X), sea G un ultrafiltro con F < G. Si G — =, dados V € N y
FecF,VNFegGasique VNF #0. Por tanto, € F luego z es adherente a F.
3) = 1) Si C = {C;}ics es una familia de cerrados de X que tiene la PIF. Entonces C es
base para un filtro F. Si = es adherente a F, x € F para todo F € F. En particular,
x € C; = C; para todo i, asi que NC; # (), y por tanto (X, 7T) es compacto. 0

9.2. El Teorema de Tychonoff

Un resultado de gran importancia en Topologia General es el Teorema de Tychonoff,
que afirma que el producto de espacios compactos, con la topologia producto, es compacto.
Ya la demostracién de que el resultado es valido para un numero finito de factores es
laboriosa, como puede comprobarse con la dada en el Teorema 2.6.7 [11], y ademés, no
hay ninguna forma directa de extender el resultado a productos arbitrarios de espacios.
Se presenta aqui una demostracién basada en las propiedades de ultrafiltros, cuya sencillez
contribuy6 en gran medida a la aceptacion y difusion de la teoria de filtros debida a

H.Cartan.

Proposicién 9.2.1. (Teorema de Tychonoff). Si {(Xi, T;) }ier una familia de espacios

topoldgicos, ([[ Xs, Tx) es compacto si y sélo si cada (X;,T;) lo es.
i€l

Demostracion. Si (][ X;, T;) es compacto, como p; : (][ Xs, T») — (X;, T;) es continua
y sobreyectiva, (X;, T;) lo es.
Reciprocamente, supongamos que cada (X;,7;) es compacto, y sea F un ultrafiltro en
[ X;. Entonces, por el Corolario 5.4.1, p;(F) es un ultrafiltro en X;. Por ser X; compacto,
existe x; € X; tal que p;(F) N x;, asi que, por la Proposiciéon 5.3.6, F XLN x, con

T = (7)ier. U

Ejemplo 9.2.1. Sea X = ({0, 1}, Taiscreta)- Entonces la topologfa caja sobre {0, 1} es la
discreta, y por tanto no es compacto. Es decir, el Teorema de Tychonoff no es cierto en

general para un producto infinito con la topologia caja.

74



Capitulo 10

Espacios numerablemente compactos

y B-W compactos

La primera nocién de compacidad para espacios generales se debe a Fréchet (ver [13]),
y en ella pretendia reflejar la propiedad de Bolzano-Weierstrass, caracteristicas de los

subconjuntos de R cerrados y acotados.

Definicién 10.0.1. (X,7) se llama numerablemente compacto o N-compacto si
toda sucesion en X tiene al menos un punto adherente. Es decir, si toda sucesion en X

admite una subred convergente.

Proposicién 10.0.1. (X, 7T) es N-compacto si y sélo si todo recubrimiento abierto nume-

rable de X, U = {U, }nen, admite un subrecubrimiento finito.

Demostracion. = Supongamos que U = {U, }nen es un recubrimiento abierto de X

que no admite ningin subrecubrimiento finito. Sea U’ = {U] },en donde U, = | U;.
<n

Entonces, U, C U,,.,, y U, # X, por lo que podemos considerar una sucesion {z, }nen

tal que x, € U} y ©,, # x;, 1 <i <n— 1. Por hipétesis, {z,,} admite un punto adherente

x. Sea pues m € N tal que x € U,,. Como z,, € U,, paran > m, se tiene una contradiccion.

< Si{z,} C X es una sucesién tal que Ad{z,} = (), por la Proposicién 4.1.2 (] A, =
n>1
0, donde A, = {x;; k > n}. Por tanto, {(A,)°} es un recubrimiento abierto numerable

kE
de X, luego por hipdtesis, existe {ni,ng,...,nx} C N tal que () 4,, = 0, lo que no es
i=1
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cierto, pues si ng = max{ny, ..., ng}t, Tny € [ An,. O
i=1

Razonando igual que en la demostracién de la Proposicion 9.1.1, se prueba el siguiente

resultado.

Proposicién 10.0.2. (X, T) en N-compacto si y solo si toda familia numerable de cerrados

con la propiedad de la interseccion finita tiene interseccion no vacia.

Observacion 10.0.1. Es inmediato que todo espacio compacto es N-compacto, pero el
reciproco no es cierto en general. El contracjemplo clasico que suele darse es el de un
espacio construido a partir de los niimeros ordinales, pero para evitar tener que incluir
en este trabajo los conceptos y resultados de teoria de conjuntos necesarios para definir
dicho espacio, preferimos presentarlo més adelante en el capitulo siguiente, tras estudiar

los espacios sucesionalmente compactos.

En una amplia clase de espacios como son los espacios de Lindelof, que incluye a los

espacios 2°N, la compacidad y la N-compacidad coinciden:

Definicién 10.0.2. Un espacio topoldgico (X, T) se llama espacio de Lindel6f si todo

recubrimiento abierto de X admite un subrecubrimiento numerable.

En los espacios métricos esta propiedad equivale al 2° axioma de numerabilidad, pero
existen espacios de Lindel6f que no son 2°N, como por ejemplo (R, 7..r) o la recta de
Sorgenfrey, que es R con la topologia generada por los intervalos [a, b).

Es inmediato comprobar a partir de las definiciones el siguiente resultado:
Proposicién 10.0.3. Un espacio de Lindelof (X, T) es compacto siy solo si es N-compacto.

Puede darse otra caracterizacién de los espacios compactos en términos de los llamados
puntos de w-acumulacién de sus conjuntos. Estos puntos son una clase particular de puntos
de acumulacion, y pueden considerarse una generalizacion de los puntos adherentes de una

sucesion.

Definicién 10.0.3. Sea (X,7T) un espacio topoldgico y A C X. Se dice que = es un
punto de w-acumulacién de A si V N A es infinito para todo V € N
Noétese que si que x es punto de w-acumulacién de A, entonces x € A’, pero el reciproco

no es cierto.
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Ejemplo 10.0.1. Sea N con la topologia que tiene como base la familia B = {{n,n +
1} }nen. Si A € N no es vacio, A’ # (), pues si n € A, entonces n + 1 € A’. Sin embargo,

A = {2n; n € N} no tiene puntos de w-acumulacién.
Se tiene la siguiente caracterizacién de la N-compacidad:

Proposicién 10.0.4. (X, T) es N-compacto si y sdlo si todo conjunto infinito A C X

tiene al menos un punto de w-acumulacion.

Demostracion. Si (X, T) es N-compacto y A C X es infinito, sea {x,},en € A una
subsucesion en A cuyos términos son todos distintos. Por hipdtesis,  admite al menos un
punto adherente, que es un punto de w-acumulacién de A. En efecto, si existe V € N
con ANV finito, V N {x,}nen seria finito, y x no serfa adherente a la sucesion.
Reciprocamente, sea {z,}n,en una sucesién en X. Si existe un término que se repite
infinitas veces en la sucesion, es decir, si admite una subsucesion constante, dicho término
es punto adherente de la sucesion. En caso contrario, la sucesion admite una subsucesion
{zy, } cuyos términos son todos distintos entre si; es decir, A = {z,, }ren €s un conjunto
infinito. Por hipétesis, A admite un punto de w-acumulacién x, y se tiene que x es
adherente a {7, }nen. En efecto, dados N € NJ y m € N, por ser AN N infinito, existe
Ny > m tal que z,, € AN N # (). Por tanto, v € A,,, donde A,, = {z,; n > m}. O

Otra nocion de compacidad, cercana a la anterior, se obtiene mediante la generalizaciéon
de la propiedad de Bolzano-Weierstrass de R, que afirma que todo subconjunto infinito y

acotado de nuimeros reales tiene al menos un punto de acumulacion.

Definicién 10.0.4. Un espacio (X, 7T) se llama compacto en el sentido de Bolzano-
Weierstrass o BW-compacto si para todo subconjunto infinito A C X se cumple que
A £ 0.

Es decir, (X, T) se llama BW-compacto si todo subconjunto infinito de X tiene al menos

un punto de acumulacién.

Otro término frecuente para designar a estos espacios es ” espacio compacto por puntos

limites” .
Proposicién 10.0.5. Si (X, T) es N-compacto, entonces es BW-compacto.
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Demostracion. Si A C X es infinito, por la proposicién anterior, A admite al menos

un punto de w-acumulacion, y por tanto, de acumulacion. [l
Corolario 10.0.1. Si (X,7) es compacto, (X, T) es BW-compacto.

Demostracion. Basta tener en cuenta que todo espacio compacto es N-compacto y la

proposicion anterior. O

Ejemplo 10.0.2. (Existen espacios BW-compactos que no son compactos)

Por ejemplo, sea Y = ({0,1}, 7ina), N con la topologia discreta, y X = Y x N con la
topologia producto. Entonces, X no es compacto, pues el recubrimiento abierto U =
{Un}nen, donde U,, = {n} x Y, no admite ningin subrecubrimiento finito. Sin embargo,
X es B-W compacto, pues si A C X no es vacio, A" # (). En efecto, si (0,n) € A, entonces
(I,n) € A', ysi (1,n) € A, entonces (0,n) € A

Nota 10.0.1. Como se observa, la diferencia entre los espacios N-compactos y BW-
compactos se basa en la distincion entre puntos de acumulacion y puntos de w-acumulacion.
Ahora bien, en los espacios T} ambos tipos de puntos coinciden. En efecto, si (X, 7) es Ty y
A C X, supongamos que z € A’ no es punto de acumulacién. Entonces, existirfa V € N.J
abierto con ANV = {xy,..., 2, }. Pero por ser (X, T) Ty, W =V —{xy,...,2,,} € NJ
yWnA=0.

Se tiene por tanto el siguiente resultado:

Proposicién 10.0.6. Si (X, 7) es T3, entonces son equivalentes:
a) (X, T) es N-compacto.
b) (X, T) es BW-compacto.

Ejemplo 10.0.3. El espacio definido en el Ejemplo 10.0.1 prueba que el resultado anterior

no es cierto en general en un espacio Tj.

Los espacios N-compactos tienen algunas propiedades de los espacios compactos que

se demuestran de forma muy parecida. Por ejemplo,

Proposicién 10.0.7. Si (X,7) es N-compacto y A C X es cerrado, entonces A es

N-compacto.
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Proposicién 10.0.8. Si f : (X, T) — (Y,T') es continua y (X,T) es N-compacto,

entonces f(X) también lo es.

No es cierto, sin embargo, que el producto de dos espacios N-compactos sea N-compacto.
El primer ejemplo se debe a Novak [12](véase 3.10.19 de [3]) y en su construccién se hace

uso de la compactificaciéon de Stone-Cech de (N, Tgis).
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Capitulo 11

Espacios secuencialmente compactos

En este Capitulo se trata la nocién de compacidad secuencial que es especialmente
apropiada para los espacios métricos, pues estd basada en los objetos que determinan la
topologia de estos espacios, las sucesiones. Pretende ser una extension a dichos espacios
del Teorema de Bolzano-Weierstrass, que afirma que toda sucesion acotada en un espacio

euclideo admite una subsucesion convergente.

Definicién 11.0.1. Un espacio métrico (X, d) se llama secuencialmente compacto

o s-compacto si toda sucesion en X admite una subsucesién convergente.
La extension de esta definicién a los espacios topoldgicos quedaria del siguiente modo:

Definicién 11.0.2. Se dice que un espacio topolégico (X, T) es secuencialmente com-

pacto o s-compacto si toda sucesion en X contiene una subsucesion convergente.

Nota 11.0.1. Obsérvese que todo espacio s-compacto es N-compacto, y que por la
Proposicién 4.1.3. en los espacios métricos ambas nociones son equivalentes. Pero dicha
equivalencia se tiene en la clase mas amplia de los s-espacios, y al final del Capitulo se
detalla la prueba dada en 3.10.31. de [3]. Debido a ello, algunos autores (ver [6]) consideran
que la diferencia entre ambas definiciones es tan sutil que califican de ”esotéricos”los
espacios en los que no coinciden. No obstante, hay una diferencia considerable entre ellas en
lo que respecta a su comportamiento respecto al producto, pues mientras que el producto

de dos espacios N-compactos no siempre lo es, para el producto de s-compactos se tiene:
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Proposicién 11.0.1. Si {(Xy, Tr tren es una familia numerable de espacios s-compactos,

entonces X = [] con la topologia producto es un espacio s-compacto.
keN

Demostracion. Sea {z*};>; una sucesién en X. Por ser X s-compacto, la sucesién
p1(z*) = {a¥}1>1 tiene una subsucesién {xqf(l’k)}kzl convergente a r; € X;. A su vez,
la sucesion py(z2") = {24}, .1 admite una subsucesién convergente {z4**1,2; a
x9 € Xo. De este modo, se obtienen inductivamente subsucesiones {x;‘@(mk)} que convergen
a puntos ,, € X,,, y la subsucesiéon {z***1, o, converge a x = (x,,) € X. Ello se debe a
que para cada n > 1 {zz(k’k)}@n es una subsucesion de {xﬁ(n’k)}@n y por tanto converge
a Ty, O

Por otra parte, la compacidad y la s-compacidad son propiedades independientes en

el sentido de que ninguna de ellas implica la otra.

Ejemplo 11.0.1. (Espacio s-compacto que no es compacto)
Sea Y = {0,1} con la topologia producto, donde en {0,1} se considera la topologia
discreta, y sea X = {z € Y; x7(1) es numerable} con la topologia relativa. Es decir, el
conjunto de las coordenadas no nulas de X es numerable.
Se tiene que X es denso en Y, ya que si O es un abierto bésico de Y, O = [] U;, siendo
U; # {0,1} para j € J C R finito, y tomando = € O con todas sus coordleefadas nulas
salvo las que estén en J, x € X. Por tanto X no es compacto, ya que por ser Y un espacio
T5, si lo fuese seria cerrado.
Veamos que X es s-compacto. Si {z,,} es una sucesién en X, A = |J z,'(1) es numerable
ya que cada z;1(1) lo es. Si Z = {0,1}* con la topologia relati\?;Nde Y, Z es s-espacio
por ser un producto numerables de s-espacios. Por tanto, si f : X — Z es la aplicacion
f(x) = x4 la sucesién {f(zx,)} admite una subsucesién convergente. Es decir, existe una
subsucesién {x,, } de {z,} tal que f(z,, ) — z € Z. Como z,(R — A) = {0}, siz € X
viene dado por

2(s) sise A

0 sisg A

z(s) =
se tiene que x,, — .

Ejemplo 11.0.2. (Espacio compacto que no es s-espacio)

Sea X = [0,1]%" con la topologia producto. Es decir, X = {f : [0,1] — [0,1]} con la
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topologia de la convergencia puntual. Veamos que existe una sucesiéon {f,} en X que
no admite ninguna subsucesién convergente. En efecto, dado = € [0, 1], consideremos su
expresion binaria, adoptando el convenio de que si tiene dos, una con una cola infinita de
ceros y otra con una cola infinita de unos, elegimos la primera. Sea f, : [0, 1] — [0, 1] dada
por f,(z) = n, donde n es el n-ésimo digito de la expresién binaria de z. Si {f,, } fuese
una subsucesién de {f,} que converge a f, entonces f,, (z) — f(z) para todo = € [0, 1].
Pero si se considera t € [0, 1] con la condicién de que su expresién binaria venga dada por
la propiedad de que
1 sin=mn;yk par

n-ésimo digito de t =
0 en otro caso

la sucesién f,, (t) ={0,1,0,1,...} no converge.

Nota 11.0.2. Obsérvese que el espacio del ejemplo anterior proporciona un Ejemplo de

espacio N-compacto que no es s-compacto.
Proposicién 11.0.2. Un s-espacio (X,T) es s-compacto si y sélo si es N—compacto.

Demostracion. Como todo espacio s-compacto es N-compacto, basta probar que si
(X, T) es N-compacto, entonces es s-compacto. Sea pues {z, } una sucesién en X. Podemos
suponer que si n # m, entonces x,, # T, es decir, que todos los términos de la sucesién
son distintos. En efecto, si x € X, sea N, = {n € N;z,, = x}. Si alguno de estos conjuntos
es infinito, entonces {z,} admite una subsucesién constante, y por tanto convergente. Por
tanto, todos los conjuntos N, serfan finitos, luego dado x; existiria z,,, # 1. Al ser N,
finito, existiria ny > ny tal que x,, # x,,, y de este modo se obtendria una subsucesién
{zy, } de {z,} cuyos términos serfan todos distintos entre si.

Como A = {z,} es infinito, por hip6tesis admite un punto de w-acumulacién x € A’. Y
como B = A —{z} no es cerrado, ya que z € B — B, B no es s-cerrado. Por tanto, existe
una sucesion {y,} € A —{z} ey & A— {x} tal que y, — y. Nitese que aunque existe
una aplicacién inyectiva j : N — N tal que y, = @j(), {yn} N0 es necesariamente una
subsucesién de {z,}.

Veamos que se puede obtener una subsucesion de {y,} que lo es también de {z,}, y asi

se tendrd el resultado. Para ello se considera la aplicacién inyectiva ¢ : N — N, definida
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inductivamente como sigue:
i(1) = (1), i(n+1) = j(min{p > m; j(p) > i(m)})

De este modo, {zju)} es una subsucesién tanto de {z,} como de {y,}, y por tanto

convergente. 0
Proposicién 11.0.3. Si (X, T) es 1°N y B—W compacto, entonces (X,T) es s-compacto.

Demostracion. Sea {x,} C X una sucesién. Si A = {z, : n € N} es finito admite una
subsucesién constante, y por tanto convergente. Si A es infinito, entonces existe x € A’,
y por tanto x € lim{z,}. Como (X,T) es 1°N, por la Proposicién 6.0.5. existe una

subsucesion {z,, } de {z,} que converge a z. O
Corolario 11.0.1. Un espacio 1°N es N— compacto si y s6lo si es s-compacto.

Demostracion. Por la Nota 11.0.1, todo espacio s-compacto es N—compacto. Para el

reciproco, basta tener en cuenta la Proposicion 10.0.5. y la Proposicién anterior. U

Aunque en general el producto de dos espacios N—compactos no es N—compacto se

tiene el siguiente resultado:

Proposicion 11.0.4. St X e Y son N—compactos e Y es s-espacio entonces X X Y es

N—compacto.

Demostracion. Si {(x,, yn) fnen s una sucesién en X X Y, veamos que tiene un punto
adherente. En efecto, por la Nota 11.0.2. Y es s-compacto, asi que {y,}n,en admite
una subsucesién convergente {y,, }. Por ser X N—compacto la subsucesién {z,, } C
{z,} admite un punto adherente x. Entonces, si y € lim {yx} se tiene que (z,y) €
Ad({(zn,yn)}). Pues si U X V es un abierto basico de X x Y con (z,y) € UxV ym €N,
existe ny, tal que y,, € V si n, > ng,. Si se toma ng > m,ng,, existe ny > n, tal que

T, € U, luego (z,,,yn.) € U x V. O
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