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Introducción

El siguiente Trabajo de Fin de Grado está dedicado al estudio de diferentes descom-

posiciones paradójicas en distintos ámbitos. El documento se divide en dos bloques

temáticos.

El primer bloque comprende los tres primeros capítulos. Al inicio del primer ca-

pítulo introducimos la noción de conjunto paradójico, la cual será el centro de todo

el trabajo. Diremos que un conjunto es paradójico si podemos descomponerlo en un

número finito de piezas que no se cortan entre sí y volverlas a encajar de tal forma

que logramos obtener dos copias exactas del conjunto inicial. Esta situación contra-

dice claramente nuestra intuición geométrica, pues hemos conseguido duplicar un

objeto reuniendo las piezas que en un inicio lo conformaban. Por ello se conoce como

paradojas a algunos de los diferentes Teoremas que trataremos. Tras esto, abordamos

la paradoja de Hausdorff clásica, la cual establece una descomposición paradójica de

la esfera euclídea tridimensional salvo un subconjunto numerable de puntos. En este

proceso comenzaremos a visualizar la conocida importancia del axioma de elección

en la construcción de las paradojas de Hausdorff y Banach-Tarski; esta última será

abordada en el segundo capítulo.

En el segundo capítulo nos planteamos mejorar el resultado obtenido en el prime-

ro, de forma que podamos absorber el subconjunto de la esfera que no hemos logrado

incluir en la descomposición paradójica, obteniendo así una descomposición de la

esfera entera. Para ello introducimos un nuevo concepto, la equidescomponibilidad,

que no es más que una generalización a conjuntos del concepto, ya conocido, de po-

lígonos congruentes por disecciones. Así, dos conjuntos son equidescomponibles si

podemos romper ambos en un número finito y común de piezas, de forma que for-

memos las piezas del segundo a partir de las del primero por la acción de un grupo

de permutaciones. Gracias a esta nueva herramienta alcanzaremos nuestro objetivo,

pues probaremos que el hecho de ser paradójico se conserva bajo la relación de ser
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equidescomponible, y que la esfera es equidescomponible a ella misma menos un sub-

conjunto numerable. Llegados a este punto probamos la paradoja de Banach-Tarski

a partir de la de Hausdorff, la cual sostiene que la bola unidad cerrada centrada en

el origen también es paradójica. Cabe mencionar que la restricción sobre el radio y

el centro de la bola es bastante inocua, y se toma así por comodidad para la prueba;

pero en realidad se tiene el mismo resultado para cualquier bola cerrada sin más que

cambiar un par de detalles en la demostración. Para terminar, construimos la forma

fuerte de la paradoja de Banach-Tarski, por la que dos conjuntos cualesquiera del es-

pacio euclídeo tridimensional acotados con interior no vacío son equidescomponibles,

conocido también este resultado como la paradoja del guisante y el Sol.

En el tercer capítulo estudiamos el número mínimo de piezas necesarias para lo-

grar descomponer la esfera y la bola como hemos hecho en los capítulos anteriores.

Para ellos nos servimos del concepto de acciones localmente conmutativas. En primer

lugar veremos que cualquier conjunto paradójico necesita al menos cuatro piezas pa-

ra su descomposición. En el caso de la esfera nos bastará con estas cuatro piezas, sin

embargo para la bola necesitaremos una más.

El segundo bloque está formado por los capítulos cuatro y cinco. Ahora abando-

namos el espacio euclídeo para adentrarnos en el mundo hiperbólico. La geometría

hiperbólica surge a partir de considerar sólo los cuatro primeros postulados de Eucli-

des y rechazando el quinto, conocido como el postulado de las paralelas, cuyo enun-

ciado es equivalente a que dada una recta y un punto exterior a ella, sólo existe una

recta paralela a la primera y que contenga a dicho punto. En la geometría hiperbólica

siempre hay al menos dos rectas distintas que pasan por un punto exterior a otra y es

paralela a una dada. El capítulo cuatro está dedicado a construir los elementos básicos

del plano hiperbólico, centrándonos en el modelo del semiplano superior, aunque se

incluye también una breve introducción al modelo del Disco de Poincaré al final del

mismo. Esta construcción pasa por la métrica hiperbólica y las geodésicas hasta llegar

a las transformaciones de Möbius, las cuales serán cruciales para el trabajo posterior.

Estas transformaciones tienen una forma muy específica y su importancia reside en

que, tomando los coeficientes de forma adecuada, estas conforman todas las isome-

trías del semiplano superior. Veremos que podemos asociar a cada transformación

una matriz de forma natural, de tal manera que a lo largo del trabajo confundiremos

ambas representaciones. En virtud de esta representación, clasificaremos las trans-

formaciones de Möbius en función de la traza de la matriz asociada, lo cual nos dará

información sobre los puntos fijos que deja al aplicarla al semiplano superior.

Por último, en el quinto capítulo nos ponemos como objetivo descomponer pa-
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radójicamente el plano hiperbólico completo siguiendo un esquema parecido al del

primer bloque. Primero construiremos una teselación del semiplano superior sirvién-

donos de un polígono inicial, al que llamaremos polígono fundamental, y obteniendo

el resto de polígonos que completan el semiplano superior aplicándole a este primer

polígono transformaciones de cierto subgrupo del grupo de trasformaciones de Mö-

bius. En segundo lugar, probaremos la paradoja de Hausdorff en el plano hiperbólico,

la cual establece una descomposición paradójica del semiplano superior (y por ende

también del Disco de Poincaré) salvo el conjunto formado por la frontera de los polí-

gonos de la teselación. Al contrario que en el inicio del trabajo, en este caso no será

necesario hacer uso del axioma de elección. Tras esto, nos volvemos a proponer elimi-

nar el conjunto que no permite una descomposición del plano hiperbólico completo,

llegando así a la paradoja de Banach-Tarski en el plano hiperbólico.





English Abstract

This work deals with paradoxical descompositions in diferent spaces.

First of all we deal with the Hausdorff paradox, which states that the three dimen-

sional Euclidean sphere except for a countable subset is paradoxical. After this, we

improve this result building a paradoxical descomposition of the whole sphere and

we treat the Banach-Tarski paradox that proves that the three-dimensional euclidean

ball is also paradoxical. We also include a section about equidecomposability and the

strong form of the Banach-Tarski paradox, which states that any two bounded subset

ofℝ3
having nonempty interior are equidecomposable. In addition, we will study the

minimum number of pieces necessary reach out the paradoxical decompositions of

the sphere and the ball.

Finally we move to the hyperbolic plane. We start by building the basic elements

of this. Then, we prove the Hausdorff paradox in the hyperbolic plane which provides

a paradoxical decomposition of the upper half plane except for a set of null measure.

Finally we provide a decomposition of the complete upper half plane by the Banach

Tarski paradox.





1 La Paradoja de Hausdorff

Para este capítulo se ha seguido [7] y [11], capítulos 1 y 2.

1.1 Conjuntos paradójicos

Comenzamos definiendo el concepto sobre el que va a girar todo el trabajo. Se

trata de los conjuntos paradójicos.

En el trabajo utilizaremos el término permutaciónes para referirnos a aplicaciones

biyectivas.

Definición 1.1. Sea 𝐺 un grupo de permutaciones del conjunto 𝑋 y supongamos
que 𝐸 ⊂ 𝑋. 𝐸 es paradójico respecto a 𝐺 (o 𝐺-paradójico) si para algún par de en-
teros 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ existen subconjuntos de 𝐸 disjuntos dos a dos 𝐴1, ..., 𝐴𝑛, 𝐵1, ..., 𝐵𝑚 y
𝑔1, ..., 𝑔𝑛, ℎ1, ..., ℎ𝑚 ∈ 𝐺 tales que 𝐸 =

⋃𝑛
𝑖=1 𝑔𝑖(𝐴𝑖) y 𝐸 =

⋃𝑚
𝑗=1 ℎ𝑗(𝐵𝑗)

En otras palabras, 𝐸 es paradójico respecto a 𝐺 si podemos descomponerlo en

conjuntos disjuntos dos a dos, reordenarlos con elementos de G, y volverlos a unir

formando dos copias del propio 𝐸. La idea detrás de la definición es que podemos

"romper" 𝐸 en un número finito de piezas de forma que, volviendolas a encajar de

cierta forma, logramos duplicar 𝐸.
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Figura 1.1: Descomposición paradójica de la bola euclídea 3-dimensional.

En la siguiente observación se muestra un ejemplo fácil de conjunto paradojico:

Observación 1.1. Si tomamos𝑋 = ℝ y𝐸 = ℤ, se tiene que el conjunto de los enteros
ℤ es paradójico respecto al grupo de las funciones lineales con pendiente positiva. En

efecto, consideramos ℤ ⊂ ℝ. Sea 𝐺 = {𝑚𝑥 + 𝑛 ∶ 𝑚 > 0}. Podemos dividir ℤ en dos

subconjuntos disjuntos, los pares 2ℤ y los impares 2ℤ+1. Tomamos 𝑔(𝑥) = 𝑥
2
∈ 𝐺 y

ℎ(𝑥) = 𝑥−1
2

∈ 𝐺 (ambas biyectivas). Así, ℤ = 𝑔(2ℤ) y ℤ = ℎ(2ℤ + 1).

Definición 1.2. Denotamos por 𝑆𝑂3 al grupo (no abeliano) de rotaciones deℝ3 que
dejan invariante el origen, con la operación de composición.

Podemos ver este grupo como el grupo de rotaciones de eje una recta que pasa

por el origen de coordenadas.

Observación 1.2. Las rotaciones son aplicaciones lineales, lo que nos permite enten-

der 𝑆𝑂3 como un subgrupo del grupo de matrices 3𝑥3. Además, dada una base orto-

normal de ℝ𝟛
, toda rotación se representa como una matriz respecto a la base fijada,

ortogonal y con determinante 1, por lo que pensaremos en 𝑆𝑂3 como el grupo de

las matrices ortogonales con determinante 1 con la multiplicación de matrices como

operación.

Definición 1.3. Un producto finito de permutaciones 𝜎1...𝜎𝑛 se dice irreducible si no
aparece un elemento seguido de su inverso en él.

Nuestro siguiente objetivo será construir un subgrupo 𝐹 de 𝑆𝑂3 tal que existen

dos rotaciones 𝜎, 𝜏 tales que, junto con sus inversas, generan a 𝐹 y todo producto

finito y reducido de elementos de 𝐹 es único. Es decir, dado un producto finito y

reducido de elementos de 𝐹 , este no puede reescribirse como un producto finito y

reducido de elementos de 𝐹 distinto al original.
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Para ello, tomamos

𝜎±1 =

⎛

⎜

⎜

⎜

⎝

1
3

∓ 2
√

2
3

0

±2
√

2
3

1
3

0
0 0 1

⎞

⎟

⎟

⎟

⎠

𝜏±1 =

⎛

⎜

⎜

⎜

⎝

1 0 0
0 1

3
∓ 2

√

2
3

0 ± 2
√

2
3

1
3

⎞

⎟

⎟

⎟

⎠

Estas rotaciones se corresponden con las rotaciones alrededor del eje 𝑂𝑧 y del eje 𝑂𝑥
y de ángulo arc cos(1

3
) respectivamente.

Probaremos un lema previo a la construcción de 𝐹 :

Lema 1.1. Sea 𝜔 un producto finito y reducido de 𝜎±1
y 𝜏±1. Entonces, el punto

𝜔(1, 0, 0) es de la forma

1
3𝑘

(𝑎, 𝑏
√

2, 𝑐) con 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ. Además, 𝑏 no es múltiplo de 3.

Demostración. Procedemos por inducción en el número de factores del producto 𝜔
(llamamos 𝑘 a este número). Suponemos sin pérdida de generalidad que 𝜔 termina a

la derecha con 𝜎±1
, pues 𝜏±1(1, 0, 0) = (1, 0, 0). Si sólo aparece un factor, 𝜔 = 𝜎±1

y

𝑤(1, 0, 0) = 1
3
(1,±2

√

2, 0). Supongamos ahora que 𝜔 = 𝜎±1𝜔′
o 𝜔 = 𝜏±1𝜔′

, donde

𝜔′
es un producto finito y reducido de 𝜎±1

y 𝜏±1 con 𝑛 − 1 factores. Por hipótesis

de inducción, 𝜔′(1, 0, 0) = 1
3𝑘−1

(𝑎′, 𝑏′
√

2, 𝑐′) con 𝑎′, 𝑏′, 𝑐′ ∈ ℤ. En el primer caso,

𝜔(1, 0, 0) = 1
3𝑘
(𝑎, 𝑏

√

2, 𝑐), donde 𝑎 = 𝑎′ ± 4𝑏′, 𝑏 = 𝑏′ ± 2𝑎′ y 𝑐 = 3𝑐′. En el segundo

caso, 𝜔(1, 0, 0) = 1
3𝑘
(𝑎, 𝑏

√

2, 𝑐), donde 𝑎 = 3𝑎′, 𝑏 = 𝑏′ ∓ 2𝑐′ y 𝑐 = 𝑐′ ± 4𝑏′.
Veámos ahora que 𝑏 no es múltiplo de 3:

Distinguimos cuatro casos dependiendo si 𝜔 es igual a 𝜎±1𝜏±1𝜈, 𝜏±1𝜎±1𝜈, 𝜎±1𝜎±1𝜈 o

𝜏±1𝜏±1𝜈, con 𝜈 es un producto finito de 𝜎±1
y 𝜏±1, o posiblemente la identidad. En los

dos primeros casos, siguiendo el razonamiento de arriba, tenemos que 𝑏 = 𝑏′ ∓ 2𝑐′
donde 3 divide a 𝑐′ o 𝑏 = 𝑏′ ± 2𝑎′ donde 3 divide a 𝑎′. Como 𝑏′ no es divisible por

3, 𝑏 tampoco puede serlo. Para los dos casos restantes, denotamos por 𝑎′′, 𝑏′′ y 𝑐′′ los
enteros que aparecen en la multilicación 𝜈(1, 0, 0). En los dos casos, 𝑏 = 2𝑏′−9𝑏′′. En
el tercer caso, 𝑏 = 𝑏′ ± 2𝑎′ = 𝑏′ ± 2(𝑎′′ ∓ 4𝑏′′) = 𝑏′ + 𝑏′′ ± 2𝑎′′ − 9𝑏′′ = 2𝑏′ − 9𝑏′′,
un razonamiento similar funciona para el último caso, de donde se sigue que 𝑏′ no es
divisible por 3, y por tanto 𝑏 tampoco, lo que finaliza la prueba.
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Proposición 1.1. Existen dos rotaciones 𝜎, 𝜏 ∈ 𝑆𝑂3 tales que junto con sus inversas

generan un subgrupo 𝐹 tal que todo producto finito e irreducible de elementos de

𝐹 es único, esto es, si existen dos productos finitos e irreducibles de 𝐹 que resultan

el mismo elemento, entonces ambos productos están conformados por los mismos

elementos de 𝐹 y dispuestos en el mismo orden.

Demostración. Tomamos 𝜎 y 𝜏 como antes. Veámos que todo producto finito y re-

ducido de 𝜎±1
y 𝜏±1 es único. Para ello basta ver que ningún producto finito, reducido

y no trivial es igual a la identidad.

Procedemos por reducción al absurdo. Sin pérdida de generalidad, supongamos que

𝜔 es un producto finito reducido que termina por la derecha con 𝜎±1
, y que es igual a

la identidad. Como 𝜔 es producto finito de 𝜎±1
y 𝜏±1, por el Lema 1.1, 𝜔(1, 0, 0) es de

la forma
1
3𝑘
(𝑎, 𝑏

√

2, 𝑐) con 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ y 3 ∤ 𝑏. Por tanto, hemos llegado a una contra-

dicción, pues 𝑤(1, 0, 0) ≠ (1, 0, 0).
Falta probar que 𝐹 es un subgrupo de 𝑆𝑂3. La identidad forma parte de 𝐹 pues la

podemos escribir como 𝜎𝜎−1
. Sean 𝜔 y 𝜈 dos productos de 𝜎±1

y 𝜏±1, por tanto, 𝜔−1

también es un producto finito de 𝜎±1
y 𝜏±1 utilizando las propiedades habituales para

el producto de matrices con la inversa. Así, 𝜈𝜔−1
también es un producto finito de 𝜎±1

y 𝜏±1, en consecuencia, 𝜈𝜔−1 ∈ 𝐹 . Concluimos que 𝐹 es un subgrupo de 𝑆𝑂3.

Podemos ver 𝐹 como un grupo de permutaciones de sí mismo pues el producto

de elementos de 𝐹 sigue estando en 𝐹 , y 𝜔𝜈 ≠ 𝜔𝜈′ con 𝜈, 𝜔, 𝜔′ ∈ 𝐹 por la unicidad

probada anteriormente para productos finitos y reducidos. Por ello, tiene sentido plan-

tearse si 𝐹 es paradójico respecto de sí mismo, lo cual constituye una piedra angular

en la prueba de la paradoja de Hausdorff.

Proposición 1.2. El subgrupo 𝐹 definido en la Proposición 1.1 es paradójico respecto

a sí mismo.

Demostración. Sea𝐹 el subgrupo definido en la Proposición 1.1 Sea 𝛾 ∈ {𝜎, 𝜎−1, 𝜏, 𝜏−1},
denotamos𝑊 (𝛾) al conjunto de elementos de 𝐹 cuya representación como producto

finito e irreducible en 𝜎±1
y 𝜏±1 comienza por 𝛾 . Por tanto:

𝐹 = {1} ∪𝑊 (𝜎) ∪𝑊 (𝜎−1) ∪𝑊 (𝜏) ∪𝑊 (𝜏−1)

Los conjuntos son disjuntos dos a dos. Más aún:

𝐹 = 𝑊 (𝜎) ∪ 𝜎𝑊 (𝜎−1)

𝐹 = 𝑊 (𝜏) ∪ 𝜏𝑊 (𝜏−1)
Por tanto, hemos probado que 𝐹 es un conjunto paradójico respecto de sí mismo.
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1.2 La paradoja de Hausdorff

En una primera aproximación a la descomposición paradójica de la esfera 𝑆2
, en

esta sección probaremos la Paradoja de Hausdorff, la cual sostiene que tal descompo-

sición puede darse si prescindimos de un conjunto numerable de puntos. Más adelante

veremos cómo hacer para absorber este conjunto y probar que la esfera completa es

𝑆𝑂3-paradójica sirviendonos de estos primeros resultados.

Definición 1.4. Si 𝐺 es un grupo de permutaciones de 𝑋, diremos que 𝑥 ∈ 𝑋 es un
punto fijo no trivial de 𝑋 bajo la acción de 𝐺 si existe una permutación 𝑔 ∈ 𝐺 distinta
de la identidad tal que 𝑔(𝑥) = 𝑥.

Definición 1.5. Dado 𝑥 ∈ 𝑋, el conjunto 𝐺(𝑥) = {𝐺(𝑥) ∶ 𝑔 ∈ 𝐺} se llama órbita
de 𝑥 por la acción de 𝐺.

Proposición 1.3. Sea 𝐺 un grupo de permutaciones de 𝑋. Entonces, el conjunto de

las órbitas de 𝑋 bajo la acción de 𝐺 forman una partición de 𝑋, llamadas 𝐺-órbitas

de 𝑋.

Demostración. Observamos que, para cada 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑥 ∈ 𝐺(𝑥), pues 𝑥 es un punto fijo

trivial, por tanto 𝑋 =
⋃

𝑥∈𝑋 𝐺(𝑥). Veámos ahora que las órbitas son disjuntas para

elementos distintos de 𝑋. Supongamos que 𝑦 ∈ 𝐺(𝑥) con 𝑥 ∈ 𝑋. Esto equivale a que

𝑦 = 𝑔(𝑥) para algún 𝑔 ∈ 𝐺, equivalentemente 𝑔−1(𝑦) = 𝑥, lo cual es equivalente a

que 𝑥 ∈ 𝐺(𝑦). Esto prueba que si 𝑦 ∈ 𝐺(𝑥), entonces necesariamente, 𝐺(𝑥) = 𝐺(𝑦).
En conclusión, las órbitas diferentes de 𝑋 forman una partición de 𝑋.

Observación 1.3. La Proposición 1.3 nos permite definir el conjunto𝑀 formado por

un único elemento (representante) de cada 𝐺-órbita de 𝑋, por ser estas disjuntas.

Lema 1.2. Sea 𝐺 un grupo de permutaciones de𝑋 tal que no existen puntos fijos no

triviales de 𝑋 bajo la acción de 𝐺, y𝑀 el conjunto formado por un solo elemento de

cada 𝐺-órbita de 𝑋. Entonces, la familia de conjuntos {𝑔(𝑀) ∶ 𝑔 ∈ 𝐺} forman una

partición de X.

Demostración. Que cada 𝑥 ∈ 𝑋 esté contenido en algún 𝑔(𝑀) con 𝑔 ∈ 𝐺 es conse-

cuencia directa de la Proposición 1.3. En efecto, 𝑀 contiene exactamente un repre-

sentante de 𝐺(𝑥), lo llamamos 𝑦. Entonces 𝑦 = ℎ(𝑥) para algún ℎ ∈ 𝐺, y como 𝐺 es

un grupo de permutaciones, ℎ−1 ∈ 𝐺. Por tanto, ℎ−1(𝑦) = 𝑥 ∈ ℎ−1(𝑀). Por tanto,
cada elemento 𝑥 ∈ 𝑋 pertenece a uno de la forma 𝑔(𝑀) con 𝑔 ∈ 𝐺.

Veámos que los conjuntos son disjuntos dos a dos. Procedemos por reducción al ab-

surdo. Sean 𝑔, ℎ ∈ 𝐺 distintos tales que 𝑥 ∈ 𝑔(𝑀)∩ℎ(𝑀). Por tanto, existen 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑀
tales que 𝑔(𝑝) = 𝑥 = ℎ(𝑞). Por la Proposición 1.3 las órbitas de 𝑝 y 𝑞 son disjuntas si
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𝑝 ≠ 𝑞. Por la construcción de 𝑀 , no existen en él dos elementos de 𝑋 con la misma

órbita, por lo que necesariamente 𝑝 = 𝑞. De aquí obtenemos que 𝑔(𝑝) = ℎ(𝑝) ⇐⇒
𝑝 = 𝑔−1(ℎ(𝑝)), lo cual es una contradicción, pues habíamos elegido 𝑔 ≠ ℎ, por lo que

𝑔−1𝑝 no es la permutación identidad, y 𝐺 actúa sobre 𝑋 sin puntos fijos distintos de

los triviales. El resultado está probado.

Observación 1.4. En la definición del conjunto 𝑀 en el Lema 1.2 radica la conocida

importancia del axioma de elección para la prueba de la paradora de Hausdorff, y

en consecuencia, para la paradoja de Banach-Tarski, como veremos en la siguiente

sección.

Como consecuencia de los resultados probados anteriormente, probamos ahora

el Teorema que nos proporcionará la herramienta necesaria para la construcción de

descomposiciones paradójicas.

Teorema 1.1. Sea 𝑋 un conjunto y 𝐺 un grupo de permutaciones de 𝑋 paradójico
respecto de sí mismo que actua sobre 𝑋 sin puntos fijos no triviales. Entonces, 𝑋 es
paradójico respecto de 𝐺.

Demostración. Sean {𝐴𝑖}𝑛𝑖=1 y {𝐵𝑗}𝑚𝑗=1 dos colecciones de subconjuntos de 𝐺, y aso-

ciados a ellas, sean {𝑔𝑖}𝑛𝑖=1 y {ℎ𝑗}𝑚𝑗=1 dos subcontos de 𝐺 con los que 𝐺 es paradójico.

Sea𝑀 el conjunto formado por un solo elemento de cada 𝐺-órbita de𝑋. Por el Lema

1.2, {𝑓 (𝑀) ∶ 𝑓 ∈ 𝐺} forma una partición de 𝑋.

Denotamos por 𝐴∗
𝑖 =

⋃

𝑓∈𝐴𝑖
𝑓 (𝑀) y 𝐵∗

𝑗 =
⋃

𝑓∈𝐵𝑗
𝑓 (𝑀). Como los conjuntos de

{𝐴𝑖}𝑛𝑖=1 ∪ {𝐵𝑗}𝑚𝑗=1 son disjuntos dos a dos, los de {𝐴∗
𝑖 }

𝑛
𝑖=1 ∪ {𝐵∗

𝑗 }
𝑚
𝑗=1 también lo son,

y como 𝐺 =
⋃𝑛

𝑖=1 𝑔𝑖(𝐴𝑖) =
⋃𝑚

𝑗=1 ℎ𝑗(𝐵𝑗), entonces 𝑋 =
⋃𝑛

𝑖=1 𝑔𝑖(𝐴
∗
𝑖 ) =

⋃𝑚
𝑗=1 ℎ𝑗(𝐵∗

𝑗 ),
como queriamos ver.

Llegados a este punto estamos listos para probar la paradoja de Hausdorff. En

términos de la notación seguida en esta sección, el conjunto 𝐸 pasará a ser la esfera

𝑆2 ⊂ ℝ3
centrada en el origen, y el grupo de permutaciones𝐺 deℝ3

será el subgrupo

𝐹 ⊂ 𝑆𝑂3 construido en la Proposición 1.1 Aunque en la Proposición 1.2 probamos

que 𝐹 era paradójico respecto de sí mismo, al ser 𝐹 un subgrupo de rotaciones de ℝ3

con ejes pasando por el origen, 𝑆2
posee puntos fijos no triviales bajo la acción de 𝐹

(las dos intersecciones de los ejes de cada giro con 𝑆2
). En consecuencia, tendremos

que considerar 𝑆2
sin estos puntos para aplicar el Teorema 1.1.

Teorema 1.2 (Paradoja de Hausdorff). Existe un subconjunto contable 𝐷 ⊂ 𝑆2

tal que 𝑆2 ⧵𝐷 es 𝑆𝑂3-paradójico.

Demostración. Sea 𝐹 el subgrupo de la Proposición 1.1 Cada rotación distinta de la

identidad de 𝐹 deja fijos dos puntos de 𝑆2
(la intersección de la esfera con el eje de
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rotación). Sea 𝐷 el conjunto de puntos fijos no triviales de 𝐹 .

Veámos que F no tiene puntos fijos no triviales sobre 𝑆2 ⧵𝐷. Como 𝐹 es contable, 𝐷
también lo es. Sea 𝑃 ∈ 𝑆2 ⧵𝐷 y 𝜈 ∈ 𝐹 . Como a 𝑃 no lo fija ninguna rotación de 𝐹 ,

𝜈(𝑃 ) ∈ 𝑆2 ⧵𝐷. Si existiera 𝛾 ∈ 𝐹 que fijara 𝜈(𝑃 ), 𝑃 sería punto fijo de 𝜈−1𝛾𝜈 ∈ 𝐹 , lo

cual es una contradicción con la elección de 𝑃 ∈ 𝑆2 ⧵𝐷. Por tanto, no existen puntos

fijos no triviales de 𝐹 en 𝑆2 ⧵𝐷.

En la Proposición 1.2 vimos que 𝐹 es paradójico respecto de sí mismo, aplicando el

Teorema 1.1 tenemos que 𝑆2 ⧵ 𝐷 es 𝐹 -paradójico. Como 𝐹 es un subgrupo de 𝑆𝑂3,

𝑆2 ⧵𝐷 es 𝑆𝑂3-paradójico, como queríamos probar.

Aunque en este capítulo nos hayamos conformado con descomponer paradojica-

mente la esfera 𝑆2
salvo un conjunto numerable, en la siguiente sección usaremos

herramientas más sofisticadas para ver que, en realidad, es posible hacerlo con la es-

fera completa y generalizaremos el resultado a otros conjuntos del espacio euclídeo,

en particular a las bolas euclídeas.





2 La Paradoja de Banach-Tarski

En este capítulo continuamos siguiendo las referencias [7] y [11], capítulos 2 y 3.

2.1 Equidescomponibilidad

En esta sección introducimos un nuevo concepto, el cual nos será útil para exten-

der la paradoja de Hausdorff a la esfera completa 𝑆2
. Se trata la equidescompompo-

nibilidad. Esto no es más que una generalización del concepto clásico de polígonos

congruentes por disecciones. Se dice que dos polígonos son congruentes por disec-

ciónes si se puede descomponer uno de ellos en un número finito de polígonos de

forma que podamos encajarlos formando el otro (ver figura 2.1). Teniendo en mente

esta idea, definimos:

Definición 2.1. Sea 𝐺 un grupo de permutaciones sobre 𝑋 y 𝐴,𝐵 ⊂ 𝑋. 𝐴 y 𝐵 son
𝐺-equidescomponibles si existen 𝑛 ∈ ℕ, {𝐴𝑖}𝑛𝑖=1 sucesión de subconjuntos disjuntos dos
a dos de 𝐴 y {𝐵𝑖}𝑛𝑖=1 sucesión de subconjuntos disjuntos dos a dos de 𝐵, tales que:

𝐴 =
𝑛
⋃

𝑖=1
𝐴𝑖

𝐵 =
𝑛
⋃

𝑖=1
𝐵𝑖

y además existen 𝑔1, ..., 𝑔𝑛 ∈ 𝐺 tales que 𝑔𝑖(𝐴𝑖) = 𝐵𝑖 para cada 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

En términos más sencillos, 𝐴 y 𝐵 son 𝐺-equidescomponibles si podemos dividir

ambos en el mismo número de piezas disjuntas, de forma que podemos formar las

piezas del segundo aplicando permutaciones de 𝐺 a las piezas del primero.
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Figura 2.1: Polígonos congruentes por disecciones.

Definición 2.2. Sean 𝐴,𝐵 ⊂ 𝑋, y 𝐺 un grupo de permutaciones de 𝑋. Definimos
la relación: 𝐴 ∼𝐺 𝐵 ⇐⇒ 𝐴 y 𝐵 son 𝐺-equidescomponibles.

Proposición 2.1. La relación ∼𝐺 de la Definición 2.2 es de equivalencia.

Demostración. La propiedad reflexiva se tiene pues si 𝐴 ⊂ 𝑋, basta considerar la

permutación identidad 𝐼𝑑 ∈ 𝐺, y 𝐴 = 𝐼𝑑(𝐴).
Veámos que es simétrica: Sean𝐴,𝐵 ⊂ 𝑋 tales que𝐴 ∼𝐺 𝐵. Entonces existen {𝐴𝑖}𝑛𝑖=1 ⊂
𝐴 disjuntos dos a dos, y {𝐵𝑖}𝑛𝑖=1 ⊂ 𝐵 disjuntos dos a dos, tales que 𝐴 =

⋃𝑛
𝑖=1𝐴𝑖,

𝐵 =
⋃𝑛

𝑖=1𝐵𝑖, y existen 𝑔1, ..., 𝑔𝑛 ∈ 𝐺 cumpliendo 𝑔𝑖(𝐴𝑖) = 𝐵𝑖 para cada 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.
Tomando 𝑔−11 , ..., 𝑔−1𝑛 ∈ 𝐺, tenemos que 𝑔−1𝑖 (𝐴𝑖) = 𝐵𝑖, de donde 𝐵 ∼𝐺 𝐴.
Para la propiedad transitiva supongamos que 𝐴,𝐵, 𝐶 ⊂ 𝑋 tales que 𝐴 ∼𝐺 𝐵 y

𝐵 ∼𝐺 𝐶 .

De la primera relación, existen {𝐴𝑖}𝑛𝑖=1 ⊂ 𝐴 disjuntos dos a dos, y {𝐵𝑖}𝑛𝑖=1 ⊂ 𝐵 disjun-

tos dos a dos, tales que𝐴 =
⋃𝑛

𝑖=1𝐴𝑖, 𝐵 =
⋃𝑛

𝑖=1 𝐵𝑖, y existen 𝑔1, ..., 𝑔𝑛 ∈ 𝐺 cumpliendo

𝑔𝑖(𝐴𝑖) = 𝐵𝑖 para cada 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.
Análogamente, de la segunda relación, existen {𝐵′

𝑗}
𝑚
𝑖=1 ⊂ 𝐵 disjuntos dos a dos, y

{𝐶𝑗}𝑚𝑗=1 ⊂ 𝐶 disjuntos dos a dos, tales que 𝐵 =
⋃𝑚

𝑗=1𝐵
′
𝑗 , 𝐶 =

⋃𝑚
𝑗=1 𝐶𝑗 , y existen

ℎ1, ..., ℎ𝑚 ∈ 𝐺 cumpliendo ℎ𝑗(𝐵′
𝑗) = 𝐶𝑗 para cada 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚.

La idea es superponer las dos particiones de 𝐵 que se nos han generado en los dos

párrafos anteriores. Para ello, consideramos {𝐵𝑖 ∩ 𝐵′
𝑗}

𝑖=𝑛,𝑗=𝑚
𝑖,𝑗=1 ⊂ 𝐵, que también son

disjuntos dos a dos porque los conjuntos que conforman tanto {𝐵𝑖}𝑛𝑖=1 como {𝐵′
𝑗}

𝑚
𝑖=1,

lo son. A partir de esta, construimos las particiones de 𝐴 y 𝐶 .

Llamamos 𝒜 = {𝑔−1𝑖 (𝐵𝑖 ∩ 𝐵′
𝑗) ∶ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚} ⊂ 𝐴. Estos conjuntos forman

una partición de 𝐴 pues:

𝑛
⋃

𝑖=1
(

𝑚
⋃

𝑗=1
𝑔−1𝑖 (𝐵𝑖 ∩ 𝐵′

𝑗)) =
𝑛
⋃

𝑖=1
𝑔−1𝑖 (𝐵𝑖 ∩ (

𝑚
⋃

𝑗=1
𝐵′

𝑗)) =

=
𝑛
⋃

𝑖=1
𝑔−1𝑖 (𝐵𝑖 ∩ 𝐵) =

𝑛
⋃

𝑖=1
𝑔−1𝑖 (𝐵𝑖) =

𝑛
⋃

𝑖=1
𝐴𝑖 = 𝐴
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Análogamente, llamamos𝒞 = {ℎ𝑗(𝐵𝑖∩𝐵′
𝑗) ∶ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚} ⊂ 𝐶 , que forman

una partición de 𝐶 pues:

𝑚
⋃

𝑗=1
(

𝑛
⋃

𝑖=1
ℎ𝑗(𝐵𝑖 ∩ 𝐵′

𝑗)) =
𝑚
⋃

𝑗=1
ℎ𝑗((

𝑛
⋃

𝑖=1
𝐵𝑖) ∩ 𝐵′

𝑗) =

𝑚
⋃

𝑗=1
ℎ𝑗(𝐵 ∩ 𝐵′

𝑗) =
𝑚
⋃

𝑗=1
ℎ𝑗(𝐵′

𝑗) =
𝑚
⋃

𝑗=1
𝐶𝑗 = 𝐶

Además, #(𝒜 ) = #(𝒞 ) pues 𝑔−1𝑖 (𝐵𝑖∩𝐵′
𝑗) ≠ ∅ ⇐⇒ 𝐵𝑖∩𝐵′

𝑗 ≠ ∅ ⇐⇒ ℎ𝑖(𝐵𝑖∩𝐵′
𝑗) ≠ ∅.

Más aún, si tomamos 𝑓𝑖,𝑗 = (ℎ𝑗◦𝑔𝑖) ∈ 𝐺 para cada 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 y 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚, y se lo

aplicamos a los elementos de 𝒜 , tenemos que:

𝑓𝑖,𝑗(𝑔−1𝑖 (𝐵𝑖 ∩ 𝐵′
𝑗)) = ℎ𝑗(𝑔𝑖(𝑔−1𝑖 (𝐵𝑖 ∩ 𝐵′

𝑗) = ℎ𝑗(𝐵𝑖 ∩ 𝐵′
𝑗)

Concluimos así que 𝐴 ∼𝐺 𝐶 .

Como veremos a continuación, los conceptos de conjuntos 𝐺-paradójicos y 𝐺-

equidescomponibles están íntimamente relacionados. Probaremos que si un conjunto

𝐺-paradójico es𝐺-equidescomponible con otro, este último tambien será𝐺-paradójico.

Es decir, ser𝐺-paradójico se hereda por la relación de equivalencia∼𝐺 de la Definición

2.2.

Proposición 2.2. Sea 𝑋 un conjunto, 𝐺 un grupo de permutaciones de 𝑋 y 𝐸 ⊂ 𝑋.

Entonces,𝐸 es𝐺-paradójico si, y sólo si existen𝐴,𝐵 ⊂ 𝐸 disjuntos tales que𝐴 ∼𝐺 𝐸
y 𝐵 ∼𝐺 𝐸.

Demostración. Supongamos que 𝐸 es 𝐺-paradójico. Equivalentemente, existen sub-

conjuntos 𝐴1, ..., 𝐴𝑛, 𝐵1, ..., 𝐵𝑚 ⊂ 𝐸 disjuntos dos a dos, con 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ, y
𝑔1, ..., 𝑔𝑛, ℎ1, ..., ℎ𝑚 ∈ 𝐺 de forma que 𝐸 =

⋃𝑛
𝑖=𝑖 𝑔𝑖(𝐴𝑖) y 𝐸 =

⋃𝑚
𝑗=1 ℎ𝑗(𝐵𝑗). Llaman-

do 𝐴 =
⋃𝑛

𝑖=𝑖 𝐴𝑖, y 𝐵 =
⋃𝑚

𝑗=𝑖𝐵𝑗 , es claro que 𝐴 y 𝐵 son disjuntos por construcción.

Veámos que 𝐴 ∼𝐺 𝐸. {𝐴𝑖}𝑛𝑖=1 es una partición de 𝐴, y {𝑔𝑖(𝐴𝑖)}𝑛𝑖=1 es una partición de

𝐸. Basta tomar las permutaciones 𝑔𝑖 ∈ 𝐺 anteriores para ver que 𝐴 ∼𝐺 𝐸. Análo-

gamente se tiene que 𝐵 ∼𝐺 𝐸 tomando ahora {𝐵𝑗}𝑚𝑗=1 partición de 𝐵, y {ℎ𝑗(𝐵𝑗)}𝑚𝑗=1
partición de 𝐸.

Como a lo largo de la prueba solo se han usado equivalencias, la dirección contraria

también está probada.

Proposición 2.3. Sean 𝐺 un grupo de permutaciones de 𝑋, y 𝐸,𝐸′ ⊂ 𝑋 tales que

𝐸 ∼𝐺 𝐸′
. Entonces, si 𝐸 es 𝐺-paradójico, 𝐸′

también es 𝐺-paradójico.
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Demostración. Supongamos que 𝐸 es 𝐺-paradójico. Equivalentemente, por la Pro-

posición 2.2, existen 𝐴,𝐵 ⊂ 𝐸 disjuntos tales que 𝐴 ∼𝐺 𝐸 y 𝐵 ∼𝐺 𝐸. Como 𝐸 ∼𝐺 𝐸′

por hipótesis, y por la Proposición 2.1, ∼𝐺 es relación de equivalencia, tenemos que

𝐴 ∼𝐺 𝐸′
y 𝐵 ∼𝐺 𝐸′

. Por tanto, 𝐸′
también es 𝐺-paradójico.

2.2 La Paradoja de Banach-Tarski

Llegados a este punto disponemos de las herramientas necesarias para probar que

la esfera 𝑆2
es paradójica. Probaremos que 𝑆2

y 𝑆2⧵𝐷 son 𝑆𝑂3-equidescomponibles,

donde𝐷 ⊂ 𝑆2
es un conjunto numerable. Esto unido a las propiedades de la equides-

componibilidad tratadas en la sección anterior y al Teorema 1.2 nos permitirá llegar

a nuestro objetivo.

Teorema 2.1. Sea 𝐷 un subconjunto numerable de 𝑆2, entonces 𝑆2 y 𝑆2 ⧵ 𝐷 son
𝑆𝑂3-equidescomponibles.

Demostración. Sea 𝑙 una recta que pasa por el origen y no contiene a ningún punto

de 𝐷 (podemos asegurar que esta existe pues el conjunto de rectas que pasan por el

origen es no numerable y 𝐷 es contable). Denotamos por 𝜌𝜃 la rotación de ángulo 𝜃
y eje 𝑙. Sea 𝐴 ⊂ [0, 2𝜋) el conjunto de ángulos 𝜃 cumpliendo que existe 𝑃 ∈ 𝐷 y

𝑛 > 0 tales que 𝜌𝑛𝜃(𝑃 ) ∈ 𝐷. Como ℕ y 𝐷 son numerables, 𝐴 también lo es. Por tanto,

existe 𝜃 ∈ [0, 2𝜋) ⧵ 𝐴. Por la construcción de 𝜃, 𝐷 ∩ 𝜌𝑛𝜃(𝐷) = ∅ para todo 𝑛 ≥ 0.
De aquí tambien se deduce que 𝜌𝑛𝜃(𝐷) ∩ 𝜌𝑚𝜃 (𝐷) = ∅ para cualquier 0 ≤ 𝑚 < 𝑛, pues
𝜌𝑛𝜃(𝐷) ∩ 𝜌𝑚𝜃 (𝐷) = 𝜌𝑚𝜃 (𝜌

𝑛−𝑚
𝜃 (𝐷) ∩𝐷) = 𝜌𝑚𝜃 (∅) = ∅. Definimos:

𝐷′ =
∞
⋃

𝑛=0
𝜌𝑛𝜃(𝐷)

Por tanto,

𝜌𝑛𝜃(𝐷
′) =

∞
⋃

𝑛=1
𝜌𝑛𝜃(𝐷) = 𝐷′ ⧵𝐷

Luego 𝐷′ ∼ 𝐷′ ⧵𝐷. P or consiguiente:

𝑆2 = (𝑆2 ⧵𝐷′) ∪𝐷′ ∼ (𝑆2 ⧵𝐷′) ∪ (𝐷′ ⧵𝐷) = 𝑆2 ⧵𝐷

La prueba esta completa.
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Corolario 2.1. La esfera completa 𝑆2
es 𝑆𝑂3-paradójica.

Demostración. En el Teorema 1.2 probamos que existe un subconjunto contable𝐷 ⊂
𝑆2

tal que 𝑆2 ⧵ 𝐷 es 𝑆𝑂3-paradójico. Por el Teorema 2.1, 𝑆2 ⧵ 𝐷 ∼ 𝑆2
, y por la

Proposición 2.3, la esfera 𝑆2
es 𝑆𝑂3-paradójica.

Observación 2.1. Observese que a lo largo de la teoría desarrollada hasta este punto

no se ha usado que la esfera sea unitaria, por lo que el resultado anterior se puede

enunciar para cualquier esfera centrada en el origen de radio arbitrario.

Una vez completada la descomposición paradójica para la esfera completa 𝑆2
, po-

demos extender el resultado a la bola unidad (cerrada) 𝐵̄(0, 1). Para ello basta con

identificar cada punto 𝑃 de la esfera con su radio como se muestra en la siguiente

imagen:

Figura 2.2: Radios de la esfera.

En lenguaje formal, la correspondencia viene dada por 𝑃 ←→ {𝛼𝑃 ∶ 0 < 𝛼 ≤ 1}.
Cabe resaltar que para la buena definición de la correspondencia debemos prescindir

punto central de la esfera. Probemos el Teorema:

Teorema 2.2 (Paradoja de Banach-Tarski). La bola unidad cerrada centrada en
el origen 𝐵̄(0, 1) ⊂ ℝ3 es paradójica respecto al grupo de isometrías de ℝ3.

Demostración. Denotamos por 𝐵 = 𝐵̄(0, 1) ⊂ ℝ3
. Identificando cada punto de

𝐵 ⧵ {0} con su radio 𝑃 ←→ {𝛼𝑃 ∶ 0 < 𝛼 ≤ 1} tenemos que 𝐵 ⧵ {0} admi-

te una descomposición similar a la del Corolario 2.1. En virtud de la Proposición

2.3, basta probar que 𝐵 ⧵ {0} es equidescomponible con respecto al grupo de iso-

metrías de ℝ3
con 𝐵 para finalizar la prueba. Sea 𝑃 = (0, 0, 1

2
) y sea 𝜙 una rota-

ción de orden infinito tal que su eje contiene a 𝑃 , pero no contiene al origen, y sea
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𝐷 = {𝜙𝑛(0) ∶ 𝑛 ≥ 0}. Entonces, 𝜙(𝐷) = {𝜙𝑛(0) ∶ 𝑛 ≥ 1} = 𝐷 ⧵ {0}. De aquí,

𝐵 = (𝐵 ⧵𝐷) ∪𝐷 ∼ (𝐵 ⧵𝐷) ∪ (𝐷 ⧵ {0}) = 𝐵 ⧵ {0}. El Teorema está probado.

Observación 2.2. Al igual que en la descomposición paradójica de 𝑆2
lograda en

el Corolario 2.1, la Paradoja de Banach-Tarski se puede probar para bolas de radio

arbitrario 𝑟 > 0 centradas en el origen. Para ello, basta tomar la correspondencia

𝑃 ←→ {𝛼𝑃 ∶ 0 < 𝛼 ≤ 𝑟}, y 𝑃 = (0, 0, 1
𝑟
) y seguir la demostración anterior.

Más aún, cualquier bola no centrada en el origen es congruente por traslaciones con

otra que sí lo esté. Por tanto, el Teorema queda extendido a cualquier bola del espacio

euclídeo.

2.3 Forma fuerte de la Paradoja de Banach-Tarski

En esta última seccion del capítulo 2 veremos que podemos generalizar en cierto

sentido la Paradoja de Banach-Tarski (Teorema 2.2) a conjuntos acotados y de interior

no vacío. Probaremos que cualesquiera dos conjuntos cumpliendo estas dos condicio-

nes son equidescomponibles.

Definición 2.3. Sea 𝑋 un conjunto con 𝐴,𝐵 ⊂ 𝑋, y 𝐺 un grupo de permutaciones
de 𝑋. Entonces, escribiremos 𝐴 ≼ 𝐵 si existe 𝐶 ⊂ 𝐵 tal que 𝐴 ∼𝐺 𝐶 .

Teorema 2.3 (de Banach-Schröder-Berstein). Sea𝐺 un grupo de permutaciones
de 𝑋, y 𝐴,𝐵 ⊂ 𝑋. Si 𝐴 ≼ 𝐵 y 𝐵 ≼ 𝐴, entonces 𝐴 ∼𝐺 𝐵. De aquí se deduce que ≼
induce una relación de orden entre las clases de equivalencia de la relación ∼𝐺 en 𝒫 (𝑋).

Demostración. Es fácil ver que la relación∼𝐺 satisface las dos siguientes propiedades:

a) Si 𝐴 ∼𝐺 𝐵, entonces existe una biyección 𝑔 ∶ 𝐴 ←→ 𝐵 tal que 𝐶 ∼𝐺 𝑔(𝐶) para
cualquier 𝐶 ⊂ 𝐴.

b) Si𝐴1∩𝐴2 = ∅ = 𝐵1∩𝐵2, y𝐴1 ∼𝐺 𝐵1 y𝐴2 ∼𝐺 𝐵2, entonces𝐴1∪𝐴2 ∼𝐺 𝐵1∪𝐵2

Asumamos 𝐴,𝐵 ⊂ 𝑋 tales que 𝐴 ≼ 𝐵 y 𝐵 ≼ 𝐴. Entonces, existen 𝐵1 ⊂ 𝐵 y 𝐴1 ⊂ 𝐴
tales que 𝐴 ∼𝐺 𝐵1 y 𝐵 ∼𝐺 𝐴1 (como ∼𝐺 es de equivalencia también 𝐴1 ∼𝐺 𝐵). Toma-

mos las dos biyecciones de la propiedad (a) 𝑓 ∶ 𝐴 ←→ 𝐵1, y 𝑔 ∶ 𝐴1 ←→ 𝐵. Definimos

por inducción 𝐶𝑛+1 = 𝑔−1𝑓 (𝐶𝑛), donde 𝐶0 = 𝐴 ⧵ 𝐴1, y sea 𝐶 =
⋃∞

𝑛=0 𝐶𝑛. Se tiene:

𝑔(𝐴 ⧵ 𝐶) = 𝑔(𝐴 ⧵
∞
⋃

𝑛=𝑜
𝐶𝑛) = 𝑔(

∞
⋂

𝑛=0
(𝐴 ⧵ 𝐶𝑛)) =
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= 𝑔(𝐴 ⧵ 𝐶0) ∩ 𝑔(
∞
⋂

𝑛=1
(𝐴 ⧵ 𝐶𝑛)) =

= 𝑔(𝐴1) ∩ 𝑔(𝐴 ⧵
∞
⋃

𝑛=1
𝐶𝑛) = 𝐵 ∩ 𝑔(𝐴 ⧵

∞
⋃

𝑛=0
𝑔−1(𝑓 (𝐶𝑛))) =

= 𝐵 ⧵ 𝑔(
∞
⋃

𝑛=0
𝑔−1(𝑓 (𝐶𝑛))) = 𝐵 ⧵

∞
⋃

𝑛=0
𝑓 (𝐶𝑛) =

𝐵 ⧵ 𝑓 (
∞
⋃

𝑛=0
𝐶𝑛) = 𝐵 ⧵ 𝑓 (𝐶)

Por (a), tenemos que 𝐴 ⧵ 𝐶 ∼𝐺 𝑔(𝐴 ⧵ 𝐶) = 𝐵 ⧵ 𝑓 (𝐶) y 𝐶 ∼𝐺 𝑓 (𝐶). Aplicando
ahora (b):

𝐴 = (𝐴 ⧵ 𝐶) ∪ 𝐶 ∼𝐺 (𝐵 ⧵ 𝑓 (𝐶)) ∪ 𝑓 (𝐶) = 𝐵

como queríamos probar.

Este Teorema aporta una nueva forma de probar que dos conjuntos son equides-

componibles, basta ver que la relación ≼ se cumple en las dos direcciones. Haciendo

uso de este resultado estamos listos para probar la forma fuerte de la Paradoja de

Banach-Tarski:

Teorema 2.4 (Paradoja de Banach-Tarski fuerte). Sean 𝐴 y 𝐵 dos conjuntos
acotados de ℝ3 con interior no vacío, entonces 𝐴 y 𝐵 son equidescomponibles.

Demostración. Veremos que 𝐴 ≼ 𝐵 y 𝐵 ≼ 𝐴 y por el Teorema de Banach-Schröder-

Berstein (Teorema 2.3) tendremos el resultado.

Sean 𝐾 y 𝐿 dos bolas tales que 𝐴 ⊂ 𝐾 , y 𝐿 ⊂ 𝐵, las cuales sabemos que existen pues

𝐴 es acotado y 𝐵 tiene interior no vacío respectivamente, y sea 𝑛 suficientemente

grande como para que 𝐾 pueda ser recubierto por 𝑛 copias de 𝐿 (pueden solapar-

se). Denotamos por 𝑆 al conjunto de 𝑛 copias disjuntas de 𝐿. Usando la Paradoja de

Banach-Tarski (Teorema 2.2) podemos duplicar 𝐿, y usando traslaciones a las copias

obtenidas llegamos a que 𝐿 ≽ 𝑆 , de donde 𝐴 ⊂ 𝐾 ≼ 𝑆 ≼ 𝐿 ≼ 𝐵, y por tanto, 𝐴 ≼ 𝐵.
Como los papeles de 𝐴 y 𝐵 son intercambiables, por el mismo razonamiento se con-

cluye que 𝐵 ≼ 𝐴. La prueba está completa.
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Si bien la Paradoja de Banach-Tarski probada en la sección anterior era sorpren-

dente por el hecho de que nos permitía duplicar esferas, con este resultado hemos

logrado demostrar que podemos "romper" cualquier conjunto acotado con interior

no vacío y reesamblarlo en otro. Por esta razón, la versión fuerte de la Paradoja de

Banach-Tarski se suele conocer como "la paradoja del guisante y el Sol", pues "tro-

ceando y reuniendo los trozos de un guisante de forma adecuada podríamos lograr

optener el Sol a partir de él.



3 Minimización del número de
piezas

Este capítulo está dedicado a responder la pregunta de cual es el número mínimo

de piezas necesarias para lograr las descomposiciones paradójicas de la esfera y la

bola estudiadas en los capítulos anteriores.

A partir de ahora, el subíndice de la notación de la relación de equidescomponibi-

lidad denotará el número de piezas por el cual la descomposición ha sido efectuada,

es decir, 𝐴 ∼𝑛 𝐵 quiere decir que 𝐴 es equidescomponible con 𝐵 usando 𝑛 piezas.

En este capítulo seguimos la referencia [11], capítulo 5.

3.1 Descomposición minimal del la esfera

Definición 3.1. Sea 𝐺 un grupo de permutaciones de 𝑋 y 𝐸 ⊂ 𝑋. Diremos que
𝐸 es 𝐺-paradójico usando 𝑟 piezas si existen conjuntos disjuntos 𝐴 y 𝐵 de forma que
𝐸 = 𝐴 ∪ 𝐵 y 𝐴 ∼𝑛 𝐸 ∼𝑚 𝐵, con 𝑛 + 𝑚 = 𝑟.

Nos planteamos reducir el número 𝑟 anterior en el caso de𝑆2
. Una primera aproxi-

mación nos proporciona un resultado general por el cual cualquier conjunto paradó-

jico necesita al menos 4 piezas para formar su descomposición. Veámos el resultado.

Teorema 3.1. Sea 𝐺 un grupo de permutaciones de un conjunto 𝑋. Si 𝑋 es 𝐺-
paradójico, entonces la descomposición de 𝑋 tiene al menos 4 piezas.

Demostración. Sean 𝐴,𝐵 ⊂ 𝑋 disjuntos de forma que 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝑋 y cumpliendo

que 𝐴 ∼𝑛 𝑋 ∼𝑚 𝐵. Supongamos por reducción al absurdo que 𝑛 + 𝑚 < 4. En ese

caso debe ocurrir 𝑛 = 1 o 𝑚 = 1. Supongamos sin pérdida de generalidad que 𝑛 = 1.
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Entonces, se tiene que existe 𝑔 ∈ 𝐺 tal que 𝑋 = 𝑔(𝐴), por tanto 𝐴 = 𝑔−1(𝑋). Pero
𝑔−1(𝑋) = 𝑋, por lo que𝐴 = 𝑋, y por consiguiente𝐵 = ∅, lo cual es una contradicción
con 𝐵 ∼ 𝑋.

Como adelantabamos, este Teorema nos dice que 𝑟 ≥ 4 para cualquier conjunto

paradójico. Ahora nos centraremos en probar que en el caso de la esfera se puede dar

una descomposición con exactamente 4 piezas, y por tanto, esta es minimal.

Teorema 3.2. Sea 𝐹 = ⟨𝜎, 𝜏⟩ un grupo libre. Entonces, existe una partición de 𝐹 =
𝐴1∪𝐴2∪𝐴3∪𝐴4 de forma que 𝜎(𝐴2) = 𝐴2∪𝐴3∪𝐴4 y 𝜏(𝐴4) = 𝐴1∪𝐴2∪𝐴4; de donde
𝐹 es paradójico usando 4 piezas. Más aún, fijado 𝜔 ∈ 𝐹 , podemos escoger la partición
de forma que 𝜔 esté en la misma pieza que la identidad.

Demostración. Si 𝜌 ∈ {𝜎±1, 𝜏±1}, denotamos de forma habitual por𝑊 (𝜌) al conjunto
de palabras de 𝐹 que comienzan por 𝜌. Elegimos los conjuntos como en el siguiente

gráfico:

Figura 3.1: Descomposición de 𝐹

Es decir:

𝐴1 = 𝑊 (𝜎) ∪ {𝜎−𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ} ∪ {𝑒}
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𝐴2 = 𝑊 (𝜎−1) ⧵ {𝜎−𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ}

𝐴3 = 𝑊 (𝜏)

𝐴4 = 𝑊 (𝜏−1)

Con esta elección es claro que 𝜎(𝐴2) = 𝐴2 ∪ 𝐴3 ∪ 𝐴4 y 𝜏(𝐴4) = 𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ 𝐴4.

Para la segunda parte observamos que las dos condiciones 𝜎(𝐴2) = 𝐴2 ∪ 𝐴3 ∪ 𝐴4
y 𝜏(𝐴4) = 𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ 𝐴4 son equivalentes a las cuatro contenciones:

𝜎(𝐴2) ⊂ 𝐴2 ∪ 𝐴3 ∪ 𝐴4

𝜎−1(𝐴2 ∪ 𝐴3 ∪ 𝐴4) ⊂ 𝐴2

𝜏(𝐴4) ⊂ 𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ 𝐴4

𝜏−1(𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ 𝐴4) ⊂ 𝐴4

Llamaremos dominio de 𝜎 a 𝐴2 y rango de 𝜎 a 𝐴2 ∪ 𝐴3 ∪ 𝐴4, y de forma análoga

para el resto de transformaciones.

Supongamos que 𝜔 = 𝜌𝑛...𝜌1, donde 𝜌𝑖 ∈ {𝜎±1, 𝜏±1} para cada 𝑖. Antes de asignar
palabras arbitrarias a los cuatro conjuntos veremos como asignar cadenas

𝑒, 𝜌1, 𝜌2𝜌1, ...., 𝜔. En primer lugar asignamos 𝑒 y 𝜔 en 𝐴2, 𝐴1, 𝐴4 o 𝐴3 en el caso en

el que 𝜌1 sea 𝜎, 𝜎−1, 𝜏 o 𝜏−1 respectivamente. Para localizar las demás subpalabras

de 𝜔, asumamos que 𝜌1 es 𝜎. Sea 𝑢 = 𝜌𝑛−1...𝜌1 = 𝜌−1𝑛 𝜔. Si 𝜔 se encuentra en el

dominio de 𝜌−1𝑛 , asignamos 𝑢 en el rango de 𝜌−1𝑛 ; si 𝜔 no está en el dominio de 𝜌−1𝑛 ,

asignamos 𝑢 en uno de los 𝐴𝑖 que sea disjunto del rango de 𝜌−1𝑛 . Continuamos con

𝜌𝑛−2...𝜌1 considerándolo como 𝜌−1𝑛−1𝑢 y procediendo como antes. Así, hasta llegar a

𝜌1 = 𝜎. Como 𝜎 = 𝜎𝑒 y 𝑒 ∈ 𝐴2, 𝜎 debe ser asignado a 𝐴2 ∪𝐴3 ∪𝐴4, y como 𝜎 = 𝜌1 =
𝜌−12 (𝜌2𝜌1), 𝜎 debe ser asignado de forma que verifique la ecuación correspondiente a

𝜌−12 con respecto a la locacización de 𝜌2𝜌1. Para cualquiera de las tres posibilidades

𝜎−1, 𝜏, 𝜏−1 para 𝜌−12 , 𝐴2 ∪𝐴3 ∪𝐴4 interseca con el rango de 𝜌−12 y su complementario,

por lo que podemos emplazar 𝜎. Los demás casos se tienen de forma análoga.

Ahora bien, cualquier palabra 𝑢 ∈ 𝐹 puede escribirse de manera única como 𝜈𝑡,
donde 𝑡 es una de 𝑒, 𝜌1, 𝜌2𝜌1, ..., 𝜔. Ahora, asignamos la palabra por inducción en la

longitud de 𝜈. Si 𝜈 = 𝑒, entonces 𝑢 ya ha sido asignada. En caso contrario, si 𝜈 no

empieza por 𝜎−1
, asignamos 𝜎𝜈𝑡 a𝐴2∪𝐴3∪𝐴4 o𝐴1 dependiendo si 𝜈 se encuentra en

𝐴2 o no; esto asegura que 𝜈𝑡 verifica la primera contención. Para las demás extensiones

de 𝜈𝑡 que no cancelan se procede de forma similar.
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Definición 3.2. Sea𝐺 un grupo actuando sobre𝑋 y 𝑥 ∈ 𝑋. Llamamos estabilizador
de 𝑥 al subgrupo de 𝐺

𝐺𝑥 = {𝜎 ∈ 𝐺 ∶ 𝜎(𝑥) = 𝑥}
Definición 3.3. Se dirá que la acción de un grupo 𝐺 sobre 𝑋 es localmente conmu-

tativa si estabilizador 𝐺𝑥 es conmutativo para cada 𝑥 ∈ 𝑋. Equivalentemente, si dos
elementos de 𝐺 comparten un punto fijo, entonces conmutan.

Observar que cualquier acción sin puntos fijos es localmente conmutativa. Para el

caso que nos ocupa, se verifica que si dos rotaciones comparten puntos fijos en 𝑆2
,

entonces tienen el mismo eje de rotación, por lo que conmutan. De aquí se tiene que

la acción de 𝑆𝑂3 sobre 𝑆2
es localmente conmutativa.

La importancia de las acciones localmente conmutativas reside en que si un grupo

actúa de forma localmente conmutativa sobre un conjunto𝑋, entonces se tiene auto-

maticamente que 𝑋 es paradójico respecto a él, y podemos determinar el número de

piezas necesarias para su descomposición paradójica.

Teorema 3.3. Sea 𝐹 un grupo libre generado por 𝜎 y 𝜏 . Si la acción de 𝐹 en 𝑋 es
localmente conmutativa, entonces 𝑋 es 𝐹 -paradójico usando cuatro piezas.

Demostración. Para la prueba de este Teorema usaremos el Teorema 3.2 para separar

𝑋 en 𝐴∗
1, 𝐴

∗
2, 𝐴

∗
3 y 𝐴∗

4 cumpliendo 𝜎(𝐴∗
2) = 𝐴∗

2 ∪ 𝐴∗
3 ∪ 𝐴∗

4 y 𝜏(𝐴∗
4) = 𝐴∗

1 ∪ 𝐴∗
2 ∪ 𝐴∗

4.

Trabajaremos dividiendo𝑋 en órbitas y particionaremos cada una de ellas usando en

cada caso una partición diferente de 𝐹 .

En primer lugar, observar que una órbita está formada en su totalidad por puntos

fijos no triviales o no contiene ninguno. En efecto, si 𝜔(𝑥) = 𝑥 y 𝑢 ∈ 𝐹 entonces 𝑢(𝑥)
es punto fijo de 𝑢𝜔𝑢−1. Para dividir las órbitas como hemos adelantado en el párrafo

anterior distinguiremos estos dos casos.

Para órbitas que no contienen puntos fijos no triviales, podemos usar la partición

de 𝐹 dada en la figura 3.1 en 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 y 𝐴4. Esto es, para cada órbita sin puntos fijos

no triviales tomamos un punto 𝑥. Así, cada punto 𝑦 de la órbita se puede escribir de

forma única como 𝑦 = 𝜈(𝑥), por lo que asignamos 𝑦 en 𝐴∗
𝑖 si 𝜈 ∈ 𝐴𝑖 con 𝑖 = 1, 2, 3, 4.

La condición impuesta para los 𝐴∗
𝑖 se heredan directamente de las propiedades de los

𝐴𝑖.

Trabajamos ahora con las órbitas con puntos fijos. Sea  una órbita con puntos

fijos no triviales. Ahora tendremos que elegir 𝑥 de foma más fina. Comenzamos eli-

giendo una palabra no trivial 𝜔 ∈ 𝐹 que fije un elemento de  de longitud mínima,
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y tomamos 𝑥 un punto fijo de 𝜔 en . Sea 𝜌 ∈ {𝜎±1, 𝜏±1} el primer término de 𝜔.
Observamos que 𝜔 no puede terminar por 𝜌−1, pues en ese caso 𝜌−1𝜔𝜌 ∈ 𝐹 tendría

longitud menor que 𝜔 y fija 𝜌−1(𝑥). Así, usamos el Teorema 3.2 para construir una

partición de 𝐹 en 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4 de forma que 𝜔 y 𝑒 se encuentren en la misma pieza.

Llegados a este punto nos interesa asociar cada elemento de  a un elemento de

𝐹 de forma única como hemos hecho directamente en el caso anterior, para así poder

formar una partición de  a partir de la de 𝐹 . En este caso se cumple que cada punto

𝑦 ∈  se puede escribir de forma únca como 𝜈(𝑥), donde 𝜈 no termina ni en 𝜔±1
ni

en 𝜌−1. Si 𝜈 termina en 𝜔±1
entonces 𝑦 = 𝜈𝜔∓1(𝑥), por lo que habríamos encontrado

un elemento de longitud menor. Para ello consideramos 𝜈 de longitud mínima tal que

𝜈(𝑥) = 𝑦 Si 𝜈 acaba en 𝜌−1, entonces el elemento 𝜈𝜔 no acaba en 𝜔 porque se cancela

la última letra de 𝜈 con la primera de 𝜔, ni en 𝜌−1 por lo que hemos visto antes. Así,

se tiene que 𝜈𝜔(𝑥) = 𝜈(𝑥) = 𝑦, y podríamos cambiar 𝜈 por 𝜈𝜔. Para la unicidad

usaremos la conmutatividad local. En primer lugar, se tiene que los únicos elementos

de 𝐹 que fijan 𝑥 son las potencias de 𝜔. En efecto, si 𝑢 fija 𝑥, por la conmutatividad

local se tiene que 𝜔𝑢 = 𝑢𝜔. Por una propiedad de los grupos libres (consúltese [8],

página 42, ejercicio 6) se tiene que 𝑢 = 𝑡𝑗 y 𝜔 = 𝑡𝑘 para algunos 𝑡 ∈ 𝐹 y 𝑗, 𝑘 ∈ ℤ.
Ahora bien, la minimalidad de 𝜔 implica que |𝑗| > |𝑘|, por lo que podemos escribir

𝑗 = 𝑙𝑘 + 𝑟, donde 𝑙, 𝑟 ∈ ℤ y 0 ≤ 𝑟 < |𝑘|. Entonces, 𝑥 = 𝑢(𝑥) = 𝑡𝑟(𝑡𝑘)𝑙(𝑥) = 𝑡𝑟(𝑥).
Usando otra vez la minimalidad de 𝜔, se tiene que 𝑟 = 0. Por tanto, 𝑘 divide a 𝑗, y 𝑢 es
una potencia de 𝜔 como queríamos probar. Ya podemos ver la unicidad. Supongamos

que 𝑦 = 𝑢(𝑥) = 𝜈(𝑥) son dos representaciones de 𝑦 verificando lo anterior. Entonces,

𝑢−1𝜈(𝑥) = 𝑥, de donde 𝑢−1𝜈 o 𝜈−1𝑢 es una potencia positiva de 𝜔. Supongamos que

𝑢−1𝜈 lo es, entonces o bien 𝑢−1 empieza por 𝜌, lo cual es una contradicción con que 𝑢
no termina con 𝜌−1; o bien todas las letras que forman 𝑢−1 cancelan con las primeras

de 𝜈, lo cual implica que 𝜈 termina con 𝜔, lo cual es una contradicción. El otro caso

es similar.

Gracias a la representación anterior, ya podemos definir los 𝐴∗
𝑖 que particionan

a . Dado 𝑦 = 𝜈(𝑥) es la representación única del párrafo anterior, asignamos 𝑦 a

𝐴∗
𝑖 si 𝜈 ∈ 𝐴𝑖 ⊂ 𝐹 . Falta ver que efectivamente esta asignación cumple lo requerido.

Consideramos primero la relación 𝜎(𝐴∗
2) ⊂ 𝐴∗

2∪𝐴
∗
3∪𝐴

∗
4. Si 𝑦 ∈ 𝐴∗

2, entonces 𝑦 = 𝜈(𝑥),
con 𝜈 ∈ 𝐴2, y consideramos 𝜎(𝑦). Si 𝜎𝜈(𝑥) es la representación correcta de 𝜎(𝑦),
entonces como 𝜈 ∈ 𝐴2, implica que 𝜎𝜈 ∈ 𝐴2∪𝐴3∪𝐴4, por lo que 𝜎(𝑦) ∈ 𝐴∗

2∪𝐴
∗
3∪𝐴

∗
4

está bien localizado. Sin embargo, podría darse que 𝜎𝜈 no fuera la representación

correcta por terminar en 𝜔 o en 𝜌−1. En el primer caso, como 𝜈 no termina en 𝜔,
necesariamente 𝜎𝜈 = 𝜔, por lo que 𝜎(𝑦) = 𝜔(𝑥) = 𝑥. Como 𝜎𝜈 pertenecen a 𝐴2 ∪
𝐴3 ∪ 𝐴4, 𝜔 también, y por la elección inicial de la partición de 𝐹 , 𝑒 también. Como
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𝑒(𝑥) es la única representación de 𝑥, esto implica que tanto 𝑥 como 𝜎(𝑦) pertenecen
a 𝐴∗

2 ∪ 𝐴∗
3 ∪ 𝐴∗

4 como queríamos. En el caso en el que 𝜎𝜈 termina en 𝜌−1, como 𝜈 no

termina en 𝜌−1, entonces 𝜈 tiene que ser 𝑒, y por tanto, 𝜎𝜈 = 𝜎, 𝜌−1 = 𝜎 (es decir, 𝜔
empieza por 𝜎−1

), y se tiene que 𝑦 = 𝑥. Ahora bien, 𝑒 = 𝜈 ∈ 𝐴2, luego 𝜔 ∈ 𝐴2, por lo

que 𝜎𝜔 ∈ 𝐴2 ∪ 𝐴3 ∪ 𝐴4. Pero 𝜎𝜔(𝑥) conincide con la representación única de 𝜎(𝑥),
por lo que 𝜎(𝑦) = 𝜎(𝑥) ∈ 𝐴∗

2 ∪ 𝐴∗
3 ∪ 𝐴∗

4 está bien asignado. Análogamente se tiene

para las otras tres contenciones. Esto completa la prueba.

Teorema 3.4 (Descomposición minimal de la esfera). La esfera 𝑆2 es 𝑆𝑂3-
paradójica usando cuatro piezas.

Demostración. Hemos visto que la acción de 𝑆𝑂3 es localmente conmutativa sobre

𝑆2
. Tomando el subgrupo libre 𝐹 usado a lo largo del Capítulo 1, se tiene el resultado

por el Teorema 3.3.

En virtud del Teorema 3.1, este número no puede mejorarse, por lo que efectiva-

mente se trata de la mínima descomposición de la esfera.

3.2 Descomposición minimal de la bola

Denotamos por 𝐺3 al grupo de isometrías de ℝ3
. En esta sección buscamos mi-

nimizar el número de piezas necesarias para descomponer paradójicamente la bola

cerrada, como hicimos en el Teorema 2.2, donde probamos que la bola unidad era 𝐺3-

padadójica. En una primera aproximación podríamos plantearnos proceder como en

la sección anterior, lo cual no es posible por dos razones. La primera es que la acción

de 𝐺3 no es localmente conmutativa. Para ver esto basta con tomar dos rotaciones

con ejes diferentes pero que intersequen en el origen. De este modo las rotaciones no

conmutan pero ambas fijan el cero. La segunda razón es que𝐺3 no actúa sobre la bola

unidad en ℝ3
. Podemos ver esto tomando una traslación no trivial y observando que

la imagen de esta no es la bola unidad.

Lema 3.1. Sea 𝐵 = 𝐵̄(0, 1), y 𝑆 su frontera. Sean 𝐵1, 𝐵2 ⊂ 𝐵 disjuntos tales que

𝜎1(𝐵1) ∪ 𝜎2(𝐵2) = 𝐵 con 𝜎1, 𝜎2 ∈ 𝐺3, donde 𝜎2(0) ≠ 0. Entonces 𝐵1 contiene una

semiesfera cerrada de 𝑆 .

Demostración. Consideramos la recta que une 0 con 𝜎′(0) y el punto 𝑄 de intersec-

ción de 𝑆 con la recta que se encuentra en la dirección opuesta a 𝜎′(0). Consideramos

𝐻 la semiesfera cerrada de centro 0 y punto cuspidal 𝑄. Se puede comprobar que
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𝐻 ∩ 𝜎′(𝐵) = ∅. De 𝜎(𝐵) ∪ 𝜎(𝐵′) = 𝐵 se tiene que 𝐻 ⊂ 𝜎(𝐵), de donde 𝜎−1(𝐻) ⊂ 𝐵.
Entonces, 𝜎−1(𝐻) es la semiesfera buscada.

Teorema 3.5 (Descomposiciónminimal de la bola). Existe una descomposición
paradójica de la bola cerrada en cinco piezas y no menos.

Demostración. Al igual que en el Teorema 2.2 probaremos el resultado para la bola

unidad cerrada centrada en el origen. Denotamos por𝐵 = 𝐵̄(0, 1) y𝑆 la esfera unidad

frontera de 𝐵.

Veámos en primer lugar que al menos son necesarias cinco piezas. Supongamos

por reducción al absurdo que basta con cuatro piezas. Entonces, podemos escribir

𝐵 = 𝐵1 ∪𝐵2 ∪𝐵3 ∪𝐵4 donde los 𝐵𝑖 son disjuntos dos a dos y 𝜎1(𝐵1) ∪ 𝜎2(𝐵2) = 𝐵 =
𝜎3(𝐵3)∪𝜎4(𝐵4) donde 𝜎𝑖 ∈ 𝐺3. Se tiene que no todas las isometrías anteriores pueden

fijar el origen. De ser así, supongamos que 0 ∈ 𝐵1 entonces 0 ∉ 𝜎3(𝐵3) ∪ 𝜎4(𝐵4) = 𝐵.
Supongamos que 𝜎4(0) ≠ 0. Entonces, 𝜎4(𝐵) es una bola unidad (por ser isometría)

diferente de 𝐵, de donde se sigue que existe una semiesfera cerrada 𝐻 ⊂ 𝑆 que es

disjunta de 𝜎4(𝐵). Como 𝜎4(𝐵4) no recubre a 𝐻 , entonces debe ocurrir que 𝐻 ⊂
𝜎3(𝐵3), de donde 𝜎−1

3 (𝐻) ⊂ 𝐵3, es decir, 𝐵3 contiene una semiesfera cerrada de 𝑆 . Es
decir, (𝐵1∪𝐵2)∩𝑆 está contenido en otra semiesfera abierta de 𝑆 , el complementario

de 𝜎−1
3 (𝐻). De aquí se deduce que ni𝐵1 ni𝐵2 pueden contener una semiesfera cerrada.

En virtud del Lema 3.1, se sigue que tanto 𝜎1 como 𝜎2 fijan el origen, y por tanto deben
enviar 𝑆 en sí misma, pues se tratan de reflexiones o rotaciones. De este modo

(𝜎1(𝐵1) ∪ 𝜎2(𝐵2)) ∩ 𝑆 = 𝜎1(𝐵1 ∩ 𝑆) ∪ 𝜎2(𝐵2 ∩ 𝑆)

está contenido en la unión de dos semiesferas, y esto unido a que ni 𝐵1 ni 𝐵2 es una

semiesfera cerrada, se tiene que es un subconjunto propio de 𝑆 . Lo cual contradice

que 𝜎1(𝐵1) ∪ 𝜎2(𝐵2) = 𝐵.

Veámos ahora que basta con cinco piezas. Para cada 0 < 𝑟 ≤ 1 denotamos por𝑆𝑟 la

esfera de radio 𝑟 y trabajamos de forma independiente con cada una de ellas. Tomamos

las dos rotaciones sobre𝐵 independientes de la Proposición 1.1 𝜎 y 𝜏 , y sea 𝐹 el grupo

libre generado por ellas. Por el Teorema 3.3, podemos encontrar una particion para

𝑆𝑟 para cada 0 < 𝑟 < 1 en 𝐴𝑟
1, 𝐴

𝑟
2, 𝐴

𝑟
3, 𝐴

𝑟
4 verificando que 𝜎(𝐴𝑟

2) = 𝐴𝑟
2 ∪ 𝐴𝑟

3 ∪ 𝐴𝑟
4 y

𝜏(𝐴𝑟
4) = 𝐴𝑟

1 ∪ 𝐴𝑟
2 ∪ 𝐴𝑟

4. Falta descomponer la última capa correspondiente a 𝑆1 y el

punto del origen. Esta la haremos en cinco conjuntos 𝐴1
1, 𝐴

1
2, 𝐴

1
3, 𝐴

1
4 y un punto {𝑃 },

de forma que satisfaga 𝜎(𝐴1
2) = 𝐴1

2 ∪ 𝐴2
3 ∪ 𝐴1

4 ∪ {𝑃 } y 𝜏(𝐴1
4) = 𝐴1

1 ∪ 𝐴1
2 ∪ 𝐴1

4 ∪ {𝑃 }.
Para ello seleccionamos una órbita  de puntos no fijos. Podemos hacer esto pues 𝐹
tiene un conjunto numerable de puntos fijos no triviales sobre 𝑆1, mientras que la

cantidad de órbitas es no numerable. Fijamos un punto 𝑃 ∈  y vamos formando
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los conjuntos 𝐴1
1, 𝐴

1
2, 𝐴

1
3 y 𝐴1

4 a partir de él de la siguiente forma. Sea 𝑄 ∈  otro

punto diferente de 𝑃 , entonces existe una única palabra 𝜔 ∈ 𝐹 ⧵ {𝑒} de forma que

𝑄 = 𝜔(𝑃 ). Así, asignamos𝑄 a𝐴1
1, 𝐴

1
2, 𝐴

1
3 o𝐴

1
4 diferenciando si𝜔 empieza por 𝜎, 𝜎−1, 𝜏

o 𝜏−1. Como 𝜎𝑊 (𝜎−1) = 𝐹 ⧵ 𝑊 (𝜎) y 𝜏𝑊 (𝜏−1) = 𝐹 ⧵ 𝑊 (𝜏), esta partición cumple

lo que buscabamos. Finalmente, tomando 𝐵1 = {0}∪
⋃

0<𝑟≤1 𝐴
𝑟
1, 𝐵𝑖 =

⋃

0<𝑟≤1𝐴
𝑟
𝑖 para

𝑖 = 2, 3, 4 y 𝜌 la traslación que envía el punto 𝑃 al origen logramos que

𝐵1 ∪ 𝜎(𝐵2) = 𝐵 = 𝐵3 ∪ 𝜏(𝐵4) ∪ {𝜌(𝑃 )}

Lo cual finaliza la prueba.

El proceso de la prueba anterior aplicado a esferas de cualquier radio, y tratan-

do a parte una de ellas, por ejemplo 𝑆2
para ubicar el origen, nos proporciona una

descomposición paradójica de ℝ3
completo en cinco piezas.



4 Introducción al Plano
Hiperbólico

Al igual que el plano euclídeo se representa como ℝ2
, con los puntos y las rectas

habituales, existen diversos modelos para describir el plano hiperbólico. Este capítulo

pretende desarrollar una introducción al modelo del semiplano superior y las herra-

mientas necesarias para el capítulo 5.

En este capítulo seguiremos las referencias [1], [3] y [5].

4.1 El semiplano superior, métrica hiperbólica y
geodésicas

Nuestro espacio de trabajo será el semiplano superior (abierto) del plano complejo.

Lo Denotaremos por:

ℍ = {𝑧 ∈ ℂ ∶ ℜ(𝑧) > 0}

A partir de aquí nos centraremos en primer lugar en entender cómo medir distancias

entre puntos y qué curvas "actuan como rectas" en ℍ.

Definición 4.1. Una curva en ℂ es una función 𝛾 ∶ (𝑎, 𝑏) ←→ ℂ, donde (𝑎, 𝑏) (tam-
bién lo podemos considerar cerrado) es un intervalo real (se permite 𝑎 = −∞ y 𝑏 = +∞),
cumpliendo queℜ(𝛾(𝑡)) e ℑ(𝛾(𝑡)) son ambas funciones contínuas y diferenciables.

Definición 4.2. Sea 𝛾(𝑡) = 𝛾1(𝑡)+𝑖𝛾2(𝑡) una curva enℂ. Definimos el vector tangente
de 𝛾 en el punto 𝛾(𝑡) como 𝛾 ′1(𝑡) + 𝑖𝛾 ′2(𝑡).

A partir de la definición de curva en ℂ, definimos las curvas en ℍ.
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Definición 4.3. Una curva en ℍ es una curva en ℂ cuya imagen está contenida en
ℍ.

La filosofía a seguir a partir de este punto será dar una forma de "medir curvas" en

nuestro espacio ℍ y, a partir de ella, definiremos la distancia entre dos puntos como

la "menor de las longitudes de las curvas que los unen".

Definición 4.4. Dada una curva 𝛾 ∶ (𝑎, 𝑏) ←→ ℍ, definimos la longitud de 𝛾 como:

𝐿(𝛾) = ∫

𝑏

𝑎

√

𝛾 ′1(𝑡)2 + 𝛾 ′2(𝑡)2

𝛾2(𝑡)
𝑑𝑡

Siguiendo la idea anterior, ya estamos en condiciones de definir la distancia hi-

perbólica. Dada una curva 𝛾 ∶ [𝑎, 𝑏] ←→ ℍ, diremos que los puntos 𝛾(𝑎) y 𝛾(𝑏) son sus

extremos. Dados dos puntos 𝑧1, 𝑧2 ∈ ℍ, diremos que una curva une 𝑧1 y 𝑧2 si 𝑧1 y 𝑧2
son sus extremos.

Definición 4.5. Sean 𝑧1, 𝑧2 ∈ ℍ. Definimos la distancia hiperbólica entre 𝑧1 y 𝑧2, y
la denotamos por 𝑑(𝑧1, 𝑧2) como:

𝑑(𝑧1, 𝑧2) = 𝑖𝑛𝑓{𝐿(𝛾) ∶ 𝛾 ∶ [𝑎, 𝑏] ←→ ℍ, 𝛾(𝑎) = 𝑧1, 𝛾(𝑏) = 𝑧2}

Definición 4.6. Diremos que una curva 𝜎 ∶ (𝑎, 𝑏) ←→ ℍ es una geodésica si dados
dos puntos cualquiera de la curva, 𝜎 realiza la distancia entre ellos.

Lema 4.1. Si 𝑧1, 𝑧2 ∈ ℍ son de la forma 𝑧1 = 𝑥0 + 𝑖𝑦1 y 𝑧2 = 𝑥0 + 𝑖𝑦2, con 𝑦1 < 𝑦2,
entonces 𝑑(𝑧1, 𝑧2) = 𝑙𝑜𝑔( 𝑦2

𝑦1
).

Demostración. Sean 𝑧1 = 𝑥0 + 𝑖𝑦1 y 𝑧2 = 𝑥0 + 𝑖𝑦2 con 𝑦1 < 𝑦2 dos puntos de ℍ, y
sea 𝛾 ∶ [𝑎, 𝑏] ←→ ℍ una curva que une 𝑧1 con 𝑧2. Se tiene que:

𝐿(𝛾) = ∫

𝑏

𝑎

√

𝛾 ′1(𝑡)2 + 𝛾 ′2(𝑡)2

𝛾2(𝑡)
𝑑𝑡 ≥ ∫

𝑏

𝑎

|𝛾 ′2(𝑡)|
𝛾2(𝑡)

𝑑𝑡 ≥ ∫

𝑏

𝑎

𝛾 ′2(𝑡)
𝛾2(𝑡)

𝑑𝑡 = 𝑙𝑜𝑔(
𝛾2(𝑏)
𝛾2(𝑎)

) = 𝑙𝑜𝑔(
𝑦2
𝑦1
)

Por tanto, 𝑑(𝑧1, 𝑧2) ≥ 𝑙𝑜𝑔( 𝑦2
𝑦1
). Tomamos ahora 𝜎(𝑡) = 𝑥0 + 𝑖𝑡; 𝑦1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑦2.
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Entonces:

𝐿(𝜎) = ∫

𝑦2

𝑦1

𝑑𝑡
𝑡
= 𝑙𝑜𝑔(

𝑦2
𝑦1
)

Por tanto, 𝑑(𝑧1, 𝑧2) = 𝑙𝑜𝑔( 𝑦2
𝑦1
).

Concluimos así que la curva 𝜎 es una geodésica. Se puede probar que en ℍ solo

existen dos tipos de geodésicas, los segmentos verticales y los arcos de circunferen-

cia con centro en ℑ(𝑧) = 0. Las semirrectas verticales y las semicircunferencias con

centro en ℑ(𝑧) = 0 "actuan como rectas" en ℍ. A estas curvas las denominaremos

también geodésicas por abuso del lenguaje.

Figura 4.1: Geodésicas de ℍ.
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4.2 Isometrías. Transformaciones de Möbius

En los capítulos anteriores nos hemos servido de grupos de permutaciones del

conjunto al que queríamos descomponer paradojicamente para dar dicha descompo-

sición. En este caso nos interesa caracterizar las transformaciones que conservan el

semiplano superior y conservan las distancias.

Definición 4.7. Una isometría es una transformación biyectiva 𝑇 ∶ ℍ ←→ ℍ tal
que, para todo par de puntos 𝑧1, 𝑧2 ∈ ℍ se cumple que:

𝑑(𝑧1, 𝑧2) = 𝑑(𝑇 (𝑧1), 𝑇 (𝑧2))

En particular, estamos interesados en las isometrías que preservan la orientación

(este concepto se definirá más adelante). Veremos que estas tienen una forma particu-

lar. Para ello abandonaremos momentáneamente ℍ y nos locarizaremos en la Esfera

de Riemann ℂ̂ = ℂ ∪ {∞}.

Definición 4.8. Una transformación de Möbius es una función 𝑀 ∶ ℂ̂ ←→ ℂ̂ de la
forma:

𝑀(𝑧) =

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

𝑎𝑧+𝑏
𝑐𝑧+𝑑

𝑠𝑖 𝑧 ∈ ℂ, 𝑧 ≠ −𝑑
𝑐

∞ 𝑠𝑖 𝑧 = −𝑑
𝑐

𝑎
𝑐

𝑠𝑖 𝑧 = ∞

Con 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℂ cumpliendo 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0. Denotamos por Mob(ℂ̂) al grupo de las
transformaciones de Möbius con la composición.

Observación 4.1. Si 𝑐 = 0, los dos últimos casos colapsan en uno solo, es decir,

𝑀(∞) = ∞.

Las inversiones (𝐼(𝑧) = 1
𝑧
), traslaciones (𝑇 (𝑧) = 𝑧+𝑏), rotaciones (𝑅(𝑧) = 𝑎𝑧, con

𝑎 = 𝑒𝑖𝜃) y homotecias (𝐻(𝑧) = 𝑘𝑧, con 𝑘 > 0) son casos particulares de trasformacio-

nes de Möbius. A continuación veremos que podemos describir todas las transforma-

ciones de Möbius como composición de estas.

Proposición 4.1. Toda transformación de Möbius puede escribirse como composición

de traslaciones, inversiones, rotaciones y homotecias.
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Demostración. Sea𝑀(𝑧) = 𝑎𝑧+𝑏
𝑐𝑧+𝑑

Si 𝑐 = 0:
𝑀(𝑧) = 𝑎𝑧 + 𝑏

𝑑
= 𝑎

𝑑
𝑧 + 𝑏

𝑑
por tanto,𝑀(𝑧) es composición de una rotación, una homotecia y una traslación.

Si 𝑐 ≠ 0:
𝑀(𝑧) = 𝑏𝑐 − 𝑎𝑑

𝑐2(𝑧 + 𝑑
𝑐
)
+ 𝑎

𝑐

Por tanto,𝑀(𝑧) = 𝑇4◦𝑇3◦𝑇2◦𝑇1, donde:

𝑇1(𝑧) = 𝑧 + 𝑑
𝑐
, 𝑇2(𝑧) =

1
𝑧
, 𝑇3(𝑧) =

𝑏𝑐−𝑎𝑑
𝑐2

𝑧 y 𝑇4(𝑧) = 𝑧 + 𝑎
𝑐
.

Observación 4.2. Las traslaciones, inversiones, rotaciones y homotecias envian rec-

tas y circunferencias en rectas y circunferencias (esto no quiere decir que manden

rectas en rectas y circunferecias en circuenferencias), por lo que las transformaciones

de Möbius también. Además, sabemos que las transformaciones de Möbius preservan

ángulos entre curvas, es decir, son aplicaciones conformes.

A partir de la definición, podemos claramente identificar cada transformación de

Möbius con una matriz de la siguiente forma:

Ψ ∶
(

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)

←→
𝑎𝑧 + 𝑏
𝑐𝑧 + 𝑑

Además, por la condición sobre los coeficientes 𝑎𝑑−𝑏𝑐 ≠ 0, tenemos que el determian-

te de la matriz es no nulo, por lo queΨ está definido𝐺𝐿2(ℂ) ←→ Mob(ℂ̂), es un homo-

morfismo de grupos sobreyectivo. En particular verifica que Ψ(𝐴𝐵) = Ψ(𝐴)◦Ψ(𝐵),
es decir, la multiplicacion de dos matrices se identifica con la composición de trans-

formaciones de Möbius.

Volviendo al semiplano superior, nos interesan las transformaciones de Möbius

que mandan ℍ en sí mismo. Llamaremos a este conjunto (en realidad grupo con la

composición de aplicaciones) Mob(ℍ). Veremos que estas son exactamente las que

tienen 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ y 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 > 0. Como estas transformaciones son invariantes

si dividimos cada coeficiente por una constante, podemos suponer 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 1. Así,
podemos identificar como antes 𝑆𝐿2(ℝ) con Mob(ℍ) de manera sobreyectiva.

Teorema 4.1. Una transformación de Möbius 𝑀 envía el semiplano superior com-
plejo en sí mismo, es decir 𝑀(ℍ) = ℍ si y solo si existen 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ cumpliendo
𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 1 de foma que:

𝑀(𝑧) = 𝑎𝑧 + 𝑏
𝑐𝑧 + 𝑑
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Demostración. En primer lugar, sean 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ cumpliendo 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 1, y sea

𝑀 la transformación de Möbius dada por:

𝑀(𝑧) = 𝑎𝑧 + 𝑏
𝑐𝑧 + 𝑑

Como 𝑐 y 𝑑 son reales, dado un número complejo 𝑧, el conjugado de 𝑐𝑧+ 𝑑 es 𝑐𝑧̄+ 𝑑,
de donde se sigue que (𝑐𝑧 + 𝑑)(𝑐𝑧̄ + 𝑑) = |𝑐𝑧 + 𝑑|2, y por tanto:

𝑀(𝑧) =
(𝑎𝑧 + 𝑏)(𝑐𝑧̄ + 𝑑))

|𝑐𝑧 + 𝑑|2
=

𝑎𝑐|𝑧|2 + 𝑏𝑑 + (𝑎𝑐 + 𝑏𝑑)ℜ(𝑧) + 𝑖(𝑎𝑐 − 𝑏𝑑)ℑ(𝑧)
|𝑐𝑧 + 𝑑|2

para cada 𝑧 con 𝑐𝑧 + 𝑑 ≠ 0. Imponiendo ahora que los coeficientes 𝑎, 𝑏, 𝑐 y 𝑑 son

números reales que verifican 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 1 se tiene que:

ℑ(𝑀(𝑧)) =
(𝑎𝑐 − 𝑏𝑑)ℑ(𝑧)

|𝑐𝑧 + 𝑑|2
=

ℑ(𝑧)
|𝑐𝑧 + 𝑑|2

para cada número complejo 𝑧 cumpliendo 𝑐𝑧+𝑑 ≠ 0, y por consiguiente,ℑ(𝑀(𝑧)) >
0 para todos los números complejos con parte imaginaria positiva, lo cual prueba que

𝑀(ℍ) ⊂ ℍ. Por tanto, la transformación de Möbius 𝑀 envía el semiplano superior

abierto en sí mismo.

Más aún, las trasformaciones de Möbius son invertibles de la esfera de Riemann

en sí misma, y por la condición anterior de que 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 1, se cumple que:

𝑀−1(𝜔) = 𝑑𝜔 − 𝑏
−𝑐 + 𝑎𝜔

para cada 𝜔 tal que 𝑎𝜔 − 𝑐 ≠ 0. Se sigue que si 𝜔 es un elemento del semiplano

superior ℍ, entonces 𝑀−1(𝜔) ∈ ℍ, y 𝜔 = 𝑀(𝑀−1(𝜔)), de donde 𝜔 ∈ 𝑀(ℍ). Por
tanto, 𝑀(ℍ) = ℍ.

Sea ahora𝑀 una transformación de Möbius cumpliendo𝑀(ℍ) = ℍ. Hay que ver
que existen números reales 𝑎, 𝑏, 𝑐 y 𝑑 de forma que

𝑀(𝑧) = 𝑎𝑧 + 𝑏
𝑐𝑧 + 𝑑

para cada complejo 𝑧 cumpliendo 𝑐𝑧 + 𝑑 ≠ 0. Ahora bien, 𝑀 tiene inversa 𝑀−1
, y

ambas envían el semiplano superior en sí mismo. Por la continuidad de las transfor-

macines de Möbius tenemos que tanto 𝑀 como su inversa deben enviar ℝ ∪ {∞}
en sí mismo, pues este subconjunto constituye la frontera del semiplano superior en
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la esfera de Riemann. En el caso en que 𝑀(∞) = ∞ la transformación de Möbius

satisface:

𝑀(𝑧) =
𝑧 − 𝑥0

𝑥1 − 𝑥0

donde 𝑥0 = 𝑀−1(0) y 𝑥1 = 𝑀−1(1). En el caso en que 𝑀(∞) = 0, la transformación

satisface:

𝑀(𝑧) =
𝑥1 − 𝑥∞

𝑧 − 𝑥∞

donde 𝑥1 = 𝑀−1(1) y 𝑥∞ = 𝑀−1(∞). Si 𝑀(∞) = 1, 𝑀 satisface:

𝑀(𝑧) =
𝑧 − 𝑥0

𝑧 − 𝑥∞

donde 𝑥0 = 𝑀−1(0) y 𝑥∞ = 𝑀−1(∞). Para los casos en los que 𝑀(∞) ∉ {∞, 0, 1} la
transformación de Möbius𝑀 satisface:

𝑀(𝑧) =
(𝑥1 − 𝑥∞)(𝑧 − 𝑥0)
(𝑥1 − 𝑥0)(𝑧 − 𝑥∞)

donde 𝑥∞ = 𝑀−1(∞), 𝑥0 = 𝑀−1(0) y 𝑥1 = 𝑀−1(1). Observese que los números 𝑥0,

𝑥1 y 𝑥∞ de los casos anteriores son siempre reales. Se sigue que, en todos los casos

anteriores, existen números reales 𝑎0, 𝑏0, 𝑐0 y 𝑑0, donde 𝑎0𝑑0 ≠ 𝑏0𝑐0 de forma que:

𝑀(𝑧) =
𝑎0𝑧 + 𝑏0
𝑐0𝑧 + 𝑑0

para cada número complejo 𝑧 con 𝑐0𝑧 + 𝑑0 ≠ 0.

Ahora bien, 𝑖 ∈ ℍ y 𝑀(ℍ) = ℍ, de donde ℑ(𝑀(𝑖)) > 0. Pero:

𝑀(𝑖) =
(𝑎0𝑖 + 𝑏0)(𝑑0 + 𝑐0𝑖)
(𝑐0𝑖 + 𝑑0)(𝑑0 − 𝑐0𝑖)

=
𝑎0𝑐0 + 𝑏0𝑑0 + (𝑎0𝑑0 − 𝑏0𝑐0)𝑖

|𝑐0𝑖 + 𝑑|2

De donde se tiene que 𝑎0𝑑0 − 𝑏0𝑐0 > 0. Tomando:

𝑎 =
𝑎0

√

𝑎0𝑑0 − 𝑏0𝑐0

𝑏 =
𝑏0

√

𝑎0𝑑0 − 𝑏0𝑐0

𝑐 =
𝑐0

√

𝑎0𝑑0 − 𝑏0𝑐0
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𝑑 =
𝑑0

√

𝑎0𝑑0 − 𝑏0𝑐0
Logramos 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 1 y

𝑀(𝑧) = 𝑎𝑧 + 𝑏
𝑐𝑧 + 𝑑

para cada complejo 𝑧 verificando 𝑐𝑧 + 𝑑 ≠ 0. El resultado está probado.

Veámos que los elementos de Mob(ℍ) son isometrías:

Proposición 4.2. Dados 𝑇 ∈ Mob(ℍ) y una curva 𝛾 ∶ (𝑎, 𝑏) ←→ ℍ, se cumple que

𝐿(𝛾) = 𝐿(𝑇 (𝛾)).

Demostración. Supongamos que 𝑇 (𝑧) = 𝑎𝑧+𝑏
𝑐𝑧+𝑑

, con 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ y 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 1. Se
tiene que:

𝑑
𝑑𝑡

𝑇 (𝑧) = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐
|𝑐𝑧 + 𝑑|2

= 1
|𝑐𝑧 + 𝑑|2

y

ℑ(𝑇 (𝑧)) =
ℑ(𝑧)

|𝑐𝑧 + 𝑑|2

Luego:

|

𝑑
𝑑𝑡
𝑇 (𝛾(𝑡))|

ℑ(𝑇 (𝛾(𝑡)))
=

|𝛾 ′(𝑡)|
ℑ(𝛾(𝑡))

y se tiene el resultado.

Corolario 4.1. Si 𝑇 ∈ Mob(ℍ), entonces 𝑇 es una isometría.

Definición 4.9. Diremos que una isometría preserva la orientación si dados tres pun-
tos no colineales 𝑎, 𝑏, 𝑐, y sus imagenes por la isometría 𝐴,𝐵, 𝐶 , los ángulos ̂𝑎𝑏𝑐 y ̂𝐴𝐵𝐶
son iguales y tienen el mismo signo.

Corolario 4.2. Las transformaciones deMob(ℍ) son isometrías que preservan la orien-

tación.

Demostración. Por la Observación 4.2 y el Corolario 4.1.

De hecho se tiene también el recíproco, es decir, Mob(ℍ) es exactamente el grupo

de isometrías que preservan la orientación en ℍ.

Teorema 4.2 (Isometrías que preservan la orientación deℍ). Todas las isome-
trías que preservan la orientación en ℍ son de la forma 𝑧 ←→ 𝑎𝑧+𝑏

𝑐𝑧+𝑑
donde 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ y

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 1.
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4.3 Clasificación de las trasformaciones de Möbius

Hemos visto en los dos capítulos anteriores que para la construcción de descom-

posiciones paradójicas es importante conocer los puntos que se quedan fijos en cierto

conjunto bajo la acción de el grupo de transformaciones con el que estemos trabajan-

do. En esta sección clasificaremos las transformaciones de Mob(ℍ) y veremos como

esta clasificación nos da información sobre los puntos fijos de las mismas.

En la sección anterior vimos que podemos identificar de manera sobreyectiva

𝑆𝐿2(ℝ) con Mob(ℍ), el grupo de isometrías que preservan las orientaciones de ℍ. En
primer luegar, veremos que, en realidad, podemos conseguir un resultado más fuerte.

Teorema 4.3. Dosmatrices de𝑆𝐿2(ℝ) inducen lamisma transformación enMob(ℍ)
si, y solo si sus matrices difieren en un factor ±1.

Demostración. Sean

(

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)

y

(

𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

)

dos matrices de𝑆𝐿2(ℝ) tales que inducen

la misma transformación de Mob(ℍ). Es decir, 𝑎𝑧+𝑏
𝑐𝑧+𝑑

= 𝐴𝑧+𝐵
𝐶𝑧+𝐷

para cada 𝑧 ∈ ℍ, lo cual

es equivalente a (𝑎𝑧 + 𝑏)(𝐶𝑧 +𝐷) = (𝐴𝑧 + 𝐵)(𝑐𝑧 + 𝑑). Desarrollando la expresión:

𝑎𝐶𝑧2 + 𝑎𝐷𝑧 + 𝑏𝐶𝑧 + 𝑏𝐷 = 𝐴𝑐𝑧2 + 𝐴𝑑𝑧 + 𝐵𝑐𝑧 + 𝐵𝑑

Tenemos una igualdad entre dos polinomios, por lo que deben ser iguales coeficiente a

coeficiente, luego 𝑎𝐶 = 𝐴𝑐 ⇐⇒ 𝐶
𝑐
= 𝐴

𝑎
= 𝜆1. Análogamente, se tiene que

𝐷
𝑑
= 𝐵

𝑏
= 𝜆2.

Además 𝑎𝐷 + 𝑏𝐶 = 𝐴𝑑 + 𝐵𝑐, de donde 𝜆2𝑎𝑑 + 𝜆1𝑏𝑐 = 𝜆1𝑎𝑑 + 𝜆2𝑏𝑐, por tanto:

𝜆2(𝑎𝑑 − 𝑏𝑐) = 𝜆1(𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)

Pero 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 1 por hipótesis, por lo que 𝜆1 = 𝜆2. Luego, existe 𝜆 tal que:

𝜆 = 𝐴
𝑎
= 𝐵

𝑏
= 𝐶

𝑐
= 𝐷

𝑑

Por lo que:
(

𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

)

= 𝜆
(

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)

Ahora bien, el determinate de la matriz de la derecha es 𝜆2(𝑎𝑑 − 𝑏𝑐) es igual a el

determinande de la matriz de la derecha, que es igual a 1, pero 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 también es

igual 1, por lo que 𝜆2 = 1, por tanto 𝜆 = ±1. El resultado está probado.

Observación 4.3. Gracias al Teorema anterior, se sigue el isomorfismo de grupos

𝑃𝑆𝐿2(ℝ) ≅ Mob(ℍ), donde 𝑃𝑆𝐿2(ℝ) = 𝑆𝐿2(ℝ)∕{±𝐼}.
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Nos centramos ahora en la clasificación de las transformaciones de Möbius. A

partir de ahora utilizaremos 𝑃𝑆𝐿2(ℝ) y Mob(ℍ) para referirnos a cualquiera de los
dos en virtud del isomorfismo anterior. Comenzamos probando tres lemas:

Lema 4.2. Toda transformación de Möbius 𝑇 ∈ 𝑃𝑆𝐿2(ℝ) fija al menos un punto en

ℂ̂.

Demostración. Sea 𝑇 (𝑧) = 𝑎𝑧+𝑏
𝑐𝑧+𝑑

= 𝑧 para cada 𝑧 ∈ ℂ̂. Tenemos que resolver la

ecuación
𝑎𝑧+𝑏
𝑐𝑧+𝑑

= 𝑧. Podemos reescribirla como:

𝑎𝑧 + 𝑏 = 𝑐𝑧2 + 𝑑𝑧

Por tanto:

𝑐𝑧2 + (𝑑 − 𝑎)𝑧 − 𝑏 = 0

Resolviendo la ecuación de segundo grado:

𝑧 =
−(𝑑 − 𝑎) ±

√

(𝑑 − 𝑎)2 + 4𝑏𝑐
2𝑐

Si 𝑐 ≠ 0. Si el radicando (𝑑 − 𝑎)2 + 4𝑏𝑐 es mayor que cero, tenemos dos soluciones

reales. Si es menor que cero, tenemos dos soluciones complejas, y si es igual a cero,

tenemos una solución real. Si 𝑐 = 0, 𝑇 (𝑧) = 𝑎𝑧+𝑏
𝑑

, y tenemos que buscar las soluciones

de
𝑎𝑧+𝑏
𝑑

= 𝑧. Esto puede ser reescrito como:

(𝑎 − 𝑑)𝑧 + 𝑏 = 0

Si 𝑎 ≠ 𝑑, entonces −𝑏
𝑎−𝑑

es un punto fijo, además de ∞. Si 𝑎 = 𝑑, ∞ es el único punto

fijo de 𝑇 .

Observación 4.4. Como los puntos fijos de una transformación de Möbius verifican

la ecuación:

𝑧 =
−(𝑑 − 𝑎) ±

√

(𝑑 − 𝑎)2 + 4𝑏𝑐
2𝑐

Del Teorema anterior se deduce que si una transformación deMöbius fija exactamente

un punto en ℂ̂, este debe encontrarse necesariamente en ℝ ∪ {∞}, pues de estar en
ℂ su conjugado también sería punto fijo. Por la misma razón, una transformación de

Möbius solo puede fijar a lo sumo un punto en ℍ, pues su conjugado no pertenecería

a ℍ.

Lema 4.3. Si una transformación de Möbius 𝑇 ∈ 𝑃𝑆𝐿2(ℝ) fija tres o más puntos,

entonces 𝑇 es la identidad.
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Demostración. Utilizando los cálculos del Lema anterior, sabemos que los puntos

fijos de 𝑇 vienen dados por por las raíces de un polinomio de grado 2. Si existen
tres (o más) raíces de este polinomio, entonces, este debe tener todos sus coeficientes

nulos, es decir, 𝑐 = 0 = 𝑏 y (𝑑 − 𝑎) = 0 ⇐⇒ 𝑑 = 𝑎. Por tanto, la transformación de

Möbius en cuestión sería de la forma:

𝑇 (𝑧) = 𝑎𝑧
𝑎

= 𝑧

La transformación identidad.

Lema 4.4. Es posible encontrar transformaciones de 𝑃𝑆𝐿2(ℝ) que lleven cualquier

punto de ℝ ∪ {∞} a 0 o ∞; o cualquier punto de ℍ a el punto 𝑖.

Demostración. Fijamos 𝑥 ∈ ℝ. Vamos a construir una transformación de 𝑃𝑆𝐿2(ℝ)
que envíe 𝑥 a 0.

Sea 𝐴 =
(

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)

∈ 𝑃𝑆𝐿2(ℝ). Queremos que 𝐴(𝑥) = 0. Por tanto:

𝐴(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏
𝑐𝑥 + 𝑑

= 0

Luego 𝑎𝑥+𝑏 = 0, con lo que 𝑏 = −𝑎𝑥. Tomamos 𝑎 = 1, entonces 𝑏 = −𝑥. Imponiendo

ahora que el determinante de 𝐴 tiene que ser 1, tenemos que 𝑑 − 𝑥𝑐 = 1, y tomando

𝑐 = 0, 𝑑 = 1, obtenemos que:

𝐴(𝑧) = 𝑧 − 𝑥
1

= 𝑧 − 𝑥

Análogamente se puede conseguir una transformación que lleva 𝑥 a∞:

𝐵(𝑧) = −1
𝑧 − 𝑥

Buscamos ahora una trasformación que lleve ∞ a 0. Igual que antes, tomamos

𝐶 =
(

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)

∈ 𝑃𝑆𝐿2(ℝ). Queremos que:

𝐶(∞) = 𝑎∞+ 𝑏
𝑐∞+ 𝑑

= 0

Imponemos que 𝑎∞+𝑏 sea constante, en este caso, 𝑎∞+𝑏 = 1. Tomamos 𝑎 = 0, luego
𝑏 = 1. Imponemos que el determinante sea 1, entonces, −𝑐 = 1. Tomamos 𝑑 = 0 Por

tanto:

𝐶(𝑧) = −1
𝑧
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Para mandar ∞ en si mismo basta tomar la transformación identidad.

Para llevar cualquier punto de ℍ a 𝑖, si el punto en cuestión es de la forma 𝑥 + 𝑖𝑦,
trabajando igual que antes basta tomar:

𝐷(𝑧) = 1
𝑦
𝑧 − 𝑥

𝑦

La clasificación de las transformaciones deMöbius se realizará en función de la tra-

za, la cual es invariante bajo conjugación de matrices. En virtud de los Lemas anterio-

res, dada una transformación de Möbius 𝑇 con uno o dos puntos fijos enℍ∪ℝ∪{∞},
podemos suponer sin pérdida de generalidad que estos son {∞}, {0,∞} o {𝑖} conju-
gando 𝑇 con otras transformaciones.

Teorema 4.4. Si 𝑇 ∈ 𝑃𝑆𝐿2(ℝ) fija un punto en ℍ, entonces |𝑡𝑟(𝑇 )| < 2.

Demostración. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que 𝑖 es el punto fijo

de 𝑇 (𝑧) = 𝑎𝑧+𝑏
𝑐𝑧+𝑑

. Esto es:

𝑇 (𝑖) = 𝑎𝑖 + 𝑏
𝑐𝑖 + 𝑑

= 𝑖

Lo cual podemos reescribir como:

𝑎𝑖 + 𝑏 = 𝑑𝑖 − 𝑐

Equivalentemente:

(𝑎 − 𝑑)𝑖 + 𝑏 + 𝑐 = 0

Lo cual implica que 𝑎 = 𝑑 y 𝑏 = −𝑐. Como debe cumplirse que 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 𝑎2+ 𝑏2 = 1,
𝑎 = 𝑐𝑜𝑠(𝜃) y 𝑏 = 𝑠𝑒𝑛(𝜃) con 𝜃 ∈ [0, 2𝜋). La matriz de la transformación es:

𝑇 =
(

𝑐𝑜𝑠(𝜃) 𝑠𝑒𝑛(𝜃)
−𝑠𝑒𝑛(𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝜃)

)

Por tanto, |𝑡𝑟(𝑇 )| = |2𝑐𝑜𝑠(𝜃)| < 2 salvo si 𝜃 = 𝑘𝜋 con 𝑘 ∈ ℤ, en cuyo caso 𝑇 es la

transformación identidad, que fija más de un punto en ℍ.

Teorema 4.5. Si 𝑇 ∈ 𝑃𝑆𝐿2(ℝ) fija un punto en ℝ ∪ {∞}, entonces |𝑡𝑟(𝑇 )| = 2.

Demostración. Supongamos sin pérdida de generalidad que 𝑇 fija el punto del infi-

nito. Es decir, 𝑇 (𝑧) = 𝑎𝑧+𝑏
𝑐𝑧+𝑑

= 𝑧 para 𝑧 = ∞, de donde 𝑐 = 0. Por tanto, tenemos la

ecuación
𝑎𝑧+𝑏
𝑑

= 𝑧, la cual podemos reescribir como 𝑑𝑧 = 𝑎𝑧 + 𝑏, de donde
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𝑧 = 𝑏
𝑑 − 𝑎

Como 𝑧 = ∞, necesariamente 𝑑 = 𝑎, por lo que la matriz de la transformación es:

𝑇 =
(

𝑎 𝑏
0 𝑎

)

Con 𝑎2 = 1, lo que implica que 𝑎 = ±1, y por tanto |𝑡𝑟(𝐴)| = 2.

Teorema 4.6. Si 𝑇 ∈ 𝑃𝑆𝐿2(ℝ) fija dos puntos en ℝ ∪ {∞}, entonces |𝑡𝑟(𝑇 )| > 2.

Demostración. Sin pérdida de generalidad, supongamos que {0,∞} son los puntos

fijos de 𝑇 = 𝑎𝑧+𝑏
𝑐𝑧+𝑑

. Al igual que en la prueba del Teorema 4.5, como 𝑇 fija el punto del

infinito, 𝑐 = 0. Ahora bien, como 𝑇 también fija el 0:

𝑇 (0) = 𝑏
𝑑
= 0

Lo cual implica que 𝑏 = 0. Por tanto, la matriz de esta transformación es:

𝑇 =
(

𝑎 0
0 𝑑

)

donde 𝑎𝑑 = 1, por lo cual 𝑑 = 𝑎−1. Observamos que si 𝑎 = ±1 entonces 𝑇 es la

identidad, la cual fija más de dos puntos. En otro caso, |𝑡𝑟(𝐴)| > 2.

En resumen, lo que hemos probado es:

Teorema 4.7 (Clasificación de las transformaciones de 𝑀𝑜𝑏(ℍ)). Dada una
transformación 𝑇 ∈ 𝑃𝑆𝐿2(ℝ) distinta de la identidad, y denotamos por 𝑡𝑟(𝑇 ) a la traza
de 𝑇 :

1) Si 𝑇 fija un único punto en ℍ, entonces |𝑡𝑟(𝑇 )| < 2.

2) Si 𝑇 fija un único punto en la frontera de ℍ, entonces |𝑡𝑟(𝑇 )| = 2.

3) Si 𝑇 fija exactamente dos puntos en la frontera de ℍ, entonces |𝑡𝑟(𝑇 )| > 2.

Demostración. Por los Teoremas 4.4, 4.5 y 4.6.

4.4 El Disco de Poincaré

En esta sección introduciremos brevemente en modelo del Disco de Poincaré, el

cual nos será útil en el siguiente capítulo para visualizar algunos procesos.
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El disco de Poincaré, el cual denotaremos por𝔻, consiste en el disco unidad abierto
donde las líneas hiperbólicas son son arcos de circunferencias ortogonales a la frontera

y los diámetros del disco.

Figura 4.2: Disco de Poincaré

El modelo del disco de Poincaré 𝔻 y el semiplano superior ℍ son equivalentes. En

efecto, considerando la transformación de𝑀𝑜𝑏(ℂ̂)

𝑇 (𝑧) = 𝑧 − 𝑖
−𝑖𝑧 + 1

Tenemos que 𝑇 (0) = −𝑖, 𝑇 (∞) = 𝑖 y 𝑇 (1) = 1, por lo que 𝑇 manda la frontera deℍ en

la frontera de 𝔻. Además, eligiendo una orientación vemos que el semiplano superior

se envía al interior del disco. Además, como las transformaciones de𝑀𝑜𝑏(ℂ̂) preser-
van perpendicularidad y envía rectas y circunferencias en rectas y circunferencias,

obtenemos líneas hiperbólicas de 𝔻 mediante líneas hiperbólicas de ℍ.

Así, por la transformación 𝑇 , todas las construcciones que hagamos en el semi-

plano superior quedarán automaticamense reflejadas en el disco de Poincaré tomando

la imagen por ella.



5 Paradojas en el Plano
Hiperbólico

En este capítulo seguiremos [11] capítulo 4, [2] capítulo 6 y [9] capítulo 7.

5.1 Teselación del Semiplano Superior

Comenzamos construyendo una teselación deℍ, esto es, demostraremos que exis-

te cierto grupo de transformaciones de Möbius 𝐺 y un polígono hiperbólico  de

forma que

ℍ =
⋃

𝑀∈𝐺
𝑀( )

donde estos polígonos son esencialmente disjuntos, es decir, su intersección es vacía

o puntos de la frontera.

En nuestro caso trabajaremos con el grupo modular

Γ = 𝑃𝑆𝐿2(ℤ) = 𝑆𝐿2(ℤ)∕{±𝐼}

El cual se corresponde con las transformaciones de la forma

𝑎𝑧 + 𝑏
𝑐𝑧 + 𝑑

con 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 1 y 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ

Y el polígono fundamental:

 = {𝑧 ∈ ℍ ∶ |𝑧| ≥ 1, |ℜ(𝑧)| ≤ 1∕2}
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Figura 5.1: Polígono Fundamental 

Remarcar que, al ser Γ un grupo cociente, cuando hablemos a continuación de

matrices en Γ estaremos pensando en ella como represantante de su clase de equiva-

lencia, es decir, ella misma salvo signo.

La siguiente Proposición está extraida de [4].

Proposición 5.1. Las matrices 𝑇 =
(

1 1
0 1

)

y 𝑆 =
(

0 −1
1 0

)

(de orden infinito y

dos respectivamente) generan el grupo modular Γ.

Demostración. Observamos que

𝑇 𝑛 =
(

1 𝑛
0 1

)

; 𝑛 ∈ ℤ

y

𝑆2 =
(

−1 0
0 −1

)

Por lo que las afirmaciones sobre los órdenes son inmediatas.

Tomamos ahora𝐴 =
(

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)

∈ Γ. Vamos a escribirla generada por 𝑇 y𝑆 . Notese
que

𝑇 𝑛𝐴 =
(

𝑎 + 𝑛𝑐 𝑏 + 𝑛𝑑
𝑐 𝑑

)

y que

𝑆𝐴 =
(

−𝑐 −𝑑
𝑎 𝑏

)
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Supongamos sin pérdida de generalidad que |𝑐| ≤ |𝑎|, en caso contrario aplicamos el

siguiente razonamiento a 𝑆𝐴 en lugar de a 𝐴. Distinguimos dos casos:

1) Si 𝑐 = 0, 𝑑𝑒𝑡(𝐴) = 𝑎𝑑 = 1 luego 𝑎 = 𝑑 = 1 o 𝑎 = 𝑑 = −1 por tanto 𝐴 = 𝑇 𝑛
en

Γ para cierto 𝑛 ∈ ℤ.

2) Si 𝑐 ≠ 0, aplicamos el algoritmo de Euclides a 𝑎 y 𝑐:

𝑎 = 𝑘0𝑐 + 𝑟1

−𝑐 = 𝑘1𝑟1 + 𝑟2

𝑟1 = 𝑘2𝑟2 + 𝑟3

...

(−1)𝑛𝑟𝑛−1 = 𝑘𝑛𝑟𝑛 + 0

y finalmente 𝑟𝑛 = ±1. Por lo que se tiene que

𝑆𝑇 −𝑘𝑛𝑇 ...𝑆𝑇 −𝑘0𝐴 = 𝑇 𝑘𝑛+1

donde 𝑘𝑛+1 ∈ ℤ, con lo que podemos despejar 𝐴.

Proposición 5.2. Para cualquier punto 𝑧 ∈ ℍ existe una trasformación𝑀 ∈ Γ tal que

el punto𝑀𝑧 está contenido en  .

Demostración. Se tiene que

ℑ(𝑀𝑧) =
ℑ(𝑧)

|𝑐𝑧 + 𝑑|2

Si (𝑐, 𝑑) varia en una sucesión de pares que no se repiten, entonces |𝑐𝑧 + 𝑑| ←→ ∞.

Por ello existe𝑀0 ∈ Γ tal que:

ℑ(𝑀0𝑧) ≥ ℑ(𝑀𝑧); ∀𝑀 ∈ Γ

Sea 𝑧0 = 𝑀𝑧. Como la parte imaginaria de 𝑧0 no cambia reemplazándolo por 𝑧0 + 𝑛
con 𝑛 ∈ ℤ

𝑧0 + 𝑛 =
((

1 𝑛
0 1

)

𝑀0

)

(𝑧)

podemos suponer que |ℜ(𝑧0)| ≤
1
2
ajustando 𝑛 ∈ ℤ.
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Usando ahora la desigualdad

ℑ(𝑀0𝑧) ≥ ℑ(𝑀𝑧); ∀𝑀 ∈ Γ

para la matriz 𝑆 =
(

0 −1
1 0

)

se tiene que:

ℑ(𝑧0) ≥ ℑ(𝑆𝑧0) =
ℑ(𝑧0)
|𝑧0|2

Luego |𝑧0|2 ≥ 1 y |𝑧0| ≥ 1.

Gracias a la Proposición 5.2 hemos logrado nuestro primer objetivo de probar que

ℍ =
⋃

𝑀∈Γ𝑀( ). En efecto, como Γ tiene estructura de grupo, la transformación𝑀
que envía cada punto 𝑧 del semiplano superior dentro de tiene inversa𝑀−1 ∈ Γ, por
lo que aplicando estas transformaciones a  terminamos cubriendo todos los puntos

de ℍ.

En lo que resta nos centraremos en probar que los polígonos dados por la acción

de Γ sobre  son esencialmente disjuntos.

Comenzamos estudiando los elementos𝑀 ∈ Γ verificando𝑀 ∩  ≠ ∅:

Lema 5.1. Sea 𝛿 > 0. Consideramos

 (𝛿) = {𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ∈ ℍ ∶ |𝑥| ≤ 𝛿−1, 𝑦 ≥ 𝛿}

Entonces, existen únicamente un número finito de𝑀 ∈ Γ verificando

𝑀 (𝛿) ∩  (𝛿) ≠ ∅

Demostración. Sea𝑀 =
(

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑.

)
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En el caso 𝑐 = 0, la aplicación 𝑧 ←→ 𝑀𝑧 es una traslación. Como las partes reales

de 𝑧 y 𝑀𝑧 son acotadas, existe una cantidad finita de traslaciones que cumplen esta

propiedad.

Nos centramos ahora en el caso 𝑐 ≠ 0. Si 𝑧 pertenece a la intersección tenemos

que:

𝑦 = ℑ(𝑧) ≥ 𝛿

y

𝑦
|𝑐𝑧 + 𝑑|2

= ℑ(𝑀𝑧) ≥ 𝛿

Lo cual implica que:

𝑦 ≥ 𝛿(𝑐𝑥 + 𝑑)2 + 𝛿𝑐2𝑦2 ≥ 𝛿𝑐2𝑦2

Y por tanto:

1
𝛿𝑐2

≥ 𝑦 ≥ 𝛿

En particular, 𝑐2 ≤ 1
𝛿2
de donde obtenemos que solo hay un número finito de posibili-

dades para 𝑐. De aquí se obtiene también que hay una cantidad finita de valores para

𝑑, pues de lo anterior se tiene que

(𝑐𝑥 + 𝑑)2 ≤ 𝑦
𝛿

donde 𝑥, 𝑦 y 𝛿 son fijos, y solo hay una cantidad finita de posibilidades para 𝑐. Además,

junto con𝑀 , la inversa𝑀−1
también satisface la condición de intersección no vacía,

lo cual muestra que solo hay una cantidad finita para 𝑎. Para finalizar, como 𝑎𝑑−𝑏𝑐 =
1, unido a lo anterior tenemos que también hay una cantidad finita de 𝑏.

Corolario 5.1. Para cualquier par de conjuntos compactos 𝐾, 𝐾̃ ⊂ ℍ existen única-

mente un número finito de𝑀 ∈ Γ tal que

𝑀𝐾 ∩ 𝐾̃ ≠ ∅

Demostración. Como 𝐾 ∪ 𝐾̃ ⊂  (𝛿) para algún 𝛿 adecuado, se tiene por el Lema

5.1.

Corolario 5.2. Sea 𝑝 ∈ ℍ y 𝐾 un conjunto compacto de ℍ. Entonces, existe solo un

número finito de elementos𝑀 ∈ Γ cumpliendo𝑀𝑝 ∈ 𝐾 .

En particular, la órbita de 𝑝 con respecto a Γ, {𝑀𝑝 ∶ 𝑀 ∈ Γ} es discreta en ℍ.

Corolario 5.3. El estabilizador de 𝑝 respecto la acción de Γ

Γ𝑝 = {𝑀 ∈ Γ ∶ 𝑀𝑝 = 𝑝}

es un grupo finito para cada punto 𝑝 ∈ ℍ.
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Ahora nos interesamos por las trasformaciones𝑀 ∈ Γ que fijan el vértice inferior

derecho 𝜌 de 

𝜌 = 𝑒𝜋𝑖∕3 = 1
2
+ 𝑖

√

3
2

Se tiene que 𝜌2 = −𝜌̄ = 𝜌 − 1 y 𝜌3 = −1.

Lema 5.2. Hay exactamente seis transformaciones𝑀 ∈ Γ cumpliendo 𝑀𝜌 = 𝜌.

Demostración. Sea𝑀 =
(

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)

∈ Γ. De la ecuacion

𝑎𝜌 + 𝑏
𝑐𝜌 + 𝑑

= 𝜌

Se tiene que

𝑎𝜌 + 𝑏 = 𝑐𝜌2 + 𝑑𝜌

Como 𝜌2 = −𝜌̄ = 𝜌 − 1:

𝑎𝜌 + 𝑏 = −𝑐𝜌̄ + 𝜌 = 𝑐𝜌 − 𝑐 + 𝑑𝜌

De donde se deduce que

𝑎 = 𝑐 + 𝑑

y

𝑏 = −𝑐

Por consiguiente:

𝑀 =
(

𝑑 − 𝑏 𝑏
−𝑏 𝑑

)

Por la condición del determinante se tiene:

𝑏2 − 𝑏𝑑 + 𝑑2 = 1

Las únicas soluciones enteras para esta ecuación es:

(𝑏, 𝑑) = ±(0, 1),±(1, 0),±(1, 1)

Por tanto, tenemos seis posibles matrices:

±
(

1 0
0 1

)

; ±
(

1 −1
1 0

)

; ±
(

0 −1
1 −1

)

Que en nuestro grupo Γ se corresponden con tres transformaciones diferentes.
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Observación 5.1. La segunda y tercera transformación de la proposición anterior se

corresponden con 𝑇𝑆 y 𝑆𝑇 −1
, donde 𝑇 y 𝑆 son los generadores de Γ dados en la

Proposición 5.1.

Corolario 5.4. Para cada ecuación

𝑀𝜌 = 𝜌2 ; 𝑀𝜌2 = 𝜌 ; 𝑀𝜌2 = 𝜌2

existen exactamente seis soluciones en 𝑆𝐿2(ℤ) (es decir, tres en Γ):

1)𝑀𝜌 = 𝜌2 : ±
(

0 1
−1 0

)

; ±
(

1 0
−1 1

)

; ±
(

1 −1
0 1

)

.

2)𝑀𝜌2 = 𝜌 : ±
(

0 1
−1 0

)

; ±
(

1 1
0 1

)

; ±
(

1 0
1 1

)

.

3)𝑀𝜌2 = 𝜌2 : ±
(

1 0
0 1

)

; ±
(

0 −1
1 1

)

; ±
(

−1 −1
1 0

)

.

Demostración. La prueba se tiene sustituyendo en cada caso 𝜌2 por 𝜌 usando la rela-
ción

𝜌2 =
(

0 −1
1 0

)

𝜌

Y reduciendo cada ecuación a una de la forma𝑁𝜌 = 𝜌.

Llegados a este punto podemos determinar los poligonos de la forma𝑀 que son

vecinos de  .

Proposición 5.3. Sea𝑀 ∈ Γ cumpliendo

𝑅(𝑀) = 𝑀 ∩  ≠ ∅

Entonces, se tiene uno de los siguientes casos:

I.𝑀 = 𝐼 .

II.𝑀 =
(

1 1
0 1

)

; (𝑅(𝑀) es la semirrecta vertical derecha de la frontera).

𝑀 =
(

1 −1
0 1

)

; (𝑅(𝑀) es la semirrecta vertical izquierda de la frontera).

III.𝑀 =
(

1 −1
1 0

)

; (𝑅(𝑀) es el arco inferior de la frontera).
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IV. En los casos restantes, 𝑅(𝑀) consiste en un único punto de la frontera, 𝜌 o

𝜌2 = −𝜌̄ = 𝜌 − 1.
Hay cuatro casos, a saber:

1) 𝑀𝜌 = 𝜌

2) 𝑀𝜌2 = 𝜌

3) 𝑀𝜌2 = 𝜌2

4) 𝑀𝜌 = 𝜌2

Los dos primeros se corresponden con 𝑅(𝑀) = {𝜌} y los dos últimos con

𝑅(𝑀) = {𝜌2}.

Demostración. La demostración se encuentra en [2] Proposición VI.1.3.

De la Proposición 5.3 se deducen directamente los dos resultados por los cuales

alcanzamos finalmente el objetivo de la sección.

Corolario 5.5. Dos puntos diferentes 𝑧 y 𝜔 de  son equivalentes módulo Γ sí y solo

si se encuentran en la frontera de  y verifican:

𝜔 = −𝑧̄

Es decir, en uno de estos dos casos:

1) Si 𝑧 y 𝜔 son opuestos en las lineas verticales de la frontera de  , esto es:

ℜ(𝑧) = −1
2

; 𝜔 = 𝑧 + 1

o bien

ℜ(𝑧) = 1
2

; 𝜔 = 𝑧 − 1

2) 𝑧 y 𝜔 son opuestos en el arco circular de la frontera de  , es decir:

|𝑧| = |𝜔| = 1 ; 𝜔 = −𝑧̄

Corolario 5.6. Sean𝑀 y𝑁 dos elementos distintos en Γ. Entonces, las regiones𝑀
y 𝑁 solo pueden tener puntos de la frontera en común. En particular, los puntos

interiores de  no pueden ser equivalentes módulo Γ.
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Con este último corolario finaliza la construcción de la teselación del semiplano

superior como queríamos. En la siguiente imagen se puede visualizar la acción de Γ
sobre  para cubrir ℍ.

Figura 5.2: Teselación de ℍ.

5.2 La Paradoja de Hausdorff en el Plano
Hiperbólico

En el primer capítulo vimos la Paradoja de Hausdorff original, la cual establecía

una descomposición paradójica de la esfera 𝑆2
, salvo un subconjunto numerable, res-

pecto al grupo de rotaciones en ℝ3
. Recordamos que la clave en dicho resultado fue

encontrar cierto grupo de permutaciones paradójico respecto de sí mismo (Teorema

1.1). El subconjunto que perdíamos en esta primera aproximación se debía a que dicho

resultado tiene como hipótesis que el grupo de permutaciones actue sobre el conjunto

que queremos descomponer sin puntos fijos no triviales.

En esta sección veremos que siguiendo un esquema parecido podemos descom-

poner paradójicamente el semiplano superior hiperbólico ℍ salvo cierto subconjunto

"pequeño". Sorprendentemente, en este caso el axioma de elección pierde la impor-

tancia que tenía en el trabajo anterior y el proceso se torna más constructivo y visua-

lizable.

En la sección anterior hemos construido una teselación deℍmediante el polígono
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fundamental

 = {𝑧 ∈ ℍ ∶ |𝑧| ≥ 1, |ℜ(𝑧)| ≤ 1∕2}

y la acción del grupo modular Γ generado por 𝑇 =
(

1 1
0 1

)

y 𝑆 =
(

0 −1
1 0

)

. Sin

embargo, para esta sección nos conviene restaurar algunos aspectos. Es fácil ver que

tomando ahora como polígono fundamental el triángulo hiperbólico de vértices 0 y

± 1
2
+ 𝑖

√

3
2
, que en la construcción original se correspondía con la transformación 𝑆 ,

podemos recomponer la misma teselación tomando ahora las trasformaciones:

𝜎 = 𝑆

y

𝜏 = 𝑆𝑇 =
(

0 −1
1 1

)

Ahora el esquema que a cada polígono le asigna su transformación correspondiente

quedaría así (usamos 𝑒 para el elemento neutro del grupo).

Figura 5.3: Nueva Teselación de ℍ.

Por la elección de 𝜎 y 𝜏 tenemos que el grupo modular Γ también está generado

por ellos. De hecho, teniendo esto en cuenta junto a la siguiente Proposición veremos

que se tiene el isomorfismo de grupos 𝑃𝑆𝐿2(ℤ) ≅ ℤ2 ∗ ℤ3.

Proposición 5.4. Las transformaciones 𝜎 =
(

0 −1
1 0

)

y 𝜏 =
(

0 −1
1 1

)

generan el

producto libre ℤ2 ∗ ℤ3.
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Demostración. Primero observamos que los órdenes de 𝜎 y 𝜏 son 2 y 3 respectiva-

mente. Sea 𝜌 = 𝜏2. Supongamos por reducción al absurdo que 𝜔 es una palabra no

vacía formada por 𝜎, 𝜏 y 𝜌 de forma que no aparecen parejas de la forma 𝜎𝜎, 𝜏𝜏 , 𝜏𝜌 o
𝜌𝜏 , de forma que 𝜔 = 𝑒. Conjugando con 𝜎, 𝜏𝜎 o 𝜌𝜎 si es necesario, podemos asumir

que

𝜔 = 𝜎𝑦...𝑦𝜎𝑦𝜎

donde 𝑦 ∈ {𝜏, 𝜌}. Nótese que 𝜎𝜏 =
(

1 1
0 1

)

y 𝜎𝜌 =
(

1 0
1 1

)

. Empezando con (−1, 0),

el último 𝜎 de la derecha de 𝜔 da (0, 1). Aplicando luego 𝜎𝜏 o 𝜎𝜌, las entradas nunca
decrecen, por lo que nunca volveremos a llegar a (−1, 0), lo cual es una contradicción
con que 𝜔 = 𝑒.

Teorema 5.1. El grupo modular Γ = 𝑃𝑆𝐿2(ℤ) es isomorfo al producto libre

ℤ2 ∗ ℤ3 = ⟨𝜎, 𝜏 ∶ 𝜎2 = 𝜏3 = 𝑒⟩

En lo que resta probaremos que el grupo ℤ2 ∗ ℤ3 es paradójico, lo cual unido a

la teselación que produce en el semiplano superior (ver Figura 5.3) nos proporciona-

rá una descomposición paradójica del mismo. Veremos que existe una partición del

grupo en 𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶 de forma que

𝜏(𝐴) = 𝐵 ; 𝜏2(𝐴) = 𝐶 ; 𝜎(𝐴) = 𝐵 ∪ 𝐶

De aquí podría decirse que "𝐴 es simultáneamente un tercio del grupo y dos tercios

del grupo", lo cual es una situación claramente paradójica.

Teorema 5.2. El grupoℤ2 ∗ ℤ3 es paradójico. Esto es, existe una partición del grupo
en 𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶 de forma que

𝜏(𝐴) = 𝐵 ; 𝜏2(𝐴) = 𝐶 ; 𝜎(𝐴) = 𝐵 ∪ 𝐶

Demostración. Para cada 𝐿 ∈ {𝜎, 𝜏, 𝜏2}, sea 𝑊𝐿 el conjunto de palabras que tie-

nen 𝐿 al inicio (nótese que consideramos 𝜏2 como una letra, por lo que las parabras

que empiezan por dos 𝜏 consecutivos están en 𝑊𝜏2 , no en 𝑊𝜏). De esta forma, todas

las palabras están asignadas salvo 𝑒, por lo que definimos los conjuntos como sigue,

absorbiendo 𝑒 en 𝐴. Sea 𝑗 recorriendo ℕ:

𝐴 = {todos los (𝜏𝜎)𝑗 y todos los 𝑊𝜎 , excepto 𝜏2(𝜏𝜎)𝑗}

𝐵 = {todos los 𝜏(𝜏𝜎)𝑗 y todos los 𝑊𝜏 , excepto (𝜏𝜎)𝑗}

𝐶 = {todos los 𝜏2(𝜏𝜎)𝑗 y todos los𝑊𝜏2 , excepto 𝜏(𝜏𝜎)𝑗}
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Veámos que

𝜏(𝐴) = 𝐵 ; 𝜏2(𝐴) = 𝐶 ; 𝜎(𝐴) = 𝐵 ∪ 𝐶

Si 𝜔 ∈ 𝐴 diferenciamos dos casos:

1) Si 𝜔 = (𝜏𝜎)𝑗 , entonces 𝜏(𝜔) = 𝜏(𝜏𝜎)𝑗 ∈ 𝐵.

2) Si 𝜔 ∈ 𝑊𝜎 , entonces 𝜏(𝜔) ∈ 𝑊𝜏 ⊂ 𝐵.

Además, como 𝜏2(𝜏𝜎)𝑗 ∉ 𝐴, entonces 𝜏𝜏2(𝜏𝜎)𝑗 = (𝜏𝜎)𝑗 ∉ 𝐵.

Esto prueba que 𝜏(𝐴) ⊂ 𝐵. Para la otra contención basta trabajar análogamente

para probar que 𝐴 ⊃ 𝜏−1(𝐵).

Los otros dos casos se tienen también de forma análoga a lo anterior.

Del isomorfismo ℤ2 ∗ ℤ3 y 𝑃𝑆𝐿2(ℤ) dado en el Teorema 5.1 y la teselación dada

en la sección anterior bajo la acción del grupo modular, esto proporciona de forma

inmediata subconjuntos, denotados también por 𝐴,𝐵 y 𝐶 de ℍ que producen una

descomposición de Hausdorff de ℍ ⧵𝑁 , donde𝑁 es el conjunto formado por la fron-

tera de cada uno de los polígonos que forman la teselación. El subconunto𝐴 ⊂ ℍ está

formado por la unión de las imágenes mediante 𝐴 ⊂ Γ del triángulo fundamental,

análogamente para 𝐵 y 𝐶 .

Figura 5.4: Paradoja de Hausdorff en ℍ.
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5.3 La Paradoja de Banach-Tarski en el Plano
Hiperbólico

En el segundo capítulo, tras construir una descomposición paradójica de la es-

fera euclídea 3-dimensinal salvo un conjunto numerable de puntos, nos planteamos

descomponer 𝑆2
completa. El objetivo de esta sección será construir una paradoja

en el plano hiperbólico completo. En la sección anterior hemos logrado descomponer

paradójicamenteℍ⧵𝑁 , donde𝑁 es el conjunto de fronteras de los polígonos que for-

man la teselación del semiplano superior. Observese que las transformaciones usadas

para finalmente conseguir la descomposición tienen ambas traza menor o igual que

dos, por lo que por el Teorema 4.7, estas tienen puntos fijos, por lo que no podemos

usarlas para una descomposición completa deℍ. En esta sección trabajaremos con un

subgrupo 𝐹 ⊂ 𝑃𝑆𝐿2(ℤ) generado por las trasformaciones

𝜎(𝑧) = 𝑧
2𝑧 + 1

; 𝜏(𝑧) = 𝑧 + 2

llamado el subgrupo principal de congruencias del grupomodular de nivel 2. En forma

matricial, 𝐹 está formado por todas las matrices de 𝑃𝑆𝐿2(ℤ) que son congruentes

con la identidad módulo 2. Más aún, 𝐹 actúa sin dejar puntos fijos sobre el semiplano

superior.

Teorema 5.3. Las dos transformaciones de 𝑆𝐿2(ℝ) definidas por 𝐴 =
(

1 0
2 1

)

y

𝐵 =
(

1 2
0 1

)

son independientes y actuan sobre ℍ sin puntos fijos.

Demostración. Tomaos 𝑆 =
(

0 −1
1 0

)

, 𝑇 =
(

0 −1
1 1

)

y 𝑅 = 𝑇 2
(estas se co-

rresponden con las transformaciones 𝜎, 𝜏 y 𝜌 de la Proposición 5.4). Se tiene que

𝐴 = 𝑆𝑅𝑆𝑅, 𝐵 = 𝑆𝑇𝑆𝑇 , 𝐴−1 = 𝑇𝑆𝑇𝑆 y 𝐵−1 = 𝑅𝑆𝑅𝑆 .
Cada palabra no trivial e irreducible en 𝐴, 𝐵, 𝐴−1

y 𝐵−1
vista como palabra en 𝑆 , 𝑇 y

𝑅 es también un elemento no trivial e irreducible enℤ2 ∗ ℤ3. Esto se debe a que de las

posibles letras que pueden aparecer adyacentes son 𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐴𝐵, 𝐵𝐴, 𝐴𝐵−1
, 𝐵𝐴−1

,

𝐴−1𝐵 y 𝐵−1𝐴 solo las últimas dos tienen alguna reducción que hacer, pues aparecen

dos 𝑆 seguidas.

La primera se trata de 𝐴−1𝐵 = 𝑇𝑆𝑇𝑆 𝑆𝑇𝑆𝑇 = 𝑇𝑆𝑇𝑇𝑆𝑇 = 𝑇𝑆𝑅𝑆𝑇 . La segunda
es 𝐵−1𝐴 = 𝑅𝑆𝑅𝑆 𝑆𝑅𝑆𝑅 = 𝑅𝑆𝑅𝑅𝑆𝑅 = 𝑅𝑆𝑇𝑆𝑅. A partir de aquí, ya no habría

más reducciones posibles pues en nigún caso terminan o empiezan con 𝑆 .
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Por la Proposición 5.4, ninguna es la identidad y por el Teorema 4.7 de clasificación

de las transformaciones de Möbius, actúan sin puntos fijos en ℍ.

El subgrupo 𝐹 proporciona una nueva teselación del semiplano superior, en este

caso por cuadriláteros (véase la Figura 5.5).

Figura 5.5: Teselación por cuadríláteros de ℍ bajo la acción de 𝐹 .

Veámos que efectivamente el cuadrilátero de la figura anterior es un polígono

fundamental para 𝐹 . Para ello usaremos el método de los círculos isométricos descrito

en [6], página 57 el caso general, y en la página 60 ejemplo 6C el caso que nos ocupa.

Diremos que un subconjunto deℍ es un conjunto fundamental para 𝐹 si contiene

exactamente un punto de cada órbita de 𝐹 al actuar sobre ℍ. Observamos que el

polígono fundamental no puede ser abierto, pues en ese caso debería contener puntos

equivalentes módulo 𝐹 a puntos de su frontera, pero 𝐹 es discreto. Por ello, diremos

que un subconjunto abierto 𝐽 ⊂ ℍ es región fundamental si dos puntos de 𝐽 no

pueden ser equivalentes módulo 𝐹 y todo punto de ℍ es equivalente módulo 𝐹 a uno

de su clausura 𝐽 .

El método de los círculos isométricos impone que 𝐹 contenga traslaciones, lo cual

es cierto pues 𝜏 ∈ 𝐹 . Dada una transformación 𝑉 =
(

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)

con 𝑐 ≠ 0, llamaremos
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el círculo isométrico de 𝑉 a:

𝐼(𝑉 ) ∶ |𝑐𝑧 + 𝑑| = 1

Para las trasformaciones con 𝑐 = 0 el círculo isométrico no está definido.

El método sostiene que si denotamos por 𝐹∞ al estabilizador de infinito y 𝐽∞ a una

región fundamental de 𝐹∞, entonces una región fundamental de 𝐹 viene dada por:

𝐽 = 𝐽∞ ∩ {
⋃

𝑉 ∈𝐹⧵𝐹∞

(ℍ ⧵ 𝐼(𝑉 ))}

Calculemos 𝐽 . En primer lugar, observamos que el estabilizador de infinito 𝐹∞
está generado por 𝜏 . Tomamos la región fundamental para 𝐹∞:

𝐽∞ ∶ |𝑥| < 1

Hay dos círculos isométricos

𝐴 ∶ |2𝑧 − 1| = 1 ; 𝐵 ∶ |2𝑧 + 1| = 1

que cortan a 𝐽∞ definiendo la región 𝐽 como podemos ver en la siguiente figura:

Veámos que esta es la región fundamental. Un círculo isométrico general para las

transformaciones de 𝐹 vienen dadas por |𝑐𝑧 + 𝑑| = 1 con 𝑐 par y 𝑑 impar. Podemos

asumir 𝑐 > 0. Si 𝑐 = 2, los círculos isométricos no cortan 𝐽 a no ser que 𝑑 = ±1,
los cuales se corresponden con 𝐴 y 𝐵. Si 𝑐 ≥ 3, como son circunferencias de centro

𝑧 = −𝑑
𝑐
y radio

1
𝑐
, basta considerar |𝑑| < 𝑐. En todos estos casos, las circunferencias

se encuentran en el interior de 𝐴 o 𝐵.

Esto prueba que, como 𝐽 es región fundamental, entonces su clausura 𝐽 es polí-

gono fundamental como queríamos ver.
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Procediendo como en el artículo [10], podemos visualizar la teselación anterior en

el disco de Poincaré sin más que aplicar la transformación habitual (ver Figura 5.6)

𝑇 (𝑧) = 𝑧 − 𝑖
−𝑖𝑧 + 1

Ahora la teselación tiene estructura de árbol, con 𝑒 como raíz con cuatro hijos. A partir

de este punto cada nodo tendrá tres hijos.

Figura 5.6: Teselación por cuadriláteros del disco bajo la acción de 𝐹 .

Ahora probamos que el subgrupo 𝐹 es paradójico respecto de sí mismo. En reali-

dad, vamos a ver un resultado más general, por el cual todo grupo libre de rango 2 es
paradójico. La prueba se sigue mediante un razonamiento ya usado en varias ocasio-

nes a lo largo del trabajo.

Teorema 5.4. Todo grupo libre no abeliano 𝐹 de rango 2 es 𝐹 -paradójico actuando
sobre sí mismo mediante la multiplicación a izquierda.
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Demostración. Sean 𝜎 y 𝜏 dos generadores de 𝐹 como grupo libre.

Tomamos 𝜌 ∈ {𝜎, 𝜎−1, 𝜏, 𝜏−1}, y sea 𝑊 (𝜌) el conjunto de elementos de 𝐹 cuya re-

presentación como producto en 𝜎±1
y 𝜏±1 comienzan a izquierda por 𝜌. Entonces, se

tiene que

𝐹 = {𝑒} ∪𝑊 (𝜎) ∪𝑊 (𝜎−1) ∪𝑊 (𝜏) ∪𝑊 (𝜏−1)

donde los conjuntos anteriores son disjuntos dos a dos. Además

𝐹 = 𝑊 (𝜎) ∪ 𝜎𝑊 (𝜎−1)

y

𝐹 = 𝑊 (𝜏) ∪ 𝜏𝑊 (𝜏−1)

lo que finaliza la demostración.

Llegados a este punto estamos listos para descomponer paradójicamente el semi-

plano superior completo.

Teorema 5.5. Existe una descomposición paradójica del semiplano superior ℍ bajo
la acción de las isometrías de 𝐹

Demostración. Para descomponer paradójicamente el semiplano superior usamos la

descomposición habitual ya usada en otras ocasiones para 𝐹 :

𝐹 = {𝑒} ∪𝑊 (𝜎) ∪𝑊 (𝜎−1) ∪𝑊 (𝜏) ∪𝑊 (𝜏−1)

Nos referimos a los subconjuntos del semiplano superior o del disco de Poincaré usan-

do la correspondencia con las palabras de𝐹 (ver figura 5.5). En una primera aproxima-

ción podríamos tomar los subconjuntos 𝐵′
1 = 𝑊 (𝜏), 𝐵′

2 = 𝑊 (𝜏−1), 𝐴′
1 = 𝑊 (𝜎) ∪ {𝑒}

y 𝐴′
2 = 𝑊 (𝜎−1) ⧵ {𝜎−1}. Observamos que

𝐵′
1 ∪ 𝜏(𝐵′

2) = ℍ = 𝐴′
1 ∪ 𝜎(𝐴′

2)

pero con esta descomposición hay fronteras que se solapan. Para arreglar esto con-

sideramos los conjuntos 𝐵1, 𝐵2, 𝐴1 y 𝐴2 de la misma forma que los de antes, pero

considerando algunos sin parte de su frontera como vemos en la Figura 5.7.
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Figura 5.7: Conjuntos usados para la descomposición paradójica de ℍ. Las flechas

indican a que conjunto le corresponde esa parte de la frontera.

Esto proporciona una descomposición paradójica del semiplano superior completo

ℍ usando cuatro piezas.

Como ya adelantamos no hemos necesitado usar del axioma de elección para la

descomposición del semiplano superior. El resultado anterior se tiene de forma aná-

loga para el disco de Poincaré usando la correspondencia de las palabras de 𝐹 con la

teselación del disco (ver Figura 5.6).
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