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Introduccion

El siguiente Trabajo de Fin de Grado esta dedicado al estudio de diferentes descom-
posiciones paradojicas en distintos ambitos. El documento se divide en dos bloques
tematicos.

El primer bloque comprende los tres primeros capitulos. Al inicio del primer ca-
pitulo introducimos la nocioén de conjunto paraddjico, la cual sera el centro de todo
el trabajo. Diremos que un conjunto es paraddjico si podemos descomponerlo en un
numero finito de piezas que no se cortan entre si y volverlas a encajar de tal forma
que logramos obtener dos copias exactas del conjunto inicial. Esta situacion contra-
dice claramente nuestra intuiciéon geométrica, pues hemos conseguido duplicar un
objeto reuniendo las piezas que en un inicio lo conformaban. Por ello se conoce como
paradojas a algunos de los diferentes Teoremas que trataremos. Tras esto, abordamos
la paradoja de Hausdorff clasica, la cual establece una descomposicion paraddjica de
la esfera euclidea tridimensional salvo un subconjunto numerable de puntos. En este
proceso comenzaremos a visualizar la conocida importancia del axioma de eleccion
en la construccion de las paradojas de Hausdorff y Banach-Tarski; esta ultima sera
abordada en el segundo capitulo.

En el segundo capitulo nos planteamos mejorar el resultado obtenido en el prime-
ro, de forma que podamos absorber el subconjunto de la esfera que no hemos logrado
incluir en la descomposicion paraddjica, obteniendo asi una descomposicion de la
esfera entera. Para ello introducimos un nuevo concepto, la equidescomponibilidad,
que no es mas que una generalizaciéon a conjuntos del concepto, ya conocido, de po-
ligonos congruentes por disecciones. Asi, dos conjuntos son equidescomponibles si
podemos romper ambos en un nimero finito y comun de piezas, de forma que for-
memos las piezas del segundo a partir de las del primero por la acciéon de un grupo
de permutaciones. Gracias a esta nueva herramienta alcanzaremos nuestro objetivo,
pues probaremos que el hecho de ser paradojico se conserva bajo la relacion de ser
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equidescomponible, y que la esfera es equidescomponible a ella misma menos un sub-
conjunto numerable. Llegados a este punto probamos la paradoja de Banach-Tarski
a partir de la de Hausdorfl, la cual sostiene que la bola unidad cerrada centrada en
el origen también es paraddjica. Cabe mencionar que la restriccion sobre el radio y
el centro de la bola es bastante inocua, y se toma asi por comodidad para la prueba;
pero en realidad se tiene el mismo resultado para cualquier bola cerrada sin mas que
cambiar un par de detalles en la demostracion. Para terminar, construimos la forma
fuerte de la paradoja de Banach-Tarski, por la que dos conjuntos cualesquiera del es-
pacio euclideo tridimensional acotados con interior no vacio son equidescomponibles,
conocido también este resultado como la paradoja del guisante y el Sol.

En el tercer capitulo estudiamos el nimero minimo de piezas necesarias para lo-
grar descomponer la esfera y la bola como hemos hecho en los capitulos anteriores.
Para ellos nos servimos del concepto de acciones localmente conmutativas. En primer
lugar veremos que cualquier conjunto paradoéjico necesita al menos cuatro piezas pa-
ra su descomposicion. En el caso de la esfera nos bastara con estas cuatro piezas, sin
embargo para la bola necesitaremos una mas.

El segundo bloque esta formado por los capitulos cuatro y cinco. Ahora abando-
namos el espacio euclideo para adentrarnos en el mundo hiperbélico. La geometria
hiperbdlica surge a partir de considerar so6lo los cuatro primeros postulados de Eucli-
des y rechazando el quinto, conocido como el postulado de las paralelas, cuyo enun-
ciado es equivalente a que dada una recta y un punto exterior a ella, sélo existe una
recta paralela a la primera y que contenga a dicho punto. En la geometria hiperboélica
siempre hay al menos dos rectas distintas que pasan por un punto exterior a otra y es
paralela a una dada. El capitulo cuatro esta dedicado a construir los elementos basicos
del plano hiperbolico, centrandonos en el modelo del semiplano superior, aunque se
incluye también una breve introduccion al modelo del Disco de Poincaré al final del
mismo. Esta construccion pasa por la métrica hiperbdlica y las geodésicas hasta llegar
a las transformaciones de Mobius, las cuales seran cruciales para el trabajo posterior.
Estas transformaciones tienen una forma muy especifica y su importancia reside en
que, tomando los coeficientes de forma adecuada, estas conforman todas las isome-
trias del semiplano superior. Veremos que podemos asociar a cada transformacion
una matriz de forma natural, de tal manera que a lo largo del trabajo confundiremos
ambas representaciones. En virtud de esta representacion, clasificaremos las trans-
formaciones de Mobius en funcidn de la traza de la matriz asociada, lo cual nos dara
informacion sobre los puntos fijos que deja al aplicarla al semiplano superior.

Por ultimo, en el quinto capitulo nos ponemos como objetivo descomponer pa-
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raddjicamente el plano hiperbolico completo siguiendo un esquema parecido al del
primer bloque. Primero construiremos una teselaciéon del semiplano superior sirvién-
donos de un poligono inicial, al que llamaremos poligono fundamental, y obteniendo
el resto de poligonos que completan el semiplano superior aplicandole a este primer
poligono transformaciones de cierto subgrupo del grupo de trasformaciones de Mé-
bius. En segundo lugar, probaremos la paradoja de Hausdorff en el plano hiperbdélico,
la cual establece una descomposicion paradojica del semiplano superior (y por ende
también del Disco de Poincaré) salvo el conjunto formado por la frontera de los poli-
gonos de la teselacion. Al contrario que en el inicio del trabajo, en este caso no sera
necesario hacer uso del axioma de eleccion. Tras esto, nos volvemos a proponer elimi-
nar el conjunto que no permite una descomposicién del plano hiperboélico completo,
llegando asi a la paradoja de Banach-Tarski en el plano hiperbélico.






English Abstract

This work deals with paradoxical descompositions in diferent spaces.

First of all we deal with the Hausdorff paradox, which states that the three dimen-
sional Euclidean sphere except for a countable subset is paradoxical. After this, we
improve this result building a paradoxical descomposition of the whole sphere and
we treat the Banach-Tarski paradox that proves that the three-dimensional euclidean
ball is also paradoxical. We also include a section about equidecomposability and the
strong form of the Banach-Tarski paradox, which states that any two bounded subset
of R3 having nonempty interior are equidecomposable. In addition, we will study the
minimum number of pieces necessary reach out the paradoxical decompositions of

the sphere and the ball.

Finally we move to the hyperbolic plane. We start by building the basic elements
of this. Then, we prove the Hausdorff paradox in the hyperbolic plane which provides
a paradoxical decomposition of the upper half plane except for a set of null measure.
Finally we provide a decomposition of the complete upper half plane by the Banach
Tarski paradox.






1 La Paradoja de Hausdorff

Para este capitulo se ha seguido [7] y [11], capitulos 1 y 2.

1.1 Conjuntos paraddjicos

Comenzamos definiendo el concepto sobre el que va a girar todo el trabajo. Se
trata de los conjuntos paradoéjicos.

En el trabajo utilizaremos el término permutaciones para referirnos a aplicaciones
biyectivas.

| Definicion 1.1. Sea G un grupo de permutaciones del conjunto X y supongamos
que E C X. E es paradojico respecto a G (o G-paraddjico) si para algin par de en-
teros m,n € N existen subconjuntos de E disjuntos dos a dos A, ..., A,, B,,....B,, y
815 &y, s by, € G tales que E = |J1_ g(A) y E = U:."zl h;(B;)

En otras palabras, E es paradoéjico respecto a G si podemos descomponerlo en
conjuntos disjuntos dos a dos, reordenarlos con elementos de G, y volverlos a unir
formando dos copias del propio E. La idea detras de la definicion es que podemos
"romper" E en un nimero finito de piezas de forma que, volviendolas a encajar de
cierta forma, logramos duplicar E.
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Figura 1.1: Descomposicion paraddjica de la bola euclidea 3-dimensional.

En la siguiente observacion se muestra un ejemplo facil de conjunto paradojico:

Observacion 1.1.  Sitomamos X = Ry E = Z, se tiene que el conjunto de los enteros
Z es paraddjico respecto al grupo de las funciones lineales con pendiente positiva. En
efecto, consideramos Z C R. Sea G = {mx +n : m > 0}. Podemos dividir Z en dos
subconjuntos disjuntos, los pares 2Z y los impares 2Z + 1. Tomamos g(x) = % eEGy

h(x) = XT_I € G (ambas biyectivas). Asi, Z = g2Z)y Z = h(QZ + 1).

| Definicion 1.2.  Denotamos por SO, al grupo (no abeliano) de rotaciones de R® que
dejan invariante el origen, con la operacion de composicion.

Podemos ver este grupo como el grupo de rotaciones de eje una recta que pasa
por el origen de coordenadas.

Observacion 1.2.  Las rotaciones son aplicaciones lineales, lo que nos permite enten-
der SO; como un subgrupo del grupo de matrices 3x3. Ademas, dada una base orto-
normal de R3, toda rotacion se representa como una matriz respecto a la base fijada,
ortogonal y con determinante 1, por lo que pensaremos en SO; como el grupo de
las matrices ortogonales con determinante 1 con la multiplicacién de matrices como
operacion.

| Definicién 1.3.  Un producto finito de permutaciones o,...c, se dice irreducible si no
aparece un elemento seguido de su inverso en él.

Nuestro siguiente objetivo sera construir un subgrupo F de SO, tal que existen
dos rotaciones o, 7 tales que, junto con sus inversas, generan a F y todo producto
finito y reducido de elementos de F es tnico. Es decir, dado un producto finito y
reducido de elementos de F, este no puede reescribirse como un producto finito y
reducido de elementos de F distinto al original.
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Para ello, tomamos

1 _2V/2
- 3 3

0 0 1
1 0 0
0 w_LZT\/E %

Estas rotaciones se corresponden con las rotaciones alrededor del eje Oz y del eje Ox
y de angulo arc cos(%) respectivamente.

Probaremos un lema previo a la construccion de F:

Lema 1.1. Sea w un producto finito y reducido de o*! y 7*!. Entonces, el punto

w(1,0,0) es de la forma %(a, b\/E, c) cona,b,c € Z. Ademas, b no es multiplo de 3.

Demostracion.  Procedemos por induccion en el nimero de factores del producto @
(lamamos k a este niumero). Suponemos sin pérdida de generalidad que @ termina a
la derecha con ¢*!, pues 7*!(1,0,0) = (1,0, 0). Si sélo aparece un factor, v = o*! y
w(1,0,0) = %(1, 12\/5, 0). Supongamos ahora que @ = o*'@w’ 0 w = r*'w’, donde
@' es un producto finito y reducido de ¢*! y 7*! con n — 1 factores. Por hipétesis

de induccion, @'(1,0,0) = 3k1_1(a’, 4 \/5, ¢’) con d',b',c’ € Z. En el primer caso,

w(1,0,0) = %(a, b\/z, c),dondea =ad £4b',b =0 +2d yc =3 Enel segundo

caso, w(1,0,0) = %(a,b\/&, c),dondea=3d,b=b F2cyc=c +4b.
Veamos ahora que b no es multiplo de 3:

Distinguimos cuatro casos dependiendo si @ es igual a c*!7*!ly, t¥l6*ly, 6*l6*lv o
7x!z%ly con v es un producto finito de 6*! y %!, 0 posiblemente la identidad. En los
dos primeros casos, siguiendo el razonamiento de arriba, tenemos que b = b’ F 2¢’
donde 3 divide a ¢’ 0 b = b’ + 24’ donde 3 divide a a’. Como b’ no es divisible por
3, b tampoco puede serlo. Para los dos casos restantes, denotamos por a”, b” y ¢” los
enteros que aparecen en la multilicacién v(1, 0, 0). En los dos casos, b = 2’ — 95" . En
el tercer caso, b = b' +2a' = b +2(a" F4b") = b +b" + 24" —9b" = 20" — 9D,
un razonamiento similar funciona para el ultimo caso, de donde se sigue que b’ no es
divisible por 3, y por tanto b tampoco, lo que finaliza la prueba.
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Proposicion 1.1.  Existen dos rotaciones 6,7 € SO, tales que junto con sus inversas
generan un subgrupo F tal que todo producto finito e irreducible de elementos de
F es unico, esto es, si existen dos productos finitos e irreducibles de F que resultan
el mismo elemento, entonces ambos productos estan conformados por los mismos
elementos de F y dispuestos en el mismo orden.

Demostracion. Tomamos o y 7 como antes. Veamos que todo producto finito y re-
ducido de 6*' y 7*! es tinico. Para ello basta ver que ningin producto finito, reducido
y no trivial es igual a la identidad.

Procedemos por reduccion al absurdo. Sin pérdida de generalidad, supongamos que
o es un producto finito reducido que termina por la derecha con 6*!, y que es igual a
la identidad. Como w es producto finito de 6*! y 7*!, por el Lema 1.1, (1, 0, 0) es de
la forma %(a, b\/i, c)cona,b,c € Zy?3tb. Por tanto, hemos llegado a una contra-
diccion, pues w(1,0,0) # (1,0,0).

Falta probar que F es un subgrupo de SO;. La identidad forma parte de F pues la
podemos escribir como 66~!. Sean @ y v dos productos de ¢*! y t*!, por tanto, ™!
también es un producto finito de o*! y z*! utilizando las propiedades habituales para
el producto de matrices con la inversa. Asi, vw™! también es un producto finito de o*!
y *1, en consecuencia, vw~! € F. Concluimos que F es un subgrupo de SO;.

Podemos ver F como un grupo de permutaciones de si mismo pues el producto
de elementos de F sigue estando en F,y wv # @V’ con v,w,®’ € F por la unicidad
probada anteriormente para productos finitos y reducidos. Por ello, tiene sentido plan-
tearse si F es paradojico respecto de si mismo, lo cual constituye una piedra angular
en la prueba de la paradoja de Hausdorff.

Proposicion 1.2.  El subgrupo F definido en la Proposicion 1.1 es paradodjico respecto
a si mismo.

Demostraciéon.  Sea F el subgrupo definido en la Proposicién 1.1Seay € {¢,07!, 7,771},
denotamos W (y) al conjunto de elementos de F cuya representaciéon como producto
finito e irreducible en 6*! y 7*! comienza por y. Por tanto:

F={1}JUW@UWGE HUW (@ UW(E™)
Los conjuntos son disjuntos dos a dos. Mas aun:
F=W()UocW(™)
F=W@utW (™

Por tanto, hemos probado que F es un conjunto paradéjico respecto de si mismo. |
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1.2 La paradoja de Hausdorff

En una primera aproximacion a la descomposicion paradéjica de la esfera S?, en
esta seccion probaremos la Paradoja de Hausdorft, la cual sostiene que tal descompo-
sicion puede darse si prescindimos de un conjunto numerable de puntos. Mas adelante
veremos como hacer para absorber este conjunto y probar que la esfera completa es
S O;-paradéjica sirviendonos de estos primeros resultados.

| Definicién 1.4.  Si G es un grupo de permutaciones de X, diremos que x € X es un
punto fijo no trivial de X bajo la accion de G si existe una permutacion g € G distinta
de la identidad tal que g(x) = x.

| Definicion 1.5. Dado x € X, el conjunto G(x) = {G(x) : g € G} se llama 6rbita
de x por la accion de G.

Proposicion 1.3. Sea G un grupo de permutaciones de X. Entonces, el conjunto de

las orbitas de X bajo la accion de G forman una particiéon de X, llamadas G-orbitas
de X.

Demostracion. Observamos que, para cada x € X, x € G(x), pues x es un punto fijo

trivial, por tanto X = |J, ., G(x). Vedmos ahora que las orbitas son disjuntas para

xeX
elementos distintos de X. Supongamos que y € G(x) con x € X. Esto equivale a que
y = g(x) para algun g € G, equivalentemente g~!(y) = x, lo cual es equivalente a
que x € G(y). Esto prueba que si y € G(x), entonces necesariamente, G(x) = G(y).

En conclusion, las orbitas diferentes de X forman una particiéon de X. |

Observacion 1.3.  La Proposicién 1.3 nos permite definir el conjunto M formado por
un Unico elemento (representante) de cada G-6rbita de X, por ser estas disjuntas.

Lema1.2. Sea G un grupo de permutaciones de X tal que no existen puntos fijos no
triviales de X bajo la accion de G, y M el conjunto formado por un solo elemento de
cada G-orbita de X. Entonces, la familia de conjuntos {g(M) : g € G} forman una
particion de X.

Demostracion.  Que cada x € X esté contenido en algun g(M) con g € G es conse-
cuencia directa de la Proposicion 1.3. En efecto, M contiene exactamente un repre-
sentante de G(x), lo llamamos y. Entonces y = h(x) para algin h € G,y como G es
un grupo de permutaciones, A~! € G. Por tanto, h~!(y) = x € h~!(M). Por tanto,
cada elemento x € X pertenece a uno de la forma g(M) con g € G.

Veamos que los conjuntos son disjuntos dos a dos. Procedemos por reduccion al ab-
surdo. Sean g, h € G distintos tales que x € g(M)Nh(M). Por tanto, existen p,qg € M
tales que g(p) = x = h(q). Por la Proposicion 1.3 las 6rbitas de p y ¢ son disjuntas si
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p # q. Por la construccion de M, no existen en él dos elementos de X con la misma
oOrbita, por lo que necesariamente p = q. De aqui obtenemos que g(p) = h(p) <=
p = g~ '(h(p)), lo cual es una contradiccién, pues habiamos elegido g # h, por lo que
g~ !'p no es la permutacién identidad, y G actia sobre X sin puntos fijos distintos de
los triviales. El resultado esta probado. |

Observacion 1.4.  En la definicion del conjunto M en el Lema 1.2 radica la conocida
importancia del axioma de eleccion para la prueba de la paradora de Hausdorff, y
en consecuencia, para la paradoja de Banach-Tarski, como veremos en la siguiente
seccion.

Como consecuencia de los resultados probados anteriormente, probamos ahora
el Teorema que nos proporcionara la herramienta necesaria para la construccion de
descomposiciones paraddjicas.

| Teorema 1.1. Sea X un conjunto y G un grupo de permutaciones de X paradéjico
respecto de si mismo que actua sobre X sin puntos fijos no triviales. Entonces, X es
paradojico respecto de G.

Demostracion.  Sean {A,}"_ y { B, };.”zl dos colecciones de subconjuntos de G, y aso-
ciados a ellas, sean {g;}

n
i

DAl };.”:1 dos subcontos de G con los que G es paradojico.
Sea M el conjunto formado por un solo elemento de cada G-6rbita de X. Por el Lema
1.2, {f(M) : f € G} forma una particion de X.

Denotamos por A* = UfeAi fM)y B} = Ufij f(M). Como los conjuntos de
{A}Y_, U {Bj};"=1 son disjuntos dos a dos, los de {A]}"_| U {B;.*}T=1 también lo son,
y como G = [J_, &(4)) = U;"zl h;(B)), entonces X = J_, g,(A) = U;"zl h;(B),
como queriamos ver.

Llegados a este punto estamos listos para probar la paradoja de Hausdorff. En
términos de la notacion seguida en esta seccion, el conjunto E pasara a ser la esfera
S? C R3 centrada en el origen, y el grupo de permutaciones G de R ser4 el subgrupo
F C SO, construido en la Proposicion 1.1 Aunque en la Proposiciéon 1.2 probamos
que F era paradéjico respecto de si mismo, al ser F un subgrupo de rotaciones de R?
con ejes pasando por el origen, S? posee puntos fijos no triviales bajo la acciéon de F
(las dos intersecciones de los ejes de cada giro con S?). En consecuencia, tendremos
que considerar S? sin estos puntos para aplicar el Teorema 1.1.

| Teorema 1.2 (Paradoja de Hausdorff). Existe un subconjunto contable D C S?
tal que S? \ D es SO;-paradéjico.

Demostracion.  Sea F el subgrupo de la Proposicién 1.1 Cada rotacion distinta de la
identidad de F deja fijos dos puntos de S? (la intersecciéon de la esfera con el eje de
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rotacion). Sea D el conjunto de puntos fijos no triviales de F.

Veamos que F no tiene puntos fijos no triviales sobre S? \ D. Como F es contable, D
también lo es. Sea P € S?\ Dy v € F. Como a P no lo fija ninguna rotacién de F,
v(P) € S*\ D. Si existiera y € F que fijara v(P), P seria punto fijo de v-!yv € F, lo
cual es una contradiccion con la eleccién de P € S?\ D. Por tanto, no existen puntos
fijos no triviales de F en S?\ D.

En la Proposicion 1.2 vimos que F es paradojico respecto de si mismo, aplicando el
Teorema 1.1 tenemos que S? \ D es F-paradéjico. Como F es un subgrupo de SO,
S?\ D es SO,-paraddjico, como queriamos probar.

Aunque en este capitulo nos hayamos conformado con descomponer paradojica-
mente la esfera S? salvo un conjunto numerable, en la siguiente seccién usaremos
herramientas mas sofisticadas para ver que, en realidad, es posible hacerlo con la es-
fera completa y generalizaremos el resultado a otros conjuntos del espacio euclideo,
en particular a las bolas euclideas.






2 | LaParadoja de Banach-Tarski

En este capitulo continuamos siguiendo las referencias [7] y [11], capitulos 2 y 3.

2.1 Equidescomponibilidad

En esta seccion introducimos un nuevo concepto, el cual nos sera util para exten-
der la paradoja de Hausdorff a la esfera completa S. Se trata la equidescompompo-
nibilidad. Esto no es mas que una generalizacién del concepto clasico de poligonos
congruentes por disecciones. Se dice que dos poligonos son congruentes por disec-
ciénes si se puede descomponer uno de ellos en un nimero finito de poligonos de
forma que podamos encajarlos formando el otro (ver figura 2.1). Teniendo en mente
esta idea, definimos:

| Definicién 2.1.  Sea G un grupo de permutaciones sobre X y A,B C X. A y B son
G-equidescomponibles si existen n € N, { A;}"_, sucesion de subconjuntos disjuntos dos
adosde Ay {B;}_, sucesion de subconjuntos disjuntos dos a dos de B, tales que:

A=O4
i=1

B=0&
i=1

y ademas existen g, ..., g, € G tales que g,(A;) = B, para cadal <i < n.

En términos méas sencillos, A y B son G-equidescomponibles si podemos dividir
ambos en el mismo nimero de piezas disjuntas, de forma que podemos formar las
piezas del segundo aplicando permutaciones de G a las piezas del primero.
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Figura 2.1: Poligonos congruentes por disecciones.

| Definicion 2.2. Sean A, B C X, y G un grupo de permutaciones de X . Definimos
la relacion: A ~; B <= A y B son G-equidescomponibles.

Proposicion 2.1.  La relacion ~; de la Definicion 2.2 es de equivalencia.

Demostracion. La propiedad reflexiva se tiene pues si A C X, basta considerar la

permutacion identidad I, € G,y A = 1,(A).

Veamos que es simétrica: Sean A, B C X talesque A ~; B.Entonces existen {A;}"_| C

A disjuntos dos a dos, y { B;}"_, C B disjuntos dos a dos, tales que A = UL] A,

B = |J._, B, y existen g, ..., g, € G cumpliendo g;(4,) = B; paracada l <i < n.

Tomando g, ...,g;" € G, tenemos que g7'(A;) = B;, de donde B ~, A.

Para la propiedad transitiva supongamos que A, B,C C X tales que A ~; By

B~;C.

De la primera relacion, existen {4,}_, C A disjuntos dosados,y { B;}"_; C B disjun-

tos dos a dos, tales que A = | J_, A;, B=J_, B;, y existen g, ..., g, € G cumpliendo

g/(A,) =B, paracadal <i < n.

Analogamente, de la segunda relacion, existen {B;.}I’A"= , C B disjuntos dos a dos, y

{C;}L, € C disjuntos dos a dos, tales que B = U;'l:] B, C = U;":] C;, y existen

hy,...,h, € G cumpliendo hj(B;) = C, para cadal <j<m.

La idea es superponer las dos particiones de B que se nos han generado en los dos
i=n,j=m

parrafos anteriores. Para ello, consideramos { B; N B}}l.j=1 C B, que también son

disjuntos dos a dos porque los conjuntos que conforman tanto { B;}"_, como {B;}

m
i=1’
lo son. A partir de esta, construimos las particiones de Ay C.

Llamamos &/ = {gi_l(B,- N B;.) :1<i<n1<j<m} C A Estos conjuntos forman

una particiéon de A pues:

UlUe '@ nBy=Je' B nJB)=
i=1 j=1 i=1 j=1

=Jg'Bnp=Jg'B)=Ja=4
i=1 i=1 i=1
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Analogamente, llamamos € = {hj(BinB;) :1<i<n1<j<m}CC,queforman
una particiéon de C pues:
LJc

j:l i=

n

h(B,nB)) =) JB)nB) =
1 j=1 i=1

UnBnB)=JrB)=]c =c
j=1 Jj=1 Jj=1

Ademas, #() = #(€) pues gi‘l(BinB;.) ) = BiﬂBJ’. ) = hi(BinBJ'.) # 0.
Mas atin, si tomamos f;; = (h;og;) € Gparacadal <i <nyl <j<myselo
aplicamos a los elementos de &/, tenemos que:

fi,j(gi_l(Bi n B;)) = hj(gi(gi_l(Bi n BJ,) = hj(Bi n B;)

Concluimos asi que A ~; C. |

Como veremos a continuacion, los conceptos de conjuntos G-paradoéjicos y G-
equidescomponibles estan intimamente relacionados. Probaremos que si un conjunto
G-paraddjico es G-equidescomponible con otro, este ultimo tambien sera G-paradoéjico.
Es decir, ser G-paradéjico se hereda por la relacion de equivalencia ~; de la Definicion
2.2.

Proposicion 2.2.  Sea X un conjunto, G un grupo de permutaciones de X y E C X.
Entonces, E es G-paradoéjico si, y solo si existen A, B C E disjuntos talesque A ~; E
y B NG E.

Demostracion. Supongamos que E es G-paradojico. Equivalentemente, existen sub-
conjuntos A, ..., A,, B, ..., B,, C E disjuntos dos a dos, conm,n € N, y

815 &y sy, € G de forma que E = |J_ g(A) y E = U;"zl h;(B;). Llaman-
doA={J_A,yB= U;n:,- B;, es claro que A y B son disjuntos por construccion.
Veamos que A ~; E. {A;}"_ | es una particion de A,y {g;(A;)}"_, es una particion de
E. Basta tomar las permutaciones g, € G anteriores para ver que A ~, E. Analo-
gamente se tiene que B ~; E tomando ahora {B; };"zl particion de B,y {h j(Bj)}Tzl
particion de E.

Como a lo largo de la prueba solo se han usado equivalencias, la direcciéon contraria
también est4 probada. |

Proposicion 2.3.  Sean G un grupo de permutaciones de X, y E, E’ C X tales que
E ~, E’. Entonces, si E es G-paraddjico, E’ también es G-paraddjico.
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Demostracion. Supongamos que E es G-paradojico. Equivalentemente, por la Pro-
posicion 2.2, existen A, B C E disjuntos talesque A ~; Ey B ~; E.Como E ~; E’
por hipotesis, y por la Proposicion 2.1, ~ es relacion de equivalencia, tenemos que
A ~; E'y B ~; E'. Por tanto, E’ también es G-paraddjico. |

2.2 LaParadoja de Banach-Tarski

Llegados a este punto disponemos de las herramientas necesarias para probar que
la esfera S? es paradojica. Probaremos que .S y S?\ D son S O;-equidescomponibles,
donde D C S? es un conjunto numerable. Esto unido a las propiedades de la equides-
componibilidad tratadas en la seccién anterior y al Teorema 1.2 nos permitira llegar
a nuestro objetivo.

| Teorema 2.1. Sea D un subconjunto numerable de S?, entonces S*> y S? \ D son
S O;-equidescomponibles.

Demostracion. Sea I una recta que pasa por el origen y no contiene a ningin punto
de D (podemos asegurar que esta existe pues el conjunto de rectas que pasan por el
origen es no numerable y D es contable). Denotamos por p, la rotacion de angulo 8
y eje [. Sea A C [0,2x) el conjunto de angulos 6 cumpliendo que existe P € Dy
n > 0 tales que pg(P) € D. Como Ny D son numerables, A también lo es. Por tanto,
existe § € [0,27) \ A. Por la construccién de §, D N py(D) = @ para todo n > 0.
De aqui tambien se deduce que p}(D) N p (D) = @ para cualquier 0 < m < n, pues
py(D) N pp(D) = pi(p,~"(D) N D) = py(#) = . Definimos:

D' = oyD)
n=0
Por tanto,

D) =) py(0)= D'\ D
n=1
Luego D' ~ D'\ D.P or consiguiente:
S?=(S*\D)uD' ~(S*\D)u(D'\D)=S*\D

La prueba esta completa.
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Corolario 2.1.  La esfera completa S? es .SO,-paradojica.

Demostracion. En el Teorema 1.2 probamos que existe un subconjunto contable D C
S? tal que S? \ D es SO;-paraddjico. Por el Teorema 2.1, S \ D ~ S2, y por la
Proposicién 2.3, la esfera S? es SO;-paraddjica. |

Observacion 2.1.  Observese que a lo largo de la teoria desarrollada hasta este punto
no se ha usado que la esfera sea unitaria, por lo que el resultado anterior se puede
enunciar para cualquier esfera centrada en el origen de radio arbitrario.

Una vez completada la descomposicion paradéjica para la esfera completa S2, po-
demos extender el resultado a la bola unidad (cerrada) B(0, 1). Para ello basta con
identificar cada punto P de la esfera con su radio como se muestra en la siguiente
imagen:

Figura 2.2: Radios de la esfera.

En lenguaje formal, la correspondencia viene dada por P +— {aP : 0 < a < 1}.
Cabe resaltar que para la buena definicion de la correspondencia debemos prescindir
punto central de la esfera. Probemos el Teorema:

| Teorema 2.2 (Paradoja de Banach-Tarski). La bola unidad cerrada centrada en
el origen B(0,1) C R? es paraddjica respecto al grupo de isometrias de R3.

Demostracién. Denotamos por B = B(0,1) C R?>. Identificando cada punto de
B\ {0} con suradio P — {aP : 0 < a < 1} tenemos que B\ {0} admi-
te una descomposicion similar a la del Corolario 2.1. En virtud de la Proposicioén
2.3, basta probar que B \ {0} es equidescomponible con respecto al grupo de iso-
metrias de R? con B para finalizar la prueba. Sea P = (0,0, %) y sea ¢ una rota-
cion de orden infinito tal que su eje contiene a P, pero no contiene al origen, y sea
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D = {¢"(0) : n > 0}. Entonces, ¢(D) = {¢"(0) : n > 1} = D\ {0}. De aqui,
B=(B\D)UD~ (B\D)u(D\{0}) =B\ {0}. El Teorema esta probado. |

Observacion 2.2. Al igual que en la descomposicion paradoéjica de S? lograda en
el Corolario 2.1, la Paradoja de Banach-Tarski se puede probar para bolas de radio
arbitrario r > 0 centradas en el origen. Para ello, basta tomar la correspondencia
P— {aP :0<a<r},yP=(00, %) y seguir la demostracion anterior.

Mas atn, cualquier bola no centrada en el origen es congruente por traslaciones con
otra que si lo esté. Por tanto, el Teorema queda extendido a cualquier bola del espacio
euclideo.

2.3 Forma fuerte de la Paradoja de Banach-Tarski

En esta ultima seccion del capitulo 2 veremos que podemos generalizar en cierto
sentido la Paradoja de Banach-Tarski (Teorema 2.2) a conjuntos acotados y de interior
no vacio. Probaremos que cualesquiera dos conjuntos cumpliendo estas dos condicio-
nes son equidescomponibles.

| Definicién 2.3.  Sea X un conjunto con A, B C X, y G un grupo de permutaciones
de X . Entonces, escribiremos A < B si existe C C B tal que A ~ C.

| Teorema 2.3 (de Banach-Schroder-Berstein).  Sea G un grupo de permutaciones
de X,yA,B C X.S5iA < ByB < A, entonces A ~; B. De aqui se deduce que <
induce una relacion de orden entre las clases de equivalencia de la relacion ~, en P(X).

Demostracion.  Esfacil ver que larelacion ~; satisface las dos siguientes propiedades:

a) Si A ~ B, entonces existe una biyeccion g : A — B tal que C ~ g(C) para
cualquier C C A.

Asumamos A, B C X tales que A < By B < A. Entonces, existen By C By A, C A
talesque A ~; B,y B ~; A, (como ~, es de equivalencia también A, ~; B). Toma-

mos las dos biyecciones de la propiedad (a) f : A — B,,y g : A; — B. Definimos
por induccién C, ., = g7 f(C,), donde Cy = A\ A, yseaC = C,. Se tiene:

gA\NO) =g\ JC)=g((A\C) =
n=o n=0



2. LA PARADOJA DE BANACH-TARSKI 21
=g(A\CG)Nn g(fjl(A \C)) =
=g(A)Ng(A\ Q C)=Bng(A\ Q)g_l(f(cn))) =
=B\ g(QO g (f(C)) =B\ gf(cn) =

B\ sl Jc)=B\f(©
n=0

Por (a), tenemos que A\ C ~; g(A\ C) = B\ f(C)y C ~; f(C). Aplicando
ahora (b):
A=(A\C)UC ~; (B\ f(C)Uf(C)=B

como queriamos probar. |

Este Teorema aporta una nueva forma de probar que dos conjuntos son equides-
componibles, basta ver que la relacion < se cumple en las dos direcciones. Haciendo
uso de este resultado estamos listos para probar la forma fuerte de la Paradoja de
Banach-Tarski:

| Teorema 2.4 (Paradoja de Banach-Tarski fuerte). Sean A y B dos conjuntos
acotados de R? con interior no vacio, entonces A y B son equidescomponibles.

Demostracion.  Veremos que A < By B < Ay por el Teorema de Banach-Schroder-
Berstein (Teorema 2.3) tendremos el resultado.

Sean K y L dos bolas tales que A C K,y L C B, las cuales sabemos que existen pues
A es acotado y B tiene interior no vacio respectivamente, y sea n suficientemente
grande como para que K pueda ser recubierto por n copias de L (pueden solapar-
se). Denotamos por S al conjunto de n copias disjuntas de L. Usando la Paradoja de
Banach-Tarski (Teorema 2.2) podemos duplicar L, y usando traslaciones a las copias
obtenidas llegamos a que L > S, dedonde A C K < § < L < B,y por tanto, A < B.
Como los papeles de A y B son intercambiables, por el mismo razonamiento se con-
cluye que B < A. La prueba esta completa. |
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Si bien la Paradoja de Banach-Tarski probada en la seccion anterior era sorpren-
dente por el hecho de que nos permitia duplicar esferas, con este resultado hemos
logrado demostrar que podemos "romper" cualquier conjunto acotado con interior
no vacio y reesamblarlo en otro. Por esta razdn, la version fuerte de la Paradoja de
Banach-Tarski se suele conocer como "la paradoja del guisante y el Sol", pues "tro-
ceando y reuniendo los trozos de un guisante de forma adecuada podriamos lograr
optener el Sol a partir de él.



3 Minimizacion del nimero de
piezas

Este capitulo esta dedicado a responder la pregunta de cual es el numero minimo
de piezas necesarias para lograr las descomposiciones paradojicas de la esfera y la
bola estudiadas en los capitulos anteriores.

A partir de ahora, el subindice de la notacién de la relacion de equidescomponibi-
lidad denotara el niimero de piezas por el cual la descomposicién ha sido efectuada,
es decir, A ~, B quiere decir que A es equidescomponible con B usando n piezas.

En este capitulo seguimos la referencia [11], capitulo 5.

3.1 Descomposicion minimal del la esfera

| Definicion 3.1. Sea G un grupo de permutaciones de X y E C X. Diremos que
E es G-paraddjico usando r piezas si existen conjuntos disjuntos A y B de forma que
E=AUByA~,E~, B,conn+m=r.

Nos planteamos reducir el nimero r anterior en el caso de S?. Una primera aproxi-
macién nos proporciona un resultado general por el cual cualquier conjunto paradé-
jico necesita al menos 4 piezas para formar su descomposicion. Veamos el resultado.

| Teorema 3.1. Sea G un grupo de permutaciones de un conjunto X. Si X es G-
paradojico, entonces la descomposicion de X tiene al menos 4 piezas.

Demostracion. Sean A, B C X disjuntos de forma que A U B = X y cumpliendo
que A ~, X ~, B.Supongamos por reduccion al absurdo que n + m < 4. En ese
caso debe ocurrir n = 1 o m = 1. Supongamos sin pérdida de generalidad que n = 1.
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Entonces, se tiene que existe g € G tal que X = g(A), por tanto A = g~!(X). Pero
g '(X) = X, porloque A = X,y por consiguiente B = @, lo cual es una contradiccién
con B~ X. |

Como adelantabamos, este Teorema nos dice que r > 4 para cualquier conjunto
paradoéjico. Ahora nos centraremos en probar que en el caso de la esfera se puede dar
una descomposiciéon con exactamente 4 piezas, y por tanto, esta es minimal.

| Teorema 3.2. Sea F = (o, t) un grupo libre. Entonces, existe una particion de F =
AUA,UA;UA, de forma quec(A,) = A,UA;UA, yT(A,) = A{UA,UA,; de donde
F es paradodjico usando 4 piezas. Mas aun, fijado w € F, podemos escoger la particion
de forma que w esté en la misma pieza que la identidad.

Demostracion. Sip € {o*!, 7*!}, denotamos de forma habitual por W (p) al conjunto
de palabras de F que comienzan por p. Elegimos los conjuntos como en el siguiente

grafico:
e
71 o ! o T
2 el Tl P | P o’ oT ot ot 1o r?
(I?:i
Ay As Ay As
Figura 3.1: Descomposicion de F
Es decir:

A =W(@)U{c™ :neN}U e}
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A, =W ™)\ {c™:neN}

Ay =W(r)

A, =W

Con esta eleccién es claro que 6(A4,) = A, UA; U A, y1(A4,) = A, UA,UA,.

Para la segunda parte observamos que las dos condiciones ¢(A4,) = A, U A; U A,
y 7(A,) = A, U A, U A, son equivalentes a las cuatro contenciones:

c(A,) CAyUA;UA,
c ' (A,UA;UA) C A,
T(A,) C A UA, U A,
(A UA,UA,) C A,

Llamaremos dominio de o a A, y rango de 6 a A, U A; U A,, y de forma analoga
para el resto de transformaciones.

Supongamos que @ = p,...p,, donde p, € {o*!, *!} para cada i. Antes de asignar
palabras arbitrarias a los cuatro conjuntos veremos como asignar cadenas
e, Py, PPy ----» @. En primer lugar asignamos e y w en A,, A;, A, o0 A; en el caso en

! ! respectivamente. Para localizar las demas subpalabras

el que p, sea 0,07,7 0 7"
de w, asumamos que p, es 6. Sea u = p,_j...p; = p,'®. Si @ se encuentra en el
dominio de p;l, asignamos u en el rango de p;l; si w no esta en el dominio de p;l,
asignamos u en uno de los A; que sea disjunto del rango de p_'. Continuamos con
Py_n---py considerandolo como p;_llu y procediendo como antes. Asi, hasta llegar a
p; =0.Comoo =ceye € A,, o debe ser asignadoa A, UA;UA,, ycomoo =p, =
Ps '(p,p,), o debe ser asignado de forma que verifique la ecuacién correspondiente a

p5 ! con respecto a la locacizacion de p,p,. Para cualquiera de las tres posibilidades

o', 7,77! para pz‘l, A, U A; U A, interseca con el rango de p;l y su complementario,

por lo que podemos emplazar ¢. Los demas casos se tienen de forma analoga.

Ahora bien, cualquier palabra u € F puede escribirse de manera tinica como vt,
donde t es una de e, p,, p,p;, ..., ®. Ahora, asignamos la palabra por induccién en la
longitud de v. Si v = e, entonces u ya ha sido asignada. En caso contrario, si v no

empieza por ¢!, asignamos 6vi a A,UA;UA, o A, dependiendo si v se encuentra en
A, ono; esto asegura que v¢ verifica la primera contencion. Para las demas extensiones

de vt que no cancelan se procede de forma similar.



26 1A PARADOJA DE BANACH-TARSKI EN EL ESPACIO EUCLIDEO Y EN EL PLANO HIPERBOLICO

| Definicion 3.2. Sea G un grupo actuando sobre X yx € X. Llamamos estabilizador
de x al subgrupo de G

G.={ceCG:o(x)=x}
| Definicion 3.3.  Se dird que la accién de un grupo G sobre X es localmente conmu-
tativa si estabilizador G, es conmutativo para cada x € X. Equivalentemente, si dos
elementos de G comparten un punto fijo, entonces conmutan.

Observar que cualquier accion sin puntos fijos es localmente conmutativa. Para el
caso que nos ocupa, se verifica que si dos rotaciones comparten puntos fijos en .S,
entonces tienen el mismo eje de rotacion, por lo que conmutan. De aqui se tiene que
la accién de SO, sobre S? es localmente conmutativa.

La importancia de las acciones localmente conmutativas reside en que si un grupo
actua de forma localmente conmutativa sobre un conjunto X, entonces se tiene auto-
maticamente que X es paraddjico respecto a él, y podemos determinar el niimero de
piezas necesarias para su descomposicion paraddjica.

| Teorema 3.3. Sea F un grupo libre generado por ¢ y . Si la accion de F en X es
localmente conmutativa, entonces X es F-paradodjico usando cuatro piezas.

Demostracion. Parala prueba de este Teorema usaremos el Teorema 3.2 para separar
Xen A],A, ATy A cumpliendo oc(A) = AJUATU A y1(A)) = AJU AU A
Trabajaremos dividiendo X en orbitas y particionaremos cada una de ellas usando en
cada caso una particion diferente de F.

En primer lugar, observar que una 6rbita esta formada en su totalidad por puntos
fijos no triviales o no contiene ninguno. En efecto, si w(x) = x y u € F entonces u(x)
es punto fijo de uwu~'. Para dividir las érbitas como hemos adelantado en el parrafo
anterior distinguiremos estos dos casos.

Para o6rbitas que no contienen puntos fijos no triviales, podemos usar la particion
de F dadaenlafigura3.1en A,, A,, A; y A,. Esto es, para cada orbita sin puntos fijos
no triviales tomamos un punto x. Asi, cada punto y de la 6rbita se puede escribir de
forma tinica como y = v(x), por lo que asignamos yen A*siv € A, coni =1,2,3,4.
La condicion impuesta para los A se heredan directamente de las propiedades de los
A,

1

Trabajamos ahora con las 6rbitas con puntos fijos. Sea @ una 6rbita con puntos
fijos no triviales. Ahora tendremos que elegir x de foma méas fina. Comenzamos eli-
giendo una palabra no trivial @ € F que fije un elemento de © de longitud minima,
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y tomamos x un punto fijo de w en O. Sea p € {c*!, 7*!} el primer término de .
Observamos que @ no puede terminar por p~!, pues en ese caso p~'wp € F tendria
longitud menor que w y fija p~!(x). Asi, usamos el Teorema 3.2 para construir una
particion de F en A, A,, A5, A, de forma que @ y e se encuentren en la misma pieza.

Llegados a este punto nos interesa asociar cada elemento de @ a un elemento de
F de forma tnica como hemos hecho directamente en el caso anterior, para asi poder
formar una particion de O a partir de la de F. En este caso se cumple que cada punto
y € O se puede escribir de forma tinca como v(x), donde v no termina ni en w*! ni
en p~!. Si v termina en w*! entonces y = vw™'(x), por lo que habriamos encontrado
un elemento de longitud menor. Para ello consideramos v de longitud minima tal que
v(x) = y Si v acaba en p~!, entonces el elemento v no acaba en w porque se cancela
la tltima letra de v con la primera de w, ni en p~! por lo que hemos visto antes. Asi,
se tiene que vw(x) = v(x) = y, y podriamos cambiar v por vw. Para la unicidad
usaremos la conmutatividad local. En primer lugar, se tiene que los tinicos elementos
de F que fijan x son las potencias de w. En efecto, si u fija x, por la conmutatividad
local se tiene que wu = uw. Por una propiedad de los grupos libres (consultese [8],
pagina 42, ejercicio 6) se tiene que u = t/ y w = t* para algunost € Fy j, k € Z.
Ahora bien, la minimalidad de @ implica que |j| > |k|, por lo que podemos escribir
j=Ilk+r dondel,r € ZyO0 < r < |k|. Entonces, x = u(x) = t"(t*)(x) = 1"(x).
Usando otra vez la minimalidad de w, se tiene que r = 0. Por tanto, k divide a j, yu es
una potencia de @ como queriamos probar. Ya podemos ver la unicidad. Supongamos
que y = u(x) = v(x) son dos representaciones de y verificando lo anterior. Entonces,

u'v(x) = x, de donde u~'v o v!

1

u es una potencia positiva de . Supongamos que

u~'v lo es, entonces o bien u~! empieza por p, lo cual es una contradiccion con que u

! cancelan con las primeras

no termina con p~'; o bien todas las letras que forman u~
de v, lo cual implica que v termina con @, lo cual es una contradiccion. El otro caso

es similar.

Gracias a la representacion anterior, ya podemos definir los A} que particionan
a O. Dado y = v(x) es la representacion unica del parrafo anterior, asignamos y a
A7 siv € A; C F. Falta ver que efectivamente esta asignacién cumple lo requerido.
Consideramos primero la relacion (A7) C AJUAJUA].Siy € AJ, entonces y = v(x),
con v € A,, y consideramos o(y). Si ov(x) es la representacion correcta de o(y),
entonces como v € A,, implica que ov € A,UA;UA,, porloqueo(y) € AJUAJUA]
esta bien localizado. Sin embargo, podria darse que ov no fuera la representaciéon
correcta por terminar en @ o en p~!. En el primer caso, como v no termina en w,
necesariamente cv = , por lo que 6(y) = w(x) = x. Como ov pertenecen a A, U
A; U A,, o también, y por la eleccion inicial de la particion de F, e también. Como
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e(x) es la tinica representacion de x, esto implica que tanto x como o(y) pertenecen
a A3 U A U A} como queriamos. En el caso en el que ov termina en p~!, como v no
termina en p‘l, entonces v tiene que ser e, y por tanto, ov = o, p‘l =0 (es decir, @
empieza por 67'), y se tiene que y = x. Ahora bien, e = v € A,, luego w € A,, por lo
que cw € A, U Ay U A,. Pero cw(x) conincide con la representacion tnica de o(x),
por lo que o(y) = 6(x) € A5 U A} U A] esta bien asignado. Analogamente se tiene
para las otras tres contenciones. Esto completa la prueba. |

| Teorema 3.4 (Descomposicion minimal de la esfera). La esfera S* es SO;-
paradojica usando cuatro piezas.

Demostracion. Hemos visto que la accion de SO; es localmente conmutativa sobre
S2. Tomando el subgrupo libre F usado a lo largo del Capitulo 1, se tiene el resultado
por el Teorema 3.3. |

En virtud del Teorema 3.1, este nimero no puede mejorarse, por lo que efectiva-
mente se trata de la minima descomposicién de la esfera.

3.2 Descomposicion minimal de la bola

Denotamos por G; al grupo de isometrias de R®. En esta seccién buscamos mi-
nimizar el nimero de piezas necesarias para descomponer paraddjicamente la bola
cerrada, como hicimos en el Teorema 2.2, donde probamos que la bola unidad era G-
padadojica. En una primera aproximacién podriamos plantearnos proceder como en
la seccion anterior, lo cual no es posible por dos razones. La primera es que la accion
de G; no es localmente conmutativa. Para ver esto basta con tomar dos rotaciones
con ejes diferentes pero que intersequen en el origen. De este modo las rotaciones no
conmutan pero ambas fijan el cero. La segunda razoén es que G5 no actia sobre la bola
unidad en R3. Podemos ver esto tomando una traslacién no trivial y observando que
la imagen de esta no es la bola unidad.

Lema 3.1. Sea B = B(0,1), y S su frontera. Sean B,, B, C B disjuntos tales que
0,(B,) Uo,(B,) = B con 0,0, € G;, donde 0,(0) # 0. Entonces B, contiene una
semiesfera cerrada de S

Demostracion. Consideramos la recta que une 0 con ¢’(0) y el punto QO de intersec-
cién de S con la recta que se encuentra en la direcciéon opuesta a ¢’(0). Consideramos
H la semiesfera cerrada de centro 0 y punto cuspidal Q. Se puede comprobar que
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H Nno'(B)=0.Dec(B)Uoc(B') = B se tiene que H C ¢(B), de donde 6~!(H) C B.
Entonces, 6! (H) es la semiesfera buscada. |

| Teorema 3.5 (Descomposiciéon minimal de la bola).  Existe una descomposicion
paradojica de la bola cerrada en cinco piezas y no menos.

Demostracion. Al igual que en el Teorema 2.2 probaremos el resultado para la bola
unidad cerrada centrada en el origen. Denotamos por B = B(0, 1)y S la esfera unidad
frontera de B.

Veamos en primer lugar que al menos son necesarias cinco piezas. Supongamos
por reduccion al absurdo que basta con cuatro piezas. Entonces, podemos escribir
B = B, U B, U B;U B, donde los B, son disjuntos dos a dos y 6,(B,) Uo,(B,) = B =
05(B;)Uo,(B,) donde 6, € G5. Se tiene que no todas las isometrias anteriores pueden
fijar el origen. De ser asi, supongamos que 0 € B, entonces 0 & o5(B;)Uo,(B,) = B.
Supongamos que ¢,(0) # 0. Entonces, o,(B) es una bola unidad (por ser isometria)
diferente de B, de donde se sigue que existe una semiesfera cerrada H C .S que es
disjunta de o,(B). Como o,(B,) no recubre a H, entonces debe ocurrir que H C
03(B;), de donde o' (H) C B, es decir, B, contiene una semiesfera cerrada de S Es
decir, (B, U B,)N .S esta contenido en otra semiesfera abierta de .S, el complementario
de oy '(H).De aqui se deduce que ni B, ni B, pueden contener una semiesfera cerrada.
En virtud del Lema 3.1, se sigue que tanto o, como o, fijan el origen, y por tanto deben
enviar S en si misma, pues se tratan de reflexiones o rotaciones. De este modo

(6,(B)U0c,(B,))NS =0,(B,NS)Uc,(B,NS)

esta contenido en la unién de dos semiesferas, y esto unido a que ni B, ni B, es una
semiesfera cerrada, se tiene que es un subconjunto propio de S. Lo cual contradice
que 6,(B;) U 0,(B,) = B.

Veamos ahora que basta con cinco piezas. Para cada 0 < r < 1 denotamos por S, la
esfera de radio r y trabajamos de forma independiente con cada una de ellas. Tomamos
las dos rotaciones sobre B independientes de la Proposiciéon 1.1 6 y 7, y sea F el grupo
libre generado por ellas. Por el Teorema 3.3, podemos encontrar una particion para
S.paracada0 < r < 1 en A, A;, Ag, AZ verificando que G(A;) = A; U Ag U AZ y
7(A}) = A7 U A} U A]. Falta descomponer la ultima capa correspondiente a .S, y el
punto del origen. Esta la haremos en cinco conjuntos A}, A}, A}, A} y un punto { P},
de forma que satisfaga O'(Aé) = Aé U Ag U Ai U{P}y ‘L'(A}t) = A} U Aé U A}1 u{P}.
Para ello seleccionamos una 6rbita @ de puntos no fijos. Podemos hacer esto pues F
tiene un conjunto numerable de puntos fijos no triviales sobre .S, mientras que la
cantidad de orbitas es no numerable. Fijamos un punto P € O y vamos formando
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los conjuntos Ai, A;, Aé y A}l a partir de él de la siguiente forma. Sea O € O otro
punto diferente de P, entonces existe una Unica palabra w € F \ {e} de forma que
O = w(P). Asi, asignamos Q a Al A;, Aé 0 A}‘ diferenciando si w empieza poroc,c~!, 7
o77!.Como cW(c™!) = F\ W(o)y tW(z~!) = F \ W (r), esta particién cumple
lo que buscabamos. Finalmente, tomando B, = {0} U [J,,<; A}, B; = U< A} para
i =2,3,4y platraslacion que envia el punto P al origen logramos que

B,Uc(B,)= B =B,Uz(B,)U {p(P))

Lo cual finaliza la prueba.

El proceso de la prueba anterior aplicado a esferas de cualquier radio, y tratan-
do a parte una de ellas, por ejemplo S? para ubicar el origen, nos proporciona una
descomposicién paradéjica de R* completo en cinco piezas.



4 Introduccion al Plano
Hiperbolico

Al igual que el plano euclideo se representa como R?, con los puntos y las rectas
habituales, existen diversos modelos para describir el plano hiperbdlico. Este capitulo
pretende desarrollar una introduccién al modelo del semiplano superior y las herra-
mientas necesarias para el capitulo 5.

En este capitulo seguiremos las referencias [1], [3] y [5].

4.1 El semiplano superior, métrica hiperbolica y
geodésicas

Nuestro espacio de trabajo sera el semiplano superior (abierto) del plano complejo.
Lo Denotaremos por:

H={zeC: R(z) >0}

A partir de aqui nos centraremos en primer lugar en entender como medir distancias
entre puntos y qué curvas "actuan como rectas"” en H.

| Definicién 4.1.  Una curva en C es una funciony : (a,b) — C, donde (a, b) (tam-
bién lo podemos considerar cerrado) es un intervalo real (se permitea = —o0 yb = +),
cumpliendo que R(y(t)) e S(y(t)) son ambas funciones continuas y diferenciables.

| Definicién 4.2. Seay(t) = ¥, (t)+iy,(¢) una curva en C. Definimos el vector tangente
de y en el punto y(t) como )/{(t) + iyé(t).

A partir de la definicion de curva en C, definimos las curvas en H.
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| Definicion 4.3. Una curva en H es una curva en C cuya imagen estd contenida en
H.

La filosofia a seguir a partir de este punto sera dar una forma de "medir curvas" en
nuestro espacio H y, a partir de ella, definiremos la distancia entre dos puntos como
la "menor de las longitudes de las curvas que los unen".

| Definicién 4.4. Dada una curvay : (a,b) — H, definimos la longitud de y como:

b A/¥ (0 + 1y (0)?
L{y) = d
@ /a 210) :

Siguiendo la idea anterior, ya estamos en condiciones de definir la distancia hi-
perbdlica. Dada una curva y : [a, b] — H, diremos que los puntos y(a) y y(b) son sus
extremos. Dados dos puntos z,, z, € H, diremos que una curva une z, y z, si z, y 2z,
son sus extremos.

| Definicion 4.5. Sean z,, z, € H. Definimos la distancia hiperbélica entre z, y z,, y
la denotamos por d(z,, z,) como:

d(zy,zy) =inf{L(y) : v : [a,b] = H,y(a) = z,,7(b) = z,}

| Definicién 4.6. Diremos que una curva ¢ : (a,b) — H es una geodésica si dados
dos puntos cualquiera de la curva, o realiza la distancia entre ellos.

Lema4.1. Siz,,z, € Hsondelaformaz, =x,+iy, yz,=x,+iy,,cony <y,
entonces d(z,, z,) = log(%).
1

Demostracion. Sean z;, = x, + iy, y 2z, = X, + iy, con y; < y, dos puntos de H, y
seay : [a,b] — H una curva que une z; con z,. Se tiene que:

b7+ %(’)2 Bl 40 v,(b) Vs
L(J/)=/ / _/ ——dt = log(——) = log(—)
a ¥,(0) 7,(1) o N v.(a) Y

Por tanto, d(z,, z,) > log(i—z). Tomamos ahora o(t) = x, + it; y, <t < p,.
1



¥2

¥y

Z

2

Entonces:

Por tanto, d(z,, z,) = log(i—z).
1

V2
o= [ %= og2
" ! )
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Concluimos asi que la curva ¢ es una geodésica. Se puede probar que en H solo

existen dos tipos de geodésicas, los segmentos verticales y los arcos de circunferen-

cia con centro en J(z) = 0. Las semirrectas verticales y las semicircunferencias con

centro en J(z) = 0 "actuan como rectas" en H. A estas curvas las denominaremos

también geodésicas por abuso del lenguaje.

\
)

/

Figura 4.1: Geodésicas de H.
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4.2 Isometrias. Transformaciones de Mobius

En los capitulos anteriores nos hemos servido de grupos de permutaciones del
conjunto al que queriamos descomponer paradojicamente para dar dicha descompo-
sicion. En este caso nos interesa caracterizar las transformaciones que conservan el
semiplano superior y conservan las distancias.

| Definicion 4.7. Una isometria es una transformacion biyectiva T : H — H tal
que, para todo par de puntos z,, z, € H se cumple que:

d(z,,z,) =d(T(z,), T(z,))

En particular, estamos interesados en las isometrias que preservan la orientaciéon
(este concepto se definira mas adelante). Veremos que estas tienen una forma particu-
lar. Para ello abandonaremos momentaneamente H y nos locarizaremos en la Esfera
de Riemann € = C U {0 }.

| Definicion 4.8.  Una transformacion de Mébius es una funcion M : € — C de la
forma:

+b . d
[ Z2 §i zeC,z# -2
cz+d c
. d
M(z) =4 o i z=—=
C
a .
= Si Z =00
-

Con a,b,c,d € C cumpliendo ad — bc # 0. Denotamos por Mob(C) al grupo de las
transformaciones de Mobius con la composicion.

Observacion 4.1. Si ¢ = 0, los dos ultimos casos colapsan en uno solo, es decir,
M (0) = .

Las inversiones (I(z) = é), traslaciones (T'(z) = z+ b), rotaciones (R(z) = az, con
a = ¢'%) y homotecias (H(z) = kz, con k > 0) son casos particulares de trasformacio-
nes de Mobius. A continuacién veremos que podemos describir todas las transforma-
ciones de Mobius como composicion de estas.

Proposicion 4.1.  Toda transformacion de Mobius puede escribirse como composicion
de traslaciones, inversiones, rotaciones y homotecias.
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i +b
Demostracion. Sea M(z) = &

cz+d
Sic=0: b b
az a
M(z) = =—-z+—
(2) d d d
por tanto, M (z) es composiciéon de una rotacién, una homotecia y una traslacion.
Sic #0:
M(z) = be=ad L a

c2(z+ %) ¢

Por tanto, M (z) = T,0T;0T,0T), donde:

T(z) =z + i Ty(z) = l Tyz) =222y T)(2) = z + . |

c

Observacion 4.2.  Las traslaciones, inversiones, rotaciones y homotecias envian rec-
tas y circunferencias en rectas y circunferencias (esto no quiere decir que manden
rectas en rectas y circunferecias en circuenferencias), por lo que las transformaciones
de Mobius también. Ademas, sabemos que las transformaciones de Mdbius preservan
angulos entre curvas, es decir, son aplicaciones conformes.

A partir de la definicién, podemos claramente identificar cada transformacion de
Mobius con una matriz de la siguiente forma:

fa b az+b
v —
c d cz+d

Ademas, por la condicion sobre los coeficientes ad —bc # 0, tenemos que el determian-

te de la matriz es no nulo, por lo que ¥ esta definido GL,(C) — Mob(C), es un homo-
morfismo de grupos sobreyectivo. En particular verifica que Y(AB) = W(A)o¥(B),
es decir, la multiplicacion de dos matrices se identifica con la composicion de trans-
formaciones de Mobius.

Volviendo al semiplano superior, nos interesan las transformaciones de Mobius
que mandan H en si mismo. Llamaremos a este conjunto (en realidad grupo con la
composicion de aplicaciones) Mob(H). Veremos que estas son exactamente las que
tienen a,b,c,d € Ry ad — bc > 0. Como estas transformaciones son invariantes
si dividimos cada coeficiente por una constante, podemos suponer ad — bc = 1. Asi,
podemos identificar como antes S'L,(R) con Mob(H) de manera sobreyectiva.

| Teorema 4.1. Una transformacion de Mobius M envia el semiplano superior com-
plejo en si mismo, es decir M(H) = H si y solo si existen a,b,c,d € R cumpliendo

ad — bc =1 de foma que:
az+b

cz+d

M(z) =
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Demostracion. En primer lugar, sean a,b,c,d € R cumpliendo ad — bc = 1, y sea
M la transformacién de Mobius dada por:

Como c y d son reales, dado un nimero complejo z, el conjugadode cz+d escz+d,
de donde se sigue que (cz + d)(cZ + d) = |cz + d|*, y por tanto:

_(az+b)cz+d)) ac|z|* + bd + (ac + bd)R(z) + i(ac — bd)I(z)

M(z
(2) lcz 4+ d|? lcz + d|?

para cada z con cz + d # 0. Imponiendo ahora que los coeficientes a, b, ¢ y d son
numeros reales que verifican ad — bc = 1 se tiene que:

(ac —bd)3(z) _ S(2)
lez+d|>  |ez+d|?

S(M(z2)) =

para cada nimero complejo z cumpliendo cz+d # 0, y por consiguiente, S(M (z)) >
0 para todos los numeros complejos con parte imaginaria positiva, lo cual prueba que
M (H) C H. Por tanto, la transformacion de Mébius M envia el semiplano superior
abierto en si mismo.

M@3s ain, las trasformaciones de Mobius son invertibles de la esfera de Riemann
en si misma, y por la condicioén anterior de que ad — bc = 1, se cumple que:

para cada w tal que aw — ¢ # 0. Se sigue que si ® es un elemento del semiplano
superior H, entonces M ~'(w) € H, y ® = M(M~(w)), de donde @ € M (H). Por
tanto, M (H) = H.

Sea ahora M una transformacion de Mébius cumpliendo M (H) = H. Hay que ver
que existen numeros reales a, b, ¢ y d de forma que

az+ b
M(Z):cz+d

para cada complejo z cumpliendo ¢z + d # 0. Ahora bien, M tiene inversa M, y
ambas envian el semiplano superior en si mismo. Por la continuidad de las transfor-
macines de Mobius tenemos que tanto M como su inversa deben enviar R U {oo}
en si mismo, pues este subconjunto constituye la frontera del semiplano superior en
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la esfera de Riemann. En el caso en que M(c0) = oo la transformacion de Mobius

satisface:

M(z) =
donde x, = M~1(0) y x;, = M~!(1). En el caso en que M (o) = 0, la transformacion

satisface:

X1 — X

M(z) = zZ—X

donde x;, = M~!(1) y x,, = M~(c0). Si M(c0) = 1, M satisface:

M(z) =
Z— X,
donde x, = M~1(0) y x_, = M~!(c0). Para los casos en los que M (o) & {c0,0,1} la
transformacion de Mobius M satisface:

(] = x )z — xp)

M =
(2) () = xp)(z —x)

donde x,, = M~'(0), x, = M~'(0) y x;, = M~!(1). Observese que los nimeros x,,,
X, y X, de los casos anteriores son siempre reales. Se sigue que, en todos los casos
anteriores, existen nimeros reales a,, b,, ¢, y d,, donde a,d,, # b,c, de forma que:

ayz + b,

M =
2) cpz +d,

para cada nimero complejo z con ¢yz + d,, # 0.

Ahora bien, i € Hy M(H) = H, de donde (M (7)) > 0. Pero:

M(i) = — — = -
(coi + do)(dy — cyi) lcoi + d|?

De donde se tiene que a,d,, — b,c, > 0. Tomando:
4
Vaodo = bocy
by

V @ody — bycy

Co

Vaody — bycy

a =

b=

CcC =
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d
d= .
agdy = bycy
Logramos ad —bc =1y
M(z) = az+b
cz+d
para cada complejo z verificando cz + d # 0. El resultado esta probado. |

Veamos que los elementos de Mob(H) son isometrias:

Proposicion 4.2. Dados T € Mob(H) y una curva y : (a,b) — H, se cumple que
L(y) = L(T(y)).

Demostracion. Supongamos que 7'(z) = Z:’;, cona,b,c,d € Ryad — bc = 1. Se
tiene que:
d ad — bc 1
—T = =
ait O = dE T ezt dp
’ 3(z)
S(z
S(T(z)) = ——
() lcz +d|?
Luego:
IZTGO )
STG@)  SF®)
y se tiene el resultado. |

Corolario 4.1. Si T € Mob(H), entonces T es una isometria.

| Definicién 4.9. Diremos que una isometria preserva la orientacion si dados tres pun-
tos no colineales a, b, ¢, y sus imagenes por la isometria A, B, C, los angulos abc y ABC
son iguales y tienen el mismo signo.

Corolario4.2. Las transformaciones de Mob(H) son isometrias que preservan la orien-
tacion.

Demostracion. Por la Observacion 4.2 y el Corolario 4.1. |

De hecho se tiene también el reciproco, es decir, Mob(H) es exactamente el grupo
de isometrias que preservan la orientacion en H.

| Teorema 4.2 (Isometrias que preservan la orientacién de H).  Todas las isome-
. . .. +b
trias que preservan la orientacion en H son de la forma z +— % dondea,b,c,d €R y
cz
ad —bc = 1.
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4.3 Clasificacion de las trasformaciones de Mobius

Hemos visto en los dos capitulos anteriores que para la construccion de descom-
posiciones paraddjicas es importante conocer los puntos que se quedan fijos en cierto
conjunto bajo la accion de el grupo de transformaciones con el que estemos trabajan-
do. En esta seccidon clasificaremos las transformaciones de Mob(H) y veremos como
esta clasificacion nos da informacion sobre los puntos fijos de las mismas.

En la seccion anterior vimos que podemos identificar de manera sobreyectiva
S L,(R) con Mob(H), el grupo de isometrias que preservan las orientaciones de H. En
primer luegar, veremos que, en realidad, podemos conseguir un resultado mas fuerte.

| Teorema4.3. Dos matrices de S L,(R) inducen la misma transformacion en Mob(H)
si, y solo si sus matrices difieren en un factor +1.

b A B
Demostracion. Sean ( z d> y < c D> dos matrices de S L,(R) tales que inducen
az+b __ Az+B

la misma transformaciéon de Mob(H). Es decir, " C.p Para cada z € H, lo cual
es equivalente a (az + b)(Cz + D) = (Az + B)(cz + d). Desarrollando la expresion:

aCz> + aDz + bCz + bD = Acz®> + Adz + Bcz + Bd

Tenemos una igualdad entre dos polinomios, por lo que deben ser iguales coeficiente a

coeficiente, luego aC = Ac = % = % = A,. Analogamente, se tiene queg = % = A,.
Ademas aD + bC = Ad + Bc, de donde A,ad + A,bc = A,ad + A,bc, por tanto:

Ar(ad — bc) = A (ad — bc)

Pero ad — bc = 1 por hipotesis, por lo que 4, = 4,. Luego, existe A tal que:

_A_B_C_D
a b c d

(e n)=+( )

Ahora bien, el determinate de la matriz de la derecha es A*(ad — bc) es igual a el

A

Por lo que:

determinande de la matriz de la derecha, que es igual a 1, pero ad — bc también es
igual 1, por lo que A> = 1, por tanto 4 = +1. El resultado esta probado. |

Observacion 4.3. Gracias al Teorema anterior, se sigue el isomorfismo de grupos
PSL,(R) = Mob(H), donde PSL,(R) = SL,(R)/{+1}.
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Nos centramos ahora en la clasificacion de las transformaciones de Mdbius. A
partir de ahora utilizaremos P.S'L,(R) y Mob(H) para referirnos a cualquiera de los
dos en virtud del isomorfismo anterior. Comenzamos probando tres lemas:

Lema 4.2. Toda transformaciéon de Mébius T € P.S L,(R) fija al menos un punto en
C.

az+b
b cz+d

+ .
2 ~ =z Podemos reescribirla como:

Demostracion. Sea T(z) = = z para cada z € C. Tenemos que resolver la

ecuacion
czZ+

az+b=cz’>+dz

Por tanto:
cz’+(d—-a)z-b=0
Resolviendo la ecuacion de segundo grado:

—(d —a) + \/(d = a)* + 4bc
Zz =

2c

Si ¢ # 0. Si el radicando (d — a)* + 4bc es mayor que cero, tenemos dos soluciones
reales. Si es menor que cero, tenemos dos soluciones complejas, y si es igual a cero,

., . +b )
tenemos una soluciénreal. Sic =0, T(z) = ”Zd , Yy tenemos que buscar las soluciones
+b .
de == = z. Esto puede ser reescrito como:
(a—d)z+b=0

Si a # d, entonces % es un punto fijo, ademas de o0. Si @ = d, oo es el tnico punto
fijodeT. |

Observacion 4.4. Como los puntos fijos de una transformaciéon de Mobius verifican
la ecuacion:

—(d —a) + \/(d — a)*> + 4bc
z =
2c
Del Teorema anterior se deduce que si una transformacion de Mobius fija exactamente

un punto en C, este debe encontrarse necesariamente en R U {oo}, pues de estar en
C su conjugado también seria punto fijo. Por la misma razoén, una transformacion de

Mobius solo puede fijar a lo sumo un punto en H, pues su conjugado no perteneceria
a H.

Lema 4.3. Si una transformaciéon de Moébius T € P.SL,(R) fija tres o mas puntos,
entonces T es la identidad.
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Demostracion.  Utilizando los calculos del Lema anterior, sabemos que los puntos
fijos de T vienen dados por por las raices de un polinomio de grado 2. Si existen
tres (o mas) raices de este polinomio, entonces, este debe tener todos sus coeficientes
nulos, es decir,c =0 =by (d —a) =0 = d = a. Por tanto, la transformacion de
Mobius en cuestion seria de la forma:

T(z)=£=z
a

La transformacién identidad. |

Lema 4.4. Es posible encontrar transformaciones de P.S L,(R) que lleven cualquier
punto de R U {oo} a 0 0 o0; 0 cualquier punto de H a el punto i.

Demostracion.  Fijamos x € R. Vamos a construir una transformacioén de P.S L,(R)
que envie x a 0.

Sea A = < Ccl b) € PSL,(R). Queremos que A(x) = 0. Por tanto:

d
A(x) = ax+b —0
cx+d
Luego ax+b = 0, con lo que b = —ax. Tomamos a = 1, entonces b = —x. Imponiendo

ahora que el determinante de A tiene que ser 1, tenemos que d — xc = 1, y tomando
¢ =0,d =1, obtenemos que:

Z —
Az) = IX:z—x
Analogamente se puede conseguir una transformacién que lleva x a oco:
-1
B(z) =
Z—X

Buscamos ahora una trasformacion que lleve co a 0. Igual que antes, tomamos

C = < ccz Z) € PSL,(R). Queremos que:

ax+b

C(oo):coo+d_

0

Imponemos que aco+b sea constante, en este caso, aco+b = 1. Tomamos a = 0, luego
b = 1. Imponemos que el determinante sea 1, entonces, —c = 1. Tomamos d = 0 Por
tanto:

C)=-1
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Para mandar oo en si mismo basta tomar la transformacion identidad.

Para llevar cualquier punto de H a i, si el punto en cuestion es de la forma x + iy,
trabajando igual que antes basta tomar:

La clasificacion de las transformaciones de Mobius se realizara en funcion de la tra-
za, la cual es invariante bajo conjugacion de matrices. En virtud de los Lemas anterio-
res, dada una transformacion de Mébius T con uno o dos puntos fijosen HURU {0},
podemos suponer sin pérdida de generalidad que estos son {o0}, {0, 0} o {i} conju-
gando T con otras transformaciones.

| Teorema4.4. SiT € PSL,(R) fija un punto en H, entonces |tr(T)| < 2.

Demostracion.  Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que i es el punto fijo
deT(z) =

2th Esto es:
cz+d . b
TGy =412
ci+d

Lo cual podemos reescribir como:
ai+b=di-c
Equivalentemente:
(@a-d)i+b+c=0

Lo cual implica que a = d y b = —c. Como debe cumplirse que ad — bc = a> +b*> = 1,
a = cos(0)y b= sen(0) con 0 € [0,2rx). La matriz de la transformacion es:

T = cos(0) sen(0)
~ \ —sen(@) cos(6)

Por tanto, |tr(T)| = |2cos(0)| < 2 salvo si @ = kx con k € Z, en cuyo caso T es la
transformacion identidad, que fija mas de un punto en H. |

| Teorema 4.5. SiT € PSL,(R) fija un punto en R U {co0}, entonces |tr(T)| = 2.

Demostracion.  Supongamos sin pérdida de generalidad que T fija el punto del infi-

. . b
nito. Es decir, T'(z) = <5
cz+d

= z, la cual podemos reescribir como dz = az + b, de donde

= z para z = oo, de donde ¢ = 0. Por tanto, tenemos la

az+b

ecuacion
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b
d—a
Como z = o0, necesariamente d = a, por lo que la matriz de la transformacion es:

a b
T =
(5 2)
Con a* = 1, lo que implica que a = +1, y por tanto |tr(A)| = 2. |
| Teorema4.6. SiT € PSL,(R) fija dos puntos en RU {oo0}, entonces [tr(T)| > 2.

zZ =

Demostracion.  Sin pérdida de generalidad, supongamos que {0, oo} son los puntos

fijosde T = ::Z Al igual que en la prueba del Teorema 4.5, como T fija el punto del

infinito, ¢ = 0. Ahora bien, como T también fija el 0:
b
TO)=-==0
0 =7
Lo cual implica que b = 0. Por tanto, la matriz de esta transformacion es:
a 0
T =
(5 4)

donde ad = 1, por lo cual d = a~!. Observamos que si a = +1 entonces T es la
identidad, la cual fija mas de dos puntos. En otro caso, |tr(A)| > 2. |

En resumen, lo que hemos probado es:

| Teorema 4.7 (Clasificacion de las transformaciones de Mob(H)). Dada una
transformacion T € P.S L,(R) distinta de la identidad, y denotamos portr(T) a la traza
deT:

1) SiT fija un unico punto en H, entonces |tr(T)| < 2.
2)SiT fija un unico punto en la frontera de H, entonces |tr(T)| = 2.

3)SiT fija exactamente dos puntos en la frontera de H, entonces |tr(T)| > 2.

Demostracion.  Por los Teoremas 4.4, 4.5 y 4.6. |

4.4 EI Disco de Poincaré

En esta seccion introduciremos brevemente en modelo del Disco de Poincaré, el
cual nos sera util en el siguiente capitulo para visualizar algunos procesos.



44 1A PARADOJA DE BANACH-TARSKI EN EL ESPACIO EUCLIDEO Y EN EL PLANO HIPERBOLICO

El disco de Poincaré, el cual denotaremos por D, consiste en el disco unidad abierto
donde las lineas hiperbélicas son son arcos de circunferencias ortogonales a la frontera
y los diametros del disco.

Figura 4.2: Disco de Poincaré

El modelo del disco de Poincaré D y el semiplano superior H son equivalentes. En
efecto, considerando la transformacién de M ob(C)

zZ—1i

T = —
(2) —iz+1

Tenemos que T(0) = —i,T(o0) = iy T(1) = 1, por lo que T' manda la frontera de H en
la frontera de D. Ademas, eligiendo una orientacién vemos que el semiplano superior
se envia al interior del disco. Ademas, como las transformaciones de M ob(C) preser-
van perpendicularidad y envia rectas y circunferencias en rectas y circunferencias,
obtenemos lineas hiperboélicas de D mediante lineas hiperbolicas de H.

Asi, por la transformacion T, todas las construcciones que hagamos en el semi-
plano superior quedaran automaticamense reflejadas en el disco de Poincaré tomando
la imagen por ella.



5 | Paradojas en el Plano
Hiperbolico

En este capitulo seguiremos [11] capitulo 4, [2] capitulo 6 y [9] capitulo 7.

5.1 Teselacion del Semiplano Superior

Comenzamos construyendo una teselacién de H, esto es, demostraremos que exis-
te cierto grupo de transformaciones de Mébius G y un poligono hiperboélico 7 de

forma que

H=|J MF)

MeG
donde estos poligonos son esencialmente disjuntos, es decir, su interseccion es vacia

o puntos de la frontera.

En nuestro caso trabajaremos con el grupo modular
I'= PSL,(Z) = SLy(2)/{+I)
El cual se corresponde con las transformaciones de la forma

az+b
cz+d

conad —bc=1ya,b,c,d €e”Z

Y el poligono fundamental:

F={zeH:|z| > 1,|R(2)| <1/2}
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(&)
(&)

Figura 5.1: Poligono Fundamental

Remarcar que, al ser I un grupo cociente, cuando hablemos a continuacion de
matrices en I estaremos pensando en ella como represantante de su clase de equiva-
lencia, es decir, ella misma salvo signo.

La siguiente Proposicion esta extraida de [4].

01 1 0

dos respectivamente) generan el grupo modular I'.

Proposicion 5.1. Las matrices T = < ! 1) yS = (O _1> (de orden infinito y

Demostracion.  Observamos que

1 n
T" = : Z
<O 1>,n€

S‘(o -1

Por lo que las afirmaciones sobre los 6rdenes son inmediatas.

b
Tomamos ahora A = < ::l d> € I'. Vamos a escribirla generada por T y S. Notese
que
T A = <a+nc b+nd>
c d
y que

—c —d
SA =
(%)
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Supongamos sin pérdida de generalidad que |c| < |a|, en caso contrario aplicamos el
siguiente razonamiento a S'A en lugar de a A. Distinguimos dos casos:

1)Sic=0,det(A) =ad =1luegopa=d =1oa=d =—1portanto A =T" en
I" para cierton € Z.

2) Sic # 0, aplicamos el algoritmo de Euclides a a y c:
a=kyc+r,

—c=kir;+r,

ry=kyry +r;3

(_l)nrn—l = knrn +0
y finalmente r, = +1. Por lo que se tiene que

ST *T.. ST A = Tk

donde k,, € Z, con lo que podemos despejar A.

Proposicion 5.2.  Para cualquier punto z € H existe una trasformacion M € I tal que
el punto M z esta contenido en F.

Demostracion.  Se tiene que

S(2)
SMz) = e

Si (¢, d) varia en una sucesion de pares que no se repiten, entonces |cz + d| — oo.
Por ello existe M, € I tal que:

S(Myz) > S(Mz); VM eT

Sea z, = M z. Como la parte imaginaria de z, no cambia reemplazandolo por z, + n

conn €7
Zo+n= ((é ’f) MO><z)

podemos suponer que |R(z,)| < % ajustando n € Z.
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Usando ahora la desigualdad

S(Myz) > 3(Mz); VM el

1 0 ) se tiene que:

para la matriz S = < 0

S(zy)

|Zo|2

S(z0) > S(Sz,) =
Luego |zy|*> > 1y |z,| > 1. |

Gracias a la Proposicion 5.2 hemos logrado nuestro primer objetivo de probar que
H = U ver M(F).En efecto, como I tiene estructura de grupo, la transformacion M
que envia cada punto z del semiplano superior dentro de F tiene inversa M~! € I, por
lo que aplicando estas transformaciones a 7 terminamos cubriendo todos los puntos
de H.

En lo que resta nos centraremos en probar que los poligonos dados por la accion
de I sobre F son esencialmente disjuntos.

Comenzamos estudiando los elementos M € I verificando MF N F # @:

Lema5.1. Seaé > 0. Consideramos

F)={z=x+iyeH: |x| <! y>6)}

Entonces, existen unicamente un numero finito de M € I verificando

MF@)NF©G)#0

Demostracion. Sea M = <a b)
c d.
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En el caso ¢ = 0, la aplicaciéon z +— M z es una traslacion. Como las partes reales
de z y M z son acotadas, existe una cantidad finita de traslaciones que cumplen esta
propiedad.

Nos centramos ahora en el caso ¢ # 0. Si z pertenece a la intersecciéon tenemos
que:
y=33(2) 26

Y <
———=3(M2z) >4
lcz +d|? (Mz)
Lo cual implica que:
y > 6(ex + d)* + 6c2y* > 6¢%y?
Y por tanto:
1

—>y>6

gc2 =7 =
En particular, ¢? < 5% de donde obtenemos que solo hay un nimero finito de posibili-
dades para c. De aqui se obtiene también que hay una cantidad finita de valores para

d, pues de lo anterior se tiene que

@x+dfg§

donde x, y y 6 son fijos, y solo hay una cantidad finita de posibilidades para c. Ademas,
junto con M, la inversa M ~! también satisface la condicién de interseccién no vacia,
lo cual muestra que solo hay una cantidad finita para a. Para finalizar, como ad — bc =
1, unido a lo anterior tenemos que también hay una cantidad finita de b. |

Corolario 5.1. Para cualquier par de conjuntos compactos K, K C H existen tinica-
mente un nimero finito de M € I tal que

MKnK #6

Demostracion. Como K U K C F(§) para algtin 6 adecuado, se tiene por el Lema
5.1. |

Corolario 5.2. Sea p € Hy K un conjunto compacto de H. Entonces, existe solo un
numero finito de elementos M € I' cumpliendo Mp € K.
En particular, la 6rbita de p con respectoal’, {Mp : M € I'} es discreta en H.

Corolario 5.3. El estabilizador de p respecto la accion de I
I',={Mel: Mp=p}

es un grupo finito para cada punto p € H.
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Ahora nos interesamos por las trasformaciones M € I" que fijan el vértice inferior

derecho p de F
e][i/3 — 1 \/g

= -+ 11—
g 272
Setieneque p> = —p=p—1yp’=—1.

Lema5.2. Hay exactamente seis transformaciones M € I' cumpliendo M p = p.

b
Demostracion. Sea M = < a d) € I'. De la ecuacion
c
ap+b
=p
cp+d

Se tiene que
ap+b=cp*+dp

Como p’> =—p=p—1I:
ap+b=—-cp+p=cp—c+dp

De donde se deduce que
a=c+d

b=—c

d—b b
M =
(3" 3)

Por la condicion del determinante se tiene:

Por consiguiente:

b*—bd +d*> =1
Las tinicas soluciones enteras para esta ecuacion es:
(b,d) = £(0, 1), +(1,0), =(1, 1)

Por tanto, tenemos seis posibles matrices:

O I ) I

Que en nuestro grupo I se corresponden con tres transformaciones diferentes. |
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Observacion 5.1.  La segunda y tercera transformacion de la proposicion anterior se
corresponden con TS y ST~!, donde T y S son los generadores de I" dados en la

Proposicion 5.1.

Corolario 5.4. Para cada ecuacion
Mp=p"; Mp>=p; Mp>=p’

existen exactamente seis soluciones en S'L,(Z) (es decir, tres en I'):

0 1 1 0 1 -1
— 2. . .
1)Mp—p.i<_1 O>,i<_1 1>,i<0 1).
0 1 11 1 0
2 . . .
2) Mp —p.i<_1 O>,i<0 1>,i<1 1).
1 0 0 -1 -1 -1
2 2. . .
3yMp~=p .i<0 1>,i<1 1>,i<1 0>'

Demostraciéon. La prueba se tiene sustituyendo en cada caso p? por p usando la rela-

0 -1
2 _

Y reduciendo cada ecuacion a una de la forma Np = p. |

cion

Llegados a este punto podemos determinar los poligonos de la forma M F que son

vecinos de F.

Proposicion 5.3. Sea M € I' cumpliendo
RM)Y=MFNF#0
Entonces, se tiene uno de los siguientes casos:

ILM=1

.M = ( (1) i), (R(M) es la semirrecta vertical derecha de la frontera).

M = < (1) _11> ; (R(M) es la semirrecta vertical izquierda de la frontera).

I -1
III.M—<1 0

>; (R(M) es el arco inferior de la frontera).
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IV. En los casos restantes, R(M) consiste en un unico punto de la frontera, p o

pPP=—p=p-1

Hay cuatro casos, a saber:

)Mp=p
2) Mp* = p
3) Mp* = p?
4) Mp = p?

Los dos primeros se corresponden con R(M) = {p} y los dos dltimos con
R(M) = {p*}.

Demostracion. La demostracion se encuentra en [2] Proposicion VI.1.3. |

De la Proposicion 5.3 se deducen directamente los dos resultados por los cuales
alcanzamos finalmente el objetivo de la seccion.

Corolario 5.5.  Dos puntos diferentes z y w de F son equivalentes moédulo I" siy solo
si se encuentran en la frontera de F y verifican:

w=-Z
Es decir, en uno de estos dos casos:

1) Si z y @ son opuestos en las lineas verticales de la frontera de F, esto es:

S‘i(z)z—% ; w=z+1

o bien .
ER(Z)=§ ;s w=z—1

2) z y @ son opuestos en el arco circular de la frontera de F, es decir:
lz| =lo|=1; w=-Z

Corolario5.6. Sean M y N dos elementos distintos en I'. Entonces, las regiones M F
y NF solo pueden tener puntos de la frontera en comun. En particular, los puntos
interiores de 7 no pueden ser equivalentes médulo I'.
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Con este ultimo corolario finaliza la construccion de la teselacion del semiplano
superior como queriamos. En la siguiente imagen se puede visualizar la accion de I"
sobre F para cubrir H.

Figura 5.2: Teselacion de H.

5.2 LaParadoja de Hausdorff en el Plano
Hiperbdlico

En el primer capitulo vimos la Paradoja de Hausdorff original, la cual establecia
una descomposicién paradéjica de la esfera S?, salvo un subconjunto numerable, res-
pecto al grupo de rotaciones en R?. Recordamos que la clave en dicho resultado fue
encontrar cierto grupo de permutaciones paradéjico respecto de si mismo (Teorema
1.1). El subconjunto que perdiamos en esta primera aproximacion se debia a que dicho
resultado tiene como hipétesis que el grupo de permutaciones actue sobre el conjunto
que queremos descomponer sin puntos fijos no triviales.

En esta seccion veremos que siguiendo un esquema parecido podemos descom-
poner paradoéjicamente el semiplano superior hiperbolico H salvo cierto subconjunto
"pequefio”. Sorprendentemente, en este caso el axioma de eleccion pierde la impor-
tancia que tenia en el trabajo anterior y el proceso se torna mas constructivo y visua-

lizable.

En la seccion anterior hemos construido una teselacion de H mediante el poligono
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fundamental
F={zeH:|z|>1,|R=)| <L1/2}

01 1 0

embargo, para esta seccion nos conviene restaurar algunos aspectos. Es facil ver que

y la accion del grupo modular I" generado por T = ( ! 1> yS = ( 0 _1>. Sin

tomando ahora como poligono fundamental el triangulo hiperbélico de vértices 0 y

v

1, 3 ., . ’ .,
+> + i, queen la construccién original se correspondia con la transformacion .S,
podemos recomponer la misma teselacion tomando ahora las trasformaciones:

c=S
0 -1
= T =
7= <1 1>

Ahora el esquema que a cada poligono le asigna su transformacion correspondiente
quedaria asi (usamos e para el elemento neutro del grupo).

or? 72 o oTo oTOTO

Figura 5.3: Nueva Teselacion de H.

Por la eleccién de o y 7 tenemos que el grupo modular I" también esta generado
por ellos. De hecho, teniendo esto en cuenta junto a la siguiente Proposicion veremos
que se tiene el isomorfismo de grupos PSL,(Z) & Z, * Z.

o . 0 -1 0 -1
Proposicion 5.4. Las transformaciones o = L o)Y" =\ 4 generan el

producto libre Z, * Z,.
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Demostracion. Primero observamos que los 6rdenes de ¢ y 7 son 2 y 3 respectiva-
mente. Sea p = 72. Supongamos por reduccién al absurdo que @ es una palabra no
vacia formada por o, 7 y p de forma que no aparecen parejas de la forma oo, 77, 7p 0
pt, de forma que @ = e. Conjugando con o, 76 0 po si es necesario, podemos asumir
que

® = 0)...yocyo

donde y € {7, p}. Notese que o7 = <(1) i yop = < i ?).Empezando con(—1,0),

el ultimo ¢ de la derecha de w da (0, 1). Aplicando luego o7 o op, las entradas nunca

decrecen, por lo que nunca volveremos a llegar a (—1, 0), lo cual es una contradicciéon

con que @ = e. |

| Teorema 5.1.  El grupo modularT = P.SL,(Z) es isomorfo al producto libre
Z,%Zy={0,7:0° =17 =¢)

En lo que resta probaremos que el grupo Z, * Z, es paraddjico, lo cual unido a
la teselacion que produce en el semiplano superior (ver Figura 5.3) nos proporciona-
ra una descomposicion paradojica del mismo. Veremos que existe una particiéon del
grupo en AU B U C de forma que

7(A)=B ; 5 (A)=C ; 6(A)=BUC

De aqui podria decirse que "A es simultaneamente un tercio del grupo y dos tercios
del grupo”, lo cual es una situacion claramente paradoéjica.

| Teorema 5.2. ElgrupoZ, % Z, es paradojico. Esto es, existe una particion del grupo
en AU B U C de forma que

7(A)=B ; 5 (A)=C ; 6(A)=BuUC

Demostracion. Para cada L € {o,7,7%}, sea W, el conjunto de palabras que tie-
nen L al inicio (nétese que consideramos 7> como una letra, por lo que las parabras
que empiezan por dos 7 consecutivos estan en W, no en W,). De esta forma, todas
las palabras estan asignadas salvo e, por lo que definimos los conjuntos como sigue,
absorbiendo e en A. Sea j recorriendo N:

A = {todos los (z6) y todos los W, excepto t*(rc ) }
B = {todos los 7(zc) y todos los W_, excepto (z6)}

C = {todos los 7%(zc)’ y todos los W_,, excepto 7(rc)’ }
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Veamos que

7(A)=B ; *(A)=C ; o6(A)=BUC
Si w € A diferenciamos dos casos:
1) Siw = (o), entonces 7(w) = 7(rc) € B.
2) Siw € W_, entonces 7(w) € W_ C B.
Ademas, como 73(to) & A, entonces 772(zc) = (r6) & B.

Esto prueba que 7(A) C B. Para la otra contencion basta trabajar analogamente
para probar que A D 77!(B).

Los otros dos casos se tienen también de forma analoga a lo anterior. |

Del isomorfismo Z, * Z5y PSL,(Z) dado en el Teorema 5.1 y la teselacion dada
en la seccion anterior bajo la acciéon del grupo modular, esto proporciona de forma
inmediata subconjuntos, denotados también por A, By C de H que producen una
descomposiciéon de Hausdorff de H\ N, donde N es el conjunto formado por la fron-
tera de cada uno de los poligonos que forman la teselacion. El subconunto A C H esta
formado por la unién de las imagenes mediante A C I del triangulo fundamental,
analogamente para By C.

Figura 5.4: Paradoja de Hausdorff en H.
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5.3 La Paradoja de Banach-Tarski en el Plano
Hiperbdlico

En el segundo capitulo, tras construir una descomposicion paraddjica de la es-
fera euclidea 3-dimensinal salvo un conjunto numerable de puntos, nos planteamos
descomponer S? completa. El objetivo de esta seccién sera construir una paradoja
en el plano hiperboélico completo. En la seccion anterior hemos logrado descomponer
paraddjicamente H\ N, donde N es el conjunto de fronteras de los poligonos que for-
man la teselacion del semiplano superior. Observese que las transformaciones usadas
para finalmente conseguir la descomposicion tienen ambas traza menor o igual que
dos, por lo que por el Teorema 4.7, estas tienen puntos fijos, por lo que no podemos
usarlas para una descomposiciéon completa de H. En esta seccion trabajaremos con un
subgrupo F C PSL,(Z) generado por las trasformaciones

z

o(z) 7711 7(z) =2z
llamado el subgrupo principal de congruencias del grupo modular de nivel 2. En forma
matricial, F esta formado por todas las matrices de P.SL,(Z) que son congruentes
con la identidad mddulo 2. Mas aun, F actia sin dejar puntos fijos sobre el semiplano
superior.

| Teorema 5.3. Las dos transformaciones de S L,(R) definidas por A = ( ; ?) y

1 2
B = ( 0 1> son independientes y actuan sobre H sin puntos fijos.

0 -1 0 -1
Demostracion. Tomaos S = <1 0 > T = < L1 ) y R = T? (estas se co-

rresponden con las transformaciones o, 7 y p de la Proposicion 5.4). Se tiene que
A=SRSR,B=STST,A"'=TSTSy B™'=RSRS.

Cada palabra no trivial e irreducible en A, B, A™' y B~! vista como palabraen S, Ty
R es también un elemento no trivial e irreducible en Z, * Z;. Esto se debe a que de las
posibles letras que pueden aparecer adyacentes son AA, BB, AB, BA, AB~!, BA™!,
A~'By B7'A solo las tltimas dos tienen alguna reduccién que hacer, pues aparecen
dos S seguidas.

La primera se trata de A~'!B = TSTS STST = TSTTST = TSRST. La segunda
es B'A = RSRS SRSR = RSRRSR = RSTSR. A partir de aqui, ya no habria
mas reducciones posibles pues en nigin caso terminan o empiezan con S.



58 1A PARADOJA DE BANACH-TARSKI EN EL ESPACIO EUCLIDEO Y EN EL PLANO HIPERBOLICO

Por la Proposicion 5.4, ninguna es la identidad y por el Teorema 4.7 de clasificacion
de las transformaciones de Mdbius, actian sin puntos fijos en H. |

El subgrupo F proporciona una nueva teselacion del semiplano superior, en este
caso por cuadrilateros (véase la Figura 5.5).

Figura 5.5: Teselacion por cuadrilateros de H bajo la accion de F.

Veamos que efectivamente el cuadrilatero de la figura anterior es un poligono
fundamental para F. Para ello usaremos el método de los circulos isométricos descrito
en [6], pagina 57 el caso general, y en la pagina 60 ejemplo 6C el caso que nos ocupa.

Diremos que un subconjunto de H es un conjunto fundamental para F si contiene
exactamente un punto de cada orbita de F al actuar sobre H. Observamos que el
poligono fundamental no puede ser abierto, pues en ese caso deberia contener puntos
equivalentes modulo F a puntos de su frontera, pero F es discreto. Por ello, diremos
que un subconjunto abierto J C H es region fundamental si dos puntos de J no
pueden ser equivalentes modulo F y todo punto de H es equivalente médulo F a uno
de su clausura J.

El método de los circulos isométricos impone que F contenga traslaciones, lo cual

c[;> con ¢ # 0, llamaremos

. ., a
es cierto pues 7 € F. Dada una transformacion V' = <
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el circulo isométrico de V a:
IV) :|cz+d| =1
Para las trasformaciones con ¢ = 0 el circulo isométrico no esti definido.

El método sostiene que si denotamos por F, al estabilizador de infinito y J_, a una
region fundamental de F_, entonces una regiéon fundamental de F viene dada por:

J=J.n{ |J @&\1vy

VEF\F,

Calculemos J. En primer lugar, observamos que el estabilizador de infinito F,_,
esta generado por 7. Tomamos la region fundamental para F_:

J, x| <1
Hay dos circulos isométricos
A:|2z—-1|=1; B:|2z+1| =1

que cortan a J_ definiendo la regién J como podemos ver en la siguiente figura:

Veamos que esta es la region fundamental. Un circulo isométrico general para las
transformaciones de F vienen dadas por |cz + d| = 1 con ¢ par y d impar. Podemos
asumir ¢ > 0. Si ¢ = 2, los circulos isométricos no cortan J a no ser que d = =+1,
los cuales se corresponden con A y B. Si ¢ > 3, como son circunferencias de centro
z = —% y radio %, basta considerar |d| < c¢. En todos estos casos, las circunferencias
se encuentran en el interior de A o B.

Esto prueba que, como J es region fundamental, entonces su clausura J es poli-
gono fundamental como queriamos ver.
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Procediendo como en el articulo [10], podemos visualizar la teselacion anterior en
el disco de Poincaré sin mas que aplicar la transformacién habitual (ver Figura 5.6)

zZ—1
T(z) = ——
(2) —iz+1

Ahora la teselacion tiene estructura de arbol, con e como raiz con cuatro hijos. A partir
de este punto cada nodo tendra tres hijos.

Figura 5.6: Teselacion por cuadrilateros del disco bajo la acciéon de F.

Ahora probamos que el subgrupo F es paradoéjico respecto de si mismo. En reali-
dad, vamos a ver un resultado mas general, por el cual todo grupo libre de rango 2 es
paraddjico. La prueba se sigue mediante un razonamiento ya usado en varias ocasio-
nes a lo largo del trabajo.

| Teorema 5.4. Todo grupo libre no abeliano F de rango 2 es F-paradéjico actuando
sobre si mismo mediante la multiplicacion a izquierda.
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Demostracion. Sean oy 7 dos generadores de F' como grupo libre.
Tomamos p € {c,07!
presentaciéon como producto en 6*! y 7*! comienzan a izquierda por p. Entonces, se

, 7,77 '}, y sea W(p) el conjunto de elementos de F cuya re-

tiene que

F={e)]UW@G)UWG HUWEUWE™

donde los conjuntos anteriores son disjuntos dos a dos. Ademas

F=W(@)ucW(c)

F=Wkr)utWEh

lo que finaliza la demostracion. |

Llegados a este punto estamos listos para descomponer paraddjicamente el semi-
plano superior completo.

| Teorema 5.5. Existe una descomposicion paradéjica del semiplano superior H bajo
la accion de las isometrias de F

Demostracion. Para descomponer paraddjicamente el semiplano superior usamos la
descomposicion habitual ya usada en otras ocasiones para F:

F={eJUW@UWGE HuWwW@uwE™")

Nos referimos a los subconjuntos del semiplano superior o del disco de Poincaré usan-
do la correspondencia con las palabras de F (ver figura 5.5). En una primera aproxima-
cién podriamos tomar los subconjuntos B = W (z), B, = W (z "), A" = W (o) U {e}
y A, = W1\ {c7'}. Observamos que

B Ut(B)=H=A Uc(A)

pero con esta descomposicion hay fronteras que se solapan. Para arreglar esto con-
sideramos los conjuntos B, B,, A, y A, de la misma forma que los de antes, pero
considerando algunos sin parte de su frontera como vemos en la Figura 5.7.
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A1 Bl

Figura 5.7: Conjuntos usados para la descomposicion paradodjica de H. Las flechas
indican a que conjunto le corresponde esa parte de la frontera.

Esto proporciona una descomposicion paradoéjica del semiplano superior completo
H usando cuatro piezas.

Como ya adelantamos no hemos necesitado usar del axioma de eleccion para la
descomposicion del semiplano superior. El resultado anterior se tiene de forma ana-
loga para el disco de Poincaré usando la correspondencia de las palabras de F con la
teselacion del disco (ver Figura 5.6).
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