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Abstract

Newton’s classical mechanics proved to be incompatible with Maxwell’s equa-
tions of electromagnetism, so it had to be modified. Throughout this paper, we will
see how the shortcomings of the traditional theories of relativity prompted the need
for innovative concepts that give rise to the theory of special relativity, developed by
Albert Einstein in 1905, after which the idea of absolute time and space is abandoned.
His theory was based on the postulation that the speed of light is constant for all ob-
servers, which required the adaptation of the classical laws of physics. Thus, we will
derive the scientist’s famous equation, E = mc?, which shows a deep connection be-
tween energy and mass, providing further insight into atomic and nuclear reactions.
In addition, we will develop the Minkowski diagrams, which are the fundamental tool
to visualize the effects of this new theory.






Resumen

La mecanica clasica de Newton demostrd ser incompatible con las ecuaciones del
electromagnetismo de Maxwell, por lo que debia ser modificada. A lo largo de este
trabajo, veremos como las deficiencias de las teorias tradicionales de la relatividad
impulsaron la necesidad de conceptos innovadores que dan lugar a la teoria de la re-
latividad especial, desarrollada por Albert Einstein en 1905, tras la que se abandona la
idea de tiempo y espacio absolutos. Su teoria se basé en la postulacion de que la velo-
cidad de la luz es constante para todos los observadores, lo que requirio la adaptacion
de las leyes clasicas de la fisica. Asi, deduciremos la famosa ecuacion del cientifico,
E = mc?, que muestra una profunda conexioén entre la energia y la masa, propor-
cionando una mayor comprension de las reacciones atomicas y nucleares. Ademas,
desarrollaremos los diagramas de Minkowski, que son la herramienta fundamental
para visualizar los efectos de esta nueva teoria.






1 | Antecedentes alateoriaespecial
de la relatividad

En este capitulo estudiaremos la base experimental que dio lugar a la teoria espe-
cial de la relatividad. Nos apoyaremos en la referencia [1], estudiando la teoria clasica
de la relatividad y los errores que esta presentaba al tratar con particulas de velocidad
cercana a la luz.

1.1 Transformaciones Galileanas

Las transformaciones galileanas son una serie de ecuaciones matematicas que des-
criben como los observadores pueden medir el tiempo y el espacio en un marco de
referencia diferente al suyo. Fueron desarrolladas por el fisico italiano Galileo Galilei
en el siglo XVIL

Estas ecuaciones transforman las coordenadas del tiempo y el espacio de un sis-
tema de referencia a otro. Por ejemplo, si un observador se mueve a una velocidad
constante con respecto a un segundo observador, las coordenadas de tiempo y es-
pacio medidas por el segundo observador pueden transformarse en las coordenadas
medidas por el primer observador haciendo uso de ellas. En esencia, las transforma-
ciones galileanas afirman que las leyes fisicas son las mismas en todos los marcos de
referencia inerciales (es decir, marcos que se mueven a una velocidad constante). Es-
to significa que, si dos observadores se mueven uno respecto al otro a una velocidad
constante, las leyes de la fisica pareceran iguales para ambos observadores.

Consideramos dos sistemas de referencia inerciales S y .S’, de manera que .S’
se mueve en el sentido positivo del eje x a una velocidad v con respecto a S, co-
mo muestra la Figura 1.1. En un punto P ocurre un evento, es decir, ocurre un hecho
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vi

Figura 1.1: Dos sistemas inerciales con un eje comin x—x’. Sus ejes y— )’ son paralelos. Visto
desde S, S’ se desplaza en la direccion positiva del eje x y a la velocidad v. Las coordenadas
del evento P se pueden medir en cada sistema de referencia. Los origenes O — O’ de cada uno
coinciden cuando t =¢' = 0.
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independientemente del sistema de referencia que se use para describirlo, cuyas coor-
denadas espaciales y de tiempo se miden en cada sistema inercial. Relacionaremos las
coordenadas x, y,zy t con x’,y,z' yt', de la siguiente manera:

x'=x-ut, (1.1)
Y=y, (1.2)
zZ =z (1.3)

En la fisica clasica se supone que el tiempo se puede definir independientemente de
cualquier sistema de referencia, por lo que # = #’. Asi, el intervalo de tiempo trans-
currido entre dos eventos dados, P y Q, es el mismo para cada observador, indepen-
dientemente del sistema de referencia

th =ty =1p—1g. (1.4)
De igual manera podemos ver que ambos observadores van a medir las mismas dis-
tancias entre dos puntos dados:

Xp =Xy =Xp = Ut = Xg + Ut = Xp — Xp. (1.5)

Las ecuaciones (1.4) y (1.5) nos indican que los intervalos de tiempo y de espacio son
absolutos de acuerdo a las transformaciones galileanas.

Sin embargo, las transformaciones galileanas no son validas para describir los fe-
némenos relativistas, es decir, aquellos que involucran velocidades cercanas a la velo-
cidad de la luz. Para describir estos fendémenos, se requiere la teoria de la relatividad
especial de Einstein, que utiliza las transformaciones de Lorentz en lugar de las gali-
leanas.

1.2 Relatividad Newtoniana

La posicion de una particula en movimiento varia como funcion del tiempo, de
modo que la velocidad y aceleracion de la particula se pueden expresar en funcion
de las derivadas de la posicion con respecto al tiempo, derivando sucesivamente las
transformadas galileanas y teniendo en cuenta que el tiempo es invariante y no de-
pende del observador. Asi, se obtiene el teorema clasico de suma de velocidades:

U =u, —uv, (1.6)
r_

U, =uy, (1.7)

u, =u,. (1.8)
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En el caso general en que v tiene componentes en los tres ejes se obtiene la ecuacion
vectorial:
w=u-"0. (1.9)

Al derivar las ecuaciones (1.3) respecto al tiempo obtenemos

d d

WU; = E(Mx - U), (110)
d , d

Euy = Euy, (111)
dyp-4,. (1.12)
dv = dt *

Estoes, d = a,, a’y = a,,a, = a, es decir, la velocidad uniforme relativa de los sis-
temas de referencia no influye en la medida de las componentes de la aceleracion de
una particula. Diferentes observadores asignan diferentes velocidades a una particu-
la cuando estos se encuentran en movimiento relativo, pero si este movimiento es a
velocidad constante, las velocidades medidas por cada observador difieren justo en la
velocidad relativa de uno respecto al otro, por lo que, cuando la velocidad de la parti-
cula cambia, esa variacion es la misma en todos los sistemas inerciales de referencia
que se desplazan a velocidad constante, es decir, la aceleracion de la particula es igual
respecto a cualquier sistema inercial.

Considerando que, al igual que ocurre con el tiempo, en la masa tampoco influye la
velocidad de los sistemas inerciales, y tomando la definicion clasica de fuerza F=ma
(segunda ley de Newton), esta tampoco cambia. De hecho, las leyes de Newton son
iguales para todos los observadores inerciales debido a que entre ellas se incluyen las
siguientes afirmaciones:

1. Que las particulas interactian en pares (tercera ley). Por cada accion, hay una
reaccion de igual magnitud pero de sentido contrario.

2. Que las fuerzas de accién y reaccion estan dirigidas a lo largo de la recta que
une dos particulas que interactuan.

Por eso, aunque los nimeros asignados a la velocidad, a la cantidad de movimiento
y ala energia cinética puedan ser diferentes para distintos observadores inerciales, las
leyes de Newton y las ecuaciones de movimiento de una particula serian exactamente
iguales en todos los sistemas inerciales, asi como las consecuencias de las leyes de
Newton como son la conservacion de la energia y de la cantidad de movimiento.

Por lo tanto, cualquier experimento mecanico realizado en un sistema inercial da-
ra los mismos resultados independientemente de la velocidad a la que se mueve ese
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sistema con respecto a otro sistema inercial. No habra nada en los resultados del ex-
perimento que permita al observador determinar la velocidad del sistema en relacion
con otro sistema inercial.

Es decir, no hay ninguna forma de determinar la velocidad absoluta de un sistema
inercial de referencia a partir de experimentos mecanicos, ya que no existe un sistema
fisicamente definido que esté en reposo absoluto: por ejemplo, si un jugador de billar a
en el vagon de un tren que se desplaza uniformemente a lo largo de una recta, no podra

decir cual es el movimiento del tren con respecto a tierra a partir del comportamiento
de las bolas del billar.

En consecuencia, no se puede realizar un experimento mecanico que detecte una
velocidad absoluta en el vacio. Solo se puede hablar de la velocidad relativa de un
sistema con respecto a otro. A este hecho se le denomina relatividad newtoniana.

Newton expreso el principio de relatividad de la manera siguiente: “Los movimien-
tos de los cuerpos situados en cierto espacio son iguales, ya sea que el espacio se encuentre
en reposo o que se desplace uniformemente en una linea recta".

Sin embargo, la relatividad newtoniana no es aplicable a la electrodinamica, ya que
la interaccion entre cargas eléctricas en movimiento implica fuerzas cuyas direcciones
no se encuentran a lo largo de la linea recta que las une, y ademas son fuerzas que
tambien dependen de la velocidad de las cargas y no solo de su posicion.

1.3 El electromagnetismo y la relatividad newtonia-
na

Si otras leyes de la fisica a parte de la mecanica fuesen invariantes ante las trans-
formaciones galileanas, entonces ningun tipo de experimento llevado a cabo en un
solo sistema seria suficiente para determinar la velocidad de este con respecto a otro
sistema.

Veremos aqui, que lo anterior no ocurre, ya que el caso de la electrodinamica es
diferente al de la mecénica.

Consideramos un pulso de luz que se propaga en un sistema .S, desde el que un
observador mide una velocidad ¢ = 1/4/eyu, = 2.997925X108m/s, donde ¢, es la

constante de permitividad eléctrica en el vacio y y, es la constante de permeabilidad
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magnética en el vacio.

Desde otro sistema inercial .S’, que se desplaza a una velocidad constante, v, con
respecto al primero, un observador mediria una velocidad diferente: ¢ + v o c-v, de-
pendiendo de la direccion del movimiento relativo.

Pero las ecuaciones del electromagnetismo de Maxwell contienen la constante c,
que se identifica como la velocidad de propagacion de una onda plana en el vacio, por
lo que, al cambiar de sistema de referencia, la ecuacion de la onda cambia, ya que esta
velocidad de propagacion deja de ser constante en todos los sistemas de referencia
inerciales, lo cual es incompatible con las observaciones experimentales.

Ahora, la velocidad de propagacion de la onda que parece medirse en el sistema de
referencia S’ es (¢ + v), en lugar de c. Es decir, el principio de relatividad newtoniano
no se aplica a las leyes del electromagnetismo, pero si a las de la mecanica. Esto nos
hace pensar en tres posibilidades:

» La primera es que exista un principio de relatividad para la mecéanica, pero no
para la electrodinamica. En la electrodinamica, existe un sistema inercial prefe-
rido al que los cientificos llamaron éter, que esta totalmente en reposo. Anali-
zaremos esta posibilidad en la siguiente seccion.

» La segunda es que exista un principio de relatividad para ambas, pero que las
leyes de Maxwell no sean correctas.

= La tercera es que exista un principio de la relatividad para ambas, pero que las
leyes de la mecéanica dadas por Newton no sean correctas. En este caso, las leyes
de transformacion correctas no serian las galileanas, ya que son incompatibles
con la invarianza de las ecuaciones de Maxwell; es decir, tendria que haber al-
guna otra transformaciéon que concordase con el electromagnetismo clasico y
con la nueva mecanica.

Veremos como la tercera posibilidad es la que se considerara correcta.

1.4 El experimento de Michelson-Morley

En el siglo XIX los fisicos no podian aceptar el hecho de que una onda electro-
magnética se propagase en el vacio, por lo que postularon la existencia del “éter”, un
medio indetectable que llenaba todo el espacio y en el que se podia medir la velocidad
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de la luz. Para explicar la imposibilidad de su deteccion, le dieron propiedades como
densidad nula y total transparencia.

Dos cientificos estadounidenses, Albert A. Michelson y Edward W. Morley, pla-
nearon un experimento en 1887 con el objetivo de detectar al éter. Este consistia en
tratar al éter como un sistema de referencia fijo con respecto al Sol, y considerar un
rayo de luz medido por un observador en la Tierra, la cual se mueve a una velocidad
v = 30km/s respecto al éter. Al finalizar el experimento, se acabd descartando la po-
siblidad de que existiese este medio que se consideraria el sistema inercial preferido
para la electrodinamica.

El experimento se basa en la interferencia de dos haces de luz, que se dividen de
una fuente de luz mediante un divisor de haz M, en un laboratorio .S (fijo con respecto
al instrumento fuente). Los dos haces viajan a lo largo de dos caminos perpendiculares,
reflejados por espejos en los extremos de cada camino, antes de volver a unirse en el
divisor de haz, desde donde son captados por el telescopio T', como vemos en la Figura
1.2.

Si el éter existe y se mueve a través del espacio, se esperaba que uno de los haces
de luz viajara a través del éter en la misma direccién que su movimiento, y el otro
viajara perpendicularmente al movimiento del éter. Por lo tanto, se esperaba que los
dos haces de luz tuvieran diferentes velocidades, lo que se reflejaria en una diferencia
de fase detectable entre ellos en un patrén de interferencias.

El tiempo que tarda el haz 1 enir de M a M1 y regresar a M es:

Ya que viaja a una velocidad ¢ — v con respecto al aparato cuando es emitido, y a una
velocidad ¢ + v cuando es reflejado por el espejo.

Para el haz 2, medimos el tiempo de recorrido esta vez con respecto al éter (pode-
mos hacerlo pues en fisica clasica el tiempo es absoluto).

24/ + - = ct,, (1.14)

21 21
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Fuente de luz

Figura 1.2: Esbozo del interferometro de Michelson donde v es la velocidad del éter con res-
pecto a la Tierra. El haz luminoso que proviene de la fuente S se divide en dos haces al llegar
al espejo semirreflector M. Estos dos haces se reflejan en los espejos M1 y M2 y finalmente
llegan al telescopio T' donde interfieren dando lugar a un patrén de interferencias.
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De este modo, la diferencia de tiempos es

! !
At=t,—1, = 2 2 L . (1.16)

c «/1—02/c2_ 1 —0v%/c?

Para descartar que pudiera deberse a una diferencia en las longitudes recorridas
por los haces, ya que era dificil obtener la precision requerida, se repitio6 el experi-
mento girando el instrumento 90°, de forma que /, fuese la longitud perpendicular a v
y I, paralela a v, obteniéndose el mismo resultado que anteriormente, una diferencia
de tiempos.

l [
Al =t —t = 2 2 ! . (1.17)

cl1=v2/c2 V1=02/c?

La rotacién cambia las interferencias en

A — At

2| L+ L+1
c|1-v/c> \JT—p2/c2

Segun el resultado, la rotacion deberia ocasionar un corrimiento en el patrén de inter-

(1.18)

ferencias, ya que cambia la relacion de fase entre los dos haces, pero esto no ocurrié
en ninguno de los experimentos realizados. Por lo tanto, la conclusion fue que no ha-
bia ningun corrimiento. Una manera de interpretar esto es llegar a la conclusion de
que la velocidad de la luz es igual a ¢ en todas las direcciones y en todos los sistemas
inerciales, pero esto es incompatible con las transformaciones galileanas de velocidad.






2 | Fundamentos de la teoria espe-
cial de la relatividad

Como se ha visto en el capitulo anterior, el experimento de Michelson-Morley
mostré que la velocidad de la luz era igual en todos los sistemas inerciales. Las trans-
formaciones galileanas no eran compatibles con este hecho, en este capitulo, haciendo
uso de las referencias [2] y [3], introduciremos la teoria de la relatividad especial que
nos llevara a unas nuevas transformaciones, las transformaciones de Lorentz, que pre-
servan la velocidad de la luz.

2.1 Los postulados de la teoria de la relatividad es-
pecial

Desde una edad temprana, Einstein demostr6 una gran habilidad para las mate-
maticas y la fisica. Después de completar la educacién secundaria en Suiza, ingreso6
en la Escuela Politécnica Federal de Zurich, donde obtuvo su diploma en 1900. Des-
pués de graduarse, tuvo dificultades para encontrar trabajo en la industria, por lo que
comenzo6 a trabajar como tutor privado y a publicar articulos sobre fisica tedrica. En
1905, Albert Einstein public6 el articulo titulado "Zur Elektrodynamik bewegter Kor-
per" (Sobre la electrodinamica de los cuerpos en movimiento) [4], donde presento su
teoria de la relatividad especial, la cual revolucioné nuestra comprension del tiempo
y del espacio.

Para desarrollar su teoria y resolver el problema de que la electrodinamica no se
ajustase a la relatividad clasica, Einstein trabajo a partir de dos suposiciones: La pri-
mera fue que para todos los sistemas de coordenadas en los que se cumplen las ecua-
ciones de la mecanica, las ecuaciones equivalentes de la electrodindmica de Maxwell
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también se cumplen. La segunda, que a primera vista es incompatible con la primera,
es que la velocidad de la luz en el vacio es una constante ¢ (deducida por Maxwell)
independiente del sistema de referencia.

En su articulo, Einstein estableci6 estos postulados fundamentales:

= Postulado 1: No puede detectarse el movimiento absoluto, uniforme, debido a
que las leyes de la fisica son las mismas en todos los sistemas inerciales. No hay
sistema inercial preferido.

= Postulado 2: La velocidad de la luz es independiente del movimiento de la fuen-
te. Todo observador inercial mide el mismo valor ¢ para la velocidad de la luz.

Es decir, Einstein desarrollo la tercera de las posibilidades mencionadas anterior-
mente. Se baso en el estudio de la naturaleza del tiempo, rechazando la idea del tiempo
absoluto para llegar a una modificaciéon de la teoria de relatividad newtoniana exis-
tente dando lugar a una con validez universal en todos las areas de la fisica.

2.2 Las transformaciones de Lorentz

Como vimos anteriormente, la transformacion galileana no es consistente con los
postulados de Einstein de la relatividad especial, ya que la velocidad de la luz no seria
la misma en todos los sistemas de referencia. Por este motivo, las ecuaciones de trans-
formacion clasicas deben modificarse para hacerlas consistentes con los postulados de
Einstein.

Estas nuevas transformaciones, llamadas transformaciones de Lorentz, fueron pos-
tuladas originalmente por el cientifico Hendrik A. Lorentz en la década de 1890, deri-
vandose como parte de su teoria electrodinamica, la cual tenia como consecuencia la
constancia de la velocidad de la luz en el vacio. Einstein probo6 que estas ecuaciones se
deducian naturalmente de sus postulados, y las reinterpret6 dando lugar a un nuevo
concepto de espacio-tiempo.

Vamos a deducir las transformaciones que nos relacionan las coordenadas en dos
sistemas de referencia en movimiento relativo de traslacion uniforme.

Utilizaremos nuevamente un sistema de referencia S, de coordenadas rectangu-
lares x, y, z con origen O, y otro sistema .S’, de coordenadas x’, y’, z’ con origen O/,
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que se desplaza a una velocidad constante v con respecto a .S, a lo largo del eje x. Uti-
lizaremos los postulados de Einstein para encontrar la relacion entre las coordenadas
X,y,z y el tiempo ¢ de un suceso visto en el sistema de referencia .S y las coordena-
das x',y/, 7z’ y el tiempo t' del mismo suceso visto en el sistema de referencia .S’, de
manera que los origenes coincidenent =0 =17.

Supongamos que la ecuacion de la transformacion relativista difiere de la clasica
en un multiplicador constante en el segundo miembro:

x =y + o), (2.1)
x' =y(x—t). (2.2)
donde y es una constante que puede depender de v y ¢ pero no de las coordenadas.
Consideramos un rayo de luz que parte del origen S en t = 0. Segun Einstein, la

ecuacion correspondiente a la componente x del movimiento de la luz sea x = ct en
el sistema S y x’ = ¢’ en §’. Sustituyendo en las ecuaciones anteriores obtenemos:

ct =y(ct' +vt') = y(c + V)Y, (2.3)
ct' = y(ct — vt) = y(c — V)t. (2.4)
Resolviendo el sistema se obtiene:

y’=1-0v/cH), (2.5)
1

Si ademas sustituimos x en la ecuacién para x’, podemos despejar el tiempo ¢ en fun-

Y= (2.6)

ciéon de x" y t':

x =y +ovt"), y=y, z=72, (2.7)

De la misma forma:

x' = y(x — 1), y =y, Z =1z, (2.9)
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Obtenemos asi la transformacion de Lorentz para cambios de sistemas de referencia.
Las transformaciones galileanas siguen siendo ciertas para velocidades mucho meno-
res que ¢, ya que en este caso y es aproximadamente 1.

El intervalo espaciotemporal [5], definido como
P+ +2) ==+ + 2% -2 (2.11)

es invariante ante las transformaciones de Lorentz, es decir, no depende del observa-
dor, puesto que ct’ = y(ct — fx) y x' = y(x — ¢ft), donde f = v/c. Luego,

1
x? =" = (P -pH -1 -p2) = 1—'82(1—ﬁ2)(x2—c2t2) =x>—c*?. (2.12)
Veamos a continuacion dos importantes consecuencias de las transformaciones de
Lorentz:

= Dilatacion del tiempo
La primera consecuencia es la dilatacion del tiempo. En la mecanica clasica se
tenia que el tiempo transcurrido entre dos eventos era el mismo independien-
temente del sistema inercial en el que se media. Sin embargo, con las nuevas

transformaciones, este razonamiento cambia. Consideramos dos sucesos que se

!
0

camos las ecuaciones (2.7) para obtener t, y t,, esto es, los instantes de tiempo

producen en la misma posicién x;, en los instantes 7 y 7, en el sistema S” y apli-

medidos por O:
,UXg
L=y H"‘? ) (2.13)
,  Uxg
L=y|hL+ = ) (2.14)
t—t, =y, —1). (2.15)

Como vemos, el intervalo de tiempo medido en cualquier otro sistema de re-
ferencia .S es siempre mas largo que el tiempo propio 7, (tiempo entre dos
sucesos que ocurren en el mismo lugar en un sistema de referencia concreto)
medido en .S’.

Intuitivamente, consideremos un observador O’ que lanza un rayo de luz hacia
un espejo situado a una distancia D’ dentro de una nave espacial que esta en
reposo en un sistema .S’ y mide el tiempo que tarda en recibir el reflejo, que sera
1, = At = 271)" Para otro observador O situado en la Tierra, que llamaremos
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SI

Rayo de
luz

Figura 2.1: El observador O’ y el espejo estan dentro de una nave en el sistema S’. El tiempo
que tarda el rayo en reflejarse en el espejo y volver al punto de partida es de 2D’ /¢ segun se
mide en S’. En S, la nave se mueve hacia la derecha con velocidad v. El tridngulo rectangulo
sirve para calcular el tiempo transcurrido en el sistema S.

sistema .S, la distancia D recorrida por el rayo sera mayor, pero, sin embargo,
segun los postulados de Einstein, este debe medir la misma velocidad del rayo,
por lo tanto, el tiempo Af transcurrido para él debe ser mayor, ya que el rayo
recorre mas distancia que la que midi6 el observador de la nave, pero a la misma
velocidad. Si la nave se mueve con velocidad v, durante el intervalo de tiempo
At, el observador O’ y su nave espacial han recorrido una distancia horizontal
vAt. Por lo tanto, como indica el tridngulo de la Figura 2.1, se tiene que

cAt\? vAL\?
— :D’2+<—> , 2.16
< 2 ) 2 ( )

luego
2D’ 2D’

_ 1
2 — 12 C \/e2 — 2

At = = yAfr. (2.17)
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» Contraccién de longitud
Un fenémeno parecido ocurre con las longitudes: Consideramos una varilla fija
en el sistema S’, que se mueve a velocidad v respecto al sistema .S, y queremos
medir la posicion de sus extremos en el sistema .S en un instante concreto ¢ (por
lo que t,=t,) de la siguiente manera:

Xy — X| = l(x’z—x’1 =14/1 - 504 = x). (2.18)
y c

o sea, la longitud de la varilla es, pues, mas corta cuando se mide en un sistema

en movimiento, es decir , es mas corta que la distancia propia, definida como la

distancia que se mide en el sistema de referencia en el que la varilla se encuentra

en reposo.

En resumen, Einstein reinterpreto las transformaciones de Lorentz para expresar la
conexion fundamental entre el tiempo y el espacio, y para mostrar que ambas mag-
nitudes estan interconectadas y dependen del observador y del sistema de referencia
utilizado.

2.3 Simultaneidad

Vamos a definir en esta seccidn el concepto de simultaneidad y veremos como es
un concepto relativo.

Supongamos que dos eventos ocurren en el mismo lugar, en un mismo sistema de
referencia, y medimos con un reloj el tiempo en que ocurren. Si el tiempo es el mismo,
entonces diriamos que los eventos son simultaneos.

Supongamos ahora que ocurren en diferentes lugares A y B, separados por una
distancia L. En este caso, deberiamos colocar un reloj en cada uno de esos lugares
y antes de hacer mediciones, asegurarnos de que estan sincronizados, y para ello se
nos ocurre a priori hacer que marquen el mismo tiempo, segin lo ve el observador A.
Para sincronizar los relojes podemos proceder de distintos modos.

Por ejemplo, la luz tarda en viajar de B hasta A, por lo que , cuando para A, ambos
relojes marquen el tiempo ¢, el reloj colocado en B en realidad marcara el tiempo
t + L/c, y por tanto para B, los relojes no estaran sincronizados, si no que el de A
estara atrasado con respecto al suyo en 2L /c. Para solucionar esto, se pone el reloj A
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ent = 0 a la misma vez que lanzamos desde ahi una sefial luminosa a B. Cuando B
recibe la sefial, debe poner surelojent = L/c.

Otra forma seria poner una fuente de luz en el punto medio de la recta que va de
A a By decir a cada uno de los observadores que pongan su reloj en ¢t = 0 cuando les
llegue la sefal del encendido de la luz.

Una vez hemos sincronizado nuestros relojes en un cierto sistema de referencia,
podemos decir que los eventos que ocurren en dos lugares diferentes de este son si-
multaneos cuando los relojes de los lugares respectivos registran el mismo tiempo
para ellos.

Pero, ;es la simultaneidad independiente del sistema de referencia utilizado para
describir los eventos? Supongamos ahora dos sistemas de referencia inerciales, Sy
S’, moviéndose uno con respecto al otro con una velocidad v. Los observadores, que
tienen relojes sincronizados en su propio sistema, ven que en cada uno de los sistemas
caen dos rayos, dejando sefiales permanentes en ambos.

Supongamos que, después, mediante mediciones, cada observador deduce que él
estaba localizado en el punto medio de la marca dejada por aquellos eventos, por lo
tanto si las sefiales luminosas de los mismos llegaron simultaneamente a su reloj,
concluiran que los eventos fueron simultaneos en su propio sistema.

Supongamos ahora que el ovservador S se da cuenta de que los rayos cayeron
simultaneamente para él, como muestra la Figura 2.2.

En el instante en que el rayo cay6 en By B’ esos puntos coinciden. Sin embargo,
las sefiales luminosas de los eventos tardan un tiempo finito en llegar a 0 y durante
ese tiempo, 0 viaja a la derecha, como se muestra en la figura 2.2. Por lo tanto, la sefial
del evento BB’ llega a 0’ antes de llegar a 0, mientras que la sefial de AA’ llega a 0
antes que a 0’. Cuando la sefial de BB’ llega a (', la sefial de AA" ain no ha llegado,
por lo que para S’ los eventos no son simultaneos.

Asi, la respuesta a nuestra pregunta es no, la simultaneidad no es independiente
del sistema de referencia en el cudl se midan los eventos. En cambio, se trata de un
concepto relativo, al igual que el tiempo.

Notemos que, si tuviéramos una senal infinitamente rapida, la simultaneidad seria
un concepto absoluto pues los sistemas no se moverian en absoluto uno respecto al
otro en el tiempo (cero) que tardaria la sefial en llegar a los observadores.
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S A

B

[
q

S

\

Figura 2.2: Punto de vista del sistema .S, donde el sistema S’ se mueve hacia la derecha. Una
onda luminosa deja las marcas A, A’ y B, B’ en el primer dibujo, de forma que los eventos A A’
y BB’ son simultaneos en S. En el segundo se observa como el frente de onda del evento BB’
llegara a O’ antes de que el de AA’ llegue a 0. El tercer dibujo muestra cémo ambos frentes
de onda llegan a la vez a 0. El dltimo dibujo muestra cémo el frente de onda del evento AA’

llegaa O'.
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2.4 Efecto Doppler relativista

El efecto Doppler consiste en el desplazamiento de la frecuencia de las ondas de-
bido al desplazamiento relativo del foco con respecto al observador. Supongamos que
el foco emisor se mueve junto con un sistema de referencia S’ a velocidad v respecto
al receptor, que se encuentra en otro sistema .S’ que se mueve a velocidad u, respecto
a §’. El foco emisor emite una onda que se mueve a velocidad u con frecuencia f’
respecto al medio en el que se propaga, mientras que la frecuencia f de dicha onda

percibida por el receptor sera:
u+ u,

f= f. (2.19)

u+v
Tomaremos u, como positiva si el receptor se acerca al emisor y como negativa si se

aleja. Igualmente, tomaremos v como positiva si el emisor se aleja del receptor y ne-
gativa si se acerca a él. La longitud de onda medida en S, A’ = u/ f’, esta relacionada
inversamente con la frecuencia de esta, puesto que, a medida que el foco emisor se
acerca al receptor, la frecuencia aumenta, y la longitud de onda disminuye. Este cam-
bio aparente de longitud de onda en el sonido se manifiesta haciendo que percibamos
un sonido mas agudo cuando el foco se acerca a nosotros y mas grave cuando se aleja,
por ejemplo, el de una ambulancia. En el caso del sonido es posible diferenciar si es
el emisor o el receptor quién se mueve con respecto al aire, que es el medio de propa-
gacion de las ondas sonoras. Sin embargo, esta distincion no es posible en el caso de
la luz o de otras ondas electromagnéticas en el vacio. La expresion anterior del efecto
Doppler no puede corregirse en el caso de la luz.

Deduciremos ahora el efecto Doppler relativista. Supongamos que la fuente emi-
sora se mueve hacia el receptor y que emite N ondas electromagnéticas. La primera
onda recorrera una distancia cAf y la fuente recorrera una distancia de vAt en el
tiempo Ar medido en S. La longitud de onda para S sera

1= M (2.20)
N
Luego la frecuencia percibida por el receptor en .S sera
c ¢c N
_ ¢ Al 2.21
4 A c—UAt (2.21)
1 N
= ——. 2.22
4 1—v/cAt 222)

Si la frecuencia medida en un sistema S’ que se mueve con la fuente emisora es f”,
se tiene N = f’At’, siendo At’ el tiempo propio medido en S’. Entonces, At = yAt/
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segun las ecuaciones de Lorentz, obteniendo asi

1 f’At, _ f/ 1

A Ny P VR By e (2.23)
le——u2/c2 R L/ (2.24)

1-v/c l—v/c” "’
cuando se acercan. Procediendo de igual forma en el caso en que se alejan obtenemos

_ [1=v/c ,
f= Tv/cf' (2.25)

Analizando la situacién de manera similar en el sistema .S’ se obtienen las inversas
de las ecuaciones anteriores

1-v/c
=4 ——f. 2.26
s 1+ v/cf (2:26)
cuando se acercan y
1
fl= +—U/cf. (2.27)
1-v/c

cuando se alejan. Como vemos, la féormula relativista del efecto Doppler difiere de la
formula clasica en el factor de dilatacion del tiempo.

2.5 La paradoja de los gemelos

Analicemos ahora una famosa paradoja que surge de la dilatacion del tiempo.
Nuestros protagonistas son Pedro y Mateo, dos gemelos idénticos. Mateo coge su nave
y viaja a una velocidad cercana a la de la luz hacia un planeta mas alla del sistema solar
y vuelve a la Tierra mientras Pedro permanece en ella. Cuando se retinen de nuevo,
para Pedro ha pasado mas tiempo, por lo que sera mas viejo. Lo légico es pensar que
desde el punto de vista de Mateo la situacion sera la inversa, ya que para él, quien se
ha movido es su hermano, luego seria Pedro el que permanece joven, apareciendo asi
la paradoja. Sila situacion es simétrica para ambos, ninguno seria capaz de determinar
quién es el que realmente se mueve. Sin embargo, la paradoja se resuelve al encontrar
que el papel que juegan ambos gemelos no es simétrico, y el resultado es el primero:
el que envejece con respecto a su hermano es Pedro. Esto se debe a que Pedro perma-
nece en un sistema de referencia inercial .S, mientras que Mateo viaja en dos sistemas
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no inerciales, ya que debe acelerar su velocidad hasta alcanzar la deseada, viajando en
un sistema S’, y luego debe frenar y acelerar nuevamente para volver en un sistema
S"'. Mateo sera capaz por tanto de identificar que es él quién se esta moviendo, ya que
notara en su cuerpo el cambio de velocidad. Veamos un ejemplo numérico de esta si-
tuacién para ver como surgiria la paradoja, considerando la simplificacion de que S’ y
S" son dos sistemas inerciales, es decir, omitiendo las aceleraciones y deceleraciones
que ocurren.

Supongamos que la Tierra y el planeta P, a una distancia Lp = 4 afios luz de esta,
estan situados en el sistema .S. Mateo parte de la Tierra en su nave y acelera hasta que
esta alcanza una velocidad v = 0'8c¢ con la que viaja hasta P, donde se para y vuelve
a acelerar hasta alcanzar de nuevo v para realizar su viaje de vuelta, como muestra la
Figura 2.3.

Podemos calcular el valor de y:

yo—__5/3 (2.28)

= Segun Pedro, Mateo viaja durante 4¢/0'8¢c = 5 afios en S/, y durante otros 5
afios en S”, ya que la distancia medida en S es Lp. En este caso, el tiempo
propio para la ida es At = 5 anos, ya que es el tiempo medido en el sistema en
reposo S.

Sin embargo, segun la ecuacién (2.15), Pedro medira que el tiempo transcurrido
en el reloj de Mateo hasta llegar a P es

Ar _ 5 afios
v 5/3

= Para Mateo, la distancia al planeta P se contrae respecto a la distancia propia

At =

= 3 afios. (2.29)

medida por Pedro desde la Tierra
L' = Lp(3/5) = 4 afios luz (3/5) = 2'4 afios luz. (2.30)
Por tanto para él han pasado 2’4 afios luz/v = 3 afios, como habiamos calculado.
En resumen, para Mateo habran pasado solo 6 afios en total, mientras que para
Pedro han pasado 10.

Pero si consideramos a Pedro moviéndose y a Mateo en reposo, el tiempo propio
es en este caso de At = 3 afios. Es decir, estamos considerando ahora que es Pedro
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p
Mateo
- alejandose
| ]!_'}
__________________________ x’
Pedro
o
Y § Mateo
regresando
Vi
-
B
X
Lp

Figura 2.3: Paradoja de los gemelos. La Tierra y P estan fijos en el sistema .S, en el que se
encuentra Pedro. Mateo viaja en el sistema .S’ para llegar a P, y en el sistema .S”' para volver
a la Tierra.

el que se mueve en dos sistemas de referencia S’ y S” para alejarse y volver, res-
pectivamente, mientras Mateo esta fijo en un sistema S. Luego, para Pedro habran
pasado

Al =1,(3/5) = 3(3/5) = 1'8 afios. (2.31)

Es decir, Mateo envejeceria 6 afios y Pedro tan solo 3’6 afios, obteniéndose asi la pa-
radoja.

Aterrizaje
e Mateo
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2.6 Transformacion de la velocidad

Al igual que en el caso de las transformaciones galileanas, podemos, derivando
las transformaciones de Lorentz, ecuaciones (2.7), obtener la transformacion de la
velocidad de un sistema de referencia a otro segun la relatividad especial. Tenemos

que:
dx = y(dx' + vdt), (2.32)
!/
dt = y(dt + ”d—zx). (2.33)
C

De esta forma, la componente x de la velocidad medida por el observador O sera:

dx’' ! &ty u +v
_dx _ydx tvdt) v _ % (2.34)
Yoodt ]/(dt’+£2x/) 1+£2d_x' 1+Uu;/cz. '
c c? dt

A diferencia de las transformaciones galileanas, donde se obtenia u'y =u,y u’z =
u,, enla transformacion relativista de la velocidad esto no ocurre, puesto que el tiempo
no es absoluto. En este caso, teniendo en cuenta la relacién entre dt y dt’ obtenemos

/

u
y
u = ———, 2.35
Yoy 4o /c?) (2.35)
i (2:36)
, = —————— 2.36
oy + ol /c?)
De la misma forma obtenemos las ecuaciones inversas:
, u,—v
u = ———, 2.37
* l-vu./c? (2.37)
J = Y (2.38)
y }/(1 - qu/CZ)
W=— " (2.39)
z }/(1 - qu/CZ)

Observamos que, cuando v y v/ son pequeflas en comparacion con ¢, las expre-
X
siones relativista y clasica coinciden.
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2.7 Cantidad de movimiento relativista

En la mecanica clasica se define la cantidad de movimiento de una particula como
p = mi, donde i es la velocidad de la particula. En un sistema aislado de particulas,
sin ninguna fuerza neta que actie sobre el mismo, esta cantidad se conserva, es de-
cir, siempre permanece constante, aunque haya interacciones entre las particulas. Sin
embargo, veremos que en mecanica relativista, esta cantidad no es la que se conserva,
y la redefiniremos para encontrar aquella que si permanece constante.

Consideremos un observador A que posee una bola de masa m en el sistema de
referencia .S, y otro observador B en el sistema .S’, con una bola idéntica. El sistema
S’, cuyo origen se encuentra por encima del origen de .S, se mueve respecto al sistema
S a velocidad v, en el sentido positivo del eje x. Ambos observadores lanzan sus bolas
verticalmente con una velocidad u, de forma que recorren una distancia L, realizan
un choque elastico y regresan. La Figura 2.4 muestra el aspecto que presentan am-

Y, v ' @
'\\ '. i
., g ,
ys A ve 5 "X
LV
S "X 5" "X

Figura 2.4: Se muestra un choque elastico de dos pelotas en dos sistemas de referencia que
se mueven el uno respecto al otro con velocidad v. A la izquierda, se considera el punto de
vista del observador O; en este caso, la pelota naranja realiza un movimiento vertical mientras
que la velocidad de la pelota azul tiene componente en el eje x. A la derecha, se considera el
punto de vista del observador O’; ahora, es la pelota azul la que realiza movimiento vertical y
la velocidad de la naranja tiene componente negativa en el eje x.
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bas colisiones en cada sistema de referencia. Segin la mecanica clasica, ambas bolas
tienen cantidades de movimiento opuestas de valor mu, por lo tanto la cantidad de
movimiento vertical total es 0 antes del choque y se conserva después del choque. Sin
embargo, aplicando las ecuaciones de Lorentz, vemos que desde el punto de vista del
observador A, la velocidad de subolaesu, =u,yladelabolaBesup =—u,/y,por
lo que la cantidad de movimiento total vertical antes del choque no es nula y cuando
el movmiento se invierte tras el choque, se observa que la cantidad no se ha conserva-
do. Como siempre, en el limite clasico, cuando y se aproxima a 1, el momento lineal,
se conserva para ambos observadores. Se plantearon entonces una redefinicion de p
que tendiese a mii cuando u << ¢y se conservase en las colisiones. Asi, se establece
la cantidad de movimiento relativista como

-

mu

Veamos que esta cantidad si se conserva en la situacion anterior: La velocidad de la

7= (2.40)

bola A en S solo tiene componente vertical y su valor esu, = u, = u,,de modo que
y
la componente y de su cantidad de movimiento relativista es

mu,

Pa, = (2.41)

’ \/l—ué/c2

La velocidad de B en S tiene componente horizontal uy = vy componente vertical
ug = —uy/v , es decir,

2,2
u2v
= u%x + usz =0+ (—up\/1 = 02/ = V" + u} — 2—2. (2.42)
Por lo tanto
2 2 22
u > uwr uv
-2 =1L 04 0 (1= /A = i?/cP) (2.43)
2 2 2T 0

\/l—u%/ﬂ:%\/l—ué/cz. (2.44)

Por ello, la componente y de la cantidad de movimiento relativista de la bola y vista

en S es
mu g —muy/y —mu,

/1 —u;}/c2 ) (/)41 —u}/c? ) \/1 —ué/cz-

Ps, = (2.45)
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Se tiene que pp = —p, , luego la componente y de la cantidad de movimiento total
de las dos bolas es 0. Si se invierte la velocidad de cada bola en el choque, la cantidad
de movimiento total seguira siendo 0, y por tanto, se conservara la cantidad de mo-
vimiento. De esta forma se obtiene una magnitud que si se conserva en sistemas de
particulas aislados donde acttia una fuerza neta de valor 0. La cantidad de movimiento
relativista de una particula tiene asi dos componentes, una que es su velocidad, que
es constante ya que no actian fuerzas, y otra que es la que corresponde a la masa, que
no es constante, si no que depende de la velocidad de la particula. Es por eso que se
define la masa relativista de una particula como

m
m=——0 (2.46)

b
V1—u?/c?
donde my, es la masa en reposo de la particula. Esta claro que la masa relativista au-
menta a medida que u se acerca a c.

2.8 Energia relativista

En mecanica newtoniana se define la energia cinética, E,, de una particula como el
trabajo realizado por una fuerza externa para aumentar su velocidad desde cero hasta
alguiin valor u. Segun el teorema de las Fuerzas Vivas, considerando el movimiento de
la particula en una sola direccion (eje x), se tiene: Fdx = AE_, por lo tanto:

I}
E, = / Fdx. (2.47)
0

en la cual Fdx es el trabajo realizado por la fuerza F al desplazar en dx a la particula
y [ es la longitud recorrida por la particula. Usando la ecuacion (2.46) para la masa
relativista obtenemos

I} u u u
Ec:/ i(mu)-dx=/ d(mu)~d—x=/ (mdu+udm)u=/ (mudu + u*dm).
o dt 0 dt 0 0

(2.48)
Reordenando la expresion de la masa relativista, esta puede escribirse como
m*c?* — m*u* = m(z)cz. (2.49)
Tomando diferenciales obtenemos
2me? dm — m*2u du — u?2m dm = 0, (2.50)

c2dm = mu du+u* dm. (2.51)
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Volviendo a la ecuacion de la energia cinética

E = / ¢* - dm = me* — myc* = myc? 1 _ 1]). (2.52)
my

V1—-u?/c?
Como vemos, hay un factor en la energia cinética, mocz, que no depende de la velo-
cidad de la particula. Esta cantidad se define como energia de reposo y profundiza-
remos en ella mas adelante. La energia total de la particula es igual a su energia en
reposo mas su energia cinética

2
mgc

Veamos como esta expresion de la energia cinética se reduce a la expresion clasica

E=myc*+E, = (2.53)

cuando u es mucho menor que c. Desarrollando el binomio de la ecuacion de la energia
total, se tiene

2\ ? 212024 D) (2’
;=<1—”—2> =1+1”—2+M<”—2> .. (254)
V1=u2/c? c 2¢ 2 c

Cuando u es mucho menor que c, lo anterior puede simplificarse como

2\ ~1/2 2
! =<1—”—> =1+%“—2. (2.55)

V1—uZjc? c? c
Asi,
E, = myc* L (2.56)
V1—u?/c?
1u?
= myc? <1+§§— 1) (2.57)
|
= Sl (2.58)

Notar que, a medida que u tiende a c, la energia cinética tiende a infinito, es decir,
se necesita una energia infinita para aumentar la velocidad de una particula hasta la
velocidad de la luz, o, visto de otra forma, segtin la ecuacion de la masa relativista,
esta aumentaria infinitamente a dicha velocidad.

Al igual que ocurria con la cantidad definida en la ecuacion (2.11) podemos definir
otra cantidad que es invariante ante cambios de sistemas de referencia [6]

m? = (p2 + pi +p)=ctm’ - pP =cml (2.59)
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Multiplicando la igualdad anterior por ¢ se tiene

E? - p*c? = c4m§, (2.60)

y sustituyendo las ecuaciones (2.40 y (2.53) obtenemos el resultado directamente

2.4 2,22 2004 _ 2.0
mgyc _ mgyvc _ my(c” — v°c) ey (2:61)
1—02/c2 1—0%/c? 1 —0v2/c? 0

2.8.1 Energia en reposo

Para entender mejor la energia en reposo, consideremos una colisiéon inelastica
de dos cuerpos idénticos de masa en reposo m,, cada uno con energia cinética E.,
que chocan y se quedan unidos formando un nuevo cuerpo C de masa en reposo M|,
visto por un observador particular S” (Figura 2.5). Como las velocidades de ambos
cuerpos se anulan al sumarse, ya que son del mismo valor ' pero en sentidos contra-
rios en la direccién X', se tiene que el nuevo cuerpo estara en reposo en .S’, segtin la
conservacion de la cantidad de movimiento.

Consideremos el punto de vista de un observador .S que se mueve a velocidad
v = u’ en el sentido negativo del eje x’, es decir, un sistema de referencia situado en
la bola A (Figura 2.6). Para él, el cuerpo combinado C se movera a velocidad v hacia
la derecha.

Apliquemos la conservacion de la cantidad de movimiento de la colision segun lo
ve este segundo observador

My, + Mgy = M. (2.62)

La velocidad de A sera 0, ya que .S se mueve en el mismo sentido y a la misma velo-
cidad que el observador que lo mide. La velocidad de B sera

_ u+v 2.2
MB—W—ZM/(l'i'M /C ) (263)

Calculemos ahora la masa relativista de B:

m _my(1+u/c?)

— /2
/l—u%/cz 1—-u?/c

m, = (2.64)
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Antes de la colision

Di‘

, s’

Después de la colision

C

DJ

Figura 2.5: Colision inelastica vista por el observador S’.
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Antes de la colision

B
VB va=0

o O

Después de la colision

C

Uc=v=u"

0

Figura 2.6: Colision inelastica vista por el observador S.
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y la de C sera

M,
Mme = —o . (2.65)
V1-0v2/c?
Como u. = v = u’ tenemos que
my(1 +u'?/c? M
0(—/)“3 40 :—OU’ (2.66)
1—u?/c? V1-02/c2
my(1 + u?/c?) 2u' o My (2.67)
(A—w?/c) A +u?/) Ty '
2my
My=——2"2 (2.68)
V1-u?/c?
La nueva masa es mayor que 2m, con una diferencia de
1

Como la masa en reposo tras el choque es la misma para ambos observadores, esta
cantidad también sera la que mida S’ y observamos también que su energia asociada
(que se obtiene al multipicarla por ¢?) coincide justo con la cantidad total de energia
cinética en S’ antes del choque, la cual se calcula:

E, + E, =2E, =2myc* L ). (2.70)
A B

V1=u?/c?
Tras el choque, toda la energia cinética se ha transformado en masa en reposo, es decir,
ambas son equivalentes. Por lo tanto, aunque en una colision inelastica la energia
cinética no se conserva, si se conserva la energia total, que incluye a la masa en reposo
y a la energia cinética.

Sivolvemos a observar las ecuaciones para una sola particula, cuya energia total es
E = mc? donde m es la masa relativista, vemos que un cambio en la energia cinética
origina un cambio proporcional en m, ya que: dm/dt = (1/c*)(dE,/dr), es decir,
dE, /dt = c>*dm/dt. Llegamos asi a la misma conclusién que en la colisién inelastica:
la masa y la energia son equivalentes, difiriendo sus unidades en un factor c2.

Si se considera a la energia cinética como la energia externa de un cuerpo, la masa
en reposo puede considerarse como la energia interna, y consiste mayoritariamente en
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la energia total de la masa en reposo proporcionada por las particulas "fundamentales”,
a quienes se considera como fuente primaria de energia interna. Esta energia puede
cambiar, como por ejemplo en los procesos de aniquilamiento electrén-positréon. En
estos procesos, un electron y un positron son atraidos debido a sus cargas eléctricas
opuestas, y al encontrarse, se aniquilan mutuamente, de forma que sus masas en re-
poso se transforman en energia de igual valor emitida en forma de radiacion gamma,
es decir, en forma de fotones de alta energia, ya que estas particulas tienen masa en
reposo nula.

2.8.2 Transformaciones de la cantidad de movimiento, la energia y la
masa

Veamos ahora como se transforma la cantidad de movimiento, la energia y la masa
medidas en un sistema .S, a otro sistema S’ que se mueve en la direccion del eje x a
velocidad v con respecto a .S. Vamos a utilizar la siguiente igualdad facil de verificar:

1 1+uv/c?
= : (2.71)
VI—uwr/c2 /1 =u?/c2\/1—v2/c?
Las cantidad de movimiento y la energia en S y en S’ son:
myu myu’
= = (2.72)
V1—u?/c? V1—-u?/c?
myc? mc?
E=—2" E=—2 (2.73)
V1—u?/c? 1 —u?/c?
Sustituyendo la ecuacion (2.34) y utilizando la igualdad (2.71), nos queda
1 ! myv
pp=——— | P+ ——— (2.74)
V1=0v2/c? V1=u?/c?
Teniendo en cuenta que E' = mo—cz, nos queda
Vi—u?/e
/
po=—1 (p+EY). (2.75)
Vi—2je "t e
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De la misma forma, se obtiene

by =P, P.=p, E=——=(E'+up). (2.76)
Y las transformaciones inversas son:
p=—— (px - E—ZU) : 2.77)
p'y =P, (2.78)
P, = p., (2.79)
E' = ;(E —vp,). (2.80)

V1=0v%/c?

Si recordamos las ecuaciones (2.7) y (2.8), podemos ver que py E se transforman de
la misma manera que la posicion y el tiempo.

Para transformar la masa, utilizamos de nuevo la igualdad 2.71 y directamente
obtenemos

m, my(1 + u;v/cz)

m = = s
\/l—uz/c2 \/l—u’z/cz\/l—vz/c2

(2.81)

"1 ! 2
m= (¥ /e ). (2.82)

2.8.3 Transformaciones de la fuerza

Finalmente, transformaremos la fuerza. En el sistema .S se tiene

-4 -4 — 4
F,. = dl(mux), F,= dt(muy), F,= dt(muz).

Sustituyendo la transformacion de la masa m en estas ecuaciones , se tiene

! M;U ! MIZU /
F=F+—F+—F, 2.83
X *(et+uv) 7 (P+d) ¢ (2.83)
V1= 022
F=Y""%p (2.84)

Yoo l+dofer
X

V1-0%c?
F=——""F 2.85
z l+uv/c? * (2.85)
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y sus inversas

, u,v u,v
F.=F - — F, - — F,, (2.86)
(¢ —u,v) (c? —u,v)
\/1 — 12¢2
poYlove (2.87)

2
Yo l—uuv/c®?

Fl= —+— 2.88
 l—uw/c? (2:88)
Utilizando el productor escalar (i |F ), podemos escribirlas como sigue
F' + v/ | F)
L= / , (2.89)
l+uv/c?

F/
F=—— 2.90
Yoy +do/c?) (2.90)

F/
F=——- . (2.91)

“ y(l—uw/c?)

2.9 Electromagnetismo

En esta seccion veremos como efectivamente, el electromagnetismo clasico es
compatible con la teoria especial de la relatividad. Las ecuaciones de Maxwell son
invariantes ante una transformacion de Lorentz y no requieren ser modificadas. De
hecho, como ya se ha comentado, Lorentz consiguié originalmente sus ecuaciones
imponiendo la invarianza de las ecuaciones de Maxwell.

Pensemos en una carga en movimiento g | llamada carga fuente, en un sistema
inercial S, la cual induce un campo magnético B y una carga de prueba 1 g, que se des-
plaza a velocidad # respecto a S. Sobre g, actiia una fuerza magnética: F = q,(U X B).
Lo mismo ocurriria si consideramos un sistema de referencia que se mueve con la
carga fuente. En ese caso no se crearia ningun campo eléctrico y la fuerza magné-
tica sobre g, seria nula. Vemos con este sencillo ejemplo que las fuerzas magnéticas
dependen del sistema de referencia en el cual se midan.

Nuestro objetlvo ahora sera hallar las ecuaciones de transformacmn de un campo
magnético B de un sistema a otro, asi como las de un campo eléctrico E y encontra-
remos que ambos son interdependientes y se unen en un mismo concepto: el campo
electromagnético.
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Para comenzar, veamos como se transforman las componentes de las densidades
de corriente y de carga eléctrica. Consideremos un cubo que contiene N electrones,
cuyas aristas tienen una longitud en reposo /,. La densidad de carga del cubo es p, =
Ne/I2, donde e representa la carga de un electrén. En el sistema de referencia del
cubo las cargas estan en reposo y la densidad de corriente sera j, = 0. Consideremos
un sistema .S en el cual el cubo se mueve con velocidad u en direccioén de un borde del

cubo, el cual tendra una longitud de /;y/1 —u?/c? en .S, y la densidad de carga sera

p= Ne/lg\/l — u?/c?, es decir,
Po

p=—2 (2.92)

V1—u?/c?

En este sistema, la densidad de corriente sera

Pol

Podemos reescribir las ecuaciones anteriores de las densidades de carga y corrien-

j= (2.93)

te, respectivamente, como

p= &m, (2.94)
my

> Po

Jj=—p. (2.95)
my

Sea ahora S’ un sistema que se mueve respecto a .S con velocidad v. Sustituimos pri-
mero la ecuacién (2.82) de transformacion de la masa en la ecuacion (2.94) y despeja-
mos la p’ = 2m’. Luego, sustituimos las ecuaciones (2.75) y (2.76) de transformaciéon
de la cantldad de movimiento en la ecuacion (2.95) y despejamos componente por
componente la densidad de corriente, obteniendo

/ jx_pU

= =, "=, 2.96

S ey Ly=dy (290

. : p—uvj./c?

JL= g pl= = (2.97)
V1=0v%/c?

y sus inversas
L _ S te .
= ——, Jy =1, (2.98)

V1=0v%/c?
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P +ujl/c?
Vi- 2/

Con estas ecuaciones de transformacion, pensemos en un conductor en el que los

J. =% P (2.99)

electrones libres se mueven hacia la derecha con velocidad u# en un sistema de re-
ferencia .S. El numero de electrones por unidad de volumen es n, al igual que el de
iones positivos, luego , la carga neta en S es 0. La densidad de carga negativa en .S
es p~ = —ne, donde e es la magnitud de una carga electroénica y la positiva p* = ne,
luego p = 0. Tenemos entonces que no hay campo eléctrico. La densidad de corriente
esj, =Jj, + j: =Jj, =pues decir, hay un campo magnético B. En un sistema .S’
que se mueve a velocidad v, el conductor no sera eléctricamente neutro sino que

’ p— Uj;/c2
pT= (2.100)
1 —v/c?
.ot -t
= —/ (2.101)
1—0v?/c?
Luego
: 1 —ou/c?
p- = p'M, (2.102)
V1-0v?/c?
+
P A— (2.103)
V1=0v2/c?
La densidad de carga neta sera entonces
2
nevu/c
p = 1—/2/2 > 0. (2.104)
—-v?/c

El conductor en S’ esta cargado positivamente, luego en S’ existe un campo eléc-
trico y uno magnético, ya que en este sistema los electrones también se estan movien-

do.

Este ejemplo nos muestra que el campo electromagnético es puramente magnético
o puramente eléctrico, o eléctrico y magnético, dependiendo del sistema de referencia.
En S’ los iones positivos se mueven y la separacién entre ellos estd contraida en
comparacion con la separacion en reposo, aumentando la densidad de carga positiva,
al igual que la separacion de los electrones puede aumentar y por tanto la densidad
de carga negativa podria disminuir.
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29.1 Transformacion de los campos eléctrico y magnético

Una vez hemos visto como los campos eléctrico y magnético estan interrelaciona-
dos, pasemos a demostrar las ecuaciones de transformacion de estos de un sistema de
referencia en otro.

La fuerza electromagnética (o de Lorentz) sobre una particula de carga g con ve-
locidad ¥ a lo largo del eje x de un sistema .S, en un punto y en un instante en que el
campo eléctrico es E y el campo magnético es B, esta dada por: F = q(E + % B).
Como sabemos, la velocidad depende del sistema de referencia, por lo que la fuerza
electromagnética también lo hara. Consideremos el sistema de referencia .S’ situado
sobre la particula, en el cual la fuerza electromagnética sobre esta sera: F' = qE’ .
Vamos a aplicar las ecuaciones (2.86) de transformacion de la fuerza deducidas ante-
riormente.

En primer lugar, se tiene que F/ = F,. Ahora bien:
(5x B), =v,B, —v,B, =0, (2.105)

yaque v, = v, v, =0y v, =0. Entonces,

F,=qlE, + (@ x B),] = qE, (2.106)
y F! = qE’. Luego,
E =E,. (2.107)
Para la componente y, se tiene F, = Fy’/y Como
F,=qlE,+ (@ xB),] =q(E,+v,B, —v,B,) =q[E, + vB_] (2.108)
y Fy’ = qE; , entonces,
E; =y(E, - vB,). (2.109)
Similarmente,
E! =y(E,+vB). (2.110)
Las relaciones inversas vienen dadas por:
E . =E, (2.111)
E, = y(E; +vB)), (2.112)

E_ =y(E. - vB). (2.113)
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Podemos generalizar estas ecuaciones considerando que la direccion del eje x es
simplemente la direccion paralela a la velocidad de S” con respecto a S, y el resto son
las perpendiculares a esta:

Eﬁ =E, (2.114)
E| =y[E, + (5 x B),]. (2.115)

S

Para la transformacion de B, se considera un sistema de referencia S’ que se des-
plaza respecto a otro sistema S a velocidad v, a lo largo del eje comin x — x” y una
particula de carga g que se desplaza en " en la direccion ' a velocidad v’ = u’. En

S’, la fuerza que actia sobre g sera: F' = q(E' + W X B ), cuyas componenetes son:

F/=q(E\, +uB),  F =qE, 'y  F/=q(E.-uB).  (2116)

En S, la fuerza sera F = q(E +uX E), donde i es la velocidad de la carga en S,
que se calcula con las ecuaciones de transformacion de la velocidad (2.34) y (2.35) ya
conocidas:

u,=uo, u, = u'y/y y u, =0. (2.117)
Por lo que
F.=q(E ,+uB,), F,=q(E,-vB) y F,=q(E,+vB,—u,B,). (2.118)

Sustituyendo al igual que antes, en las ecuaciones de transformacion de la fuerza, y
utilizando las transformaciones de las componentes de E, llegamos a

B =B, (2.119)
B =y(B, + C%EZ), (2.120)
B =y(B, - C%Ey). (2.121)
Y sus inversas son:
B = B;, (2.122)
B,=y(B + C%E;), (2.123)

B.=yB - ZE. (2.124)
z CZ y
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Generalizando las direcciones:
r_
B\ =B, (2.125)
1 - =
B =y [Bl—g(uxE)L ) (2.126)

Hemos finalizado asi la transformacion completa relativista del campo electro-
magneético.

2.9.2 Invarianza de las ecuaciones de Maxwell

Vamos a comprobar ahora que si las ecuaciones de Maxwell son invariantes bajo
las transformaciones de Lorentz, se obtienen las ecuaciones que hemos deducido en
- -
la seccion (2.9) para transformar E y B. Para ello usaremos las referencias [1] y [7].

Las ecuaciones de Maxwell en forma diferencial son:

V- E=2 (2.127)
€o

V- -B=0, (2.128)

V x B =y, (J+eoa§> (2.129)

VX E = aa]f (2.130)

Donde y, es la constante de permeabilidad magnética en el vacio y ¢, es la constante
de permitividad eléctrica en el vacio.

Restringiremos en primer lugar el razonamiento por simplicidad a las ecuaciones
(2.128) y (2.130), que solo dependen de By E.

Escribiendo las ecuaciones (2.128) y (2.130) por componentes tenemos:

0 0 0

—B, +—B,+ —B, =0, 2.131
o0x oy ¥ o0z ( )
0B
9 —E, — J —E =—=, (2.132)
dy * o9z ? ot
0B
iEx - iEZ =-——2, (2.133)
0z ox ot
0B
iE - iE =——". (2.134)
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Imponemos que tengan la misma forma en S’, que se desplaza a velocidad v res-
pecto a .S alo largo del eje x — x’. Para ello hemos de calcular la diferenciacion parcial
respecto a las variables x, y, z y ¢ en funcion de la diferenciacion parcial respecto al
conjunto de variables x’, )/, z’ y . Tenemos que

d ox' d 0y o 9z 0 ,of 0
= + + +

== — 2.135
ox 0dxo0x’ o0xdy  0dxdz  odxor ( )

o : 9 0 0
Y similarmente se obtienen —, — y —.
dy’ 0z ot
Teniendo las transformaciones de Lorentz, ecuaciones (2.7) y (2.8) tenemos que

o _ W _qog % _—g ¥ —_w
~ =V o =0 - =0, = (2.136)

%

jo%)

=
b

Obtenemos entonces que

0 0 v 0
=y (=-==), 2.137
0x 4 <0x’ c? 0t’> ( )
0 0
3 oy (2.138)
0 0
0 0 0
Z =y (= -0v=). 2.140
o 7 <azf ”axf> (2.140)

Ahora podemos sustituir en las ecuaciones (2.131)-(2.134). Por ejemplo, en la ecua-
cidn (2.133), quedaria

9 g _ 0 1 +uB) =-2 |y (B + L (2.141)
oz ¥ o T EEAE T [P\ T )| '
Tomando
E =E,, (2.142)
E! =y(E, +vB), (2.143)

, vE,
B =y(B,+—), (2.144)
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conseguimos que dicha ecuacion sea invariante ante el cambio de sistema de referen-
cia de S a .S’. Haciendo lo mismo para la ecuacion (2.134), se obtiene

E =E, (2.145)

E; =y(E, - vB,), (2.146)
vE

B =y <BZ - —y> . (2.147)
z c2

Similarmente, utilizando ahora las ecuaciones (2.131) y (2.132), obtenemos
B =B,. (2.148)

Como predeciamos, las ecuaciones obtenidas son idénticas a las transformaciones pa-
ra las componentes del campo electromagnético desarrolladas en la seccién anterior.

Comprobemos ahora la invarianza de las ecuaciones (2.127) y (2.129). Primero, las
escribimos en por componentes:

0E, 0E, JE,
p:€0<6x + 3 + 62)’ (2.149)
0B, 0B, 1 0E,
oy "oz Mot G (2.150)
0B, 0B, 1 OE,
oz ox Pt aTo (2151)
0B, 0B, 1 OE,

Donde (u,,u,,u,) son las componenetes de la velocidad de la carga. Para que estas
ecuaciones sean validas es necesario que satisfagan la siguiente ecuacion de conti-
nuidad:

Apu)  Ipuy) dpu) 9p _

0. (2.153)
o0x dy 0z ot

Comenzamos por la ecucacion (2.149). Sustituyendo las componenetes de E por las
que tendria E’ segtn las ecuaciones (2.107), (2.109), (2.110) y usando (2.137), se tiene

= 9B, 95, 19E, (2.154)
PEvIPmQ\ Sy Tz T a )| ‘

de donde, usando las ecuaciones (2.149) y (2.150) se obtiene

U
=y <p - ;/%) : (2.155)
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Ahora, usando las ecuaciones de transformacion de la velocidad, ecuaciones (2.34) y
(2.35) y sus inversas, se tiene

_ 1, Uy
P—7<P +C2Pux>,

(2.156)
que tiene la misma expresion que obtuvimos en la ecuacién (2.99).

Ahora, la invarianza de las ecuaciones (2.150)-(2.152) se obtiene facilmente. Toma-

mos la ecuacion (2.150) y sustituimos las componentes del campo magnético por sus
transformadas usando las ecuaciones (2.119)-(2.121), obteniendo

0B, 0B, pu, 1 OF,
oy 9z v

» o (2.157)
y utilizando (2.156) y (2.34) queda

0B, 0B v . 10E!
oy oz 1 |7 (- Z”“Xﬂ ST (@158
Es decir, se obtiene
0B’ 0B OE'
z _ ’ /+ 1 X
0y 0z Hop ty

— , 2.159
c? ot ( )
que tiene la misma forma que la ecuacion (2.150). Transformando las ecuaciones res-
tantes, ecuaciones (2.151) y (2.152), de la misma forma se obtienen

0B, 9B o, 195
o7 ow PNt a (2160
0B, 9B, g, 19F,
o 9y = Hop'u, + 2 o7 (2.161)

De esta forma, comprobamos que las ecuaciones de Maxwell son invariantes bajo
las transformaciones de Lorentz de la relatividad especial.
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Analizaremos en esta seccion los diagramas de Minkowski, apoyandonos en [2],
[5], [8] y [6]. Estos diagramas nos proporcionan una herramienta matematica muy
util para comprender las consecuencias de la relatividad especial.

El espacio de Minkowski es un espacio cuatridimensional donde puede represen-
tarse cualquier evento. En él, cada evento esta caracterizado por sus coordenadas de
posicion x, y, z y del momento ¢ en el que ocurre. En el espacio-tiempo de Minkowski
en cuatro dimensiones, la ecuaciéon

A —xt-y —22=0=+° (3.1)

representa la trayectoria (llamada en el caso bidimensional linea de mundo) de una
sefal de luz esférica emitida desde el origen x = y = z = 0 en el instante r = 0. En
cada momento la sefial consiste en una esfera de radio ct. Consideraremos en adelante
por simplicidad el caso bidimensional.

La dilatacion del tiempo y la relatividad de la simultaneidad vistas anteriormente,
pueden visualizarse haciendo uso del diagrama de Minkowsi. Dicho diagrama es una
representacion grafica del espacio-tiempo que solo considera una dimensioén espacial
x y el tiempo ¢. El eje horizontal corresponde al espacio x, mientras que el vertical
corresponde al tiempo, w = ct. Utilizamos ct en lugar de ¢, para mantener la consis-
tencia entre la medicion del tiempo y la distancia en la geometria del espacio-tiempo.
Asi, la medida 1m en el eje vertical indica el tiempo que tarda la luz en recorrer un
metro segun el observador O.

Las ecuaciones de Lorentz para pasar de un sistema .S a otro .S” que se mueve con
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velocidad constante v respecto al primero, en funcién de w son:

x'+ (v/c)w
X =

V1 —vz/cz’
W w—(v/c)x

- V1= 1)2/02’

w' + (v/c)x’

Comenzamos trazando los ejes x y w del sistema .S, ortogonales entre si. Para
representar el movimiento de una particula en este sistema, se traza una curva llamada
linea de mundo. Las lineas de mundo de la luz son las rectas ¢t = x y ¢t = —Xx, que
forman un angulo de 45° con el eje del tiempo, como vemos en la Figura 3.1.

La tangente a la linea de mundo de cualquier objeto, esta dada por: dx/dw =
%(dx/dt) y esta inclinada respecto al eje del tiempo en un dngulo de ¢p = arctg(dx/dw) =
arctg(u/c) donde u es la velocidad del objeto. Este angulo ¢ es siempre menor a 45°,

ya que de lo contrario significaria que el objeto tiene velocidad igual o superior a la
de la luz en ese punto.

Vamos a trazar ahora los ejes x" y w’, correspondientes al sistema de referencia .S’.
Para trazar el eje w’, imponemos x’ = 0, obteniendo x = (v/c)w. De la misma forma,
el eje x” se obtiene imponiendo w’ = 0. Tenemos en ese caso la recta w = (v/c)x.
Observamos que el angulo entre los ejes espaciales x y x’ es el mismo que entre los
ejes temporales, w y w’, como puede verse en la Figura 3.2.

Procedemos ahora a la calibracion de los ejes. Para ello usaremos la cantidad
x> — w?, que como vimos en la ecuacién (2.12), es un invariante. Es importante la
calibracion de los ejes, ya que las distancias entre las marcas de referencia de los ejes
de cada observador no miden lo mismo. Para encontrar la relacion entre las marcas
de los ejes temporales, notamos que la rama superior de la hipérbola x> — w? = —1
corta al eje w en w = 1y al eje w' en w' = 1. Similarmente, la rama derecha de la
hipérbola x?> — w? = 1 corta al eje x en x = 1 y a cualquier eje x’ en x’ = 1, como se
muestra en la Figura 3.2. A estas hipérbolas se las llama curvas de calibracion.

Como ya sabiamos, el intervalo de unidad de tiempo a lo a lo largo de w' es mayor
que el de la unidad de tiempo a lo largo de w y el intervalo de longitud a lo largo de
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w=ct Lineade mundodeun

objeto /

Linea de mundo
de la luz

Figura 3.1: Lugar geométrico de los puntos espacio-tiempo del movimiento de una particula.
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Figura 3.2: Calibrado de los ejes del observador O’.
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x’" mayor que el de la unidad de longitud a lo largo de x.

Supongamos que ocurren dos eventos A y B dentro del espacio delimitado por las
lineas de mundo de la luz, como se muestra en la Figura 3.3. El orden causal en que
ocurren dichos eventos es el mismo para ambos observadores, es decir, estan conec-
tados causalmente, esta claro que A ocurre en el presente de ambos observadores, y
B, en el futuro de los mismos. Sin embargo si nos fijamos en dos eventos que estan
fuera de este espacio, como lo son A y D, vemos que en el sistema .S, estos eventos
ocurren simultaneamente, pero en .S, el evento A ocurrié antes que D, quedando asi
visualizada la relatividad de la simulatenidad. Asimismo, los eventos A y C invierten
su orden al cambiar de observador.

Supongamos ahora un espacio tridimensional para verlo mejor (Figura 3.4). En es-
te caso, en cada instante la sefial consiste en una circunferencia de radio ct. Dibujando
las coordenadas de posicion x(¥) e y(t), la trayectoria de la luz que parte del origen en
t = 0 corresponde a un cono con el vértice en el origen, llamado cono de luz del futuro.
Asimismo, la trayectoria de la luz que llega al origen en # = 0 corresponde a un cono
invertido con vértice en el origen, el cono de luz del pasado.

2 242 _

Los puntos dentro del cono de luz satisfacen s* = ¢ x? — y* > 0, mientras que

los puntos fuera del cono de luz satisfacen s> = ¢?t? — x> — y* < 0.

Cualquier evento que ocurra dentro del cono de luz esta en contacto causal con
el origen de coordenadas, que representa al observador en el presente y situado en
x =y = 0. Es decir, este observador puede recibir sefiales de eventos que ocurrieron
en el cono pasado, asi como enviar sefnales a puntos en el cono futuro, pero nunca
podra percibir ni enviar sefales a eventos fuera de los conos.

Veamos qué significa esto para un observador en el universo. Por ejemplo, pense-
mos en enviar una sefial luminosa a una persona que se encuentra en la Luna (suceso),
como muestra la Figura 3.5. Esta persona vera aparecer la luz un segundo después de
encenderla, en = 1, ya que la Luna se encuentra aproximadamente a 300.000km, que
es la constante ¢, y en ese momento habra entrado en el cono de luz futuro del suceso.
Para que la persona en la Luna recibiese la sefial en el presente ( = 0) deberiamos
haber encedido la luz un segundo antes.

Dos sucesos (ct,, Xy, ¥, 2;) y (ct,, X,, ¥,, Z,) en el diagrama tridimensional de Min-
kowski estan separados por la cantidad

As? =2ty —1,)" — (X, — x)* = 0y — ¥))* — (2, — 2))*. (3.6)
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Figura 3.3: Los sucesos A y D son simultaneos para O pero no para O’. El suceso B ocurre
después que el A, tanto para O como para O’. El suceso C ocurre después que el A para O
pero antes que el A para O'.
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CONO pE Luz PASAPC

Figura 3.4: Cono de sucesos casualmente conectados con el origen.

t(s) Cono de luz futuro del suceso

.-'f -
-
7 Luna WWM 458

Figura 3.5: Se envia una sefial luminosa a la persona en la Luna. Se representa como esta
entra en el cono de luz futuro del suceso.
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Si esta cantidad es mayor que 0, entonces los sucesos se dicen separados por trayec-
torias de tipo tiempo; mientras que si es negativa, estan separados por trayectorias
de tipo espacio. Cualquier punto dentro del cono de luz esta en contacto causal con
el origen. Sin embargo, ninguna sefial de luz llegaria desde el origen a un suceso que
esté tan alejado que se salga del cono (s2<0); asi como ninguna sefial de este suceso
llegaria al origen.

Los sucesos conectados causalmente son los que ocurren dentro del cono, separa-
dos por trayectorias temporales. Aqui, no hay ningtiin observador inercial que pueda
medir sucesos separados temporalmente como sucesos simultaneos. El orden tempo-
ral de los sucesos es el mismo para cualquier observador inercial.

Los sucesos no conectados causalmente son los que quedan fuera de este cono,
separados por trayectorias espaciales. En este caso, siempre es posible encontrar un
observador inercial que pueda medir sucesos separados espacialmente como sucesos
simultaneos. Como vemos, el orden temporal de los sucesos depende del observador.

Matematicamente, el espacio de Minkowski tiene la estructura de un espacio vec-
torial, por lo que podemos considerar que s es la norma del vector cuatridimensional
(ct,x,y, z), ya que es invariante, como debe ser una norma. Es decir,

s2 = ||(ct, x, y, 2)||%. (3.7)

Sin embargo, a diferencia de lo que ocurre en R”, donde la norma euclidea es definida
positiva, en el espacio de Minkowski hay vectores con norma nula que no son el vector
0, e incluso vectores cuya norma al cuadrado es negativa. Esta norma va asociada a
un producto escalar s> = ((ct, x, y, z)|(ct, x, , z)) definido como

(vlw) = v,w, —vw, —v,W, - VW,

con v, w € R*. Asi, aunque en la Figura 3.2 se intuya lo contrario, segin esta defini-
cion, tanto el sistema de referencia O como el O’ forman bases ortogonales completas
del espacio de Minkowski.

3.1 Dilatacion del tiempo y contraccion de las longi-
tudes

En esta seccion veremos como a partir de los diagramas de Minkowski podemos
representar la dilataciéon temporal y la contraccion de la longitud.
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Para representar graficamente la contraccion de la longitud, supongamos que te-
nemos una varilla fija en el sistema .S con sus extremos en x = 3 y x = 4. La longitud
en reposo en .S sera entonces la distancia entre los eventos simultaneos E1 y E2,
como muestra la Figura 3.6.

Sin embargo, estos mismos eventos no son simultaneos en el sistema en movi-
miento S’, por lo que en él la distancia de la varilla cambia. En .S, se debe calcular la
distancia entre los extremos de la varilla medidos simultaneamente, es decir, estando
ambos en el eje x’. Para ello medimos la separacion en S’ de las intersecciones de las
lineas de mundo de los eventos con el eje x’, o cualquier recta paralela al eje x', ya
que estos puntos de intersecciones representan eventos simultaneos en .S”.

Ademas, se puede notar que la coordenada x’ de cada punto extremo decrece a
medida que transcurre el tiempo, lo cual concuerda con el hecho de que la varilla se
desplaza hacia la izquierda en .S’.

Suponemos ahora que la misma varilla se encuentra en reposo en S’, con puntos
extremos en x’ = 3 y x’ = 4, como vemos en la Figura 3.7. La longitud en .S’ sera la
interseccion de las lineas de mundo de los extremos, que son paralelas el eje w’, con
el eje X/, es decir, 1 metro. Para medir la distancia en .S, se traza una paralela al eje
X que corte con ambas lineas de mundo y se mide la distancia entre estos puntos de
interseccion, obteniendo una distancia menor a 1 metro, ya que la varilla se desplaza
hacia la derecha.

De manera similar podemos ver representada la dilatacién del tiempo en la Figura
3.8. Supongamos que en el punto x = 2.3 colocamos un reloj y que en dicho punto
ocurren dos eventos 7’1 y T2 separados por un intervalo de tiempo de 1 unidad segin
lo mide el reloj. En S’, este reloj se mueve hacia la izquierda, por lo que los eventos
suceden en distintos lugares. Para medir en S’ el intervalo de tiempo entre estos suce-
so0s, necesitamos por lo tanto dos relojes, situados en la coordenada x’ de cada evento.
El tiempo transcurrido entre ambos eventos para .S’ sera entonces la diferencia entre
las intersecciones de las lineas paralelas al eje x" que pasan por cada evento con el eje
w'. En la figura podemos ver que esta diferencia es mayor a 1. Es decir, desde el punto
de vista de .5, el reloj en movimiento parece marchar mas lentamente.

En la misma figura podemos ver también el caso reciproco, en que medimos even-
tos que ocurren en el mismo lugar en .S’, con una diferencia de 1 unidad de tiempo
en w' entre ellos. Para medir esta diferencia en S, puesto que en este caso el reloj se
desplaza hacia la izquierda, necesitaremos dos relojes, ya que nuestros eventos no son
simultaneos aqui. Calculamos la diferencia de tiempo intersecando las lineas paralelas
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Figura 3.6: Varilla fija en el sistema .S con extremos en los puntos x = 3 y x = 4. Los extremos
de la varilla se marcan como los eventos E1 y E2. Para medir la varilla en S’, se registran
los eventos E1y E3 6 E4y E2, que son las intersecciones de las lineas de mundo con lineas
paralelas al eje x’.
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Figura 3.7: Varilla fija en el sistema S’ con extremos en x’ = 3 y x’ = 4. La medida de la
varilla en S se calcula intersectando las lineas de mundo de los extremos de la varilla con
cualquier recta paralela al eje x.
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Figura 3.8: Se coloca un reloj en el punto x = 2.3, donde ocurren dos eventos T'1 y T2 separa-
dos en un intervalo de tiempo de 1 unidad segun lo mide el reloj. En S’ utilizamos dos relojes
para medir el anterior intervalo de tiempo, siendo este la distancia entre las intersecciones de
las lineas paralelas al eje x” que pasan por cada evento con el eje w'. Se coloca otro reloj en S’
en el punto x’ = 3 donde ocurren los eventos U1 y U2, que en el sistema .S estan separados
por un intervalo de tiempo mayor.
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al eje x que pasan por el punto de cada evento con el eje w y midiendo la diferencia
entre ambos puntos de interseccién, obteniendo una diferencia mayor a 1. Al igual
que antes, para .S, el reloj que se mueve marcha mas lentamente.

3.2 Paradoja de los gemelos

Como vimos anteriormente, debido a la dilatacion del tiempo, un reloj en movi-
miento a una velocidad constante v relativa a un sistema inercial que contiene relojes
sincronizados registra un tiempo menor por el factor 4/1 — v?/c? cuando se le registra
por dichos relojes, siendo esta situacion reciproca.

Volvamos ahora a la situacién planteada en la seccion 2.4 sobre la paradoja de los
gemelos. En este caso tenemos un unico reloj en movimiento y queremos compararlo
con el reloj en reposo, lo cual podemos hacer porque coinciden dos veces, en la salida
y en la llegada de Mateo. Sin embargo, la situacion ahora no es reciproca, puesto
que, para dar la vuelta, Mateo ha debido frenar y volver a acelerar, lo cual produce
cambios en su cuerpo que le hacen notar que de hecho es él el que se estda moviendo.
Pensemos en el ejemplo numérico estudiado anteriormente, en el que el planeta P se
encuentra a 4 afos luz de la Tierra. El tiempo transcurrido para Pedro es de 10 afios en
total. Su linea de mundo en el diagrama de Minkowski sera el mismo eje ct. La linea
de mundo de Mateo se dibuja teniendo en cuenta que se desplaza a 0.8¢ respecto a
Pedro, obteniendo asi el eje ct’ que esta inclinado respecto al eje ¢t como muestra la
Figura 3.9.

Obtuvimos que se registran 3 afios en el eje ¢/, correspondiendo cada punto a
la sefial anual de afio nuevo del reloj de Mateo. Pasado este tiempo, Mateo llega al
planeta Py se traslada al sistema .S, trazando una nueva linea de mundo, el eje ct”,
el cual registra otros 3 afios para la vuelta.

Cada vez que Mateo registre un afno con su reloj, le enviara una sefial a Pedro,
quién lo anotara en su sistema. Para representar esto en nuestro diagrama, trazamos
de cada punto sobre la linea de mundo de Mateo una recta inclinada 45° con respecto
a sus ejes, correspondiendo a la sefal luminosa, y la intersectamos con la linea de
mundo de Pedro. De igual manera, las sefiales del reloj de Pedro son rectas, parten de
cada punto situado en la linea de mundo de Pedro, inclinadas 45° con respecto a los
ejes del sistema .S, que intersectan con las lineas de mundo de los sistemas S’ y S”
en los que se mueve Mateo. Observamos que cada vez que Pedro registra 3 afios, le
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w =ct
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Punto en que
empieza el regreso
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Figura 3.9: Grafica espacio-tiempo de la paradoja de los gemelos. Se muestra la linea
de mundo de Pedro, quien esta fijo, asi como las lineas de mundo de Mateo al alejarse
(la cual es muy cercana a la linea de mundo de la luz puesto que la velocidad es 0.8¢)
y al regresar a la Tierra. Pedro envia a Mateo 10 sefiales, mientras que Mateo a Pedro
envia solo 6 sefiales. Ademas, la frecuencia de las sefiales aumenta en el Ultimo afio
para Pedro y en los ultimos tres afios para Mateo, que coinciden con su regreso, debido
al efecto Doppler.
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llega la sefial indicandole que Mateo solo ha registrado 1 afio.

Este diagrama espacio-tiempo se puede comprobar numéricamente por el efecto
Doppler. A medida que los gemelos se alejan uno del otro, la frecuencia de sus sefiales
se reducen, en este caso, en el factor Doppler siguiente segtn la ecuacion (2.25):

c—U=\/c—O.8c=\/%=\/I=l- 58)
c+v Ve+08c V18 Vo3

Luego, la frecuencia de las senales recibidas por Mateo a medida que se aleja es de una

sefial cada tres de sus afos. Reciprocamente, Pedro rebira sefiales de Mateo a medida
que se aleja una vez cada 3 de sus afnos, recibiendo 3 sefales en 9 afios. A medida
que se aproximan, la frecuencia de sus sefiales aumenta, ya que en este caso, segun la
ecuacion (2.24) el factor Doppler sera:

c+v 1.8 9
\/c—v \/0.2 =3 (39

Es decir, Mateo recibe 9 sefiales de Pedro mientras regresa en 3 de sus afios, al igual

que Pedro recibe 3 sefiales de Mateo en el ultimo afio antes de que este regrese. Los
registros de Pedro demuestran que recibi6 sefiales a frecuencia retardada durante 9
anos y a frecuencia rapida durante 1 afio, es decir, que Mateo se alej6 durante 9 afios y
volvid en 1 solo afio. Igualmente, Mateo registra que él recibi6 sefiales a una frecuencia
retardada durante 3 afios, y a una frecuencia rapida en los 3 afios del regreso. A pesar
de esto, ambos gemelos estan de acuerdo en que han pasado 10 afios para Pedro y
solo 6 para Mateo. Estos hechos reflejan la asimetria esencial que resuelve la supuesta
paradoja.
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Conclusiones

» Hemos comenzado estudiando la teoria clasica de la relatividad, en la cual las

transformaciones galileanas postulaban la naturaleza absoluta del espacio y del
tiempo. Sin embargo, a través del experimento de Michelson-Morley, obtuvi-
mos un resultado contradictorio. Tedricamente, aparecia una diferencia de fase
entre ambos rayos, pero experimentalmente esto no ocurria. A partir de este
resultado, nos adentramos en el desarrollo de la teoria de la relatividad especial
de Einstein, estableciendo sus dos postulados: la constancia de la velocidad de
la luz en todos los sistemas inerciales y la uniformidad de las leyes de la fisica
en todos los sistemas inerciales. Para mantener la invarianza de la velocidad de
la luz, se introdujeron las transformaciones de Lorentz.

De las transformaciones de Lorenz hemos deducido directamente que el tiempo
transcurrido para un observador en reposo se dilata respecto al tiempo medi-
do por otro observador que se mueve respecto a él a una velocidad cercana a
la de la luz. De la misma forma, las longitudes medidas por un observador en
movimiento relativo se contraen respecto a las longitudes medidas por otro ob-
servador en reposo respecto a él. Como consecuencia de estas observaciones,
concluimos que el concepto de simultaneidad es relativo gracias a un sencillo
experimento mental. Seguidamente, presentamos una famosa paradoja, la Pa-
radoja de los Gemelos, que ilustra la asimetria en la dilataciéon del tiempo y se
resuelve al tener en cuenta que el gemelo que viajo experiment6 aceleraciones
y cambios en su velocidad.

Una vez analizadas las transformaciones de Lorentz del tiempo y del espacio,
pasamos a transformar la velocidad, y con ella, la cantidad de movimiento, la
energia y la fuerza. La transformacion de la cantidad de movimiento nos llevo
a definir el concepto de masa relativista. A diferencia de la masa en reposo, la
masa relativista no es constante, sino que aumenta a medida que la velocidad
de la particula se acerca a la velocidad de la luz (c¢). De manera similar, al dedu-
cir la expresion relativista de la energia total, se revelo el concepto de energia
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en reposo. A través de esta nocién, comprendimos que la energia cinética de
una particula se convierte en masa, tal como se expresa la famosa ecuacion de
Einstein E = mc?.

= Necesitabamos comprobar que nuestra nueva teoria, con todos los ajustes rela-
tivistas realizados, era realmente consistente con el electromagnetismo de Max-
well. Con este fin, impusimos la invarianza de las ecuaciones de Maxwell para
demostrar que esto requeria que los campos eléctrico y magnético se transfor-
maran exactamente de la forma en que lo hacen segtn la relatividad especial.
De esta forma, qued6 estudiada la forma en que Einstein reconcilié las ecua-
ciones de Maxwell para el electromagnetismo con las leyes de la mecanica para
cuerpos moviéndose a velocidades proximas a la de la luz.

» Para finalizar, discutimos la estructura del espacio de Minkowski, que describe
el espacio-tiempo en la relatividad especial. Con el objetivo de visualizar los
efectos relativistas desarrollamos los diagramas de Minkowski, los cuales se
restringen a dos dimensiones: el tiempo y el espacio unidimensional. Al analizar
los diagramas, encontramos que cada evento posee un cono de luz futuro y un
cono de luz pasado, de manera que ninguna sefal procedente de fuera del cono
puede alcanzar dicho evento. Por ultimo, retomamos el estudio de la Paradoja
de los Gemelos y representamos la situaciéon en nuestros diagramas.

La relatividad especial desafia nuestra intuicion clasica y nos brinda una comprension
profunda de la natrualeza del espacio y el tiempo.
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