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RESUMEN 1

Resumen

Este Trabajo de Fin de Grado tiene como objetivo presentar los grupos de homoto-
pia y demostrar algunos teoremas fundamentales sobre estos. Para ello, se introducen
conceptos recurrentes en teoria de homotopia como son los CW-complejos y las fi-
braciones. A continuacion, definimos los grupos de homotopia y desarrollamos herra-
mientas algebraicas para estudiarlos. Finalmente, se empleara todo el trabajo anterior
para demostrar los teoremas mencionados con detalle. Paralelamente, se presentan
tanto ejemplos que ilustran el uso de la teoria desarrollada, como el problema del
célculo de grupos de homotopia de las esferas, que motivo su estudio.

Abstract

This Final Undergraduate Project aims to present homotopy groups and to prove
some fundamental theorems about them. For that purpose, we begin introducing the
concepts of CW-complexes and fibrations, recurring in homotopy theory. We proceed
by defining homotopy groups and developing some algebraic tools around them. In
the end, we will apply all this work to prove in detail the theorems mentioned before.
Simultaneously, we also present examples that show how the previous theory works,
as well as the problem of the computation of homotopy groups on spheres, which is
the main classical problem of homotopy theory.






Introduccion

Los grupos de homotopia fueron introducidos por primera vez por Cech a princi-
pios de los afios 30, aunque Poincaré ya conocia perfectamente el grupo fundamental
a principios del siglo XX. Los primeros calculos de grupos de homotopia de esferas
parecian indicar que estos se comportaban de manera muy similar a los de homolo-
gia. La prueba de Hopf de que 75(:S?) 2 H,;(S?) supuso una conmocién que atrajo el
interés en estos invariantes.

Pronto se hizo patente que estos grupos poseian una estructura diferente a la de
los grupos de homologia, y que en general eran bastante mas dificiles de calcular. El
célculo completo de los grupos de homotopia de las esferas sigue estando abierto a dia
de hoy y ha sido el principal motor de la teoria de homotopia clasica. El objetivo del
presente trabajo es introducir los grupos de homotopia y las herramientas mas basicas
y fundamentales para su calculo. Al mismo tiempo, se calculan los casos iniciales de
grupos de homotopia de esferas (todos ellos isomorfos a los grupos de homologia)
hasta llegar al calculo ya mencionado de Hopf de 7;(:5?).

En el primer capitulo, hablaremos sobre los CW-complejos, CW-complejos rela-
tivos, espacios recubridores y fibraciones. La estructura de los CW complejos es es-
pecialmente adecuada para el calculo de los grupos de homotopia, y las fibraciones
permiten establecer relaciones entre grupos de homotopia via sucesiones exactas; es-
tas propiedades dan lugar a que la aparicion de CW-complejos y fibraciones sea natu-
ral en este contexto. Los CW-complejos relativos y espacios recubridores son un caso
mas general y un caso particular de los anteriores respectivamente.

Definiremos los grupos de homotopia cuando lleguemos al segundo capitulo, cuyo
objetivo es describir sus propiedades mas basicas y desarrollar algunas herramientas
de célculo. En particular, tras introducir los grupos de homotopia obtenemos la suce-
sion exacta larga de homotopia de un par, de una fibraciéon y de una aplicacion.
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Finalmente, en el tercer capitulo se usaran todos los resultados anteriores para pro-
bar cinco teoremas fundamentales sobre el comportamiento de los grupos de homo-
topia. El Teorema de Aproximaciéon Celular, como el Teorema de Aproximaciéon Sim-
plicial en complejos simpliciales, nos labrara el terreno para poder asumir en adelante
celularidad sobre nuestras aplicaciones al trabajar con CW-complejos salvo homoto-
pia. Esta asuncion nos permitira calcular una gran cantidad de grupos de homotopia,
aunque todos ellos triviales. El Teorema de Whitehead nos demuestra que las con-
diciones suficientes para tener una equivalencia de homotopia entre CW-complejos
son mas débiles que en espacios generales y se pueden caracterizar con sus grupos de
homotopia (que no su tipo de homotopia).

El Teorema de Escision de Homotopia deja ver unos de los motivos por los que los
grupos de homotopia son computacionalmente mas complejos que los de homologia,
pues la propiedad de escision, a diferencia que en homologia, solo se puede asegurar
en un cierto rango de dimensiones. Utilizando herramientas elementales, en este tra-
bajo ofrecemos una demostraciéon con un grado de detalle que no hemos encontrado
en la literatura. Como consecuencia del teorema de escision se obtiene el Teorema de
Suspension de Freudenthal, el calculo de z,(S") para n > 2, los grupos de homotopia
estables, y el calculo de Hopf de nS(SZ). Para terminar, demostramos el Teorema de
Hurewicz que nos relaciona los grupos de homotopia y de homologia, y facilita bajo
ciertas condiciones el calculo de los primeros a través de los segundos.

A continuacioén, listamos notacion relevante que usaremos durante este trabajo:

G: categoria de grupos.

T : categoria de espacios topologicos.

» PT: categoria de espacios topoldgicos con punto base.

» [:intervalo unidad cerrado.

= D": disco unidad cerrado en R”.

= S”: esfera unidad cerrada en R"*!. Es subespacio de D"*!.

» 1,:aplicaciéon identidad del espacio topologico X.

= Y¥: conjunto de aplicaciones continuas f : X — Y.

= C(X",..,X%Y", ...,Y"): conjunto de aplicaciones continuas f : X" — Y" tales
que X°c..cxnYy’c..cy” yf(X)CY" Vr=0,...,n

» f ~, g:lasaplicaciones f y g son homotopicas, y H es una homotopia entre
ellas. La H se omite en la notacion si esta sobreentendida o no es relevante.

» X ~ Y:los espacios X e Y tienen el mismo tipo de homotopia.

= X =, Y:los espacios (resp. grupos) X e Y son homeomorfos (resp. isomorfos),

y f es un homeomorfismo (resp. isomorfismo) entre ellos.
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= f - g:producto de los caminos f y g.

Ademas, se entendera siempre que las aplicaciones son continuas a menos que se
especifique lo contrario. En el contexto de CW-complejos se sobreentiende que los
espacios con los que trabajamos siempre son Hausdorff.






1 | Conceptos preliminares

Dedicamos este primer capitulo a introducir herramientas de la topologia alge-
braica que necesitaremos durante el trabajo. Estudiaremos los CW-complejos, inclu-
yendo su version relativa, y los espacios recubridores, para posteriormente describir
el concepto mas general de fibracion.

Una vez descritas, estas herramientas se usaran en adelante sin necesidad de una
mencion explicita.

1.1 CW-complejos

En el estudio de los grupos de homotopia, se necesitan con frecuencia tener espa-
cios con buenas propiedades y con una estructura manejable; para ello, se introducen
los CW-complejos. Estos espacios se descomponen en piezas elementales llamadas
celdas, y a esta descomposicidn, bajo ciertas restricciones, es a lo que llamaremos una
estructura de CW-complejo. No todos los espacios admiten esta estructura, pero si
una gran parte de los espacios interesantes desde el punto de vista de la teoria de
homotopia.

La descomposicion anterior se puede ver, a la inversa, como un proceso construc-
tivo que va aumentando la dimension de nuestro complejo, a través de un proceso de
pegamiento de celdas. Esto nos permitira no solo construir espacios de manera mas
abstracta sin necesidad de una inmersion concreta en algin R”, sino entender nuestro
espacio de manera combinatoria: las relaciones de las celdas con el resto del complejo
nos determinan (salvo homeomorfismo) el espacio subyacente. Esta herramienta sera
muy potente para poder desarrollar nuestra tarea con mayor facilidad.

Comenzamos introduciendo la definicion previa de un complejo celular.
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| Definicién 1.1 (Complejo celular). Un complejo celular K sobre un espacio to-
poldgico X es una colecciéon K = e CX neZyaeld,} de subconjuntos de X,
con J,, un cierto conjunto de indices. Al conjunto e se le llama celda de dimension n.
Las celdas deben satisfacer las propiedades 1), 2) y 3) que se enumeran mas abajo.

Sea K" = {e¢/ € K : r < n,a € J,} el n-esqueleto de K, con n > 0, y donde

n — 3 — n 3 n| — r
K" = @ sin < 0. Denotaremos | K| = g} e su espacio subyacente y |K"| = L<J” e
nz\ p
a€dy a€Jy

el de su n-esqueleto. Para cada celda e’ € K, definimos

= de" =e" N |K"!| el borde de e”.

m ¢" =¢" \ de” el interior de e”.
a a o a

Se requiere que K cumpla:

1) X =|K]|.
2) Si é’Z N e°Z’ # @, entonces n = m,a = f.
3) Para cada celda e’ existe aplicacion caracteristica

£ (D" S = (e, det)

sobreyectiva y homeomorfismo entre D" y é”.

Llamamos subcomplejo a una subcolecciéon de K que es propiamente un com-
plejo celular. Asi, si denotamos X" = |K"|, K" es subcomplejo de K con espacio
subyacente X", o dicho de otro modo, X" tiene una estructura natural de complejo
celular inducida por K. Si trabajamos en P7, a veces puede considerarse el punto
base x, como una celda de dimensién —oo, y asi K" = {{x,}} Vn < 0. Ademas, se
deduce de la propiedad 2) que X = | | é".

n>0
a€Jdy

A continuacién introducimos dos conceptos importantes sobre complejos celula-
res.

| Definicién 1.2 (Dimensién de un complejo celular). Dado K complejo celular,
definimos su dimensiéon como dim K = sup {n € Z,, : J, # @}. Si no existe este
supremo, diremos que el complejo es de dimension infinita.

| Definicién 1.3 (Cara y cara inmediata). Dado K complejo celular y dos celdas
e, y e; suyas, se dice que e’} es cara de ey si énn ey + D,y lo denotaremos e/ < ey
Se dice cara inmediata si Ale € K tal que ¢} G ef C e} donde cada una es cara de la

-

siguiente, y lo denotaremos e” < e”.
o B
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m

B
por sus caras {e” } . .,». Ademas, como dos celdas distintas no se pueden cortar en sus
=

Una celda e € K siempre posee una estructura natural de complejo celular dada

interiores, se deduce que si e/ < €Y, entonces e C dey € X™1! porlo que n < m.

Ahora ya estamos preparados para definir qué es un CW-complejo.

| Definicion 1.4 (CW-complejo). Un CW-complejo K sobre un espacio topolégico
X es un complejo celular que cumple las siguientes dos propiedades:

C) Clausura finita (closure-finite): cada celda tiene una cantidad finita de caras (o

de caras inmediatas, equivalentemente).
W) Topologia débil (weak topology): consideramos en X la topologia débil induci-
da por K, es decir, A C X es cerrado © AN e’ es cerrado en e, Ve € K.

Estas propiedades no constituyen grandes restricciones sobre los complejos celu-
ares. De hecho, son propiedades minimas para que nuestros espacios “se comporten
lares. De hech dades mini t
bien” y sean mas faciles para trabajar, perdiendo el minimo de la flexibilidad que nos
ofrecen.

Veamos brevemente como se comportan estos espacios respecto de aplicaciones
continuas y homotopias. Empecemos con las aplicaciones continuas.

Proposiciéon 1.1.  Sean K un CW-complejo sobre X e Y un espacio topoldgico. Sea
Jf 1 X — Y una aplicacion. Entonces f es continua < f|,. es continua Ve’ € K, es
decir, fof es continua Ve € K.

Demostracion. Es consecuencia directa de que los CW-complejos estan dotados de
la topologia débil. [ |

Para ver que los CW-complejos tienen buenas propiedades respecto de homoto-
pias, usaremos la siguiente proposicion, que también tiene interés propio. La demos-
tracion se puede consultar en [Hat01, pg. 524].

Proposiciéon 1.2.  Sean K, K, CW-complejos sobre X, Y respectivamente; entonces
el producto X X Y con celdas K = {e! X e}, e € Ky, ey € Ky} y aplicaciones
caracteristica producto tiene estructura de CW-complejo si se le dota de la topologia

débil.

Notese que la topologia producto no tiene por qué coincidir con la topologia pro-
ducto. Sin embargo, si X o Y son localmente compactos, las topologias coinciden.
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Dotando a I de una estructura de CW-complejo K = {{0}, {1}, I}, se deduce el
siguiente corolario.

Corolario 1.1.  Sean K un CW-complejo sobre X e Y espacio topoldgico. Tomamos
F: X X1 = Y aplicacion. Entonces, F es continua < F|,.,; es continua Vez € K,
es decir, Fo(f” X 1,) es continua Ve! € K.

Describamos a continuacién un procedimiento mas abstracto para construir CW-
complejos, a través del pegamiento de las celdas. Para ello necesitamos un concepto
previo.

| Definicién 1.5 (Cono de una aplicacién). Dada f: (X,x,) = (Y,),), defini-
mos el cono de la aplicacion f como el espacio Y U, C X, esto es, como el conjunto co-
ciente de Y VC X sobre la relacion de equivalencia generada al identificar [x, 1] € CX
con f(x) €Y.

La aplicacion i1 Y — Y U, CX tal que i(y) = [y] es una inmersion, por lo que
podemos ver Y dentro este cono. Ya podemos describir el pegado de celdas.

| Definicion 1.6 (Pegamiento de celdas). Sea g: S"! — X aplicacién continua
sobre un espacio topologico X. Al cono de la aplicacion XU,C.S "1 sellama X conuna
n-celda pegada, y a g se le llama la aplicacion de pegado de la celda. La proyecciéon
g: XVCS"™' - XU, CS" " serestringea f: CS"' - X U, CS"', que es un
homeomorfismo del interior de C.S"~! sobre suimagen. Se dice que f esla aplicacion
caracteristica de la celda. Como CS"~! = D", podemos ver f como una aplicaciéon

fiD,8" > (Xu,CS"X)
Notese que g1 = g.

En general, si tenemos una aplicacién g : V,S8""! — X de unas (n — 1)-esferas en
X, al cono de la aplicacién X U, C(V,S"") = X U, V,(CS"") se le llama X con n-
celdas pegadas. El subconjunto e” = g(C.S"™") es la n-celda con aplicacion de pegado
gl g1, y su aplicacion caracteristica f es q|cg.-1. Pegar una O-celda significa afiadir
un {i)unto disjunto. ’

Como hemos adelantado, podremos construir CW-complejos de esta manera. Se
puede consultar la prueba en [Swi75, pg. 70-71].

Proposicién 1.3. Sea {x,} = X~!' € X° € X! C ... C X" C ... una sucesion de
espacios de manera que X" se obtiene a partir de X"~! pegando n-celdas, n > 0. Si
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dotamos a X = (J X" de la topologia débil (S C X cerrado & S N X" cerrado en
n>—1
X" Vn > —1), entonces el conjunto de todas las celdas K es un CW-complejo sobre

X.

Necesitaremos usar la siguiente propiedad cuando lleguemos al capitulo 3.

Proposicion 1.4. Sea K CW-complejo sobre X y .S C X compacto. Entonces, S se
interseca con una cantidad finita de interiores de celdas de K.

Demostracion. Paracadan >0,a € J,, si Snég # @, elegimos xh € Snég. SeaT el

conjunto de estos puntos. Dado T’ C T, para cadan > 0, a € J,, por la propiedad C)

de CW-complejos, e = ml?l é;}" es union finita, y 7" Ne” es finito, y por tanto, cerrado.
€ <el

Por lo tanto, T tiene la topologia discreta. Como T es subconjunto cerrado de .S, es

compacto. Deducimos que T es compacto y discreto, asi que es finito. [ |

Resulta interesante destacar que los CW-complejos son localmente conexos por
caminos [Hat01, pg. 522], lo que nos permitira hablar indistintamente de conexion y
conexién por caminos.

Como trabajaremos extensivamente con esferas, veamos dos maneras comunes de
dotarlas de estructura de CW-complejo (véase la figura 1.1).

1) Podemos ver S” como un complejo con una O-celda {s,} y una n-celda, donde
necesariamente su aplicacion caracteristica envia el borde de D" en s,,.

2) Tomamos dos celdas de cada dimension desde O hasta n, y las vamos pegando
inductivamente viendo S"~! como el ecuador de S”.

La primera de ellas es mas simple, pero la segunda nos permite ver un ecuador de
una n-esfera como un subcomplejo suyo, de dimension n — 1.

Figura 1.1: Dos estructuras de CW-complejo sobre la 2-esfera.
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1.2 CW-complejos relativos

Los CW-complejos relativos son la generalizaciéon natural del concepto de CW-
complejo a pares de espacios. Veamos primero como se pegan celdas a un par.

| Definicién 1.7 (Pegamiento de celdas sobre un par). Seag: (S"!,s,) = (X, A)
aplicacion continua sobre un par (X, 4). A (XU, C S"~1. A)selollama (X, A) con una
n-celda pegada, y a g se le llama la aplicacion de pegado de la celda. La proyecciéon
g: (XVvCS™ A - (X U, CS =1 A) restringida al cono resulta en una aplicacién
[ (CS",59) = (X U, CS"!, A), que es un homeomorfismo del interior de C.S"~!
sobre su imagen. Se dice que f es la aplicacion caracteristica de la celda. Como
CS"™! =~ D", podemos ver f como una aplicacion

f(D",8") > Xy, CS" X)
Notese que f|g1 = g.

Se puede generalizar la definicién anterior al pegamiento de un nimero arbitrario
de n-celdas de manera analoga a como se hace en el pegamiento de una celda a un
espacio. A través de los pegados de celdas se construyen los CW-complejos relativos.

| Definicién 1.8 (CW-complejo relativo). Sea X un espacio topolégicoy A C X
subespacio suyo. Una estructura de CW-complejo relativo sobre un par (X, A) es una
sucesion

A=X,A'cx. A c...cx, A cxX, A" c..cX

de manera que (X, A)" se obtiene a partir de (X, A)"~! pegando n-celdas, Vn > 0,
y tales que X = [J (X, A)". El conjunto (X, A)" se dice su n-esqueleto. Ademas,

n>—1

dotamos de la topologia débil: S C X es cerrado & S N (X, A)" es cerrado Vn > —1.

La dimension de (X, A) se define como dim (X, A) =inf {n >0 : (X,A)" = X}.
Como en el caso absoluto, esta puede ser infinita.

Notese que, efectivamente, una estructura de CW-complejo relativo sobre un par
(X,A) con A = {x,} es una estructura de CW-complejo sobre X. Reciprocamente,
si X es un CW-complejo y A subcomplejo, (X, A) es un CW-complejo relativo. Para
simplificar la notacion y siempre que A esté fijado, también denotaremos (X, A)” sim-
plemente como X". Ademas, no es dificil ver que se puede dotar a X /A de estructura
de CW-complejo.
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Brevemente, describamos un proceso para inducir aplicaciones (y homotopias) que
usaremos con frecuencia en el tercer capitulo.

Proposicion 1.5. Sean (X, A) un CW-complejo relativo en el que X se obtiene pe-
gando una n-celda e” a A, e Y un espacio topologico. Tenemos dos aplicaciones conti-
nuas, f: A—> Y yg: D" — Y tales que,si¢: S"! - A eslaaplicacién de pegado
de e”, se tiene que fo¢ = g|q.-1. Entonces, estas aplicaciones inducen a su vez una
aplicacién continua f : X — Y tal que f|, = f, una extensiéon de f sobre la celda.

Demostracion.  Es una aplicacion directa de las propiedades de los cocientes. Consi-

deramos el diagrama conmutativo

fug

AUD" ——
f -
ll’ g
_-

X=AuUu¢

Y

donde la relacién generada por a ~ x < a = ¢(x) Va € AVx € S" ! esla que da
lugar al cociente. La aplicacién f LI g es compatible con esta relacion porque, dados
a€ Ay x € 8" ! relacionados, (f U g)(a) = f(a) = (fop)(x) = g(x) = (f U g)(x).
La aplicacién buscada es la f en la diagonal resultado del teorema. [ |

Observacion 1.1. En las condiciones de la proposicion anterior, se puede ver ana-
logamente que si tenemos G : D" X I — Y homotopia rel S"! tal que G, = g, se
induce una homotopia H: X X I — Y que extiende a H y es estacionaria en A
(H,=fVvtel).

Esta proposicion también se puede usar cuando se pegan varias n-celdas al mismo
tiempo, tomando LI, D" y U,¢,. También se puede dar una version para P7 si las
aplicaciones preservan el punto base y la suma puntual desempeifia el rol de la union
disjunta.

1.3 Espacios recubridores

Introducimos brevemente el concepto de un espacio recubridor. Estos espacios
nos ayudaran en el calculo de los grupos de homotopia, como ya sabemos que nos
permiten calcular el grupo fundamental de la circunferencia. Seguimos la seccion §1.3
de [Hato01].
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| Definicion 1.9 (Espacio recubridor). Dado X un espacio topolégico, un espacio
recubridor es un par formado por un espacio X y una aplicacién continua y sobreyec-
tivap: X - X, llamada aplicacion recubridora, tales que Vx € X existe U entorno

abierto de x de manera que p~!(U) = | | U, unién disjunta de abiertos y p|,, es un
aEA ¢
homeomorfismo entre U, y U Va € A. Los entornos que cumplen esta propiedad se

dicen uniformemente cubiertos.

El ejemplo clasico de espacio recubridor es el par (R, p), donde p es la aplicacion
p(t) = (cos(2xt), sin(2xt)) que recubre S'. Si recordamos el célculo de 7,(S!), debia-
mos elevar los caminos sobre S! a caminos sobre R. Hablemos de una manera un
poco mas general sobre este concepto.

| Definicién 1.10 (Elevacién). Dadasp: E — By f: X — B aplicaciones con-
tinuas, una aplicacién continua f : X — E se llama una elevacién de f si pof = f,
es decir, una aplicacién continua f que haga que el siguiente diagrama conmute

E
L)
Y

X — B
| Definicién 1.11 (HLP). Una aplicacién p: E — B se dice que tiene la propiedad
de elevacion de homotopia (HLP, del inglés, homotopy lifting property) respecto de un
espacio X si para toda aplicacién continua f : X — B con una elevaciéon f: X — E
y toda homotopia H : X X I — B de f existe una homotopia H: X X I — Bde f

que eleva a H, es decir, tal que pofI = H.

Estas definiciones en 7 se pueden extender a P7 tomando las homotopias relati-
vas al punto base correspondiente.

Sabemos que p: R — S! descrita anteriormente tiene la HLP respecto a I, es
decir, podemos elevar caminos en la circunferencia a caminos en R. Es mas, pode-
mos hacer esto fijando un punto base s, tanto en S'! como x, € R, donde claramente
X, € p~'(s,) = Z. Esta propiedad se da en general para todos los espacios recubrido-
res.

Proposiciéon 1.6. Una aplicacion recubridora p : (X, Xy) — (X, x,) tiene la HLP res-
pecto de cualquier espacio topolédgico, y la homotopia elevada es unica.

Demostracion. Sean Y un espacio topologico cualquiera, f : Y — X aplicacién con-
tinua con una elevacién f: ¥ — Xy H: Y X I - X homotopia tal que f = H,,.
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Fijemos y, € Y y construyamos una homotopia H i NXI - X que eleve H|y,;
con N un cierto entorno abierto de y,. De ahora en adelante y por comodidad, da-
dos a, b € R, entendemos (a, b) como la interseccion de este intervalo con I, abierto
basico en 1.

Para cadat € I, sea U, un abierto uniformemente cubierto de H (y,, t). Por conti-
nuidad de la aplicaciéon H existe un entorno abierto de (y,, t) de la forma N, X (a,, b,),
producto de abiertos en Y e I respectivamente, tal que H(N, X (a,,b,)) C U,. Por lo

tanto, | J N, X (a,, b,) es recubrimiento por abiertos de {y,} X I. Asi, por la compa-
tel
cidad de {y,} X I se deduce que 3t,,...,¢, € I,t, < ... < t,, tales que el conjunto

U N, X(a,,b,) recubrea {y,} X I.Sea N = N, n...N N, . Dividimos [ en s, = 0,
i=1

=1lys, €(a,.b)Nn(a ,b, )Vi=1,..,m—1 De estamanera, se tiene que
H(N X[s;, 5,4 € H(N, X(a, .,b )CU Vi=0,..,m

Definamos H Y inductivamente en los abiertos N X [0,s;] Vi = 0, ..., m. Clara-
mente, en N X [0, s,] = N X {0} definimos H como f|y. Si ya hemos extendido
HX0 al ab~ier’Eo N x[0,s;] con0 <i < m,como s; e (a;, 1) H(y,, s;) € U, , y entonces
U, € X, U, = U, através de p tal que H (Vos 5;) € U, . Esta eleccion nos permi-
te definir Hyo en N X [s;,s,,,] como la composicién p|- 1°H|N><[s ,,,]> bien definida

pues H(N X [s;,5,,,1) € H(N X [s;,5,.4]) € U, . Rep1t1endo este paso una cantidad
finita de veces obtenemos Hy() CNxI - X homotopla tal que H 00 = = fly. Ade-

mas, es continua por el lema del pegamiento gracias a que N X {S,} es cerrado en
NxIVi=1,...,m—1.

Elhecho de que H : Y X I — X tal que H(yo, 1= Hyo(yo, t) esta bien definida se
deducira de la unicidad, asi que el siguiente paso es probarla. Seguimos con el mismo
{»o} v con la misma particiéon s, < s; < ... < s, de I. Sean y;, € Y tal que el
dominio H contiene a {y,} X I. Claramente, en {y,} X [0, s,] = {y,} X {0} coinciden
porque ambas valen f(y,). Supongamos inductivamente que H .Y H | ya coinciden
en {yO}X[O, sl], con0 < i < m.Como {y,}X[s;, s;,;] es conexo, H ({yo}x SH Sy

H H, ({yo} X[s;,5;41]) son conexos no disjuntos (contienen a Hyo(yo, §;)). Sabemos que

({yo} X s,, s;41]) € U, , asi que H (o} XI5, S,~+1]) C U, también. Como ambas
elevan la misma aphcacmn poH |{y0}><[s 51 = POH |y 1xis,.5,,,10 Y POT ser p inyectiva
en U deducimos H o Goixs sl = =H | Goixts,.s,,,1- D€ nuevo, en un numero finito de
pasos obtenemos la un1c1dad. De aqui deducimos no solo que se puede definir en todo

l+1]

Y x I sino ademas que la homotopia elevada H : ¥ x I — X es tinica. La continuidad
de H se deduce de haberla definido como una aplicacién continua en un abierto que
contiene a {y} X I Vy € Y, que forman un recubrimiento abierto de Y X I. [ ]
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SiY = {x}, de la unicidad del levantamiento de homotopias se deduce que todo
camino se puede levantar de manera unica. Sin embargo, para levantar homotopias
necesitamos tener previamente una elevacion de nuestra aplicacion. Veamos una ca-
racterizacion para esto que usa el grupo fundamental.

Proposiciéon 1.7. Sea p: (X, X,) — (X,Xx,) una aplicacién recubridora. Entonces,
dada f: (Y,y,) — (X, x,) aplicacién continua, 3 7 (X, Xy) = (X, x,) elevacion de
la aplicacion f < f,(7,(Y,y,) C p*(ﬁl(X, X,))- Es mas, si Y es conexo, la elevacion
f es Gnica.

Se puede consultar la demostraciéon en [Hat01, pg. 61-62]. Observamos que de aqui
también se puede deducir la unicidad de la elevacion de caminos.

1.4 Fibraciones

Las aplicaciones recubridoras forman parte de una familia mas amplia de aplica-
ciones, llamadas fibraciones. Las fibraciones tienen buenas propiedades con respecto
de las homotopias, y nos proporcionaran mas herramientas de calculo de grupos de
homotopia. Seguimos en esta seccion el capitulo 4 de [Swi75], y solo enunciaremos
aquellas propiedades que necesitemos.

| Definicién 1.12 (Fibracién). Una aplicacién continua p: E — B se dice fibra-
ciéon cuando tiene la HLP respecto de cualquier espacio. En este caso, dado b, € B
punto base, al espacio F = p~!(b,) lo llamamos fibra de p. Si p tiene la HLP respecto
de D", Vn > 0, se dice que es una fibracion débil o de Serre.

Es comun escribir las fibraciones F — E — B. A la proyeccion py: BX F — B
se le llama fibracion trivial de fibra F. Ademas, es inmediato por la proposicion 1.6
que toda aplicacion recubridora es una fibracion.

Enunciemos una version relativa de la HLP, que cumplen las fibraciones de Serre
con respecto de cualquier CW-complejo relativo. Se puede consultar su demostracion
en [Hat01, pg. 376].

| Definicién 1.13 (HLP relativa). Una aplicacién p: E — B se dice que tiene la
propiedad de elevacion de homotopia relativa respecto a un par espacio-subespacio
(X, A) si para toda aplicacion continua f : X — B con una elevacién f: X — Ey
homotopias H: X x I - Bde fyG: Ax I — E de f|,, existe una homotopia
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H: X XTI — Bde f que eleva a H y extiende a G, es decir, tal que poH = H y
H|,, =0G.

Proposicion 1.8. Toda fibracion de Serre cumple la HLP relativa respecto de cual-
quier CW-complejo relativo.

Enunciamos a continuacién dos propiedades que seran de importancia en lo que
sigue. Se deducen de [Hat01, pg. 530].

Proposiciéon 1.9. Sean X e Y espacios topologicos, se tienen:

1) La aplicacion evaluacién e : X! x I — X tal que e(w, ) = w(f) es continua.
2) Una aplicacién f: X — Y!, f(x) = w, € Y! es continua < la aplicaciéon
asociada f: X X I = X, f(x,t) = »,(t) es continua.

Los siguientes conceptos son fundamentales en teoria de homotopia, y en parti-
cular permiten definir uno de los principales ejemplos de fibracion: la fibracion de
caminos.

| Definicién 1.14 (Espacio de caminos). Dado un espacio topolégico (X, x,), de-
finimos su espacio de caminos (P X, ®,) como el conjunto de todos los caminos en X
que empiezan en x,, con la topologia compacto-abierta. El punto base es @, = x, el
camino constante.

| Definicion 1.15 (Espacio de lazos). Dado un espacio topolégico (X, x,), defini-
mos su espacio de caminos (QX, ®,) como el conjunto de todos los caminos en X
que empiezan y terminan en X, con la topologia compacto-abierta. El punto base es
®, = x, el camino constante.

En el espacio de caminos de un (X, x,,) se puede definir de manera natural una
aplicacion 7 : (PX,w,) — (X, x,) talque #(f) = f(1) Vf € PX.

Proposicion 1.10. La aplicacién 7 : (PX,®,) — (X, x,) es una fibracién con fibra
QX.

La demostracion de la proposicion anterior se puede encontrar en [Swi75, pg. 53].
Los espacios de caminos son siempre contractiles. Esto se puede ver con una homo-
topia que retraiga cada camino w en caminos cada vez mas cortos hasta que acabe
en el camino constante @,. Una homotopia que se puede comprobar que hace esto
es H: X X I - PX tal que H,(w)(s) = w(s(1 — t)). Mas adelante, esta propiedad
nos permitira relacionar los grupos de homotopia de un espacio X y de su espacio de
lazos.
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Veamos un ultimo concepto relacionado con fibraciones.

| Definicion 1.16 (Fibrado). Un fibrado es una tupla (B, p, E, F) donde p es una
aplicacion continua p : E — B tal que B tiene un recubrimiento por abiertos {U, } ,ca
y para cada @ € A existe ¢, : U, X F — p~!(U,) homeomorfismo tal que pog, = Py,
fibracion trivial de U, con fibra F, como indica la figura de abajo.

¢a -
Es decir, podemos ver B localmente como un producto U, X F —— p 1(Uu,)

por la fibra F y la fibracién p como una proyeccién sobre l o /
la primera componente, entorno de B, cuando se restringe P
a este producto. @

La siguiente proposicién relaciona los fibrados con las fibraciones. Su demostra-
cién se puede encontrar en [Swi75, pg. 56-57].

Proposicion 1.11.  Si (B, p, E, F) es un fibrado, entonces p: E — B es una fibracion
de Serre.

El siguiente ejemplo nos sera de utilidad en el calculo de grupos de homotopia.

Ejemplo 1.1. Vamos a demostrar que (P"C, 7, S*'*!, S!) es un fibrado para n > 0,
conn: S?*! — PC la proyeccién sobre el cociente.

Identificamos S?"*! con el subespacio de puntos (z, ... , z,) € C""! con médulo 1.
Tomamos el recubrimiento por abiertos U, = {[z,,...,z,] € P"C : z, # 0} de P"C,
con k =0, ..., n. Se puede comprobar que 7' (U,) = {(z,, ..., z,) € S : z, # 0}.
Sean ¢, : U, X S' - n7(U,) definidos como

Z,z
¢ (zp, ..., 2,1, 2) = (Zgs -+ »2,)

|Zk| ZLO |Zi|2

Entonces, ¢, es un homeomorfismo con inversa

G (2. 2,) = <[z0,...,zn] “ >

’ |Zk|

Es facil observar que no¢, = py, Yk =0, ..., n,y por lo tanto, tenemos un fibrado.

Este fibrado es intuitivo si recordamos que dos elementos z,, z, € S*"*! C C"*!
representan el mismo elemento en el cociente si 34 € S C C tal que z; = Az,. Ana-
logamente se puede demostrar que (P"R, p, S", S°) y (P"H, v, §***3, §3) son fibrados.

Volveremos a hablar de fibraciones cuando hablemos de los grupos de homotopia,
para estudiar las propiedades que emergen al combinar ambos conceptos.



2 | Grupos de homotopia

Vamos a definir ahora nuestro principal objeto de estudio: los grupos de homo-
topia. Estos grupos generalizan el concepto de grupo fundamental y se definen de
manera similar. Vamos a ver como se construyen, algunas maneras de interpretarlos
y algunas de sus propiedades basicas. Luego veremos como definir los grupos de ho-
motopia relativos y estudiaremos como se relacionan entre ellos y con las fibraciones.
Para consultar detalles formales sobre lo que se expone en las primeras tres secciones,
referimos al lector a [Hat01, pg. 340-342].

2.1 Construccion

Dado un espacio con punto base (X, x,) yn > 1,sea C(1",01"; X, x,)) el conjunto
de aplicaciones continuas f : (I",d1") — (X, x,), que envian la frontera del cubo
unidad al punto base x,,. Sobre este conjunto, definimos una operacién de suma como

(28,85, ...,8,), sis; € [0,
g2s,—1,s,,...,5,), sis; €[

]
]

1
(f+g)(sl,...,sn)={ i

1
57

que recorre la coordenada s, “al doble de velocidad”, primero de f y luego de g, de-
jando intactas el resto de coordenadas.

Si tomamos ahora cociente con relacion de equivalencia de homotopia rel 91",
obtenemos el n-ésimo grupo de homotopia del espacio (X, x,,), denotado z, (X, x,),
cuya operacion de grupo es la inducida por suma anterior (es decir, definido como
[f1+ [g] = [f + g]), que se puede comprobar que esta bien definida. Notese que,
efectivamente, para n = 1 se tiene la definicion del grupo fundamental de (X, x).
El elemento neutro esta representado por la clase de la aplicacion constante a x,, y
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[f17! = [f], donde f(s,,...,s,) = f(1—=5,5,,...,s,). La notacién aditiva se discute
en la siguiente seccion.

Recordemos que el grupo fundamental también se podia visualizar como las cla-
ses de homotopia de aplicaciones de (S, s,) en (X, x,). Anadlogamente ocurre ahora
para n > 2. Como se puede observar en la figura 2.1, z,(X, x,) también se puede en-
tender como el conjunto de clases de homotopia de C(S", 5,; X, x,), factorizando f a
través de .S”. En este caso la operacion de grupo se puede ver como la composicion

c fvg
(8", 59)— (S"V S", %*)—> (X, x,), donde ¢ colapsa un ecuador S"~! que contenga a
S, en un solo punto *, que pasa a ser el punto base en la suma puntual.

Ademas, la definicion de grupo de homotopia se puede exten- : or"

der al caso n = 0, aunque no es posible dotarlo de una estructura |
de grupo de manera natural. Como S° = 91 = {—1, +1} tiene un g | —

unico elemento distinto del punto base s, = +1, las aplicaciones
de (S° +1) en (X, x,) se pueden identificar biyectivamente con
los puntos de X (concretamente con la imagen de —1), y dos de

estas aplicaciones f y g son homotopicas si y solo si existe un
camino en X que una f(—1) y g(—1). Por lo tanto, el conjunto
de sus clases de homotopia se corresponde con las componentes
por caminos de X, y se denota 7,(X, x,). Pese a no tener estruc-
tura de grupo, cuando hablemos de manera general de grupos
de homotopia también estaremos incluyendo a este ultimo en la

mayoria de los casos.

Gracias a los grupos de homotopia, podemos extender laidea  Figura 2.1: Dos
de espacios conexos por caminos y simplemente conexos, y ha-  formas de ver un
blar de un espacio n-conexo. En este lenguaje, los espacios co- elemento de
nexos por caminos seran 0-conexos y los simplemente conexos 7 (X, xg).
seran 1-conexos.

| Definicién 2.1 (Espacio n-conexo). Decimos que un espacio con punto base
(X, x,) es n-conexo, conn > 1,si 7,(X,x)) =0Vr=0,...,n.

Esto nos implica que todas las esferas de dimension < n basadas en x, se pueden
retraer con deformacioén sobre x,,, lo que nos garantiza que no podremos encontrar
en nuestro espacio ‘r-agujeros” para r = 1,...,n, ya que si suponemos que tuviese
alguno, existiria una r-esfera que lo rodease que por tanto no se podria deformar sobre
X,, siendo un elemento no trivial de z,(X, x,).
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2.2 Propiedades basicas

En esta seccion se enunciaran propiedades basicas de estos grupos, asi como tam-
bién se veran las pruebas de algunos de estos resultados. No tienen un hilo conductor
entre ellas, pues el objetivo es exponer resultados sobre el comportamiento que tienen
sin entrar en consecuencias ni explicaciones mayores.

En primer lugar, es esperable (la notacion asi lo sugiere) que los grupos de homo-
topia sean abelianos.
Proposicion 2.1.  Dado (X, x,) espacio con punto base y n > 2, r,,(X, x,) es abeliano.

Demostracion.  Cuando n > 2, tenemos suficiente espacio en 1" como para mover los
dominios de f y g en el dominio de f + g hasta g + f sin que se corten. Durante este
movimiento, el resto de la regién se mapea a x,,. [ |

Sin embargo, como demuestra 7,(S' v S') & Z * Z, el grupo fundamental puede
no ser abeliano. Conservaremos la notacion de producto para el grupo fundamental
mientras que usaremos la suma para el resto de grupos de homotopia.

En segundo lugar, se puede comprobar también que si X es conexo por caminos,
la eleccion del punto base es indiferente.

Proposiciéon 2.2.  Sean X espacio topoldgico conexo por caminos, xy, x; € X yn > 1.
Entonces, 7,(X, x,) = 7,(X, x)).

En este caso, podremos simplificar la notacion y deno-

tarlos como 7,(X). Esmas,siy : I — X esun camino de *o

X, a xy, este induce y* : x,(X,x,) = x,(X, x,) isomorfis- % \ /

mo, que dada [f] € z,(X, x,), nos une f(S") a x, a través [~ x| |

de y en una sola aplicacion y f, llamada producto de y y  x, X f X X
f. Para ello, contraemos el dominio de f en I" y, en ca- | X I~
da segmento radial que une la frontera del dominio de y f / \
conladel de f,laaplicacién y f recorre el camino y, como Xq

se puede observar en la figura 2.2. Para n = 1, obtenemos
el cambio de punto base en el grupo fundamental, en cu- Figura 2.2: Producto y f.
yo caso denotamos el producto como y fy~! por motivos

obvios. Pese a esto, usaremos de manera general la notacion y f.

Se puede comprobar que este producto cumple es asociativo y distributivo respec-
to a aplicaciones (S”,s,) = (X, x,) salvo homotopia. Ademas, el camino constante
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actia como identidad. Estas propiedades hacen que y* sea isomorfismo de grupos, con
inversa 7%, con ¥ camino inverso de y.

Ademas, esta construccion nos sirve para ver una manera en la que 7, (X, x,) pue-
de actuar sobre 7,(X, x,). Dado y lazo en (X, x,), la asignacién y — y* es compatible
con la relacién de homotopia de lazos (dados y ~ w rel s,, entonces y* = o"), y esto
da lugar a una aplicacion r,(X, x,) — Aut(xr,(X, x;)). Esto da lugar a la accion de
7 (X, x,) sobre x,(X, x,) definida por

(X, xp) X (X, xp) = 7m,(X, x)
(LD Irf]

Sidenotamos Z[z,(X, x,)] al anillo de sumas finitas formales de elementos de 7, (X, x,),
gracias a la accion anterior, cuando n > 2, como 7,(X, x,) es abeliano, nos permite

ver (X, x,) como un Z[x,(X, x,)]-médulo.
Otra propiedad de utilidad es que podemos ver x, como un funtor de P7 en G. Su
demostracion es analoga a la del grupo fundamental.

Proposicion 2.3. Dada una aplicacion continua ¢ : (X, x,) — (Y, ), 7, induce un
homomorfismo de grupos z,(@) = ¢, definido como

o, m,(X,xy) = 7, (Y,
f1P @.lf] :=[@of]

Es mas, si ¢ es una equivalencia de homotopia, la aplicaciéon inducida ¢, es un iso-
morfismo sobre todos los grupos de homotopia, incluyendo 7.

Los grupos de homotopia también se comportan bien con respecto a productos.

Proposicion 2.4.  Dada {(X;, x;)}!_, coleccion finita de espacios con punto base, en-
n n

tonces z,([[ X;, (xy, ..., x,)) = P 7,(X;, x;).
i=1 i=1

Demostracion.  Se comprueba facilmente que el isomorfismo se obtiene por la pro-
piedad universal del producto. En [Swi75, pg. 52] se puede encontrar la demostracion
para |A]| = 2. [ |

Por dltimo, veamos que los espacios recubridores introducidos en el capitulo an-
terior nos son utiles para el calculo de grupos de homotopia.

Proposicién 2.5. Dada p: X — X aplicacién recubridora, la aplicacién inducida
p,: n(X,%,) = 7,(X,X,) es un monomorfismo para r = 1 e isomorfismo para r > 2.
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Demostracion.  p, inyectiva: sea [f] € ﬂr(X, X,) tal que p*[f] = 0. Entonces, existe
H: S"x I — X homotopia de pof a ¢,, = X,. Por la proposicion 1.6, existe una
1'1ni(~:a H: §"x I — X homotopia que elevzi aH.Como fy Cy, SON elevagiones de
pof'y ¢, respectivamente, por la unicidad, H es homotopia de f ac;,y [f]1=0.

p, sobreyectiva: dada [f] € x,(X,Xx), cuando n > 2, veremos en la proposi-
cién 3.4 que S” es simplemente conexo. De aqui, aplicando la proposicién 1.7, como
[, (8", 59) = f,.({0}) = {0} C p*(ﬂl()?, X,)) independientemente del valor del
tltimo, existe f : " — X elevacioén de f, por lo que p,[f] = [pof]=[f]=0.

2.3 Primeros calculos de grupos de homotopia

Con lo que hemos visto hasta el momento podemos dar algunos ejemplos de gru-
pos de homotopia faciles de calcular. Aprovecharemos para hacer nuestro primer
calculo de grupos de homotopia de esferas: z,(S') paran > 1.

El primer ejemplo es mas sencillo. Calculemos los grupos de homotopia de un
espacio X contractil. Debe existir una equivalencia de homotopia ¢ : X — {*},y
por las propiedades de la seccion anterior, esto nos induce ¢, : 7,(X, x;) = 7, ({*}, *)
isomorfismo Vn > 0 Vx, € X. Como z,({*},*) = 0, pues solo hay una aplicaciéon
posible S” — {x} sobre este espacio, tenemos que todos los grupos de homotopia de X
son triviales, y asi estan generados por la clase de homotopia de cualquier aplicacion
(8", s9) = (X, x), respectivamente para cada n > 0.

Pasemos ahora al calculo de los grupos de homotopia de la circunferencia. Recor-
demos que R es espacio recubridor de S, con la aplicacién recubridora p dada en
el primer capitulo. Por las propiedades del apartado anterior, la aplicaciéon inducida
p,.: m,(R,0) - m,(S,s,) es un isomorfismo para n > 2, que son los casos que nos
faltan por calcular. Pero como R es un espacio contractil, sus grupos de homotopia
son triviales. Por lo tanto, los de S! también, y finalmente tenemos:

Z,sin=1
1\ ~ ’
”"(S)—{o, sin> 1

Para esferas de mayor dimension se necesitan herramientas mas elaboradas.
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2.4 Grupos de homotopia relativos

Describamos ahora la version relativa de los grupos de homotopia. Vamos a estu-
diar sus relaciones con los grupos absolutos y la sucesion exacta larga de homotopia
relativa, que es fundamental en el calculo de ambos. Comenzamos con la definicion.

| Definicién 2.2 (Conjunto de homotopia relativo). Sean (X, x,) un espacio con
punto base, x, € A € X un subespacio de X y n > 1. Sea C(D", sl 503 X, A, X)),
con s, € S"7!, el conjunto de aplicaciones continuas f : (D", s,) — (X, x,) tales que
f(S" 1) C A. Definimos el n-ésimo conjunto de homotopia relativo como el conjunto
cociente de C(D", S"~!, 503 X, A, x,) con la relacion de equivalencia de homotopia rel
Xy, ¥ lo denotamos 7,(X, A, x).

Ahora vamos a dotar a estos conjuntos de estructura de grupo. Dadon > 2,y
entendiendo x, € D"! C D", podemos sumar [f],[g] € z,(X, A, x,) a través de

(D", S"1, SO)—C> (D"v D", S"™ v .S, *)& (X, A, x,), donde ¢ contrae D""! en el
punto *. El elemento neutro esta representado por cualquier aplicaciéon con imagen
contenida completamente en A. Sin embargo, no es posible dotar de manera general
a m (X, A, x,) de estructura de grupo. Si tomamos el par (R, Z,0), para dos caminos
Y1V 7>, que empiecen en 0 y terminen en 1 y 2 respectivamente no existe una manera
natural (funtorial) de dotarlo de estructura de grupo. Ademas, 7,(X, 4, x,) no esta
definido para ningun par.

Para ver los grupos de homotopia relativos definidos desde 1", tomamos el espacio
J7l={(x),....,x)eI":Fje(l,...,n—1} : x; € {0,1} ox, =0} C aI". Asi,
podemos ver (X, A, x,) como el conjunto C(I",91", J"'; X, A, x,) sobre la relaciéon
de equivalencia de homotopia rel J"~!. La operacion de grupo se define igual que como
se hizo al principio del capitulo para los grupos de homotopia.

Inmediatamente se observa que los grupos de homotopia son un caso particular de
los relativos, pues z,(X, {x,},x,) = 7,(X, x,) Vn > 1. También se tiene que las apli-
caciones continuas ¢ : (X, A, x,) = (Y, B, y,) inducen un homomorfismo ¢, entre
los grupos de homotopia relativos.

Dado (X, A, x,)) par con punto base, también existe un concepto de par n-conexo:

| Definicion 2.3 (Par n-conexo). Dado (X, A4, x,) par con punto base, se dice que
este par es 0-conexo si toda componente por caminos de X se interseca con A en
un conjunto no vacio. Para n > 1, se dice que este par es n-conexo si es 0-conexo y
r.(X,A,x)=0Vr=1,...,n



2. GRUPOS DE HOMOTOPiA 25

Nuestra motivacion para introducir el concepto de grupo de homotopia relativo,
como ya dijimos, es que estos aparecen en una sucesion exacta larga, conocida co-
mo la sucesion exacta larga de homotopia del par (X, A, x;)), que usaremos mas
adelante. Dicha sucesion viene dada por:

9 i, Js
o (XA xg)— m, (A xg)— 1, (X, x)— 1,(X, A, X)) = ... = my(X, x;)
Los homomorfismos que conforman la sucesién anterior son:

= 0 : restringe f : (D", 8", 5o) = (X, A, x,)) a su frontera, obteniendo una apli-
cacion (8", s,) = (4, x;).
» i, ! eslainducida por la inclusién (A4, x) < (X, x;).

= j, : eslainducida por la inclusion (X, {x,}, x,) < (X, A, x,).

La proposicion que nos interesa es la siguiente.
Proposicion 2.6. La sucesion anterior es exacta.

Demostracion.  Veamos que dos composiciones sucesivas dan el homomorfismo nulo.
Para el resto, véase [Hat01, pg. 344-345].

i,0o0 : dada[f] € x,, (X, A, x,), laaplicacion H,(s) = f((1 —1)s +1s;) es una
homotopia de aplicaciones " — X entre H, = f|q y H; = Xx,, por lo que
(i,00)[f] es el elemento neutro de 7,(X, x,) (ver figura 2.3).

J.oi, :dada[f] € 7,(A, x;), es obvio que im (joio f) C A, por lo que representa
el elemento neutro en (X, A, xp).

doj, : dada[f] € 7, (X, x;),como f : (D", 8", 50) = (X, {x,}, x,) esté ba-

sada en x,, la restriccion de jof ala frontera de D"*! es la aplicacién constante

en x,, que representa el elemento neutro en z,(A, x,).

Hacia el final de la sucesion, los conjuntos
empiezan a perder su estructura de grupo. Sin
embargo, aun tiene sentido hablar de exactitud,
y de hecho, esta se conserva también en estos ul-
timos términos. El nucleo de los morfismos esta

bien definido porque trabajamos con conjuntos
con punto base. En este caso, dada una aplicacion
[ (X,xy) — (Y,y,) entre conjuntos con punto
base, definimos su nucleo como ker f = {x € X : f(x) =y,}.

Figura 2.3: Homotopia f en i, od.
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Se deduce inmediatamente de esta sucesion el siguiente corolario que nos carac-
teriza cuando un par (X, A, x,) es n-conexo.

Corolario 2.1.  Un par con punto base (X, A, x,,) es n-conexo < la aplicacion inducida
por la inclusiéon i, @ 7,(A, x,) = 7,(X,Xx,) es un isomorfismo para 0 < r < ny un
epimorfismo para r = n.

2.5 Grupos de homotopia y fibraciones

Introdujimos en el primer capitulo las fibraciones por sus buenas propiedades con
respecto a las homotopias. Ahora, dichas fibraciones nos van a permitir desarrollar
herramientas para el calculo de los grupos de homotopia. El objetivo de esta seccion
es, por lo tanto, estudiar las propiedades que surgen al relacionar ambos conceptos.

La siguiente proposicion es de caracter técnico pero sera fundamental en nuestra
exposicion.

Proposicion 2.7. Sea p: E — B fibracion de Serre. Tomamos e, € Ey b, € B
puntos base, y sea F = p~!(b,) su fibra. Entonces, p, : #,(E, F,e,) — x,(B,b,) es un
isomorfismo Vn > 1.

Demostracion.  Primero de todo, notemos que p, no es mas que la aplicacion inducida
entre grupos relativos tomando x,(B, b,) = x,(B, {b,}, b).

p, sobreyectiva: dada [f] € x,(B,b,), con f: (I",0I",J"') — (B, {b,},by),
hay que encontrar una preimagen. Veamos I"~! C I" como el subespacio con x, =0y
f como una homotopia sobre I"!.Sea g : J"~! — E talque § = e¢,,. Entonces, &| .1 es
una elevacion de f|;.-1 y &|,/n-1; €s homotopia que empieza en f|,;.-1. Aplicando la
HLP relativa sobre el par (I"~!,d1""!), obtenemos fdmnoer,J —» (B, {by},by)
tal que flﬂ_l =gy pof = f.Como f(oI") = {by} = (po f)(0I™), entonces f(dI") C
p~'(by) = F. Por lo tanto, [ ] € ,(E, F,ey) y p,L /1= [pof1=[f].

p, inyectiva: sean fo, fl c (I 01",J Y = (E, F,e,) tales que p*[fo] = p*[fl].
SeaH : (I"X1,01"X1,J"xI)— (B, {b,},b,) homotopia de pof0 a po f,. Definimos
una aplicacién G sobre un subespacio de I" X I como fyen I"x {0}, f,en I"x {1}y
= ¢, en J" X I. No es dificil comprobar que el subespacio sobre el que se ha definido
esJ = {(x,....x,, ) €I"XI :3je({l,....n+1}\ {n} : x; € {0,1} ox, =0},
que G esta bien definida y que poG = H|,. Por lo tanto, si a : I"*! — I"*! esla
aplicacion que permuta las dos ultimas coordenadas, esta transforma el conjunto J
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en J"y poGoa|,, = Hoal|,, De igual manera que antes para la sobreyectividad,
aplicando la HLP relativa sobre el par (1",d1"), obtenemos H': I" X I — E tal que
H'|;, = Goal|,, y poH' = Hoa. Por lo tanto, H'oa|, = Gy poH'oa = H, asi que
la homotopia que buscamos es H = H’oa, que cumple ademas que, parai = 0, 1,
H;,=H'|, _;y = Goal|, _;, = G; = f;, asique [fy] = [/1]. u

p
Gracias a esta propiedad, dada una fibracion (o fibraciéon de Serre) F — E— B,
vamos a poder construir la sucesion exacta larga de homotopia de la fibracion

P .
F — E— B. Para ello, tomamos el par (E, F, e,) y como tenemos los isomorfismos
r,(E, F,ey) = m,(B,b,) Vn > 1, podemos efectuar las sustituciones correspondientes
en la sucesion de homotopia del par anterior para obtener

.= m,,(B,by) = m,(F, eo)i> r,(E,ey) = m,(B,by) = ... = ny(E, ey) = my(B,by)

donde los morfismos implicados que faltan son las composiciones que hacen conmu-
tativos los tridangulos de diagrama inferior.

.—— 7, (E, e LN 7w, (E, F,e) 2, r,(F,e)) — ...

\ l,,/

ﬂ-n+l (B’ bO)

Notemos que segun la sucesion de homotopia de partida deberiamos haber acabamos
en 7,(E, e,), pero podemos usar p, para extenderla una vez mas.

En general, una aplicacioén continua f : X — Y no es una fibra- 7
., . X —Y
cion, y por lo tanto no da lugar a una sucesion exacta de sus grupos )
de homotopia. Sin embargo, si que es posible factorizar f en una {" /
equivalencia de homotopia y una fibracion, lo cual si nos dara lugar E f
a una sucesion exacta para la aplicacion. Veamos en detalle cual es

el proceso que llevar a cabo.

Consideramos Y7, espacio de todos los caminos posibles sobre Y con la topologia
compacto-abierta. Sea E, = {(x,w) € X X Y': w0) = f(x)} € X xXY! conla
topologia de subespacio. Este ultimo es el espacio sobre el que factorizaremos f.

Primero, notemos que se puede ver el espacio X dentro de E, con la inclusion
natural i(x) = (x,w/,), donde w,,) = f(x) es el camino constante en el punto
x € X. Esto nos permite ver que podemos retraer con deformacion el espacio E,
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sobre X a lo largo de cada camino en caminos cada vez mas cortos hasta llegar al
camino constante con H,(x,@(s)) = (x,w(s(1 — ¢))). Esto nos indica que tienen el
mismo tipo de homotopia, y por lo tanto sus grupos de homotopia seran isomorfos.

Para terminar, nos hace falta una aplicacion p: E, — Y tal que el diagrama
conmute. La definicién natural de esta aplicacion es p(x,®) = w(1). Se comprueba
que (poi)(x) = p(x, @) = @ (1) = f(x) Vx € X. Ademas, la continuidad de
ambas aplicaciones se deduce de la proposicion 1.9. Ahora solo nos queda un paso
que probar:

Proposicion 2.8.  La aplicacion p: E, — Y anterior es una fibracion.

Demostracion. Sean Z espacio topologico, H : ZX I — Y homotopiay g: Z - E
elevacion de g = H,,. Denotamos H, [0, t](s) = H(z, st) camino que recorre H(z,s)
cuando 0 < s < 1. Si escribimos g(z) = (h(z),w*), con h: Z — X correspondiente
y ®® un camino dependiente de z, definimos la homotopia elevada H : Z x I — E P
como H(z,1) = (h(z), w* H[o t]) El producto de caminos esta bien definido porque
[0 t](O) H(z,0) = g(z) = (pog)(z) = p(h(z),w*) = w*(1). La continuidad de H
se tiene de nuevo por la proposicién 1.9. Finalmente, esta homotopia eleva a H, pues
p(H(z.1)) = p(h(z). 0" - H}y, ) = (@ - H )(1) = Hi (D= Hz.nVese . ®
Pasamos ahora a calcular la fibra. Para ello, fijamos y, € Y,y asi sean F = f~(y,)
y F. = p™'(y,), donde a F + lo llamamos la fibra homotopica de p en y,. Vamos a ver
que F =~ F,. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

c S

[

Y

c

Neh eals

Primero, notemos que efectivamente i(F) C F, por la conmutatividad del diagrama.
Tenemos que F;, = {(x,w) € X X Y! : w(0) = f(x),w(1) = y,}, y podemos ver
F en F; como i(F) = {(x,w) € X X Y' i w= f(x),0(l) =y} = X X {a)yo}. La
homotopia G,(x, w(s)) = (x, w(t + s(1 — 1))) retrae con deformacion F, sobre F, por
lo que tienen el mismo tipo de homotopia.

A partir de la sucesion exacta de la fibracion F > E, > Y,e intercambiando
los grupos de homotopia de F; y E, por los de F' y X respectivamente, obtenemos la
sucesion exacta de la aplicacion

- ﬂ:n+1(Y9 y()) - ﬂ‘-n(F’ -x()) - ﬂ-n(X9 x()) - ﬂn(Y9 yO) - ... ﬂO(Y9 J’o)
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donde x,, punto base de F y X, es un punto cualquiera en F = f~!(y,). Los morfis-
mos implicados se vuelven a obtener de las composiciones adecuadas al realizar las
sustituciones de unos grupos de homotopia por otros.

Enelcasoenque X C Yy f : X — Y sea la inclusion, podemos identificar
esta sucesion con la sucesion del par (Y, X, x;), con x, € X. Gracias a que tenemos
m, (X, xg) = 7,(Ef, (X0, @) Y1 > 0, podemos usar el lema de los cinco sobre las
sucesiones de homotopia del par (Y, X, x)) y la sucesion que acabamos de obtener pa-
ra obtener que la aplicacion inducida por la inclusion (F, {x,}, x,) < (Y, X, x,) esun
isomorfismo entre z,(F, x,) = z,(Y, X, x,) VYn > 0. Ademas, obtenemos que efecti-
vamente podemos identificar ambas sucesiones, pues los grupos de ambas sucesiones
son isomorfos y las aplicaciones correspondientes conmutan.

Recordando ahora (proposicion 1.10) que dado un espacio con punto base (X, x,),
QX — PX — X esuna fibracion, y teniendo en cuenta que también vimos que PX
es contractil (y por lo tanto sus grupos de homotopia son triviales), de la sucesion de
la fibracion se obtiene que 7,(X, x)) = 7,_(QX,w, ) Vn > 1.

Se deduce también del razonamiento anterior que, aunque ya dijimos que no era
posible dotar para cualquier (X, x;) a 7,(X, x,)) de estructura de grupo de modo fun-
torial, para los espacios de lazos si se puede hacer. Esto se debe a que los espacios de
lazos son lo que se llama un H-espacio, aunque no usaremos este concepto en nin-
gun momento. Se puede consultar mas sobre ellos en el capitulo 3 de [Swi75]. También
se obtiene que el grupo fundamental del espacio de lazos de un (X, x,)) arbitrario es
abeliano, pues 7,(QX, w, ) = m,(X, x,) donde este ultimo es abeliano.






3 | Homotopia en CW-complejos

Hasta el momento hemos estudiado los grupos de homotopia sobre espacios topo-
logicos generales. A partir de ahora, vamos a restringirnos a los CW-complejos, cuya
estructura combinatoria permite probar resultados importantes.

En este contexto, demostraremos cinco teoremas que nos proporcionan herra-
mientas de calculo mas avanzadas. Con dichas herramientas, podremos empezar a
abordar el problema de los grupos de homotopia de las esferas, calculando z,,(S")
cuando m < n. Para m > n, describiremos el calculo de 7,(S 2), el primero que se
descubrié no isomorfo al grupo de homologia correspondiente.

3.1 Aproximacion Celular

Para poder trabajar de manera efectiva con CW-complejos, necesitaremos apli-
caciones que respeten la estructura combinatoria de los mismos. Estas son las apli-
caciones celulares, y una vez definidas, podremos estudiar el comportamiento de la
homotopia respecto a la estructura de los CW-complejos, destacando como princi-
pales resultados el Teorema de Aproximacion Celular y el Teorema de Whitehead.
Finalmente, se construiran las CW-aproximaciones, torres de Postnikov y espacios de
Eilenberg-MacLane, fundamentales en teoria de homotopia.

3.1.1 Teorema de Aproximacion Celular

El objetivo de esta seccion es probar el Teorema de Aproximacién Celular (TAC, en
adelante), y con é€l, calcular z,,(S") para m < n. Este teorema nos permite aproximar
cualquier aplicacion continua entre CW-complejos por una aplicacion celular, en el
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sentido de que existe una aplicacion celular homotodpica a la primera. Introduzcamos
ya qué es una aplicacion celular.

| Definicion 3.1 (Aplicacion celular). Dada f : X — Y aplicacién continua entre
CW-complejos, decimos que es celular si f(X") C Y" Vn > 0.

Esta es una propiedad bastante natural que pedirle a nuestras aplicaciones en el
contexto de CW-complejos, y en particular respeta la estructura combinatoria. De
hecho, nuestro objetivo es ver que todas nuestras aplicaciones son de esta forma salvo
homotopia.

La siguiente propiedad sera esencial para construir la homotopia en la demostra-
cion:
| Definicion 3.2 (HEP). Unainclusiéoni: A — X se dice que tiene la propiedad de
extension de homotopia (HEP, del inglés, homotopy extension property) respecto a un
espacio topoldgico Y si para toda aplicacion continua f : X — Y y toda homotopia
G: AXI — Y de f|, existe una homotopia H : X X1 — Bde f que extiende a G,
es decir, tal que H| ., = G.

| Definicién 3.3 (Cofibracién). Una inclusiéon i: A — X se dice cofibracion si
tiene la HEP con respecto a cualquier espacio.

La siguiente proposicion nos muestra que cuando pegamos una celda, la inclusiéon
es cofibracion.

Proposicion 3.1. Dada g: (X, x,) — (Y, y,) aplicacion continua, la inclusioén en el
conoi: Y - YU, CX esuna cofibracion.

La demostracion es analitica y se puede encontrar en [Swi75, pg. 75]. Gracias a que
podemos extender las homotopias a nuevas celdas que peguemos, podemos probar el
siguiente resultado.

Proposicion 3.2.  Sea (X, A) un CW-complejo relativo, entoncesi : A — X inclusioén
es una cofibracion.

Demostracion.  Primero, como cada n-celda e’ tiene una aplicacion de pegado g7,
podemos ver el pegamiento de estas celdas con una sola aplicacion V,g": V, S! —
(X, A)"! para obtener (X, A)", por lo que (X, A)"~! C (X, A)" es una cofibracion.

Ahora, dadas f: X - Y yG: AX I — Y homotopia tal que G, = f|,, po-
demos extender G inductivamente sobre cada esqueleto construyendo homotopias
H": (X,A)"X I — Y tales que
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« H'=G.

» Hi = flx.ap 1
= H"|x ap10 = H".

Entonces, es facil comprobar que la homotopia que buscamoses H : X X I — Y
definida tal que H(x,1) = H"(x,t) six € (X, A)". [ |

El siguiente lema es crucial para la demostraciéon del TAC. Notemos previamente
que dada e’ celda de un complejo celular, por definicion, & = D" =~ R". Esto nos
permite inducir una estructura lineal sobre la celda que nos permitira controlar mejor
nuestras aplicaciones. Esta técnica se usara en los siguientes resultados.

Lema3.1. Sea W espacio topoldgico. Dada p : S*~! — W aplicacion continua, sean
Z=Wwu, D, ¥ la k-celda pegada, ¢ : é¢ — R* homeomorfismoy f: I" - Z
aplicacion continua. Entonces, 3H : I" X [ — Z rel f~'(W) U dI" homotopia tal
que Hy = fy H(f'(é") C é* Vt € I. Ademas, si f = H,, existe K un complejo
simplicial finito sobre un subespacio de 1" tal que:

1) f(A) C é y @of], eslineal VA € K.
2) 3U C ék abierto tal que f~'(U) C |K].

Demostracion. Para probar el resultado, vamos a construir explicitamente H y K.

Tomamos B, B, C &% como B, = @ '(B(0,r), r = 1,2, cerrados. El conjunto
f ‘1(32) es cerrado en I" compacto, asi que es compacto, y @of es uniformemente
continua en f~!(B,). Por el lema de Lebesgue, 3¢, > 0 tal que Vx,y € f~1(B,) tales
que |x —y| < g, se tiene que |(po f)(x) — (pof)(¥)| < % Como los conjuntos f~!(B,)
el"\ f ‘1(1032) son cerrados disjuntos, la distancia d entre ellos es positiva. Elegimos
e € (0, min{g,gl}).

Subdividimos I" en cubos (cerrados) de igual tamano tales que cada uno se en-
cuentra dentro de una bola de didmetro €. Sean K, la union de todos los cubos que se
intersecan con f~'(B,) y K, la de los que se intersecan con K. Dividimos inductiva-
mente los cubos de 1" en simplices: las aristas de los cubos ya son 1-simplices, y para
dividir C" un r-cubo, cara de un n-cubo, en simplices, sabemos que podemos dividir
sus caras en simplices y formar el cono (simplicial) de este complejo con vértice el
centro de C". Sea K el subcomplejo con espacio subyacente |K| = K.

Veamos que K, C f‘l(éz). Dado x € K,, 3C, € K,, 3C, C K, cubos tales
que x € C,yC,NC, # @ Tomamos y € C; N C,, y como C; N f'(B)) # @,
3z € C;n f~'(B,). Tenemos que d(x, f‘l(Bl)) <d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) <2e < d.
Por lo tanto, x & I"\ f~'(B,) = x € f~1(B,).
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Definimos g: K, — é* tal que g(v) = f(v) Vo vértice de K,, y la extendemos
linealmente dentro de cada simplice, es decir, dado x € K,, x € A" con A" r-simplice
de vértices v, ..., v,, entonces x = Ayv, + ... + 4,0, coordenadas baricéntricas, y
definimos g(x) = @~ (Ay(@o f)(vy) + ... + A,(@of)(v,)). Sea h : K, — [0, 1] lineal en
los simplices tal que A(v) = 1 si v vértice de K, y h(v) = 0 si v vértice en K, \ K. La
homotopia G : K,XI — é*tal que G(x,1) = @~ (1—1h(x))(@o f)(x)+th(x)(pog)(x))
cumple que G, = fg, y G|k, = &lg,- Ademas, en aquellos simplices A" = (v, ..., v,)
de K, disjuntos de K, h(x) = Ayh(vy)+...+A,.h(v,) = 4,-0+...4+4,.-0 = 0, por lo que
G|y = flpryextendemosGa H . ["XI - Zcomo H=GenK,yH,= fVtel
fuerade K,.Sea f = H,: I" - Z.

Comprobemos que se cumplen las propiedades deseadas. Como Z = W U ék,
entonces I" = f~'(W)u f~1(&), y como K, C f~'(B,) C f~'(é")y H es estacionaria
fuera de K,, H esrel f~!(W). Notemos que H es relativa a los puntos que estan fuera
del interior (en R") de K,. Como este interior es disjunto de 01", H también es rel
0I". Ademas, se tiene que f~1(é%) = (f~1(é")\ K,)UK,. En f~1(é%)\ K, vale siempre
f,porloque H(x) = f(x) € é*Vt € I Vx € f~1(é"), y en K, por definicién de
G=Hl|g,,imGC é. Finalmente:

1) Dado x € K, = [K|, f(x) = H,(x) € H\(K,) € H,(K,) € H,(f~(&") C &
Ademas, goof|K] = @oH, |OK] = @og|, lineal por definicion.

2) Veamos que (o f)(I" \ K,) es un compacto (imagen continua de compacto)
que no contiene al cero. Por construccién, en I" \ K, tenemos f = f,y ya que
f~Y(B,) C K,, se deduce que f(I"\ K,) N B, # @, asi que 0 & (pof)(I"\ K,)
pues 0 € @(B,) y @ biyectiva. Dado un simplice A € K, : A ¢ K, como
K, C f71(B,) y por la eleccién de ¢, existe una bola abierta B C R* de radio
% tal que (pof)(A) C B, puesto que diam A < € < g,. Dado que B es convexo
(@o f)(A) C B, por definicion de g, (pog)(A) C B.Esmas, (poH,)(A) C BVt €
I,y en particular, f(A) C B. Como A contiene puntos fuera de K,, B ¢ ¢(B,).
Como B tiene radio % y @(B,) tiene radio 1, deducimos que O ¢ B,y 0 &

f(A). Tenemos que (o fH)I" \ I%l) es un compacto que no contiene al cero,
por lo que 3V C R¥ entorno abierto del cero tal que V' N (o f)(I"\ 1%1) #* 0.
Por ser ¢ homeomorfismo, U = ¢~!(V) es entorno abierto de ¢~!(0) tal que
Un fI"\ I%l + @ = U C f(K,) = f(|K]), de donde finalmente deducimos
que f~'(U) C |K].

|

Este lema nos va a permitir deformar una aplicacion continua cualquiera entre
celdas de dimension creciente de manera que la aplicacion deformada deje al menos
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un punto p fuera de la imagen. Con esto, podemos retraer con deformacion esta tltima
celda sin el punto p sobre su borde, para finalmente obtener una homotopia entre
nuestra aplicacion y otra cuya imagen tiene interseccidon vacia con el interior de la
celda.

Proposiciéon 3.3.  Sean X, Y CW-complejos, e n-celda de X y e’; k-celda de Y, con
n<kSeaf: X"y er — Yk aplicacion continua. Entonces, existe una homotopia
H: (x+! ue) X I — Y*de f a f de manera que 3p € é’;\imf.

Demostracion. Tomamos ¢" : I" — Y* aplicacién caracteristica de e, Z = Yky

W =Yk\ é’;. El lema anterior nos proporciona una homotopia G, una aplicaciéon

g = G|, un complejo simplicial K y U C é’; abierto con las propiedades descritas,

respecto a un homeomorfismo ¢ : é; — R*. De estas propiedades se deduce que

pim gNU) C (pod)(|K|) C |J (pog)(A) C RF uniédn finita, donde cada (pog)(A)
es un subespacio de una Varie§§§ lineal de dimensiéon < n < k, por lo que existe un
punto ¢ € @(U)\ [ (¢o8)(A) € o(U) \ p(img N U) = ¢(U \ img). El punto que
buscamos es p = goA‘Elfq) e U\ img C é’; \ img. Ahora, como esta homotopia es rel

01", por la observacién 1.1, induce una homotopia H definida estacionaria como

p p
k
B

sigue teniendo p € U \ imf. [ |

en X"~y como G en é”, y tomamos f = H,. Al moverse H solo dentro de éf, se

Ahora ya tenemos herramientas suficientes para probar el Teorema de Aproxima-
cion Celular.

| Teorema 3.1 (de Aproximacion Celular). Toda aplicacion continua f : X —» Y
entre CW-complejos es homotopica a una aplicacion celular. Ademas, si f ya es celular
en un subcomplejo A C X, la homotopia se puede tomar rel A.

Demostracion. La demostracion es constructiva y la vamos a hacer en tres pasos.

Primer paso: veamos que existe f* ~ f celular en X°. Como cada componente
conexa por caminos de Y debe tener minimo una 0-celda, podemos encontrar una
homotopia que empiece en f| o y que nos mande cada punto de f(X?) a algin punto
de Y?, a través de un camino que los una en Y. Extendemos esta homotopia a todo X
por la HEP, y obtenemos una homotopia H° desde f hasta la f° que buscamos.

Segundo paso: veamos que dada f que ya sea celular en el (n — 1)-esqueleto, se
puede hacer celular en el n-esqueleto rel X"~'. Sea f celular en X"~'!, tomamos e”
una n-celda suya (si no tiene ninguna no hay nada que hacer). Como e’ es compacto,
f(e?) C Y escompacto, y por lo tanto solo se interseca con un numero finito de celdas
de Y por la proposicion 1.4. Sea e’; la celda de Y de mayor dimension con la que se
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interseca en su interior, es decir, tal que f (eZ) N é; # @,y supongamos k > n(sik < n
ya es celular en X").

Por la proposicion 3.3, podemos deformar f| Xn1yen rel X"~! de manera que no
pase por al menos un punto p € f(el) N é;. Dada qb’/; aplicacion caracteristica de
e’;, (qb;)‘l(p) e Dk, y DK\ {(d);)_](p)} retrae con deformacién sobre dD*. Por lo
tanto, podemos deformar f| xnlyer €N g para que gleh)n é"; = @, componiendo la
deformacion anterior con la retraccion con deformacion de Y \ {p} en Y \ e°’/§, segun la
observacién 1.1. De hecho, se puede hacer rel X"~!. Repitiendo este proceso con todas
las celdas de dimensién mayor que n con las que se interseca f(e”) en sus interiores,
y para todas las n-celdas de X al mismo tiempo, obtenemos g" ~. f|y. rel X"~!. Por
la HEP, podemos extender G" a una homotopia H" rel X"~! de f, donde f" = H | es
celular en X".

Ultimo paso: combinando los dos pasos anteriores, sabemos que existe una su-
cesion de homotopias y de aplicaciones celulares en cada esqueleto

foopo oo [l fPos o

de manera que cada f" es celular en X". Por lo tanto, las podemos combinar en una
sola homotopia H haciendo H® en [0, %], H'en [%, %], ...,ycada H" en [1_217’ j— ].

- on+1

Esta homotopia esta bien definida porque H{ = f" = H(’)’“, y es continua porque

X = J X"y H|y. = H"|y, continua, para cada n > 0, pues las homotopias son
n>0

estacionarias en X" a partir de H"™! y usando el lema del pegamiento (X" C X es
cerrado). Por lo tanto, f = H, ~,, H, = £y f(X") = f(X") C Y". Asi, hemos
conseguido encontrar f celular y homotépica a f.

Finalmente, la segunda parte del enunciado del teorema se sigue de la construccion
anterior. |

3.1.2 Consecuencias del Teorema de Aproximacion Celular

Veamos primero como este teorema nos permite calcular algunos casos de grupos
de homotopia de esferas. Estos casos son muy sencillos, pues son todos isomorfos al
grupo trivial, y la aplicacién del teorema es directa.

Proposicion 3.4. Dados n > m > 1, entonces x,,(S", 5,) = 0.

Demostracion. Tomamos las estructuras de CW-complejos sobre cada esfera forma-
da por una 0-celda y una celda principal. Dado [f] € =, (S", 5,), podemos suponer
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que la f representante de la clase de homotopia es celular gracias al TAC. Entonces,
F(S™ C (S = {5y}, y [f]=0.Por lo tanto, z,(S", s,) = 0. [ |

Aunque hemos usado directamente el TAC, habria sido suficiente reproducir la
idea de la prueba. Dado que la imagen de una celda en otra de dimensién superior se
puede deformar para que no pase por al menos un punto, se puede componer con una
retraccion con deformacion al punto base para ver que toda aplicaciéon es homotopica
a la trivial.

También podemos demostrar la siguiente propiedad sobre CW-complejos.

Proposiciéon3.5. Sea (X, A) un CW-complejo relativo con un punto base x,,, entonces
el par (X, X") es n-conexo Vn > 0.

Demostracion. Para ver que es 0-conexo, notemos que X C X", y como debe haber
minimo una 0-celda en cada componente conexa de X, X" tiene interseccién no vacia
con todas las componentes conexas de X. Entonces, el par (X, X") es 0-conexo.

Dado 1 < r < n, tomamos [f] € 7,(X, X", x,)). Como F(S™1 C X", f es celular
en el (r — 1)-esqueleto, y gracias al TAC (version relativa) podemos suponer que f es
celular. Por lo tanto, f(D") € X" C X", asi que [f] = O en 7,(X, X", x,,). Se deduce
que 7,.(X, X", x,) es trivial Vr < n. [ |

Equivalentemente, por la sucesiéon de homotopia del par (X, X", x,), se tiene que
i,: m(X",xy)) = 7.(X,x,) es isomorfismo para r < n'y epimorfismo para r = n. En
particular, 7.(X"*!, x,) & 7,(X, x,) Vr > 0. Esto nos indica que el n-ésimo grupo de
homotopia solo depende del (n + 1)-esqueleto y no de células de dimension superior.

3.1.3 Teorema de Whitehead

Dada la regularidad en el comportamiento de los CW-complejos, uno podria pen-
sar que dos CW-complejos con grupos de homotopia isomorfos deben tener el mismo
tipo de homotopia. Sin embargo, este no esta totalmente determinado por sus grupos
de homotopia. El Teorema de Whitehead (TW, en adelante) nos dira que si existe una
aplicacion que induzca estos isomorfismos, entonces si deben tener el mismo tipo de
homotopia. Necesitamos primero presentar algunos conceptos.

| Definicién 3.4 (Equivalencia de homotopia débil). Dada una aplicacién conti-
nua f : X — Y, se dice que es una equivalencia de homotopia débil si induce isomor-
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fismos sobre todos los grupos de homotopia, es decir, si £, : 7,(X,x,) = 7,(Y, f(x,))
es un isomorfismo Vn > 0 Vx, € X.

Observacion 3.1. Notese que como consecuencia de la sucesion exacta de homotopia
relativa, dados A C X espacios topoldgicos, el hecho de que la inclusiéni: A & X
sea una equivalencia de homotopia débil es equivalente a que todos los los grupos de
homotopia relativos del par (X, A, x,) sean triviales Vx, € X.

Ademas, el siguiente objeto y sus propiedades nos facilitaran, en general, el trabajo
con CW-complejos, y en particular, la demostracion del Teorema de Whitehead.

| Definicién 3.5 (Cilindro de una aplicacién). Sea f: X — Y una aplicacién
continua entre dos espacios topologicos. Se define M, el cilindro de la aplicacion f
como el espacio cociente de (X X I) LY sobre la relacion de equivalencia generada al
identificar (x, 1) € X con f(x) € Y. Si queremos trabajar en P7, dado x, € X punto
base de X, también contraemos en un punto la arista {x,} X I, y tomamos este como
punto base de cilindro.

Laaplicacioni: ¥ - M f dada por i(y) = [y] es una inmersion, t 11—t
y podemos ver X como el subespacio X X {0} C M. 0 oo 1
Proposicion 3.6. Sea f: X — Y una aplicacion continua entre ,'I ,

1
1
1
1
] 1 !
1
1
1

dos espacios topologicos. Entonces, M , retrae con deformacion so- v

bre Y. 011
N

Demostracion.  Es facil ver que podemos retraer cada arista {x} X1 Figura 3.1: H.

sobre su extremo f(x). Se puede comprobar que la homotopia H

definida sobre M , estacionariaen Y y definida en X X1 como H (x, s) = (x, 1+s(1—1))

nos da la retraccion con deformacion buscada (ver figura 3.1). [ ]

Proposicion 3.7. Sea f: X — Y equivalencia de homotopia débil, entonces la in-
clusion i : X < M también es una equivalencia de homotopia débil.

Demostracion. Dadar: M s — Y retraccion con deformacion, f = roi. Entonces,
f, =r.oi,donde f, y r, son isomorfismos Vn > 0. Asi, i, es isomorfismo Vn > O e i
es equivalencia de homotopia débil. [ |

Proposicion 3.8. Sea f: X — Y aplicacion celular entre CW-complejos, entonces
se puede dotar a M, de estructura de CW-complejo. Ademas, con esta estructura X
e Y son subcomplejos de M ;.

La prueba de la ultima proposicion se puede encontrar en [Rud90, pg. 62-63]. Usa-
remos durante la demostracion el siguiente lema, al que llamamos el lema de compre-
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sion.

Lema 3.2 (de compresion). Sea (X, A) un CW-complejo relativo y (Y, B) un par con
B # @.Sien X \ A hay n-celdas, con n > 1, suponemos que z,,(Y, B, y,) = 0Vy, € B;
si hay 0-celdas, suponemos que (X, A) es 0-conexo. Entonces, toda aplicaciéon conti-
nua f : (X,A) - (Y, B) es homotépicarel Aa f : (X, A) = (Y, B), otra aplicaciéon
continua tal que im f c(B).

Demostracion. La prueba usa una técnica similar a la del TAC. Como f(A) C B,
nuestra propiedad se cumple para el (—1)-esqueleto. Veamos por inducciéon que dada
f tal que f(X"~!) C B, podemos encontrar /" ~ f tal que f"(X") C B.

Si X no tiene n-celdas, X" = X"~! y basta tomar f" = f. Si tiene n-celdas, sea
e” una de ellas, con aplicacion caracteristica ¢. Entonces, fo¢ : (D", Sy = (Y, B),
y como z,(Y, B,y,) = 0, fo¢p ~; g rel S"! tal que g(D") C B. Dada la aplicacion
k: X" ' x I — X" !dada por k(x,t) = f(x) Vx € X"}, definimos g" = f|y.1 L g
y G" = k U G, entonces tenemos los siguientes diagramas conmutativos

x~'up" £, B xX~'upyxI <> B
l gn //7 l Gn///’
X tuer X" tueh)xTI

donde § y G son respectivamente una aplicacién y una homotopia rel X”"~! de f /| yu-1_,»
a §" sobre el espacio cociente X"~ U e, por la proposicion 1.5 y la observacion 11,
Haciendo este proceso para todas las celdas a la vez, y extendiendo luego esta homo-
topia con la HEP a una homotopia H" de f, tenemos que H['(X") C B. La aplicacion

que buscamos es f" = H].

Finalmente, combinamos todas las aplicaciones y homotopias igual que en el al-
timo paso de la demostraciéon del TAC para obtener f ~, f donde f(X) C B. Co-
mo cada homotopia era relativa a los esqueletos, que contienen a A, H es relativa a
A. [ |

Con estas herramientas, estamos en condiciones de demostrar el Teorema de Whi-
tehead.

| Teorema 3.2 (de Whitehead). Toda f: (X, xy) = (Y, ¥,) equivalencia de homo-
topia débil entre CW-complejos es una equivalencia de homotopia. Es mas, si f es la
inclusion de un subcomplejo, X es un retracto de deformacion de'Y .
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Demostracion. Empecemos probando la segunda parte. Si X es subcomplejo de Y,
gracias a la observacion 3.1 podemos aplicarle el lema de compresion (3.2) a la iden-
tidad 1: (Y,X) — (Y, X) hasta obtener una retracciéon con deformacion de X en
Y.

Para el caso general, usamos el cilindro de la aplicaciéon f. Por la proposicién 3.7,
i es equivalencia de homotopia débil. El TAC nos permite suponer que f es celular
(sino lo fuera, 3¢ ~ f celular, y f, = ¢,), asi que (M, X) es CW-complejo relativo.
Aplicandole la segunda parte de este teorema, que ya hemos probado, tenemos que
i

. es equivalencia de homotopia. Por lo tanto, f, = r,oi, es una equivalencia de

homotopia. [ |

Corolario 3.1. Sea X CW-complejo con todos sus grupos de homotopia triviales,
entonces X es contractil.

Antes de pasar a ver algunas construcciones interesantes, veamos un pequeio
lema que nos sera de utilidad en ellas, y al que llamaremos el lema de extension.

Lema 3.3 (de extension). Sea (X, A, x,) CW-complejo relativo, Y espacio topologico
y f: A = Y aplicacion continua. Si para cada n > 1 tal que hay n-celdas en X \ A se
tiene que 7,_;(Y,y,) = 0 Vy, € Y, entonces existe fi XY aplicacion continua
que extiende a f, es decir, tal que f| =1

Demostracion. Definimos f por induccién. Sea f~! = f, definida en A, el (—1)-
esqueleto.

Supongamos ahora que ya tenemos f"~!': X"~! — Y tal que f/""!|, = f,y que
existen n-celdas {e”},., en X \ A, con aplicaciones de pegado {£"} . Por hipotesis,
para cada celda e, como f”‘lofg : 8! > Y, deducimos que [f"‘lof;’] = 0, asi
que 3H": §"' x I — X homotopia tal que H} = f”“of; yH; = f(x,). Por el
Primer Teorema de Isomorfia, podemos factorizar H! = FI;’op con FI;’  CS" S X,
y tomando ¢ : D" — CS""! homeomorfismo, definimos la aplicacién f;’ = Hog,y
f:|Sn—1 = ﬁ:ogolsn_l = H(I;ISn—lX{O} =H,, = f"‘loc_fg, asi que podemos extender f”~!
a cada e’ gracias a la proposicion 1.5.

Finalmente, si definimos f: X — Y como f(x) = f"(x) cuando x € X", es-
ta aplicacion esta bien definida porque las aplicaciones que hemos ido construyendo
coinciden en los esqueletos que comparten, y es continua gracias al lema del pega-
miento y que X" C X es cerrado. Se deduce también que f|, = f. |

Observacion 3.2. Cuando estemos extendiendo una aplicacién sobre una n-celda,
la condicion #,_(Y,y,) = 0 Vy, € Y puede resultar demasiado fuerte. En estos
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casos, es suficiente pedir que fo& sea nulhomotdpica (homotopica a la constante),
con £ aplicacion de pegado de la n-celda. Como [ fo&] = 0 y el razonamiento se sigue
exactamente igual para extenderla a esta celda.

3.1.4 CW-aproximaciones

Una CW-aproximacion es una construccion sobre un espacio topologico X que
permite aproximaciones combinatorias a su tipo de homotopia, e incluso en el caso
de aproximar un CW-complejo, reducir el nimero de celdas con las que trabajamos.

Formalmente, una CW-aproximacion a X es una equivalencia de homotopia dé-
bil f: Z - X con Z un CW-complejo. El espacio X esta fijado de antemano, y se
prueba por construccion que todo espacio topoldgico X posee una CW-aproximacion.
La construccion de f y Z se hace pegando celdas de dimension cada vez mayor y ex-
tendiendo la aplicacion sobre las nuevas celdas, que iran generando poco a poco iso-
morfismos sobre los grupos de homotopia. Describamos el proceso de construccion
como una induccion.

Caso base: sean { X} r las componentes conexas por camino de X. Tomamos
VAR {z,}ery f%: Z° - X de manera que f(z,) € X,. Asi, ff es biyectiva. En
realidad, nos basta con que sea sobreyectiva para aplicar el siguiente paso.

Paso de inducciéon: supongamos que ya tenemos f"~': Z"-! - X de manera
que f:_l c (2, z,) = m.(X, f(z,)) es isomorfismo para r < n — 1 y epimorfismo
para r = n — 1. En este paso, pegaremos n-celdas para construir Z" a partir de Z"~!
y extender f"~! adecuadamente a f" para que f” sea isomorfismo para r < n'y epi-
morfismo para r = n. Notemos que parar < n—1,i,: n(Z",z,) — x(Z", z,) es
isomorfismo, asi que f" = f"~'oi, también lo es. En otras palabras, pegar n-celdas no
afectara a los isomorfismos ya construidos.

Dividimos el paso de induccién en el pegamiento de n-celdas con dos objetivos dis-
tintos. En el primer paso conseguiremos que f': x,.(Z",z,) = 7.(X, x,) sea isomor-
fismo Vr < n, y en el segundo que sea epimorfismo para r = n. Geométricamente, si
vemos cada (X, f"~! (z,)) = F,/R, como un grupo libre sobre unas relaciones, el se-
gundo paso pega n-celdas para generar todo F, mientras que el primero pega r-celdas
que representan relaciones en R, , para obtener exactamente z, (X, f"~! (z,))- Una
demostracion formal de este hecho se tiene en el ejemplo 3.4. Si recordamos que es-
cribimos Z° = {z,},er, estos pasos se hacen para caday €.
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frm(Z" z,) - (X, x,) isomorfismo Vr < n:

Como ya tenemos construidos isomorfismos para r < n—1 y un epimorfismo para
r = n — 1, en este paso solo debemos preocuparnos por hacer este ultimo también
monomorfismo.

Tomamos {g : (S™ 1 s0) = (2", Z,)}4en conjunto de generadores del nucleo
de fr~': 7, (Z""',z,) = =, (X, f""'(z,)). Dotamos a S"~! estructura de CW-
complejo con solo dos celdas para poder suponer que g"~'. A través de las aplica-
ciones g pegamos n-celdas e’ y obtenemos Z; (obtendremos Z" cuando peguemos
las n-celdas que faltan en el siguiente caso). Para extender f"~' a cada e, notemos
que [f”‘log(’)’{] = f:‘l [g7] = 0. Debido a esto, la observacion 3.2 nos permite extender
f""! ae”. Repitiendo esto para todas las celdas obtenemos for Zy = X.

fi#, (2" z,) = n,(X,x,) epimorfismo:

Tomamos { f ; (8" sy) = f(X, zy)} pep Tepresentantes de un conjunto genera-

dor de 7, (X, f”‘l(zy)). Pegamos n-esferas eZ

f"!a cada una a través de f ; respectivamente, segun la proposicion 1.5.

a Z"~! para construir Z" y extendemos

Comprobemos que efectivamente " : z,_(Z", z,) = 7@, (X, f"(z,)) es isomor-
fismo. Como f" es una extensiéon de f" !y f:_l era sobreyectiva, f!' es sobreyecti-
va. Para la inyectividad, dada [h] € ker f! representada por h: .S n=1 5 X celular,
h(S"') € Z"!, conlo que [h] € ker f~'. Por lo tanto, & es homoté6pica a una suma
finita de g, que se pueden retraer a lo largo de e/, cada una hasta z , asi que [h] = 0.
Esto prueba que f es inyectiva, y por tanto, isomorfismo.

Para ver que f!: n,/(Z",z,) - x,(X, f"(z,)) es sobreyectiva, basta tomar un
elemento [h] € =,(X, f"(z,)), suma finita de algunos [/, g], cada uno de ellos con
preimagen por construcciéon. La suma de las preimagenes es preimagen de [A]. Se
deduce que f! es epimorfismo.

Finalmente, tomamos Z = () Z" y se define f: Z — X como f(z) = f"(2)
n>0
si z € Z". Esta bien definida porque cada f” es extension de la anterior y es con-

tinua por el lema del pegamiento, ya que los n-esqueletos son cerrados. Para cada
r > 0, recordemos que dada i inclusion del (r + 1)-esqueleto, la aplicacion induci-
dai,: n.(Z1, z,) = n(Z,z,) es isomorfismo, y como f™ = foi, tenemos que
f:“ = f,oi,, donde f:“ c 7 (Z™z) - 7m(X,x,) también es isomorfismo, por
lo que f,: #.(Z,z,) = n.(X,x,) es isomorfismo. Esto prueba la existencia de una
CW-aproximacioén para X.
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Hemos visto que siempre existe una CW-aproximacion para cualquier espacio to-
poloégico X. Tenemos un resultado sobre unicidad de los mismos salvo homotopia.

Proposiciéon 3.9. Sean f: Z - Xy f': Z' - X CW-aproximaciones a un espacio
X. Entonces, Z y Z’ tienen el mismo tipo de homotopia.

Demostracién. Denotemos i, i, las inclusiones en los cilindros respectivos y i/, la
inclusién de X en M ,, (equivalencia de homotopia). Como f y f’ son equivalencias
de homotopia débiles, todas estas inclusiones también lo son.

Dado z, € Z’, de la sucesién exacta larga de homotopia del par (M., Z’, z))
se obtiene que nn(Mf,,Z’,za) = 0Vn > 0. Entonces, g = i;(of: Z — My se
puede deformar en §: Z — Z’' (i, 08 ~ g) por el lema de compresion (3.2), y
i,,08, =g, =i,of, de donde se deduce que g, es isomorfismo. Por lo tanto, g es
una equivalencia de homotopia débil entre CW-complejos, y por el TW, es equivalen-
cia de homotopia. [ ]

De la construccion se deduce inmediatamente la siguiente propiedad.

Corolario 3.2. Todo CW-complejo X conexo es homotopicamente equivalente a otro
CW-complejo Z con una sola 0-celda. Es mas, si X es n-conexo, podemos obtener Z
que no tenga celdas de dimensiéon r =1, ..., n.

Es maés, también se tiene para CW-complejos relativos. Enunciamos un lema pre-
vio (cuya demostracion se puede encontrar en [Hat01, pg. 16-17]) que necesitaremos.

Lema3.4. Seaniy: A— Xyi,: A— Z cofibraciones,y f : Z — X equivalencia
de homotopia tal que f|, = 1,, entonces f es equivalencia de homotopia rel A.

Proposicion 3.10. Sea (X, A) un CW-complejo relativo n-conexo. Entonces, existe
un CW-complejo relativo (Z, A) ~ (X, A) rel A tal que todas las celdas en Z \ A
tiene dimensién mayor que n.

Demostracion. La primera aplicacion del proceso es la inclusion A < X, y empe-
zamos directamente pegando celdas de dimension n + 1 y superior, con lo que cons-
truimos un CW-complejo relativo (Z, A) y una aplicacion continua f : Z — X que
induce isomorfismos sobre todos los grupos de homotopia de orden > n + 1.

Ademas, se tiene que f, : 7,(Z,x,) = 7,(X, X,) es monomorfismo por construc-
cion. Si denotamos i ,,iy las inclusiones de A es los respectivos espacios, también te-
nemos foi, = i,.Recordamos que (X, A) n-conexo implica que i, es epimorfismo,
y entonces f, es también epimorfismo.
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Finalmente, como ambos pares son n-conexos, tenemos la cadena de isomorfismos
w(Z,x0) &, 7(A,Xg) Zi-1 7(X, X)) Vr <nVx, € A.Por lo tanto, f es equivalencia
de homotopia débil, y por el TW, una equivalencia de homotopia. Aplicando el lema
anterior tenemos que, de hecho, es rel A. [ |

3.1.5 Torres de Postnikov

Aplicando una técnica similar a la de la construccion de CW-aproximaciones, va-
mos a construir unos espacios con unas caracteristicas concretas que podremos orga-
nizar en un diagrama al que llamamos torre de Postnikov. Por simplicidad trabajare-
mos con CW-complejos conexos. Comenzamos con la siguiente definicion.

| Definicion 3.6 (Pieza de Postnikov). Dadon > 1, se llama n-ésima pieza de Post-
nikov a un espacio P, tal que 7,.(X,x,) =0Vr > nVx, € X.

Dado un espacio topologico X, se dice n-ésima pieza de Postnikov de X, deno-
tada P,(X), a una pieza de Postnikov tal que existe una aplicacion continua f : X —
P, (X) que induce isomorfismos sobre los primeros n grupos de homotopia.

Para construir P, (X) para un cierto CW-complejo co-
Xn+1 « . X

gando celdas de dimension n + 2 y superior. Asi, obtene- P(X)"* —— P(X)

mos f: P/(X) — {x}. Pegar celdas de dimension n + 2
y superior ya vimos que no afectaba a los grupos de ho- Figura 3.2: i, isomorfismo

nexo X, tomamos la aplicacién constante ¢ : X — {x}y

aplicamos la construccion de una CW-aproximacion pe-

motopia de orden r > n. Para ver que la inclusion induce

estos isomorfismos, observamos que los (n + 1)-esqueletos de X y P,(X) son iguales,
con lo que en el diagrama conmutativo de la figura 3.2 las inclusiones horizontales
inducen isomorfismos sobre los primeros n grupos de homotopia, asi que i, también.
Finalmente, por la construccion de la CW-aproximacion que se ha llevado a cabo,
r.(P(X),x,) = r.({x},*)=0Vr>n+ly f, . 7, (P(X),xy) = 7, ({*},%)=0
w1 (P(X), x) = 0. Asi, hemos verifi-
cado que el espacio que hemos construido es n-ésima pieza de Postnikov de X.

€s monomorﬁsmo, con lo que necesariamente x

Proposicion 3.11. Las piezas de Postnikov de un espacio X de orden »n son unicas
salvo homotopia.

Demostracion. Dadas dos piezas de Postnikov P,(X)y P,(X)', las inclusiones respec-
tivas i e i’ inducen isomorfismos sobre los grupos de homotopia . Tomando i~! inversa



3. HOMOTOP{A EN CW-COMPLEJOos 45

por la izquierda de i, la composicién i’oi~! induce isomorfismos sobre los primeros n
grupos de homotopia, y también sobre los superiores porque son triviales. Entonces,
es equivalencia de homotopia débil, y por el TW, equivalencia de homotopia. [ ]

Ya hemos construido las piezas de Postnikov. Para dar la definicion de una torre
de Postnikov, nos hace falta construir unas aplicaciones P, ,(X) — P,(X) Vn > 1.
Como P, ,(X) se forma a partir de X pegando celdas de dimensién n + 3 y superior,
y 7. (P,(X)) = 0 Vr > n, podemos aplicar el lema de extensioén (3.3) para extender

la inclusiéon X < P, (X) a una aplicacion P

+1 — P,(X), que sera la aplicacion que

buscamos.

| Definicion 3.7 (Torre de Postnikov). Dado X un CW-complejo conexo y la co-
leccién {P,(X)},, de sus piezas de Postnikov, llamamos torre de Postnikov de X a
un diagrama conmutativo como el de la figura 3.3, donde las aplicaciones implicadas
son las que se han descrito mas arriba.

Notemos que el diagrama conmuta porque las aplicaciones l
verticales son una extension de inclusiones de X. Py(X)
Podemos entender una torre de Postnikov como una su- / l
cesion de espacios que proporciona cada vez mejores aproxi-  y ____ P/(X)
maciones al nuestro espacio X. Esto resulta util en topologia
algebraica para probar teoremas inductivamente. Figura 3.3: Torre de
Postnikov

3.1.6 Espacios de Eilenberg-MacLane

A continuacion, describimos un ejemplo especialmente relevante de pieza de Post-
nikov.

| Definicién 3.8. Dado n > 1 y G un grupo (abeliano si n > 2), llamamos espacio
de Eilenberg-MacLane, denotado por K(G,n) a un CW-complejo conexo X tal que
7, X)=2Gyn(X)=0Vr#n.

Para conseguir, dados n y G como en la definicion, hallar un K(G, n), procede-
mos de la siguiente manera. Gracias al ejemplo 3.4, dada una presentaciéon de G =
({84} aea {75} pe)» €l espacio A = (V,S") Uy, eZH tiene por el TAC los n — 1 prime-
ros grupos de homotopia triviales, y el n-ésimo isomorfo a G. Entonces, K(G, n) es
n-ésima pieza de Postnikov del espacio A.
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Gracias a esto, podemos crear de hecho espacios conexos por caminos con los
grupos de homotopia que se deseen. Dada una sucesion de grupos {G,},., con G,
abeliano para n > 2, y donde solo una cantidad finita de ellos son no triviales, po-

demos tomar X = [] K(G,,n), de manera que Vm > 1 se tiene que 7z, (X) =
n>1

D r,(K(G,,n) = P{0} & G,, = G,,. Esta construccién también funciona cuando
n>1 n>1
n#m

hay una cantidad infinita de G, no triviales, utilizando una versién de la proposicion
2.4 para productos infinitos. Este caso se puede encontrar en [Swi75, pg. 95].

3.2 Teorema de Escision de Homotopia

Una de las ventajas computacionales de la homologia respecto de la homotopia es
que verifica el axioma de escision (usualmente llamado sucesion de Mayer-Vietoris).
Esto nos permite calcular la homologia de un espacio dividiéndolo en piezas cuya
homologia conozcamos. A pesar de que para la homotopia no se tenga dicha propiedad
de manera general, el Teorema de Escision de Homotopia (TEH, en adelante) nos
asegurara que se verifica un resultado del mismo tipo.

| Teorema 3.3 (de Escision de Homotopia). Sean (X, x,) un CW-complejo con
punto base y A, B C X dos subcomplejos suyos tales que x, € C = AN B. Si (A, C, x;)
es m-conexo y (B, C, x,) es n-conexo, con m,n > 0, entonces la aplicacion inducida por
la inclusion i, : n,(A,C,x,) = 7.(X, B,x,) es un isomorfismo parar < m+n y un
epimorfismo parar = m + n.

Demostracion. Dividimos la prueba en casos.
. = , = ; = .
Caso 1: sean A = C U, e™!, B=C uUe™!; entonces X = CU ey, , e™!
a [04

i, sobreyectiva:dada [ f] € 7.(X, B, x,,), sir < n, por el TAC existe f ~ f celular,
con lo que conseguimos que FHYC X " CX"CA, f(0I"YC B~ € B"CC.Porlo
tanto, [f] € 7.(A,C,xo) y i, [f]1=[f]

Suponemos por lo tanto ahora que r > n, entonces como f(I") C X es compacto,
se interseca con una cantidad finita de é"*! y é"*'. Digamos que Ja, ..., a, € A con
k > 1 tal que é;’;“ NfUN#@Vj=1,....,kyqueé™*'n f(I") # @, que es el caso
mas complicado.

m+

Sean @, : "' — Ry ¢, : é"! - R™! homeomorfismos correspondientes.
J

Tomamos Z = X, W, = X \ é""!. Entonces, aplicando el lema 3.1 sobre f sabemos
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que 3H", Ky, U, como en el lema. Sea f, = H). Aplicamos el lema a f, tomando
Z=XW =2Z\ é;”l+1, obteniendo H', K, y U, correspondientes. Sea f, = H|.
Repetimos este proceso un nimero finito de veces de manera analoga hasta obtener

fitalque f ~po fo = f1 22 - 2yi fi- Ademas, cumple que f, |- = f|c, puesla
k k

homotopia que lleva f a f, es estacionaria en ﬂo W, = (X\é*hHn nl(X\égj“) =C.
J= J=
Gracias que las homotopias no alteran el resultado conseguido en la celda anterior,

fk_l(Uj) CIK;|Vj=1,....ky @;0f,|, eslineal Vo € K; Vj =0, ..., k. Denotamos
A, alas matrices/aplicaciones lineales cuya restriccion a o es precisamente ¢ ;0 f} |,
parac € Kj,j =0,...,k.

| Kol -+ | Kyl
Ul
c AOO' > R”+1
Figura 3.4: ilustracion general del caso 1.
Escogemos ahora simplices A; C ¢;(U;) Vj = 0,...,k de dimension méaxima
(el simplice A, es de dimension n+ 1y A,,..., A, son de dimensién m + 1). Como

((pjofk)_l(Aj) C ((pjofk)‘l((pj(Uj)) = fk'l(Uj) C |K;|Vj=0,..., k, podemos escri-
bir ((Pjofk)_l(Aj) = LJK ((pjofk|6)_1(Aj),
c€EK;

Podemos suponer que A, es sobreyectiva Vo € K. Estas aplicaciones estan de-
terminadas por donde mandan los vértices de K. Si existiera ¢ = (v, ..., v,) € K|, tal
que Ay, : R” = R"! no sobreyectiva, como r > n, el conjunto { Ay, (vy), ..., Ag,(0,)}
debe ser afinmente dependiente y no generar todo R"*!. Si desplazamos A, (v,) fue-
ra del espacio generado por { A, (v,), ..., Ay, (0,)} (aunque dentro de U,), obtenemos
una aplicacion homotopica a A, con el rango aumentando en 1. Es importante no-
tar que las imagenes de los vértices distintos de v, de los simplices adyacentes que
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comparten este vértice generan variedades afines de dimension < n, por lo que no
cubren todo U, se puede mover A, (v,) a un punto fuera de estos espacios. Asi, no
afectamos al rango de las A, para otros ¢’ € K|,. Procedemos analogamente con el
resto de vértices hasta que la aplicacion tiene rango maximo, lo que es posible porque
dimR" =r > n+ 1 = dim R, Si componemos la aplicacion final con (pal, obtene-
mos f’ =~ f con las propiedades anteriores de f,, pero pudiendo suponer ahora que
@yof'|, es sobreyectiva Vo € K. Si no hubiera que hacer ninguna correccién para
la sobreyectividad, renombramos f’ = f,.

Necesitamos ahora demostrar el siguiente lema:

Lema 3.5. Sir > m + n, entonces existen p; € Aj Vi=1,....,k,q € Ay y una
aplicacién continua y : I'™! — [0, 1) tales que:

1) (@yof")7(q) esta “bajo la grafica de w”, es decir, V(x,, ..., x,) € (p,of" )" (q)

se tiene que x, < W (X, ..., X,_}).
2) (qojOf’)‘l(pj) esta “sobre la grafica de y”, es decir, V(x, ..., x,) € (qojOf’)‘l(pj)
se tiene que x, > w(x,,...,x,_;), Vji=1,... k.

3) w=0enodl .

Demostraciéon. Dado ¢ € A, (¢,0/")"1(g) es unién finita de poliedros convexos
de dimension < r — n — 1 gracias a que las restricciones a cada simplice son apli-
caciones lineales sobreyectivas. Si #: I" — I"~! la proyeccién sobre las primeras
r — 1 componentes, vamos a encontrar puntos p; de manera que cada (¢ of ! )‘1(pj)
no se interseque, no solo con (@,0f’)~!(g), sino con todo T = z((pyof") " (q)) x I.
Este conjunto T por lo tanto es unidén finita de poliedros convexos de dimension
< r — n. Entonces, para cada j = 1,...,k, ((pjof’)(T) N Aj C Aj es uniodn finita
de poliedros convexos de dimension < r — n. Cuando m + 1 = dim A ;> r—n,
podemos encontrar p; € A; \ (@;of')(T) Vj = 1,...,k, y esto implica que cuando
r <m+n, (qojof’)‘l(pj) NT = @. Como 7 es aplicacion cerrada, los conjuntos
(o fN Q) y ﬂ((gojof’)_l(pj)) son cerrados Vj = 1,...,k, y entonces existen
abiertos disjuntos V,,...,V, C I"~! que contienen a los conjuntos z((¢,0f")'(q)),
(@0 p), ..., a((@ 0 f") " (p,)) respectivamente. Solo nos queda definir y co-
mo Oen V,U...UV,Udl"™! (para cumplir 2) y 3)) y como un cierto valor 1 — % enV,,
con € > 0, y como ciertos valores en [0, 1 — %) en el resto de I"~! (esto nos asegura que
im y C [0, 1)) que hagan continua y. Para hallar este €, notamos que por la demos-
tracion del lema 3.1, | K| es un poliedro cerrado en el interior de I". Por tanto, | K|
y 01" son compactos y disjuntos, y la distancia entre estos alcanza un minimo £ > 0.
Entonces, la distancia entre d1" y (py0/")"1(q) € (pyof")"1(Ay) € (f)NU,) C |K,|
es > € > 0, y asi tenemos 1). Este ltimo razonamiento sobre los p; nos asegura que
(@jof’ Y (p ;) esté estrictamente por encima de la grafica de y. [ ]
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Finalmente, podemos definir una homotopia H : I" X I — X tal que H, = f’
como

H(xp,....,x,,0) = f(x}, ... X,_, tw(xy, ooy x,_) +x,(1 —tw(x, ..., x,_1)))

inspirada en la figura 3.1 que deforma el dominio de f’ en el volumen sobre la grafica
de y. Sillamamos f”" = H|, P = {p,, ..., p.} Yy O = {q}, hemos escindido el dominio
de manera que H(I"")YNP =@gVi € Iy f"(I")Nn Q = @ Como la imagen de
f"" no pasa por ninguno de los puntos en P U Q podemos retraer con deformacioén
(Uj;l e;';“ U e\ (P U Q) sobre Ule 0e;’;+1 U de""!, y como haciamos en el TAC,
obtenemos una aplicacion f ~ f” cuya imagen no se interseca con el interior de
ninguna de las celdas e"*!, eg11+1, s e;":l. Por transitividad, f ~ f, ~ f/ ~ f" ~ f,
y como estas homotopias son estacionarias en el resto del complejo, la imagen de
f tiene interseccion vacia con los interiores de todas las celdas e;"“ y et

imf C C.Por lo tanto, [ f] € 7,(A,C,xy) e i,[f]1=[f]=[f].

, asi que

i, inyectiva: sean [ f,],[f,] € n.(A,C, x,) tales que i [f,] = i.[f,] es decir, que
iof, y iof, son homotopicas. Sea F: I" X I — X esta homotopia. Podemos verla
como una aplicacién sobre I""!. Igual que en el apartado anterior, obtenemos F’ ~ F
y posteriormente, parar+1 < m+n (& r < m+n), F ~ F’ escindiendo andlogamente
I"*!, Finalmente, las retracciones con deformacién de las celdas correspondientes nos
proporcionan preimégenes de las clases de F,, y F,, que son la misma clase porque
son homotodpicas a través de F. Asi [fol = [FO] = [Fl] = [f,], con lo que terminamos
la inyectividad y el caso 1.

Caso 2:sean A = C U, "', B=C U e’*!. Basta aplicar el caso 1 inductiva-
mente sobre las (n + 1)-celdas de B. Formalmente, para cada j = 1, ..., k, definimos

— m+1 =1 n+l
A; =CUycpel™ U_ e

BJ'
C,=A,NnB, X, =

Se observaque X; | =A;y B, =C;Vj=2,....,k,yA = A C =C, B, =By
X, = X. Por lo tanto, tenemos el siguiente diagrama
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(A, C,Xx,)

7, (A}, Cy, x)) — 7(Xy, By, xp)

n-r(Xz’ B2’ x()) D — ﬂr(AZ’ CZa x())
I
I

ﬂ-r(Ak’C ,XO) —_—> ﬂr(X ’Bk’ XO)

r.(X, B, x,)

donde los homomorfismos implicados son igualdades e inclusiones, siendo estas tl-

timas gracias al caso 1 isomorfismos si ¥ < m + n y epimorfismos si ¥ = m + n. El

homomorfismo que resulta de la composicion del diagrama entero es concretamente

i,: m.(A,C,x,) = n.(X, B, x,), isomorfismo sir < m+ny epimorfismosir =m+n

por composicion.

Caso3:sean A =C U,y e, B=CU donde dime, > n+1Vy €T.

yer €y

i, sobreyectiva: dada [f] € #.(X, B, x,), f(I") es compacto, por lo que solo se
interseca con una cantidad finita de interiores de celdas. Supongamos que existen
Yis---» 7 € I' tales que f(I’)néyj +@Vj=1,...,k.Sead = max dlme >n+l,y

.....

Kk
definimos A" = CU,, €' U LEJA e, U U] e, . entonces sea C' = A'N B, es decir,
4 J

YFEY 5Tk dlme <d
C’ =B sin las celdas e, de dimension d”, asi que (B, C’) es (d — 1)-conexo. Gracias
J
i
al caso 2, en particular z,(A’, C’, x,))— 7,.(X, B, x,) es epimorfismosir <m+d — 1,
y como d > n + 1, también se cumple cuando r < m + n, y asi tiene preimagen

frodr ol vy) = (A, C' xy) tal que i’ [ /'] = [ f].

Hemos conseguido retirar f(1") de los interiores de las celdas de dimensiéon maxi-
ma (= d) con las que se intersecaba. Por como funciona la homotopia que lleva f en f’,
viendo el caso 1, el dominio de f” es una “restriccion” del de f, asi que f'(I") C f(I")
y solo se puede intersecar con las celdas e, Y, de dimension < d y con las celdas conte-
nidas en el borde de las ¢, de dimension d, que son también de dimension < d. Repe-
timos analogamente para qultar f'(I") de los interiores de aquellas celdas con los que
se interseca de dimension maxima, que en este caso sera < d — 1. Todo el razonamien-
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to se aplica hasta que se haya conseguido f enuna f”: (I",01",v,) = (A”,C", x,),
conA” = A" = CU, e'u |J e, yC” = A"nB.Como desde un principio f(I")

yer
Y#V]Tk

no se intersecaba conlas e, cony # v, ..., 7, podemos ver f” como una aplicacion
", 01", vy) = (A, C,x,). Esto nos da la sobreyectividad.

i, inyectiva: para no alargar la prueba, la idea es una combinacién de la inyectivi-
dad del caso 1y la sobreyectividad que acabamos de hacer. Es decir, sobre F : ™! —
X aplicamos el razonamiento que hemos hecho en la sobreyectividad, pero ahora para
r+1<m+n,esdecir,r < m+ n.

Caso4:sean A = C U,y €,, B=CU, e, entonces X = C U,y €, Uyer e,
donde m + 1 < dime, Va € Ayn+ 1 < dime, Vy € I'. Podemos suponer que
dime, <m+n+1Va € A como consecuencia del TAC.

SeanA, =CuU |J e,y X, =A,UBYk=m+1,...,m+n+ 1. Notamos que

YEA
dim e},sk

A=A

m+n+
Necesitamos usar la siguiente sucesion exacta [véase Hat01, pg. 344-345]:

Lema 3.6. Dado X espacio topologico, y x, € B € A C X, existe una sucesion

exacta larga del triple (X, A, B, x;)

o, (X, A xy) = (A, B, x) = n,(X, B, xy) = m,(X,A,x,) > ...

terminando en 7, (X, A, x).

Demostremos por induccién en k. Para k = m + 1, tenemos el resultado porque
esta es exactamente la situaciéon del caso 3. Suponiendo cierto para k — 1, tomamos
las sucesiones de los triples (A,, A,_;, C, x,) v (X, X,_;, B, x,), tenemos el siguiente
diagrama (omitimos los puntos base, x,, en todos, por cuestiones de espacio):

(A, A — 7 (A, C) — 7 (A, C) — 7w (A, Ayly) — 7, 1(A4,, C)

l | l | l

7o (X X)) = 7.(Xyy, B) = 7.(Xy, B) = 7,(X), Xy ) — 7,1 (X}, ©)

donde las aplicaciones verticales estan inducidas por las inclusiones. Este diagrama
es conmutativo.
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Para r < m + n, descomponiendo X, = A, U X,_;,con A, N X,_, = A,;_,;, nos
reducimos al caso 2, con (4,,A,_,,x,) (k — 1)-conexo y (X,_,, A;_;, X,) n-conexo,
asi que parar+1 < m+n < k — 1+ nla primera y cuarta flechas verticales son
isomorfismos. Ademas, por hipoétesis de induccion, la segunda y quinta flechas son
isomorfismo. Por el lema de los cinco, la tercera es también isomorfismo.

Para r = m+n, analogamente razonamos que la segunda flecha es un epimorfismo,
la quinta es un isomorfismo, y la cuarta también. Esto es suficiente para probar gracias
a una mitad del lema de los cinco que i, es sobreyectiva.

Cuando r = 1,2, debemos procedes con cuidado porque pueden aparecer grupos
no abelianos en el diagrama e incluso conjuntos sin estructura de grupo. Para r = 2,
una ligera modificacion al lema de los cinco nos sigue permitiendo llegar al resultado.
Para r = 1, probamos directamente que i, : 7,(A,C, x,) = 7,(X, B, x,).Sim > 1, los
pares (A, C, x,) y (X, B, x,)) son al menos 1-conexos porque estamos pegando celdas
de dimension como minimo 2. Por lo tanto, i, es una aplicacion entre conjuntos de
un solo elemento, y entonces es biyectiva. Sim = 0y n > 1 (si n = 0 no hay nada
que probar), queremos probar que i, es sobreyectiva. Dada [ f] € 7,(X, B, x,)), como
dime, > n+1>2Vy €T, porel TAC existe f' ~ f tal que f'(dI) C C. Aplicando el
TAC relativo, existe f” ~ f rel oI tal que f”(I) C A. Entonces, [f"'] € 7,(A,C, x,)
y i,[f"] = [f], asi que i, es sobreyectiva.

Caso 5 (caso general): dados X, A, B,C como en el enunciado, gracias a las
CW-aproximaciones de CW-complejos relativos (proposicion 3.10), existen (A’, C, x,)
y (B, C, x,) CW-complejos relativos del mismo tipo de homotopia que (4, C, x,) y
(B, C,x,) como en el caso 4, a través de homotopias estacionarias en C. Por lo tanto,
se puede juntar en una homotopia sobre X' = A" U B, y (X', x,) ~ (X, x,) rel C.
Para X' es cierto pues esta en las condiciones del caso 4, por ser del mismo tipo de
homotopia que X, también se cumple para X. Asi terminamos el ultimo caso y el
teorema. u

3.2.1 Teorema de Suspension de Freudenthal

Una de las consecuencias mas importantes del TEH es el Teorema de Suspensiéon
de Freudenthal (TSF, en adelante), que nos permite no solo calcular los grupos de
homotopia 7,(S"), sino que ayuda a entender el fenémeno de estabilizacion en ho-
motopia.
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Notemos que dada una aplicacion continua f : S” — X, existe una aplicacién na-
tural Sf : S"! - SX inducida sobre las suspensiones. Denotaremos la suspensién
iterada por S” f =5 .". S f. Geométricamente, la aplicacion funciona como en la fi-
gura 3.5. Dadas f =~ g, también se tiene que S f ~ Sg, asi que la siguiente aplicacion
esta bien definida.

Figura 3.5: S f

| Definicién 3.9 (Suspension de homotopia). Sea (X, x,) un CW-complejo con
punto base, se define la suspension de homotopia como X : 7,(X, x)) = 7, ,(SX, %),
n >0, tal que Z[f] = [Sf].

Ademas, recordando la interpretacién de la suma en z,(X, x,) a través de una
suma puntual de esferas, la figura 3.6 nos deja ver que £ es un homomorfismo de
grupos.

o e D

+
—

Sf Sg S(f+g=S8f+Sg

Figura3.6: Sf + Sg

Esta interpretacion de la suma proviene de la estructura de co-H-espacio de las
suspensiones. El lector interesado puede consultar méas informacion en el capitulo 23
de [Jam95].



54 GRUPOS DE HOMOTOPIiA SUPERIOR

Nuestro objetivo es demostrar que dependiendo de la conectividad de nuestro es-
pacio, esta aplicacion se hace isomorfismo. Para ello, usaremos el TEH descomponien-
do la suspension en C, X y C_X, conos superior e inferior, que se intersecan en una
copia de X. El punto base x,, de los cuatro espacios se toma en X.

| Teorema 3.4 (de Suspensién de Freudenthal). Sea (X, x,) un CW-complejo n-
conexo con punto base. Entonces, la aplicacionX : 7.(X,xy) = =, .,(SX, x,) es isomor-
fismo parar < 2n+ 1 y epimorfismo parar = 2n + 1.

Demostracion. Primero, observemos que si desarrollamos la sucesion de homotopia
delos pares (C, X, X, x,) y (SX, C_X, x,), 1a contractibilidad de los conos implica que
T, (Cr X, Xo) =, m,(X, x0) y 7, (SX, x0) &, 7,,,(SX,C_X, x,) Vn > 0. Podemos
ver esto con el siguiente diagrama

(X, x,) ———— 7, (SX,x,)

|- ]

7, (C. X, X, X)) —— 7,,,(SX,C_X,x,)

donde las flechas verticales son isomorfismos, por lo que es equivalente estudiar
el isomorfismo inferior i,, el inducido por la inclusion entre los pares.

De la sucesion de los pares (C, X, X, x,) se deduce que son (n + 1)-conexos por
ser X n-conexo, y aplicando el TEH, i, es isomorfismo para r < 2n+ 1, y epimorfismo
parar =2n+ 1. [ ]

La consecuencia inmediata mas importante es el calculo de z,(S") para n > 2.
Como ya sabemos que 7,(S") = 0 para r < n, S" es un espacio (n — 1)-conexo,
por el TSF tenemos que X : 7,(S") — 7,,,(SS") = 7,,,(Sn + 1) es isomorfismo para
n < 2n—1, es decir, paran > 1. Por lo tanto, ﬂz(Sz) o ﬂ3(S3) ~ ...,y solo necesitamos
calcular 7,(.5%). Para esto, nos remitimos al ejemplo 1.1. En particular, tenemos que
(P'C,n, 8%, S") es un fibrado, que por la proposicién 1.11 es una fibracién de Serre,
y por tanto tenemos una sucesioén exacta larga de S' — S° — P!C que relaciona
sus grupos de homotopia. El espacio P!C es la esfera de Riemann, homeomorfa a .S,
y sus grupos de homotopia son isomorfos. En el siguiente fragmento de la sucesion
exacta

.= 1,(S?) = 1,(S?) = 7, (S = 1,(S5%) > ...

notamos que 7,(S*) y 7,(S?) son triviales, y por lo tanto, 7,(S?) = r,(S!) = Z. Con
esto, tenemos finalmente:
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Corolario 3.3.  7,(8") = Z Vn > 1, generados por la identidad 1,. Ademas, la apli-

cacion grado deg : 7,(S", s,) = Z es un isomorfismo.

Demostracion. Ya hemos conseguido deducir que 7,(S") & Z Vn > 1. Para ver que el
grado es isomorfismo, vemos gracias a [Hat01, pg. 134] que deg es homomorfismo. De
hecho, en el calculo de 7,(S L sy) velamos que este era isomorfismo. Para cada n > 2,
dado k € Z, existe [ f] € =, (S, s,) de grado k. Por [Hat01, pg. 137],deg S"f =k, y
deg[S"f]=kcon[S"f] € n,(S",s,). Asi, el grado es epimorfismo de 7,(S", s,) = Z
en Z, por lo que necesariamente debe ser isomorfismo. Para terminar, como el grado
es isomorfismo y la identidad tiene grado 1, que genera Z, la identidad 1, genera

7, (S", 5). m

El comportamiento observado no es solo aplicable a la diagonal z,(S") (ver figura
3.7).Sifijamos k > 0, observamos que X : x,,,(S") — ﬂn+k+1(S"+1) es un isomorfismo
paran + k < 2n — 1, es decir, n > k + 1. Esto quiere decir que todas las diagonales
superiores se estabilizan a partir de algun punto. Este grupo se denota ﬂf y se le llama
k-ésimo grupo de homotopia estable.

Observamos que hasta ahora hemos conseguido calcular z,,(S", s,) cuando m < n.
Sin embargo, hemos desarrollado suficientes herramientas para calcular algiin otro
grupo mas. El primer ejemplo no trivial de estos pertenece a Hopf en 1931. Si desa-
rrollamos la tltima sucesion exacta larga de nuevo en otro sitio

o (S o 1y (5H)—> 1,(S?) = 1S > ..

donde los grupos 75(S') y 7,(S!) son triviales, asi que 75(S?) & 7,(S°) = Z. Pa-
ra obtener un generador, tenemos que 7, : 7;(S°, 5)) — 73(S?,5,) es isomorfismo
y m3(S?, 5,) esta generado por [1:], asi que 7,[14] = [n] genera 7,(S°, 5,). Notese
que aunque 7 llega a P'C, podemos entender que su conjunto de llegada es S? por-
que S? = P!'C. A la aplicacién : S* — S? se la llama la fibracion de Hopf. El
calculo de este 7,, y el hecho de que este difiera del calculo del grupo de homologia

correspondiente (H,(S?) = 0), ampli6 el interés sobre los grupos de homotopia.

H 42l ‘ 42 ‘ 3 ‘ 7y ‘ 7s ‘ Te ‘ i g Ty 10
Sstfyz|0]0|0]O0 0 0 0 0 0
s2\Vo0 |z |z |z,|7,| 27, Z, Z, Z, Z,s
slo|o|z|z, 72,72, Z, Z, Z, Z,s
SN0 00| Z|Zy| 2 |ZXZyy|ZyXZy | ZyXZ, | Zyy X2y
101000 2Z]| 2, Z, 2,y Z, Z,

Figura 3.7: Primeros grupos de homotopia de las esferas
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3.2.2 Algunos calculos interesantes

Vamos a realizar ahora algunos calculos de grupos de homotopia que demostraran
la utilidad del TEH. Ademas, algunos de estos grupos nos haran falta posteriormente,
y otros nos ensefiaran propiedades interesantes que no hemos podido ver todavia.

Ejemplo 3.1. Continuando el trabajo hecho en el TSF, calculemos explicitamente
7,(\/_, 87, %), con n,m > 2. Si tomamos []", S como CW-complejo, solo tiene cel-
das de dimensiones miltiplo de n, y su n-esqueleto es exactamente \/]_ .S7. Por el
TAC, toda aplicacion f: D" — H:"zl S se puede deformar para que su imagen esté
contenida en el r-esqueleto de []7", S, asi que para r < 2n — 1, como este esqueleto
es exactamente \/7_ S”, tenemos que 7[’(1”?[;”:1 A v‘mz#, S”, %) = 0. Por la sucesion
exacta larga de homotopia, la inclusion \/_, " < []._, S” induce un isomorfismo
m,(\/", S' %) = x,([], S, *) cuando n < 2n — 1, es decir, n > 2. Usando la propo-
sicion 2.4, z,(\/_, SP, %) = ([, " %) = @, 7(S7, 5;), donde los isomorfismos

son naturales. Si ¢ (S" SOJ) (S" soj), j =1,...,m, son las aplicaciones constan-
tes, {([1g].[c], ... [cy, ]) (el le, 1 [T D} es base del dltimo término, y
trasladandola al primero a través de los isomorfismos, obtenemos que {[i,], ..., [i,]}

es base de Jr,,(\/:."=l S”, *). En particular, ﬂn(\/;il ST x) = 2",

Ejemplo 3.2.  Sea A un conjunto de indices infinito, calculemos z,(\/,c, S”, *). Con-
wer St ) deﬁnldo por

[1 S;] - [i S{z’]’ donde i sn €s la inclusion de S” en la suma puntual. Vemos que @ es

sideramos el homomorfismo ®: @ ., 7,(S, 50,) = 7,(\/

isomorfismo.

® sobreyectiva: dada [ /] € 7,(\/ A S?”, %), el conjunto imf* C Voen
pacto, asi que esta contenido la suma puntual de una cantidad finita de S”, y posee

S;’ es com-

una preimagen.

® inyectiva: dada ¢ € @), 7,(S”, 5¢,). se puede escribirc = Y

=1 n.[ﬂS,, ], con

n, € ZVj=1,...,m. Entonces, si ®(c) =0 = Z S,, ], y podemos restrmglrnos

al caso finito viendo esta suma como elemento en 7 (\/ - S” %), y sabemos que por
n j=1 a;
— m n
tantoc =0en P ﬂ'n(Sa;, Soa,) C Do 7S, 504)-

Este ejemplo nos ha permitido ver que el grupo de homotopia de un espacio no
tiene por qué ser finitamente generado. El siguiente va a ensefiarnos que no hace
falta buscar espacios tan elaborados para tener este comportamiento. De hecho, este
espacio va a ser un CW-complejo finito.

Ejemplo 3.3. Calculemos z,(S' v S",s,) para n > 2. La aplicacién recubridora
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p: X - S'Vv.S" con (X,0) el espacio R con una copia S} de S" pegada en ca-
da k € Z, induce isomorfismos sobre los grupos de homotopia de ambos para n > 2.
De hecho, X =~ \/,_, S} retrayendo con deformaciéon R en un punto * a través de
una aplicacion r: X — \/,_, S}. Si observamos el siguiente diagrama

7,V ST %) 1, (X, 0)—> 7,(S' V 5", 50)

las aplicaciones implicadas son isomorfismos, y una base del primero es {[i Sf] }jez cla-
ses de las inclusiones g St - V ez S;- Si denotamos y, al camino que va de 0 a k
por el segmento [0, k] que los une en R, el conjunto (r,) ™! ({ [is;.’] Yiez) = (i - ng] Yeez
es base de 7,(X,0). Sean igi: S' & S'Vv S"yiz: S" < S'v .S inclusio-
nes; entonces, poy, = igio0 . oigi, por lo que p*({[is}q]}jez) = {[iSl]" Nignl}rez
es base de x,(S' v S, 5,), donde el producto es la accion de 7,(S' v S, 5,) so-
bre z,(S LAVAL YN 5p). Gracias a esta base, obtenemos finalmente un calculo explici-
to de 7,(S' V 8", 50) = { Xy Miligi]* - liga] : m € ZVk € Z}. Se comprueba que
7,(S'V 8", s5,) se puede ver como un Z[z,(S' v S, s,)]-mddulo, con base {[ig.]}.

Es fécil ver por el TAC que 7,(S' v S”,s,) = Z generado por [ig]. Notamos
que la asignacién t — [ig] genera ¢: Z[t,t7'] — Z[z,(S! Vv S",s,)] isomorfis-
mo, pues 7,(S' V 8", 50) = {X,crmligi]* 1 m, € ZVk € Z}, es decir, series
de Laurent sobre [igi] con coeficientes en Z. Como x,(S' v S", 5,) visto como un
2z, (S VAL sy)]-modulo tiene una base de un solo elemento, obtenemos finalmente
que ﬂn(Sl VST s,) & Z[x,(S'v S, sl = Z|[t, 1.

Ahora justificaremos la interpretacion geométrica que ddbamos a la construccion
de una CW-aproximacién. De nuevo, necesitamos un lema previo.

Lema 3.7. Sean (X, A, x;,) un CW-complejo relativo n-conexo con A m-conexo y
m,n > 0. Entonces, la aplicacion p, : 7,(X, A,x,) = (X/A,*) inducida por la pro-
yeccion es un isomorfismo para r < n+m+ 1y epimorfismo parar =n+m+ 1

Demostracion.  Ofrecemos un esquema de la demostracién. Se comienza demostran-
do que si A fuera contractil, la aplicacion seria equivalencia de homotopia [Swi75, pg.
75]. Para el caso general, factorizamos p en

(X, A)> (X UCA,CA)L X UCA/CA= X/A

donde p’ es equivalencia de homotopia por ser C A contractil. De la sucesion del par
(CA, A) obtenemos que es (m + 1)-conexo por ser A m-conexo, y escidiendo X UCA
en X y CA, aplicamos el TEH para deducir los isomorfismos y el epimorfismo en el
rango correspondiente. u
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Ejemplo 3.4. Sea X = (V,S7)U \/ﬁeZH. Vamos a calcular z,(X), n > 2. Para ello, del
siguiente fragmento de la sucesion exacta de homotopia del par (X, V,S”)

9
c o T (X, VST x0)— 7, (VST xo) = w, (X, xg) = m (XL VST xg) =
obtenemos por el TAC 7,(X, V,S”, x) = 0. Por tanto,

,(V,S8", x0)
7, (X) = - = coker 0
a(77'-;1+1()(’ VaSga x()))

Gracias al lema anterior y al ejemplo 3.2, 7, (X, V,S”, x,) =, 7l'n+1(VﬂSZ+l, %),
donde este ultimo es grupo libre generado por inclusiones de las (n + 1)-esferas. Las
aplicaciones tales que al pasarlas por la proyeccion dan las inclusiones son las apli-
caciones caracteristica de las celdas, por lo que #,,,(X,V,S?”, x,) esta generado por

estas. Al aplicarles 0, obtenemos las aplicaciones de pegado @, de estas celdas. En
”n(vasg’x())

resumen, 7, (X) = Tool
p

,con a y f en los conjuntos de indices adecuados.

3.3 Teorema de Hurewicz

Aunque como hemos visto hasta ahora existen muchas herramientas para calcular
grupos de homotopia, suelen ser bastante complicados de calcular para espacios en
general, especialmente 7, cuando n >> 1. Los grupos de homologia, en cambio, suelen
ser mas accesibles a los calculos, sobre todo en complejos finitos.

De aqui proviene la importancia del Teorema de Hurewicz. Este resultado rela-
ciona mediante un isomorfismo algunos grupos de homotopia y de homologia, pro-
porcionando una herramienta de calculo mas sencilla cuando se cumplen unas ciertas
hipotesis. Usaremos el material desarrollado en la seccidon anterior para demostrar el
teorema.

Necesitaremos la siguiente propiedad, cuya prueba se encuentra en [Hat01, pg.
356].

Proposicion 3.12.  Una equivalencia de homotopia débil induce isomorfismos sobre
todos los grupos de homologia de ambos espacios.

| Teorema 3.5 (de Hurewicz). Sea X un espacio topolégico (n—1)-conexo, conn > 2.
Entonces, FI,(X) =0Vr<nyr,(X)= H,(X).
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Demostracién. Tomamos f : Z — X CW-aproximaciéon a X con Z"™! = {z,}, que
induce isomorfismos en todos los grupos de homotopia y homologia (corolario 3.2 y
proposicién 3.12). Asi reemplazamos X por Z y planteamos un argumento basado en
la estructura celular.

Primero, como el (n — 1)-esqueleto de Z tiene un tinico punto, H (Z)=0Vr<n.
Ahora, como solo nos queda comprobar z,(Z) = H,(Z), y ambos depende tnica-
mente del (n + 1)-esqueleto de Z, podemos intercambiar Z por Z"*!. Este espacio es
de la forma (\/ ) S2) U Vjep eg”, como en el ejemplo 3.4, y por este sabemos que
7, (Z"1) = cokerd, con 0 : z,(Z",V,S", %) — m,(V,S", ), es decir, una aplicacién

®ﬁeB Z - EBaeA Z.

Por otra parte, sead : H, (Z",Z") - H,(Z", Z"") la aplicacion borde celu-

lar. Esta también es una aplicacion Py 5 Z — D,cs Z- De la sucesion exacta larga

aEA

de homologia del par (Z"*!, Z") se obtiene que

dn
.- H, (z',Z""— H(Z") - H(Z"") > H(Z"',Z") - ...

donde H (Z"!,Z") = 0. Ademas, de la sucesion del par (Z", Z""!) se tiene que
j.: H(Z") — H,(Z",Z"") es isomorfismo, pues Z"™! = {z,} al no tener celdas
de dimension 1,...,n — 1. Por lo tanto, d = j*‘locln. De todo esto, deducimos que
H (Z)~ H/(Z"") = cokerd, = cokerd.

Para finalizar la prueba, vamos a ver que cokerd = cokerd. Ambas son aplica-
ciones P s > D,cr Z. con lo que sera suficiente ver que los coeficientes que
definen cada una son iguales. Sean @, : S" — Z "+1 ]as aplicaciones de pegado de
las celdas eZH, y sean g, la aplicacion que colapsa todas las n-celdas de Z"*! excepto

en un solo punto. De [Hat01, pg. , tenemos que dada una (n + 1)-celda e,
S” lo punto. De [Hat01, pg. 140], t que dad (n + 1)-celd ZH
P € B,

1
d(ez+ ) = Z dy.eh
aEA

onde € Z es el grado de la composicion g, o@, : — S". Para 0, el gru-
donde d;y, € Z 1 grado de 1 posicién g,oq, 1 S” S". Para o0, el g
po m,(Z"1,V, 8", %) esta generado por {EZH } s aplicaciones caracteristica de las
(n + 1)-celdas. Se cumple que a[g;;“] = [@5] = Xpen Cpalisn] = [D e Cpalsn],
pues sabemos que las clases de las inclusiones de las esferas representan una ba-
se gracias al ejemplo 3.2. Esto quiere decir que ¢, es homotopica a una aplicacion
Dwen Cpalsn YP € B, con exactamente los coeficientes de la suma anterior. Si com-
ponemos esta aplicacion con g,, obtenemos una aplicaciéon $" — S, cuyo grado es
concretamente c;,. Por lo tanto, por propiedades de grado, deg g,09,; = ¢;,. Pero ya
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sabiamos que este grado era concretamente d;,. Esto implica que las aplicaciones d y
0 tienen los mismos coeficientes, y asi

7w, (X) = r,(Z) = cokerd = cokerd = H,(Z) = H,(X)

Observamos que el Teorema de Hurewicz solo nos relaciona grupos de homologia
y homotopia para n > 2. Para n = 1, se tiene una relacion mas débil entre el grupo
fundamental y el primer grupo de homologia. La demostracion formal de lo que se
expone a continuacion se puede encontrar en [Hat01, pg. 166-167]. Queremos esbozar
el siguiente teorema.

| Teorema3.6. Sea (X, x,) un espacio topolégico conexo por caminos. Entonces, existe
un homomorfismo h: z,(X,x,) — H,(X) sobreyectivo, con nicleo el conmutador de
(X, Xp).

La primera observacion que realizamos es que podemos ver todo lazo basado como
un 1-simplice singular. Nuestro objetivo a partir de aqui es definir un homomorfismo
h: m(X,x,) = H,(X). Necesitamos suponer que X es conexo por caminos, pues el
grupo fundamental, a diferencia del primer grupo de homologia, solo puede tener en
cuenta una componente conexa por caminos a la vez.

Sidenotamos f ~ g aloslazos homotopicos en 7,(X, x,) y f ~ g alos 1-simplices
singulares homologos en H,(X), queremos concluir que f ~ g = f ~ g.Si H es
una homotopia rel dI entre f y g, se puede factorizar a través del cociente de I>
que identifica las aristas {0} X I y {1} X I en un solo punto cada una. Este cociente
es homeomorfo a I2, con borde precisamente los 1-simplices singulares f y g. Esto
prueba que nuestra aplicacion esta bien definida.

Dados f' y g caminos en X tales que f(1) = g(0), podemos
construir un 2-simplice ¢ : A? — (X, x,) como el de la figura f, g
3.8. Para cada s en el segmento vertical central, los segmentos
[vy, 5]y [s,v,] se aplican en f y g respectivamente. Su borde Yo f-g o
esta conformado por f,gy f-g,porloque f-g~ f +g. En

particular, esto ocurre para lazos basados en x,, de lo que se Figura 3.8:

deduce que A es un homomorfismo. 2-simplice o.

Sin mucha dificultad podemos observar que este homomorfismo es sobreyectivo.
Para verlo, tomamos ¢ un 1-ciclo en H,(X) y construimos su preimagen. Reordenan-
do los factores de ¢, podemos suponer que ¢ = o, + ... + 6, donde o; es un 1-simplice
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que empieza y termina en x, Vj = 1,...,n, pues si no se pudiera hacer esta reor-
denacion dc # 0y ¢ no seria ciclo. Esto ¢; son lazos basados en x, y por lo tanto
oys...,0, € (X, x,). Como h es homomorfismo, hl[o, - ... 6,] =0, +...40,=c,
y hemos encontrado una preimagen de c.

Queremos calcular el nucleo de A. Sea C el subgrupo conmutador de 7,(X, x,),
y veamos que C C ker h. Tomemos x € C de la forma x = aba~'b~! para ciertos
a,b € r,(X, x,), suimagen es h(x) = h(a)h(b)h(a)"'h(b)~! = 0 trivial en H,(X) por
ser un grupo abeliano. Deducimos que x € ker A, y como los elementos de esta forma
generan C, tenemos que C C ker A.

Para la contencién contraria, dado [ f] € ker h C 7,(X, X)), si vemos f como un
1-simplice singular, f es un 1-ciclo, por lo que es el borde de una 2-cadena singular c.
Reorganizando los sumandos de ¢ podemos escribir ¢ = y; + ... + p,, donde el borde
de cada y; es un lazo basado en x, y f = dc = du, + ... + du,,. Gracias a la ultima
expresion observamos que los puntos del borde de ¢ o se encuentran en f o se en-
cuentran en los bordes de dos y; con signos opuestos. Viendo estos bordes como lazos
basados en x,, f es el producto de caminos de los dy; en un cierto orden salvo homo-
topia, y sin pérdida de generalidad, suponemos que este orden es y, ..., u,,, asi que
[f1=[0u,-...-0u,) en z;(X, x,). Suimagen en el cociente 7, (X, x,)* = 7,(X, x,)/C
es nula, pues por la observacion anterior, en este cociente podemos cancelar parte de
algunos bordes (signos opuestos en 1-simplices implica orientacién opuesta de los la-
zos), obteniendo [ f] como el borde de una 2-cadena singular donde los bordes de los
sumandos son disjuntos y de manera que x, esta en estos bordes. Cada uno de los
sumandos nos permite retraer con deformacién su borde sobre el punto x,, y por lo
tanto [f] = 0 en 7,(X, x,)/C. Esto implica que [ f] € C.

Un hecho importante que se obtiene de este teorema, a partir del Primer Teorema
de Isomorfia, es que la aplicacién inducida sobre el cociente & es un isomorfismo entre
el abelianizado de 7,(X, x,) y H,(X). En particular, cuando z,(X, x,) es abeliano,
(X, xy) = H (X).
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