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English Abstract

A famous formula of Graham and Pollak (1971) describes the determinant of the distance matrix of a

tree T of order n:
det M(T) = (—=1)" 1 (n —1)2"2

Remarkably, this formula shows that the value of this determinant only depends on n, the number of
vertices of T', and not on its tree structure.

In this senior thesis, we present a long sought after combinatorial proof for the elegant formula of Graham
and Pollak. Moreover, we show how our framework can be used to derive combinatorially many of its
existing generalizations, and even to obtain suggestions for new ones.

Resumen

Una famosa férmula de Graham y Pollak (1971) describe el determinante de la distancia matriz de un
arbol T' de orden n.
det M(T) = (—1)" 1 (n —1)2"2

Sorprendentemente, esta férmula revela que el valor de este determinante solo depende de n, su nimero
de vértices, pero no de la estructura del arbol.

En este trabajo de fin de grado presentamos la tan buscada prueba combinatoria de la elegante formula
de Graham y Pollak. Ademds, mostramos como nuestro marco de trabajo puede usarse para derivar
combinatoriamente varias de sus generalizaciones e, incluso, sugerir otras nuevas.



Introduccion

Sea T un 4rbol finito con conjunto de vértices V = {v1,..., v, }. La distancia entre dos vértices v; y v;
en V (denotada por d(v;,v;)) es la longitud (el nimero de aristas) en el dnico camino en T’ que conecta
v; con v;. La matriz de distancias de T' se define entonces como M (T') = (d(vs, vj))?jzl.

En 1971, R. Graham y H. Pollak demostraron que el determinante de la matriz de distancias de un
arbol T de orden n (con n vértices) viene dado por

det M(T) = (=1)" "} (n —1)2" 2. (1)

La igualdad recibe el nombre de férmula de Graham-Pollak. En particular, det M (T") depende tinica-
mente de n, y no de la estructura del arbol T, [GP7I]. En el tltimo medio siglo se han publicado numerosas
pruebas alternativas a la original desde enfoques muy diversos, todas ellas basadas en diferentes ideas
provenientes del dlgebra lineal, [GL78| Y'Y06l [DY20].

Por otra parte, como todo arbol de n vértices tiene n — 1 aristas, la formula de Graham-Pollak se
puede escribir como

det M(T) = (—1)#4 (#A4) 27471,

Un resultado tan elegante y de naturaleza tan manifiestamente combinatoria como la férmula de Graham-
Pollak clama por una demostracién también combinatoria. Es esta pregunta la que da origen a la inves-
tigacion que se presenta en el presente trabajo de fin de grado.

En el ano 2022, los profesores Mercedes Rosas y Emmanuel Briand, del grupo de combinatoria al-
gebraica de Sevilla, junto con los estudiantes Alvaro Gutiérrez (Universidad de Bonn), Adridn Lillo
(Universidad de Sevilla) y el autor de este texto, crearon un grupo de trabajo con el objetivo de tratar
de conseguir tal demostracion.

Después de varios meses de trabajo obtuvimos la prueba combinatoria buscada. Nuestro enfoque se
encuentra basado en el elegante lema de Lindstrom-Gessel-Viennot, a raiz de una charla del profesor Ira
Gessel en el seminario de Combinatoria Algebraica de Sevilla sobre su famoso lema. Dicha charla esta
disponible en [Ges22] .

El presente trabajo de fin de grado presenta algunos de los resultados obtenidos en esta investigacion.
En particular, en el capitulo [3] de este trabajo se presentan detalladamente algunos de los elementos
cruciales de la demostraciéon combinatoria de la férmula de Graham-Pollak. En el capitulo (4] damos
una demostracién combinatoria de diversas generalizaciones del teorema. Dicho capitulo concluird con
conjetura sobre una nueva generalizacién que englobe a las demas.

En el trabajo de fin de grado de Adridn Lillo [Lil23] se presentan los resultados de nuestra investigacién
que no se encuentran en este trabajo. Por otra parte, falta mencionar que estos resultados han sido
presentados en el VIII Encuentro Ibérico Matemético celebrado en Sevilla en octubre de 2022. Una
versién preliminar de los resultados se encuentran en las actas del congreso, mientras otra mas detallada
de estd en proceso de redaccién [BEGLR].

Algunas de las generalizaciones conocidas la férmula de Graham y Pollak son las siguientes:

Si T es un drbol ponderado (es decir, tiene pesos en sus aristas), y la distancia r;; entre dos vértices
v; y vj se define como la suma de los pesos del unico camino en 7' que une v; con v;, R. Bapat, S.J.
Kirkland, y M. Neumann ([BKN05]) demostraron en 2005 que el determinante de la matriz de distancias
M(T) = (ri5)i ;=1 depende del niimero de vértices y de los valores de los pesos, pero no de la distribucién
de estos ni de la estructura del arbol.

Explicitamente, sea R un anillo conmutativo. Si ey, ..., e,_1 son las aristas de T' y a; € R es el peso



cada la arista e;, entonces,

det M(T) = (—1)"ton—2 ﬁ a; (i a,-> :

Si todos los pesos a; son iguales a 1, la matriz M(T) coincide con la matriz de distancias habitual y la
igualdad anterior no es mas que la férmula de Graham-Pollak original.

Hay otras generalizaciones de (1)) que no involucran pesos. Dado un entero no negativo N € Zx
definimos su g-andlogo como el polinomio en la variable ¢

[Ny =1+g+ - +q" 1 =1

Si se evalda el polinomio [N], en ¢ = 1, se obtiene de nuevo el entero N € Z.

En general, un ¢-analogo o ¢-generalizacién de un resultado P serd un resultado en términos de una
variable ¢ que particularice en P para ¢ = 1. Podemos definir la g-distancia en 7" entre dos vértices v;, v; €
V' como dg(vs,v;) = [d(vi,v;)],. Asi, su respectiva matriz de ¢-distancias serd My(T') = (dq(vi,vj))zjzl .
En 2007, Weigen Yan y Yeong-Nan Yeh ([YY07]) demostraron la siguiente igualdad:

det My(T) = (-1)" M (n—1)(1+¢)" 2 = (-1)" *(n—1) [2]2°.

Existen més problemas relacionados. Por ejemplo, se puede modificar la matriz de distancia M (T)
asignando distintos pesos a cada una de las dos orientaciones (a, b) y (b, a) de una misma arista {a,b} € A
(con lo que la distancia de v; a v; podria ser distinta a la distancia de v; a v;). El determinante de esa
matriz fue estudiado por Hui Zhou y Qi Ding en 2016 ([ZD16]). También es posible sustituir en la matriz
M(T) cada r;; por su g-anélogo (siempre que todos los pesos a; sean enteros no negativos), tal y como
tratan Yan y Yeh en [YY07].

En ninguna de las generalizaciones descritas el determinante de la matriz depende de la estructura del
arbol. La demostracién combinatoria obtenida en [BEGLR] nos permite dar una demostracién unificada
y combinatoria de todas ellas.

La estructura del presente trabajo de fin de grado es la siguiente:

A lo largo del capitulo [I] se hard una introduccién sobre qué es la combinatoria y qué entendemos
por una prueba combinatoria. Luego, se hablard de las sumas indexadas en un conjunto finito y de las
involuciones cancelativas, una poderosa herramienta para computar este tipo de sumas cuando existen
sumandos iguales pero de signo opuesto. Este tipo de sumas aparecerd en numerosas ocasiones en los
capitulos posteriores.

Construir una involucién cancelativa no es sencillo pero, cuando es posible, resulta muy elegante.
Una forma de hacerlo es a partir del ya mencionado lema de Lindstrom-Gessel-Viennot o, abreviado,
lema LGV ([Lin73l [GV85]). La idea es construir un cierto grafo dirigido G con pesos en sus aristas y
asignar a cada sumando en cuestién unos ciertos caminos en G de forma apropiada. Si la construccién
puede realizarse correctamente, el lema LGV define una involucién cancelativa a partir de las posibles
intersecciones de dichos caminos. En el capitulo[2] se presentan las nociones bésicas de la teoria de grafos
que necesitamos en el presente trabajo, y que nos permiten en particular presentar el lema LGV, junto
con su demostraciéon combinatoria.

Finalmente, los capitulos [3] y [] presentan los resultados descritos a lo largo de la introduccién.



Capitulo 1

Herramientas Combinatorias

Vamos a introducir las herramientas combinatorias que se usaran en los capitulos posteriores junto con
ejemplos sencillos de sus aplicaciones. La nomenclatura utilizada y los ejemplos y resultados expuestos
han sido extraidos, en gran medida, del libro Combinatorics: The art of counting ([Sag20]), de Bruce
Sagan.

1.1. Pruebas Combinatorias

El objetivo de este trabajo es dar una prueba combinatoria de la férmula de Graham-Pollak y de
algunas generalizaciones de esta. Pero, jqué es una prueba combinatoria? Antes responder a esa pregunta,
vamos a tratar de aclarar qué es o en qué consiste la combinatoria.

La combinatoria es un drea de estudio que, por lo general, resulta dificil de definir de forma clara,
concisa y precisa. Esto no es algo poco comun dentro de las matematicas. Sin ir més lejos, explicar qué
es un conjunto (fundamento base de las mateméticas de hoy en dia) sin recurrir a los axiomas que los
caracterizan lleva a utilizar frases tales como «un conjunto es una coleccién de objetos». Aunque no sea
una definicién formal, condensa bien la idea en cuestion.

Para el matemdtico Claude Berge, [BeTl], una configuracién de una serie de objetos «es una forma
de distribuirlos de acuerdo a ciertas restricciones predeterminadas». De esta forma, la combinatoria es la
rama de las matematicas que «cuenta, enumera, examina y investiga la existencia de configuraciones con
cierta propiedad».

Ejemplo 1.1.1. Si A es un conjunto finito de n elementos, podemos considerar las configuraciones sobre
A dadas por cada una de las formas de elegir k < n elementos de entre esos n. Se corresponden con cada
uno de los subconjuntos de A de cardinal k. Otros ejemplos de configuraciones son, los grafos, los drboles,
las matrices, los grupos, etc.

Como ya se ha comentado, una de las partes mas importantes de la combinatoria se centra en el
conteo. Matematicamente, para contar se usan biyecciones.

Por definicién, un conjunto A es finito si esta en biyeccién con el conjunto [n] := {1,...,n} para algin
n > 0 (por convenio, [0] = @). En ese caso dicho n (que es tnico) serd el cardinal de A y se dird que A
tiene n elementos. Dos conjuntos finitos tienen el mismo cardinal si y solo si existe una biyeccién entre
ellos. Asi, contar el niimero de configuraciones con una cierta propiedad equivale a tomar el conjunto que
forman y calcular su cardinal.



Ejemplo 1.1.2. Si A es un conjunto de n elementos, el nimero de subconjuntos de A de cardinal k < n

es el numero binomial
<n>_n(n—1)-~-(n—k+1) n!

k k-(k—1)--1  Kn-k

En la practica hay formas mads sofisticadas de contar los elementos de un conjunto A que establecer
explicitamente una biyeccién A — [n]. De manera similar ocurre en Anélisis, donde para calcular un
limite se suele eludir, en la medida de lo posible, la definicién clasica en términos de épsilon y delta, por
ser poco manejable. En su lugar, es habitual el uso del dlgebra de limites, monotonia, etc.

Algunas propiedades bésicas del cardinal son las siguientes:
- (Principio aditivo). Si Ay,..., A,, son conjuntos finitos y dos a dos disjuntos,

#(AU---UA,) =#A1 4+ -+ #A,.

- (Principio multiplicativo). Si Ay, ..., A, son conjuntos finitos, el cardinal de su producto cartesiano
es

H#(A1 X - X Ay) = H#A1 - H#HA,.
- (Principio de inclusién-exclusién). Si A y B son conjuntos finitos cualesquiera se cumple que
#(AUB) =#A+ #B — #(AN B).

Es general, dados Ay, ..., A, conjuntos finitos y A = [J;_, A;, el cardinal de A es

HA=D #A — D> H#ANA) ++ (1) (AN N Ay)

i=1 1<i<j<n
=D (DT DT #(AL NN A,
k=1 {i1< - <ir }C[n]

Obsérvese que el principio aditivo no es mas que un caso particular del de inclusién-exclusién.

A partir de las propiedades anteriores se derivan otras. Por ejemplo, como consecuencia directa del
principio aditivo, si A C B son dos conjuntos cualesquiera, #(B \ A) = #B — #A.

Todos estos resultados nos proporcionan herramientas para el cdlculo del cardinal de un conjunto.
Asi, por una combinatoria entenderemos una demostraciéon de un resultado empleando razonamientos
basados en configuraciones, biyecciones, la nocién de cardinalidad y sus propiedades (tales como las
recién enunciadas). Veamos algunos ejemplos sencillos.

Ejemplo 1.1.3. Dado un conjunto finito A, deseamos calcular el cardinal de su conjunto potencia P(A).
En otras palabras, deseamos saber cuantos subconjuntos tiene A.

Escribimos A = {ay,...,a,}. Asignamos a cada B C A la n-tupla (m1,...,my) € {0,1}" tal que,
para cada i € [n],

m; =1 si a; € A;
m; =0 si a; ¢ A.
Esto define una correspondencia biyectiva entre P(A) y {0,1}" con lo que, aplicando el principio multi-
plicativo,
#P(A) = # ({0,1}") =2".
Ejemplo 1.1.4. Vamos a calcular de manera combinatoria el valor de la suma >, _, (Z)

Sea A un conjunto de cardinal n. Para cada k, definimos S, C P(A) como la familia de los subcon-

juntos de A de cardinal k < n. Entonces, P(A) es la unidn disjunta de los conjuntos Sy, . ..,Sy. Por el
principio aditivo,

n n n

> (k> =D #Si=#P(4) =2".

k=0 k=0

4



Una permutacién de un conjunto A es, por definicién, una biyeccion A — A. Sobre un conjunto
finito A de cardinalidad n existen n! permutaciones diferentes. Las permutaciones de un conjunto forman
un grupo (con la composicién de aplicaciones). En el caso de que A = [n], este grupo se denotard por S,
y se llamard grupo simétrico en n letras.

Ejemplo 1.1.5. Una permutacion o € S,, es un desarreglo si no tiene puntos fijos. Denotamos por D,
al conjunto de desarreglos de S,,.

Para calcular el nimero de desarreglos, definimos A; C S, como el conjunto de permutaciones de S,
con el punto i € [n] fijo. Se deduce de manera inmediata que D, = S, \ (Ui, 4:).
Si{iy < -+ <ip} C[n], cada elemento de A;; N---N A, es una permutacion de [n] con los elementos
i1,...,1g fijos. Se puede hacer corresponder, de manera biunivoca, a cada una de ellas con una permuta-
cion del conjunto [n]\ {i1,...,ix}. Dado que [n]\ {i1,...,ix} tiene (n — k) elementos,

#(A, N NAL) =(n—k)!

y, por el principio de inclusion-exclusion:

" - i no(_1)k-1
# (U Ak) DD CHAEDDNUEIOIEDWE (Z) (n-mr=my I
k=1 k=1 MC|n] k=1 k=1 ’
#M=k

FEntonces,

n n (_1)k
#D, = #8, —# | J Ax | =n1 D
k=1 ’

Obtenido este resultado, es interesante, por ejemplo, estudiar asintdticamente la proporcion de des-
arreglos frente al total de permutaciones de S,,.

e

#D, = (-1D)F e 1
:Z k! e

Una vez mds, el numero e apareciendo en los contextos mds insospechados.

Ejemplo 1.1.6. FEs bien conocida la formula de la suma de los primeros n nimeros naturales:

ik:1+2+~~+nzw. (1.1)

2
k=1

Hay infinidad de demostraciones del resultado anterior. Una de las mds conocidas es la basada en el
método que, seqgun dice la leyenda, aplicé Gauss en la escuela para sumar los naturales desde el 1 hasta
el 100.

Otra prueba, de cardcter combinatorio y quizd menos conocida, es la siguiente: Sea A = [n + 1]
el conjunto de enteros positivos menores o iguales que n + 1. El nidmero de subconjuntos de A de dos

elementos es, precisamente,
n+1\  n(n+1)
2 ) 2
¢Cdmo se relaciona este hecho con la expresion (1.1) 7
Sea A la familia de subconjuntos de A de dos elementos. Podemos clasificar a los distintos conjuntos
de A en funcion de su mayor elemento. Si Ay (2 < k < n+1) es la subfamilia de A formada por los
subconjuntos de A de cardinal 2 con mayor elemento k, {Ak}Zié constituye una particion de A. En otras
palabras, los conjuntos Ay son dos a dos disjuntos y su unidn es UZ:QI A, = A. Por el principio aditivo:

n+1

=H#A=) H#A.

k=2

n(n+1)
2

Y ahora, jcudntos subconjuntos hay de dos elementos cuyo mayor elemento es k? Hay exactamente
k—1= (kgl), tantos como formas de elegir un entero positivo menor que k. Por lo tanto,

n+1 n
wzz:(k—l)zzy.
k=2 k=1

5



Con un razonamiento andlogo se puede probar que, en general,

n+1 " k
= < <n.
<m+1> Z(m) VO<m<mn

k=m

Conviene recalcar que la igualdad es sencilla de demostrar inducciéon. En ocasiones, esta forma
de proceder resulta interesante, pues tras la hipdtesis de induccién puede existir una iteracién subyacente
que proporciona, a la postre, un algoritmo. Sin embargo, en otras muchas circunstancias, este tipo de
pruebas no explican el porqué del resultado, resultando ser mas un simple test de veracidad que una
verdadera resolucién del problema en cuestion.

Si no se tiene idea de por qué algo es cierto, siempre se puede probar por induccion,
Gian-Carlo Rota.

1.2. Sumas finitas. Involuciones cancelativas

En la seccién anterior se han visto ejemplos de como calcular sumas finitas a través de combinatoria.
La relacién es reciproca. Reciprocamente, el cardinal de cualquier conjunto finito A se puede expresar
como una suma finita #A4 =3 _, 1.

Evidentemente, hay sumas indexadas en conjuntos finitos mucho maés elaboradas que la anterior,
aunque no necesariamente mds complejas de computar (como ya se habrd podido comprobar, el cdlculo
de un cardinal no siempre es inmediato). En este trabajo serdn de especial interés las sumas en las que
aparezcan tanto términos positivos como negativos. Un ejemplo claro de este tipo de sumas es la dada
por la férmula del principio de inclusién-exclusién.

En primer lugar, vamos a considerar sumas en las que sus sumandos solo toman dos valores: 1 o —1.
Estas seran de la forma ., m, donde A es un conjunto finito y m, € {1, —1} para todo a € A.

Definicién 1.2.1. Un conjunto signado es un par (A,sign) dado por un conjunto A y una aplicacion
sign : A — {1, -1}, llamada aplicacion signo de A. Para cada a € A, sign(a) es el signo de a.
Se dice que a es positivo (respectivamente, megativo), o que es de signo positivo (resp. megativo) si
sign(a) =1 (resp. sign(a) = —1). Los conjuntos positivo y negativo de A son, respectivamente,

At ={a€ A| sign(a) = 1} Y A7 ={ae A sign(a) = —1}.

Si A es un conjunto finito, la suma signada de (A, sign) es el nimero entero
Z sign(a). (1.2)
acA

Nota. En las condiciones anteriores, se podria decir simplemente que A es un conjunto signado. Su
funcion signo se denotard por sign salvo que se indique lo contrario.

Ejemplo 1.2.2. FEl grupo simétrico S, es un conjunto signado para la funcion signo habitual.

Un primer intento para hallar el valor de una suma signada de la forma ([1.2]) es descomponer la suma
en dos, indexadas en los conjuntos positivo y negativo de A.

Z sign(a) = Z sign(a) + Z sign(a) = Z 1+ Z (—1) = #AT —#A".
acA a€A+t a€A— a€A+ acA~

Esta manera de actuar podria no ser la éptima en segtin qué situacién. Al hallar #AT y # A~ se obtiene
en general més informacion de la que es necesaria. Una alternativa es cancelar algunos términos positivos
con otros negativos antes de calcular la suma.

Ejemplo 1.2.3. Sea, para n > 1, la suma alternada de binomiales

S= an(_uk(’;).

k=0



Vamos a reescribir la suma (una vez mds) en términos combinatorios.

S=Y Y ()= Y

k=0 AC|[n] AC[n]
#A=k

En consecuencia, S es la suma signada del conjunto P([n]), donde se toma el signo de cada A C [n] como
1 si el cardinal de A es par, y como —1 si es impar. Entonces,

S=#{AC[n]| #A espar} —#{AC[n]| #A es impar}.

Sin embargo, no es necesario saber cuantos subconjuntos de S, tienen una cantidad par de elementos y
cuantos una cantidad impar para calcular S.

Podemos observar que todo subconjunto de [n] es de la forma B o BU{n} para un tnico B C [n—1].
Ademds, si el cardinal de B es par, el de B U {n} es impar, y viceversa. Se concluye asi que [n] tiene
tantos subconjuntos de cardinal par como subconjuntos de cardinal impar, luego

S= é(—nk <Z) = 0.

A pesar de que esta igualdad se podria haber obtenido directamente de la férmula del binomio de
Newton, >p_o(=1)k(}) = (1 = 1)™ = 0, la demostracién que acabamos de dar nos proporciona una
mmagen muy elegante de lo que sucede.

En el ejemplo anterior hemos emparejado a cada sumando con uno del signo opuesto. Esto sera posible
solo cuando la suma signada sea 0. En el caso general se emparejaran algunos sumandos de signo opuesto,
mientras que otros quedaran «aislados». La suma signada serd igual a la suma sobre dichos sumandos sin
emparejar. Vamos a formalizar este procedimiento.

Recordemos que si f: A — A es una aplicacién y n > 1 es un natural, la aplicacién f*: A — A se
define como f" := fo---o f. Establecemos el convenio de que f° :=1Id4 es la aplicacién identidad.
—_—
n veces
Si ademds f es biyectiva (i.e. es una permutacién de A), la definicién de f™ se extiende a los enteros
negativos tomando f~" = (ffl)n para cada n > 0.

Definicién 1.2.4. Dado un conjunto A, una involucion sobre A es una aplicacion v : A — A tal que
2

t* =1o01=1dy4. Es decir, v es involucion si v (t(a)) =a VYa€A.
Observamos que toda involucién ¢ : A — A es una permutacién del conjunto A, siendo la propia ¢
su inversa.

En general, si f : A — A es una permutaciéon de A, la érbita de cada elemento a € A por f es,
por definicién, el conjunto { f*(a) | n € Z}. Las érbitas por f de los distintos elementos de A siempre
conforman una particién de A. En el caso particular de una involucién ¢ : A — A hay dos opciones para
la érbita de cada a € A:

1. Si a es punto fijo de ¢ (i.e ¢t(a) = a), entonces ¢"(a) = a para todo n € Z. Por lo tanto, su drbita
por ¢ es el conjunto unitario {a}

2. Si a no es punto fijo de ¢, t(a) = b para cierto b € A, b # a. Dado que ¢ es involucién, se tiene que
t(b) = t(¢t(a)) = a. En general, para cada n € Z

a sin espar
V*(a) = : .
b sin esimpar.

En consecuencia, la 6rbita de a por ¢ es {a,b} = {a,t(a)}.
La idea es calcular una suma signada como la del ejemplo mediante una involucién ¢ tal que los
sumandos aislados se correspondan con puntos fijos de la involucién, mientras que los sumandos que van

«en pareja» provengan de dos elementos distintos a,¢(a). Lo tnico que falta por exigir es que, en este
segundo caso, dichos elementos tengan signo opuesto, para que realmente cancelen.

7



Nota. Si f: A — A una aplicacion cualquiera, denotamos por Fij(f) al conjunto de puntos fijos de f.

Definicién 1.2.5. Sean A un conjunto signado y sea v una involucidn en A. Se dice que v es cancelativa
si sign(u(a)) = —sign(a) para todo a € A\ Fij(¢).

Comprobamos que la definicién anterior cumple su cometido.

Proposicién 1.2.6. Sea A un conjunto signado finito y sea v una involucién cancelativa en A. Entonces,
su suma signada coincide con la suma signada de los puntos fijos de v. Es decir,

Zsign(a): Z sign(a). (1.3)

a€A a€Fij(e)

Demostracion. Descomponemos la suma signada de A en término de las érbitas de ¢. Denotamos por

Aq,..., A, y por By,..., By a las distintas 6rbitas de ¢ de cardinal 1 y 2 respectivamente (n,m > 0).
Entonces,
Z sign(a) = Z Z sign(a) + Z Z sign(a). (1.4)
acA i=1 a€A; i=1 a€B;

Las orbitas de cardinal 1 se corresponden con los puntos fijos de ¢, con lo que

Z Z sign(a) = Z sign(a).

i=1 a€B; a€Fij()

Por otra parte, la suma para las érbitas de cardinal dos valdra 0. En efecto, si A; es una 6rbita de cardinal
dos y b € A;, dicha érbita es A; = {b,1(b)}. Gracias a que ¢ es cancelativa y que b no es punto fijo de ¢,

Z sign(a) = sign(b) + sign(¢(d)) = 0.

a€A;
Basta sustituir en (1.4]) para obtener el resultado deseado. O

Ejemplo 1.2.7. Apliquemos el resultado anterior al cdlculo de la suma del ejemplo [1.2.3
Sea v : P([n]) — P([n]) la aplicacién dada por

_JAuU{n} sing 4
L(A)_{A\{n} sin e A.

Se puede comprobar de manera sencilla que v es una involucién cancelativa (respecto al signo definido en

Yy que no tiene puntos fijos, luego

Sour()- p o 3 e

k=0 AcC]n] A€Fij(v)

La eficacia del método expuesto dependerd de que la involucién tenga un nimero reducido de puntos
fijos. Por ejemplo, en cualquier conjunto signado A la aplicacién identidad Id 4 (para la cual todo punto
es fijo) es siempre una involucién cancelativa. Sin embargo, la igualdad (1.3]) es trivial en ese caso.

En el mejor caso posible, se obtendra una involucién ¢ : A — A que, o bien no tenga puntos fijos
(en cuyo caso, la suma signada valdra 0, como en el ejemplo o bien, en su defecto, que todos sus
puntos fijos tengan el mismo signo. Bajo tal circunstancia, en ZaeFij B sign(a) no habrd més cancelaciones
posibles de términos y el valor de la suma signada serd S := +# Fij(¢). El signo de S coincidird el signo
de cualquiera de los puntos fijos de ¢.

Ahora bien, jqué ocurre si deseamos calcular el valor de una suma finita en la que los sumandos toman
otros valores distintos de 1 y —17 ;Podemos proceder de forma parecida? Responderemos a esa pregunta
de manera ain mas general, considerando sumas sobre grupos abelianos.

En concreto, dado un conjunto finito A y un grupo abeliano G con notacién aditiva (grupo aditivo,
de aqui en adelante), deseamos hallar formas de simplificar el célculo de . , m, siendo ahora cada m,
un elemento de G. Lo podemos interpretar como un «peso» que se asigna al elemento a € A.
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Definicién 1.2.8. Un conjunto ponderado es una terna (A, G, p) donde A es un conjunto, G un grupo
abeliano aditivo y p: A — G es una aplicacion, llamada funcion peso de A en G. Dado a € A, se dice
que p(a) es el peso de a. Si A es finito, la suma

> pla)

acA

recibe el nombre de suma ponderada de (A,G,p).

De manera similar a lo que ocurrfa con los conjuntos signados, si (4, G, p) es un conjunto ponderado,
se podré decir, abusando del lenguaje, que A es un conjunto ponderado con pesos en G. Con frecuencia
no se usara ningun simbolo para denotar a su funcién de pesos asociada. Bastara con dar explicitamente
el peso de cada a € A.

Ejemplo 1.2.9. Sea M = (m;;)};—; una matriz cuadrada de orden n con entradas en un cierto anillo
conmutativo R. La formula combinatoria de su determinante es

det M = Z sign(o) ﬁmi,o(i).
i=1

oES,

Aparece asi una suma ponderada sobre S, en la que el peso de cada o € S, es sign(o)m; 4(;).

En general, todo conjunto signado puede estudiarse como un conjunto ponderado en el que sus pesos
toman sus valores en {1, —1}. Toda suma signada serd, en particular, una suma ponderada. La siguiente
definicién no es mas que una generalizacién de

Definicién 1.2.10. Sea (A,p,G) un conjunto ponderado. Una involucién cancelativa sobre A es una
involucion v : A — A tal que p(t(a)) = —p(a) Ya€ A\ Fij(¢).

Se recuerda que si G un grupo abeliano aditivo y g € G, el elemento —g € G es el unico tal que
g—g = —g+g = 0. Atn asi, conviene recalcar que carece de sentido decir que g es positivo y —g negativo
o viceversa pues los elementos de G no tienen definido un signo. Véase el caso de los niimeros complejos
o el de los enteros médulo p con p primo.

Las involuciones cancelativas para conjuntos ponderados cumplen una propiedad andloga a la vista
en la proposicién [[.2:6] Su demostracién usa el mismo razonamiento y se omite.

Proposicién 1.2.11. Sea A un conjunto finito ponderado con pesos en G y sea p(a) € G el peso de cada
a € A. Sit es una involucion cancelativa sobre A,

Sp@= 3 pla)

acA a€Fij(e)
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Capitulo 2

El lema de
Lindstrom-Gessel-Viennot

En este capitulo se introducira el lema de Lindstréom-Gessel-Viennot como un elegante procedimiento
para obtener involuciones cancelativas, tanto sobre conjuntos signados como conjuntos ponderados en
general. Dado que el lema se aplica a grafos dirigidos, es buen momento para hacer un recordatorio
general y unificar notacién sobre los conceptos de teoria de grafos que se usaran en este capitulo y
siguientes. De nuevo, la referencia principal serd [Sag20].

2.1. Nociones basicas de Teoria de Grafos

Recordemos que un grafo (no dirigido) es un par G = (V, A) donde V es un conjunto y A es un
conjunto de pares no ordenados de la forma {u,v} con u,v € V, u # v. Los elementos de V son los
vértices de GG, mientras que los de A serén sus aristas. Se dice que el grafo G es finito si su conjunto
de vértices V es finito. En ese caso, el orden de G serd #V (i.e. el nimero de vértices de G). En este
texto siempre se consideraran grafos finitos.

Las aristas de G representan conexiones entre sus vértices. Dos vértices u,v € V son vecinos o
adyacentes si e := {u,v} es una arista de G. En tal caso se dird que la arista e une a v con v y que u 'y
v son los extremos de e.

Un grafo se suele representar mediante una figura con «puntos» y «lineas» (segmentos) que unen dichos
puntos. En el caso de G, cada punto se corresponderd con un vértice v € V. Dos puntos correspondientes
a vértices distintos u, v estardn unidos por una linea si {u,v} es una arista en G. Se pueden sustituir los
puntos por «etiquetas» si fuera necesario hacer distincién entre ellos.

Figura 2.1: Ejemplos de grafos. El de la derecha tiene etiquetas en sus vértices.

El orden de un vértice de G es su nimero de vecinos. Un vértice es aislado si su orden es 0 (i.e. no
tiene vecinos), es una hoja si tiene orden 1, y es interno si tiene orden mayor o igual que 2.
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Paseos, caminos y ciclos

Un paseo w en un grafo G es una sucesién de vértices w : vg,...,v, (n > 0) tal que e; := {v;_1,v;}
es una arista en GG para cada i. Se dird entonces que las aristas e; son las aristas del paseo w y que la
longitud de w es n (el nimero de aristas). Los vértices vy y v, son los vértice inicial y final de w,
respectivamente. Se dice que son los extremos de w y que w es un paseo entre vy y v, 0 de vy a vy,.
También es habitual decir que w une o conecta vy con v,. En las condiciones anteriores, sera frecuente
denotar a w por la palabra w = vg - - - v,. Diremos que dos paseos se cruzan o intersecan en un vértice
v € V si v es vértice de ambos paseos.

Un paseo w en G es cerrado si sus vértices inicial y final coinciden. Si ademds no tiene aristas
repetidas y no tiene méas repeticiones de vértices que el inicial y el final, se dice que w es un ciclo.
Equivalentemente, un ciclo es un paseo cerrado de tres o mas vértices sin repeticiones de vértices més
alla de sus extremos. El grafo G es aciclico si no existen ciclos en G. Un camino en G es un paseo sin
vértices (y, por tanto, ni aristas) repetidos.

Vo = V4 U1 V2 Vo U1 V2

V3 ————— @ V3 ———————— 1y

Figura 2.2: En la imagen de la derecha, un camino. A la izquierda, un paseo que no es camino.

Un subpaseo de un paseo w = vgp---v, en G es cualquier paseo de la forma v;v;4; ---vj_1v; con
0 <i < j <n.Un subcamino de un camino en G es cualquier subpaseo de este. Todo subcamino de un
camino es también un camino.

Siwy = wpuy -+ Uy Y we = VU7 - - - Uy, Son dos paseos con u, = vy, la yuxtaposicién de wy y wy es
el paseo wywsy := UgUy - - UpV7 - - - Vo La yuxtaposicion de caminos puede no ser un camino.

Subgrafos. Conexién. Componentes Conexas
Un grafo H = (V’, A’) es subgrafo de G = (V,A) si V! C V y A’ C A. Es decir, si todo vértice y
toda arista de H también es arista de G.

Si {G;i = (Vi, Ai)},;c; es una familia de grafos, su unién es el grafo G = (J,; Gi = (Uiel Vi, User Ai) )
Obsérvese que los grafos G; son subgrafos de G. Si ademas los conjuntos de vértices V; son dos a dos

disjuntos, los conjuntos de aristas A; también lo son, y se dird que unién G' = {J;c; G; es disjunta.

a\/b
N

d— ¢ e ——C d—— ¢

Figura 2.3: Unién de dos grafos.

En el caso de que I = [n] = {1,...,n}, podemos denotar a esa unién por G = G U---UG,,.

Dos vértices u,v € V estdn conectados en G = (V, A) si existe un camino (o, equivalentemente, un
paseo) entre u y v. La relacién sobre V' «estar conectados» es de equivalencia. El grafo G es conexo si
todo par de vértices de V estd conectado en GG. En caso contrario, se dice que G es disconexo.

Si V, C V esla clase de equivalencia de un vértice u € V por la relacién anterior y A, C A es el
conjunto de aristas A, = {{a,b} € A | a,b € V,,}, el grafo G,, = (V,,, A,) es el mayor subgrafo conexo de
G que contiene al vértice u. Recibe el nombre de componente conexa de wu.
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Figura 2.6: Un arbol.

Los conjuntos {Vy },cy ¥ {Au},cy conforman particiones de V'y A respectivamente. En consecuencia,
el grafo G es unién disjunta de sus componentes conexas {G } Un grafo es conexo si y solo si tiene
una Unica componente conexa.

ueV *

Figura 2.4: Un grafo disconexo con tres componentes conexas.

Distancia entre vértices. Matriz de distancias

Dados G = (V, A) un grafo y u,v € V dos vértices conectados, un camino minimo entre v y v es un
camino en G de la menor longitud posible. Dicha longitud sera la distancia entre u y v, denotada por
d(u,v). Dicha distancia cumple las propiedades habituales. En particular, d(u,v) = d(v,u) y d(u,u) = 0.

Si G = (V, A) es un grafo conexo con V = {vy,...,v,}, la matriz de distancias de G es M(G) =
(d(vy, vj))?jzl . Dicha matriz es simétrica y sus entradas diagonales son nulas.

v —— uy 01123
101 2 3

G = MG=|1101 2
2 2 10 1

Vs . 33210

Figura 2.5: Matriz de distancias de un grafo de cinco vértices.

La matriz de distancias de un grafo depende del orden elegido para los vértices. En el caso de G, si
se fija otro orden sobre los vértices de V, para obtener su nueva matriz de distancias M (G) basta aplicar
a M(G) una cierta permutacién o € S,, sobre sus filas y la misma permutacién o sobre sus columnas.
Dado que

det(M(G)) = sign(c)? det M (G) = det M (G),

se concluye que el determinante de la matriz de distancias de G depende tnicamente del grafo.

Arboles

Un arbol es un grafo conexo y aciclico o, de manera equivalente, un grafo en el que todo par de
vértiték est@eshkesats ol thies=chinton Ao Grticps.Ap denatarafe dnitou (@ Jeghiinisd shanipasio &
exlasniexo 4 Por dichal unividad, da dishagiciaselbre wsyavieti« pigpiere: de Arjstagidank (11.10)2, [Sag20]).

Sea G = (V, A) un grafo. Entonces, G es un grafo camino si sus vértices y aristas son de la forma
V=A{v,...,on} vy A= {{vi,viy1} | i=1,...,n—1}. Por otra parte, G es un grafo estrella si existe
un vértice a € V tal que las Unicas aristas de G parten de a hacia el resto de vértices. Es decir, tal que
A={{a,b} | b€ V; b+#a}. Dicho a es dnico si #V > 3.
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Todos los grafos camino y estrella son arboles. Por ello, reciben también el nombre de arboles camino
y arboles estrella, respectivamente.

o o
~N
o o . o o
N
o .
Figura 2.7: Un &rbol camino (a la izquierda) y un &rbol estrella (a la derecha).

Grafos dirigidos

En la definicién de grafo, los extremos de una arista juegan un papel simétrico, ya que conforman un
par no ordenado. Sin embargo, hay casos en los que es conveniente que las aristas tengan direccion.

Un grafo dirigido es un par G = (V, A) donde V es un conjunto (el conjunto de vértices de G) y A
es un conjunto de pares ordenados (u,v) con u,v € V; u # v. Los elementos de A reciben el nombre de
aristas, aristas dirigidas, aristas orientadas, flechas, o arcos, segin el contexto. Si e = (u,v) € A
es una arco de G, se dice que u y v son los extremos inicial y final de e, respectivamente.

Los grafos dirigidos se representan de forma similar a los no dirigidos. Los vértices serdn puntos (o
etiquetas en su defecto). En este caso, los arcos no serdn segmentos sino flechas. Cada arco (u,v) € A se
representard por una flecha con inicio en u y final en v.

/_\

|
K

Figura 2.8: Dos grafos dirigidos. El de la derecha, con etiquetas.

Un paseo w en un grafo dirigido G entre dos vértices u,v € V de longitud n > 0 es una sucesién
de vértices w : u = wg,...,v, = v (en notacién de palabra, w = vg---v,) donde cada par (v;_1,v;)
(i = 1,...,n) es una arista de G. Anélogamente, se definen las nociones de paseo cerrado, ciclo,
camino, subpaseo y subcamino. A diferencia del caso no dirigido, todo paseo en G la forma wvu
u,v € V es un ciclo, puesto que sus dos aristas (u,v) y (v,u) son distintas.

En algunas circunstancias se pueden utilizar los términos camino dirigido y paseo dirigido (en
lugar de camino y paseo) para especificar que son caminos y paseos de un grafo dirigido.

Como en el caso no dirigido, un subgrafo de G es un grafo dirigido H en el que todo vértice y todo
arco de H es también vértice y arco de G.

Relacion entre grafos dirigidos y no dirigidos

Si (u,v) € A es un arco, su arista no orientada asociada es el par no ordenado (u,v) := {u,v}.
Asi, el grafo no dirigido asociado a G es el dado por G := (V, A) siendo A el conjunto de aristas no
orientadas A := {{i,7} | (4,5) € A}.
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Figura 2.9: Un grafo dirigido y, a su derecha, su grafo no dirigido asociado.

En otras palabras, el grafo no dirigido subyacente a G es el obtenido al sustituir flechas por lineas (y
eliminar repeticiones).

Si ahora G = (V, A) es un grafo no dirigido y e = {u, v} € A es una arista, a partir de ella se obtienen
dos arcos (u,v) y (v,u), Son las dos orientaciones de la arista e. Todo grafo no dirigido G = (V, A)
puede estudiarse como un grafo dirigido G= (V, A’)7 donde A = { (u,v) € V2 ‘ {u,v} € A} es el conjunto
de las posibles orientaciones de las aristas de A. Decimos que G es el grafo dirigido asociado a G.

Figura 2.10: Un grafo no dirigido y su grafo dirigido asociado.

Los conceptos de paseo, paseo cerrado, ciclo y camino son equivalentes en G y en G (con la salvedad
de los ciclos de longitud dos comentada anteriormente).

Grafos ponderados

Sea G = (V, A) un grafo o un grafo dirigido. Una ponderacidn sobre G es una aplicacién w : A — R,
donde R es un anillo conmutativo. Se dice que el par (G, w) es un grafo (o un grafo dirigido) ponderado
y que w(e) es el peso de cada arista e € A.

La ponderacién sobre las aristas induce otra sobre los caminos y los paseos. Si P es un paseo en G
con aristas ey, ..., ey, se podrd decir que el peso de P es la suma o el producto de los pesos w(e;), segin
el contexto.

La funcién w con frecuencia se omite, y se dice simplemente que G es un grafo ponderado sobre un
cierto anillo R, dando explicitamente el peso a. € R de cada arista e, ya sea en el propio texto o mediante
una figura.

Figura 2.11: Dos grafos ponderados: uno no dirigido (izquierda) y otro dirigido (derecha).

Multigrafos
Tanto en los grafos no dirigidos como en los dirigidos, las aristas vienen dadas por un conjunto. En

consecuencia, una misma arista (o flecha) no puede estar «repetida». Hay circunstancias en las que es
deseable que si aparezca varias veces. Para formalizar esto se pueden usar multiconjuntos.
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Los multiconjuntos son una generalizacién de la nocién de conjunto, en los que se admite que un
mismo elemento aparezca varias veces en él. Se emplea la doble llave {{-}} en lugar de la llave simple {-}
habitual

Asi, un multigrafo (respectivamente, multigrafo dirigido) es un par G = (V, A) donde V es un
conjunto (de vértices) y A un multiconjunto de pares no ordenados (resp. ordenados) de V', que serdn sus
aristas. En contraste, los grafos y grafos dirigidos definidos anteriormente se dice que son simples.

NZ N

Figura 2.12: Un multigrafo (izquierda) y un multigrafo no dirigido (derecha).

La multiplicidad de una arista ¢ € A es el nimero de apariciones de e en G. Si la multiplicidad de
e es n, se dird que e aparece n veces en G.

Los multigrafos (dirigidos o no) inducen grafos «simples» sin mds que eliminar las repeticiones en sus
aristas o arcos.

2.2. El lema de Lindstrom-Gessel-Viennot

En matematicas, por lo general, un lema es un resultado que simplifica y agiliza la demostracién de
un cierto teorema o proposicién posterior. Una gran cantidad de ellos se enuncian ad hoc para luego caer
en el olvido. Hay otros, por el contrario, que trascienden y se ganan el derecho a tener relevancia de
manera independiente. En Algebra, algunos ejemplos son: el lema de Gauss (teoria de ntiimeros), el lema
de normalizacién de Noether (dlgebra conmutativa) o el lema de los cinco (dlgebra homoldgica).

Cabe preguntarse qué hace exactamente que un resultado de peso, como los enumerados anteriormente,
se considere un lema. Al fin y al cabo, la palabra «lema» es (al igual que «proposicién», «teorema» y
«corolario») una etiqueta que se asigna, de manera mas o menos arbitraria, a un estamento matemadtico.
Una interesante respuesta a esta pregunta aparece en el libro Proofs from THE BOOK ([TBI1S]) de
Martin Aigner y Giinter Ziegler. Citamos textualmente:

«Primero, un lema deberia ser aplicable a una amplia variedad de contextos, incluso a problemas
aparentemente no relacionados. En segundo lugar, un lema debe ser, una vez visto, completamente obvio.
La reaccién del lector bien podria ser de leve envidia: “;por qué no me habia dado cuenta de esto antes?”
Y en tercer lugar, a nivel estético, el resultado (incluida su prueba) deberfa ser elegante».

El lema de Lindstrom-Gessel-Viennot satisface todos estos criterios. Demostrado originalmente por
Lindstrom, e independientemente por Gessel y Viennot, este lema tiene el honor de aparecer en [TB18]
por su elegancia y versatilidad. Esta seccién se encargara de explicar su enunciado y prueba.

Se trabajard con grafos dirigidos y aciclicos. La siguiente caracterizacién serd de gran utilidad.

Lema 2.2.1. Sea G = (V, A) un grafo dirigido. Son equivalentes:

1. G es aciclico.

2. Todo paseo en G es un camino.

Demostracion. La implicacion es inmediata. Probemos el contrarreciproco de

Supongamos que existe w un paseo en GG que no es camino. Existe al menos un vértice a € V que
aparece repetidas veces en G. Podemos tomar dicho a cumpliendo ademds que alguno de los subpaseos
cerrados de w de la forma w’ = a- - - a sea de la menor longitud posible. Esta eleccién garantiza que en el
paseo w’ anterior no haya maés repeticiones de vértices mds alld de sus extremos. El paseo w’ es un ciclo
en GG, por lo que G no es aciclico. O
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Observacién 2.2.2. El resultado anterior no es cierto para grafos no dirigidos. Si G = (V, A) es un
grafo no dirigido y aciclico con A # 0 y e = {a,b} € A es una arista de G, w = aba es un paseo en G
que mo es camino.

De aqui en adelante, G = (V, A) serd un grafo dirigido aciclico. mientras que A = {a1,...,a,} ¥
B ={by,...,b,} serén dos conjuntos de (exactamente) n vértices de G.

Definicién 2.2.3. Un n-camino en G de A en B es un conjunto P formado por n caminos en G de
tal forma que cada a; es el vértice inicial de un camino de P y cada b; es el vértice final de un camino
de P. Denotamos por P(A,B) al conjunto de n-caminos de A en B.

Nota. En coherencia con la notacién anterior, si a,b € V' son dos vértices, P(a,b) serd el conjunto de
caminos de G con vértice inicial a y vértice final b.

Observacion 2.2.4. En la definicion anterior, dado que hay tantos caminos en P como vértices en A y
vértices en B, se deduce que, para cada i € [n], existe un dnico camino en P que comience en a; y existe
un unico camino en P que termine en b;.

El hecho anterior permite escribir (y de hecho, asi se hard de aqui en adelante) P = {Py,...,P,}
siendo P; el tinico camino en P que parte de a;.

Definicién 2.2.5. Sea P = {Py,..., P,} unn-camino en G entre A y B. La permutacién subyacente
a P es la aplicacion op : [n] — [n] tal que, para cada i € [n], el camino P; (que parte de a;) tiene como
vértice final a b,y ;).

Algunos comentarios sobre la definicién anterior:

1. La observacién implica que op es realmente una permutacién de [n] (i.e. es biyectiva) para
todo P € P(A, B). En otras palabras, op € S,,.

2. La permutacién subyacente a un n-camino P € P(A, B) depende del orden elegido para los vértices
de Ay de B. Por ello, es necesario cuél es con anterioridad.

3. El conjunto P(A, B) es un conjunto signado para la funcién signo dada por sign(P) := sign(op)
para cada P € P(A, B).

Definicién 2.2.6. Un n-camino P € P(A,B) es una ruta si ninguno de los caminos de P se cruzan.
En caso contrario, se dice que P es entrelazado. El conjunto de rutas de A en B serd R(A, B).

El motivo de hacer la distincién anterior es que, dado un n-camino entrelazado, se pueden intercambiar
dos caminos a partir de una interseccion para obtener otro n-camino distinto, tal y como se puede observar
en la siguiente figura.

LB

Figura 2.13: Intercambio de caminos ([Sag20], pag. 57, figura 2.5).
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Tras esta observacién, parece natural definir una aplicacién que asocie a cada n-camino entrelazado
otro a partir de intercambiar dos de sus caminos por un cruce. Més alld de que el resultado sea realmente
un n-camino (que como veremos, serd cierto por ser G aciclico) hay otros obstaculos. En primer lugar,
en un n-camino puede haber méas de un par de caminos que se crucen. En segundo, dos caminos pueden
tener varios vértices en comin. En otras palabras, hay que hacer elecciones arbitrarias.

Vamos a establecer fija una forma de proceder.
Sea P = {Py,...,P,} € P(A,B) un n-camino entrelazado y sea i € [n] el menor indice tal que P;

tiene un vértice en comun con otro camino de P. Escribamos pues

Pira; =vo,...,vm = bsp(s)-

Podemos tomar ahora v, el primer vértice de P; que aparezca en otro camino distinto de P. Sea ahora
J € [n] el menor j # i tal que el camino

Pj:aj =wo,...,w = bsp(y)

contiene a v,. Por la minimalidad de i, se cumple que ¢ < j.
Sea pues w, la primera apariciéon de v, en P;. Podemos intercambiar esos dos caminos a partir de ese
primer cruce. Tras esto se obtienen dos nuevos paseos
Qi:vo'..vrwS“rl..'wl; Qj:wo..ows’l)r+1...vm
que son caminos ya que G es aciclico.

Definimos Qy := Py si k € [n]; k # i,j. Por construccién, cada ay es el extremo inicial del camino
Q- Por otra parte, dado b € B, si P es el camino de P con extremo final b, (i.e b = bap(k)) hay tres
posibilidades.

- Si k #14,7, entonces b es el extremo final de Q.

- Si k =1, el vértice b es el extremo final de Q;

- Finalmente, si k = j, es el camino Q); el que tiene a b como vértice final.

Se deduce asi que Q = {Q1,...,Qn} es n-camino de A en B con permutacién subyacente

op(k) sik#i,j;
oqQ(k) = qop(j) sik=i
O’p(i) si k= ]
La igualdad anterior se puede expresar como og = op o (i j). Es decir, la permutacién subyacente a Q
es la composicion de la de P con una trasposicion.

Definicién 2.2.7. En las condiciones anteriores, diremos que Q € P(A,B) es el n-camino traspuesto
de P.

Observacién 2.2.8. Sea P € P(A,B) es un n-camino entrelazado con n-camino traspuesto Q. Por
construccion, los arcos de los caminos de P son, en conjunto, los mismos que los de Q. Es mdas, cada
arista e € A aparece tantas veces en los caminos de P como en los de Q. Lo mismo puede decirse de los
vértices de cada n-camino.

Ahora bien, ;qué ocurre si aplicamos el mismo procedimiento a Q? ;Volvemos a obtener P?

Lema 2.2.9. En las condiciones anteriores, Q es entrelazado y P es el n-camino traspuesto de Q.

Demostracion. Por la minimalidad de i, para cualquier k € [n] con k < i < j, el camino Qp = Py no
se cruza con ningun otro camino de . Dado que los caminos @); y @; comparten el vértice v, = ws, el
n-camino @ es entrelazado y i es, de nuevo, el menor indice para el cual @Q); se cruza con otro camino de

Sea ahora u € V el primer vértice de QQ; = vy - - v,wsy1 -+ - Wy que también es vértice de algin otro
camino Qi € Q. El vértice v, estd en @5, por lo que dicho u, o bien es igual a v, o bien lo antecede en
Q;. Es decir, u = vg con d < r. Veamos que d = r.
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Por reduccién al absurdo, supongamos d < r. Necesariamente k = j (en caso contrario, vy serfa un
vértice comtn de P; y Py anterior a v,., algo imposible por la eleccién de dicho 7). Entonces, vy estd en
el camino Q; = wp -« - WeVyy1 -+ * Wrp.

De manera similar, el vértice vg no puede estar en el subcamino wg---ws, pues, una vez mas, vq
apareceria en P;. Asi, vq estar en el subcamino v,41 - - - vy,. Pero entonces el camino F; toma la forma

Pi:fl}o...fl}d...vrvr+1...vd...vm

llegando a la contradiccién buscada.

En resumen, v, es el primer vértice de @); que aparece en otro camino. Por argumentos andlogos a los
anteriores, j € [n] es el menor indice para el cual v, aparece en Q;, y ws es la primera aparicién de v, en
dicho camino. Se concluye asi que el n-camino traspuesto de Q es P. O

El lema anterior da una forma de «emparejar» a los n-caminos entrelazados de P (A, B). Como se vid
en el capitulo |1} tras esto hay una involuciéon subyacente.

Proposicién 2.2.10. Sea la aplicacion T : P(A,B) — P(A,B) tal que, para cada P € P(A,B),
T(P) =P si P es ruta y T(P) es el camino traspuesto de P en caso contrario. Entonces, T es una
involucion cuyos Udnicos puntos fijos son las rutas de R(A,B).

Demostracion. El lema anterior prueba que T' es una involucién. Por construccién, los inicos puntos fijos
son las rutas. O

La aplicacién T' anterior no es solo una involucién. Recordemos que sobre P (A, B) hay definida una
funcién signo (dada por los signos de cada permutacién subyacente).

Si P € P(A,B) es un n-camino entrelazado con n-camino traspuesto @ entonces, por propiedades
elementales de la funcién signo de S,,,
sign(0q) = sign(op o (i j)) = sign(op) sign(i j) = — sign(op).

Es decir, ¢ es cancelativa. Aplicando la proposicién se obtiene de manera inmediata una primera
version del lema de Lindstrom-Gessel-Viennot.

Lema 2.2.11 (Lindstrém-Gessel-Viennot, [Lin73], [GV8Y]). La suma signada de los n-caminos de P(.A, B)
es igual a la de sus rutas. Fs decir,

Z sign(op) = Z sign(op)

PcP(A,B) PcR(A,B)

Sin embargo, para los resultado que se prueban en este trabajo se necesita una versién algo maés
general del lema, la cual involucra grafos dirigidos ponderados.

Supongamos que, en las condiciones anteriores, G es un grafo ponderado, siendo w. € R el peso de
cada arco e € A. Estos pesos serdn pesos multiplicativos, en el sentido de que si P es un camino en G, el
peso de P (denotado por w(P)) es el producto de los pesos de los arcos de P. Escribiremos esto como

w(P) = H We,
ecP

donde la notacién e € P indica que e € A es un arco del camino P. De la misma forma, si
P={P,...,P,} € P(A,B) es un n-camino, su peso es

n

w(P) =sign(op) [[w(P)

i=1

(ahora, la funcién signo definida sobre S,, toma valores en 1, —1 € R). Bajo estas condiciones, P (A, B) es
un conjunto ponderado con pesos en R (considerado ahora como grupo aditivo).

Lema 2.2.12 (Lindstrom-Gessel-Viennot, versién con pesos, [Lin73|, [GV85]). En las condiciones ante-

7 Z w(P) = Z w(P).

PEP(A,B) PER(A,B)
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Demostracion. Basta ver que la involucién T anterior también es cancelativa para los pesos definidos
sobre P(A,B). Sea P = {Py,...,P,} € P(A,B) un n-camino entrelazado con n-camino traspuesto

Q={Q1,...,Qn}. De la observacién se deduce:

ﬁ H w(e) = ﬁ H w(e).

i=1e€epP; i=1ecQ;

Por lo tanto,
n

w(Q) = sign(og) H H w(e) = —sign(op) H H w(e) = —w(P),

i=lecQ; i=1ecP;

concluyendo asi la prueba. O

Observamos que si w(e) = 1 para todo e € A, obtenemos la versién cldsica (sin pesos) del lema de
Lindstrom-Gessel-Viennot.

Observacion 2.2.13. La prueba anterior se ha basado en que el peso de cada n-camino entrelazado
P ={Py,...,P,} es, salvo signo, f(w(e1),...,w(en)) siendo

1. eq,...,en la lista de todos los arcos de cada camino P; (contando multiplicidades) y

2. f(x1,...,2m) € R[z1,...,2m] un polinomio simétrico. En este caso, el polinomio simétrico elemen-

tal em(T1, ..., Tm) = T1 " T

Si se hubiera definido w(P) :=sign(op)g(w(er),...,w(em)) para cualquier otro polinomio simétrico
g € R[x1,...,2m] el resultado sequiria siendo cierto. Un ejemplo sencillo se obtiene tomando

g(x1, ..., xm) =e1(T1, ..., Tm) =21+ - + Ty
En tal caso, el peso de cada P seria
n
w(P)=3_ > wle).
i=1e€P;

Es mds, siguiendo la observacidn [2.2.8, pueden formularse otras construcciones andlogas al lema de
Lindstrom-Gessel-Viennot que involucren pesos en los vértices en lugar de en las aristas.

El procedimiento de la prueba de LGV no solo se puede aplicar al conjunto P (A, B) de todos los
n-caminos. También se puede aplicar a cualquier subconjunto de P(A,B) para la cual la involucién
t:P(A,B) — P(A, B) actie de forma interna.

Definicién 2.2.14. Se dice que una familia de n-caminos P C P(A, B) es cerrada (bajo trasposiciones)
st T(P) € P para todo P € P.

Corolario 2.2.15. Sea P C P(A, B) una familia cerrada bajo trasposiciones y sea R := PNR(A,B) su
subfamilia de rutas. Entonces,

Z sign(op) = Z sign(op); Z w(P) = Z w(P).

PcP PER PecP PeER

Demostracion. Dado que P es cerrrada, la restriccién de T : P(A, B) — P(A, B) define otra aplicacién
T|p : P — P, que también es involucién cancelativa tanto para la funcién signo P € P — sign(op)
como para la funcién peso P € P — w(P). Por construccién, sus inicos puntos fijos son los de R. O

En los capitulo [3| v [4] se verd como aplicar el lema de Lindstrom-Gessel-Viennot (o mds bien, el

corolario [2.2.15)) para calcular algunas sumas signadas y ponderadas a partir de rutas en un cierto grafo
dirigido.
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Capitulo 3

Prueba Combinatoria de la formula
de Graham-Pollak

Una vez establecidas las nociones bésicas necesarias y fijadas la nomenclatura y notacién, nos intro-
ducimos en la prueba combinatoria de la férmula de Graham-Pollak.

Durante todo este capitulo T' = (V, A) serd un &rbol. Por simplicidad se tomard su conjunto de vértices
como V = [n] ={1,...,n}, siendo asi M(T) = (d(i,j))?j:1 la matriz de distancias de 7. Se recuerda que

A= {(i,5) € V* | {i,j} € A} es el conjunto de las posibles orientaciones de cada arista de A. También
se llamara conjunto de flechas de 7.

3.1. Pares T-compatibles y diagramas de flechas

Si se desea calcular el determinante de M (T) de manera combinatoria, un buen punto de partida es
usar la férmula combinatoria del determinante de una matriz. Obtenemos,

det M(T) = Y sign(a) [ ] d(i, o (). (3.1)

g€ES, eV

Observacién 3.1.1. Sio €S, tiene algin punto fijo, entonces [[,c\, d(i,0(i)) = 0. Por lo tanto,
podria expresarse como

det M(T) = Z sign(o) H d(i,0(4)), (3.2)

o€, eV

donde recordamos que D, el conjunto de desarreglos (i.e. permutaciones sin puntos fijos) de S,,. Sin em-
bargo, se preferird trabajar con ya que imponer mds restricciones sobre el sumatorio puede complicar
su manipulacion. En cualquier caso, conviene tener en mente que los sumandos no nulos que aparecen
(3.1) se corresponden con desarreglos.

En (3.1) aparece una suma de enteros indexada en permutaciones, donde el signo de cada sumando
es el de la permutacién o correspondiente. Una forma de hallar el valor de dicha suma podria ser, como
en el capitulo[l] cancelar algunos sumandos mediante una involucién. Sin embargo, esto no es operativo.

Ejemplo 3.1.2. Sea T = Py el grafo camino de 4 vértices.

1 o 2 e 3 % 4

La siguiente tabla muestra los valores de m, := sign(o) [[,c d(i,0(i)) para cada desarreglo o € Dy,.

(1234) | —3 | (1243) | —4

(1324) | —12 | (1342) | —4

(1423) | —12 | (1432) | —3
A2)(34) | 1 | (13)(24) | 16
(14)(23) | 9
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Observamos que no hay ningin m, positivo que pueda cancelar directamente con otro negativo. En
cualquier caso, aplicando (3.2)) obtenemos

det M(Py) = ) mg=-3-4-12-4—-12-3+14+16+9=—12=(-1)*"' (4 -2)2* 2,
oeb,

Vamos a reescribir . Para ello, recordamos que, por definicién, d(i, j) denota el niimero de aristas
del camino P(i,j) para cada ¢,j € V (pues es el tnico en T entre i y j). Para cada o € S,,, el principio
multiplicativo nos dice que [],. d(i,0(i)) es igual al nimero de n-tuplas de aristas (e1,...,e,) € A",
donde cada e; es una arista de P(i,0()).

Por otra parte, cada n-tupla (eq,...,e,) € A™ se corresponde (de manera biunivoca) con una aplica-
cién f:V — A (la dada por f(i) =e; VieV). Por lo tanto,

[[dG.oc6) =#{f:V — A f(i) € Pli,o(i)) VieV}= > 1,
=% fiV—A
F()EP(i,0(i)

recalcando que si 4,j € V y e € A, la notacién e € P(i, ) indica que e es una arista en el camino P(3, j).

Sustituyendo en (3.1]),

det M(T) = Y sign(o) > 1= > sign(o) (3.3)

o€ES, fiV—A o€ES, ffV—A
F(i)eP(i,0(i)) F()eP(i,0(d)).

Todo ello motiva la siguiente definicién.
Definicién 3.1.3. Un par T-compatible es un par (o, f) donde o €S,, y f : V — A es una aplicacion

tal que f(i) es una arista del camino P(i,0(i)) para todo i € V. Denotamos por Pr al conjunto de todos
los pares T-compatibles.

Observacién 3.1.4. La permutacion o € S, es un desarreglo para cualquier (o, f) € Pr. Si o tuviera
un punto fijo i € V, el camino P(i,0(1)) no tendria ninguna arista, por lo i no podria tener imagen por
I
Ejemplo 3.1.5. Sea T = Py el grafo camino del ejemplo . Hay 3 pares T-compatibles (o, f) € Pr
con o = (1234). Si denotamos a cada aplicacion f por la palabra f(1)f(2)f(3)f(4), estos 3 pares son los
correspondientes a f = ejeseszer, f = ejesezes y f = ejesezes.

En general, tal y como se observa en el desarrollo anterior, para cada o € S, el producto [ [, d(i,0(i))
cuenta el nimero de pares T-compatibles de la forma (o, f).

A partir de (3.3)) y la definicién anterior tenemos la siguiente igualdad:
det M(T)= > sign(o). (3.4)
(o,f)€PT

Esta expresion, al menos a priori, dista mucho de ser la férmula conocida. La ventaja sobre es que
en esta igualdad aparece una suma signada, (los sumandos toman los valores 1 y —1) sobre la que serd
mas sencilla cancelar términos. Sin embargo, el motivo de la idoneidad de esta forma de proceder es més
profundo y se ird constatando a lo largo del texto.

Los pares T-compatibles serdn realmente la clave que conecte la expresién de det M (T) en funcién
de permutaciones con la férmula cerrada (—1)"~1(n — 1)2"~2. Adem4s, permitiran establecer un marco
comun para probar no solo la férmula de Graham-Pollak si no diversas generalizaciones de esta sin més
que realizar algunas modificaciones en cada caso.

Sean ahora i,j € V dos vértices distintos y sea e = {a, b} una arista del camino P(i, j). El camino en
T entre ¢ y j toma una de las dos siguientes formas

P(i,j)=i---ab---j o P(i,j)=1i---ba---j.

En cada caso, de cierta manera, la arista e aparece en P(4,j) con una orientacién distinta ((a,b) y (b, a)
respectivamente).

i a £ b j i b £ a j

Figura 3.1: Las dos posibles orientaciones de una arista e = {a,b} en un camino P(i, j).
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Definicién 3.1.6. Sean i,j € V dos vértices y e € P(i,j) una arista. Dados a,b € V tales que e = {a, b}
y P(i,j)=1i---ab---j, se dird que (a,b) € A es la arista e orientada respecto al camino P(i,j) o en
el camino P(i,j).

Si (o, f) € Pr es un par T-compatible, f; .V — A, es la aplicacién tal que f;(z) es la arista f(i)
orientada respecto al camino P(i,0(i)) para todo i € V.

Ejemplo 3.1.7. Sea el grafo camino T = P, del ejemplo y el par T-compatible (o, f) € Pr con
o= (1234) y f = ejeseze;. Se tiene entonces,

fo1)=(1,2); fo(2)=(2.3); fo(3)=(34); fo(4)=(2,1).

1O /10 Fo(3)

3 4

fo(4)
Figura 3.2: Representacién gréfica de ﬁ,(z) para i =1,2,3,4.

En la figura anterior se observa que para orientar f(i) en el camino P(i,0(i)) basta colocar la flecha
correspondiente de apuntando en la direccién opuesta al vértice i. El objetivo de las siguientes lineas es
constatar que, dado (o, f) € Pp, la orientacién de la arista f(i) en P(i,0(i)) se puede estudiar a partir
del vértice 7, con independencia de la permutacién o.

Lema 3.1.8. Seani €V ye = {a,b}. Se cumplen una y solo una de las siguientes condiciones:
1. P(i,b) =i---ab.
2. P(i,a) =1---ba.

Demostracion. Sise cumple «1», excluyendo de P(i,b) al vértice b se obtiene el subcamino i - - - a, que no
contiene a by es el inico en T entre ¢ y a. Por lo tanto, «2» es falso.

Reciprocamente, si «1» es falso, y w es el camino w = ba, la yuxtaposicién P(i,b)w =i - - - ba debe ser
un camino. En caso contrario, se tendria necesariamente P(i,b)a =i---a---ba. Extrayendo el subpaseo
cerrado a---ba obtendriamos que este es un ciclo (tiene al menos tres vértices y solo se repiten sus
extremos), lo cual es un absurdo. Se concluye asi que P(i,b)w = i---ba = P(i,a). Es decir, «2» es
cierto. O

El lema anterior permite orientar una arista tinicamente a partir de un vértice.

Definicién 3.1.9. Sean i € V un vértice y e € A una arista. Sean a,b € V tales que e = {a,b} y
P(i,b) =1i---ab. Entonces, (a,b) € A es la arista e orientada desde el vértice i.

Si f: A—V es su aplicacion, se denota por f: V-—Adala aplicacion tal que, para cada i €V, f(i)
es la arista f(i) orientada desde el vértice 1.

Y, en efecto, orientar una arista segin un camino es equivalente a orientarla desde su vértice inicial.

—

Proposicién 3.1.10. Si (o, f) € Pr es un par T-compatible, ﬁ, = f.

Demostracién. Sean i € V' y f, = (a,b). Por definicién, P(i,o(i)) = i---ab---o(i). De P(i,o(i)) se

—

extrae el subcamino P(i,b) =i ---ab, luego f(i) = (a,b). O

Dado un par T-compatible (o, f) € Pr. parece 1égico representar las imdgenes f (7) con flechas sobre
las propias aristas del drbol 7', tal y como se hizo con la figura |3.2] para el ejemplo Puede ocurrir
que haya flechas repetidas. Estamos pues ante un multigrafo dirigido.

Definicién 3.1.11. Sea (o, f) un par T-compatible. El diagrama de flechas (o simplemente, diagrama)
de (o, f) es el multigrafo dirigido D con conjunto de vértices V' (el mismo que el de T') y multiconjunto

—

de flechas (i.e. aristas dirigidas) {{f(i) | i € V}}.

Ejemplo 3.1.12. Los diagramas de flechas de los tres pares Py-compatibles dados en el ejemplo [3.1.5]
son, respectivamente,

le—2——3 ——14 l— 2 —3—— 14 1l— 2 —— 33— 4.
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Por simplicidad en los razonamientos posteriores, nos interesa definir un diagrama de flechas sobre T
de manera independiente a los pares T-compatibles. La idea es que sean multigrafos dirigidos de n vértices
(los de V') y n flechas de tal forma que cada flecha se corresponda con una arista de T. Formalmente:

Definicién 3.1.13. Un diagrama (de flechas) sobre T es un multigrafo dirigido D = (V, Ap) tal
que Ap es un multiconjunto de n flechas de T. El conjunto de pares T-compatibles con diagrama D se
denotard por Pp mientras que para el conjunto de diagramas de flechas sobre T' se empleard D(T).

Es inmediato comprobar que todo diagrama de un par T-compatible es un diagrama sobre 7. Se
concluye as{ que Pr es la unién disjunta de los conjuntos Pp (con D € D(T)). Por lo tanto,

det M(T) = Z Z sign(o) (3.5)

DeD(T) (o,f)ePp

En los siguientes ejemplos se constatard que, por lo general, existen diagramas sobre 7' sin ningin par
T-compatible asociado y pares T-compatibles distintos con el mismo diagrama de flechas.

Ejemplo 3.1.14. Consideramos el grafo camino T = Py.

1 2 3 4

1. El diagrama de flechas sobre T

D= 1—""=<2 3 4

no tiene mingun par T-compatible asociado. Veamoslo por reduccion al absurdo. Supongamos que
existe (o, f) € Pp. Dado que la flecha (1,2) aparece 2 veces en el grafo dirigido D, deben existir

— —

dos vértices distintos i,j € {1,2,3,4} tales que f(i) = f(j) = (1,2).

Por lo tanto, los caminos de i a o(i) y de j a o(j) deben ser de la forma.
P(i,o(i)) =i---12---0() y  PQ,o(j)=7---12---0(j).
Ahora bien, como i es una hoja en T y tiene como dnico vértice adyacente a 2, necesariamente
P(i,o(i)) =12---0(i)) y  P(,0(j) =12---0(j).
Concluimos que i = 1 = j, llegando asi a una contradiccion.
2. Los pares T-compatibles ((12)(34), erereses) y ((1243), e1eseres) comparten el mismo diagrama

Dy=1——>2 3 ———— 4.

De hecho, hay unicamente otros 2 pares T-compatibles (4 en total) con diagrama Ds; a saber,
((13)(24), e1eseres) y ((1342), erereses).

3. Si D3 es el diagrama
Dy3= 1¢—— 22— 3 — 4,

solo hay dos pares T-compatibles en Pp,. Estos son ((13)(24), eseseres) y ((1423), eseseqes).

4. Hay exactamente 7 pares T-compatibles con diagrama

D,=1 2 33— 4.
Aparecen indicados en la siguiente tabla:
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o f o f

( ) €g€3€1€3 (13)(24) €o€3€1€3
( ) €3€g€1€3 (14)(23) €3€2€1€3
(1342) €29€1€3€3 (12)(34) €2€1€3€3
( ) | ezeseies

Calculemos la suma Z(U’f) sign(o) para i =1,2,3,4. En primer lugar, comprobamos que

€Pp,;
Z sign(o) = Z sign(o) = Z sign(o) =0
(o,f)EPD, (o,f)EPD, (0,f)EPD,

(en el caso del diagrama Dy, la suma en cuestion es de hecho la suma vacia). Por otra parte,

Z sign(o) = —1.

(0.f)EPD,

Si nos detenemos a estudiar con detalle los cuatro diagramas expuestos anteriormente, podemos
observar que Do presenta un «hueco» sobre la arista {2,3} mientras que en los demds diagramas no
ocurre tal cosa.

Entre los diagramas D1, Dy y D4 también se pueden establecer diferencias. En los tres casos existe
una dnica arista de T que «aparece» dos veces en el diagrama (en el sentido de que aparece dos veces
contando sus dos posibles orientaciones). Sin embargo, en D; y Do esas dos flechas son iguales, mientras
que en D4 apuntan en direcciones opuestas.

Como veremos, los diagramas sobre T' seran clasificados de acuerdo a las propiedades descritas ante-
riormente en tres familias disjuntas: los diagramas disconexos, los diagramas conexos no estandar y los
diagramas estandar.

El paso fundamental de esta seccion es el de relacionar los diagramas de flechas sobre T con la
expresion (—1)"~1(n —1)2"~2. Lo cierto es que, si la consideraremos en valor absoluto (omitiendo por el
momento el factor (—1)"~1), la cantidad (n — 1)2"~2 ser4 el niimero de cierto de diagramas de una de
las tres familias ya mencionadas: la de los diagramas estandar.

Definicién 3.1.15. Sea D un diagrama sobre T. Diremos que D es conexo si el grafo simple no dirigido
D asociado a D (es decir, el que se obtiene al eliminar las orientaciones de sus flechas y sus repeticiones)
es conexo. En caso contrario, D serd disconezxo.

2 6 2 6

e N,

1—477=5 1——4 5
3 7 3 7

Figura 3.3: Dos diagramas sobre un mismo drbol. Uno conexo (izquierda) y otro disconexo (derecha).

Ejemplo 3.1.16. Los diagramas D1, Ds y D4 del ejemplo son conexos. Por otra parte, el diagrama
D es disconexo.

1] ————2 33— 14
Figura 3.4: El grafo simple inducido por Dy es disconexo.

El siguiente lema caracteriza de forma sencilla a los diagramas conexos.

Lema 3.1.17. Sea D un diagrama de flechas sobre T. Son equivalentes:

1. D es conexo.

2. Toda arista e € A aparece en D (i.e. aparece con alguna de sus orientaciones).
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Demostracion. Observemos que D es subgrafo de T' con el mismo conjunto de vértices. Si toda arista de
T aparece en D, entonces T' = D, con lo que D es conexo.

Supongamos que existe e = {i,j} € A arista tal que e no aparece en D. Entonces, i y j no estdn
conectados en D. De estarlo, el camino P que los une en D seria un camino en T con extremos i y j
distinto de P’ = ij, llegando a una contradiccién. Se concluye que D es disconexo. O

Por el punto «2» del lema anterior, los diagramas conexos son los diagramas en los que cada arista de
T aparece con alguna de sus orientaciones al menos una vez, como bien se observa en la figura |3.3

Como ya hemos comentado, si D es un diagrama conexo, hay al menos una flecha D por cada arista
de T. Dado que T tiene n — 1 aristas y D tiene n flechas, todas las aristas de T excepto una (n — 2 en
total) aparecen una y solo una vez en D, mientras que la arista restante aparece dos veces.

Definicién 3.1.18. Si D € D(T) es un diagrama conexo, la arista e € A que aparece dos veces en D
recibe el nombre de arista doble de D. Se denota por ep.

Observacion 3.1.19. Veamos cuantos diagramas conexos hay sobre T'. Hay #A = n — 1 posibles aristas
dobles.

1&==—2——3——14 l+—2—=3—— 14 l—2+—3—14

Una vez fijada la arista doble {p,q}, hay tres posibilidades para las dos flechas correspondientes: que
ambas sean (p,q), que ambas sean (q,p), o que una sea (p,q) y la otra (¢,p).

l+—253 — 14 l+—2—=3— 1 l+—2—3— 14

Finalmente, para los otras n — 2 flechas del diagrama, (correspondientes a cada una de las aristas de T
distintas de la arista doble) hay dos orientaciones posibles. Eso hace un total de 2"~ distintas combina-
ciones.

l—s 2 —3—— 14 l—— 2 —3+«—14

l+——2—3—1 l+——2—3+—1

Se concluye que hay exactamente 3(n — 1)2"~2 diagramas conexos sobre T.

La expresién obtenida en la observacién es similar a la deseada, aunque se diferencia de esta en el
factor 3 que aparece. Obsérvese que este 3 proviene del hecho de elegir las posibles configuraciones de
las dos flechas asociadas a la arista doble. De esas tres posibilidades solo en una las flechas aparecen con
orientaciones opuestas.

Definicién 3.1.20. Sea D un diagrama conexo con arista doble ep. Diremos que D es estdndar si
las dos flechas correspondientes a ep tienen orientaciones opuestas. En caso contrario, se dice que D es
conexo no estandar. El conjunto de diagramas estindar sobre T se denotard por S(T).

2 6 2 6

/ N7

11— 4+—=5 1l——4—=5

N N

Figura 3.5: Ejemplos de diagrama estdndar (izquierda) y no estdndar (derecha).

Por simplicidad, a los diagramas sobre T' conexos pero no estandar se les podré llamar simplemente
diagramas no estandar.

Ejemplo 3.1.21. En el ejemplo los diagramas D1 y D3 son conexos no estindar, mientras que
el diagrama Dy st es estandar. También son estdndar los diagramas de

Y, ahora si,
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Proposicién 3.1.22. Hay (n — 1)2"~2 diagramas estdndar sobre T.

Demostracion. La prueba es andloga al razonamiento empleado en la observacion |3.1.19] con la salvedad
de que, a diferencia de los diagramas conexos, en este caso solo hay una distribucién posible para las dos
flechas correspondientes a la arista doble. O

Cuando en el grupo de trabajo empezamos a abordar el problema de la formula de Graham-Pollak,
la proposicién anterior unida a la igualdad (3.5)) nos llevé a establecer la siguiente conjetura:

Para cada diagrama D sobre T, la suma signada de los los pares T-compatibles con diagrama D (i.e.
los pares en Pp) es

-1 n—1 iD 4 .
Z sign(o) = {( ) si D es estandar; (3.6)

0 en caso contrario.
(o,f)ePD

Es sencillo comprobar que se cumple para los diagramas del ejemplo |3.1.14 Como veremos, el resultado
es cierto en general. Sustituyendo en (3.5)) se llega trivialemnte a

det M(T) = > (=1)" "= (=1)" ' #S(T) = (-1)" '(n—1)2" 2.

DeS(T)

En [BEGLR] se prueba lo expuesto con sendas involuciones cancelativas (una para cada diagrama),
con la ventaja adicional de que servirdn también para demostrar algunas generalizaciones, estudiadas
en este texto en el capitulo @] Antes proceder con ellas, vamos a explicar c6mo y por qué funciona la
involucién en los casos disconexo y conexo no estdndar (secciones y . El motivo es que tienen
una expresion sencilla y son ilustrativas del poder de las involuciones cancelativas. Para el caso estandar,
estudiado en solo se elaborard un boceto de la prueba, dejando como referencia tanto a [Lil23] como
a [BEGLRI.

3.2. Diagramas disconexos.

Sea D un diagrama disconexo

1 )

N,
N

Z sign(o) = 0.

(0.f)€EPD

6 —— 7

Vamos a probar

construyendo una involucién cancelativa tp : Pp — Pp sin puntos fijos.

Para ello, hay que «emparejar» a cada par (o, f) € Pp con otro (1,9) € Pp de tal forma que o
y 7T tengan signos opuestos. La forma mas simple de cambiar de signo a una permutacién o € S,, es
componiéndola con una trasposicién. Como ya se observé en el capitulo [2] al tratar el lema de Gessel-
Viennot, si 4,j € [n]; @ # j, con la composicién 7 := o o (i j) se obtiene una nueva permutacién que
intercambia las imagenes de i y j por o.

o(k) si k#i,7,
(k) =4q0(j) si k=i,
o(i) si k=j.
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Ademds, al aplicar el mismo procedimiento a (7, f) se vuelve a obtener (o, f). Ahora bien, sii,j € V
son dos vértices cualesquiera, no elegidos apropiadamente, (7, f) podria no ser un par T-compatible. La
arista f(4), que estd en el camino que va de i a o(i), no tiene por qué estar en el camino que va de i a

(i) = o(j).
o(j) —— i = o) = ) = (j)

Figura 3.6: (7, f) no es un par T-compatible.

Una posible soluciéon podria ser intercambiar también las imégenes de ¢ y j por f, enviando cada
(o,f)€ Ppa(r,g):=(co(ij),fo(ij)). Sin embargo hay casos en los que el par obtenido sigue sin ser
T-compatible.

P = o) = i = ()

i j o (i) — i 90) j ()

Figura 3.7: En general, (7,¢) no es un par T-compatible.

Para entender qué ocurre, vamos a interpretar qué quiere decir que una arista esté en el camino que
une dos vértices de T

Lema 3.2.1. Sean i,j € V dos vértices, e € A una arista y T, el grafo T, := (V, A\ {e}). Entonces,
e € P(i,j) siy solo sii yj estdn en componentes conexas distintas de T.

Demostracion. Probamos los respectivos contrarreciprocos. Si e ¢ P(i,j), dicho camino que une ¢ y j en
T sigue siendo un camino en T;. Por lo tanto ¢, j estdn en la misma componente conexa de Tt.

Por otra parte, si i y j estdn en la misma componente conexa de T, existe un camino P que los une
en T, (que, légicamente, no contiene a la arista e). Ese camino también conecta i y j en T y, por ser un
arbol, es el tnico con esa propiedad. Se concluye que e ¢ P = P(i, 7). O

Es decir, para saber si una arista estd en un camino de un arbol, basta eliminar dicha arista y estudiar
las dos componentes conexas del subgrafo T,.

N N
TR AN

A la hora de trabajar con un grafo concreto esto resultaria una forma enrevesada de proceder, pero
desde un punto de vista tedérico permite tanto simplificar los razonamientos como entender por qué la
involucidén ¢p estéd realmente bien definida.

Observacién 3.2.2. Si e = {a,b} € A una arista de T. El camino P(a,b) contiene a la arista e (de
hecho, es su tnica arista). Por el lema anterior, a y b estdn en componentes conexas distintas de T,

N,
e

N

S b

/

Figura 3.8: Los extremos de la arista e = {a, b} determinan las dos componentes conexas de Te.

De hecho, las de a y b seran las dos Uinicas componentes conexas de T,.
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Lema 3.2.3. Sie € A es una arista, el grafo T, tiene exactamente dos componentes conexas.

Demostracion. Sean a,b € V los extremos de la arista e. Por el lema[3.2.1] los vértices de la componente
conexa de a en T, son los del conjunto

Voa={ceV | eé¢Pla,c)}.

Basta ver que en la componente conexa de b (que es distinta a la de a) estén el resto de vértices de 7.

Sea ¢ € V tal que e € P(a,c). Dado que el camino P(a,b) parte de a e incluye a la arista {a,b}, este
debe ser de la forma
P(a,c) =ab---c.

Eliminando el vértice a se obtiene el subcamino P(b,¢) = b- - - ¢, que no incluye a la arista e. Por lo tanto,
by c estdn en la misma componente conexa de 7. O

Observaciéon 3.2.4. Seane € A yi € V. Tal y como se razond en la prueba anterior a partir del lema
los vértices de la componente conexa de v en T, son

Vi={jeV]egP(ij}

Dado que solo hay otra componente conexa en T., esta debe incluir al resto de vértices, que son los del
conjunto
Vo={jeV]eeP(ij}.

Sea ahora otro vértice k € V tal que e € P(i,k). Entonces, la componente conexa de k es la dada por
Va. Pero, de nuevo, aplicando[3.2])

Vao={jeV|e¢P(jk)}.
Se concluye asi que, para cualquier k € V,

e€ P(i,j) <= e ¢ P(j,k).
\. L] ./ \.
AN V%

Figura 3.9: La arista e estd, o bien en P(i,j), o bien en P(j, k), pero no en ambos a la vez.

e

AN

€ €

/

En otras palabras, asumiendo que e € P(i, k), la arista e estd en uno y solo uno de los caminos P(i, j),

P(j,k).

La observacién anterior muestra cuando el intercambio de las imagenes de 4,5 € V de (o, f) no
proporciona un nuevo par T-compatible: cuando f(¢) o f(j) quedan en el camino de i a j.
Lema 3.2.5. Sean (o, f) € Pr un par T-compatible e i,j € V. Entonces, f(i) € P(j,0(i)) si y solo si
fi) & P(i, ).

Demostracion. Por ser (o, f) un par T-compatible, f(i) € P(i,0(i)). Basta aplicar la observacién anterior
con k = o(i). O

o N L
S

f(@)

i\.
TN

N\
N\
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Observacion 3.2.6. Intercambiando los papeles de i y j en el lema anterior se obtiene que
£0) € Pli,a(i) si y solo si £(j) & P(i3):

Todavia queda trabajo por realizar. No solo deseamos que (7,g) = (c0(i j), fo(i j)) sea T-compatible.
También es necesario que tenga a D como diagrama de flechas, para que asi tp sea realmente una
aplicaciéon Pp — Pp.

Si D’ es el diagrama de (7, g), es claro que las flechas de D y D’ coinciden salvo, a lo sumo, dos: las

—

correspondientes a §(i) y §(j). Si, por ejemplo, G(j) v f(¢) fueran orientaciones opuestas de la misma
arista f(i) = g(j), se podria llegar a que D # D’. Como veremos, tal hecho no puede ocurrir.

La orientaciéon de una arista e en un camino también se puede estudiar a partir de las componentes
conexas de T,.

Observacién 3.2.7. Sean i,j € V vértices y e = {a,b} un arista del camino P(i,j) con orientacion
inducida (a,b) en €él. Entonces,

P(i,j)=1i---ab---j.

Obtenemos asi dos subcaminos P(i,a) =i---a y P(b,j) =b---j, que no contienen a la arista e. Se
concluye que i estd en la componente conexa de a y que j estd en la de b.

:/.\a €>b/;
o/ \o .

Figura 3.10: La orientacién de e en P(i,j) a partir de las componentes conexas de Te.

De igual forma, si la orientacion inducida es (b, a), i estd en la componente conexa de b de T, mientras
que j estd en la de a.

Lema 3.2.8. Sean (o, f) € Pr un par T-compatible e i,j € V dos vértices tales que f(i) ¢ P(i,7). La
arista f(i) tiene la misma orientacion inducida en los caminos P(i,o(i)) y P(j,0(7)).

Demostracion. Por el lema f(@) estd también el camino P(j,o(i)). Comparamos su orientacién
respecto a la que tiene en el camino P(i,0(1)).

—

Sea f(i) = (a,b) la orientacién de la arista f(i) = {a,b} en el camino P(i,0(i)). Por la observacién
anterior, dicha orientacién estd determinada por cudl de los dos extremos de f(7) estd en la componente
conexa de o(i) en Ty(;); en este caso, b. Por lo tanto, la orientacién de {a,b} en el camino P(j,o(i))
también es, necesariamente, (a,b). O

Observacién 3.2.9. De igual forma, en las condiciones anteriores, si f(j) ¢ P(i,7), f(j) presenta la
misma orientacidn inducida en los caminos P(j,0(j)) y P(i,0(j)).

Los lemas y dan condiciones necesarias (y de hecho, también suficientes) sobre i,j € V
para que (oo (i j),fo (i j)) € Pp : que ni f(i) ni f(j) estén en el camino P(i,j). En el caso de los
diagramas conexos, es suficiente con que i y j sean los extremos de una arista que no aparezca en D.

Proposicién 3.2.10. Sea D un diagrama disconezo sobre T y sea {i,j} € A una arista de T que no
aparezca en el diagrama D. La aplicacion vp : Pp — Pp tal que vp(o, f) = (o0 (i j), fo (i j)) estd bien
definida y es una involucion de Pp sin puntos fijos.
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a(j) . . 7(i) . .
./ W)z' 777777 j/. ./ g(z)z‘ 777777 ]/.
. / " o(i) . . / " 7(4)

Figura 3.11: La involucién ¢p para un diagrama D disconexo.

Demostracion. Por definicién, tp envia cada (o, f) € Pp a (1,g), siendo 7 = g o (i j), g = fo (i j).
Veamos en primer lugar que tp estd bien definida. Para ello, es necesario ver que, fijado el par (o, f)
anterior, realmente (7,g) € Pp.

En primer lugar, (7, g) es T-compatible, pues para cada k € V', g(k) estd en el camino P(k,7(k)) (para
el caso k # i, j es inmediato. Para k = 4, j contrario, se sigue del lema [3.2.5)). Ademas, de la definicién de
g junto con el lema [3:2:8 se obtiene

flk) si k#ij,
glk) = { G) i k=i,
fG) si k=3

—

Esto implica que los multiconjuntos {{f(¢) | i € V}} v {{G(9) | ¢ € V'}} son iguales, con lo que (o, f) vy
(7, g) tienen el mismo diagrama D.

Por otra parte, tp es una involucién puesto que
wp (ep(o, f)) = (oo (i j)o (i), fo(ij)o(ij)) = (o, f) paratodo (o, f) € Pp.

Finalmente, ¢p no tiene puntos fijos ya que o # o o (i j) para cualquier o € S,,. O

A partir de la proposicién anterior no se obtiene sélo una involucién, sino tantas como aristas en T
que no aparezcan en D. Para resolver esta arbitrariedad, a la hora de definir ¢p, los vértices i, j € [n] se
elegirdn de forma que el par (4, j) sea el menor posible respecto al orden lexicogréfico.

Ya estamos en condiciones de probar (3.6) para diagramas disconexos. Recordemos que estudiamos
Pp (al igual que Pr) como conjunto signado, siendo sign(c) el signo de cada (o, f) € Pp.
Corolario 3.2.11. Si D un diagrama disconezo,

Z sign(o) = 0.

(o,f)€PD

Demostracion. La involucién ¢p es cancelativa pues sign(o o (i j)) = sign(o) sign(i j) = —sign(o). Dado
que no tiene puntos fijos, por la proposicién
Z sign(o) = Z sign(o) = 0.
(o.f)ePp (0,F)€Fij(ep)
O

Ejemplo 3.2.12. Veamos como funciona la involucion del diagrama disconexo Do del ejemplo

1le—/—2 3 —— 14

La dnica arista de T = Py que no aparece en Do es {2,3}. Por lo tanto, ip, (o, f) = (00(2 3), fo(2 3))
para todo (o, f) € Pp,. En la siguiente tabla aparecen los cuatro pares (o, f) € Pp, (en las dos columnas
de la izquierda) junto a sus respectivas imdgenes (T,g) por tp, (en las dos columnas de la derecha).

o f T g
(12)(34) €1€1€3€3 (1243) €1€3€1€3
(1243) €1€3€1€3 (12)(34) €1€1€3€3
(13)(24) €1€3€1€3 (1342) €1€1€3€3
(1342) €1€e1eses (13)(24) €1esze1es
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3.3. Diagramas no estandar

Sea D un diagrama (conexo) no estdndar con arista doble ep.

1\3ﬁ4/5
2/ \6

La idea para probar (3.6 en este caso serd similar a la de la seccién anterior: construir una involucién
cancelativa sobre Pp enviando cada (o, f) € Pp a (1,9) = (00 (i j), f o (i j)), para ciertos i,j € V.

— 7

Al igual que para los diagramas disconexo dichos i, j eran los extremos de una arista que no aparecia
en el diagrama, ahora estos vértices estaran relacionados con la arista doble. Concretamente, seran los
dos tnicos tales que f(i) = f(j) = ep.

Observacién 3.3.1. Sea ep = {p,q}. Dicha arista aparece dos veces en D con la misma orientacion.
Sin pérdida generalidad, podemos suponer que dicha orientacion es (p, q).

Sean i,j € V los dos tnicos vértices tales que f(i) = 3(j) = (p,q). Entonces, i y j estin en una

componente coneza de Ty = Ty = Te,, (la de p) mientras que o(i) y o(j), en la otra (la de q). Por
lo tanto, por el lema ep es una arzsta de los caminos P(i,0(j)) y P(j,0(i)). Este hecho queda

ilustrado en la figura .

Obsérvese que en las condiciones anteriores, los vértices 4, j dependen del par (o, f), y no sélo del
diagrama D. Ademds, fo (i j) = f (pues f(i) = f(j)).

Proposicién 3.3.2. Sea D un diagrama no estindar con arista doble ep. Para cada (o, f) € Pp,
tp(o, f) = (o0o(ij),f), siendo i,5 € V los dos vértices tales que f(i) = f(j) = ep. Entonces tp : Pp —
Pp es una aplicacion bien definida y una involucion de Pp sin puntos fijos.

€d €d

Z\p
/

\
/

Figura 3.12: La involucién ¢p para un diagrama D no estandar.

Demostracion. Sea (o, f) un par T-compatible con diagrama D y sean i, j los dos vértices en T tales que
f(@) = f(j) = eq. Sea pues 7 := o o (i j).
La observacién anterior muestra que (7, f) es un par T-compatible. Ademés, su conjunto de flechas

asociado {{f(i) | i € V}} es el mismo que el de (o, f). En consecuencia, el diagrama de (7, f) es D. Esto
prueba que ¢p estd bien definida.

Al aplicar ¢p al par (7, f), se tiene que tp(7, f) = (70 (i j), f) = (o, f) Se concluye asi que es una
involucién, la cual no tiene puntos fijos pues, de nuevo, o o (i j) # o Vo €S, O

A diferencia del caso disconexo, para definir la involucién ¢p no ha habido ninguna eleccién arbitraria.
Se ha construido a partir de la arista doble ep.

Corolario 3.3.3. Si D es un diagrama no estdndar,

Z sign(a) = 0.

(0.f)€EPD
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Demostracion. Andloga a la de[3.2.11] La involucién ¢p es cancelativa y no tiene puntos fijos. O
Ejemplo 3.3.4. Sea T el drbol camino de cinco vértices etiquetado de la forma habitual.

T=1 2 3 4 5.

Sobre €l se considera el diagrama no estandar D dado por la siguiente figura:

D=1— 23 4 5

Ezisten seis pares T-compatibles con diagrama D. La tabla a continuacion muestra como actia la invo-
lucion vp sobre ellos.

o f T g
(135)(24) €1€3€4€2€9 (13524) €1€3€4€9€E9
(13524) €1€3€4€2€9 (135)(24) €1€3€4€9€9
(134)(25) €1€4€3€2€9 (13425) €1€4€3€2€9
(13425) €1€4€3€2€9 (134)(25) €1€4€3€29€9
(134)(25) €1€3€2€4€9 (13425) €1€3€9€4€9
(13425) €1€3€2€4€9 (134)(25) €1€3€2€4€9

3.4. Diagramas estandar

Sea D € §(T') un diagrama estdndar.

1\3ﬁ4/5
2/ \6%

En las secciones anteriores se ha probado la igualdad (3.6) para diagramas disconexos y no estandar a
partir de las caracteristicas genéricas de estas dos familias de diagramas. En el caso estandar la situacién
es mas compleja y merece un estudio detallado. Para empezar, si se desea probar

> sign(o) = (-1)"! (3.7)

(0,f)€PD

7

mediante una involucién cancelativa, es claro que esta debe tener al menos un punto fijo (lo ideal es que
solo tenga uno). A primera vista, no hay un «candidato» a punto fijo, pues ni tan siquiera sabemos como
son los elementos de Pp.

Tras asistir a una charla de Ira Gessel ([Ges22)]), en el grupo de trabajo optamos por tratar de aplicar
el lema de Lindstrom-Gessel-Viennot (lema LGV de aqui en adelante) a este problema. El resultado fue
un éxito y culminé la tan deseada prueba combinatoria de la férmula de Graham-Pollak.

En esta seccién nos limitamos a hacer un resumen de la prueba, explicando los puntos claves necesarios
para el capitulo[d] pero omitiendo las demostraciones. Todos los detalles se pueden encontrar en el trabajo
[Lil23].

Vamos a seguir el procedimiento habitual para calcular una suma signada empleando el lema LGV.
Para el caso de (3.7]), los pasos a seguir son los siguientes:

1. Construir un grafo dirigido G = G(D) que sea aciclico con dos conjuntos de n vértices Ay B.

2. Asociar a par T-compatible con diagrama D un n-camino A(c, f) € P(A, B), de tal forma que la
permutacién subyacente a A(o, f) sea, precisamente, o.

3. Comprobar que la aplicacién (o, f) € Pp — A(o, f) define una biyeccién entre Pp y una familia de
n-caminos P (D) C P(A, B) cerrada bajo trasposiciones. Asi, si R(D) es la subfamilia de rutas de

P(D),
Z sign(o) = Z sign(op) = Z sign(op).

(0,f)€PD PeP(D) PER(D)

33



4. Probar que en P(D) existe una tnica ruta Pp, que ademds cumple que sign(op,) = (—1)"71,
concluyendo la prueba.

La dificultad, claro estd, reside en construir G de manera apropiada de, tal forma que la biyeccién
entre los pares T-compatibles con diagrama D y cierta familia de n-caminos cumpla las propiedades
requeridas. Es fundamental que la construcciéon permita asignar de manera natural un n-camino a cada
elemento de Pp.

Una primera idea para construir G es la expuesta a continuacién. Aclaramos que se empleara el
término «nodo» en lugar de vértice para evitar confusiones con los vértices de T'. El motivo serd aparente.

Los nodos de G se dividen en tres tipos:
- v-nodos de partida: v(1),...,v(n);
- v-nodos de llegada: v'(1),...,v'(n);

- e-nodos: (i, j) para cada flecha (i, ) € A.

Los v-nodos de partida y llegada representan a los vértices de T', mientras que los e-nodos hacen lo propio
con las orientaciones de cada arista.

Describimos los arcos de G:

- Sii,j € V son vecinos en T', (v(i),e(i,5)) v (e(4,4),v'(j)) son arcos en G.

- Para cada i,j,k € V tales que i y k son vecinos de j existe el arco (e(i,7),e(j, k)). Para evitar
generar ciclos imponemos también que i # k.

1 2 3 4

(2,1) (3.2) (4,3)

N N iy

1 2 3 4

(1.2) (2,3) (3,4)

Ny Ny Ny

1 4 ¥ 4

Figura 3.13: Un primer intento de construir G sobre un arbol camino de 4 vértices. Cada v-nodo de
llegada esta representado dos veces para facilitar la compresion.

Con esta construccién, si el camino entre dos vértices distintos i y j en T es
P(i,j) =i =uo,u1, "+ ,um = J, (3.8)
es sencillo comprobar que el tinico camino en G entre v(i) y v(j) es
Pa(v(i),v(4)) = v(i)e(uo, u1) - - - e(Um—1, Um ) ().

Cada (o, f) € Pp induce un n-camino A(o, f) en G entre {v(1),...,v(n)} y {v'(1),...,v' (n)}: el formado
por los caminos Pg(v(i),v(o(i))) (i =1,...,n). Sin embargo, esta asociacién puede no ser inyectiva. Sin
ir més lejos, en el ejemplo existen pares T-compatibles de la forma (o, f),(0,g) con f # gy el
mismo diagrama D asociado. Es necesario que el n-camino A(o, f) dependa también de la funcién f.

Observemos que un par (o, f) € Pp es, en cierto sentido, un conjunto de n caminos P(i,0(i)),
(i=1,...,n) en el que cada uno de ellos con una arista distinguida f(i), o, equivalentemente, una flecha

—

(7).
Sea entonces i € V con f(i) = (a,b) € A. A partir del camino P(i,c(i)) = i---ab---o(i) obtenemos
dos subcaminos, uno i - - - ab «anterior» a la arista f(i) y otro ab---o(i) «posterior» a esta.

Esta observacién nos lleva a una segunda idea para G. Los nodos de G son los siguientes:
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- v-nodos: v(1),...,v(n),v'(1),...,v'(n).
- e-nodos: e(i, j), € (i, j) para cada (i, j) € A.
Los arcos de G siguen las siguientes reglas:
- Si4,j € V son vecinos en T, (v(i),e(4,5)) v (¢/(4,7),v'(j)) son arcos en G.

- Para cualesquiera i, j, k € V tales que 7 y k son distintos vecinos de j, (e(i,5),e(4,k)) vy (¢'(3,7), €' (i, k))
son arcos en G.

Figura 3.14: Segunda idea para el grafo G. De nuevo, los vértices v'(i) aparecen duplicados.

De este forma, si el camino de ¢ a j en T es (3.8)), para cada k € {1,...,m} existe un camino dirigido
en G

Pa(i,0(i), (ug, ups1)) = v(i)e(ug, ur) - - e(ug, upr1)e (Ug, upr1) - € (Um—_1, Um )V (§)-

Decimos que Pg(i,0(%), (ug, ug+1)) es el camino dirigido entre v(i) y v(j) con flecha marcada (ug, ug41).
Asi, podemos asociar a cada (o, f) € Pp el n-camino A(o, f) entre {v(1),...,v(n)} y {¢'(1),...,2v'(n)}

—

formado por los caminos dirigidos en G de i en (i) con flecha marcada f(3).

Bajo estas condiciones se cumplen los tres primeros pasos expuestos al principio de la seccién. Sin
embargo, el cuarto no es cierto en general. Es posible que exista mas de una ruta entre los conjuntos
de v-nodos {v(1),...,v(n)} y {v'(1),...,v'(n)}. Por ello, la construccién definitiva del grafo G serd algo
mas elaborada. Aun asi, la idea detras de ella serd, en esencia, la misma que la recién expuesta.

Arboles planos

Antes de construir el grafo dirigido G(D) es necesario introducir méas conceptos sobre drboles.

Un arbol enraizado es un arbol 7/ = (V'; A’) con un vértice «distinguido» R € V', llamado raiz
del arbol T

Sean i,j € V dos vértices adyacentes. Entonces, al eliminar de T la arista e = {4,;}, una de las
componentes conexas de T, contiene a i y la otra a j. Decimos que i es el padre de j (y que j es el hijo
de i) en T” si i estd en la componente conexa de la rafz. Equivalentemente, i es el padre de j si y solo si
la arista e estd en el camino P(i, R), o bien, si y solo si la arista e no esté en el camino P(j, R).

Se cumplen las siguientes propiedades:
- Si 4,7 € V son vecinos, o bien ¢ es padre de j, o bien j es padre de 1.
- La raiz es padre de todos sus vecinos y no tiene padre.

- Todo vértice distinto de la raiz tiene un tinico padre.
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Un arbol enraizado plano o, simplemente, un arbol plano es un par (7", {<;},.,) donde T" =
(V’, A’") es un érbol enraizado y, para cada i € V, <; es un orden total sobre sus hijos, al que llamaremos
orden local de .

Los arboles planos se representan colocando a cada padre por encima de sus hijos. En particular,
la raiz siempre se sitia por encima del resto de vértices (ver figura [3.15)). Los hijos, a su vez, estardn
ordenados de manera creciente de izquierda a derecha.

Sii e V' no es larafz de T', extenderemos el orden local <; al padre de ¢, de tal forma que sea mayor
que cualquier hijo de ¢. Se obtiene asi una lista ordenada j; <; --- <; j, de los vecinos de ¢ en la que j,
es el padre de i.

El 4rbol simétrico especular de un 4rbol plano (17, <;) es el 4rbol plano (7", <F). cuyo orden local es
el dado por <¥:=>; . Es decir, es el arbol plano obtenido invirtiendo los 6rdenes locales sobre los hijos

(figura [3.15).
R

AN

R

AN
7

e AN

Figura 3.15: Un arbol plano y su simétrico especular. Su nombre se debe a que geométricamente se ob-
tiene aplicando una simetria especular al primero.

Con el convenio anterior, si i € V’ es un vértice distinto de la raiz, su padre seguird siendo en (7", <¥)
el mayor de sus hijos. Por lo tanto, si j; <; -+ <; j» son los vecinos de ¢ ordenados en el arbol plano
(T', <), los vecinos ordenados en su simétrico especular seran, j,_1 <Z ... <F jo <B4 <F 5.

Construccion del grafo

El grafo dirigido G(D) no se construird a partir de T sino a partir de un arbol enraizado Tr. Este se
obtiene anadiendo a T un vértice R (que serd la raiz de Tr) y dividiendo la arista doble ep = {p, ¢} en
dos: {p, R} y {q, R} (ver figura[3.16]). Este procedimiento se conoce en teorfa de grafos como subdivisién
de la arista ep.

Formalmente, Tx es el drbol dado por T = (Vg,Agr) con Vg = VU{R} v Agr = A\ {p,q} U
{{p, R},{q, R}} . Resaltamos que dicho arbol depende de la arista doble de D, pero no del diagrama D
en su conjunto.

Sea {i,j} € A una arista distinta de la arista doble tal que ¢ es el padre de j. Se dice que el hijo j es
descendente si (i, j) € Ap y es ascendente si (j,i) € Ap. Esta definicién se extiende a las flechas en
si. Si (4,7) € Ap 1o es una orientacién de la arista doble, esta se dice descendente si ¢ es el padre de j
(i.e. si apunta en direccién opuesta a la raiz) y ascendente en caso contrario.

Consideramos a Tg como arbol plano, con ciertos 6rdenes locales {<i}z‘evR fijos. La tnica restriccién
exigida es que en cada orden local todo hijo ascendente sea menor que todo hijo descendente, como se ve
en la siguiente figura.

Pe—Tqs—e p q

Figura 3.16: Subdivisién de la arista doble {p, ¢} para obtener el drbol plano Tr. Todo hijo ascendente
es menor que cualquier hijo descendente.
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El grafo dirigido G(D) constard de dos subgrafos Go(D) y Gr(D) conectados tinicamente por unos
arcos, llamados puentes.

Definimos G (D) dando explicitamente sus nodos y sus arcos. En el caso de los nodos, hay tres tipos,
v-nodos, e-nodos y s-nodos.

- Para cada i € V vértice de T existe un v-nodo v(i).
- Si{i,j} € AR es una arista de T, hay dos e-nodos e(i,5) y e(j,7).

- Sea i € Vi un nodo interno de T (i.e. i no es una hoja). Entonces i tiene r > 2 vecinos j; <;
Jo <; -+ <; jr. Para cada pareja de vecinos consecutivos ji, jx+1 hay dos s-nodos: s;(j, jr+1) ¥
8i(Jk+1, Ji)-

Pasamos a los arcos. Para cada i un vértice de T' con vecinos j; <; --- <; jr (r > 1), siempre existe el
arco (v(2),e(4,41)). Si ¢ no es una hoja (es decir, r > 2), tenemos también los siguientes arcos:

- entre un v-nodos y un s-nodo: si j; y j2 los dos hijos menores de i, se afiade el arco (v(7), s;(j1,j2))-

- entre un e-nodo y un s-nodo: Para cada k € [r — 1] existen cuatro arcos (e(jk,%), $i(Jk, Jr+1))s
(e(jk+1,i),3i(jk+l,jk)), (Si(jk,jk+1)76(iajk+l))a (Si(jk+1,jk)7e(i,jk))~

Si ademds r > 3, por cada k € [r — 2], hay dos arcos (jk—1,jk): $i(Jks Jk+1)) ¥ (8i(Jr+15 k), i (ks Jo—1))-

El grafo Gr(D) serd muy similar a Go(D). Se construye de la misma que este, pero con las siguientes
modificaciones:

1. El 4rbol plano que se considera no es (Tg, <;), si no su simétrico especular (T, <%).
2. Los nodos se denotan por v’ (i), €' (i, 5), s;(J, k) para distinguirlos de los de Go(D).

3. Sii € V es un vértice de T con vecinos j; <F -+ <F j, el arco (v/(i),€'(i,41)) se sustituye por
(e'(j1,1),v'(i)). Si ademds 7 no es hoja de T, cada (v/(%), s;(j1, j2)) se cambia por (s;(j2,71), v (7).

Finalmente, G se obtiene de la unién de Go(D) y Gr(D) sobre la que se afiaden los arcos (puentes)
(e(iy4),€'(i,4)), (e(4,4),€'(4,7)) para cualquier {i,j} € Ag. El objetivo es estudiar los n-caminos en G(D)
entre los conjuntos de v-nodos Vy = {v(1),...,v(n)} Ve = {v'(1),...,v(n)} y ver su relacién con los
pares T-compatibles con diagrama D.

Respecto a la ultima idea planteada para la definiciéon de G, hay dos modificaciones. En primer lugar,
se han anadido una tercera clase de nodo: los s-nodos, que funcionan a modo de «sectores» entre vecinos
de un mismo vértice. Gracias a ellos habrd mds intersecciones de caminos en G(D), algo deseable, sin
duda. Por otra parte, se ha anadido una raiz al arbol T. El motivo en este caso es algo mas técnico. La
unica ruta de la familia de n-caminos P (D) con la que se trabaja estd directamente relacionada con el
algoritmo de busqueda en profundidad aplicado al arbol plano (Tg, <;).

La definicién de G(D) cumple las minimas condiciones requeridas para poder aplicar el lema LGV.

Proposicién 3.4.1. El grafo dirigido G(D) es aciclico.
En consecuencia, por el corolario [2.2.15
Corolario 3.4.2. Sea P C P(Vy, V) una familia cerrada de n-caminos y sea R la subfamilia de rutas

de P. Entonces,
Z sign(op) = Z sign(op).
Pep PeR

Levantamiento de un par 7T-compatible

Dados 4,j € V, todo camino entre los v-nodos de v(4) a v(j) pasa por un tnico puente. De hecho, si
Pr(i,j) =i = ug,...,uym = J es el inico camino en Tg, para cada r € [m] existe un dnico camino G
de v(i) a v(j) cuya subsecuencia de v-nodos y e-nodos correspondiente (i.e. la obtenida eliminando los
s-nodos) es

v(4), e(ug, 1),y e(Up_1,up)s € (Up_1, U)oy € (U1, U V().
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Decimos que es el camino de v(%) a v’(j) con flecha marcada (e,_1,€e,). Si P € P(Vp, VF) es un n-camino,
denotamos por B(P) al conjunto de flechas marcadas de P (es decir, el conjunto de flechas marcadas de
los caminos de P;).

Seria deseable asociar a cada (o, f) € Pp el n-camino {Aq,...,A,} de Vj en Vi tal que A; es el camino
de v(i) a v(c(i)) con flecha marcada f(i). Sin embargo, al haber afiadido la raiz R, esto no es posible si
f@i) =ep ={p,q} . Enese caso, lo 16gico es asignar a f (i), alguna de las flechas (p, R), (¢, R), (R, p), (R, q).
Definimos:

(R,q) si(i,5) = (p,q); )
mr(i,j) = ¢ (R,p) si(4,7) = (¢,p); para cada (i,7) € A.
(i,j) en caso contrario;

Definicién 3.4.3. Sea (o, f) € Pp un par T-compatible con diagrama D. El levantamiento de (o, f) es
el camino A(o, f) = {A1,...,An} tal que A; es, para cada i € V, el dnico camino en G(D) de v(i) en
v(o (1)) con flecha marcada wg(1,7).

Obsérvese que, por construccién, la permutacién subyacente de cada A(c, f) es 0. No es de extranar
tampoco que dos pares (o, f), (1,9) € Pp distintos tengan levantamientos distintos.

Proposicién 3.4.4. La aplicacion (o, f) € Pp — Ao, f) € P(Vo,Vr) es inyectiva. Su imagen es la
familia P(D), formada por los n-caminos P € P(Vy, VE) tales que B(P) = {T(R(i,j) | (i,7) € /YD} .
Proposicién 3.4.5. La familia de n-caminos P(D) es cerrada bajo trasposiciones.

Corolario 3.4.6. Si R(D) es la subfamilia de rutas de P(D),

Z sign(o) = Z sign(op)

(0,f)€PD PcR(D)

Es decir, el problema planteado se reduce a ver como son las rutas de Vj en Vp.

Teorema 3.4.7. La familia P(D) solo presenta una ruta Pp. Su permutacion subyacente op, es un
ciclo completo de longitud n.

Corolario 3.4.8. Si D € S(T') es un diagrama estdndar sobre T,

> sign(o) = (—1)"

(o,f)EPD

Hemos visto que las sumas signadas para los diagramas disconexos y los conexos no estandar son cero,
mientras que para los diagramas estdandar son iguales a (—1)"~1.

Teorema de Graham y Pollak :
Para cualquier arbol T de orden n, el determinante de su matriz de distancias es

det M(T) = (—1)" Y (n —1)2"2

Los detalles que faltan para concluir esta demostraciéon son bastante técnicos y laboriosos y se pre-
sentan detalladamente en el trabajo de fin de grado de Adridn Lillo [Lil23]. Por esta razén, en lugar de
detenernos en ellos, remitimos al lector a (adrian) (begam).

Como hemos mencionado en la introduccién, en este trabajo nos concentramos en las distintas gene-
ralizaciénes del teorema de Graham y Pollak, que procedemos a exponer en el capitulo [
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Capitulo 4

Generalizaciones de Graham-Pollak

En este capitulo se presentan variantes de la férmula de Graham-Pollak. Concretamente, se va a ver
como abordar de manera combinatoria el problema cuando hay pesos definidos sobre el drbol ([BKNQ5],
[ZD16]) y cuando se toma, en vez de la distancia habitual, su g-generalizacién ([YY07]). En todos los
casos el procedimiento sera similar al dado en el capitulo |3l Finalmente, se establecera una conjetura que
engloba a los resultados anteriores.

De nuevo, T' = (V, A) serd un arbol con conjunto de flechas A.

4.1. Arboles ponderados

La generalizacién mas comun de distancia en un grafo es la que surge al involucrar pesos en sus aristas.
Consideramos a T' como un arbol ponderado en un cierto anillo conmutativo R. Para cada e € A, a, € R
serd el peso de la arista e. Tipicamente, los pesos seran enteros, reales, o, en general, variables de un
cierto anillo de polinomios. No hay pérdida de generalidad en suponer esto tltimo y asi se hard cuando
sea preciso.

La distancia en T entre dos vértices i,j € V (que denotaremos por 7;;) no serd mas que la suma de
los pesos de las aristas de P(i, 7). Es decir,
Tij = Z Qe.

e€P(i,5)
De esta forma, la matriz de distancias asociada es:
M(T) = (ryj)

1<i,j<n.

Dado que el conjunto de aristas del camino P(i,j) es el mismo que el de P(j,i), la matriz M(T) es
simétrica.

Ejemplo 4.1.1.

1. Consideramos el grafo camino T = Py con pesos en las variables a,b, c, tal y como se indica en la

figura.
1 2 2 b 3 c 4
La matriz de distancias correspondiente es
0 a a+b a+b+c
— a 0 b b+c
MO=1 wyp b 0 .
a+b+c b+c c 0

Al computar su determinante, se obtiene,
det M(T) = —4abc(a + b+ c).

Observamos que es polinomio simétrico en a,b, c. Cualquier permuta en los pesos no varia el resul-
tado.
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2. Sea T' = K1 3 el grafo estrella de cuatro vértices etiquetado y con pesos a,b, ¢ dado por la siguiente

mmagen:
2 a 1 b 3
4
La matriz de distancias de T es
0 a b c
— a 0 a+b a+t+ec
M(T) = b a+c 0 b+c
c at+c b+ec 0

El determinante de M(T") es
det M(T") = —4abc(a + b+ c),

el mismo que el de M(T).

Veremos que en general, el determinante de la matrix M (T) solo depende del niimero de vértices y de
sus pesos, pero no de como se distribuyen estos en el arbol T. Antes, vamos a establecer un marco més
general. Al hacerlo, curiosamente, se podré entender mejor la relacién entre el determinante en cuestién
y los diagramas estandar.

Concretamente, considerando T el grafo dirigido asociado a T', asignamos un peso para cada una de
sus flechas. Para cada flecha e = (¢, j) € A, su peso serd a;; = a. € R.

Sea P(i,j) =i =wvp,v1,...,v. = j el camino en T entre dos vértices i,j € V. Denotamos por P(i,j)
al mismo camino v - - - v, pero considerado como camino dirigido en T'. En este contexto, la distancia de

i aj serd
T
Tij = E :avk—lﬂ)k'
k=1

Es decir, 7;; es la suma de los pesos de las flechas del camino dirigido 1’5‘(27 7). Podemos escribir entonces,

donde la notacién e € ]3(1, j) indica que e € A es una flecha del camino dirigido ]3(2, Jj) en T. Obsérvese
que una flecha e = (a,b) € A estd en ese camino si y solo si {a,b} € P(4, ) y la orientacién de e en P(3, j)
es, precisamente, (a,b).

La matriz de distancias correspondiente es

M(T) = (7)

1<i,j<n

Observacién 4.1.2. Observamos que no es simétrica. Sin embargo, si para cada arista e = {i,j} € A
se cumple a;; = aj; y se define a. := a;j, la matriz M(T) coincide con la matriz M(T) anterior.

Ejemplo 4.1.3. Sean T = Py y T' = K 3 los drboles con pesos en sus flechas dados de la siguiente
forma

T T
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Sus respectivas matrices de distancias son

0 a a+b a+b+ec 0 a b c
e a’ 0 b b+c | — | d 0 a+b d+b
M(T) = a+b v 0 c o M(T) = oo oa+b 0 vV +ec
a+b+c v+ c 0 ¢ a+c b4+ 0

De nuevo, sus determinantes coinciden.
det M(T) = det M(T") = — [ad’ (b + V) (c+ ) + b (a+a)(c+ ) +ed(a+ad) e+ ).

En este caso, no se obtiene un polinomio simétrico. Sin embargo, sigue ezistiendo cierto tipo de simetria
en él.

Sean v, = (a,a’), vp = (b,V) yve = (¢, ). Entonces, det M(T') es un polinomio cuyas variables son las
coordenadas de esos tres vectores. Podemos permutar dichas coordenadas internamente en cada vector,
o incluso permutar vy, vy Y Ve Sin que det M(T) cambie. Decimos que es un polinomio diagonalmente
simétrico.

Si desarrollamos la expresion del determinante de M (T') en el ejemplo anterior, quedan 12 monomios
en las variables a,a’b, V', c, .

det M(T) = adbe + adbc + adbd + adbld +
bbac + bba'c + bbac + bba'd +
ccab + cecdd'b + ccab + ccad'l.

Los sumandos deberfan resultar familiares. Cada uno representa uno de los 12 diagramas estdandar de T
(v de T"). Por ejemplo, el monomio aa’be representa al diagrama estdndar con arista doble {1,2} (pesos
ay a')y flechas (2,3) y (3,4) (pesos b y ¢). Todo esto serd cierto para cualquier arbol.

Imitando el razonamiento de la seccién vamos a escribir M (T) como una suma ponderada en el
conjunto de pares T-compatibles Pr.

det M(T) = Z sign(o) H T5,0(i)

o€Sy eV

Desarrollando el producto anterior para cada o € S,,,

H 7:;;70'(1') = H Z Ae; = Z Aey + - - e, = Z Ag(1) - - - Qg(n)- (41)

eV 1€V e, eP(i,o(4)) (e1,...,en)EA™ g:Vﬁ—)A_‘
ei€P(i,o(i)) g(i)EP(i,0(i))

Nos encontramos ante la primera diferencia. Ahora los sumandos no vienen dados por funciones V— A
sino por otras V — A.

Lema 4.1.4. Seanoc €S, y sea g:V — A tal que g(i) € ﬁ(i,a(i)) para todo i € V. Existe una unica
funcion f:V — A tal que f = g.

Demostracion. Recordamos que para cada flecha (a,b) € A, su arista no dirigida asociada es (a,b) =

=

{a,b} . Entonces, si existiera tal funcién f : V — A, deberfa cumplirse que f(i) = f(i) = g(i) para todo
i € V. Esto prueba la unicidad.

Veamos que la funcién f : V — A dada por f(i) := g(i) para todo i € V cumple las propiedades

requeridas. Dado ¢ € V, tanto f (i) como g(¢) son orientaciones de una misma arista g(¢), ambas orientadas
respecto al camino P(i,o(i)). Necesariamente f(i) = g(2). O

Este lema permite expresar permite expresar la igualdad (4.1]) tal como sigue:

[[rco=" > amuy---ap
eV FV_sA
fi)eP(i,0(3))

Entonces,

det M (T) = Z sign(o) Z Qfy - Ofny = Z sign(o)az

oES, fiV—A (o,f)EPr



siendo A= Qg - - O, Dara cada (o, f) € Pr.

Se obtiene una suma de monomios. Cada uno de ellos representa un diagrama sobre T (el dado por
el par (o, f)). Si D € D(T) es un diagrama sobre T con multiconjunto de flechas Ap, definimos el peso
de D como el producto ap := Heeﬁp a.. de los pesos correspondientes a sus flechas. Es inmediato que
ap = ay para cualquier (0, f) € Pp. Por lo tanto,

det M(T) = Z Z sign(o)ay = Z ap Z sign(o).
DeD(T) (o,f)ePp DeD(T) (o,f)€PD

Pero, precisamente por el capitulo , sabemos exactamente cuanto valen las sumas Z(U, Pepp sign(o).

Aplicando los corolarios [3.2.11], [3.3.3] v [3.4.8

det M(T) = (-1)"" > ap, (4.2)

lo cual, de por si, es una respuesta elegante al problema planteado. A partir de aqui el siguiente resultado
de Zhou y Ding es inmediato:

Teorema 4.1.5 (Zhou, Ding, [ZD16]). El determinante de M(T) es

det M(T) = (="' > apgagy [ (Guw + avu).
{p,q}cA {u,v}eA
{w,v}#{p,q}

Demostracion. Desarrollando el producto en la expresion

Z (pqQqp H (Auv + vu)

{p,qtcA {u,v}eA
{u,v}#{p,q}

se obtiene una suma de todos los distintos monomios de la forma a., - - - a., tales que,

- e1,es € A son orientaciones opuestas de una misma arista de T'.

- es,...,e, son, cada una, orientaciones de las n — 2 aristas restantes de T.
Es decir, aparecen cada uno de los monomios ap con D € S(T') diagrama estdndar. Basta aplicar (4.2). O

También obtenemos, claro estd, la versiéon con pesos en las aristas.

Teorema 4.1.6 (Bapat, Kirkland, Neumann, [BKNO5]). El determinante de M(T) es
det M(T) = (—1)"t2n—2 (Z ae> H Qe.
ecA ecA

Demostracidn. Por la observacién si se toma a;; = a;; = a. para cada e € {i,j} € A en el teorema

anterior,
det M(T) = (=1)" ' > a? [] 205 = (=1)""'2"2> ac [] ae.

ecA feA ecA ecA
fe

4.2. Matriz de ¢-distancias

Ahora, vamos a estudiar el g-andlogo de la matriz de distancias M (T'). En su prueba combinatoria
existiran paralelismos con la seccién anterior, aunque sera algo més técnica.

Como se definié en la introduccién, para cada N € Zx(, su g-andlogo [N], es el polinomio
[Nlg=1+q+¢+---+¢" " €Zq.
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La g¢-distancia entre dos vértices i,j € V se define como

La matriz de ¢-distancias de T correspondiente serd, por tanto,
Mq(T) = (dQ(i7j))1§i,j§n'

Veamos como es esta matriz para los grafos del ejemplo

Ejemplo 4.2.1. Las matrices de q-distancias de los drboles T y T’ siguientes

T T’
1 2 3 4 2 1 3

4

son

0 1 14q 14+q+¢? 0 1 1 1
- 1 0 1 1+q | Ao |10 14q 144
M) =1 14, 1 0 q POMTY=N 1 g 0 14y
1+q+¢* 14+q 1 0 1 14+q 14+q 0

Ambos determinantes coinciden. De hecho, son iguales a
D" M= 1" +2¢+1) = (=1)""(n = (1 +¢)° = (=1)" " (n - [2].
Para la prueba partimos, de nuevo, de la expresién combinatoria del determinante de M, (T').

det M(T) = 3 sign(o) ] dy(i, 0(0))-

TgES, eV

Para cada o € S,,,

[[dGeon=T] > &= > g (4.3)

eV i€V ;=0 (J1,erjin ) EA™
0<j:<d(4,0(i))—1

El objetivo es reescribir la suma anterior en términos de funciones f : V' — A con f(i) € P(i,0(i)) para
todo 7 € V.

Seani € V ym := d(i,o(i)). Consideramos al tinico camino P(i, 0 (7)) con sucesién de aristas e, ... e™.
. e 1 e™ em— 1 e™ .
i . e . o(4)
Cada eleccién de j; € {0,...,m — 1} representa una de las aristas e* anteriores. Hacemos corresponder a

i, =0 con e™, j; =1 con e™ ! v asi sucesivamente. Es decir, cada arista e® serd la asociada a j;, = m — k.
b b

. Jji=m—1 Jji=m—2 Ji=1 7i=0 .
i . o . o (i)

En cierto sentido, hemos asignado a cada e* un peso ¢™ .

i q ° q q ° 1 O'(Z)

Conviene recalcar que este peso depende del camino P(i,0(4)), en funcién de cuan cerca se encuentre
dicha arista de o(z).

Vamos a tratar de formalizar todo esto.
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Definicién 4.2.2. Sean j € V un vértice y e = {a,b} € A una arista. Se define la distancia de e a j
como

d(e, j) := min{d(a, j),d(b,5)} .

Observacién 4.2.3. En las condiciones anteriores, si el camino de a a j es P(a,j) =ab---j, se tiene
que d(e, j) = d(b, j).

Volvemos al camino P(i,0(¢)) anterior. Escribimos pues.
P(i,o(i)) =vo - U

Empleando la notacién anterior para las aristas de P(i,0(3)), €¥ = {vx_1, v} (k = 1,...,m). La distancia
de e* a o(i) es, por definicién,

d(eg,o0(i)) = d(vg,0(2)) = d(vg, vm) = m — k,

que a su vez era el nimero j; € {0,...,m — 1} que habfamos asignado a e*. Asi, ({.3)) se puede reescribir
como
H dg(i,0(i) = Z qdlere@) . gdleno(n)) — Z g m) . gd(f(n).o(n))
% (€1,...,en)EA™ fiV—A
e;€P(i,0(i)) f(@)eP(i,0(2))

Por lo tanto, si denotamos ¢, f := ¢3¢/ qd(F(0).0() para todo (o, f) € Pr,

det M, (T) = Z sign(o) Z dFWe) . gd(f(n),o(n) — Z sign(0)qo. f-
oES, fiV—A (o,f)ePr
f)eP(i,0(i))

Expresado como una suma ponderada:

det My(T)= > > plo.f)

DeD(T) (o,f)€PD

siendo p(o, f) := sign(c)qs, s €l peso de cada (o, f) € Pr.

Una vez mas, las sumas correspondientes a diagramas conexos y no estandar son nulas.

Proposicion 4.2.4. Si D es un diagrama disconexo o conexo no estandar sobre T,

Z p(O’,f):O.

(o,f)€PD

Demostracion. Sea D diagrama disconexo o conexo no estandar. En cualquier caso, dado (o, f) € Pp,
existen 4,j € V tales que tp(o, f) = (o0 (i j), fo (i j)) := (r,9). Entonces,

prg = [ a¥@@ 7 = [ @00 = p, .
eV icV

lo que prueba que la involucién ¢p es cancelativa también en este caso. O

Ejemplo 4.2.5. Veamos como se comporta la involucion vista en el ejemplo[3.2.19 para el diagrama Ds.

o f p(o, f) T g p(7,9)
(12)(34) €1€1€3€3 1 (1243) €1€3€1€3 -1
(1243) | ejeseres -1 (12)(34) | erereses 1

(13)(24) | ereseres 7 (1342) | erereszes | —q?
(1342) | ejejeses —q° (13)(24) | erezeres q°

Por la proposicién anterior,

> > plof). (4.4)

DeD(T) (o,f)€PD
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Queda ver qué es lo que ocurre con los diagramas estandar. Para ello, vamos a usar la versién con pesos
del lema LGV.

Sea D € S(T') diagrama estdndar y sea (o, f) € Pp un par T-compatible con diagrama D. Conside-
ramos su levantamiento en G(D) correspondiente: P = {Py,..., P,} := A(o, f).

Buscamos definir una funcién de pesos w sobre los arcos del grafo dirigido G para que el peso de cada
camino P; de v(i) a v/(0(i)) sea w(P;) = ¢/ ():0) v asf,

w(P) = sign(op) [[ ¢*V 7™ = sign(0)4o,s = p(o, f)-
i€V

Denotamos P(i,0(%)) = ug - - - Um,- Sea k € [m] tal que f(i) = {ur—1,ur}. Recordamos que d(f (i), o (7))
es el nimero de aristas de la lista {ug, ugy1},. -, {tm—1,um} . Hay dos posibilidades:

1. Sien {ug,ukt1},---,{tm—1,umn} N0 se encuentra la arista doble ep, los e-nodos de P; en Gp(D)
posteriores a €' (uk—1,ug) son € (g, Ukt1), .-, € (Um—1,Um)-

2. Por el contrario, si existe I € {k +1,...,m} tal que {u;_1,w} =ep = {p, ¢}, dichos e-nodos serén
e/(uk}a uk-i—l)a ey 6/(Ul_2, ul—1)7 e/(pa R>7 6/(R7 q>7 6/(11,[7 ul-i-l)a ey 6/(Um_]_, um)

o bien,
e/(uka uk+1)a ey e/(ul—27ul—1)a e/(Q7R)a el(R,p)a e/(ula ul-‘rl)a ey e/(um—la um)

Por otra parte, por la construccién de G, por cada uno de los e-nodos en cuestién incide un tnico
arco procedente de un s-nodo en Gy(D). Puede comprobarse entonces que la funcién de pesos sobre los
arcos de G(D)

() g siesun arco en en Gr(D) entre un s-nodo s y un e-nodo e distinto de €’(¢q, R) y €(p, R)
w(x) =
1 en caso contrario.

verifica que el peso de P; es w(P;) = ¢ @:0() tal y como se deseaba. Aplicando el corolario [2.2.15y
la biyeccién entre Pp y P(D) dada en la proposicién

> pe = > wP)= > wP)=w(Pp)
(0,f)€Pp PeP(D) PER(D)
siendo Pp la tinica ruta de P(D). Solo falta saber cuél es el peso de Pp.

Empleamos la notacién anterior para P = Pp. Para cada i € [n], ninguno de los e-nodos de P;
e(ug, Ugt1), - - - €(Um—1, Um) se corresponden con ninguna flecha de B(Pp) = {7g(i,j) | (i,7) € D}. En
caso contrario, P; se cruzaria con otro camino de Pp y este seria entrelazado. Tampoco puede pasar por
los e-nodos €’(p, R) y e‘(q, R), pues ello implicaria que también pasa por €¢'(R,p) o e‘(R,q).

Por lo tanto, los e-nodos e(ug,uk+1),- - e(tUm—_1,Uy) son todos de la forma e‘(4,j) siendo (i,7) €
ff\ Ap. A su vez, dichos e-nodos e‘(i,j) pueden aparecer en un camino de Pp o en ninguno pues, de
nuevo, Pp es ruta.

Tras todo ello, se concluye que el peso de Pp es, salvo signo, ¢"P, siendo rp el numero de e-nodos
de la forma €'(i,j) con (i,7j) € A\ Ap por los que pasa Pp (es decir, por los que pasa algiin camino de
Pp).

Ahora bien, jcuanto vale rp? jDepende del diagrama? Por suerte, en el camino a la prueba del
teorema se encuentran las respuestas a estas preguntas.

Proposicién 4.2.6. Sea Pp la tinica ruta de P(D) y sea (i,7) € A\ Ap una flecha que no aparezca en
D.

1. La ruta Pp pasa por el e-nodo e(i,j) si y solo si (i,7) es flecha ascendente.

2. La ruta Pp pasa por el e-nodo €'(i,7) si y solo si (i,7) es flecha descendente.

45



Corolario 4.2.7. Si D es un diagrama estdndar sobre T,

> plo f) = (=)

(o,f)€PD

siendo mp el mimero de flechas de Ap \ {(p,q), (¢,p)} que son ascendentes.

Demostraciéon. Por cada flecha de A que no aparece en D y que es descendente existe una flecha de Ap
(su opuesta) que es ascendente. Por los razonamientos previos, rp = mp y

Y plo,f)=w(Pp) =sign(Pp)g"™> = (=1)"'¢"".

(U»f)EPD
O
Teorema 4.2.8 (Yan, Yeh, 2007). En las condiciones anteriores,
My(T) = (-=1)""Hn—1)(1+¢)" >
Demostracion. Por la igualdad (4.4)) y el corolario anterior,
det My(T)= > > plof)=D)"" Y ¢
DeS(T) (o,f)EPp DeS(T)
Fijada una arista e = {p,q} € A y un entero k € {0,...,n — 2}, el nimero de diagramas estandar
D € S(T) con arista doble e € Ay mp = k coincide con las formas de elegir k flechas ascendentes para D

n—2

de entre las n — 2 flechas distintas de (¢,p) y (p, ¢). Esto hace un total de ( % ) posibilidades. Aplicando
el corolario anterior y la férmula del binomio de Newton:

dorty() = (-1 T (M) = 0 T = 1 -

ecA k=0 ecA

4.3. En busqueda de nuevas generalizaciones

Una vez estudiadas las generalizaciones con pesos y g-andlogas, el siguiente paso es tratar de combi-
narlas.

Como una primera aproximacion, podemos tomar 7' como un arbol con pesos enteros en sus aristas
e € Zsg (e € A). La distancia en T entre dos vértices i y j es,

Tij = E Qe.
e€P(i,5)

Teniendo en cuenta la g-generalizacién anterior, podemos considerar la g-distancia (con pesos) entre i y
j como el «g-entero» [r,;j]q correspondiente a r;; :

rl, = | D ae
e€P(1,5) q

Dichas g¢-distancias definen la matriz

My(T) = (Ir),)

1<ij<n

Yan y Yeh probaron en el mismo articulo [YY;O?] que, si e1,...,e,_1 € A son las aristas de T' y
a; = a., para cada i € [n — 1], el determinante de M ,(T') es

det(My(T)) = (=1)" ' [[12a4], - S
f
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siendo

[en]glaslglar + azly | 2 Jaiiglairilglaist + i)y | lan—alglon—ilglan—s + an_ilq

¥ = 2aul, Rl 2ai—1lgBais1l, sl an 1],

Usando procedimientos andlogos a los ya esgrimidos en esta seccién, en [BEGLR] se obtiene otra
férmula cuya expresion, por su simplicidad, mejora drasticamente a la anterior:

det(My(T)) = (=1)" 1> [ac)? ] 251,
e f#e

Observamos la gran similitud que guarda con la fé6rmula de [BKNO5|] para pesos no orientados.

Tras esto, se podria tratar el mismo problema pero para pesos enteros orientados. Sin embargo, no
parece que por este camino se pueda alcanzar la mayor generalidad posible. Esta forma de proceder no
admite que los pesos no sean enteros positivos (tal y como se ha definido, [IV], carece de sentido cuando

N ¢ Z>o).
Entonces, jcémo encontrar una g-generalizacién con pesos en un anillo arbitrario? La clave la da la

siguiente igualdad:
[a+blg = [a]q + [b]g + (¢ — V)[alg[by]  Va,b€Z>o, (4.5)

de la que surge la siguiente definicién.

Definicién 4.3.1. Sea R un anillo conmutativo. Dados a,b € R|q] dos polinomios, su g-suma es

a+b=a+b+ (¢—1)ab € Rlq].
q

Por la propia definicién, dicha operacién es conmutativa. También es asociativa, pues

(a+b)+c=a+b+c+ (¢—1)(ab+ ac+bc) + (¢ — 1)%abc = a+(b+c).
a " q a q

Por otra parte, evaluando a + b en ¢ = 1 se obtiene a + b, con lo que + es un g-analogo de la suma en R.

Ademas, permite reescribir la igualdad (4.5) como sigue:

[a +blq = [al, "g[b]q'

Usaremos la notacién Z(Q) para indicar la ¢g-suma de una cantidad finita de polinomios de R[g|. Por

ejemplo, la g-suma de n polinomios ay, ..., a, € R[q] es
(q)
Z a; =a1+---+an
‘ q q
i€[n]

Por las propiedades, la expresién anterior no depende del orden de los términos.

La g-suma permite englobar a todos los problemas ya tratados en uno tnico. Sea el drbol T" con pesos
dirigidos a;; ((4,7) € A) en un cierto anillo conmutativo R. Definimos

o(T) = (dij)?jzl

)

siendo
(a)

>

ecP(i,j)

Si tomamos para cada e = {i, j} € A los pesos a;; = aj; = [®]q, con a. € Z<o para cada arista e € A,



En este caso, la matriz Mq(T) es la matriz con pesos «g-enteros» definida al principio de la secciéon. En

particular, si todos los a. son iguales a 1, di; = [d(i, )], ¥ Mq(T) es la matriz de g¢-distancias de T
estudiada en la seccién anterior.

Finalmente, si ¢ = 1,

dij = Z Qe .

eeP(i,j)
Es decir, la matriz M;(T) es la matriz de pesos orientados de T.

El célculo del determinante de ]\7[q(T) es un problema abierto. Su resolucién es una de las vias de
investigacion de nuestro grupo de trabajo actualmente. Los ejemplos estudiados y la intuicién nos llevan
a postular la siguiente conjetura, que cierra el contenido de este trabajo.

Conjetura: El determinante de la matriz Mq(T) es

det () = (1" Y apgagy ] (+)

{p,qtcA {u,v}eA
{u,v}#{p,a}
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