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RESUMEN

| En este trabajo estudiaremos las superficies minimas, un tipo de superficies que, a dia
de hoy, resultan muy interesantes. Para comenzar, aportaremos una definicién geomé-
trica de dichas superficies y veremos cémo esta se puede extender a otras ramas de
las matemaéticas de forma equivalente. Tras esto, trataremos con algunas de las super-
ficies minimas mas relevantes desde el punto de vista histérico (catenoide, helicoide...).
Pasaremos entonces a demostrar el problema de Plateau, un problema que, ademads de
resultar esencial en el estudio de estas superficies, las relaciona con las pompas de ja-
bon, como se verd al final. |

| In this academic project, minimal surfaces will be studied, a sort of surface that in fact,
nowadays becomes very interesting. First of all, we will provide a geometric definition
of that, and then, we will work with them from different mathematical points of view.
After that, some of the most historically relevant minimal surfaces will be discussed
(such as catenoid or helicoid). Finally, we will deal with a very important problem
of minimal surfaces: the problem of Plateau; and see how this associates them with soap
films. |
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Figura 1.1: Joseph-Louis Lagrange
(1736-1813).

INTRODUCCION.

La Geometria Diferencial comienza a desarrollar-
se en el siglo XVIII. En esta época, son muchos los
cientificos (y en particular los matematicos) que
creen que las formas perfectas de la naturaleza y
las leyes més deseables, desde un punto de vista
cientifico, son aquellas que, de algiin modo, opti-
miza alguna cantidad distinguida. Buen ejemplo
de esto es el caso de Pierre Louis Maupertuis, quien
sostenia que «la naturaleza es econémica en todas
sus acciones». En este contexto de busqueda de
minimos y 6ptimos, surge lo que conocemos como
superficies minimas. Cabe destacar que el término
“minima” no es muy apropiado, por razones que
veremos mas adelante. Es una terminologia clasi-
ca que fue introducida por Joseph-Louis Lagrange
(Figura 1.1) en 1762.

Este campo de estudio nace con Lagrange, cuando se
propuso resolver el problema variacional de encon-
trar la superficie z = z(u,v) de menor drea extendi-
da a través de un contorno cerrado dado y, para ello,
se apoy6 en la que hoy conocemos como ecuacién de
Euler-Lagrange. Sin embargo, la tnica superficie que
encontroé fue el plano. Unos afios mds tarde, el mate-
maético e ingeniero Jean Baptiste Meusnier (Figura 1.2)
contribuy6 con dos superficies més a esta lista: el ca-
tenoide y el helicoide. Debemos avanzar hasta el afio
1831 para hallar la siguiente superficie minima de in-
terés, cuando Heinrich Ferdinand Scherk, valiéndose de
las féormulas de Monge, aport6 la llamada superficie de
Scherk. Unos treinta y tres afios més tarde, en 1864,

Figura 1.2: Jean Baptiste Meus-
nier (1754-1793).

—0—



Alfred Enneper publica un articulo donde aporta las claves para construir superficies
minimas a partir de un par de funciones holomorfas de una variable. Con ello, halla
también la préxima superficie minima en ser afiadida a la lista: la superficie de Enneper.
Posteriormente, en 1866, Karl Weierstrass publicé las férmulas que conformarian la re-
presentacion de Enneper-Weierstrass de las superficies minimas, una potente herramienta
para construir este tipo de superficies.

Las superficies minimas se relacionan frecuentemente con las peliculas de jabén que
se obtienen al sumergir un bastidor de alambre en una solucién jabonosa. Se puede
demostrar, apelando a consideraciones fisicas, que la pelicula adoptara una posicién
de forma que su curvatura media sea nula en sus puntos regulares. Sin embargo no
todas las peliculas de jabén son superficies minimas (ejemplo de este hecho lo vemos
en la Figura 1.3).

(a) Pompa de jabon del catenoide. (b) Pompa que no es superficie minima.

Figura 1.3: Pompas de jabon.

La relacion existente entre las superficies minimas y las peliculas de jabén fue lo que
motivé el problema de Plateau. En lineas generales, el problema consiste en lo siguiente:

Dada una curva simple y cerrada en el espacio, encontrar una superficie minima cuyo borde
sea dicha curva.

Aunque originalmente este fue estudiado por Lagrange, fue el fisico belga Joseph Pla-
teau (Figura 1.4) el que lo nombré y quien experiment6 con pompas de jabén. Durante
sus experimentos, Plateau se percat6é de que las pompas de jabén se rigen mediante
una serie de leyes y estas ayudarian a esclarecer el problema ya mencionado.



El relacionar el problema de Plateau con la represen-
tacion de Enneper-Weierstrass no es una tarea sencilla
y fue Hermann Schwarz el que aporta el primer avan-
ce. Schwarz consideré una poligonal cerrada formada
por cuatro segmentos de rectas no coplanares y hall6 las
funciones holomorfas que dan una superficie minimal
conteniendo a dicha poligonal. La dificultad la encontr6
en las esquinas de la poligonal. Bernhard Riemann tam-
bién se interes6 por este problema. El no solo llegé al
mismo resultado que Schwraz, sino que, ademas, estu-
di6 las superficies minimas con borde formado por dos

circunferencias o por una circunferencia y una recta.

La versién que hemos aportado anteriormente no es la

Figura 1.4: Joseph Plateau
(1801-1883).

Unica interpretacién del problema de Plateau. En el si-
glo XX, los matemadticos se centrardn en la versién no
paramétrica de este, la cual versa como sigue:

Tenemos una region R en el plano y buscamos una funcion definida en R, con valores de
frontera dados y cuyo grafo sea una superficie minima.

Y es que esta guarda una fuerte relacién con ciertos problemas de la famosa conferencia
de David Hilbert en el afio 1900:

» Problema 19: ;Son siempre analiticas las soluciones de los Lagrangianos?

» Problema 20: ; Tienen solucién todos los problemas variacionales con ciertas con-
diciones de contorno?

= Problema 21: Probar la existencia de ecuaciones lineales diferenciales que tengan

un grupo monodrémico prescrito.

En 1902, Henri Lebesgue halla una solucién lipschitziana para el caso de R una regién
convexa con frontera de curvatura nunca nula. Esta superficie es minima en el sentido
de que tiene drea minima, pero al no saber si tiene derivadas segundas cldsicas, Le-
besgue no pudo demostrar que tuviera curvatura media nula (definicién de superficie
minima). Afios més tarde, en 1926, René Garnier da una solucién al Problema 21 y se
dispone a atacar el problema de Plateau. Para ello, vuelve a las técnicas empleadas en el
pasado siglo: considera una poligonal y busca las funciones holomorfas que den una
superficie minima conteniendo a dicha poligonal. El obstaculo de las esquinas de la
poligonal lo sortea con ayuda de su solucién del Problema 21 de Hilbert. Ademads, em-



plea un método de paso al limite en sucesiones de poligonales, que le permite resolver
el problema de Plateau para las curvas cerradas simples no anudadas y de curvatura
acotada a trozos. Pese a que hay curvas que no se pueden tratar mediante su método,
es la primera solucién general al problema de Plateau.

(a) Tibor Rad6 (1895-1965). (b) Jesse Douglas (1897-1965).

Figura 1.5: Tibor Rad¢ y Jesse Douglas.

En 1930, Tibor Radé (Figura 1.5a) publica una solucién basdndose en una aproxima-
cién del problema de Plateau: se deben cumplir las condiciones de contorno, pero la
ecuacién de las superficies minimas se sustituye por una e-aproximacién, con € un es-
calar positivo dado. También en 1930, Jesse Douglas (Figura 1.5b) aporta la que seré la
solucion definitiva del problema y por la que le otorgaron la Medalla Fields.

La demostraciéon que abordaremos en este trabajo estd basada en la que aporté Dou-
glas, pero con las modificaciones de Richard Courant (Figura 1.6) y combinada con las
que se aportan en [4, 11, 15].

Figura 1.6: Richard Courant (1888-1972).



El presente trabajo se estructura de la siguiente manera:

Primero de todo, un capitulo donde veremos una serie de definiciones y resultados
que nos seran de utilidad a lo largo de este. En el siguiente, trataremos las superficies
minimas desde distintas ramas de las matematicas, no solo desde la Geometria Diferen-
cial, y trabajaremos con algunas superficies de interés. A continuacién, abordaremos
el problema de Plateau desde el punto de vista del Andlisis Matemdtico y la Teoria del
Potencial, donde finalizaremos mostrando la relacién que existe entre las superficies mi-
nimas y las pompas de jabén. Terminamos este trabajo, mostrando al lector el c6digo
de SageMath empleado para la representacién de las superficies.






PRELIMINARES.

El estudio de las matemdticas, como el Nilo, comienza

con minuciosidad pero termina con magnificencia.

CHARLES CALEB COLTON

| En el capitulo que nos ocupa se aportard una serie de definiciones y resultados que
nos seran de utilidad para el cometido de este trabajo. Por ser unos meros preliminares,
obviaremos las demostraciones de los mismos. Para ver estas o mds informacién de la
aqui ofrecida, el lector puede consultar [2, 5, 14] para las nociones sobre Geometria. En
cambio, para los conceptos sobre Andlisis Complejo puede consultar [17]. Por otra parte,
para los resultados y definiciones sobre Teoria del Potencial véase [1, 9]. |

Nota 2.1.
Para nosotros los vectores irdn representados en “negrita”, es decir; v. Ademads, escri-
biremos el producto escalar entre dos vectores cualesquiera, u y v, como (u,v).

Comenzamos por lo bésico, enunciando lo que entendemos por curva regular.

Definicién 2.1.
Una curva parametrizada regular (que abreviamos como c.p.r.) en R" es una aplicacién
a:(a,b) CR — R™ tal que

1. Se tiene que a € CY), conk > 1.

da

i 0 para todo t € (a,b).

2. Se verifica la condicién o/ (t) =

Nota 2.2.
1. La segunda condicién se denomina Condicion de Regularidad.

2. Si m = 2 diremos que la curva es plana. En cambio, si m = 3 se dice que la curva
es alabeada.
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A veces, el mismo conjunto imagen puede describirse por diferentes parametrizacio-
nes. Interesa saber cuando al cambiar la forma de describir la curva como lugar de
puntos, no se pierde la Condicién de Regularidad.

Definicién 2.2.

Sea a : (a,b) — R™ una c.p.r. « = a(t). Una reparametrizaciéon regular o cambio de

parametros regular de « es una funcién f : (c,d) C R — (a,b), dada por f(r) =t,
af

biyectiva y de clase C¥), k > 1, tal que = % =0 en todo (c,d).

Definicién 2.3.

Un segmento de c.p.r. (arco regular) es una aplicacién « : [a,b] — R™ tal que existe
un intervalo (c¢,d) que contiene a [a,b] y existe una c.p.r. B : (¢,d) — R™ cumpliendo
que B, . = &. Asi, es posible considerar a'(a) = p'(a) y a’(b) = B'(b). La longitud del
arco regular « es:

thw = [ 1)) ar

Dada una cp.r. « : (a,b) — R™ y un punto ty € (a,b), se considera la funcién s :
(a,b) — R, dada por:

()= [ 1/(c)] do

De esta forma, s = s(t) mide la longitud del arco regular de a correspondiente a [fo, ]
6 [t, 1], naturalmente con signo. Por ello, a la funcién s = s(t) se le llama longitud de
arco de la curva « con referencia a ty.

A raiz de este concepto, surge el siguiente teorema, que, pese a su simpleza, resulta
primordial pues nos permitird simplificar algunos célculos, asi como definir ciertas

nociones de manera sencilla.

Teorema 2.1.

Toda c.p.r. puede ser reparametrizada regularmente por su longitud de arco.




Definicién 2.4.
La parametrizaciéon de una curva por su arco se llama parametrazacién natural. Al
pardmetro longitud de arco se le llama parametro natural o parametro arco.

Teorema 2.2.
Una curva parametrizada « : (a,b) — R™ lo esta por su longitud de arco (salvo
constante) si y solo si ||’ ()| = 1, para todo t € (a,b).

Nota 2.3.
Emplearemos

amis

para denotar la derivacioén respecto del parametro natural.

Los siguientes conceptos que trataremos versan sobre los vectores asociados a una cur-

va.

Definicién 2.5.
Sean « : (a,b) — R™ una c.p.r. y tg € (a,b). Se llama vector velocidad de « en «(tp)

al vector /(). Al médulo del vector velocidad de a en a(t)) se le llama velocidad de

/
t
« en a(tp). Se llama vector tangente a « en a(tg) al vector t(tg) = _(to)_ Se llama

la (to) I

campo vectorial tangente de « a la aplicaciéon

t:(a,b) — R"™ dada por t — t(t) =

Definicién 2.6.
Sea a = a(s) una curva regular parametrizada naturalmente en R3. Se llama curvatura
de « a la funcién x = xk(s) = ||a(s)]|.

Definicién 2.7.
Sea « = a(s) una curva regular parametrizada naturalmente en IR3. Se define el vector
normal principal de « en un punto «a(sg) tal que x(sp) > 0 como

it(so)
n(sg) = .
(s0) <(5)
N i(s) : o
A la aplicacién n = n(s) = @ se le llama campo vectorial normal principal a lo

largo de a.




Definicién 2.8.

Sea & = a(s) una curva regular parametrizada naturalmente en IR®. Se define el vector
binormal de a en un punto «a(sy) como b(sp) = t(sp) x n(sp). A la aplicacion b(s) =
t(s) x n(s) se le llama campo vectorial binormal a lo largo de a.

Definicién 2.9.
Dada una c.r.p.n., & = a(s), en IR?, se llama Triedro o Referencia de Frenet en el punto
a(s) de « al triedro

{t(s),n(s),b(s)}.

Proposicion 2.1.
Sea & = a(t) una c.p.r. en R3. Entonces, se tiene que

() xa(t) (g — "
PO = ey MO TP

Presentamos ahora lo que entendemos por superficie parametrizada:

Definicién 2.10.
Sea U C IR? abierto. Una superficie parametrizada (abreviadamente s.p.) en R? es una
aplicacion x : U — RR® tal que:

1. La aplicacion x es de clase C*).
2. Six=x(u,v), entonces

ox o0x
a X % =0, (CR)

en todos los puntos de U.

Ademas, si x es inyectiva se llamara una superficie simple (que abreviamos como s.s.).
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Nota 2.4.
1. La condicién (C.R.) de esta definicion se llama Condicién de Regularidad.

2. Enlo que sigue, para mayor simplicidad, escribiremos

ox ox
3. _Xll % —

Xz,
ou 2

9°x 9°x

sznlﬁzxzzy
B 9°x B 9°x _x

27 3uov ~ ovou O 2¢

3. Si x : U — R® es una s.s., por inyectividad, dado cualquier p € U, existe un
tinico punto (ug,vo) € U tal que x(up,vy) = p. Convendremos en decir que p tiene
las coordenadas (u,vp) (que, en realidad, son las de x~1(p)). Por ello, al vector
X;(u0,v9) € R3 lo escribiremos como X;(p), parai =1,2.

Definamos ahora un tipo de s.s. que serd de interés posteriormente.

Definicién 2.11.

Sea f = f(u,v) una funcién diferenciable, definida en un abierto U C R2 y con valores
en R. Se define el grafo de f o carta de Monge como la s.s. x : U — R3 definida por
x(u,v) = (u,v, f(u,v)), para (u,v) € U.

Una vez que ya sabemos lo que es una s.p., necesitamos una nocién mds general de
superficie, que es la siguiente:

Definicién 2.12.

Sea M C RR3. Se dice que M es una superficie regular (lo abreviaremos como s.7.) o
superficie inmersa de R, si para cada p € M existen U C IR? abierto y una aplicacién
x: U — R3, tales que:

1. El conjunto x(U) esta contenido en M y es entorno abierto de p en M.

2. La aplicacion x es homeomorfismo sobre su imagen, dotada esta de la topologia
euclidea relativa de IR®.

3. x es una s.p. (y, por la condicién anterior, también s.s.).
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Cualquier aplicacion verificando estas condiciones se denomina parametrizacién local
(abreviadamente p.l.) o parametrizacién regular de M en p. La aplicacién inversa x ! :
x(U) — U se llama carta local en p (cuya existencia se garantiza por la condicién 3).
El entorno x(U) de p en M se llama entorno coordenado y las coordenadas x~1(p) se

denominan coordenadas locales de p.

Vamos a tratar ahora algunos de los vectores més importantes ligados a una superficie
regular.

Definicion 2.13.

Sean M unas.r. y x: U — M una p.l. de M en un punto p € M. Una curva diferencia-
ble (de clase C*)) en x es una aplicacion a : (a,b) — x(U) tal que x ' o : (a,b) — U
es una curva parametrizada de clase C%).

Definicion 2.14.
Sean M unas.r. y x: U — M una p.I. de M en un punto p € M. Un vector tangente a
X en p es un vector tangente a cualquier curva diferenciable « en x que pase por p.

Definicién 2.15.
Sean M unas.r.yx: U — Munap.l. de M en un punto p € M, p = x(uo,vp), (119,v9) €
U, con U C IR? abierto. Se llama vector normal a x en p al vector

ooy = X1(P) X Xa(p)
N(0,20) = 15 () < X (p)]

que es unitario y, por (C.R.) estd bien definido. Se llama aplicacién de Gauss de x a la

N(p) (lo notaremos de esta forma)

aplicacion:
X1 X Xo

N: X(U) — IR3 dada pOI' N(p) = m

(p), para todo p € x(U).

Observacion 2.1.
Es inmediato, a partir de la propia definicién, ver que (N(p),X;(p)) =0, parai=1,2.

Observacion 2.2.
Como el vector normal es unitario, |N||> = (N(p),N(p)) = 1. Derivando aqui, llega-

mos a que (N(p),N;(p)) =0, para i = 1,2; donde hemos denotado por Ny = %—1: y
oN
N2 — %

12



Ligado al vector normal a la superficie x en un punto p € x(U) tenemos el plano tan-
gente a x en p, el cual denotamos por Ty (x) y estd definido como el plano cuyo vector
normal es N(p). Se tiene, ademds, que X;(p), Xz(p) pertenecen a T, (x). Més atin, todo
vector de T,(x) se puede expresar como combinacién lineal de X;(p) y Xao(p).

Observacién 2.3.
Dados una p.l. de una s.z. x : U — R® y un punto p € x(U), en virtud de (C.R.),
sabemos que los vectores X1 (p) y X2(p) son linealmente independientes.

El siguiente es un concepto de suma importancia tanto para nuestro estudio como para
la Geometria Diferencial en general: 1os coeficientes métricos.

Definicion 2.16.

Se llaman coeficientes métricos de una p.l. deunas.r., x : U — IR3, a las funciones Sij =
<Xl-,X]->, i,j = 1,2. Dichas funciones definen una matriz simétrica y definida positiva
que denotamos por G = (g;j);j=1,2-

Definicién 2.17.

Dada unap.l. deunas.r. x : U — IR, laregla que en cada p € x(U) le asigna a cada par
de vectores vy, v, € Ty(x) su producto escalar se llama Primera Forma Fundamental
(que abreviamos como P.F.F.) de la superficie en p.

Observacion 2.4.

Como enunciamos antes, los vectores de T,(x) pueden expresarse como combinacién
lineal de {X1,X2}. Por ello, es usual denominar a los coeficientes métricos como coefi-
cientes de la Primera Forma Fundamental.

Si consideramos la base {X1,Xp,N}, podemos expresar los vectores Xj;, para i,j = 1,2,
en funcidn de ella. De esta forma tendriamos:

2
Xij = Z Fi}xk + LjiN, para todos i,j =1,2.
k=1

Estas ecuaciones se denominan Ecuaciones de Gauss. Los coeficientes I i.‘j, parai,j k=
1,2, se llaman simbolos de Christoffel de la superficie y los coeficientes L;;, parai,j =
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1,2, se llaman coeficientes de la Segunda Forma Fundamental y son funciones con
valores reales en x(U). Ademés, estos verifican

2
k Ik
Th =) Xy Xi)g™;
h=1
Lij = (Xij;,N) = —(X;,Nj), (2.1)

para todos i,j,k = 1,2; donde g = ¢ 8 Gip=16k= 1,

811 gip—k=2.

Observacion 2.5.
Es facil ver, a partir de la regularidad de x, que L;; = Lj;.

Como anunciamos anteriormente, el estudio de las superficies minimas surge a raiz de
la bisqueda de la superficie de menor 4rea extendida a través de un entorno cerrado.
Es por ello que debemos enunciar lo que entendemos por drea de una region acotada,
pero antes debemos aclarar el concepto de regién acotada.

Definicién 2.18.

Un dominio en una superficie es un abierto conexo en x(U) tal que su frontera es la
imagen de una circunferencia del plano (u,v) bajo un difeomorfismo diferenciable a
trozos. Una region es una unién de un dominio y su frontera. Una regiéon R C x(U)
se dice acotada si existe una bola de R® que la contiene (lo cual es equivalente a que
x~1(R) sea acotada en el plano (u,v)).

Ahora si estamos en disposicion de dar la definicién de drea.

Definicién 2.19.
El drea de una regién acotada R C x(U) viene dada por:

_ — / _ 2
A(R)_//,(1(R)||X1 ><X2||dudv—//xl(72) 811822 — &, dudv. (2.2)
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Nos resultard de interés también introducir la diferencial de la aplicacién de Gauss en
un punto cualquiera p € x(U):

d
ANy : Tp(M) — TN(p)(Sz), dada por dN,(v) = $|t:0(N oa)(t),

donde « es cualquier curva diferenciable en x(U) con «(0) = py &/ (0) = v.

Definicién 2.20.
Se llama operador forma o endomorfismo de Weingarten en p € x(U) a la aplicacién
lineal L, = —dNy, : Ty(x) — Tp(x).

Proposicion 2.2.

Para cada p € x(U), el endomorfismo de Weingarten es autoadjunto respecto al pro-
ducto escalar en T,(x) dado por la Primera Forma Fundamental, es decir, para cua-
lesquiera v,w € Tj(x) se verifica que (L,(v),w) = (v,L,(w)).

En consecuencia de este resultado, los dos autovectores de L, son reales y se denotan
por k1 y k2 y se llaman curvaturas principales en p. Los correspondientes autovectores
se llaman direcciones principales en p y, tomados unitarios, se denotan por X1)(p) y

X2)(p)-

Observacién 2.6.
Destaquemos que los vectores X(1)(p) y X(2)(p) se pueden tomar de manera que for-

men una base ortonormal.

Definicién 2.21.

Sea x : U — R3 una p.I. de una s.r~. x = x(u,v). Sea & = a(s) = x(u(s),v(s)) una curva
regular parametrizada naturalmente en x y denotemos por N(s) = N(u(s),v(s)). Se
define la curvatura geodésica como la siguiente funcion:

Kg(s) = (N(s),i(s) x &(s))-
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Definicion 2.22.
Sea x: U — R3 una p.I. de una s.r. x = x(1,v). Sea & = a(s) = x(u(s),v(s)) una c.r.p.n.
en x. La curva « se dice que es una geodésica en x si su curvatura geodésica es idénti-

camente nula.

A continuacién, daremos a conocer lo que es la curvatura normal, que nos resultara de
utilidad para definir la curvatura media de una superficie, concepto de gran importancia
para el presente estudio.

Definicién 2.23.
Sea x: U — R3 una p.I. de una s.r.,, x = x(u,v). Sea a = a(s) = x(u(s),v(s)) una curva
= N(u(s),v(s)). La

regular parametrizada naturalmente en x y denotemos por N(s)
funcién K, (s) definida por

Kn(s) = (&(s),N(s)),

se llama curvatura normal de a en el punto «(s).

Observacion 2.7.

Bajo las mismas condiciones de la definicién anterior, las curvaturas principales, x; y
K2, se pueden interpretar como la menor y mayor, respectivamente, de las curvaturas
normales.

Proposicion 2.3.
Las curvaturas principales son las soluciones de la ecuacion:

Li1— A L — A
det 11 g11 12 812 0
Ly; —Ago1 Ly —Agx

Observacion 2.8.
Como «7 y k3 son las soluciones de la ecuacién de segundo grado anterior, se tiene:

S11loy +gl11 — 2812012 _ g11l2o +820L11 — 2g12L12
det(G) 91182 — 8%

K1+K =
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Definicién 2.24.
Sea x: U — R3una p.I. de unas.r. y sea p € x(U), se llama curvatura media de x en p
a la aplicacion

_ Kt (p) = 1811L2 + g22L11 —2812L12 ()

H
2 2 2 811822 — &%

(2.3)

Definicién 2.25.
Sea x : U — R3 una p.l. de una s.r. y sea p € x(U), se llama curvatura de Gauss de x
en p a la aplicacion

K(p) =rx1(p)xa(p)-

A continuacién trataremos nociones sobre la relacién entre superficies, para los que
necesitaremos la siguiente definicion:

Definicion 2.26.

Sean M, N superficies regulares. Dados f : M — Ny p € M, se define la diferencial
de f en p como la aplicacién fip : Tp(M) — Tg(,)(N) dada por fip(v) = (f 0 7)(0),
para cualquier v € T,(M), donde 7 : (—¢,e) — M una curva diferenciable tal que
7(0)=py7'(0)=v.

Definicién 2.27.
Dadas M, N superficies regulares, una aplicacién f : M — N se dird isometria si f es
biyectiva, regular y la aplicacion f,, verifica

(v, w) = (fep(v), fep(w))

para cualesquiera v,w € T, (M) y para todo p € M.

Definicion 2.28.

Sean nuevamente M y N superficies regulares. Se dice que M es localmente isométrica
a N si para todo p € M, existen U entorno abierto de p en M, V abierto en N y una
aplicaciéon f : U — V que es isometria. Si M es localmente isométrica a N y N es
localmente isométrica a M, se dice que son localmente isométricas.
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Teorema 2.3 - Caracterizacion de superficies localmente isométricas.

Sean M y N superficies regulares. Entonces M es localmente isométrica a N si y solo
si, para todo punto p € M, existen U abierto en R?, x : U — R3 superficie simple
en M con p € x(U) ey: U — R3 superficie simple en N tales que los coeficientes
métricos g3 de x y los de'y, gl};, verifican:

g5(u,0) = g (u,0),

para todo (u,v) € U.

Definicién 2.29.
Sean M y N superficies regulares. Una aplicacién diferenciable f : M — N se dice
conforme si es biyectiva, regular y

(v, w) = A(p)*(fup(v), frp(w)),

para todo punto p € M y para cualesquiera v,w € T,(M), siendo A una funcién dife-
renciable en M, no nula en cada punto.

Definicién 2.30.

Sean M y N superficies regulares. Se dice que M es localmente conforme a N si para
todo punto p € M, existen U entorno abierto de p en M, V abiertoen Ny f: U — V
conforme.

Teorema 2.4 - Caracterizacion de superficies localmente conformes.

Sean M y N superficies regulares. Entonces M es localmente conforme a N si y solo
si, para todo p € M, existen U abierto en R?, x : U — R> s.s. en M con p € x(U)
ey:U — R3ss. en N tales que los coeficientes métricos & de x y los de y, g?},
verifican:

g3j(u,0) = Au,0)°gji(u,0),
para todo (u,v) € U.
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Aportemos la dltima definicion y resultado geométricos convenientes para nuestro es-
tudio.

Definicién 2.31.
Sea x : U — RR? una p.I. de una superficie regular. Si los coeficientes de la Primera
Forma Fundamental verifican

811=82>0y g12=0=g71,

diremos que dicha parametrizacion es isoterma.

Teorema 2.5.
Sea M una superficie regular. Dado cualquier p € M, existe una superficie simple
x: U — R3 con p € x(U) C M tal que es isoterma.

Recordemos algunos términos sobre sucesiones de funciones. Estos y més se pueden
consultar en [16].

Definicién 2.32.
Sea (fn) una sucesion de funciones definidas en un conjunto (). Supongamos que la
sucesion (f,(x)) converge para cada x € (). Podemos definir entonces

f(x) = lim f,(x),

n—o00

para todo x € Q). Bajo estas circunstancias, se dice que (f,) converge puntualmente a
f en Q. Se dird también que la sucesion (f,) converge uniformemente a f en ) si para
todo € > 0 existe N € IN tal que si n > N entonces |f,(x) — f(x)| < ¢, para cada x € Q).

Observacién 2.9.
La convergencia uniforme implica la convergencia puntual.

Definicién 2.33.

Una familia F de funciones complejas f definidas sobre un conjunto (2 de un espacio
métrico (X,d), se dice que es equicontinua si para todo ¢ > 0 existe un 6 > 0 tal que
| f(z) — f(w)|| < ¢, para cualesquiera d(z,w) < &, con z,w € Q.
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Un resultado que nos va a resultar de utilidad en cierto punto de la demostracién del

problema de Plateau es el siguiente:

Teorema 2.6 - de Arzela-Ascoli.

Sea K un espacio métrico compacto. Si una sucesion de funciones (f) es continua,
puntualmente acotada (esto es, existe una funcién g con valores finitos defina en K
tal que ||fu]| < g en Ky para todo n = 1,2,---) y equicontinua, entonces posee una
subsucesion ( fy, ) que converge uniformemente.

Damos ahora a conocer un concepto primordial en el Andlisis Complejo: el caracter ho-
lomorfo de una funcién.

Definicién 2.34.
Sea () C C abierto y sea también f : () — C. La funcién f es holomorfa en el punto
zo € () si existe

f/(ZO) _ }llii%f(zo +h})l _f(ZO) eC.

Diremos que la funcién f es holomorfa en () si es holomorfa en todos los puntos de Q).

El siguiente resultado resulta fundamental a la hora de distinguir este tipo de fun-
ciones, ademds de relacionar el Andlisis Real con el Complejo a partir de las conocidas
ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Teorema 2.7.
Sea f = u + iv una funcién definida en Q) C C abierto. Sea zg = xg + ivg = (x0,Y0) €
Q). Entonces las condiciones siguientes son equivalentes:
1. La funcién f es holomorfa en z.
2. Las funciones u,v : R> — R son continuamente diferenciables y satisfacen las
ecuaciones de Cauchy-Riemann en zo:

2 (20) = 22 (20),
2 (20) == 52(c0)
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Lo siguiente que veremos sera el término de funcién analitica y su relacién con las

funciones holomorfas.

Definicién 2.35.
Una funcién f definida en un abierto () C C se dice analitica en un punto zy € Q) si
(o) [e)
existe una serie de potencias ) _ a,(z — z9)" tal que f(z) = } _ ax(z — z0)", para todo z
n=0 n=0

en un entorno de zy. Si f se puede expresar como la suma de una serie de potencias en
todo punto de (), se dird que f es analitica en Q).

Teorema 2.8.

Toda funcién analitica en () es holomorfa en ().

Reciprocamente, supongamos que f es holomorfa en un abierto (). Sea zg € (2. Si D
es un disco centrado en zp cuya clausura estd contenida en (), entonces

©  £(n)
zZ) = fi(ZO)z—zo " paratodoz € D.
n! P
n=0 :

Otro concepto analitico que nos convendrd tener presente es el de serie de Fourier, el
cual ha sido extraido de [8].

Definicién 2.36.
Sea f una funcién periddica de periodo T > 0. Se define la serie de Fourier de f como

o]

f(t) =Y [ancos(27twnt) + bysin(2mwyt)],

n=0

T T
donde w, = %, ay = %/0 f(t)cos(2mwyt) dt y by, = %/0 f(t)sin(27twy,t) dt.

Procedamos ahora con los conceptos sobre Ecuaciones en Derivadas Parciales. Recorde-

mos primero que el laplaciano de una funcién diferenciable u : U C RN — R, deno-

tado por Au, es Au =V - (Vu) = % ibzl Ahora bien, sean () C R abierto acotado

(N>2), feC)(Q)yTec? (E)Q).l;lam(l)s a considerar el problema de Dirichlet:
—Au=f en(),

u="r sobre 0Q).

(2.4)
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Proposicion 2.4.
Bajo las condiciones precedentes, el Problema (2.4) posee a lo sumo una solucién
uelCd(Q)ncO@).

Introduzcamos el concepto de funcién arménica, pues va a ser el hilo conductor que
relacionard las funciones complejas con las superficies minimas y, ademas, volvera a
aparecer en la resolucién del problema de Plateau.

Definicién 2.37.
Sea u: U C RN — R una funcién diferenciable. Se dice que u es arménica en U si
Au=0.

Referente a este tipo de funciones tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 2.5.
Sea O C RN, N > 2, abierto y u € C%(Q)) arménica, entonces u € C*) (Q)).

El siguiente resultado sobre funciones armoénicas nos serd de utilidad en la demostra-
cién del problema de Plateau:

Teorema 2.9 - Primer teorema de Harnack.
Sea ) ¢ RN, N > 2, un abierto acotado. Sea (u4,) una sucesion de funciones conti-
nuas en () y armonicas en Q. Si (1) es uniformemente continua sobre (), entonces

también converge uniformemente en () a una funcién armonica u.

Otro resultado importante de cara a la demostracion del problema de Plateau es el que
enunciamos a continuacion:
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Teorema 2.10.
Sea QO C RN, N > 2, un abierto acotado. Supongamos que (u,) es una sucesién de
funciones armonicas sobre () tal que converge uniformemente a una funcién u en
cada subconjunto compacto de (). Entonces, u es arménica en (). Mds atin, para cada
oku,
oxyl - 9xylN

a D*u en cada subconjunto compacto de Q).

« € NV, la sucesion (D"‘un = ) , con k = ||a||; converge uniformemente

Los resultados que trataremos a continuacion estan destinados a probar la existencia
de solucion de (2.4).

Definicion 2.38.
Un abierto Q) € RN es de clase C!) si para cualquier punto xy € 90), existe un abierto
U tal que xg € U y una aplicacién biyectiva

®:B(0,0) — U
0 —xp
B(0,6) N {xy >0} — UNQ
B(0,6) N{xy =0} — U N Q)

de clase CV) y su inversa también.

Definicién 2.39.
Se define la solucién fundamental del Laplaciano G : RV \ {0} — R por

4 1 )
_(N—2)|SN]1’N—2 siN > 2,
G(x) =¥ (lIx]}), con ¥(r) =
lo|z;5§1") siN=2.

El primer resultado de relevancia sobre G es el siguiente:
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Teorema 2.11.
Sea Q) C RN, N < 2, abierto, acotado, de clase C) yue c2) (Q). Entonces para todo
x € () se cumple:

_ 9G(y — x) du(y)
u) = [ aur)e -0 dy+ [ (X - %W g(y ) asiy),
of .
donde hemos denotado po (V f,n), con n el vector normal exterior a 0Q).

Con el objetivo de mejorar ahora la expresion anterior, buscamos una férmula que nos
permita calcular u conociendo tinicamente los valores de Au en () y los de u sobre 0().

Definicién 2.40.
Dado un conjunto abierto (2 C RN, N > 2, acotado de clase Cl), se denomina funcién
de Green en () a una funcién G: QO x O\ D — R, con

D:{(x,y)EJRNxIRN:x:y},

tal que la funcién w : Q x Q — R definida por w(y,x) = G(y,x) — G(y — x), es solu-
cién del problema

w(-,x) €CY(Q), para todo x € (),
—Ayw(y,x) =0, para cualquier (y,x) € Q x Q,
w(y,x) = —G(y —x), paratodo (y,x) € 9Q) x Q.

Para el caso de abiertos muy simples, es posible dar una representaciéon explicita de la
funcién de Green:

Teorema 2.12.
Para Q) = B(0,R) C RY, la funcién de Green viene dada por

G(y) — ¥(R) " six=0,

Cly) = Gly—x)—G (R(Y—X*)) six#0,
2

donde x* = ——=x.
1]
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A partir de esta expresion de la funcién de Green, se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 2.6.
Sea H: B(0,R) x B(0,R) \ D — R la funcién definida por

oG Rz—||x||2
H — e =
%) = 30 = SNIRTy =]

~ para cualquier (y,x) € B(0,R) x B(0,R) \ D,
entonces, para toda funcién u € C? (B(0,R)), se verifica

u(x) = / Au(y)G(y,x) dy + u(y)H(y,x) ds(y), para todo x € B(0,R).
B(0,R) dB(0,R)

Esta funcion H que acabamos de definir se llama nticleo de Poisson y, si tomamos
u € C? (B(0,R)) arménica en B(0,R), se tiene

= H(y,x) ds(y), lqui B(0,R),
u(x) /83(0,R)u(Y) (y,x) ds(y), para cualquier x € B(0,R)

que es lo que se conoce como la férmula integral de Poisson.

Para finalizar, enunciamos el resultado de existencia y unicidad que requeriamos:

Teorema 2.13.
Para toda funcién T € C% (9B(0,R)) existe una tnica u € C% (B(0,R)) NC*) (B(0,R))
solucién de

{Au =0 enB(0,R),

u="r sobre 0B(0,R),

la cual viene dada por

u(x) = /aB(O,R)F(y)H(y,X) ds(y) sixe B(0,R),
01es) six € 9B(0,R).

Con esto, contamos ya con las herramientas necesarias para afrontar el tema de este
trabajo.
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SUPERFICIES MINIMAS.

Estd bien trabajar en cualquier problema, siempre y
cuando genere matemdticas interesantes en el camino,

incluso si no lo resuelve al final del dia.

ANDREW WILES

3.1 EQUIVALENCIAS.

| Son varias las definiciones equivalentes que podemos encontrar de superficie mini-
ma. El ver que todas ellas resultan equivalentes es el objetivo de esta seccién. Para las
matemadticas que se encontraran aqui se han seguido los manuales [5, 7]. |

Durante afios, los matematicos se encontraron en debate sobre qué curvatura de una
superficie era més relevante (si la curvatura de Gauss o la curvatura media). El Teorema
Egregio de Gauss seria el que pusiera fin a este dilema, pues demuestra que la curvatura
de Gauss es una cantidad intrinseca y su significado, de alguna forma, contenia infor-
macion sobre la geometria de la propia superficie, con independencia de su inclusién
en el espacio euclideo. Cabe preguntarse igualmente por qué este debate duré tantos
afnos. La siguiente definicion es la que otorgarad verdadera importancia a la curvatura
media H de una superficie.

Definicién 3.1.
Una superficie parametrizada se dice que es minima si su curvatura media es nula
en todos los puntos. Una superficie regular M C R® es minima si cada una de sus

parametrizaciones es minima.

Para entender la denominacién minima vamos a considerar x: U C R? — R3 superfi-
cie mfnima parametrizada regular. Sean D C U un dominio acotado y h: D — R una
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CAPITULO 3. SUPERFICIES MINIMAS.

funcién diferenciable, donde D = D U dD. Definimos la variacién normal de x(D),
determinada por h, como la siguiente aplicacién:

¢:D x (—¢€) — R®

@(u,v,t) = x(u,0) + th(u,0)N(u,v); (u,0) €D, t € (—¢,¢).

Consideremos ahora la aplicacién x'(u,v) = ¢(u,v,t), para todo t € (—¢,¢). Es una
superficie parametrizada con

; ox

Xl - E - X1 + tth + tth
;o oxt

X5 = S = X5 + thoN + thN».

Sus coeficientes de la Primera Forma Fundamental son:

gil = <Xt,X§> =911 +2th<X1,N1> + t2h2<N1,N1> + tzhlhl =
=911 — Ztth + t2h2<N1,N1> + tzhlhl;

812 = (X1, X5) = g12 + th(({X1,Na) + (Xo,Ny)) + £°h*(N1,Np) + £h11p =
=912 — 2thLiy + t2h2<N1,N2> + tzhlhz = gél;

g§2 = <X§,X§> =g»+ 2th<X2, N2> + t2h2<N2, N2> + tzhzhz =
=92 — ZthLzz + t2h2<N2, N2> + tzhzhz.

Combinando esto con (2.3) y agrupando adecuadamente, tenemos que:

gilgEZ - (giz)z = 811822 — g%z — 2th(g11L22 —2g12L12 + gzan) + R =
= (g11822 — g%g)(l —4thH) + R, donde }ing% =0.
%

Luego, para ¢ suficientemente pequefio, x' es una superficie parametrizada. Ademas el
area de x!(D) es

At:/ ft—tzdd:/\/l—élthH Ry/ — & dudo,
(t) D\/gngzz (81p)*dudo= | +Ry/g18» — g dudo

R
811822 — g%z’

donde R =
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3.1. EQUIVALENCIAS.

Como ¢ es pequerio, la funcién de area anterior es diferenciable y cumple

A'(0) = /D—ZhH\/gngzz — g2 dudov. (3.1)

Veamos ahora el motivo de la denominacién minima a las superficies de curvatura me-
dia nula gracias al siguiente resultado:

Proposicién 3.1.
Sea x : U — R® una superficie parametrizada y sea D C U un dominio acotado
en U. Entonces x es minima si y solo si A’(0) = 0 para todos los dominios D, en las

condiciones precedentes, y todas las variaciones normales de x(D).

Demostracion. Si x es una minima, es obvio que verifica la condicién pues H = 0. Re-
ciprocamente, admitamos que la condicién se verifica y que H # 0 para algtin q € D.
Tomemos h : D — R tal que h(q) = H(q), siendo h idénticamente nula fuera de un
pequefio entorno de g. Realizando un procedimiento totalmente analogo al anterior,
obtenemos que A’(0) < 0 para la variaciéon normal determinada por esta funcién i y
llegamos asi al absurdo. |
De esta forma, cualquier region acotada x(D) de una superficie minima x es un punto
critico de la funcién 4rea para cualquier variacién normal de x(ﬁ). Notemos, ademas,
que dicho punto critico no necesariamente es un minimo, lo que hace que el término

“minima” resulte, en cierto sentido, inoportuno.

El problema de minimizar el drea también se aborda desde el punto de vista del Cdlculo
Variacional. Lagrange estudiaba grafos, superficies que globalmente pueden expresarse
como una carta de Monge y, a partir de los cuales obtenemos la siguiente equivalencia:

Proposicién 3.2.

Sea M una superficie regular que, localmente, puede expresarse como la grafica de
una funcién diferenciable f : R> — RR. Entonces M es minima si y solo si f verifica
la ecuacion de Euler-Langrange, es decir; si verifica que:

fii(1+ f2) = 2fiafifo + for(1+ f7) =0. 3.1)
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CAPITULO 3. SUPERFICIES MINIMAS.

Demostracion. Parametrizamos la superficie M como sigue

x(u,v) = (u,v, f(u,0)).

De esta forma los coeficientes de la Primera y Segunda Formas Fundamentales, respec-
tivamente, de x son:

gu=1+f% 12 = fif2; g =1+ f%

L11:¢' Lu:#- L22:¢.
V1+ 7+ V1+/+f3 V1+ A+

Gracias a (2.3), la curvatura media de x viene dada por:

H— 11+ f5) + fo(l+ f7) = 2fiafifo
? 1+ + 13 |

Por consiguiente, H = 0siy solosi fi1(1+ f2) + fa2 (1 + f2) — 2fiaf1f2 = 0. |

Afos después de que Lagrange definiera de esta forma las superficies minimas, Chris-
toffel observé que la aplicaciéon de Gauss de una superficie minima era conforme y que
este hecho, ademads, las caracterizaba junto con las esferas. Asi tenemos la siguiente
nueva equivalencia:

Proposicién 3.3.
Sea M una superficie regular sin puntos umbilicales, es decir; sin puntos tales que
k1 = k. Entonces M es minima si y solo si N es conforme.

Demostracién. Sean p € My {X(1)(p),X2)(p)} la base (ortonormal) de direcciones
principales en T, (M).

Si H(p) = 0, entonces x1(p) = —#x2(p), y por tanto, x1(p)> = x2(p)?. Sean vi,vy €
Tp(M), con vi = a1X(1)(p) + B1X(2)(p) y V2 = a2X(1)(p) + B2X(2)(p). De esta forma
tenemos que dN,(v;) = —L,(v;) = a;ix1(p)X(1)(p) + Bixa(p)X2)(p) parai,j=1,2. De
aqui, haciendo un céalculo sencillo, llegamos a que

(dNp(v1),dN(v2)) = araars (p)® + B1Bara(p)” =
= (ma2 + B1B2)x1(p)* = x1(p)*(v1,v2).
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Tomando ahora A(p) = k1(p), es claro que es diferenciable y, ademds, no nula, pues si
k1(p) = 0, entonces x,(p) = 0y, por tanto, p seria un punto umbilico.

Reciprocamente, supongamos que existe una funcién A : M — R diferenciable no
nula tal que (dN,(v1),dN,(v2)) = A(p)?(v1,v2), para cualesquiera vy, v, € T,(M). En
particular, se tiene que

Ap)* = A(p)*(Xa) (). X1y (p)) = (AN, (X1)(p)),dN, X1y (p))) =
= (—r1(p)X (1) (p), =1 (P)X (1) () = 1(p)?,

Ap)* = A(p)*(X) (). X2y (p)) = (AN, (X2) (p)),dN, (X2 (p))) =
= (—12(p)X2) (), —12(P)X(2) () = 12(p)*.

Luego, k2(p) = A(p)? = xa(p)?. Por tanto, x1(p) = +x2(p). Puesto que M no tiene
puntos umbilicos, necesariamente k1 (p) = —x2(p) y esto implica que H(p) = 0. |

Serd conveniente definir, para una superficie parametrizada cualquiera, el vector de
curvatura media dado por H = HN. Si elegimos h = H, en virtud de (3.1) obtenemos,
para esta variacién normal:

A(0) = —2/D<H,H>\/g11g22 — g3, dudv < 0.

Lo cual significa que si deformamos x(D) segtin el sentido del vector normal H el 4rea
decrece inicialmente.

El vector curvatura media admite otra interpretacién de la que nos vamos a ocupar a
continuacion.

Proposicién 3.4.
Sea x = x(u,v) una superficie parametrizada y supongamos que es isoterma. Enton-
ces

X11 + X2 =2¢11H.

Demostraciéon. Como x es isoterma, g11 = g22 y g12 = 0. Ahora bien, derivamos en am-
bas igualdades respecto de u y v respectivamente.
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CAPITULO 3. SUPERFICIES MINIMAS.

s Puesto que

0

% = (X31,X1) + (X1, X31) =2(X11,X1) ¥
0

% = (Xp1,X2) + (X2, X21) = 2(X21,X2),

tenemos que (X11,X1) = (Xo1,X2).

0
= Ya que % = (X01,X2) + (X1,X22) = 0, obtenemos que (Xp1,Xa) = —(X1,X22).

POI‘ tanto, <X11,X1> = <X21,X2> = —<X1,X22>. Luego,
<X11 + Xzz,X1> =0.

Derivando de nuevo en las igualdades pero ahora respecto de v y u respectivamente,
llegamos de forma analoga a que

De estas se deduce que Xj1 + X, es paralelo a N. A partir de (2.3), por ser x isoterma,
L1+ Ly

vemos que H =
1 2911

, de donde deducimos que

2911H = L11 + Lyx = (N, X171 + X22)

y de aqui a su vez
X114+ X2 = 2¢11H

como querfamos demostrar. |

Con esto, se deduce el resultado siguiente:

Corolario 3.1.
Sea x(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) una superficie parametrizada y supongamos
que es isoterma. Entonces x es minima si y solo si las funciones x, y, z son armoé-

nicas.

Demostracién. Sea x minima. Entonces, por definicién, se cumple que H = 0. En virtud
del resultado anterior, ya que x es isoterma por hipoétesis, tenemos que Xq1 + Xop =
2g11H. Luego, X171 + X2 = 0.
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Ahora bien, recordemos que
o (P Py P2
U\ 0u2 ou2’ ouZ )’

o (Fx Py
27\ 902 902" 92 )

Entonces,

P P Ry Hy e
ou?2 = 9v?’ u?  9v% u?  9v? )’

Por tanto, las funciones x, y, z son armonicas.

0=X11+X22=(

Reciprocamente, supongamos que x, i y z son funciones armoénicas. Es decir,

0_(82x ?x %y 0%y %z 0%z

52 "3 a2 T o o w)zxﬂ“‘ﬂ-

Puesto que x es isoterma, de nuevo por la proposicion anterior deducimos que 0 =
Xi11 + X2 = 2¢11H. Luego, H = 0 y la superficie x es minima. |

Por dltimo, veamos la relacién existente entre las superficies minimas y las funciones

analiticas de una variable compleja.

Consideremos ahora x : U C IR? — IR3 una superficie parametrizada v definimos
p P y

. dx .0 : dy .90 . Jz .0
qol(u—i—zv):—x—z—x; (pz(u+zv):—y—z—y; g03(u—i—zv):—z—z—z; (3.2)
ou  0Jv ou  dJv ou v

con x, y, z las funciones componentes de x.

Lema 3.1.

oy . g 2 2 2 D __
La condicioén necesaria y suficiente para que x sea isoterma es que ¢7 + ¢35 + ¢35 = 0.
Si se satisface esto, x serd minima si y solo si ¢1, ¢2 y @3 son analiticas.

Demostracion. Puesto que
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CAPITULO 3. SUPERFICIES MINIMAS.

es facil ver que
4’:1Z + 4’% + 4’% = 11 — 22 + 2ig17.

Y de aqui se deduce la primera parte del lema.

Por otro lado, X;1 + X2 = 0 si y solo si
Jd (dx\ 0
i (n) = 35 ()
Jd (dy\ 0
s (n) = =3 ()
d (dz\  0d [0z
3i(5) =5 (5)

Lo cual implica la mitad de las ecuaciones de Cauchy-Riemann para las funciones ¢,

<
I QR

@2y ¢3. La otra mitad se verifica también debido a la regularidad de x. Efectivamente,
puesto que X1 = Xp1, se tiene que:

0 (ox\ 0 (ox
5o (3u) =3 ()
d (dy\ 0 (dy
5w (3 ) = (30
d (dz\ 0 [0z
5e (31 = (30
Lo que implica la segunda mitad de las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Luego las funciones ¢;, j = 1,2,3; son, por el Teorema 2.7, holomorfas y por consiguien-
te, gracias al Teorema 2.8, analiticas. Concluimos asi que Xj; + X2 = 0 si y solo si las
funciones @1, ¢2 y @3 son analiticas. [

Todas estas conforman las herramientas més interesantes a la hora de probar si una

superficie es minima o0 no, como veremos en la seccién siguiente.

3.2 ALGUNOS EJEMPLOS.

| En la presente seccién veremos algunos de los ejemplos més relevantes, histérica-
mente hablando, de superficies minimas, asi como algunos resultados y hechos que
hemos considerado de interés. Para los mismos, se han seguido los manuales [4, 5, 7]. |
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3.2.1 Catenoide.
Consideraremos el catenoide de ecuaciones:
x(u,v) = (cosh(u)cos(v), cosh(u)sin(v), u),

donde u € (—1,1) y v € (0, 27). Su representacion puede verse en la Figura 3.1:

Figura 3.1: Catenoide.

Derivando, obtenemos:

X1 = (sinh(u) cos (v), sinh(u)sin (v), 1);
X = (—cosh (u)sin(v), cosh (u) cos (v), 0).

Asi, los coeficientes de la Primera Forma Fundamental resultan:

g11 = sinh® +1 = cosh?(u);
812=0;
g0 = cosh?(u).

Vemos por tanto que esta parametrizacion es isoterma. Calculemos ahora las segundas
derivadas y comprobemos que su suma vale 0.

X11 = (cosh () cos (v), cosh (1) sin (v), 0);
(

X2 = (—cosh (u)cos (v), — cosh (u) sin

Luego, efectivamente, X;1 + X2 = 0y, por consiguiente, el catenoide es una superficie

minima.
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CAPITULO 3. SUPERFICIES MINIMAS.

El catenoide es la primera superficie minima descubierta tras el ejemplo trivial del
plano. Es una superficie de revolucién que estd generada por la catenaria, que es la
curva generada por un cable o cadena sujeta por sus extremos y sometida tinicamente
a la fuerza de la gravedad. Es la gréfica de la funcién coseno hiperbdlico y puede verse
en la Figura 3.2.

Figura 3.2: Catenaria.

Es mads, se caracteriza por ser la tinica superficie minima, no plana, de revolucién.
Efectivamente, sea a(w) = (f(w),0,¢(w)), donde f,g: I — R, la curva que gene-
ra la superficie M, que podemos suponer contenida en el plano y = 0. Puesto que
M no es un plano, g(w) no puede ser una funcioén constante. Luego existe un abier-
to I C R en el cual ¢'(w) = 0. Entonces, por el teorema de la funcién inversa, podemos
reparametrizar « mediante el cambio de pardmetro w = ¢~ 1(s) en dicho abierto. Asf,
tomamos como punto de partida una curva B(s) = (f (§71(s)),0,s) = (4(s),0,s), de-
finida en un entorno adecuado. De esta forma, parametrizamos la superficie M como
x(s,0) = (17(s) cos@,n(s)sinb,s) y, por tanto, las curvaturas principales son:

1
—1"(s
K (B(s) = — LG,
(T+17'(s)?)?
1
k2 (B(s)) = N
n(s) (1 +7'(s)?)?
Asi, M es minima si y solo si se verifica la ecuaciéon diferencial
R/
ns) 1 _o,

NI

(A+7()2)7  n(s) (1 +7/(s)2)
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la cual es equivalente a
n(s)n"(s) —n'(s)* =1.
Resolviendo esta, llegamos a que 7(s) = acosh (#), cona >0y b > 0. Luego,

b
B(s) = (a cosh (%) ,O,S) , es decir; B(s) es una catenaria y, por consiguiente, M es

(un trozo) de catenoide.

3.2.2 Helicoide.

Sea ahora el helicoide de ecuaciones:

x(u,v) = (sinh (u) sin (v), —sinh (1) cos (v), v),

con u € (—1, 1) VAAS (0, 27'(), cuya representacion puede verse la Figura 3.3.

Figura 3.3: Helicoide.

Derivemos para calcular los coeficientes de la Primera Forma Fundamental.

X1 = (cosh (1) sin (v), — cosh (1) cos (v),0);
X, = (sinh(u) cos (v),sinh(u)sin (v),1).
Y dichos coeficientes serdn entonces:
Q11 = Coshz(u);

812 =10;
g0 = sinh? 41 = cosh?(u).
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CAPITULO 3. SUPERFICIES MINIMAS.

Vemos nuevamente que la parametrizacion es isoterma. Calculemos entonces las deri-
vadas segundas:

X11 = (sinh(u)sin (v),—sinh(u)cos (v),0),
X2 = (—sinh(u)sin (v),sinh(u) cos (v),0).

Vemos facilmente que Xj; + Xz = 0. Por tanto, el helicoide es una superficie minima.

El helicoide fue la segunda superficie minima no trivial en ser encontrada. Detenta la
propiedad de ser la tnica superficie minima, obviando el plano, que también es una
superficie reglada. Efectivamente, supongamos una superficie regular dada por

x(u,v) = a(v) + uw(v),

con a(v),w(v) € R?, no plana y con curvatura media nula. Podemos asumir sin pér-
dida de generalidad que ||w| =1, |wW/|| = 1y, por ello, (w,w') =0, (w/,w") = 0.
Ademads, podemos asumir también que (a’(v),w(v)) =0, (a’(0),w’(0)) = 0, pues po-
demos cambiar a(v) por la nueva directriz a(v) dada por

a(v) = a(v) — A(v)w(v),
%
Ao) = (a'(0), w'(0)) +/ (a'(1), w'(t)) dt.
0
Esto implica que g1 = 0 y L1; = 0. Sumando esto al hecho de que H = 0, deducimos

que Ly = 0. Luego det(X1,X2,Xp2) = 0. Ahora bien, desarrollando este determinante
y agrupando las potencias de 1, obtenemos las tres relaciones siguientes:

det(w,a’,a")

det(w,a’,w") + det(w,w’,a")

0,
0,
0.

det(w,w’,w")

Por un lado, como w’ es perpendicular a w y a w”, la ultima relacién implica que
w” = (w',w)w. Por consiguiente, (w x w')’ = 0 y deducimos de ||w]| = 1 que la
curva w(v) describe un circulo unidad en un plano fijo IT. Por otra parte, de la segunda

relacion obtenemos que det(w,w’,a”) = 0y, por tanto, a” € IT asi como

Q! = <a//,w>w+ <a///w/>w/.

Sustituyendo esto en la primera relacion, llegamos a que (a”,w’) det(w,a’,w’) = 0.
Este determinante no se anula para valores de v cercanos a cero (pues sus columnas
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son ortogonales en v = 0 y x es una superficie regular). Luego (a’,w’) = 0. Por consi-
guiente, (a’,w’)’ = 0y, puesto que (a’(0),w’(0)) = 0, tenemos que (a’,w’) = 0. Com-
binando esto con el hecho de que (a’,w) = 0, deducimos que a’ es perpendicular a
IT = span{w,w’}. Como IT no depende de v, obtenemos que a’ es también perpen-
dicular a IT. Pero hemos probado que a” € II, por tanto, a” = 0. Luego, la directriz
a(v) es una recta y, ya que (a’,w) = 0, concluimos que la superficie x es una seccioén de
helicoide.

Observacion 3.1.
El catenoide y el helicoide no solo son minimas, sino que también son localmente iso-

métricas.

Auln mas general, podemos considerar la familia de superficies

x(a,u,v) = (x(a,u,v),y(a,u,v),z(a,u,v)),

donde

x(a,u,v) = cos(a)cosh (u)cos(v) + sin(a)sinh(u)sin (v),
y(a,u,v) = cos(a)cosh (u)sin (v) — sin (a) sinh(u) cos (v),

z(a,u,v) = cos(a)u + sin(a) <v — g) ,

cona € [0,271).

. . . 7T
El catenoide corresponde al valor a = 0 mientras que para el helicoide a = o
Veamos que todas ellas son isométricas entre si y que, ademads, son minimas. Puesto

que

Xi(a,u,v) = (cos(a)cos (v)sinh(u) + sin (a) sin (v) cosh (u),
cos (a)sin (v) sinh(u) — sin (a) cos (v) cosh (u) ,cos (a)),
Xz (a,u,v) = (sin (a) cos (v) sinh(u) — cos (a) sin (v) cosh (u),

sin (a) sin (v) sinh(u) + cos (a) cos (v) cosh (u),sin (a));
los coeficientes de la Primera Forma Fundamental son:

Q11 = coshz(u);
g12=0;
g2 = cosh?(u).
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Figura 3.4: Transformacién isométrica (local) del catenoide al helicoide.

Luego, en virtud del Teorema 2.3, todas las superficies son isométricas entre si. Ade-
mas, estamos en las condiciones del Corolario 3.1 y para ver que cada una de las su-
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perficies es minima bastard con probar que las funciones x, y, z son arménicas. Efecti-
vamente, como

X11 = (sin (a) sin (v) sinh(u«) 4 cos (a) cos (v) cosh (u),
cos (a)sin (v) cosh (1) — sin (a) cos (v) sinh(u),0),
Xp2 = (—sin(a)sin (v) sinh(u) — cos (a) cos (v) cosh (u),
sin (a) cos (v) sinh(u) — cos () sin (v) cosh (u),0);
tenemos que Xj; + Xz = 0 y por consiguiente las superficies son minimas.

Gracias a dicha familia, podemos visualizar de manera sencilla la ya mencionada trans-
formacién localmente isométrica entre el catenoide y helicoide (como puede apreciarse
en la Figura 3.4).

3.2.3 Superficie de Scherk.

Esta superficie viene dada por
(u+iv)?+1 D

x(u,v) = | ar Uit ar utiotl lo
= M\ =i )M \u i 1) (u+iv)2 —1

conu+iv==+l, u+iv==+iyarg(z) € (—m, | el angulo que forma z con el eje real.

Realizando los célculos oportunos obtenemos

u-+iv+i _ arct 2u _
S\ uxin—i) & u2+0v2-1)’

. ut+iv+1 — aret —20v _
S\ uxin—1)" & uw2+0v2—-1)’

(u+iv)2+1|
(u+iv)2—1|

log

Con ellas, ya podemos representar la superficie, que se aprecia en la Figura 3.5.

Estas mismas igualdades nos permiten construir las funciones (3.2):

2
1= 1-|—(u-|—iv)2;
— 2i .
$2= - 1—(u+iv)?’
_ 4(u+iv)
LCI Y AT
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Figura 3.5: Superficie de Scherk.

. . < 2 2 2 _ ..
Realizando una serie de calculos, llegamos a que ¢7 + ¢35 + ¢35 = 0. Por consiguiente,
la parametrizacién x es isoterma. Puesto que, ademads, las funciones @1, g2 y @3 son
analiticas, la superficie de Scherk es una superficie minima.

Esta superficie que acabamos de abordar, no es méds un caso particular de la familia
de superficies minimas que descubrié Scherk. Estas vienen dadas por la ecuacién im-
plicita e* cos(y) — cos(x) = 0. Dicha familia cumple la particularidad de que puede ser
definida sobre el tablero de ajedrez, como se puede observar en la Figura 3.6 (las ca-
sillas negras corresponderian a las superficies, mientras que las casillas blancas a los
huecos vacios).

Figura 3.6: Primera superficie de Scherk.
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La segunda familia de superficies descubiertas por Scherk tienen como ecuacién im-
plicita: sin(z) — sinh(x)sinh(y) = 0; y su representacién puede verse en la Figura 3.7.

Figura 3.7: Segunda superficie de Scherk.

3.2.4 Superficie de Enneper.

Vamos a tomar la parametrizacién siguiente de la superficie de Enneper:

u3 s
x(u,v) = (u — 5 + uv?, v — 5 + ou?,u? — 02),

donde 1#,v € R (aunque para la representacion hemos tomado u,v € (—2'5,2'5)).
La representacion de esta superficie aparece en la Figura 3.8.
Derivando llegamos a que

X1 = (v* — u® +1,2uv,2u),
X, = (2uv, —v* + u® +1,-20).

De aqui se obtienen de manera sencilla los coeficientes de la Primera Forma Funda-

mental:

g1 = vt 4+ (2u? +2)0* +ut +2u% 4 1;
g12=70;
g2 = vt + (2u® +2)v* + u* 4 2u* + 1.
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Figura 3.8: Superficie de Enneper.

Luego, estamos en las condiciones de la Proposicién 3.4. Veamos, por tanto, que Xj; +
X2, = 0. Efectivamente, puesto que

X11 = (—21/[,2?],2);
X22 = (Zu, —2?),—2),'

tenemos que Xj1 + X = 0.

Observacion 3.2.
Esta superficie es también una superficie de Bézier, es decir; cada coordenada puede
expresarse como combinacién lineal de la base de Bernstein:

x(t,0) = (2 Y B () B (2), Y2 3Bl () B (2), Y fcﬁBﬂu)B;ﬂ(v)) ,
i=0j=0 i=0j=0 i=0j=0

donde B! (u) = (i)ui(l —u)"ly B} (0) = (T) vl (1 — )",

Nos preguntamos ahora si existe una superficie minima cuyas componentes sean po-
linomios de grado, a lo sumo, dos y, ademds, dicha parametrizacién sea isoterma. Su-
pongamos pues una tal superficie cuyas ecuaciones paramétricas son:

x(u,0) = (p1(u,0), p2(u,0), p3(u,0)),
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donde p;(u,v) = a; + bju + c;v + d;uv + e;u* + f;v%. Derivando llegamos a que
X1(u,v) = (b1 + dyv + 2e1u,by + drv + 2epu, bz + dzv + 2e3u),
Xo(u,v) = (c1 +diu + 2f10,¢cp + dou + 2 f0,¢3 + dzu + 2f30).
Asi pues, imponiendo que sea isoterma y como
g11 = (3 + 13 + 13) + 2(bids + bods + bads)o + 4(bre + baes -+ baes)u+
+ 4(d1e1 + doep + dsesz)uv + (d% +d3 + d%) 0?44 (e% +e3+ e%) u?,
g2 = (G +3+3) +2(c1d + oy + csda)u + 4(cr fi + oo + s fa)o+
+4(difi+dofo + dafsuo+ (B + B+ d)ud+a (R + i+ 1)
912 = (b1c1 + bacy + bes) + (bidy + body + bads + 2(c1e1 + coep + c3e3) ) u+
+ (2(b1f1 + bafa + b3 fz) + c1dy + cpda + c3ds) v+
+ (B4 B+ B+ 2(erfi+eafs +esf) ) uv+ 2(chier + daey + daes)u® +
+2(difi +dafo + dsf3)0%;
obtenemos el sistema:
(4B =c+d+a,
2(bydy + bpdy + bads) = 4(c1fi +cafa +c3f3),
4(byeq + byey + bzes) = 2(c1dy + cody + c3d3),
4(dre1 + daex + dzes) = 4(dy f1 + dafo + dsf3),
BB+ d2 =42+ 2+ 2),
bic1 + bycy + byes =0,
bidy + bady + bads + 2(cre1 + caea + cze3) =0,
2(b1f1 + baf2 + b3 f3) + c1d1 + cada + c3d3 =0,
2(dyeq + dpey + dses) =0,
2(d1f1 +daf2 +dsf3) =0,
A2+ e3+ed)=di+d5+d3
| B+ B+ +2(e1fi +e2fo +esfs) =0

Supongamos que los coeficientes verifican estas ecuaciones y veamos qué deben cum-
plir para que cada polinomio de la parametrizacion sea arménico. Puesto que

X11 = (2e1,2e3,2e3),
X2 =(2f1,2f2,2f3);
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la condicién es ¢; = —f;, para cada i = 1,2,3. Expresando las dos tltimas ecuaciones

del sistema anterior en forma vectorial:

(d,d) = —2(e,f),
4(e,e) = (d,d);

de las que deducimos que 2(e,e) = —(e,f), que a su vez implica que

2(e,e) + (e, f) =2(e,e) — (e,e) = (e,e) =0.

Tenemos entonces que e = 0, es decir, e¢; = 0, para cada i = 1,2,3. Por tanto, f; = 0,
para cada i = 1,2,3. Combinando esto con el hecho de que d? + d5 + d3 = 4(e? + ¢35 +
e3) = 0, obtenemos que d; = 0, para cada i = 1,2,3. Luego la superficie que estamos
considerando es una porcién del plano.

En relacion con el problema de Plateau, podemos formular un problema similar pero
restringiéndonos a las superficies de Bézier. Este se conoce como problema de Plateau-
Bézier y reza asi:

Dado el borde, o de forma equivalente, los puntos de control de la frontera, de una superficie de
Bézier, encontrar los puntos de control interiores tales que la correspondiente superficie de
Bézier sea la de menor drea entre todas las superficies de Bézier que tengan la misma frontera.

Para conocer mds sobre este problema, se puede consultar [10].

3.2.5 Superficie de Henneberg.

Muchas superficies minimas se pueden encontrar al resolver el problema de Bjorling:

Encontrar la superficie minima que atraviese a una curva analitica real no cerrada dada,
conocidos también los planos tangentes de la curva a lo largo de ella.

Un aspecto interesante sobre este problema es que si la curva estd contenida en un
plano, entonces es una geodésica de la superficie resultante.

La superficie que tratamos ahora es una solucién de este para la curva
. 1.
c(t) = <cosh(2t) — 1,0, —sinh(t) + gsmh(?)t))
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y viene dada por las ecuaciones paramétricas x(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)), donde
x(u,v) = — 1+ cosh(2u) cos(2v),
y(u,v) = sinh(u)sin(v) + %sinh(?)u) sin(3v),

z(u,v) = — sinh(u) cos(v) + %sinh(Bu) cos(3v),

conu € (—g, g) ,0E <_§’ %) . Su representacion se observa en la Figura 3.9.

Figura 3.9: Superficie de Henneberg.

Sus derivadas respecto de u y v son

X1 = (2sinh (2u) cos (20),
cosh (3u) sin (3v) + cosh () sin (v),
cosh (3u) cos (3v) — cosh (1) cos (v)),
Xz = (—2cosh (2u)sin (20),
sinh (3u) cos (3v) + sinh(u) cos (v),
sinh(u)sin (v) — sinh (3u) sin (3v)).

A partir de estos calculamos sus coeficientes de la Primera Forma Fundamental, que
son los siguientes:

g11 = 2cosh?(u) (cosh(4u) — cos(4v)),
812=0,
g0 = 2cosh?(u) (cosh(4u) — cos(4v)).
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Vemos pues que la parametrizacion es isoterma. Calculando sus segundas derivadas

X11 = (4cosh (2u) cos (2v),
3sinh (3u)sin (3v) + sinh(u) sin (v),
3sinh (3u) cos (3v) — sinh(u) cos (v)),
X2 = (—4cosh (2u) cos (20),
— 3sinh (3u) sin (3v) — sinh(u) sin (v),
sinh(u) cos (v) — 3sinh (3u) cos (3v));

observamos que, claramente, X11 + Xp; = 0. Luego esta superficie es minima.

Esta superficie es no orientable y puede verse como una inmersién en el plano proyec-

tivo sin un punto. Hasta 1981, era la tinica superficie minima no orientable conocida.

3.2.6 Superficie de Catalan

La siguiente superficie es también una solucién del problema de Bjorling, pero esta vez
para la cicloide, es decir, la curva ¢(t) = (1 — cos(t),0,t — sin(t)), cuya representacién
se puede apreciar en la Figura 3.10.

0.5.._ - S — S — c o S — , P ......

1 2 3 4 5 6

Figura 3.10: Cicloide.

La superficie solucién de este problema se la conoce como superficie de Catalan y viene
expresada por las siguientes ecuaciones paramétricas:

x(u,v) = (1 — cos(u) cosh(v),4sin <%) sinh (;) ,u—sin(u) cosh(v)) ,

conu € (—3m,37) yv € (—2,2); y surepresentacion puede verse en la Figura 3.11.
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Figura 3.11: Superficie de Catalan.

Derivando obtenemos que
v
E) ,1— cos(u)cosh(v)) ,
. . (U (4 . .
Xp = <— cos (u)sinh(v),2sin (E) cosh <§) ,—sin (u) smh(v)) .
Luego los coeficientes de la Primera Forma Fundamental son:

X; = (sin(u)cosh(v),Zcos (g) sinh (

g11 = 2cosh? (g) (cosh(v) — cos(u)),

g12=0,
g2 = 2cosh? (;) (cosh(v) — cos(u)).

Vemos asi que esta parametrizacion es isoterma. Veamos ahora que es armoénica. Como

X1 = (cos (1) cosh (v),—sin (%) sinh <g) ,sin(u)cosh(v)> ,
Xo = (—cos (u)cosh (v),sin (%) sinh (;) ,—sin (u) cosh(v)) ;

podemos afirmar que Xj; + X = 0y, por consiguiente, la superficie de Catalan es

minima.
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Con esto concluimos esta seccion, pero si el lector estd interesado en conocer més su-
perficies minimas, le remitimos a la siguiente pagina, donde podra ver un video en
el que aparecen algunas superficies minimas mas de las que aqui tratamos: http:
/ /www.polthier.info/booklet/history.html.
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PROBLEMA DE PLATEAU.

No hay rama de las matemdticas, por abstracta
que sea, que no pueda aplicarse algin dia a

los fenémenos del mundo real.

NIKOLAI LOBACHEVSKI

4.1 PREPARACION.

| La finalidad de esta seccion es bien clara: asentar la notacién que emplearemos para
la resolucién del problema de Plateau para una tnica frontera, asi como probar unos
resultados que nos facilitardn la demostraciéon del mismo. El lector interesado puede
consultar [3, 4, 6, 11, 16], para mds informacién de la que aqui ofreceremos. |

La construccién de una superficie delimitada por un contorno I' dado, cuya area sea
la menor de todas las que tienen como frontera a I, es un problema clasico del Cdlculo
Variacional. Para formular analiticamente el problema, supongamos que la superficie
viene expresada por x(u,v) = (x1(%,v),x2(u,v),x3(%,v)), con las x;(u,v) definidas en
un dominio B del plano y cuya frontera es C. Ademas, las x;(u,v) deben ser conti-
nuas en B U C, con segundas derivadas continuas a trozos en B y que transformen C
en I'. De esta forma, debemos buscar, de entre todas las funciones que verifican estas
condiciones, aquella que minimice la integral:

A(x) = //B \/ 811822 — &3, dudv.

Esta integral es invariante bajo transformaciones isotermas del disco unidad en si mis-

Observacion 4.1.

mo (para la demostracion véase [11], pagina 192, §220).

Observacion 4.2.
El dominio B se puede tomar como la bola u? 4+ v? < 1,siT es una curva de Jordan, es
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CAPITULO 4. PROBLEMA DE PLATEAU.

decir; si es cerrada y, vista como funcién, I' es inyectiva en el intervalo en el que esta
definida.

Las condiciones para este problema variacional forman un sistema de ecuaciones en
derivadas parciales no lineales en B con condiciones también no lineales, expresando
no solo que la superficie requerida estd delimitada por I', sino también que tiene cur-
vatura media cero. Reemplazando el problema de minima 4rea por el de una superficie
minima delimitada por I' (problema de Plateau), se presentan dos grandes dificultades:

1. La no linealidad de las ecuaciones diferenciales.
2. La no linealidad de las condiciones adicionales.

Aprovechando la libertad en la elecciéon de los pardmetros, podemos transformar las
ecuaciones diferenciales del problema de minima 4rea en una ecuacion lineal. Efectiva-
mente, supongamos que es posible tomar parametrizaciones isotermas para las super-
ficies consideradas en el problema variacional. Entonces con unos pequefios calculos
se tiene que A(x) = D(x), donde

D(x) = %//B(gn + go) dudo = %//B(<x1,x1> 4 (X, Xo)) dudo =

1
= E//B(X% + X3) dudo.

Esta integral D es conocida como la integral de Dirichlet. A partir de esta y de las
equivalencias vistas en la Seccién 3.1, obtenemos que la ecuacién diferencial a verificar
es Ax = X171 + X2 = 0, eliminando asi los problemas con la no linealidad de las ecua-
ciones. Sin embargo, la no linealidad de las condiciones sigue permaneciendo, pues
estamos exigiendo que la parametrizacion sea isoterma. De esta forma, resolver el pro-
blema de Plateau exige encontrar un “vector potencial” x en B U C con parametros
isotermos y con I' como borde.

Si consideramos las funciones potenciales x; como las partes reales R (fj(u +iv)) =
R (fi(z)) de las funciones analiticas f;(z) de variable compleja, se sigue que

811 — 8 — 2ig1n = i <f]'/(z)>2 = G(z)

=1

es una funcién analitica de variable compleja para cualquier vector potencial x. Asi, la
condicién de que la parametrizacion sea isoterma se puede expresar como G(z) = 0.
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Observacion 4.3.

Las condiciones de contorno representan dos relaciones no lineales entre las funciones
componentes x; sobre C mientras que las dos relaciones adicionales (que la parame-
trizacién sea isoterma o, equivalentemente, que G(z) = 0), que tienen la apariencia
de dos ecuaciones en derivadas parciales adicionales no lineales, equivalen a solo un

requerimiento més del cardcter de una condicién de contorno.

Observacion 4.4.

Para que esta funcién G(z) sea idénticamente nula, ya que es una funcién analitica con
cualquier vector potencial, su parte real g1 — 22 debe tener valores de contorno nulos
y, ademds, la parte imaginaria debe anularse en un punto.

Para la resolucién que trataremos, trabajaremos con un tipo de funciones para las que
necesitamos introducir el siguiente concepto:

Definicién 4.1.

Supongamos que I es una curva de Jordan cerrada en R® orientada por el homeomor-
fismo 7y : C — I'. Entonces se dice que la funcién ¢ : C — I es débilmente monétona
si existe una funcién continua no decreciente 7 : [0,271] — R con 7(277) = 7(0) tal que
@ () =v (e”(g)> para 0 < 0 < 27t.

Ahora si, las funciones con las que trataremos en la demostracion son las siguientes:

Definicién 4.2.

Dada una curva de Jordan I en IR3, una funcién x : B — R3 es de clase ¢C(T) res-
pecto a una orientacion fijada oy : C — I' de I si x pertenece al espacio de Sobolev
HY(B)®> = {f € L?(B)|D*f € L?(B), para todo &« € N?: ||a|| < 1}3 y si su traza x| se
puede representar por una funcién continua débilmente monétona ¢ : C — T..

Nota 4.1.

Aqui por “traza” nos referimos a una aplicacién ¢ : H'(B) — L?(C), la cual extiende
a la aplicacién lineal f € CY(BUC) fle-

Nota 4.2.

Recordemos que el espacio L?(B) es el espacio cociente £?(B)/R, con £?(B) el con-

junto de las funciones medibles definidas sobre B tales que / / |f||>dm < oy R es
B

la relacién de equivalencia fRg si y solo si f = ¢ salvo un conjunto de medida nula
(es decir, // If —gl|* dm = O).
B
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En lo que sigue nos serd de utilidad el siguiente lema elemental.

Lema 4.1.
Sea f(A) una funcién no negativa y continua a trozos en el intervalo 0 <a <A <b
verificando que

b
/ F(A)dA < L.
a
Entonces existe, en todo subintervalo « < A < ta, un valor Ay para el cual f(Ag) <
L
i, donde ¢ = . Este € se puede puede tomar arbitrariamente pequefio y no
Ao log(t)

dependiente de f(A) sino tinicamente de L, si t es suficientemente grande.

. . € . .
Demostracion. Siena < A < ta tenemos que f(A) > - Se seguiria que

" F(A) dA > elog(t) = L,

llegando asi a una contradiccién. n

Una consecuencia de suma importancia para el tratamiento que haremos del problema
de Plateau es la siguiente:

Lema 4.2 - de Courant-Lebesgue.

Sea x de clase C% (BUC) NCY(B) y de forma que su integral de Dirichlet estd acotada
por L < co.

Sea O un punto del plano, A, parte de una circunferencia de radio r alrededor de
O contenida en B. Entonces, para todo ¢ suficientemente pequefio, existe un rp, con
5 <1y <9, tal que, sobre todo arco conexo de A, la oscilacién de los vectores x no

@~ (igi)

(La oscilacion del vector x se tomara nula si no existe un arco A, en B).

excede el valor

En particular, para O sobre C y § tan pequefio que A, es un tinico arco, existen dos
puntos Pj, P, sobre C a la misma distancia ry de O con ||x(P;) — x(P2)|| < €(9).
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Demostracion. Consideremos las coordenadas polares alrededor de O (p,0) y tomemos
s=(r,9),

= [ X2d
p(r) = [ Xas

y definimos p = 0 si la circunferencia de radio r no tiene un arco dentro de B. De aqui
se deduce que

/bp(r) dr<D(x) <L,

donde a y b son limites arbitrarios. Tomando a = § y b = v/4, encontramos dos puntos
arbitrarios P;, P, sobre A, de forma que, por la desigualdad de Holder, se tiene

2
Ix(P) = x(Po) |2 < ‘/A X ds| < /A 1|12 ds /A ds < zm/Ar X2 ds = 27rp(r).

Por consiguiente, gracias al Lema 4.1, ||x(Py) — x(P,)||* < ¢? para un valor r = ry ade-

1

2

cuado con € = (ﬂ) . [ |
| log(4)]

Para ayudar en la visualizacion de esta prueba introducimos la Figura 4.1.

Figura 4.1

Observacion 4.5.
Notemos que ¢ solo depende de L y de é. Esto implica que el lema se puede aplicar
uniformemente a todos los vectores x con D(x) < Ly todos los dominios B.
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Observacion 4.6.

Si B fuera un dominio cualquiera en el plano y su frontera fuera una curva de Jordan,
no necesariamente una circunferencia, podriamos aportar un lema idéntico al anterior
y cuya demostracion es totalmente analoga a la que aqui vemos.

Del Lema 4.2 podemos deducir otro lema que nos resultara esencial en la prueba del
problema de Plateau. Para este se requerird que I' sea una curva de Jordan, ya que este
tipo de curvas verifican la siguiente propiedad:

Proposicion 4.1.

Dada una curva de Jordan T', existe una funcién 7 (&) que converge a 0 cuando ¢ tiende
a 0, de modo que, para dos puntos cualesquiera P; y P, de I' cuya distancia no exceda
de ¢, P; y P, son los puntos extremos de un arco sobre I' con didmetro menor que #(¢).

Recordemos el concepto de sucesiéon de funciones equicontinua, pero para las funcio-

nes que estamos manejando:

Definicién 4.3.

Una sucesion de vectores (x,) bajo las condiciones del Lema 4.2 y transformando C en
I' de manera monotona, se dird que es equicontinua sobre C si para cualquier par de
puntos P; y P> sobre C, con distancia menor que J, se verifica que

[ (P1) = xn(P2)[| < (6),
donde ¢(6) converge a 0 cuando J tiende a 0y, ademas, ¢(J) es independiente de n.

Por otra parte, se dird que R es un punto de no equicontinuidad si existen dos sucesio-
nes de puntos (P,) y (Qn) sobre C, ambas convergiendo a R, y una constante positiva
a, tales que ||x,(Py) — x1(Qn)|| > « para infinitos n. Si existe tal punto, se dird que la

sucesion (x,) es no equicontinua.

Observacion 4.7.
Eligiendo una subsucesioén adecuada y notandola nuevamente como (x,), podemos
asumir que la desigualdad ||x,(Py) — x»(Qn)|| > « se cumple para todo n.
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Lema 4.3.

Sea (x,) una sucesiéon cumpliendo las condiciones de la Definicion 4.3. Sea R un
punto de no equicontinuidad para (x,) sobre C. Sea nuevamente D(x,) acotada por
L.Sea b un arco de C de extremos A, B conteniendo a R pero arbitrariamente pequefio
y sea b’ el arco complementario de C. Entonces, al menos para una subsucesion (x;),
la imagen B de b por x, cubre todo I', excepto un arco p’ cuyo didmetro tiende a cero
cuando n crece.

Demostracién. Por el Lema 4.2 hay, para todo n, dos puntos P, Q, (dependientes de 1)
sobre C a igual distancia rg de R con & < rg < /4 tal que ||x,(P,) — x,(Qn)|| < (6) =

(ragin)

Las imagenes P, y Q), de P, y Q, sobre I' dividen por tanto a I en dos arcos ¢ y ¢/,
uno de ellos con didmetro menor que #(¢) (por la Proposicion 4.1) y, por consiguiente,
menor que cualquier cantidad para ¢ suficientemente pequefio.

Elegido &, seleccionamos n tan grande que la distancia de los puntos P, y Q, a R es
menor que J. Ya que ¢, tomado como la imagen del arco P, RQ;, debe, para ¢ fijoy n
suficientemente grande, estar contenido en la imagen 8 de b y puesto que el didmetro
de ¢ excede a &, pues R es un punto de no equicontinuidad, tenemos que el didmetro
de ¢’ y, puesto que ¢’ es el complementario de ¢ y, por tanto, contiene a f’; también el
didmetro de la imagen B’ de b/, es menor que 7 y tiende a cero con 6. |

Para ayudar en la visualizacion de esta prueba introducimos la Figura 4.2.

Corolario 4.1.
El mismo enunciado y una prueba idéntica se mantienen si el vector x, no transforma

C en una curva fija I', sino en una curva continua I';, que tiende a I' cuando 7 crece.

Observacion 4.8.

La convergencia de la que hablamos en el resultado anterior debe ser tal que si dos pun-
tos P, y Q, de I', tienden a dos puntos A y B de I', entonces los puntos del arco P, Q,
sobre I';, deben tender también a los puntos del arco A B sobre I' correspondiente. Sin
embargo, la curva I';, no necesariamente es inyectiva, puede tener autointersecciones,
las cuales desaparecen en el limite.
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Figura 4.2

Observacion 4.9.
De igual manera, el lema sigue siendo cierto si los vectores x;, no estdn definidos en un
dominio B fijado, sino en un dominio circular B,, que converja a B.

El daltimo concepto que nos va a resultar de interés es el de sucesion minimizante:
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Definicién 4.4.

Consideremos el problema de encontrar el minimo del funcional J(f) definido en un
espacio H de funciones admisibles f. Asumamos que hay funciones en H para las que
J(f) < ooy, ain mds, que flgf{ J(f) := u > —oo. Entonces, por la definicién de y, existe

una sucesion de funciones (f, ), llamada sucesién minimizante, tal que lim J(f,) = u.
n—o00
De esta forma, si la sucesion tiene una funcién limite f y podemos escribir | ( f ) =

nlgn J(fn), entonces | (f) =uy fes la solucién del problema variacional.

Con esto, procedemos a “atacar” el problema de Plateau.

4.2 SOLUCION PARA UNA FRONTERA.

| En la presente seccién abordaremos finalmente la solucion del problema de Plateau.
Encontramos que esta se encuentra dividida en dos partes bien diferenciadas. La pri-
mera, sobre la existencia de solucion del problema, para la que se ha seguido [3, 4]. La
segunda, la demostracién de que dicha solucién define efectivamente una superficie
minima. El lector interesado puede consultar [11, 15] para obtener més informacién de
la que aqui tratamos sobre esta tltima. |

Recordemos que nuestro problema es el siguiente:

Sea I' una curva de Jordan dada en el espacio tridimensional. Encontrar una superficie M cuyo
borde es T y venga dada, en ecuaciones paramétricas, por x(u,v) sobre el circulo unidad B,
siendo su frontera C, y tal que x verifica que g11 = §22, 12 = 0y transforma C
mondtonamente en I'.

Recordemos también que la integral de Dirichlet es invariante bajo parametrizaciones
isotermas. Por tanto, todos los correspondientes problemas para otros dominios B’ que
son equivalentes a B de manera conforme, son equivalentes. Es por ello que, en lo que
resta, asumiremos que la condicién de los tres puntos se satisface para los vectores x a

considerar, es decir; para estos x se verifica:

Para cualesquiera Py, Py, P3 puntos distintos y fijos sobre C, y Q1, Q2, Q3 puntos distintos y
fijos sobre T', entonces x debe transformar P; en Q;, para cadai =1,2,3.

Procedamos con la demostracion.
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4.2.1 Existencia de solucion.

Sin saber a priori de la existencia de una solucién para el problema variacional, si que
estamos seguros de que existe una sucesiéon minimizante (x,) € C(I') de vectores ad-
misibles verificando la regla de los tres puntos para la cual D(x,) converge a d cuando
n tiende a infinito. Ademds, podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que x,, es una
superficie de clase C%) (B U C) U C? (B) que satisface Ax, = 0 en B, paran =1,2,---. Si
no fuera asi, podemos sustituir la sucesion (x,) por la solucién (y,) del problema de
Dirichlet:

Ay, =0 enB,

Yn =Xn sobreC,

que sabemos que tiene solucién y es tinica por el Teorema 2.13. Estas y,, tienen la mis-
ma regularidad que (x) y, puesto que minimizan D(x) para x € H'(B)? con x — x, €
int(H'(B))3, se tiene que D(y,) < D(x). Por construccién, tenemos que y € C(T') veri-
ficando la regla de los tres puntos, por ellod < D(y,), y de aqui se sigue que D(y,) =d
cuando 7 tiende a infinito.

Notemos ahora que la sucesion (x;) es equicontinua sobre C. Efectivamente, suponga-
mos por el contrario que, después de escoger una subsucesion adecuada, tenemos un
punto de no equicontinuidad R sobre C. Esto contradice, por el Lema 4.3, la condicién
de los tres puntos, pues esta condicién excluye la posibilidad de que un arco arbi-
trariamente pequefio b de C sea transformado en toda la curva I' salvo un segmento
arbitrariamente pequerio.

Teniendo en cuenta que la sucesion es minimizante, existe L > 0 tal que D(x,) < L,
para todo n. Luego estamos en las condiciones del Lema 4.2 y, como x,(C) =T, en-
contramos una esfera S2 de radio r > 0 centrada en el origen de forma que I' C S2.

Por tanto, ||x, .|| < r para todo n, es decir; (x,|.) es puntualmente acotada. De aqui

nlc
se sigue, por el Teorema 2.6, que podemos tomar una subsucesién de (x,), que en un
abuso de notacion llamaremos nuevamente (x; ), que converja uniformemente sobre la

frontera C.

Ahora bien, en virtud del Teorema 2.9, la convergencia uniforme de los valores de
contorno de esta sucesién implica la convergencia uniforme de estos vectores en B U
C. Definimos asi el vector x como el limite de (x,) cuando n tiende a infinito. Como
consecuencia, x es de clase C(I') y cumple la regla de los tres puntos. Por tanto, d <
D(x).

Combinando la convergencia uniforme de (x;) en BU C con el Teorema 2.10, se deduce
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4.2. SOLUCION PARA UNA FRONTERA.

que, en cada circulo concéntrico, las derivadas de (x;) convergen uniformemente a las
derivadas de x. Denotando por D; a la integral de Dirichlet para un circulo concéntrico
de radio r < 1, tenemos que

D,(x) = lgn D,;(x,) < lim D(x,) =d.

n—r00
Ahora, tomando r tendiendo a 1, obtenemos que D(x) < d y, por tanto, D(x) = d.
Luego, x es solucién del problema.

4.2.2 Lasolucién define una superficie minima.

Debemos probar ahora que la superficie M = {x = x(u.v) : (1,v) € BUC} es, en reali-
dad, una superficie minima. Para ello, sera suficiente ver que G(z) = G(u + iv) =
(X1 — in)2 = 11 — §22 — 2ig17 es idénticamente nula en B, ya que x es arménico por el

razonamiento anterior.

Consideremos el cambio de variables:

{IX = a(u,v) =ucos(er) — vsin(ed) = pcos(6 + eA)}

B = B(u,0) = usin(ed) + vcos(eA) = psin(f + eA) *1)

donde A(u,v) es una funcién con primeras y segundas derivadas continuas en B U C.

Debido a esto, en virtud del Teorema de Weierstrass, A% y A% son acotadas y alcanzan sus
1

extremos absolutos en B U C. Por tanto, existe L = [rgax {AZ +A }] .Para |¢| < T este

cambio de variables define una transformacién biyectiva del disco unidad u? + v* < 1
en a? + B% < 1 la cual lleva circulos concéntricos en circulos concéntricos.

Sean u = u(a,B), v ="v(a,pB) la inversa de este cambio de variables y

X(a, B) = x(u(a, p),0(a,p))-

Aplicando una transformacion isoterma « = «(¢, 1), B = B(E, ) del dlSCO a?+ B2 <
27 4mi

1 al disco &2 + 7% < 1, podemos hacer que los puntos z; = 1, zp = 3 yz3 = e 3
permanezcan fijos por la composicion (u,v) — (¢, 7). Tomamos ahora

(&) =x(a(En), BE ).

El vector x(¢) (1,v), donde hemos reemplazado & y # por u y v, es admisible. La inva-
rianza de la integral de Dirichlet bajo transformaciones isotermas implica que

N //B(s) ((Xq(fs) + (" ) dgdn = // o+ Xy ) dadp =

= //B [gn(lx% + B3) — 2g12(w102 + B1B2) + g0 (af + /31)} det(]) ! dudo,
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CAPITULO 4. PROBLEMA DE PLATEAU.

donde hemos denotado por B(®), B y B a los dominios &2 + 72 < 1,42 + g2 < 1y u? +
v? < 1, respectivamente; | a la matriz jacobiana de (4.1) y hemos aplicado el teorema
general del cambio de variables.

Trabajemos el primer término:

gu(a3+p3) _ gu+2eguuds + &g (u?A3 + 0°A3)
det(]) 1 —evAq + euhy
—eg11(uAy — vAY) + 2eg11uMy + e2g11 (UPA3 + 02A3)

=8ut 1 —evAq + euiy -

e eg11(vM +uhy) + Egn (A5 +0°A3)
—8n 1 —evAq + eudy a
= g11 +eg11(vA1 +uly) +

n —szgn(v)xl —+ qu)(—vAl + qu) + ezgn(uz/\% + 02/\%) _
1 —evAq + euly

2g110% (A3 + A3)

= g1 +&g11(vA +udz) + 1—eoA +eury

= q11 + €911 (VA1 + uAp) 4 e2g110% (A3 + A3) + 201,

2012 4 32

v (A +A%) (VAL —uA

donde 07 = guvt(A + ) (M 2). Este mismo procedimiento nos sirve para ob-
1 —evAi + eul,

tener que
w? + B2
Sl LB) g agna(om + 1) + (0 + 1) + £,
—2g12 (g +
- (dét(zf) Pl - - 2eg12(uA1 — VA7) — 26°g1auv(Af + A3) + 203,
con 0y = gou*(Af + A7) (0A1 — uda) Or = —2g12uv (A3 + A3)(vA1 — uy)
? 1 —evA + euly yos 1 —evAq +euly '

Agrupando adecuadamente los términos se llega a que:

2D (X(£)> = D(x) -+ 8//}3 [(gll — gzz)(v)\l + u)\z) — Zglz(l/l)q — 7)/\2)] dudo+
+ 82//3(g1102 — 2910uv + gou?) (A + A3) dudv+

—|—s3//B(01 + 03 + 03) dudv.

Notemos ahora que 0 < // (g110* — 2g12uv 4 goou?) (AT + A3) dudv < L?D(x). Ade-
B

3

mas, el valor absoluto de la integral que acomparia a € se puede acotar por C(L)D(x),
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donde la constante C(L) tinicamente depende de L (y no del vector x) para ¢ suficien-
temente pequeno.

Ahora bien, consideremos la expresioén de 2D <x(€)) como un polinomio dependiente

de ¢, que denotamos por p(¢). Teniendo en cuenta que D (x(0)> = D(x) = d, vemos que
presenta un minimo en ¢ = 0. Por tanto, p’ (0) = 0, es decir; el término que acompana
a ¢ debe ser nulo para toda funcién A € C? (B U C). Como la funcién G(z) es analitica,
por el Teorema 2.8, es holomorfa y, por consiguiente, gracias al Teorema 2.7, se sigue
que:

0 0
o —[(g11 — §22)v — 28121 + 5 —[(g11 — §22)u + 28120] = 0.

Teniendo en cuenta esto, si aplicamos el Teorema de Green y denotamos como B(p) al
dominio u? + v? < p y como 9B(p) a u? + v*> = p, obtenemos que:

0= //B [(gll — gzz)(v)\l + I/l/\z) — Zglz(l/l)\l — ’U/\z)] dudv =

= 1im//B( | {[(811 — §22)v — 2g12u| A1 + [(g11 — §22)u + 28120] A2} dudv =
0

p—1
= lim ) A, 0){=[(g11 — g22)u + 28120} du + A(u,0)[(811 — §22)0 — 2g12u] dv =
= lim ag(p))\(u,v)% (zZG(z)> do.
Puesto que G(z) es analitica, podemos considerar G(z) = i (by + ian)z", con a, y by
n=0
valores reales, y, asi, H(z) = z°G(z) = i (by + ia,)z" 2. Cambiando a coordenadas
n=0

polares se tiene que:

o0

n+2
n +iay) (pcos(8) + ipsin(0))" % = Y (by + iay) (pe ) =
n=0

"2 (b, +iay) (cos[(n +2)6)] +isin[(n +2)0]).

i b
i b —|—za) i(n+2)6 _
“L

Desarrollando el producto (by, + ia,) (cos[(n +2)0)] + isin[(n + 2)0]), llegamos a que
S(H(p,0)) = ) 0"2(a, cos[(n +2)8] + b,sin[(n + 2)8]). Esta expresién la podemos

n=0
interpretar como la serie de Fourier de la funcién & (H(p,0)), fijado p. Por tanto, intro-
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CAPITULO 4. PROBLEMA DE PLATEAU.

duciendo esto en la integral anterior:

2 )
lin} ; n)x(pcos(@),psin(@)) Y p" 2 (bycos((n+2)0) + aysin((n +2)0)) | d6 =0.
[ n=0

Sustituyendo primero por A = pk cos(kf), conk =2,3,---; deducimos que a, = 0, para

n =20,1,---; pues, por la Definicién 2.36, a, = %/Ozn%(H(p,O))pk cos(kf) df y esta
integral es nula por lo que acabamos de ver. De forma andloga, pero sustituyendo
ahora por A = pk sin(k@), con k = 2,3,---; se obtiene que b, =0, paran =0,1,---. Por
tanto, G(z) = 0 y la superficie es minima. [ |

Podriamos ir un paso més alld y probar que esta superficie x es de clase C"™) con m > 2,
6 demostrar el problema de Plateau para un dominio B delimitado por méas de un
borde. Atin maés, se puede demostrar el mismo resultado para una curva de Jordan en
R". Nosotros finalizamos aqui (por ahora), pero el lector interesado pude consultar,
por ejemplo, [3, 11] para las demostraciones que acabamos de comentar.

4.3 POMPAS DE JABON.

| Como ya mencionamos en la introduccion, el problema de Plateau se relaciona con
las pompas de jabon. La solucion de este problema nos dice que, si sumergimos en
una solucién jabonosa un alambre o bastidor con forma de curva cerrada (y simple)
en IR?, la pompa resultante serd una superficie minima. En esta seccién presentaremos
algunas imédgenes de elaboracién propia para mostrar que, efectivamente, las pompas
de jabon y las superficies minimas estdn relacionadas. |

Figura 4.3: Catenoide.
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Figura 4.4: Trozo de catenoide.

Figura 4.5: Trozo de catenoide (el aro superior es de menor didmetro que el inferior).

Figura 4.6: Helicoide.
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Figura 4.7: Superficie de Scherk.

Figura 4.8: Invencion.
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LINEAS DE CODIGO.

| Expresamos en este apartado el c6digo empleado para la representacion de las su-

perficies vistas en la Secciéon 3.2. En la realizacion de las mismas se emple6 el software
libre SageMath. |

A.1 CATENARIA.

f = (lambda s: cosh(s), lambda s: s)

parametric_plot(f, (-pi, pi), thickness = 2.5, gridlines = True)

A.2 CATENOIDE.

f = (lambda u,v: cosh(u)=cos(v), lambda u,v: cosh(u)*sin(v), lambda u,v: u)

parametric_plot3d(f, (-1.5, 1.5), (0, 2xpi), frame = False, mesh = True)

A.3 HELICOIDE.

f = (lambda u,v: sinh(u)=*sin(v), lambda u,v: —-sinh(u)*cos(v), lambda u,v: v

)

parametric_plot3d(f, (-1, 1), (0, 2xpi), frame = False)




APENDICE A. LINEAS DE CODIGO.

A.4 ISOMETRIA LOCAL CATENOIDE Y HELICOIDE.

var('u,v’)

def Cat_Hel(a):
return parametric_plot3d ((cos(a)*cosh(u)=*cos(v)+sin(a)=*sinh(u)=*sin(v),
cos(a)=*cosh(u)=sin(v)—sin(a)=*sinh(u)=*cos(v),
cos(a)+u+sin(a)*(v-pi/2)), (u, -1.5, 1.5), (v,
0, 2+pi),
mesh = False, frame = False,
opacity = 8/10)

ani = animate ([ Cat_Hel(a) for a in srange(0,pi/2,0.1)])

show (ani)

A.5 SUPERFICIE DE SCHERK.

var('x,y,z")

f = exp(z)*cos(y)—cos(x)

implicit_plot3d (f, (x, -1.5, 1.5), (y, -1.5, 1.5),(z, -2.65, 2.65), frame =
False , mesh = False)

A.6 PRIMERA SUPERFICIE DE SCHERK.

var(’'x,y,z")

f = exp(z)*cos(y)—cos(x)

implicit_plot3d (f, (x, -6, 6),(y, -6, 6),(z, -2.5, 2.5), frame = False,
mesh = False)
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A.7. SEGUNDA SUPERFICIE DE SCHERK.

A.7 SEGUNDA SUPERFICIE DE SCHERK.

var(’'x,y,z")
f = sin(z)-sinh(x)*sinh(y)

implicit_plot3d (f, (x, -7, 7), (y, -7, 7), (z, -7, 7), mesh = False, frame
= False, opacity = 9.25/10)

A.8 SUPERFICIE DE ENNEPER.

f = (lambda u,v: u-u”3/3+uxv”~2, lambda u,v: v-v/~3/3+v+u”2, lambda u,v: u”2-
vA2)

parametric_plot3d (f, (-2.5, 2.5), (-2.5, 2.5), mesh = True, frame = False)

A.9 SUPERFICIE DE HENNEBERG

f = (lambda u,v: -sinh(u)*cos(v)+1/3+sinh (3*u)x*cos(3=v),
lambda u,v: sinh(u)=sin(v)+1/3*sinh (3*u)=*sin (3xv),
lambda u,v: -1+cosh(2x*u)=*cos(2x*Vv))

parametric_plot3d (f, (-pi/2,pi/2), (-pi/2,pi/2), frame = False, mesh = True
, opacity = 9.75/10)

A.10 CICLOIDE.

g = (lambda t: t-sin(t), lambda t: 1-cos(t))

parametric_plot(g, (0,2+pi), thickness = 2.5, gridlines = True)
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APENDICE A. LINEAS DE CODIGO.

A.11 SUPERFICIE DE CATALAN.

f = (lambda u,v: u-sin(u)*cosh(v),
lambda u,v: 4+sin(u/2)*sinh(v/2),
lambda u,v: 1-cos(u)=*cosh(v))

parametric_plot3d (f, (0,4*pi), (-2,2), mesh = True, frame = False, opacity
= 9/10)
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