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Resumen

La Teoria de la Complejidad Computacional es una rama de las ciencias de la compu-
tacion que estudia la clasificacion de problemas en funcién de los recursos requeridos
para resolverlos (tiempo y espacio). Entre los problemas méas estudiados en este campo
se encuentra uno de los Siete Problemas del Milenio propuestos por la fundacién Clay
Mathematics Institute de Cambridge, el Problema “P vs NP”, siendo uno de los més
importantes no sélo en este dmbito, sino dentro de las matematicas en general.

En este Trabajo Fin de Grado se introducird al problema y uno de los grandes cami-
nos para atacarlo: la Teoria de la N P-completitud, exponiendo sus problemas cldsicos y
métodos asociados. Para concluir, se hard una reflexiéon de cémo aplicar dicha teoria y la
implicaciones en la sociedad de sus posibles respuestas.
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Abstract

Computational Complexity Theory is a branch of computer science that studies the
problems classification according to the resources required to solve them (time and space).
Among the main problems studied in this field we find one of the Seven Millennium
Problems proposed by the Clay Mathematics Institute of Cambridge, the Problem “P vs
NP’ , being one of the most important not only in this field, but also in mathematics in
general.

In this Final Degree Project we will introduce the problem and one of the main ways
to attack it: the N P-completeness theory, exposing its classical problems and associated
methods. Finally, a reflection will be made on how to apply this theory and the implications
in society of its possible answers.
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Introduccion

En el afio 2000 la fundacion Clay Mathematics Institute de Cambridge, Massachusetts,
decide impulsar la investigacién en el campo de las matematicas senalando cuales serian
los Siete Problemas del Milenio y estableciendo una remuneracion de un millén de délares
para aquellos que consiguieran resolverlos. Los problemas pertenecian a diversas areas de
las matemaéticas, desde Teoria Analitica de Numeros (“La Hipotesis de Riemman”) hasta
Geometria Algebraica (“Conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer”), pasando por las ciencias
de la computacién y Teoria de la Complejidad Computacional(“P vs NP”). Es en este
ultimo marco tedrico de la matematicas donde se encuentra este trabajo.

La Teoria de la Complejidad Computacional se encarga de analizar la eficiencia de
los algoritmos y los problemas computacionales. Con eficiencia se hace referencia a qué
cantidad de espacio necesitaria una computadora para resolver un problema o cuanto
tiempo tardaria en resolverlo. En este ambito aparece la complejidad.

La importancia de estudiar la complejidad reside en que si al atacar un problema,
uno solo es capaz de encontrar un algoritmo exponencial para su resolucién, entonces
sabra que su problema no es tratable en términos practicos. Por ejemplo, en la tabla 1 se
observa que para un dato de entrada de tamaiio 10 la complejidad polinomial entre n?
y 2" se diferencian de forma notable, aunque al tratarse de nimeros no muy “grandes”
no habria problemas para computarlos. Sin embargo, para para un dato de tamano 1000
la complejidad exponencial asciende a un nimero de 302 digitos, lo cual es inimaginable.
Para ponernos en contexto, el nimero de microsegundos desde el Big-Bang hasta hoy tiene
24 digitos.

Complejidad n =10 n =50 n = 100 n = 300 n = 1000
Polinomial n 10 50 100 300 1000
Polinomial n? 100 2500 10000 90000 100
Polinomial n° 100000 | 3,13-10% 108 2,43 .10° 102
Exponencial 2" | 1024 | 1,13-10% | 1,27-10%° | 1,38 10" | 1,07-10°!
Factorial n! 3628800 | 3,04 -10%% [ 9,33 - 1017 | 3,06 - 105%2 | 4,02 - 10%°6%

Tabla 1: Recursos usados por un algoritmo de cierta complejidad. Mientras que los al-
goritmos polinémicos arrojan cifras que son facilmente computables por los ordenadores
actuales, los algoritmos exponenciales siguen siendo intratables.

“P vs NP” es uno de los problemas mas importantes de la Teoria de la Compleji-
dad tanto por sus implicaciones tedricas, da una clasificacion de las distintas clases de
complejidad, como préacticas pues influye directamente en los sistemas criptograficos, la
optimizacion, la inteligencia artificial...
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El problema “P vs NP” consiste en determinar si los problemas de los que sabiendo
una solucién, es posible verificar, en tiempo polinomial, si esta es o no factible (clase NP),
se diferencian de aquellos cuya solucién puede ser hallada en tiempo polinomial (clase P).

En este trabajo se definird formalmente qué es la clase P y la clase NP. Posteriormente,
se expondra uno de los métodos y clases que se usan para probar que P # NP, la teoria
de la NP-completitud y las reducciones. El objetivo, es que el lector, una vez concluido
el texto, entienda el problema “P vs NP” y aprenda trabajar con algunas herramientas
béasicas que se emplean para atacar este problema.

La estructura del proyecto esta dividida en cuatro capitulos. En el primero de ellos, se
presentan las maquinas de Turing, el modelo computacional utilizado y se definen las clases
P y NP. En el segundo, ya se definen la NP-completitud y las reducciones polinomiales.
Ademas, aparece SAT como primer problema NP-completo, y como base del resto de las
reducciones polinomiales ejecutadas para probar la N P-completitud de algunos problemas
cldsicos. En el tercero, se muestra como la INP-completitud se aplica para buscar una
frontera entre P y los problemas N P-completos. Finalmente, en el capitulo cuatro, se
resumiran las conclusiones del autor y se reflexionard sobre perspectivas futuras sobre el
estudio del problema “P vs NP”.



capituLo 1

Preliminares

El presente capitulo otorga las herramientas necesarias para comprender qué es la clase
P ylaclase NP. Para ello serd conveniente familiarizarse con los lenguajes y los problemas
de decisién. También, serd preciso para formalizar la teoria un modelo de computacion
convencional: Las méaquinas de Turing.

Para concluir el capitulo, debido a que la gran mayoria de los problemas expuestos en
el segundo y tercer capitulos pertenecen a la teoria de grafos, se ha considerado oportuno
anadir una seccién donde se puedan consultar aspectos generales de los mismos. Seguida-
mente aparecerd una breve definicién de Forma normal Conjuntiva , y se introducira la
notacion O de Landau.

1.1- Introduccion a la Teoria de la Complejidad Computacio-
nal

En esta seccién, se procede a introducir el tema de la complejidad computacional. Se
comienza con la definicién de los problemas de decisién, problemas que plantean una
pregunta que se responde con “si” o “no”, asi como las herramientas necesarias para su
tratamiento. Posteriormente, se realiza una revision exhaustiva del modelo computacional
que se empleara para abordar formalmente el estudio: las maquinas de Turing. Finalmente,
se presentan las clases de complejidad P y NP. La nomenclatura de estd seccién estd

basada en los libros [1, 7], los cuales se recomiendan para més informacién.

1.1.1. Problemas de decision, lenguajes y esquemas de codificaciéon
Problemas de decisién

Por conveniencia la teoria de la N P-completitud estd disenada para ser aplicada a
problemas de decisiéon. En teoria de la complejidad, un problema de decisiéon es un tipo
de problema computacional que estudia si una instancia de un problema dado satisface o
no una cierta propiedad o criterio especifico.

Formalmente, un problema de decision Dy se puede definir como una funcién que toma
como entrada una instancia o conjunto de datos de un problema y devuelve una respuesta

3
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afirmativa o negativa (por ejemplo, “si” o “no”) segun si la instancia satisface o no la
propiedad en cuestion.

Por ejemplo, el problema de decision “;Existe un camino de longitud k£ entre los nodos
u 'y v en un grafo G7” devuelve una respuesta afirmativa si existe un camino de longitud
k entre u 'y v en GG, y una respuesta negativa si no existe tal camino.

Otro problema de decision relevante es el PROBLEMA DEL VENDEDOR AMBULANTE. Este
consiste en dados un conjunto de ciudades, una distancia entre las ciudades y un entero
B. jExiste un camino que pase por todas las ciudades y llegue a la ciudad de partida de
manera que la longitud del trayecto es menor o igual que B? Formalmente, se escribe:

Problema del vendedor ambulante

INSTANCIA: Sean C' = {c1,¢a,...,cn} de ciudades, d una distancia cumpliendo
d(ci,cj) € N para todo par de ciudades ¢;,¢; € C'y B € N.

PREGUNTA: jExiste un camino por todas las ciudades de C' de longitud menor o igual
que B, es decir, un ordenacion < ¢r(1), Cr(2), - -, Cr(m) > de C tal que

m—1
( > dleni), Cwml))) +d(Cr(m), Cx(1)) < B 7
=1

La teoria de la complejidad se enfoca en los problemas de decisién porque pueden ser
formulados de manera clara y precisa en términos de una pregunta que se puede responder
con “si” o “no”. Ademds, muchos otros tipos de problemas pueden reducirse en problemas
de decisién. Por ejemplo, si se quiere encontrar la ruta mas corta entre dos puntos en un
mapa, se puede reformular la pregunta como “;existe una ruta de longitud menor o igual
a X que conecte los dos puntos?”.

El enfoque en problemas de decisién permite una mayor claridad y precision en la de-
finicién de la complejidad computacional. En particular, se pueden establecer criterios
objetivos para medir la dificultad de un problema, como el nimero de pasos compu-
tacionales necesarios para resolverlo en el peor de los casos. Esto permite clasificar los
problemas en diferentes clases de complejidad, segin su dificultad relativa y los recursos
computacionales requeridos para resolverlos.

En resumen, la teoria de la complejidad se enfoca en problemas de decisiéon porque son
una forma clara y precisa de definir problemas y porque permiten una medicién objetiva
de la dificultad de los mismos.

Lenguajes

El concepto de lenguaje surge de esa necesidad de un instrumento matematico que nos
permita estudiar la complejidad de un problema de decision.[7]

Un lenguaje es un conjunto de cadenas finitas formadas por simbolos de un alfabeto
dado. Si ¥ es un conjunto finito de simbolos, entonces X.* es el conjunto de todas las posibles
cadenas finitas formadas por simbolos de ¥. Si L es un subconjunto de ¥*, entonces L es un
lenguaje sobre el alfabeto ¥. A la palabra que no tiene ningtn simbolo se le conoce como
palabra vacia y se denota por e. Por ejemplo, si ¥ = {0,1}, entonces ¥* estd compuesto
por la cadena vacia € y todas las cadenas finitas que se pueden formar con los simbolos 0
y 1. Un ejemplo de un lenguaje sobre ¥ serfa L = {01,111, 000, 10}.
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Esquema de codificacién de un lenguaje

La correspondencia entre los problemas de decisiéon y los lenguajes se lleva a cabo
mediante los esquemas de codificacién.

Un esquema e para un problema de decisién II proporciona una descripcién de cada
instancia de II mediante una palabra adecuada sobre cierto alfabeto Y. Por lo tanto, el
problema II y su esquema de codificado e particionan ¥* en tres clases: aquellas que no
son codificaciones de instancias de II, aquellas que codifica instancias con respuesta “no”
y aquellas que codifican instancias con respuesta “si”. Esta ultima clase constituye el
lenguaje asociado a el problema de codificaciéon II por medio del esquema de codificacion
e:

L[, ¢] = {x c 5 Y esel alfabejco usad.o por e,y x es la COfii'ﬁcaCi(/)Il }
por e de una instancia con respuesta positiva

La teoria serd aplicada a problemas de decisién utilizando que si un resultado se verifica
para el lenguaje L[II, e], entonces también se tiene para el problema II codificado por el
esquema e.

Como el objetivo sera estudiar la complejidad, resulta 1til asociar a cada problema de
decision una funcion T'amano : D — N que no dependa del esquema de codificacién y que
esté polinomialmente relacionada con las longitudes de los datos de entrada. La expresion
polinomialmente relacionada se refiere a que para cualquier esquema de codificacién e de
II, existan dos polinomios p y p’ tal que si I € Dy y x es una cadena codificando a I
mediante e, entonces Tamano(I) < p(|z|) y |z| < p/(Tamano(I)), donde |z| es la longitud
de z. Remarcar, también, que el hecho de que la funcién sea polinomial es importante,
pues si fuera de otro tipo (exponencial, por ejemplo) habria un conflicto con la definicién
de complejidad.

Debido a la definicién dada de esquemas de codificacién, no hay unicidad en la codifica-
cion, es decir, para un mismo problema de decisién se pueden encontrar distintos esquemas
de codificacion validos. Sin embargo durante el resto trabajo se usard un esquema concre-
to, el que se da en el proximo parrafo. La principal caracteristica que debe tener uno de
estos esquemas es que debe ser conciso y debe poder descodificarse.

El siguiente ejemplo de esquema de codificacién forma parte de aquellos que llamamos
razonables. La codificacion consistird en identificar instancias con cadenas del alfabeto
v ={0,1,—,[,],(,),, }. Las cadenas se forman de la siguiente forma:

1. Si k es un ndmero entero se le asocia su representacién en binario (precedida de un
signo “-” si k es negativo).

2. Si x es una cadena que representa a k, entonces la cadena [z] se usa como nombre
(por ejemplo, un vértice en un grafo o una ciudad en el problema del vendedor).

3. Six1,29,...,T,m es una cadena representado los objetos X1, Xo, ..., X,,, entonces
(x1,x2,...,2m) es la cadena que codifica la sucesién (X1, Xo,..., Xy,) .

Debido a este método, la codificacién de una instancia de un problema queda determi-
nada por la codificacién de sus objetos al usar la regla (3). Por lo tanto, inicamente es
necesario especificar como se construye la representaciéon de cada objeto. Los objetos que
apareceran en las instancias son: enteros, “elementos sin estructura”, sucesiones, conjuntos,
grafos, aplicaciones finitas y nimeros racionales.
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Las reglas (1) y (3) dan la representacién de los enteros y las sucesiones.

A los elementos sin estructura se le asignardan un nombre usando la regla (2).

Un conjunto de objetos se representard ordenando sus elementos en una sucesion
(X1,X2,...,X;n) vy tomando la estructura de cadena correspondiente a esa sucesion.

Un grafo de vértices V' y aristas F se representara con la cadena (z,y), donde
x es la cadena que representa V e y es la cadena que representa el conjunto FE.
Una aplicacién finita f : {Uy,Us,...,Uyn} — W se representard con la cadena
((z1,11), (2,92), - - -, (Tm, Ym)) donde x; codifica U; y y;, f(U;) para 1 < i < m.

¢ Un niimero racional ¢ = ¢ se representara con la cadena (z,y) donde z es la cadena
asociada a a 'y y, a b.

Esto constituye un ejemplo de esquema de codificaciéon. Aunque no sera relevante a
lo largo del trabajo, es conveniente que el lector tenga conocimiento de al menos uno de
estos esquemas. Como ya se ha dicho, muchos esquemas de codificacion son validos para un
mismo problema de decision, siempre y cuando cumplan las dos condiciones de concision
y decodificacién.

1.1.2. La maquina de Turing

En 1936, el matemético britdnico Alan Turing introdujo por primera vez el concepto
de mAaquina de Turing [20]. Su objetivo era describir una maquina que pudiera realizar
cualquier calculo expresado por medio de un algoritmo. Aunque la maquina de Turing no
sea un modelo practico para la computaciéon en maquinas reales, debido a su sencillez y
su potencia, ha proporcionado una base tedrica robusta para el desarrollo de las ciencias
de la computacion y de la Teoria de la Complejidad Computacional. La descripcion de la
maquina de Turing que aparece a continuacién y en los siguientes apartados aparece de
forma més detallada en [1]. También se inspira en [10].

La idea detras de una maquina de Turing es la de una cinta infinita dividida en recuadros
en los cuales hay escritos simbolos. Una cabeza lectora, que se puede mover a derecha o
izquierda, se encarga de leer, borrar o escribir en los recuadros de acuerdo a una serie de
reglas.

CINTA INFINITA
EEE > 0 1 1 0 1 0 D [ W]
«— A —>
CONTROL CABEZA
FINITO ' LECTORA

Figura 1.1: Ejemplo de Maquina de Turing sobre el alfabeto ¥ = {0, 1}.
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La cinta no es mas que una linea infinita dividida en celdas en las que se escriben
simbolos de un conjunto finito I' llamado alfabeto de la méquina. Esta estda equipada
con una cabeza lectora que se encarga de leer, borrar o escribir simbolos en la cinta. La
computacion de la méquina se realiza en pasos de tiempo discretos, y la cabeza se mueve
a izquierda o derecha en cada paso. Consultar figura 1.1.

La maquina tiene también un conjunto finito de estados denotado por Q, en cada paso
la maquina se encuentra en un tunico estado de Q. Este estado determina cudl sera la
préoxima computacién de la maquina que consiste en:

1. Leer el simbolo que esta en la celda de encima de la cabeza.
2. Cambiar el simbolo por otro simbolo (puede ser el mismo).
3. Pasar a otro estado de Q.

4. Mover la cabeza a la casilla de la izquierda, la de la derecha o permanecer en la
misma celda.

La méaquina de Turing puede ser interpretada como una computadora moderna simplifi-
cada cuya cinta corresponde con la memoria de la computadora y su funcién de transicion
es la CPU (unidad central de procesamiento). Sin embargo, nuestro enfoque sera el de
describir algoritmos de manera simple y matematica.

En ocasiones, para facilitar la labor, conviene usar maquinas con mas de una cinta. Sin
embargo, se puede demostrar que son polinomialmente equivalentes a las de una cinta.
Como la funcién de las maquinas de Turing en este trabajo es formalizar el modelo de
computacion, no se definirdn este tipo de maquinas. El lector interesado puede encontrar
mas informacién en el primer capitulo de [1].

Maquina de Turing determinista

A continuacidén, se da una descripcion formal de la maquina de Turing determinista:
Una mdquina de Turing determinista (MT D) M es una tupla (I',Q,0) donde :

e [ es un conjunto finito de simbolos que puedes aparecer en la cinta de M. I" contiene
un alfabeto de entrada con los simbolos que se le introducen a la maquina, llamado
3. Asumimos que I' contiene el simbolo [J que designa el blanco, y > que designa la
celda por la que empezamos a leer. Se cumple que >, 1 € I"' — X

e O son lo posibles estados en los que se puede encontrar M. Q contiene tres estados
especiales, gy es el estado inicial, gy estado de aceptacién y gy estado de rechazo,

cumpliendo qy # qn.

e §:9Q—{qv,qn} xT' — Q@ xT'x {L,R,N} es la funcién de transicién (L indica que
la cabeza se mueva a la izquierda; R, a la derecha; y N que se quede en la misma
celda). A ¢ le exigimos que si d(q,>) = (p, 0, D) entonces 0 =>y D = R.

La MTD M computa como sigue: Inicialmente, M recibe como entrada una palabra
w = wiws ... w, € X* precedido de >, donde la cabeza empieza a leer, el resto de la cinta
esta rellena con blancos. Una vez M empieza, la computacion sigue las reglas descritas por
la funcién de transicién 6. La computacién termina si se alcanza gy o qy, de lo contrario
la maquina no para.
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Mientras M realiza su computacién, ocurren ciertos cambios en los estados, el conte-
nido de la cinta y la posicidn actual de la cabeza lectora. A una asignacion de estos tres
elementos la llamamos configuracién de la MTD. Sean M una MTD dada por (I',Q,6),
un estado ¢ y dos cadenas u,v € ¥*, se denota como d = (¢q,u,v) a la configuracién donde
el estado actual es ¢, el contenido de la cinta es uv y la cabeza se encuentra en el primer
simbolo de v (si w = ¢, la cabeza lee O).

..|p|0 |1 o|j1,0(0|..

1
17

3

Figura 1.2: MTD con configuracién d = (g3, 01, 1010).

Configuraciones

Ahora se formalizard la computacién de una MTD. Se dice que la configuracién d’ es
sucesora de d si M puede ir de d a d’ en un tnico paso. Formalmente, d y d’ configuraciones
tales que d = (q,v, sw) con s € I',q # qy y ¢ # qn- Se dice que d' = (¢’,v', w’) es la sucesora
de d respecto de M, d s d', cuando:

e Si d(q,s) = (¢,t,N), entonces se indica que, estando en el estado ¢ y leyendo el
simbolo s, se realiza una transicién hacia el estado ¢/, donde se cambia el simbolo s
por t y se mantiene en la misma posicién en la cinta. En este caso, se establece que
el contenido de la cinta no cambia antes ni después de la transicién, es decir, v/ = v
y w' = tw.

e Si d(q,s) = (¢,t, R), entonces se indica que, estando en el estado ¢ y leyendo el
simbolo s, se realiza una transicién hacia el estado ¢’, donde se cambia el simbolo
s por t y se mueve hacia la derecha en la cinta. En este caso, se establece que el
contenido de la cinta después de la transicién es igual al contenido original de la
cinta, excepto que el simbolo s ha sido reemplazado por t, es decir, v = vt y w' = w.

e Sid(q,s) = (¢,t,L), entonces se indica que, cuando se alcanza el estado ¢ y se lee
el simbolo s, se realiza una transicién hacia el estado ¢/, donde se cambia el simbolo
s por t y se mueve hacia la izquierda en la cinta. En este caso, se establece que el
contenido de la cinta después de la transicién se obtiene al insertar el simbolo ¢ en la
posicién actual. Es decir, si era v = ur (donde r es cualquier simbolo de T'), entonces
el contenido de la cinta después de la transicién se obtiene al poner t en la posicién
actual, seguido por w y precedido por ur, lo que se puede escribir como v/ = u y
w' = rtw.

Sid = (q,v,€), entonces d s d' si (¢, w,0) Fpr d'.
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Una configuracién de M, d = (q,v, sw) es de parada si ¢ = gy, en cuyo caso serd una
configuracién de aceptacion, o ¢ = qy, que serd una configuracion de rechazo.

Para acabar este apartado se muestra un ejemplo de MTD que dado un ntmero escrito
en binario determina si este es par en la tabla 1.1. En esta mdquina de Turing, si el nimero
binario es par, la miquina llegara al estado de aceptacion gy, si no se llegard a un estado
de rechazo qy.

Estado actual | Simbolo actual | Nuevo simbolo | Movimiento | Nuevo estado
o 0 0 R 9o
o 1 1 R )
o U U L @
Q1 0 0 L qy
Q1 1 1 L qN
¢ 0 U R qN

Tabla 1.1: MTD que determina si un nimero binario es par.

Computacion

Una vez explicado lo que es una configuracién, se procede a definir que es una compu-
tacion de M. Sea M una MT D, fijado = € ¥ se define la computacién de M sobre x como
la sucesién (posiblemente infinita) de configuraciones de M, dy,dy,ds, ... tal que:

o dO - (q07l>7$)

e Para cada i, si d; = (q,v,w) no es de parada, d;+; estd definida y d; Fas dit1

Lenguaje de una maquina de Turing

Se dice que una maquina de Turing M acepta una cadena z si la computacion de M
sobre x acaba en un estado de aceptacién. El conjunto de cadenas que M acepta es el
lenguaje de M o el lenguaje reconocido por M, denotado por L.

Hay que destacar que la definiciéon de reconocimiento de lenguaje no requiere que M
pare sobre todas las cadenas de X*, solo para las de Lj;. Si x € ¥* — Ly, entonces la
computacion de M sobre x puede que pare en el estado gy 0 que sea infinita.

La resolucién de problemas de reconocimiento de lenguajes y de problemas de decisién
estd ligada. Decimos que una MT D M resuelve el problema de decision Il bajo el esquema
de codificacién e si M para sobre todas las cadenas del alfabeto de entrada y Ly, = L[IT, e].

1.1.3. La clase P

En esta seccion se comienza a tratar el concepto de “complejidad en tiempo” definiendo
la clase P. La clase de complejidad P es la clase de problemas de decision que pueden ser
resueltos por una méaquina de Turing determinista en tiempo polinémico. Esto significa
que existe un algoritmo que puede resolver el problema en un tiempo que crece como una
funcién polinémica del tamano de la entrada.

El tiempo empleado en una computacién de una MTD M es el nimero de pasos que se
ejecutan hasta que se alcanza un estado de parada. Para una MT D que para sobre todas
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sus posibles entradas x € X, su funcion de complejidad de tiempo Ths : N — N esta dada
por:

Thi(n) = maz dm e N - Y existe z € ¥, con |z| = n tal que la computacién
M o " de M con entrada z tarda tiempo m

Un programa M se conoce como MTD que tarda tiempo polinomial si existe un poli-
nomio p tal que para todo n € N, Tys(n) < p(n).
La clase de lenguajes P se define como sigue:

P={L CXY": existe una MTD que tarda tiempo polinomial M con L = Ly}

Se dice que el problema de decisiéon II pertenece a P con el esquema de codificacién e
si L[IT,e] € P. Es decir, si hay una MTD que resuelve en tiempo polinomial el problema
IT codificado por e. Sin embargo, para simplificar la notacién debido a la existencia de
varios esquemas de codificacién validos para el mismo problema de decisién 11, se dice
simplemente que II pertenece a P.

La clase de complejidad P es una de las clases mas importantes en teoria de la compu-
tacién y es considerada una medida de la eficiencia de los algoritmos. Muchos problemas
practicos pueden ser resueltos eficientemente en tiempo polinémico, lo que significa que
son tratables en términos de complejidad computacional.

1.1.4. La clase NP

En esta seccién se exponen las herramientas necesarias para entender la segunda clase
importante de lenguajes que se estudiara en el trabajo, la clase NP. En el desarrollo de
la secciéon tomaran un papel relevante los algoritmos no deterministas y las Méaquinas
de Turing no deterministas. Estos al poder tomar distintos valores para un mismo dato
de entrada poseen mas potencia y eficacia que los algoritmos deterministas, lo cual, en
principio, permite resolver en tiempo polinomial nuevos problemas.

Algoritmos no deterministas

Intuitivamente se dice que NP esta relacionado con los algoritmos no deterministas.
Un algoritmo no determinista es aquel que puede producir resultados diferentes cada vez
que se ejecuta, incluso con la misma entrada. A diferencia de los algoritmos deterministas,
que producen un tunico resultado cada vez que se ejecutan con la misma entrada, los
algoritmos no deterministas no tienen una computacion preestableciada para un mismo
dato de entrada sino que a medida que avanza el algoritmo se pueden dar distintas opciones.

Los algoritmos no deterministas suelen utilizar técnicas como la aleatoriedad o la biisque-
da heuristica para explorar diferentes caminos y posibilidades para resolver un problema.
Por ejemplo, el algoritmo no determinista de busqueda en profundidad puede explorar
diferentes caminos en un grafo para encontrar un objetivo, pero es posible que elija dife-
rentes caminos cada vez que se ejecuta. La figura 1.3 representa los distintos caminos que
puede seguir un algoritmo no determinista.

Para entender un algoritmo no determinista se establecen dos fases, la primera etapa
es la fase aleatoria o fase no determinista y la segunda la fase de comprobacion o fase
determinista. Dada I una instancia de un problema, la primera etapa genera una posible
estructura S. Posteriormente, I y .S se utilizan como entradas para la fase de comprobacién,
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Configuracién
inicial

Posible
configuracién 1

Posible
configuracién 1

Tiempo

Posible
configuracién 2

Posible
configuracién 2

Posible
configuracién 2

Posible
configuracién 2

v E

Figura 1.3: Computacién no determinista. A medida que la computacién avanza se pueden
seguir distintos caminos.

que procede de manera determinista. En la primera fase se propone una posible solucién
al problema y en la segunda se comprueba de forma determinista si esta es, efectivamente,
una solucién. Un algoritmo no determinista resuelve un problema de decisién II si se tienen
las siguientes propiedades para todas las instancias I € Dry:

1. Si [ tiene respuesta “si”, entonces existe una estructura S que, una vez generada I,
te lleva a una respuesta positiva para I y S en el estado de comprobacién.

2. Si I no tiene respuesta “si”’, entonces no existe una estructura S que, una vez gene-
rada I, te lleva a una respuesta positiva para I y S en el estado de comprobacién.

Se dice que un algoritmo no determinista resuelve el problema de decisién II en “tiempo
polinomial” si existe un polinomio p tal que para toda instancia con respuesta positiva
hay alguna estructura S que lleve la comprobacién determinista a la respuesta “si” para
Iy S en tiempo p(T'amano(I)). Destacar que esto impone una restriccién a S pues solo
se puede usar tiempo polinomial en comprobar la posible respuesta generada.

De manera informal la clase NP se define como la clase de los problemas de decision 11
que, bajo un esquema de codificacién adecuado, pueden ser resueltos por un algoritmo no
determinista en tiempo polinomial. El término “resuelto” debe ser entendido con precau-
cién, un “algoritmo no determinista en tiempo polinomial” es basicamente un instrumento
para definir la nocién de tiempo polinomial de verificacién, en lugar de un método real
para resolver problemas de decisién. Ahora, en vez de una tunica posible computacién,
puede tener varias diferentes.

Hay otro aspecto en el que la solucién de un problema de decisién por un algoritmo no
determinista se diferencia de la de un algoritmo determinista: la ausencia de simetria entre
el “si” y el “no”. Si el problema “;Dado I, X es verdadero para I?” puede ser resuelto en
tiempo polinomial por un algoritmo determinista, entonces el problema complementario,
“;Dado I, X es falso para I?7” también. Esto se debe a que en un algoritmo determinista
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el problema para sobre toda sus entradas, luego lo tinico que tendremos que hacer es inter-
cambiar las respuestas “si” y “no” (cambiar ¢y y gy en la MT D). Lo mismo no es obvio
para problemas que se puedan resolver en tiempo polinomial por algoritmos no determi-
nistas. Es en esta reflexién donde aparece el concepto de coN P, el complementario de la
clase NP. Una definicién formal y propiedades de este concepto pueden ser consultados
en el capitulo 10 de [12].

Maquinas de Turing no deterministas

Este apartado concluye formalizando la definicion de NP en términos de lenguajes y
maquinas de Turing. El homélogo a los algoritmos no determinista son las mdquinas de
Turing no deterministas de una cinta(MTND).

El modelo de MTND en el desarrollo del trabajo tendra una estructura muy similar
al de la MT D, salvo que se amplia anadiéndole un mddulo de suposicion que poseerd su
propia cabeza de escritura que solo realiza la funcién de escribir, como se indica en la
figura 1.2. El médulo de suposicién proporcionara un medio para escribir.

CINTA INFINITA

L O/0(1T(110|1/(0|0]...
«— A > «— A —»
CABEZA CABEZA
LECTORA ESCRITORA

CONTROL MODULO DE
FINITO SUPOSICION

Figura 1.4: Esquema de una MTND.

Una MTND es un programa determinado por los mismos elementos que una MT' D, es
decir, un alfabeto I', un alfabeto de entrada ¥ C I, el simbolo de blanco [, el conjunto de
estados Q, el estado inicial qg, los estados de parada ¢y y gy, y la funcién de transicion
0:9—{qyv,qn} xT' = Q@ xT' x {L, R, N}. La diferencia entre una MTD y una MTND

reside en la computacion, ya que la MT N D pasa por dos escenarios distintos:

1. La primera fase que afronta la maquina es el “escenario de suposicién”. Inicialmente,
la cadena de entrada x se escribe en la primera casilla donde se encuentra la cabeza
escritora-lectora, mientras que la cabeza escritora comienza escaneando dos celdas a
la izquierda, y el control finito esta inactivo. El médulo de suposicién dirige paso a
paso la cabeza de escritura ya sea para escribir, moverse o pararse, momento en el
cual el médulo de suposicién se detiene y se activa el estado de control en el estado
qo- La eleccién de mantenerse activo y, en ese caso, qué simbolo de X escribir, se lleva
a cabo mediante el médulo de suposicién. De este modo, el médulo de suposicion
puede obtener cualquier cadena de ¥ hasta que se para o, incluso, no parar.
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2. La segunda fase, el “escenario de comprobacién”, comienza cuando el control finito
se activa en qg. Desde este punto, la computacion ocurre al igual que en una MTD.
El médulo de suposicion y la cabeza de escritura no se volverdn a involucrar en el
proceso. La computacién acaba si se llega a alguno de los estados de parada gy y
qN, y se acepta si llega a qy. Las demés computaciones, paren o no, no seran de
aceptacion.

Se observa que cualquier MT'ND podra tener infinitas computaciones para la misma
cadena z. Decimos que una MTND M acepta x si al menos una de esas computaciones
son de aceptacion. El lenguaje reconocido por M es:

Ly ={x € ¥* : M acepta z}

La clase NP

El tiempo requerido por una MTND M para aceptar la palabra x € Ljs se define
como el minimo, de todas las posibles computaciones de M para x, de niimero de pasos
necesarios que se necesitan para alcanzar el estado gy. La funcién de la complejidad
temporal Ths : N — N de M es:

TM:max{{l}U{mEN:

existe © € Ly, con |z| =n
M acepta x en tiempo m

El 1 se anade por si M no acepta ninguna entrada de longitud n.

Un programa M es una MTND de tiempo polinomial si existe un polinomio p tal que
para todo n € N, Th(n) < p(n). Finalmente, la clase NP queda definida formalmente
como:

NP ={L CX": existe una MTND en tiempo polinomial M para la cual L = Ly}

Se establece que el problema de decision II pertenece a N P con el esquema de codificacion
e si L[Il,e] € NP. Como ocurre en P, se olvidard e suponiendo que e es un esquema de
codificacién adecuado y unicamente se dird que II estd en NP.

1.2— Definiciones de teoria de grafos

La mayoria de los principales problemas N P-completos surgen en el ambito de la teoria
de grafos. Esta seccién se establecera la nomenclatura que se usara durante el trabajo y
se dard la definicién de grafo. Para una descripcién méas completa se puede consultar [3],
el libro donde se basa esta seccion.

Intuitivamente, un grafo es un conjunto de puntos y una relaciéon entre ellos. Si dos
puntos esta relacionados entonces se dibuja una arista entre ambos. Los puntos podria
representar ciudades y las aristas, si existe una carretera que conecte ambas ciudades.

Un grafo G consiste en un conjunto finito V' de vértices, y un conjunto E de subconjuntos
de dos elementos de V', cuyos elementos se conocen como aristas. Al nimero de aristas
que contienen a un vértice v € V' de le conoce como grado de v y se denota por gr(v). A
lo largo del trabajo los grafos se representaran por G = (V, E) donde V es el conjunto de
vértices y F, el conjunto de aristas.

Por otra parte, el grafo complemento o complementario de un grafo, G¢, serd otro grafo,
con el mismo conjunto de vértices del original, y tal que dos vértices estan conectados por
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una arista si y solo si esa arista no existe en el primero. En la figura 1.5b se muestra el
grafo complementario del ejemplo anterior.
En la figura 1.5a se representa el grafo G = (V, E) donde:

V ={a,b,c,d,z} E = {{a,b},{a,d}, {b,z},{c,d},{d, z}}

a
<
® C
(b) Grafo complementario en linea de pun-
(a) Representacién de un grafo. tos.

En otras ocasiones también se trabaja con grafos dirigidos (o digrafos). Un grafo dirigido
consta de un conjunto finito V', cuyos elementos se conocen vértices, y un subconjunto A
de V x V, cuyos elementos son los arcos. La tinica diferencia con los grafos es que ahora
(a,b) y (b,a) son elementos distintos en el conjunto de los arcos. En la representacién cada
vez que aparezca (a,b) en el conjunto de arcos se pintard una flecha desde el vértice a
hasta el b. En la figura 1.6 aparece un ejemplo de un grafo dirigido.

Figura 1.6: Ejemplo de grafo dirigido.
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1.3— Forma Normal Conjuntiva

Los ejemplo més simples de problemas NP-completos provienen de la 1égica proposicio-
nal. Una formula Booleana sobre las variable uy, us, . . ., u, estd formada por las variables y
los operados l6gicos AND (A), OR (V) y NOT (). Por ejemplo, (ujAug2)V (uaAug)V(u1Aus)
es una férmula Booleana. Si ¢ es una férmula sobre las variable uy, ug, ..., un, y z € {0,1}",
entonces ¢(z) denota una valoracién de ¢ cuando ¢ (donde se identifica 1 con Verdadero
y 0 con Falso). Una férmula ¢ es satisfactible si existe alguna asignacién z tal que (z)
sea Verdadera. La férmula de arriba es satisfactible pues la asignacién z = (1,0,1) la
satisface.

Se conocen como literales a las variables y sus negaciones. Una cldusula es una disyun-
cién de literales. Una férmula Booleana estd en Forma Normal Conguntiva (FNC) si es
una conjuncién de clausulas. La férmula anterior esta en FNC.

Para facilitar la notacién, a lo largo del trabajo las cldusulas se denotaran por conjuntos
de literales y la FNC serd un conjunto de cldusulas. Por ejemplo, (u; A ug2) V (ug A uz) V

(up Aus) = {{ur,uat, {ug,us}, {ui,us}}.

1.4— Notacion O

A la hora de medir la complejidad de un algoritmo, no se suele contar el nimero de
pasos del algoritmo en concreto si no que se intenta estudiar que ocurriria en el peor caso.
Por ello, al analizar la complejidad de un algoritmo lo que realmente se busca es una cota
superior para el nimero de operaciones que se necesitan. La notacion O grande de Landau
es la que se suele usar en estas ocasiones:

Definicién 1.1. Sean f y g funciones de N — R>¢. Se dice que f es del orden de g, o de
orden g, notado por f = O(g), si existe una constante positiva tal que f(n) < Cg(n) para
todo n € N con n > ng. Es decir:
n
f= O(g) < lim M € R>g
n—oo g(n) =
Esta definiciéon nos permitirad definir la clase de complejidad polinomial mas adelante.
La seccién queda concluida, en el préximo capitulo se verd como se puede usar esta
teoria para atacar el problema “P vs NP” y construir el concepto de N P-completitud.






CAPITULO 2

Introduccion a la NP-completitud

En este capitulo se concentra el groso del trabajo. Su misién es introducir los conceptos
basicos de la N P-completitud. Las reducciones polinomiales tendran un papel fundamental
pues, una vez hallando el primer problema N P-completo, otorgan una forma directa de
probar la N P-completitud de un problema. A lo largo del capitulo, se expondran algunos
ejemplos clasicos de este tipo de problemas. En su gran mayoria, el capitulo esta basado
en [7].

2.1- La relacién entre P y NP

La relacion entre las clase P y NP es fundamental en la teoria de la N P-completitud.
Se tiene que P C NP, es decir, todo problema de decisién resuelto por un algoritmo
determinista en tiempo polinomial puede ser resuelto también por un algoritmo no deter-
minista en tiempo polinomial. Esto ocurre porque cualquier algoritmo determinista puede
ser usado como la fase de comprobacién en un algoritmo no determinista. Si Il € P, y
A es un algoritmo determinista en tiempo polinomial para II, se puede obtener un algo-
ritmo no determinista en tiempo polinomial para Il dnicamente usando A como fase de
comprobacién e ignorando la fase de suposicion. Por lo tanto, II € P implica Il € NP.

En un sentido mas coloquial, el parrafo anterior equivale a decir que si es posible en-
contrar una solucién en tiempo polinomial, también sera posible comprobar en tiempo
polinomial si es solucién. De hecho, se ha conseguido hallar la solucién.

Aunque los algoritmos no deterministas en tiempo polinomial parecen tener un mayor
potencial a la hora de resolver problemas de decision, no hay ninguna razén para afirmar
que P # NP. El siguiente resultado muestra cual es el coste en términos de tiempo de
convertir un problema de NP en uno de P:

Teorema 2.1. Sea Il un problema de decision, si Il € NP, entonces existe un polinomio
p tal que II puede ser resuelto por un algoritmo de complejidad temporal (9(2p(")).

Demostracion. Sea A un algoritmo no determinista en tiempo polinomial para II, y sea
¢(n) un polinomio que acota la complejidad de tiempo de A (Sin pérdida de generalidad,
se asume que ¢q puede evaluarse en tiempo polinomial tomando, por ejemplo, ¢(n) = ¢;n®
para cj,c2 € N suficientemente grandes). Para una cadena aceptada de longitud n debe
existir alguna cadena supuesta (de I') de tamafnio al menos ¢(n) que lleva al estado de

17



18 2. Introduccion a la NP-completitud

comprobacién de A a la respuesta “si” para esa entrada en no més de g(n) pasos. Por lo
tanto, el nimero de posibles suposiciones que necesitamos considerar es a lo mas k2,
donde k = |T'|, y como las suposiciones son mas cortas que ¢(n) se pueden considerar como
suposiciones de longitud exactamente g(n) rellenando con blancos si es necesario. Ahora
se puede comprobar de forma determinista si A tiene una computacién aceptacién dada
una entrada de longitud n aplicando la fase de comprobacién de A, hasta que pare o haga
q(n) pasos, en cada una de las k(") suposiciones. Este programa devolvers la respuesta
“si” si llega a una computacion de aceptacién sin llegar al limite de tiempo y “no”en caso
contrario. Esto da un algoritmo determinista para resolver II. Ademds, su complejidad es
exactamente ¢(n)k?™), como se queria ver.

O]

La capacidad de un algoritmo no determinista de comprobar un niimero exponencial de
posibilidades en un tiempo polinomial lleva a pensar que este tipo de algoritmos son més
potentes que los deterministas. De hecho, para algunos problemas concreto de NP, como
el del VENDEDOR AMBULANTE o el del ISOMORFISMO DE SUBGRAFOS entre otros, no se
han podido encontrar algoritmos en tiempo polinomial para su resolucion.

Por estas razones, la finalidad de este trabajo serd intentar dar las técnicas que se
utilizan actualmente para demostrar que P # N P buscando los problemas mas “dificiles”

de NP.

NP

Figura 2.1: Posible imagen de N P.

2.2— Reducciones polinomiales y NP-Completitud

Si P fuera distinto de NP, la distinciéon entre P y NP — P es un importante objeto
de estudio. Todos los problemas de P pueden ser resueltos por un algoritmo en tiem-
po polinomial, mientras que los de NP — P son irresolubles fisicamente con la potencia
computacional actual. Por lo tanto, dado un problema de decisién II € N P, el objetivo es
saber que si pertenece o no a P.
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Naturalmente, hasta que no se pruebe que P # NP, no hay esperanzas de mostrar
que ningun problema particular pertenece a NP — P. Por esta razon, la teoria de la N P-
completitud se centra en probar resultados mas débiles del tipo “si P # NP, entonces
IT € NP — P”. Veremos que, aunque este método puede parecer igual de complicado,
existen técnicas que nos permiten dar resultados de forma directa.

La clave para llevar a cabo esta tarea son las reducciones polinomiales. Una reduccion
polinomial de un lenguaje L; C X7 a un lenguaje Ly C X5 es una funcién f : X7 — X5
satisfaciendo la dos siguientes condiciones:

1. Existe un programa de una MT D que computa f en tiempo polinomial.

2. Para todo x € 37, x € L si y solo si f(x) € Lo.

Figura 2.2: Esquema de una reduccién polinomial f, = € L siy solo si f(z) € Lo.

Si existe tal reduccién, “L; se reduce a Lo” y se denotard Ly <, Lo, de aqui en adelante.
La importancia de las reducciones se vera en el siguiente lema:

Lema 2.2. Si Ly <, Ly y Ly € P entonces Ly € P.

Demostracion. Sean X1 y Yo los alfabetos de Lj y Lo respectivamente, f : X7 — X3
una reduccién polinomial de Ly en La, My la MTD que computa f, y My la MTD que
reconoce Lo. Es posible construir una MTD para L; componiendo My con Mj. Para
x € X7, se aplica en primer lugar M; para obtener f(x) € ¥3. Seguidamente se aplica
M, para comprobar si f(z) € Ly. Como Ly <j, Lo, x € Ly si y solo si f(z) € La, hemos
construido una MT D que reconoce Li. Que este programa opere en tiempo polinomial se
sigue de que My y M también lo hacen. O

Volviendo a los problemas de decisién, si II; y Ila son dos problemas de decision con
esquemas de codificacién asociados e; y ez, diremos que IIy <, Iy si existe una reduccién
polinomial de L[IIy,e;] en L[y, ea].
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Algoritmo para L

f@) i i
. x € Ly siy solo si
—»| 7 —+ Algoritmo para Lo —> f(z) el Lzy

Figura 2.3: Obtencién de un algoritmo para L; a partir de una reduccién y un algoritmo
polinomial para L.

Uno de los hechos por lo que la “reducibilidad polinomial” es importante es debido a
que cumple la propiedad transitiva, la cual es demostrada en el siguiente lema.

Lema 2.3. Si Ly <, Ly y Ly <, L3, entonces L1 <, L3.

Demostracion. Sean X1, Yo v X3 los alfabetos de L1, Lo y L3 respectivamente, sea fi :
Y] — X3 una reduccién polinomial de Ly en Lo, y f2 : ¥5 — X3 una reduccién polinomial
de Ly en L. Entonces la funcién f : ¥} — X3 definida como f(z) = fa(fi(x)) para todo
x € X7 es la transformacién de L; en L3 buscada. Esto es asi pues la composicién de dos
funciones que pueden ser computadas en tiempo polinomial también puede ser computada
en tiempo polinomial; y porque

(xe Ly < fi(z) € L) N (filz) € Ly <= fo(fi(x)) = f(x) € L3)
Luego = € L; siy solo si f(z) € L3 O

Se dird que Ly y Lo son polinomialmente equivalentes si se cumple L1 <, Loy Lo <, L.
El lema 2.3 nos prueba que <, nos da una relacién de orden legitima en la clase de los
lenguajes. De hecho, la clase P forma la menor clase de equivalencia bajo este orden
parcial, pudiendo ser vista como los lenguaje mas “faciles”. La clase de los problemas
N P-completos forma otra clase de equivalencia, destacada por contener los problemas
mas dificiles de N P.

Formalmente, un lenguaje L se define como N P-duro si, para todo lenguaje L' € NP,
se tiene que L' <, L. Si ademds, L € NP, entonces se dird que L es NP-completo. Un
problema de decisién I es N P-completo si Il € NP y, para todos los problemas de decisiéon
IT" se tiene que II' <, II.

Es importante que el problema cumpla ambas condiciones, de hecho existen problemas
que son N P-duros y no pertenecen a NP como el problema de la Parada, que no es
computable por ninguna méaquina de Turing, pero si es NP-duro!.

El lema 2.3 sugiere que los problemas N P-completos se identifican con los mas dificiles
de N P. Si algtin problema N P-completo puede ser resuelto en tiempo polinomial, entonces
todos los deméds problemas de NP, también. Si algin problema de NP es intratable,
este tendra que ser un problema N P-completo. Un problema II N P-completo cumple la
propiedad que buscdbamos: “si P # NP, entonces Il € NP — P”. Exactamente, II € P si
y solosi P= NP.

Asumiendo que P # NP, la figura 2.4 esquematiza el “mundo N P”. Como se observa,
en NP — P hay tanto problemas N P-completos como otro que no estan en P.

!Una prueba de esto se puede consultar en [1].
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NP

NP-
COMPLETOS

Figura 2.4: Posible imagen de N P, anadiendo los problemas N P-completos.

El interés del trabajo es el estudio de los problemas N P-completos. Probar que un
problema es N P-completo puede ser un poco exigente: uno debe probar que todo problema
de NP se reduce a el posible problema N P-completo con el que se estd trabajando. El
siguiente lema simplificara la tarea proporcionando una técnica directas para ello.

Lema 2.4. Si Ly y Lo pertenecen a NP, L1 es NP-completo, y L1 <, Lo, entonces Lo
es N P-completo.

Demostracion. Si L1 y Lo pertenecen a NP, L; es N P-completo, y L1 <, L, entonces
Ly es N P-completo. Como Ly € NP, falta ver que, para todo L' € NP, L' <, Ly. Sea
L' € NP. Como L; es NP-completo, L' <, L;. Aplicando la transitividad se tiene el
resultado. O

Volviendo al mundo de los problemas de decision, este lema da esa manera directa de
probar que un problema es N P-completo, una vez que se haya encontrado un primer
problema N P-completo. Para probar que II es N P-completo, solo es necesario mostrar
que:

1. e NP,y
2. un problema NN P-completo conocido IT' se reduce a II.

Antes de poder usar ese enfoque, serd preciso encontrar ese primer problema N P-
completo. Dicho problema sera tratado en la préxima seccién.

2.3— Teorema de Cook

El problema de decisién que tiene el honor de ser el primer N P-completo es el proble-
ma de l6gica boolena “Satisfiability” (SAT abreviado). En esta seccién se desarrollardn
los términos necesarios para describirlo, asi como la prueba de que este problema es, efec-
tivamente, N P-completo.

El problema SAT se plantea como sigue:

Satisfiability

INSTANCIA: Sean U un conjunto de variables booleanas y C un conjunto de clausulas
sobre U.

PREGUNTA: ;Existe una asignacién de verdad satisfactible para C?
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Una vez definido el problema SAT, vamos a enunciar y probar el teorema de Cook.
La versién que aqui se expone fue la que Cook dio en su articulo “The Complexity of
Theorem Proving Procedures” en 1971 y se extrae del libro [7]. Este teorema fue probado
independientemente por Leonid Levin aproximadamente en la misma fecha, por lo que
también se conoce como “Teorema de Cook-Levin”.

Teorema 2.5. Satisfiability es NP-completo.

Demostracion. Sean U = {uj,ug,...,un} un conjunto finito de variables booleanas y C
una coleccion de clausulas.

En primer lugar, ha de probarse que SAT pertenece a la clase NP. Para ello damos un
algoritmo 1 no determinista que resuelve el problema:

Algoritmo 1 SAT

Entrada: C una coleccién de clausulas sobre U = {uq, ..., u,}
o« 0
FASE NO DETERMINISTA
para i < 1,n hacer
Elegir e, e
e1:0 <+ oU{(u;,T)}
ey 0« oU{(u;, F)}
FASE DETERMINISTA
Comprobar si o es una asignacion de verdad satisfactoria para C
si o es una asignacion de verdad satisfactoria para C' entonces
devolver si

= =
N = O

: sl no
devolver no

,_.
w

En segundo lugar, volviendo a nivel de los lenguajes, SAT estd representado por el
lenguaje Lgar = L[SAT, e] para algin esquema de codificacién e. Debido a que hay
infinitos lenguajes en NP no es posible dar una reduccién para cada uno de ellos. Sin
embargo, cada uno de estos lenguajes estan descritos por una MTND polinomial. Este
hecho permite trabajar con una MTND genérica M y dar una reduccién general entre Ly
y Lgar. Por lo tanto, se probard también que Ly <, Lgar para todo L € NP.

Sea M una MTND polinomial, dada por I', ¥, O, Q, qo, qv, gv y 0 que reconoce
el lenguaje L = Ljs. Con el motivo de facilitar el acceso a las celdas de la cinta, estas
apareceran enumeradas durante la prueba, siendo el cero el niimero de la casilla por el que
empieza la cabeza lectora, y situando a la derecha los enteros positivos y a la izquierda
los negativos en orden creciente. Ademads, sea p(n) un polinomio sobre los naturales que
acota la funcién complejidad en tiempo Ths(n).

Para simplificar la prueba, fr serd descrita como una aplicaciéon entre cadenas sobre
3 e instancias de SAT, en lugar de cadenas para el alfabeto del esquema de codificacién
de SAT. Por lo tanto, fr, cumplird que para toda x € ¥*, © € L si y solo si fr(z) tiene
una asignacién de verdad satisfactoria. La clave de la construccion de f;, es mostrar como
los conjuntos de clausulas se usan para comprobar si una entrada x es aceptada por una
MTND M, es decir, si x € L.

Si la entrada x € ¥* es aceptada por M, entonces existe una computacién de aceptacién
para M sobre x tal que el nimero de pasos en la computacion de aceptacion y el niimero de
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simbolos en la cadena supuesta estan acotados por p(n), donde n = |z|. Dicha computacién
no puede involucrar ningin cuadrado de la cinta que no esté entre el —p(n) y el p(n) + 1,
debido a que la cabeza lectora comienza en el cuadrado 1 y se mueve como maximo un
cuadrado en cada paso. El estado de la computaciéon de comprobacién se especifica dando
los contenidos de esos cuadrados, el estado en que se encuentra M y la posicién de la cabeza
lectora. Asimismo, como no hay més de p(n) pasos en la computacién de aceptacién, a
lo més se deben considerar p(n) + 1 tiempos distintos. Esto nos permite describir dicha
computacion usando inicamente un nimero finito de variables y una asignacién de verdad
asociadas a ellas.

Se procede, a continuacion, a construir el conjunto de variables U que resulta al re-
ducir el problema de decision. Identificamos los elementos de Q@ como qo,q1 = qy,q2 =
4N q3,-- -5 qr, con T = |Q| —1; y los elementos de T", como sg = [, 51, ...,8,, yv =|T|—1.
Se describen tres tipos de variables cada una de las cuales tendrd una funcién especifica
detallada en la tabla 2.1

Variable Rango Significado
Qli,k] | 0<i<pn)0<k<r| M estden g en tiempo i
Hfi,j] 0<i<p(n) La cabeza lectora escanea
—p(n) <j<p(n)+1 | lacelda j en el instante 4
Sfi,j.k] 0<i<p(n) El simbolo s estd en el
—p(n) <j<p(n)+1 | cuadrado j en el instante ¢
0<k<w

Tabla 2.1: Variables de f7 y sus significados.

Una computacién de M induce una asignacién de verdad de una manera directa, bajo
la asuncion de que si el programa para antes del tiempo p(n), la configuracién permanece
estatica en los siguiente pasos, manteniendo el mismo estado de parada, la posicién de la
cabeza y el contenido de la cinta. En el tiempo 0 el contenido de la cinta consiste en la
entrada z escrita en las celdas de la 1 a la n, y de la suposicién w, escrita en las celdas de
la —1 a la —|w|, con los demé&s cuadrados blancos.

Por otra parte, una asignacién de verdad arbitraria para estas variables no tiene por qué
corresponderse con una computacién, mucho menos con una computacién de aceptacion
que contenga los simbolos en un instante concreto, la maquina podria estar simultanea-
mente en varios estados y la cabeza lectora podria estar en cualquier subconjunto de
posiciones entre —p(n) y p(n) 4+ 1. La transformacién f, consiste en construir,usando las
variables anteriores, una coleccién de cldusulas cumpliendo que una asignacién de verdad
es satisfactible si y solo si es la asignacién de verdad inducida por computacion de acepta-
cién para z cuya fase de comprobacién tome p(n) o menos pasos y cuya cadena supuesta
tenga longitud al menos p(n). En este caso, se tiene:

x € L & hay una computacién de aceptacion de M sobre x
< hay una computacién de aceptacion de M sobre x
con p(n) o menos pasos en su fase de comprobacién
y su cadena supuesta w tiene longitud exactamente p(n)
< existe una asignacion de verdad satisfactible para la

coleccién de cldusulas de fr(z).
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Gracias a esto fr, satisfara una de las dos condiciones necesarias para ser una reduccién
polinomial (existe una MTD que computa f7). Falta que fr puede ser computada en
tiempo polinomial.

Las clausulas en fr(x) se pueden dividir en seis grupos, a cada uno de los cuales se le
impondra un tipo de restriccién distinta en su asignaciéon de verdad satisfactible como se
ve en la tabla 2.2.

Grupo de cldusulas | Restriccién impuesta

G1 En cada tiempo 4, M estd en exactamente un estado

G En cada tiempo ¢, la cabeza lectora esté en exactamente
una celda

G En cada tiempo i, cada celda contiene exactamente un
simbolo de I

Gy En el tiempo 0, la computacién estd en la configuracién
inicial de la fase de comprobacién para la entrada z

G5 En tiempo p(n), M ha alcanzado gy y aceptado
Para cada tiempo i, 0 < i < p(n), la configuracién

Gsg de M en tiempo 7 + 1 se sigue de una tnica funcién
de transicién ¢ desde la configuracién 4

Tabla 2.2: Grupos de cldusulas y su restriccion correspondiente.

Por la forma en la que se han construido los grupos de cldusulas si se cumplen, entonces
existe una asignacién de verdad satisfactible para z. Por lo tanto, todo lo que hay que
mostrar es cémo pueden se construidos dichos grupos de cldusulas.

El grupo G estd formado por:

{Q[:, 0, Q[ 1],..., Qli,r]} 0 <i<p(n)
{Qi.gl,Qli,jy  0<i<pn), 0<j<j <p(n)

Las primeras p(n) + 1 de estas cldusulas pueden ser simultdneamente satisfechas si y
solo si para cada tiempo i, M estd en al menos un estado. Las demas (p(n)+1)(r+1)(r/2)
clausulas pueden ser simultdneamente satisfechas si y solo si no existe un tiempo i en el
que M esté en mas de un estado. Es decir, G; cumple la misién de asegurar que en el
tiempo i, M esté en un Unico estado.

Anidlogamente, los grupos Go y (3 se encargan, respectivamente, de que la cabeza
lectora escanee una unica celda y de que cada cuadrado contenga un tnico simbolo en
cada tiempo 4. Los grupos G4 y G5 son mas simples y estan formados por clausulas de un
literal. En la tabla 2.3. Notar que el nimero de cldusulas en estos grupos y el niimero de
literales en cada clausulas estan acotados por una funcién polinomial que depende de n
(va que 7y v son constantes determinadas por M vy, por lo tanto, por L).

El dltimo grupo de clausulas Gg garantiza que cada configuracién tenga una tunica
configuracién sucesora. A su vez, este grupo esta dividido en dos subgrupos de clausulas.

El primer subgrupo asegura que si la cabeza lectora no esté escaneando la celda j en el
tiempo i, entonces el simbolo en el cuadrado j no cambia entre los tiempos i y 7 4+ 1. Las
cldusulas de este subgrupo son como siguen:
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Grupo de clausulas Clausulas en el grupo

Gi {Q[, 01, Q4,1 ..., Qi r]y 0 <i<p(n)

{Q[i,7],Ql,5/  0<i<p(n), 0<j<j <pn)
e {Hi, —p(n)], H[i, —p(n) + 1],..., Hli,p(n) + 1]} 0 <i<p(n)
{H[i,j],H[i,j]'} 0<i<p(n), —pn)<j<j <p(n)

G3 {S[i,j,O],S[i,j,1],...,S[i,j,v] 0 <i<p(n),
—p(n) <j <pn)
{S[i, 4, k], Sli,5,k]'} 0<i<p(n),—pn)<j<pln),
0<k<k <w

G4 {Q[0,0]},{H[O, 1]}7{5[07070]}7
{S[0,1, k1]},{S]0, 2, k2}, ..., {S[0,n, k] }
{S[0,n + 1,00}, {S[0.n + 2,0]},..., {S[0, p(n) + 1,0]}

donde z = s, Sky, - - - Sk,

Gs {Qlp(n), 1]}

Tabla 2.3: Primeros 5 grupos de Clausulas.

Para cualquier tiempo 4, celda j y simbolo s;, ocurre que si la cabeza lectora no esta
leyendo la celda j en el tiempo 4, y el cuadrado j contienen el simbolo s; en tiempo ¢ pero
no en tiempo i+ 1, entonces la clausula de arriba que depende de i, j y [ no serd satisfecha.
Por lo tanto, las 2(p(n) + 1)?(v + 1) de este grupo cumplen su funcién.

El subgrupo restante de Gg garantiza que el cambio de una configuracion a su sucesora
se haga de acuerdo a la funcién de transiciéon § de M. Para cada cuadrupla (i,7,k,1),
0<i<pn), —pn <j<pn)+1,0<k<ry0<I<uwv, el subgrupo contiene los
siguientes tres grupo de cldusulas:

{H[i, jl, Qli, k], S[i, 4, 1), Hli + 1,7 + AJ}
{H][i, j], Qli, k], S[i, 5,1], Qli + 1, K]}
{H][i, 5], Qi k], Sli, 5, 1], S[i + 1,4, U']}

donde si gx € Q — {qy,qn}, los valores de A, k" y [ son tales que §(qx, s;) = (qrr, S, A) y
si qgx € {qy,qn}, entonces, A=0, k' =kyl' =1

Estas 6p(n)(p(n) + 1)(r + 1)(v + 1) cldusulas imponen la restricciones buscadas a la
asignacién de verdad.

Por lo tanto, se ha dado una forma general de construir los grupos de clausulas buscados.
Si x € L, existe una computacién de aceptaciéon de M sobre z de tamano a los mas p(n),
y dicha computacién, dada la interpretacién de las variables, impone una asignacién de
verdad que satisface todas las clausulas en C' = U?:l G;.

A la inversa, la construccién de C' es tal que cualquier asignacién de verdad satisfactible
para C debe corresponder a una computacion de aceptacién de M sobre z. Es decir, fr,(x)
si tiene una asignacién de verdad satisfactible si y solo si z € L.

Falta ver que, para un lenguaje L dado, fr(z) puede ser construida a partir de z en
tiempo polinomial en funcién de n = |z|. Dado L, se toma una MTND M que reconozca
L en tiempo polinomial acotado por un polinomio p. Una vez que se tienen M y un
polinomio p concretos, es posible construir el conjunto de variables U y la coleccion de
cldusulas C. La acotacién polinomial de esta computacién se tiene inmediatamente una
vez se haya probado que Tamano(fr(x)) estd acotada superiormente por un polinomio en
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funcién de n, donde Tamano(I) refleja el tamano de la instancia I bajo un esquema de
codificacién razonable. Dicha funcién Tamano para el problema SAT puede ser: |U||C].
Ninguna cldusula contendra mas de 2|U]| literales, y el niimero de simbolos requeridos para
describir un literal necesita anadir el factor log(|U]), que esta acotado polinomialmente.
Como 7 y v estan fijos los anaden factores constantes a |U| y a |C|. Se tiene que |U| =
O(p(n)?) y |C|] = O(p(n)?). De ahi que la funcién Tamaiio(I) = |U||C| = O(p(n)?), es
decir, estd acotada polinomialmente en funcién de n como se buscaba.

Por lo tanto, la reduccién f7, se puede computar con un algoritmo en tiempo polinomial
que depende de L y de las elecciones de M y p. Se concluye que para todo L € NP, f; es

una reduccion polinomial de L a Lgar, y, por tanto, SAT es NP-completo.
O

2.4— Problemas NP-completos clasicos

La N P-completitud es una de las herramientas fundamentales que se utilizan hoy en
dia para estudiar la frontera entre P y NP. En la presente seccién, se abordardn algunos
de los problemas N P-completos més relevantes como pueden ser 3-SATISFIABILITY, 3-
DIMENSIONAL MATCHING, VERTEX COVER, HOMILTONIAN CIRCUIT Y PAR-
TITION. En cada apartado se expondra el problema y se dard una prueba de su N P-
completitud siguiendo el esquema de reducciones que se muestra en la figura 2.5. Estas
pruebas generalmente se basan en dar una reduccién adecuada partiendo del Teorema de
Cook 2.5 que nos dice que SAT es NV P-completo. Gracias a esto se entendera la importan-
cia de dicho teorema y el por qué se ha invertido tiempo y esfuerzo en su demostracién.
En su mayorfa, las pruebas estdn tomadas de [7], aunque también se han extraido detalles
de [12].

SAT
pe
\
3DM 146
/ \
PART%TION HC CLIQUE

Figura 2.5: Secuencia de reducciones de los problemas NP-completos que se trabajaran.

2.4.1. 3-SATISFIABILITY

El problema 3-SATISFIABILITY es una versién de SATISFIABILITY donde se le im-
pone a las cldusulas la restriccién de que estén formadas por exactamente 3 literales. Su
estructura hace que sea uno de los problemas mas usados a la hora de probar resultados
de NP-completitud.
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3-SATISFIABILITY (3SAT)

INSTANCIA: Sean U un conjunto de variables booleanas y C' = {c1,¢a,..., ¢y} un con-
junto finito de cldusulas sobre U cumpliendo |¢;| = 3 para 1 < i < m.

PREGUNTA: ;Existe una asignacién de verdad satisfactible para C'?

Teorema 2.6. 3SAT es NP-completo.

Demostracion. Como SAT estd en NP 3SAT también los estard. Para probar que 3SAT es
NP-completo se dard una reducciéon de SAT a 3SAT. Sea U = {uq, ug, ..., u,} un conjunto
finito de variables y C' = {c1, ¢, ..., ¢} un conjunto de cldusulas de un problema SAT.
El objetivo sera construir una coleccién de cldusulas de tres literales C’ sobre un conjunto
de variables U’ cumpliendo que C’ es satisfactible si y solo si C lo es.

La construccién de C’ consiste en remplazar cada cldusula original ¢; € C' por una
coleccién C]’- de tres literales “equivalente”, que dependen de las variables de U y algunas
variables auxiliares y; € U; que solo apareceran en las cldusulas C]’~ y cuya funcién es que
las nuevas clausulas sean equivalentes a las de C. Esto se hard fijando:

/ /
U=vul | JU;
j=1

y
m
’r /
c¢=Ua
Jj=1
A continuacién se mostrard como construir C]'~ y U J’ a partir de c;.
Sea la cldusula dada por {z1, 29, ..., 2;} donde z; son literales sobre las variables de U.

La manera de construir C’j’~ y U J’ dependerd de los valores de k.

1,2
Caso 1. k= 1. U} = {y;,v;}

Cj = {{zn, 5,05 (w03 Lo ) uh (v w3

Caso 2. k= 2. Uj = {{yj}}, C) = {{z1, 22,5} }, {21, 22,4} }
Caso 3. k=3.U; =0,C; = {{c;}}
Casod. k>4.Uj={yj:1<i<k—3}

C]/ = {{Zl,ZQ,y}}} U {{;;7 Zi+2,y§+1} S k— 4}

U {{y‘?_:gv Zk—1, Zk}}

Para probar que esto es una reduccién, hay que ver que el conjunto de cldusulas C” es
satisfactible si y solo si lo es C. Sea t : U — {T, F'} una asignacién de verdad satisfactible
para C. A continuacién se extenderd t a t' : U’ — {T,F}, una asignacién de verdad
satisfactoria para C’. Como las variables de U’ — U se particionan en los conjuntos U; y
las variables de U. ]’ solo estan en los conjuntos C]’, basta probar que ¢ se puede extender
a los conjuntos U; y, en cada caso, hay que comprobar que cada cldusula en las C;- se
satisface. Para ello se plantea la siguiente solucién distinguiendo cada caso:
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e Si U; proviene de una cldusula de Caso 1 o el Caso 2, entonces sus variables pueden,
debido a la manera en la que estan construidas, tomar cualquier valor. Una asignacién
posible es, por ejemplo, t'(y) = T para todo y € Uj.

e Si U; provine del caso 3 no hay nada que modificar.

e Si U; proviene de una cldusula de Caso 4, es decir corresponde a una cldusula del tipo
{z1,22,...,2K} de C con k > 4. Como t es una asignacion satisfactible, debe existir
un literal z; con 1 <1 <k tal que t(z) =T.Sil =k —1 o0l =k, entonces tomamos
t’(yﬁ-) = F paratodo1 <i<k—3.Sil=101l=2, entonces tomamos t’(y;-) =T
para todo 1 < i < k — 3 . En otro caso, tomamos t’(yj«) =Tvparal <i<l—-2y
t'(y}) =T paral —1<i<k—3.

Seguidamente, se va a comprobar que la férmula para construir las nuevas clausulas es
la que se busca:

e En el Caso 1, como ¢; tiene un tnico literal, z; con 1 <1 < n la asignacién de verdad
t de SAT debe cumplir que t(2;) = T. Para que todas las clausulas de C; se verifique
debe ocurrir que t'(z1) = T, pues si fuera falso por la forma de anadir los literales no
hay una asignacion para yjl-, yj2 que satisfaga las cuatros clausulas simultaneamente.

e En el Caso 2, ocurre algo parecido, pues al anadir un literal en una cldusula y en
otro su negacion, las cldusulas de C; se satisfacen si y solo si se satisface la cldusula
c¢; de las que provienen.

e En el Caso 3, puesto que la cldusula ya tiene tres literales, no hay nada que hacer.

e Para el Caso 4, se utilizard ejemplo para su compresion. Sea c¢; = {21, 22, 23, 24, 25}
Esta clausula da lugar al siguiente conjunto de clausulas:

Cj = {{21, Zzayjl'}, {yjl, 235 yf}, {y?, 24, z5}}

Entonces, si t(z1) = T o t(22) = T, para que se satisfagan las dos cldusulas restantes
asignamos t/ (yjl) = t’(y]?) = F. Analogamente se procede en los otros casos.

Por otra parte, si t’ es una asignacién de verdad satisfactible para C’, su restriccion a
U, t, es una asignacion de verdad satisfactible para C, como se queria ver.

Falta probar, que la reducciéon se da en tiempo polinomial. En el peor de los casos
los subconjuntos de cldusulas C; con 1 < j < m tienen de cuatro cldusulas o mas. Esto
ocurre si el niumero de literales de las clausulas es mayor o igual que 6, kK > 6. En este
caso |Cj| =k -2y k—2 < n—2. Como hay m subconjuntos de este tipo tenemos que
|IC’| < m(n —2) < mn. Como la instancia de 3SAT estd acotada superiormente por un
polinomio en funcién de la instancia de SAT se tiene el resultado.

Se concluye que SAT<,3SAT.
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2.4.2. 3-Dimensional Matching

3-Dimensional Matching (3DM) es otro problema fundamental en la Teoria de la Com-
plejidad Computacional. Este problema también es NP-completo (hecho que se probara
en esta seccién) y se utiliza comtinmente como ejemplo de un problema de combinacién.

El problema 3DM se define de la siguiente manera: Dados tres conjuntos X,Y y Z, cada
uno con ¢ elementos, y un conjunto W de w ternas ordenadas (z,y, z), donde x pertenece
a X, y pertenece a Y y z pertenece a Z, se pregunta si existe un conjunto M de ¢ ternas
ordenadas, cada una de las cuales tiene un elemento de X, un elemento de Y y un elemento
de Z, de tal manera que cada elemento X,Y y Z aparece en exactamente una terna.

El problema de 3DM tiene aplicaciones en la informética tedrica, en la investigacién
operativa y en la teoria de grafos. Por ejemplo, se ha usado para resolver problemas de
asignacién de recursos y en la optimizacion de rutas en sistemas de transporte. Ademas,
se ha utilizado para modelar problemas en la biologia molecular, como la alineacion de
secuencias de ADN.

3-Dimensional Matching (3DM)

INSTANCIA: Sean XY y Z tres conjuntos finitos disjuntos de igual cardinalidad ¢, y
seaW CXxYxZ

PREGUNTA: ;Existe un subconjunto M C W de cardinalidad ¢ tal que ninguno de sus
elementos coincida en ninguna coordenada?

A tal subconjunto M se le llama correspondencia.

La siguiente figura 2.6a representa el problema 3DM. Las bolas son los elementos de
X,Y y Z, y launién de todos los recuadrado es el conjunto T'. La pregunta equivale a si se
pueden encontrar un subconjunto de 1" de cardinalidad ¢ de manera que ningin recuadro
tenga puntos en comun con los demés. Una posible solucién del problema se puede ver a
la derecha en 2.6b.

(a) Ejemplo de 3DM. (b) Posible solucién del ejemplo.

Figura 2.6

Teorema 2.7. 3-Dimensional Matching es N P-completo.

Demostracion. Sean XY y Z tres conjuntos finitos disjuntos de igual cardinalidad ¢, y sea
W C X xY x Z. En primer lugar, para ver que 3DM estd en NP basta dar un algoritmo que
seleccione un subconjunto de cardinalidad ¢ de W en la fase no determinista y comprobar
que las coordenadas de ninguno de sus elementos coincidan en tiempo polinomial.
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A continuacién se dard una reduccién de 3SAT a 3DM. Sea U = {uj,u,...,u,} un
conjunto finito de variables y C' = {c1,¢2,..., ¢} un conjunto de cldusulas de una ins-
tancia de 3SAT. A partir se estos se construiran tres conjuntos X,Y y Z de cardinalidad
q y un conjunto W C X x Y X Z que contenga una correspondencia si y solo si C es
satisfactible.

El conjunto W se particionara en tres clases:

1. Las componentes de “establecimiento de verdad” se corresponden con una tnica
variable u € U, y su estructura depende del niimero total m de cldusulas en C. Esta
estructura se ilustra para el caso de m = 4 en la figura 2.7. En general, la componente
de establecimiento de verdad para una variable u, estd compuesta por los elementos
“Internos” a;[j] € X y bi[j] € Y , 1 < j < m, que no aparecen en ninguna terna
fuera de esta componente, y elementos “externos” w;[j],w;[j] € Z, 1 < j < m, que
apareceran en otros ternas. Las ternas que conforman esta componente se pueden
dividir en dos conjuntos:

7 = {(@ljl, bl wilil) 1 < j < m}
T/ = {(aili + 1) biljl,wli]) £ 1< 5 < m} U {(@l1],bilm, wilm))}

a[t]

af4]

Figura 2.7: Componente de establecimiento de verdad T; para m = 4. Todo los conjuntos
de T} o todos los de Tif se deben seleccionar dejando sin cubrir a todos los w;[j] o todos

los w;[j], respectivamente.
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Como los elementos internos {a;[j],b:[j] : 1 < j < m} solo apareceran en ternas
de T; = T! U Tif , cualquier correspondencia M tendra exactamente m ternas Tj,
los cuales pertenecerdn todos a T} o a Tif . De ahi que la componente T; pueda ser
entendida como establecer la variable w; cierta o falsa. Por lo tanto, en general una
correspondencia M C W responde a una asignacién de verdad t para U, con t(u)
verdadera si y solo si M NT; =T}.

2. Las componente de “testeo de satisfaccién” en W se corresponden con una
clausula ¢; € C. En ellas intervienen dos elementos internos si[j] € X y s2[j] € Y,
y un elemento externo del conjunto {u;[j],u;[j] : 1 < j < m}, dependiendo de los
literales que aparezcan en c;. El conjunto de ternas que forman esta componente se

definen como sigue:

Cj = {(s1ld], s2lj], wils]) : wi € ¢;} U {(&UL@ULM) U € Cj}

En la figura 2.8 podemos ver un ejemplo de una componente Cj.

Esta componente se encarga de que en la correspondencia M C W cada terna
aparezca solo una vez. Esto solo puede ocurrir si para algun literal u;[j] (o w;[j])
correspondiente al literal u; € ¢; (u; € ¢j) no aparece en la terna de M NT;, y esto
se dard si y solo si la asignacién de verdad determinada por M satisface c;.

_ u2
ut u3

s1 s2

Figura 2.8: Componente de testeo de satisfaccion C; para la cldusula ¢ = {u7, ug, usg}.

3. Por 1ltimo, para completar W, se define la componente de “residuos” G tal y
como se ve en la figura 2.9, que contiene elementos internos gi[k] € X y ¢2[k] € Y,
1 <k <m(n—1),y elementos externos de la forma w;[j] y u;[j] de Z. Esté formada
por el siguiente conjunto de ternas:

G ={(g1[k], g2[k], wil4]), (91[k], ga[k], ualj]) :
1<k<mn-1),1<i<n,1<j<m}

Cada par g1[k], g2[k] debe emparejarse a una unica u;[j] o u;[j] que no aparezca en
ningin terna de M — G. La estructura de G permite que los m(n — 1) elementos



32 2. Introduccion a la NP-completitud

externos que permanecen en este momento sin cubrir puedan ser cubierto eligiendo
adecuadamente MNG. Por lo tanto, G nos garantiza que, una vez que un subconjunto
de W — G satisfaga las restricciones de la componentes de establecimiento de verdad,
este conjunto se pueda extender a la correspondencia que se busca.

Figura 2.9: Componente de “residuos”.

En resumen se tiene:
o Z ={uljl,ulj] : 1 <i<n,1<j<m}

e X =AUS UG,
donde:
o A={a;[j]:1<i<n,1<j<m}
o 51:{81[]]1§]§m}
o Gy ={qi[k] : 1 <k<m(n-1)}
o Y =BUSyUGy
donde:
o B={b[j]:1<i<n,1<j<m}
o SQZ{SQ[j]ilSjSm}
o Go={glk] :1<k<m(n-1)}

y
o W={UL T} u{UL G ue
Por construccién tenemos que W C X XY x Z y, ademas, W tiene
2mn + 3m + 2m*n(n — 1)

ternas y puede ser construida en tiempo polinomial a partir de una instancia de 3SAT.
Falta ver que la existencia de una una asignacion de verdad satisfactible para C implica
que W tenga una correspondencia.
Sea t : U — {T, F} asignacién de verdad satisfactible para C. M se construye de la
siguiente manera: Para cada cldusula ¢; € C, sea z; € {u;,w; : 1 <7 < n}Ncj un literal
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cuya asignacién de verdad sea verdadera (al menos debe existir uno pues ¢ satisface C).
A continuacién, tomamos:

M={ U rirus U T U{U{<31[j]732[j]7zj[j])}}UG/

t(ui)zT t(ui)zF

Donde G’ contiene a los g1[k], los ga[k] y los u;[j] ¥ u;[j] restantes.
Se concluye que 3SAT<,3DM.

2.4.3. Vertex Cover y Clique

A pesar de que VERTEX COVER y CLIQUE son utiles para probar resultados de NP-
completitud por separado, no dejan de ser dos formas distintas de mirar el mismo problema.
Para verlo, se introducird un tercer problema, INDEPENDENT SET.

Vertex Cover(VC)

INSTANCIA: un grafo G = (V, E) y un natural K < |V].

PREGUNTA: ;Existe un recubrimiento de vértices de tamano menor o igual que K, es
decir, un subconjunto V' C V tal que |V’| < K tal que para toda arista {u,v} € E al
menos u o v pertenezca a V'?

Clique

INSTANCIA: un grafo G = (V, E) y un natural J < |V].

PrREGUNTA: ;Contiene G un clique de tamano mayor o igual que J, es decir, un sub-
conjunto V' C V tal que |V'| > J y todos sus vértices estén unidos por una arista?

Independent Set

INSTANCIA: un grafo G = (V, E) y un natural J < |V].

PrREGUNTA: ;Contiene V un conjunto independiente de tamano mayor o igual que J,
es decir, un subconjunto V' C V tal que |V’| > J tal que, para todo u,v € V', la arista
{u,v} ¢ E?.

El siguiente lema muestra las relaciones entre estos tres problemas:
Lema 2.8. Sea G = (V,E) un grafo y V' CV, son equivalentes

(a) V' es un recubrimiento de vértices de G.

(b) V=V’ es un conjunto independiente de G.

(c) V=V es un clique en G°.

El lema 2.8 implica que si es posible conseguir una solucién para uno de los tres proble-
mas se tendrd una solucién para los otros dos. Por ejemplo, para reducir VC a CLIQUE,
dada la instancia de VC: un grafo G = (V, E) y un natural K < |V|; se corresponde con
la instancia de CLIQUE: un grafo G¢ y un natural J = |V| — K. Por esta razon, se probard
unicamente la N P-completitud de VC.
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Teorema 2.9. VERTEX COVER es N P-completo.

Demostracion. Para ver que VERTEX COVER esta en NP, se que comprueba el algoritmo
no determinista que procede de la siguiente manera resuelve VC en tiempo polinomial. En
la fase no determinista se genera un conjunto V' de todos los subconjuntos posibles de V/
de tamano menor o igual que K. En la fase determinista, se toma un vértice de V' y se
eliminan las aristas adyacentes, consiguiendo asi G’ = (V| E’), donde E’ es el conjunto que
se obtiene eliminando las aristas adyacentes a v. Se repite este proceso en G’ hasta remover
K vértices. Si en ese momento E’' = (), entonces existe un recubrimiento de vértices de G
en caso contrario V’/ no es un recubrimiento de vértices de G.

En segundo lugar, se reducird 3SAT a VC. Sea U = {u,ug, ..., u,} un conjunto finito
de variables y C = {cj, ¢, ..., ¢n} un conjunto de cldusulas de una instancia de 3SAT. Se
construird, seguidamente, un grafo G = (V, E) y un numero natural K < |V| tal que G
tenga un recubrimiento de vértices de tamano K si y solo si C' es satisfactible.

Al igual que en la reduccién de 3SAT a 3DM, se procederd mediante la creacién de
componentes que dependen de las variables y las clausulas. En este caso se anadirdn,
ademds, aristas que nos permitan conectar las diferentes componentes:

e A cada variable u; € U se le asigna una componente de “establecimiento de
verdad” T; = (V;, E;), donde V; = {u;,u;} y E; = {{w;,u;}}. Es decir, dos vértices
unidos por una arista. Cualquier recubrimiento de vértices de tener al un vértice de
T, paral <i<n.

Figura 2.10: Componente establecimiento de verdad asociada a la variable w;.

e A cada cldusula ¢; € C se le asigna una componente de “testeo de sastisfaccién”
S; = (Vj’ , E;) S; estd compuesta por tres vértices y tres aristas en forma de tridngulo:

Vj’ ={a1lj], a2[j], as[j]}
E} = {{a1lj], azlj]}, {a11j], asli]}, {azlj], aslj]}}

azlj

ar[j] ¢ > as|j]

Figura 2.11: Componente de testeo de satisfacciéon C; para la cldusula c;.

Obsérvese que para recubrir las aristas de E; son necesarios al menos 2 vértice de
!/
Vi
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e Por tdltimo, la parte que se encarga de conectar todas las componentes, el conjunto
de aristas de comunicacién. Sea c¢j € C' una clasula formada por los literales x;,y; y
zj. Se construye el siguiente conjunto de aristas:

E;-’ = {{a1ljl, 2}, {azlj], y;}, {aslil 2} }

Estableciendo K =n+2m y G = (V, E), donde

< (#)+(07)(07)

se concluye la construccién de la instancia de VC.
En la figura 2.12 se muestra un ejemplo del grafo que se obtiene a partir de U =
{u1, ug,uz,us}, C = {{u1, U3, s}, {1, u2, Us}}.

ul (251 u U9 us us Uy Uy

ay[1] (1] a1[2

Figura 2.12: Instancia de VC resultante de la instancia de 3SAT U = {u1,ug,us,us},
C = {{u1,u3,us}, {un, ug, us}}. Aqui K =n+2m =8.

La reduccién puede completarse en tiempo polinomial pues de la construccién resultan
2n+3m vértices (dos vértices por variables y tres por clausula) y n+3m+3m aristas (una
arista por variable, 3 por cada componente de testeo y 3m por las aristas de comunicacion).
Lo tinico que queda por probar es que C es satisfactible si y solo si G tiene un recubrimiento
de vértices de tamano K o menor.

En primer lugar, sea V' C V un recubrimiento de vértices de G con |V’'| < K. Segin
se senalé en los parrafos anteriores, V'’ debe contener al menos un vértice en cada T} y al
menos dos en cada S;. Como esto da que V' contiene n 4 2m = K vértices, ocurre que V'
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tiene un vértice en cada T; y dos en cada S;, exactamente. Este hecho permite considerar
la siguiente asignacién de verdad: t(u;) = T si u; € V' y t(u;) = F si w; € V. Para ver
que esta asignaciéon de verdad satisface todas las cldusulas de ¢; € C, se consideran la tres
aristas de E7. Solo dos de estas aristas pueden ser recubiertas por vértices de VNV, asi
que al menos una de ellas es cubierta por un vértice de algtin V; que pertenezca a V'. Pero
esto supone que el literal correspondiente a ese vértice, ya sea u; o u;, de la cldusula c;
debe ser verdadero bajo la asignaciéon de verdad ¢, y, por lo tanto, c; se satisface bajo t.
Como esto se tiene para todo ¢; € C, t es una asignaciéon de verdad satisfactoria.

Reciprocamente, sea ¢ una asignacién de verdad satisfactoria para C'. El recubrimiento
de vértices correspondiente V' contiene un tnico vértice de cada T; y dos de cada S;. El
vértice de T; en V' es u; si t(u;) = T y w; si t(u;) = F. Esto garantiza que al menos
una de las tres arista de E}’ esté cubierta, pues t satisface todas las clausulas c¢; € C. Por
consiguiente, solo necesitamos incluir en V' los vértices extremos de S; de las otras dos
aristas de E;-’ , obteniendo asi el recubrimiento de vértices deseado.

Se concluye que 3SAT<,VC.

2.4.4. Ciclo Hamiltoniano

En teoria de grafos se conoce como ciclo Hamiltoniano a aquel que recorre todos los
vértices del grafo una tnica vez. Es decir, dado G = (V, F) un grafo existe una sucesién
(v1,v2,...,v,) que contenga todos los vértices de V' una unica vez y que {v;,v;+1} € E
para 1 <i<ny {v,,v} € E.

El problema del ciclo Hamiltoniano consiste en dado un grafo, determinar si este contiene
o no un ciclo Hamiltoniano:

Ciclo Hamiltoniano (CH)

INSTANCIA: un grafo G = (V, E).

PrEGUNTA: ;Contiene G un ciclo Hamiltoniano?

Teorema 2.10. CicLO HAMILTONIANO es N P-completo.

Demostracion. CH es NP pues solo se necesita crear un ciclo de los posibles (fase no de-
terminista) y comprobar si recorre una vez todos los vértices del grafo (fase determinista),
y recorrer los vértices del grafo se completa en tiempo polinomial.

A continuacién, se reducird VERTEX COVER a CH. Dada una instancia de VC ,un grafo
G = (V,E) y un natural K < |V, se construird una instancia G' = (V', E’) tal que G’
tenga un ciclo Hamiltoniano si y solo si G tiene un recubrimiento de vértices.

De nuevo la reduccién se hard en términos de componentes. En primer lugar G’ constara
de K “vértices selectores”: ai,as,..,ax cuya funcién serd seleccionar K de V, los
vértices de G. En segundo lugar para cada arista de F, G’ tendrd una “componente
de testeo de recubrimiento” que garantizara que al menos uno de los extremos de la
arista estd entre los K vértices seleccionados. A la arista e = {u,v} € E le correspondera
la componente que aparece en la figura 2.13. Tendra 12 vértices,

V! ={(u,e,i),(v,e,i): 1 <i <6}
y 14 aristas,
E. ={{(u,e,i), (u,e,i+1)},{(v,e,4), (v,e,i+ 1)} : 1 <i <5}
U{{(u7 67 3)7(U7 67 1)}7{(1)7673)7(1[/, 67 1)}}
U{{(u,€,6),(v,e,4)},{(v,€,6), (u,e,4)}}

v,
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(u,e,1) (v,e,1)
(u,e,2) (v,e,2)
(u,e,3) (v,e,3)
(u,e,4) (v,e,4)
(u,e,b) (v,€,5)
(u, €, 6) (v,e,6)

Figura 2.13: Componente de testeo de recubrimiento correspondiente a la arista {u,v}.

Los tnicos vértices de la componente de testeo de recubrimiento que aparecerdn en
otras aristas son :(u,e, 1), (v,e,1), (u,e,6) y (v,e,6). Esto supone que cualquier ciclo Ha-
miltoniano de G’ debe unirse con E. en alguna de las tres configuraciones que se muestran
en la figura 2.14. Por ejemplo, si el ciclo entra por el vértice (u,e, 1) tendrd que salir por
(u,e,6) y visitara los 12 vértices o solo los 6 del tipo (u,e,i) con 1 < i < 6.

El siguiente tipo de aristas que intervienen en la construccion tendrén la funcién de unir
componentes de testeo de recubrimiento con vértices selectores. Para cada vértice v € V,
sean €y[1]; €y[2]; - - - » Eulgr(v)], donde gr(v) denota el grado de v en G, es decir, el nimero de
aristas que llegan a v. Todas la componentes de testeo de recubrimiento de estas aristas
(que tienen a v como extremo) se unen con las siguientes aristas de conexién:

E1/1 = {{(vaeu[i}aﬁ)a <v7e’v[i+1]7 1)} 1< < g?“('l))}

Como se observa en la figura 2.15, esto crea un tinico camino en G’ que incluye exacta-
mente los vértices (z,y, z) donde x = v.

El ultimo grupo de aristas de comunicacién en G’ une el primer y el ultimo vértice de
dichos caminos con los vértices selectores a1, as, .., ax. Estas tienen la siguiente forma:

E" = {{aia (Uvev[l]v 1)}a {aia (Uaev[gr(v)]vG)} 1<i<K,ve V}

El grafo G’ = (V', E’) se completa de la siguiente manera:

V/:{aiqgisK}U(UVe')

ecE

E’z(UEé)U(UEL)UE”

ecE vEV
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lo hace w.

Figura 2.14: Tres posibles configuraciones de un ciclo Hamiltoniano en la componente de
testeo correspondiente a la arista {u,v}.

El ntimero de vértices y aristas del nuevo grafo G’ depende de los datos de G de forma
polinomial ya que hay K + 12|E| < |V| + 12|E| vértices y, a lo mas, 14|E| + |V||E| +
2|K||V| < 14|E| + |V]||E| + 2|V |? aristas (el sumando |V||E| viene de que para todo
vértice v € V, gr(v) < |E)).

Para concluir, se probard que G’ tiene un ciclo Hamiltoniano si y solo si G tiene un
recubrimiento de vértices de tamano K o menor. Sea (vi,ve,...,v,), donde n = |V’|,
un ciclo Hamiltoniano de G’. Se considera una parte de este ciclo que empiece en un
vértice del conjunto {aj,as,...,ax}, acabe en un vértice del conjunto {aj,as,...,ax}
y que no se encuentra ningin vértice interno. Debido a las restricciones con las que un
ciclo Hamiltoniano recorre la componente de testeo de recubrimiento, esta parte del ciclo
debe pasar por un conjunto de componentes de testeo de recubrimiento correspondientes
exactamente a una de las aristas de E que son incidentes en algin vértice v € V. Cada
componente de testeo de recubrimiento se recorre de una de las formas 2.14a, 2.14b o
2.14c¢ que aparece en la figura 2.14 y no se encuentra con ningun otro vértice de otra
componente. Por lo tanto, los K vértices de {a1,as,...,a;} dividen el ciclo Hamiltoniano
en K caminos cada uno de los cuales corresponde a un vértice distinto v € V. Como
cada ciclo Hamiltoniano debe incluir todo los vértices de cada componente de testeo de
recubrimiento y como los vértices de estas componentes por cada arista e € E pueden
pasar solo por un camino correspondiente a un extremo de e, cada arista de E debe tener
al menos un extremo entre los K vértices seleccionados. En consecuencia, este conjunto
de K vértices forma el recubrimiento buscado para G.
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(v, eupr), 1)

(v, eulgr(v)]+ 6)

Figura 2.15: Unién por caminos de las componentes de teste de cubrimiento correspon-
dientes a las aristas de F que tienen al vértice v como extremo.

Reciprocamente, sea V* C V un recubrimiento de vértices de G con |[V*| < K. Al
anadir vértices a V* hasta conseguir |V*| = K se seguird teniendo un recubrimiento de
vértices de G, luego podemos suponer que |V*| = K. Sean vy, vs,...,vx los elemento de
V*. Se tomaréan las siguientes aristas de G’ para formar el ciclo Hamiltoniano para G’.
Para la componente correspondiente a e = {u,v} se elige la forma de recorrer las aristas
2.14a,2.14b o 2.14c dependiendo de si {u,v} N V* es {u},{u,v} o {v}, respectivamente.
Estas son las tres tnicas posibilidades posibles ya que V* es un recubrimiento de vértices
de G'. Finalmente, se toman las aristas:

{ai7 (Ui7 Cui[1]> 1)}? 1<i<K, {ai7 (UiJrlv Cu;[gr(v)]» 6)}a 1<i<K

{a17 ('UK, Coplgr(vi)]s 6)}
Por lo tanto VC <,, CH.

2.4.5. Particién

En esta seccién se verd que PARTICION es un problema de optimizacién NP-completo.
El problema de PARTICION se define de la siguiente manera: dado un conjunto de niimeros
enteros positivos, jes posible dividirlos en dos subconjuntos de manera que la suma de los
elementos en cada conjunto sea la misma?

Para entender mejor el problema, supongamos que tenemos una lista de niimeros enteros
positivos como {1,2,3,4,5,6,7}. En este caso, una solucién podria ser dividir la lista en
{1,2,4,7} y {3,5,6}, ya que la suma de los elementos en cada subconjunto es 14.

El problema PARTICION tiene interés pues es 1til a la hora de analizar la NP-completitud
de problemas en los que aparecen parametro numéricos tales como medidas de peso o
altura, costes, capacidades, etc.
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Particiéon
INSTANCIA: un conjunto finito A € Z y una funcién s : A — ZT.
PREGUNTA: jContiene A un subconjunto A’ tal que

Z s(a) = Z s(a) ?

acA’ acA—-A’

La funcién s que aparece en la instancia comtinmente tiene que ver con la forma de
medir la magnitud de los elementos de A.

Teorema 2.11. PARTICION es N P-completo.

Demostracién. Sea un A € Z conjunto finito. Para ver que PARTICION es NP-completo
basta generar un subconjunto de A en la fase no determinista y comprobar que la suma de s
aplicada a sus elementos es igual la suma s aplicada a los elementos de su complementario,
lo cual se realiza en tiempo polinomial.

A continuacién se reducird 3DM a PARTICION. Sean X,Y y Z tres conjuntos finitos
disjuntos de igual cardinalidad ¢, y sea W C X x Y x Z correspondientes a una instancia
arbitraria de 3DM. Se denotardn los elementos de cada conjunto como sigue:

X ={z1,22,...,24}
Y :{ylvaa .. '7yq}
Z ={z1,22,...,24}

W ={wy,we, ..., wr}

donde k = |W/|. El objetivo para completar la prueba serd construir un conjunto A y una
funcién s : A — Z™, tal que A contenga un subconjunto A’ satisfaciendo :

Zs(a): Z s(a)

acA’ acA—A'

si y solo si W contiene una correspondencia.

El conjunto A contendrd k 4 2 elementos en total y se construirda en dos pasos. Los
primeros k elementos de A son {a; : 1 < i < k}, donde a; estd asociado con la terna
w; € W. La funcién s se concretara dando su representacion en binario, en términos de
una cadena de 0's y 1’s divididos en 3¢ “zonas” de p = [logy(k + 1)] bits cada una. De
nuevo, cada una de estas zonas estd identificada por un elemento de X UY U Z, como se
muestra en la figura 2.16.

T1,X2,...,Tyq yl,yg,...,yq Zl,ZQ,...,Zq

Figura 2.16: Etiquetado de las 3¢ zonas, cada una de las cuales contiene p = logy(k + 1)
bits de la representacién en binario de s(a), usado para reducir 3DM a PARTICION.
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La representacion de s(a;) depende de la terna w; = (2 £(;), Yg(i)> 2n(i)) € W (donde f, gy
h son funciones de los subindices de los w;). Esta tiene un 1 en el bit més a la derecha de las
zonas identificada con x (), Yg(i) ¥ 2nzi), ¥ 0's es las demds posiciones. Equivalentemente,
esto se puede escribir como:

s(a;) = 2PBa=1(@) 4 gp(2a=9(0) 4 gpla—h()

Como para expresar s(a;) en binario se usan a lo mas 3pq bits, s(a;) puede ser construido
en tiempo polinomial dada una instancia de 3DM.

Lo que se debe tener en cuenta de esta parte de la construccién es que si sumamos
todas las entradas de cualquier zona sobre todos los elementos {a; : 1 < i < k}, el total
nunca superard k = 2P — 1. Por lo tanto, al sumar ), 4 s(a) para cualquier subconjunto
A" C {a; : 1 <i <k}, no habrad ninguna llevada de una zona a la siguiente. Se sigue que

si hacemos
3q—1

B=) 2w
=0

(el cual es un nimero cuya representaciéon en binario tiene un 1 en el lugar més a la derecha
de cada zona), entonces cualquier subconjunto A" C {a; : 1 <i < k} satisfard

Z s(a) =B

acA’

si y solo si M = {a; : a; € A’} es una correspondencia para W. El tltimo paso de la
construccién describe los dos ltimos elementos de A. Estos serdn denotados como by y
ba, s actia sobre ellos de la siguiente manera:

s(bn) = 2<i§;s<ai)> B

s(bs) = <gs(ai)) +B

Como ambos pueden ser escritos en binario con no mas de 3pqg + 1 bits, se pueden
construir en tiempo polinomial dada una instancia de 3DM.

Sea A’ C A tal que
Z s(a) = Z s(a)

acA’ acA—A’

Se tiene que las dos sumas valen 2 Zle s(a;) y uno de los dos conjuntos, A’ 0 A — A’,
contiene a b; pero no a by. Se sigue que los elementos restantes del conjunto forman un
subconjunto de {a; : 1 <i < k} cuya suma al aplicarle s vale B, y por tanto este subcon-
junto es una correspondencia de W. Reciprocamente, si M C W es una correspondencia,
entonces el conjunto {b;} U{a; : w; € M} forma el conjunto A’ buscado en la instancia de
PARTICION. Se concluye que 3DM <,, PARTICION.

O
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2.5— Problemas adicionales: Métodos para probar la NP-
completitud de un problema

Las técnicas usadas para probar la NP-completitud de un problema son tan variadas
como la cantidad de problemas N P-completos existentes. Sin embargo, en muchos casos
es util saber alguna de estas tres reglas: restricciéon, reemplazamiento local o disefio de
componentes.

En esta seccién, se explicard como se usan en las demostraciones las técnicas anteriores
y se daran algunos ejemplos. Mientras que en algunas ocasiones varias de estas reglas
aparecen en algin paso de la demostracién, en otras, puede que ninguna sea valida a la
hora de afrontar el problema. Por lo tanto, esto no da una clasificacién de los problemas
N P-completos, simplemente es una ayuda para detectarlos.

En el transcurso de las siguientes secciones se omitird probar que los problemas perte-
necen a NP con el motivo de aligerar las demostraciones. Los algoritmos para ver si un
problema estda en NP son similares al de los problemas tratados anteriormente asi que en
este caso no se parard a mostrarlos explicitamente.

2.5.1. Restriccion

Las pruebas por restricciones suelen ser las mas simples y, aun asi, las mas usadas.
Dado IT € NP, una prueba de NP-completitud por restriccion consiste en demostrar que
IT contiene un problema NP-completo II' como caso particular. El groso de esta prueba
estd en dar las restricciones adecuadas a las instancias de II para que el problema resultante
sea equivalente a ITI'. No es necesario que los dos problemas sean idénticos, sino que exista
una correspondencia uno a uno entre sus instancias que respete las respuestas “si” y “no”.

El problema RECUBRIMIENTO EXACTO POR CONJUNTO DE TRES constituye un ejemplo
de este tipo. El problema dice lo siguiente:

Cubrimiento exacto por conjunto de tres (X3C)

INSTANCIA: Un conjunto finito X tal que |X| = 3¢ con ¢ € N y una colecciéon C de
subconjuntos de X de tres elementos.

PREGUNTA: ;Contiene C' un subconjunto que recubra exactamente a X, es decir, existe
C’ C C tal que cada elemento de X aparece unicamente en un elemento de C'?

Teorema 2.12. X3C es NP-completo.

Demostracion. Se probara la NP-completitud del problema reduciendo 3DM a X3C. Para
ello solo hay que darse cuenta que toda instancia de 3DM puede ser vista como una de X3C
considerandola como un subconjunto conjunto no ordenado de XUY UZ, es decir, las ternas
de W pasan a ser subconjuntos de C' (figura 2.17). De esta forma las correspondencias
de la instancias de 3DM se identifican uno a uno con los conjuntos recubridores de tres

elementos como podemos ver en la figura 2.18.
O

Otro de los problemas en los que se aplica este método es en PLANIFICACION DE MUL-
TIPROCESADORES. Este problema consiste en estudiar, dados un conjunto de tareas con
una determinada duracién, un conjunto de procesadores y un tiempo limite, si es posible
distribuir las tareas entre los distintos procesadores de manera que todas se finalicen antes
del tiempo establecido.
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Figura 2.17: Transformacién de una instancia de 3DM a una instancia de X3C. X XY x Z
pasa ser X UY U Z y las ternas del conjunto W se convierten en los subconjuntos de tres
elementos de C.

Figura 2.18: Solucién del problema. Se observa que la respuesta “si ” para 3DM se mantiene
para X3C.

Planificacién de multiprocesadores

INSTANCIA: un conjunto finito A de tareas, una funcién d : A — N que indica la duracién
de la tarea, m € N procesadores, y D un tiempo limite.

PREGUNTA: ;Existe un particion A = A3 U Ao U ... U A,, de A en m subconjuntos
disjuntos tal que

max{Zd(a):lgigm}gp?

aEAi

Teorema 2.13. PLANIFICACION DE MULTIPROCESADORES es NP-completo.

Demostracién. Para probar que PLANIFICACION DE MULTIPROCESADORES es NP-completo
bastar darse cuenta de que si restringimos el problema instancias en las que m = 2 y

1 .
D= 5 Z d(a) se obtiene el problema PARTICION que es NP-completo.

acA
]

Como se ha podido observar en este tipo de pruebas la dificultad no recae en la prueba si
no en saber el problema N P-completo al que se restringira. Muchos de los problemas que
aparecen en la practica no son méas que una version mas completa de algin problema ya
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conocido. Por esta razén es importante saber reconocerlos y aplicar el método de restriccion
para probar su N P-completitud.

2.5.2. Reemplazamiento Local

En las pruebas por reemplazamiento local las reducciones son mas elaboradas que en
el método anterior. La técnica consiste en tomar elementos basicos de un problema N P-
completo conocido y sustituir cada uno de ellos por una estructura distinta. En la reduccion
de SAT a 3SAT se us6 este método; se dividieron los distintos tipos de clausulas de SAT en
grupos y cada uno de ellos pasé a ser un tipo de conjunto de clausulas que se correspondia
con las instancias de 3SAT. La clave es ver que cada reemplazamiento estd formado tini-
camente por una modificacion local de la estructura, es decir, son independientes unos de
otros en cada estructura.

El problema PARTICION EN TRIANGULOS constituye un ejemplo de este tipo.

Particion en triangulos

INSTANCIA: un grafo G = (F,v), con |V| = 3¢ donde ¢ € N.

PrREGUNTA: jExiste un particién de V en ¢ subconjuntos disjuntos de vértices tal que,
para cada V; = {v;[1], vij2), vif3) }, 1as tres aristas {v;j1), vijg}, {vip), viiz)} v {vig)» v} per-
tenezcan a E7

Teorema 2.14. PARTICION EN TRIANGULOS es NP-completo.

Demostracién. Para probar la NP-completitud de PARTICION EN TRIANGULOS se dard
una reduccién de X3C a PARTICION EN TRIANGULOS. Sea X un conjunto con |X| = 3¢
y una coleccién de conjuntos de tres elementos C' una instancia de X3C. La meta serd
construir un grafo G = (V, E), con |V| = 3¢, tal que la particién buscada para G exista
si y solo si C' contiene un recubrimiento exacto.

Los elementos bésicos de una instancia X3C son los elementos de C, los subconjuntos
de 3 elementos de X. El reemplazamiento local sustituird cada subconjunto ¢; = {xz;, y;, z; }
con ¢; € C, por las 18 aristas de F; como se muestra en la figura 2.19.

Por lo tanto, G = (V, E) se define como:

c|
V=XU|J{alj) 1< <9}

|C

E=|]JE
i=1

Se observa que los tnico vértices que puede aparecer en varias E; simultdneamente son
los que pertenecen a X. Ademés, |V| = |X|+ 9|C| = 3¢ + 9|C|, luego ¢’ = ¢ + 3|C|. Por
otra parte, |E| = 18|C/|, por lo tanto las instancia de PARTICION EN TRIANGULOS se puede
construir en tiempo polinomial.

Si c1,¢2,...,¢q son los elementos de un recubrimiento exacto C' de X, entonces la co-
rrespondiente particion V =V, U Vo U---UVy de V es la dada por la unién de:

{ai[1], a;[2], 2;}, {ai[4], ai[5], yi}, {ai[7], as[8], 2}, {ai[3], a;[6], a;[9]}
de los vértices de F; si ¢; = {z;,y;, z;} estd en el recubrimiento exacto, y tomando:

{ai1], ai[2], ai[3]}, {ai[4], a[5], ai[6]}, {a:[7], ai[8], a:[9]}
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a;[3)p adi[9]

ai [6

a; [1] aj; [2] 473 [4] a; [5] (473 [7} a; [8}

T Yi 2

Figura 2.19: Reemplazamiento local de ¢; = {z;, y;, z;} € C para reducir X3C a PARTICION
EN TRIANGULOS.

si ¢; no estd en el recubrimiento. Esto garantiza que cada elemento de X esté incluido en
exactamente uno de los subconjuntos de 3 vértices de la particion.

Reciprocamente, si V = V3 U Vo U--- U Vy es una particiéon de G en tridngulos, el
recubrimiento exacto de X se obtiene tomando los ¢; cumpliendo que {a;[3], a;[6], a;[9]} =
V; para algin j con 1 < j <¢.

O

2.5.3. Diseno de componentes

La ultima técnica que se expone es la que se usé en problemas como VERTEX COVER,
3DM y CicLo HAMILTONIANO. La idea principal consiste en disefiar ciertas componentes
que pueden ser combinadas para formar instancias del problema N P-completo conocido.
En los tres ejemplos anteriores, hay dos tipos de componentes basicas, unas se encargan
de tomar decisiones (por ejemplo, seleccionar vértices o asignar valores de verdad a las
variables), mientras otras se encargan de testear propiedades (por ejemplo,comprobar que
cada arista estd cubierta o cada cldusula se satisface). Estas componentes se unen a los
testeadores de propiedades y estos comprueban si las elecciones cumplen las restricciones
requeridas. La interaccién entre componentes ocurre tanto durante las conexiones (como
en las aristas que comunican las componentes de establecimiento de verdad con las de
testeo de satisfaccién en la reduccién de 3SAT a VC) como en las restricciones globales
(como en la cota K en la reduccién de 3SAT a VC, la cual, junto a la estructura de las
componente asegura que cada componente de establecimiento de verdad contiene exacta-
mente un vértice del recubrimiento y cada componente de testeo de satisfaccién contiene
exactamente dos vértices del recubrimiento).

En general, cualquier prueba en la que las instancias construidas puedan verse como
un conjunto de componentes, cada de las cuales desempena una funcién especifica en
la instancia, se puede considerar un prueba por diseno de componentes. La prueba del
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Teorema de Cook es un ejemplo de esto, donde cada uno de los seis grupos de clausulas
es un tipo de componente.



CAPiTULO 3

Aplicaciones de la NP-completitud y fronteras entre las clase P
y NP

Como se ha visto en los anteriores capitulos podemos identificar P con los problemas que
poseen un algoritmo “eficiente” para su resolucién, mientras que los de NP son aquellos
que dada una solucidn, es factible comprobar si esta es correcta o no. A priori, parece que
hallar la solucién a un problema es mas costoso que comprobar si una solucién es o no
correcta. Por ello la comunidad cientifica se inclina por pensar que P # N P.

En este capitulo se expondra cuales son algunos de los enfoques para demostrar que
P # NP. Aqui es donde juegan un papel esencial los problemas NP-completos, pues si se
encuentra que existe un problema N P-completo que no esté en P entonces P # N P.

En la busqueda de un algoritmo para la resoluciéon de un nuevo problema de N P pueden
darse dos alternativas. La primera de ella es que a simple vista se tenga un algoritmo
determinista en tiempo polinomial para su resolucion; en este caso el esfuerzo se centrara
en optimizar los métodos y obtener el mejor algoritmo posible. La otra opcién es que no
se encuentre un algoritmo determinista evidente; aqui el groso del trabajo sera ver si el
problema es o no N P-completo.

En otros muchos casos, ninguna de las dos opciones serd facil. Esto ocurre por que si
P # NP existen problemas intermedios, es decir, que no pertenecen ni a P ni son N P-
completos. En la tercera seccién del presente capitulo, se verd que este resultado es cierto
si se asume que P # N P exponiendo un problema de este tipo.

En otras ocasiones, en el estudio de la complejidad de un problema aparece la duda de
qué ocurriria si se imponen restricciones a las instancias de un problema obteniendo asi
un subproblema. En este caso la intuicién puede jugar una mala pasada pues no siempre
al restringir un problema N P-completo sigue siéndolo. En la tabla 3.1 se exhiben algunos
problemas N P-completos y su versiones en P. Estudiar estos problemas ayuda a entender
la frontera entre ambas clases.

La primera seccién de este capitulo versard sobre este tema, se expondran algunos
problemas de cada tipo y se verd como se puede estudiar la frontera entre P y NP. Para
concluir el capitulo, se expondran las consecuencias tedricas y practicas que tendrian las
dos posibles soluciones al problema, es decir P # NP o P = NP.

47
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P NP-completo

Camino mas corto Camino mas largo

entre dos vértices entre dos vértices

INSTANCIA: grafo G = (V, E) una longitud | INSTANCIA: grafo G = (V, E) una longitud
d para cada e € F, dos vértices d para cada e € F, dos vértices

a,b € V y un entero positivo B. a,b € V y un entero positivo B.
PREGUNTA: ;Existe un camino entre a y b | Pregunta: ;Existe un camino entre a y b
en G de longitud menor o igual que B? en G de longitud mayor o igual que B?
Edge cover Vertex cover

INSTANCIA: grafo G = (V, E) un entero INSTANCIA: grafo G = (V, E) un entero
positivo K. positivo K.

PREGUNTA: jExiste E' C E con |E'| < K | PREGUNTA: jExiste V' C V con |[V'| < K
tal que para cada v € V existe e € £’ tal que para cada e € F existe v € V'
con v € e? conv € e?

Planificacién de entrada Planificacién de salida

INSTANCIA: T un conjunto de tareas de INSTANCIA: T un conjunto de tareas de
duracién unitaria, un plazo d(t) para duracién unitaria, un plazo d(t) para
todo t € T', un orden parcial < en T tal todo t € T, un orden parcial < en T tal
que cada tarea tiene a lo mas un que cada tarea tiene a lo méas un
sucesor, y un entero positivo m. predecesor, y un entero positivo m.
PREGUNTA: ;Puede ser T planificada en PREGUNTA: jPuede ser T planificada en
m procesadores que respeten el orden m procesadores que respeten el orden
parcial y cumplan todos los plazos? parcial y cumplan todos los plazos?

Tabla 3.1: Pareja de problemas similares, se observa como al realizar un cambio en la
pregunta la clase del problema pasa de ser P a N P-completo.

3.1— Analisis de subproblemas

Si efectivamente P # N P, existird una frontera entre los problemas de P y los pro-
blemas N P-completos. El estudio de esta frontera se lleva a cabo mediante el andlisis de
subproblemas. El objetivo de esta seccion es, partiendo de un problema N P-completo,
ver cuales son las restricciones sobre las instancias que hacen que el problema deje de ser
N P-completo o pase a P, y estudiar ese “salto” entre las dos clase de complejidad. Para
ello se definird lo que es un subproblema y se expondran un par de ejemplos.

Sea II un problema de decisién del cual se quiere probar su NP-completitud. Posible-
mente se haya llegado a este problema partiendo otro mas sofisticado habiendo despreciado
ciertas restricciones o obviado detalles lo que puede provocar que el problema se pueda
resolver en tiempo polinomial. Si no, también cabe la posibilidad de que sigan existiendo
otros casos especificos en los que el problema pueda ser tratable. Estos casos se clasifican
con el analisis de subproblemas.

Como se describié en los preliminares los problemas de decisién constan de dos partes:
un dominio D de que es el conjunto de todas las posibles instancias y un conjunto Y
que contiene todas las instancias con respuesta “si”. Se define como subproblema de un
problema IT = (D,Y) como aquel problema II" = (D', Y’) cumpliendo D" C D e Y/ =
Y N D’'. Es decir, II' responde igual que II a las preguntas pero tiene en cuenta solo un
subconjunto de instancias.
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Por lo tanto en un subproblema de un problema dado se imponen restricciones a las
instancias permitidas del original. En problemas de teoria de grafos un ejemplo de res-
triccion seria imponer que los grafos que intervienen sean planares, bipartitos, aciclicos, o
combinaciones de estas. Para problemas que traten con conjuntos se impone restricciones
en el tamano de los conjuntos o en el nimero de veces que puede aparecer un elemento.
De todos estos tipos de subproblemas, se eligen los que nos sean més convenientes segin
el proposito.

Aparentemente, al tratar con un subproblema de un problema N P-completo no se sabe
cual su complejidad. Asumiendo que P # NP, los subproblemas de un problema N P-
completo pueden ser vistos como una escalera entre la intratabilidad y la resolucién en
tiempo polinomial.

En realidad, es mds preciso pensar que existe, en un momento determinado una frontera
entre aquellos subproblemas que estan en P con aquellos que se conoce que son N P-
completos. La frontera esta formada por los subproblemas cuya clasificacién es desconocida
a dia de hoy. En la figura 3.1 se representa una posible vista del conocimiento actual de
los limites entre P y los problemas N P-completos. Cada vez que se determina la clase de
complejidad de un subproblema abierto se estrecha la frontera, moviendo la linea hacia la
clase de complejidad a la que se determina la pertenencia.

Problemas
NP-completos

Frontera (problemas
abiertos)

Problemas en P

Figura 3.1: Posible imagen de la frontera entre P y NP. Una flecha desde I1; a Ils significa
que II; es subproblema de Ils.

Para una mejor comprensién del asunto se mostraran algunos problemas y subproble-
mas, y se verd donde estd el “salto” de una clase de complejidad a otra.

El primer ejemplo serd el problema de PROGRAMACION RESTRINGIDA POR PRECEDEN-
TES que es una versién del problema PLANIFICACION DE MULTIPROCESADORES donde
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algunas tareas para poder ser completadas necesitan de la finalizacién de otras:

Programaciéon restringida por Precedentes

INSTANCIA: Un conjunto T de tareas (de igual duracién, se puede suponer d(t) = 1 para
todo t € T'), un orden parcial < en 7', un nimero m de procesadores, y un plazo D € N.

PREGUNTA:; Existe una programacién o : T — {1,2,..., D} tal que, para cada i €
{1,2,...,D}, {t €T | o(t) = i}| < my cumpliendo o(t) < o(t') si t <t'?

Este problema es el que un estudiante tiene que resolver en su primer ano en una
universidad en la que cada curso se ofertara cada cuatrimestre y no hubiera solapamiento
de horas entre los cursos elegidos. De un conjunto 1" de asignaturas debe elegir como
méaximo m de ellas de forma que le de tiempo a acabar el grado menos de D cuatrimestres.
Ademsds, algunas de las asignaturas precisan de los conocimientos de otras, se dice que
t < t' si para cursar la asignatura t' se necesita haber cursado ¢ previamente. El objetivo
es disenar un algoritmo que nos permita en tiempo polinomial, a partir de la informacién
anterior, planificar cada cuatrimestre.

Se conoce que el problema de PROGRAMACION RESTRINGIDA POR PRECEDENTES es
N P-completo. Se puede consultar una prueba de este hecho en [19]. Por lo tanto, supo-
niendo que P # NP, seria improbable que se dé un algoritmo de planificaciéon en tiempo
polinomial. Sin embargo, restricciones razonables pueden ser aplicadas a las instancias,
como, por ejemplo, que un alumno no curse mas de 6 asignaturas por cuatrimestre, es
decir, m < 6. También puede ocurrir que un alumno haya elegido asignaturas tan variadas
que no necesiten de de prerrequisitos, luego el orden es vacio. En otras ocasiones cada
curso necesita un unica prerrequisito dando lugar a un orden parcial en forma de arbol.
En la figura 3.2 se describen los subproblemas posibles.

Cota superior
de m m<1 m<?2 m<3 m < 100 m arbitrario

m <4 <
< arbitrario
< en arbol
< vacio

Figura 3.2: Conocimiento actual del problema de PROGRAMACION RESTRINGIDA POR
PRECEDENTES.

La figura 3.2 es un ejemplo concreto 3.1, en la que vuelven a aparecer tres tipos de
problemas: los N P—completos, los P y los de la frontera. Cuando tenemos una red de
subproblemas como esta, con frecuencia es posible definir la informacién de manera més
concisa especificando el problema N P-completo “minimal” y el problema P “maximal”.

Dada una coleccién C' de subproblemas de un problema N P-completo, se dice que IT € C
es un subproblema N P-completo minimal si es N P-completo y no se conoce ningin otro
subproblema II’ de II en C. Por otra parte, se dice que un problema II € C' es mazximal si
IT estd en P y no existe ningin otro problema de C' que tenga como subproblema a Il y
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pertenezca a P. Andlogamente, se definen los problemas abiertos maximales y minimales.

En la clase de subproblemas de PROGRAMACION RESTRINGIDA POR PRECEDENTES
ilustrada en la figura 3.2 , los dos que cumplen “< arbitrario, m < 2” y “< en arbol, m
arbitrario” son maximales resolubles en tiempo polinomial. El problema general es en si
minimal N P-completo. El problema abierto minimal es el dado por < arbitrario, m < 3”
y no existe problema abierto maximal porque < arbitrario, m < J” estéd abierto para todo
lo enteros J < 3.

Por esto, a la hora de investigar la frontera, puede ser muy ttil tratar tanto con los
problemas que tienen mas pinta de estar en P como con aquellos que pueden ser N P-
completos. Tomando como punto de partida los subproblemas que obviamente se pueden
resolver en tiempo polinomial y aquellos cuya N P-completitud se siga directamente del
problema general, se puede gradualmente aumentar el conjunto de instancias permitidas
para los primeros y las restricciones a los segundos. A diferencia de analizar un problema
fijo, cuando se pasa de la bisqueda de algoritmo polinomiales a probar N P-completitud,
también se cambia de un problema maés restringido a uno més relajado.

Como se ha visto en el transcurso del trabajo los problemas de teoria de grafos tienen
un gran importancia en el estudio de la N P-completitud. Esta seccién concluird con otro
de estos problemas que ejemplificard lo que hemos visto en el parrafo anterior.

3-Colorabilidad

INSTANCIA: un grafo G = (V, E). PREGUNTA:;Es G 3-coloreable, es decir, existe una
funcién f: V — {1,2,3} tal que f(u) # f(v) si {u,v} € E?

El problema constituye, a su vez, un subproblema de K—COLORABILIDAD en la cual
la funcién f toma valores en {1,2,...,K}. En la referencia [17] estd probada su N P-
completitud. A continuacién se impondran restricciones y se estudiaran otros subproble-
mas.

La primera restriccion que se considera es la de acotar el grado de los vértices. La ma-
yoria de los problemas de teoria de grafos pasan a estar en P cuando se restringe a 2 es
grado de los vértices. Por ejemplo, bajo esa restricciéon los problema CicLo HAMILTO-
NIANO, VERTEX COVER y 3—COLORABILIDAD pasan trivialmente a poder ser resueltos en
tiempo polinomial. Aparece la pregunta: ;Cudl es la restriccion més fuerte que podemos
imponer al grado de los vértices para que el subproblema siga siendo N P-completo?

El problema CLIQUE es uno de los ejemplos para los que no existe una cota que preser-
ve la N P-completitud. Sea D la cota para el grado, cualquier clique del grafo no puede
contener més de D + 1 vértices. Por lo tanto, podemos buscar los cliques examinando los
subconjuntos de D + 1 o menos elementos, y el nimero de subconjuntos esta polinomial-
mente acotado pues D es una constante fija.

Para muchos otros problemas de teoria de grafos hay restricciones en el grado para las
que los problemas siguen siendo N P-completos. La tabla 3.2 muestra algunos de estos
problemas.

En P para D < N P-completo para D >

VERTEX COVER 2 3
CicLo HAMILTONIANO 2 3
3-COLORABILIDAD 2 4

Tabla 3.2: Clasificacién de problemas de teoria de grados en funcion del grado de D de
sus vértices.
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La N P-completitud de los problemas de la derecha de la tabla puede ser probada por
reemplazamiento local de manera similar. Para ejemplificarlo se usard 3—COLORABILIDAD.

Teorema 3.1. 3—COLORABILIDAD con vértices de grado menor o igual que 4 es NP-
completo.

Demostracion. Como el problema general estd en NP este también lo estard. Sea G =
(V, E) una instancia del problema general. Se construird otro grafo G’ = (V', E’) cuyos
vértices tengan grado menor o igual que 4 y que sea 3-coloreable si y solo si G es 3-
coloreable, obteniendo asi la reduccién deseada.

La sustitucién realizada se basa en un grafo de 8 vértices Hs que se ilustra en la figura
3.3a, que tiene 3 salidas, etiquetadas por 1,2 y 3 en la figura. Para k > 4, el vértice de
k-salida se sustituye por Hj formado al unir Hy_; con una copia de Hs cuya primera
salida coincide con la la salida k — 1 de Hj_1. Los vértices de salida de Hj tienen grado
dos. Las salidas originales de H;_; mantienen las mismas etiquetas, uniendo un Hs en el
vértice de salida k — 1 y convirtiendo la tercera salida de Hj3 en la salida k. En la figura
3.3b se muestra la construccion de Hs, es decir, el grafo que sustituye a los vértices de

grado 5.

(a) Grafo Hs. ) Grafo que sustituye a un vértice de grado 5.

Figura 3.3

De la construccién se deducen los siguiente resultados:

1. Hj, tiene 7(k — 2) + 1 vértices, incluyendo los k vértices de salida etiquetados.
2. Ningun vértice de Hj tiene grado mayor que 4.

3. Los vértices de salida de Hj, tienen grado 2.

4. Hj admite una 3-coloracién pero no una 2-coloracién que, ademas, asigna el mismo
color a los vértices de salida.

Sea vy, v, ..., v, los vértices del grafo G de grado mayor que 4. Se construye la siguiente
sucesién de grafos:

G =Gy, G1,Ga,y...,G. =G’

por la siguiente recurrencia. Sea d el grado de v; en G,;_1 y sean {u1, v; }, {ug, vi}, ..., {ug, v}
la aristas incidentes en v;. Para forma G;, se elimina de G;_1 el vértice v;, se intercambia
por una copia de Hy y la arista {u;j,v;} se reemplaza por una arista que une u; con el
vértice de salida j de Hy.
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Por construccion y por las deducciones anteriores Gy con 1 < k < r tiene r — k vértices
de grado mayor que 4 y G}, es 3-coloreable si y solo si G lo es. Por lo tanto, G, = G’ es el

grafo buscado.
O

Aunque, gran variedad de sustitucion de vértices pueden ser aplicadas a los distintos
subproblemas de teoria de grafos, este ejemplo da una idea de como proceder con los
demas.

3.2— 2SAT esta en P

Anteriormente, se estudié la NP-completitud del problema SAT. Después se vio como
con una reduccién adecuada 3SAT también es NP-completo. Sin embargo, cuando se
restringe a dos el tamano de las clausulas, pasando asi a 2SAT, resulta un problema
perteneciente a la clase P. 2SAT ofrece un interesante caso de donde se establecen las
posibles fronteras entre P y NP.

El propésito de esta seccién es probar que 2SAT estd en P. Para ello se probard, en
primer lugar, que el problema CAMINO es tratable y, posteriormente, se da dard una
reduccién polinomial de CAMINO a 2SAT que estd inspirada en la que aparece en [11].

Camino

INSTANCIA: Sean G = (V, E) un grafo dirigido y s y ¢ dos nodos.

PREGUNTA: ;Existe un camino entre s y t?

En un primer intento de la biisqueda de un algoritmo para CAMINO se podria pensar en
recorrer todos los posibles caminos. Si el grafo tiene n vértices por cada vértice se podrian
tener n opciones a seguir, lo que da una complejidad de n™. En la prueba del teorema 3.2
se obtiene un algoritmo mas sofisticado que permite probar que CAMINO estd en P.

Teorema 3.2. CAMINO estd en P.

Demostracion. Sean G = (V, E) un grafo dirigido, y s y t dos nodos, se tiene que decidir
si existe o no un camino entre s y t. El algoritmo utilizard las colas, una estructura de
datos en la cual se permiten afiadir elementos al final de la cola y eliminar elementos del
principio. El algoritmo sigue los siguientes pasos:

1. Marca el nodo s y se anade a la cola.
2. Mientras la cola no esté vacia:

a) Elimina el primer nodo y de la cola.

b) Para toda arista (y,u) tal que u no estd marcado, marca u y anade u al final
de la cola.

3. Aceptar si t estd marcado.

El algoritmo es correcto pues si ¢ estd marcado quiere decir que hay un camino desde s
a t. Se estudia ahora la complejidad en tiempo del algoritmo. La cola puede ser usada pues
anadir y eliminar elementos de la misma ocupa tiempo constante. Cada nodo se anade
como maximo una vez a la cola. Por lo tanto, una cota superior para el tiempo de ejecucion
es la dada por la suma sobre todos los nodos y del tiempo requerido para comprobar los
nodos adyacentes a y. Si el grafo G tiene n vértices y m aristas, y estd dado en términos
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de su matriz de adyacencia, se tiene una cota de O(n?) y si G esta dado por su lista de
adyacencia, se obtiene una cota de O(n+m), pues cada arista solo se comprueba una vez.

En ambos casos la complejidad es polinomial, como se queria demostrar.
O

Teorema 3.3. 2SAT estd en P

Demostracion. Se reducird 2SAT a CAMINO. Sean U = {uy, ug, ..., Uy} un conjunto finito
de variables booleanas y C una coleccién de clausulas de dos literales cada una. A partir
de esta instancia, se construird el siguiente grafo dirigido:

e Por cada variable u; con 1 < j < m se anaden a G dos vértices, uno correspondiente
a uj y, otro, a u;.

e Por cada cldusula {z1,z2}, se anaden a G las aristas (71, 22) y (T2, z1).

Estas tdltimas aristas hacen el papel de implicaciones légicas. Por ejemplo, considérese
la cldusula {u7,us} y se supone que la asignacién de verdad t estable que t(u;) = T.
Como es necesario que al menos uno de los dos literales de la cldusula sea verdadero, esto
implicaria que t(u2) = V. En la figura 3.4 se muestra un ejemplo.

Figura 3.4: Grafo obtenido a partir de C' = {{uy, us}, {uz, us}, {u1,us}, {ue, us}}.

Seguidamente, se mostrard que C' no es satisfactible si y solo si para algin 1 < j < m
existe en G un camino de u; a u; y de u; a u;

(<) Por reduccién al absurdo, se supone que existe un camino de u; a u; y de u; a @j. Si
t(uj) =T, entonces t(u;) = 0, entonces debe existir una arista (x1,22) en el camino
desde u; a wj tal que t(x1) = T y t(xe) = F. Esto implica que {Z1,z2} es una
clausula de C' que no es satisfecha por t. Para el caso t(u;) = F, se razona de forma
analoga.
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(=) Se construird un método para encontrar una asignacién de verdad satisfactible para
C dando valores de verdad a los vértices de GG. Reiteradamente, para cada vértice x
que no tiene valor asignado y tal que no existe un camino de x a T, se le asigna el
valor T' a x y a los vértices a los que se puede llegar desde x; y se le asigna F' a *
v a la negacion de vértices a los que se puede llegar desde x, es decir, a los que se
puede llegar desde 7.

En primer lugar, se comprueba que el proceso de construccion estd bien definido. Si
algiin camino desde = a dos vértices y y ¥, entonces por simetria de G habria un
camino de y y ¥ a T, asi que habria un camino de x a T, contradiciendo la hipétesis.
Por lo tanto los valores de verdad se asignan de forma consistente. Ademas, si hay
un camino de = a un vértice y que ha sido asignado con F', por ejemplo, como se
puede llegar a y desde x, x debe haber sido asignado con F'.

Como se ha asumido que para cada variable u;, no hay ningtin camino de %; a u; ni
de u; a uj, todas las u; tendran un valor de verdad asignado. Como la asignacion de
verdad se produce de tal manera que cada vez que aparezca la arista (x,y), o bien a
y se le asigna T o a x se le asigna F, la asignacién satisface C.

Una vez hecho esto, se puede finalizar aplicando el algoritmo de CAMINO a cada par u;
y Uy, lo cual se completa en tiempo polinomial.
O

3.3— Implicaciones de P#NP: Existencia de problemas NP-
intermedios

Muchos de los problemas de NP que han sido estudiados en las dltimas décadas han
resultado ser, sorprendentemente, NP-completos. Esté fenémeno sugiere la siguiente con-
jetura: “Todo problema de NP es NP-completo”.

En esta seccidn, se mostrara que, bajo la asuncién de que P # N P, la conjetura anterior
es falsa, es decir existe un lenguaje de NP — P que no es NP-completo. Este resultado es
conocido como “Teorema de Ladner”. Esta demostracién estd tomada de [1].

Teorema 3.4. Si P # NP, entonces existe un lenguaje L € NP — P que no es NP-
completo.

Demostracion. En esta prueba se usard un esquema de codificacién cuyo alfabeto de en-
trada es ¥ = {0,1}.

Si P # NP, se conoce al menos un lenguaje que pertenece a NP — P; el lenguaje
asociado al problema de decisién SAT, Lgar.

Para cada H : N — N | se define un lenguage SAT; que contiene a todos los conjuntos
de clausulas con n cldusulas con n(™ 1’s concatenados, esto es:

nH )

SATy = {p0(1)""" ;€ SAT y n = [y}

Se define una funcién H : N — N concreta como sigue: H(n) es el menor nimero
i < loglog(n) tal que para todo = € {0,1}* con |x| < logn, M; devuelve SATy () en i|z|*
pasos.(M; es la maquina que corresponde a la expansién binaria de i, y SATy(z) =1siy
solo si x € SATy). Si no existe tal ¢ entonces H(n) = loglogn.
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H estd bien definida pues H(n) determina la pertenencia a SATy de cadenas cuya
longitud es mayor que n, y la definicién de H(n) depende tnicamente de comprobar el
estado de las cadenas de longitud a los més log(n).

Se afirma que SATy € P siy solo si H(n) = O(1)(es decir, existe C > 0 tal que
H(n) < C para todo n). Ademds, si SATy ¢ P entonces H(n) tiende a infinito cuando n
tiende a infinito

Demostracion de la afirmacion:

(=) Sea M una maquina que resuelve SATy en cn® pasos como méaximo. Como M
estd representada por infinitas cadenas, debe existir i > ¢ tal que M = M;'. La
definicién de H(n) implica que para n > 2% debe ocurrir que H(n) < i. Por lo
tanto, H(n) = O(1).

(<) Si H(n) = O(1) entonces H solo puede tomar una cantidad finita de valores, y por lo
tanto, existe un i tal que H(n) = i para infinitos n. Pero esto implica que la maquina
de Turing M; resuelve SAT en tiempo in’: de lo contrario, si habria una entrada
x en la que M; no diera la respuesta correcta en bajo esa cota de tiempo, para todo
n > 2%l se tendrfa que H(n) # i. Esto se mantiene si H(n) < C para infinitos n,
probando asi el ademés de la afirmacion.

Usando la afirmacién se probara que si P # NP entonces SAT no estd ni en P ni es
NP completo:

e Si SATy € P, entonces la afirmacién nos dice que H(n) < C para alguna constante
C > 0, esto implica que SAT gy es simplemente SAT con una cantidad polinomial de
1’s concatenados. Pero entonces un algoritmo polinomial para SAT g podria usarse
para resolver SAT en tiempo polinomial, implicando P = NP, lo que contradice la
hipdtesis.

e Si SATy fuera N P-completo existiria una reducciéon de SATy a SAT en tiempo
polinomial O(n?) para cierto i. Como SATy ¢ P, por la afirmacién anterior se tiene
que H(n) tiende a infinito cuando n tiende a infinito. Como la reduccién se completa
en tiempo O(n'), para n suficientemente grande debe hacer corresponder instancias
de tamafo n con instancias de SATy de tamafio menor que n’(™. Por lo tanto,
para férmulas suficientemente grandes ¢, la reduccion f las envia en cadenas del
tipo @Z)O(l)”HM> donde ¥ es menor que un factor polinomial adecuado, por ejemplo,
¥/n. Pero la existencia de dicha reduccion lleva a un algoritmo polinomial para SAT,
contradiciendo que P # NP.

O

3.4— Implicaciones de P=NP

Las anteriores secciones de este capitulo ponen su esfuerzo en probar que P # N P. Pero,
lque ocurriria si P = N P? En esta seccién se desarrollaran algunas de las implicaciones
tedricas y practicas de P = N P, para asi poder mostrar la importancia del problema.

El hecho de que P = NP es una posibilidad, pero en la practica no se cuenta con
algoritmos polinomiales para problemas N P-completos. Se va suponer que estos algoritmos
si existen y se conocen, y se vera que ocurre al hacer uso de ellos.

LM; es la MTND asociada el leguage codificado por i.
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Uno de los avances mas notables se produciria en el campo de la optimizacién pues
muchos de sus problemas son N P-completos. Esto tendria un impacto significativo en la
eficiencia de la sociedad, desde el transporte hasta la produccién de bienes. El transporte
de personas y mercancias se optimizaria para ser mas rapido y econémico, y los fabricantes
podrian mejorar su producciéon para aumentar la velocidad y reducir el desperdicio. La
inteligencia artificial avanzaria a paso agigantados gracias a la cantidad de problemas de
la teoria de grafos que podrian ser resueltos en tiempo polinomial.

Por contra, un problema surgiria en la ciberseguridad actual pues cualquier esquema de
encriptacién tendria un algoritmo de decodificacién trivial, lo que significaria la falta de
privacidad en el &mbito digital. No existirian sistemas de dinero digital, SSL, RSA o PGP.

Si se verifica la igualdad, se podrian encontrar demostraciones légicas cortas para los
teoremas matematicos: se podria encontrar la teorfa més simple que explique un conjunto
de datos experimentales o informacién disponible. Esto se basaria en el principio de la Na-
vaja de Occam, que postula que la explicacién mas simple es probablemente la correcta.
Stephen Cook afirmé que si se encontrara un algoritmo eficiente para resolver problemas
N P-completos las matematicas cambiarian drasticamente pues permitiria a los ordenado-
res dar pruebas a teoremas de longitud razonables, pues las pruebas se pueden comprobar
en tiempo polinomial, generalmente.

En resumen, el mundo actual cambiaria drasticamente y habria que comenzar a pen-
sar en nuevas técnicas que permitan tanto tomar ventaja de este problema: encontrar
soluciones eficientes para antiguos problemas N P-completos y ponerlas en practica; como
defendernos de los posibles perjuicios: buscar nuevos sistemas de ciberseguridad.

3.5— Otros enfoques para demostrar P#NP

Como bien se ha mencionado a lo largo del capitulo, la comunidad cientifica se inclina
por pensar que P # NP, no solo por la cantidad de problemas de los que no se puede
hallar un algoritmo eficiente, sino por la Utopia tedrica que plantearia. Para concluir el
capitulo, se mostraran diferentes maneras de las que se ha tratado probar P #% NP y han
fallado en el intento. En [5] se pueden encontrar mas detalles sobre este tema.

Diagonalizacién

Este método responde a la pregunta de si puede encontrar un lenguaje L concreto
de forma que todo algoritmo polinomial fallara al computar L en alguna entrada. Este
planteamiento se conoce como diagonalizacién y tiene sus inicios en el siglo XIX. La
diagonalizacion es la técnica que en 1874 Cantor usé para demostrar que nos nimero
reales no son numerables. La diagonalizacién permitié a Cantor[4], dada un conjunto de
numero reales numerable, construir otro que no estuviera en la lista.

Turing, en su famoso articulo sobre computacién [18], usa una estrategia parecida para
demostrar que el problema de la Parada no es computable. En los sesenta los cientificos de
teoria de la complejidad utilizaron la diagonalizacién para probar que si se contaba mas
tiempo y mas memoria se podian resolver més problemas. ;Por qué no usar la diagonali-
zacién pa separar NP de P?

La diagonalizacion requiere de simulacién y en la actualidad no se comprende como
una maquina no determinista fija puede simular una maquina determinista arbitraria.
Ademds una prueba por diagonalizacion tiende a relativizarse, es decir, que funcionaria
incluso si todas las méquinas involucradas tienen acceso a la misma informacién adicional
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o recursos. Baker, Gill y Solovay, en su trabajo citado [2], demostraron que ninguna prueba
relativizable puede resolver el problema P vs NP en ninguna direccién.

Aun asi, la diagonalizacién se ha usado para probar que no pueden existir algoritmos
por debajo de cierta complejidad en tiempo y en espacio para SAT, aunque esto dista
mucho de probar que P # NP.

Complejidad de férmulas Booleanas

Para probar que P # NP es suficiente con hallar un problema N P-completo que no
pueda ser resuelto con féormulas Booleanas con AND, OR o NOT relativamente limitas (el
numero de operadores 1dgicos estd acotado por una cierta constante fija).

En 1984, Furst, Saxe y Sipser [6] demostraron que las férmulas limitadas no pueden
resolver la funcién de paridad si las formulas tienen un ntmero fijo de capas de operadores.
En 1985, Razborov [13] mostré que el problema N P-completo CLIQUE no tiene este tipo de
férmulas si solo se permiten operadores AND y OR (sin el operador NOT). Si se extiende
el resultado de Razborov a circuitos generales, se habra demostrado que P es distinto de
NP.

Razborov probé més tarde que sus técnicas fallarian si se permitia operadores NOT [14].
Razborov y Rudich [15] desarrollaron una nocién de“pruebas naturales” y presentaron
evidencia de que estas técnicas no podrian avanzar mucho més.

Complejidad de demostraciones

Una tautologia no es mas que una férmula booleana que se satisface para cualquier
asignacién de verdad de sus variables.

Existe un método llamado resolucion que constituye un enfoque estdndar para probar
tautologias , mediante la busqueda de clausulas de cierto formato y agregando nuevas
clausulas. Si se pudiera demostrar que las tautologias no tienen pruebas “cortas’, eso
implicaria que P es distinto de N P.

En 1985, Haken [8] demostré que las tautologias que codifican el principio del palomar
(si hay méas palomas que agujeros, entonces algin agujero tiene més de una paloma) no
tienen pruebas de resolucién cortas.

Desde entonces, los tedricos han demostrado debilidades similares en otros sistemas de
demostraciones, como el de planos de corte, sistemas de prueba algebraicos basados en
polinomios y versiones restringidas de pruebas utilizando los axiomas de Frege.

Para probar que P es distinto de IV P, se necesitaria demostrar que las tautologias no
tienen pruebas cortas en un sistema de pruebas arbitrario. Incluso un resultado importante
que muestre que las tautologias no tienen pruebas generales de Frege cortas no seria
suficiente para separar NP de P.
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Conclusiones y ampliaciones futuras

A lo largo de este proyecto se ha dado una primera introduccién al mundo de la N P-
completitud asi como al problema del milenio P vs NP, ademéds de haber visto su im-
portancia en las matematicas y las ciencias de la computacién habiendo conseguido ser
uno de los siete Problemas del Milenio que se remuneran con 1000000$. A continuacién,
se aportaran conclusiones y ampliaciones futuras.

Primeramente, se han expuestos resultados de gran relevancia como el Teorema de Cook
que consigue reducir toda maquina de Turing no determinista a un problema de légica
Booleana, SAT. También se han explicado, algunas reducciones entre los problemas N P-
completos clasicos de manera visual para facilitar su entendimiento. Esto ha confirmado la
dificultad del resolver problemas N P-completos y la aparente inexistencia de un algoritmo
eficiente para ello.

La Teoria de la Complejidad Computacional es un campo de estudio relativamente
moderno que tuvo su inicio a mediados del siglo pasado con el desarrollo de las compu-
tadoras. Esto quiere decir que sus conceptos y su metodologia estan en pleno desarrollo.
De hecho, el gran Richard M. Karp[21], cientifico en esta rama que ha proporcionado nu-
merosas aportaciones a la misma, afirma que si algin dia se resuelve este problema sera
con conceptos que todavia no han sido planteados en la actualidad.

4.1- Ampliaciones futuras

Debido a que la resolucién del problema P vs NP tendria implicaciones significativas
en areas tan diversas como la criptografia, la inteligencia artificial, la optimizacién y la
verificacion de software. Es fundamental continuar investigando y abordando el problema
P vs NP en busca de nuevas soluciones y avances en la teoria de la computacién.

Sin embargo, el campo de la teoria de la complejidad es mucho més amplio que Unica-
mente el problema P vs NP. Por ejemplo, las computadoras constan con una memoria
limitada, luego es importante que los algoritmos ocupen el menor espacio posible. De esta
y otra inquietudes surge el concepto de complejidad en espacio. Por otra parte, las clases
de complejidad no tienen por qué ser solo polinomiales sino que también existen algoritmos
de otras complejidades como exponenciales o logaritmicas, una imagen de esto puede verse
en [9] donde aparecen todas las clases de complejidad y relaciones entre ellas, algunas de
ellas probadas y otras conjeturadas.
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Por otra parte, el modelo de computacién usado en el trabajo es la maquina de Tu-
ring. ;Qué ocurriria si se considerara otro modelo? jAyudaria a proporcionar esas nuevas
herramientas de las que se hablaban antes? De momento, esta preguntas siguen abiertas.

No obstante, si se estd trabajando con nuevos modelos. Por ejemplo, se han aprovechado
los conceptos fisicos tales como la superposicion cuantica, la cual acerca a un paralelismo
masivo, en la década de los 90, Peter Shor [16] presenté algoritmos cudnticos para factorizar
nameros y resolver el problema del logaritmo discreto, problemas que se usan como base
para muchos protocolos criptograficos en las computadoras clasicas. Sin embargo, no se
espera que la factorizacién o el logaritmo discreto sean problemas NP-completos, ni que la
computacion cudntica sea capaz de resolver problemas como CLIQUE o VERTEX COVER
en tiempo polinomial.

Otro de los modelos que intenta huir de la computacién convencional es la compu-
tacién natural, basada en modelos bioinspirados, entre estos destaca la computacién de
membrana[22]. Esta se basa en el funcionamiento de los organismos vivos replicando pro-
cesos como la produccién de energia, la sintesis de proteinas o los procesos metabdlicos
para general todo tipo de modelos. La ventaja de este tipo de computacion es que las
tareas se llevan a cabo paralelamente entre todos los miembros otorgando asi una mayor
potencia computacional al modelo. Este tipo de computacién estd comenzando a hacerse
camino entre disciplinas como la biologia, las ciencias de la computacién y la lingiiistica.

En dltima instancia, el problema P vs N P sigue siendo uno de los desafios més apasio-
nantes y enigméticos en la teoria de la computacién. Con un enfoque constante y colabora-
tivo, se podra avanzar hacia una comprensiéon mas profunda de esta cuestién fundamental
y desbloquear nuevas fronteras en las ciencias de la computacién.
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