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Abstract

This paper deals with the study of Banach’s, Brouwer’s and Schauder’s fixed point
theorems and their applications. We will see how to apply these results to linear and
nonlinear equations, to systems of equations, to initial value problems and to integral
equations. In particular, we will look at some of the better known applications such as the
Implicit Function Theorem, the Picard-Lindelof Theorem for the case of the Banach Point
Theorem, the Fundamental of Algebra Theorem for the case of the Brouwer Fixed Point

Theorem and Peano’s Theorem for the case of the Schauder Fixed Point Theorem.

Resumen

Este trabajo trata sobre el estudio de los Teoremas de punto fijo de Banach, de Brouwer y de
Schauder y sus aplicaciones. Veremos como aplicar estos resultados a ecuaciones lineales y
no lineales, a sistemas de ecuaciones, a problemas de valor inicial y a ecuaciones integrales.
En particular presentaremos unas aplicaciones clésicas, el Teorema de la Funcién Implicita,
el Teorema de Picard-Lindelof para el caso del Teorema del punto de Banach, el Teorema
Fundamental del Algebra para el caso del Teorema del punto fijo de Brouwer y el Teorema

de Peano para el caso del Teorema del punto fijo de Schauder.
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Introduccion

Este trabajo estudia los principios fundamentales de la teoria de punto fijo. Para ello segui-
remos los Capitulos 1 y 2 del libro de Zeidler [1].

Comenzaremos considerando una aplicacién, T: A — B C A, y una ecuacién

y=T(®) (1)

tal que toda solucién x de la ecuacién se llama punto fijo de T. Los teoremas de punto fijo
garantizan la existencia de solucién de una ecuacién escrita como (1).
Cada ecuacién de la forma F(x) = 0 donde F es una funcién real, o mas generalmente una

funcién en un espacio de Banach, puede escribirse como la ecuacién de punto fijo:
x=x+F(x),

o de otras muchas formas.

Por lo tanto, los teoremas de punto fijo constituyen una herramienta importante para de-
mostrar la existencia de soluciones de ecuaciones.

Los tres teoremas de punto fijo siguientes, de importancia fundamental, son los que presen-

tamos en este trabajo:
(a) Teorema del punto fijo de Banach
(b) Teorema del punto fijo de Brouwer
(c) Teorema del punto fijo de Schauder

Los teoremas (a) y (b) son unas generalizaciones de dos conocidos métodos de demostracion

para el problema de valor inicial

Si f es continua, (2) es equivalente a la ecuacién integral
t
x(t)=yo+ | flsx(s))ds (3)
to
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El teorema de Picard-Lindelof garantiza la existencia y la unicidad de solucién si f(t,y)
es continua y localmente Lipschitziana respecto a la segunda variable. Si es f solamente
continua, entonces el teorema de Peano garantiza la existencia de solucién de (2), pero no
podemos decir nada sobre la unicidad de la solucién. La construccién de soluciones aproxi-
madas son una aplicacion del Teorema del punto fijo de Banach.

Para demostrar estos dos teoremas de una manera funcional-analitica, escribimos (3) como

una ecuacién de operador no lineal,
x=Tx, xeMCX, (4)

en un espacio de funciones X adecuado. Buscamos una solucién de (4), es decir, un punto

fijo de T en M. Como veremos en los Capfitulos 1 y 2, se cumplen las siguientes relaciones:

Teorema del punto fijo de Banach = Teorema del punto fijo de Picard-Lindelof

Teorema del punto fijo de Schauder — Teorema de Peano

El significado intuitivo de estos dos teoremas de punto fijo esta contenido en estas dos figu-

ras.

4
14+
1|.
b+ T
a_—
; s .
a x* b 1
(a) Teorema del punto fijo de Banach (b) Teorema del punto fijo de Shauder

Para que los teoremas de punto fijo sean aplicables, es crucial una estructura que garantice

que una determinada bola alrededor del origen se aplica en si misma.

El Teorema del punto fijo de Banach puede aplicarse a aplicaciones T que sean diferencia-
bles 0, més generalmente, continuamente Lipschitzianas, con tal de que sean contractivas.

Proporciona tanto la conclusiéon de unicidad como un método constructivo para determinar
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la solucién, llamado método de aproximaciones sucesivas.

El Teorema del punto fijo de Schauder requiere la continuidad, y en los casos de espacios de
dimension infinita, la compacidad de la aplicacién T.
No proporciona ninguna conclusién de unicidad en general, ni un método para construir

una solucién.

Siempre que apliquemos teoremas de punto fijo a ecuaciones de la forma x = Tx, debemos
tener cuidado de que no haya soluciones triviales, digamos x = 0, a mano. De lo contrario, la
conclusién de existencia del teorema del punto fijo no aporta ninguna informacién nueva.
En el caso de una solucién trivial, necesitamos conclusiones sobre la existencia de varios

puntos fijos.

En el Capitulo 1 estudiamos el Teorema del punto de Banach y sus aplicaciones.
Este Teorema dice que:

Supongamos que:
(i) T es un operador T : M C X — M, es decir, de M en si mismo;
(i) M es un conjunto cerrado no vacio en un espacio métrico completo (X, d);

(iii) T es k-contractiva, es decir,

d(Tx, Ty) <kd(x,p)
para todo x,y € M y para k fijo, 0 <k <1.
Entonces se tiene:

(a) Existencia y unicidad: La ecuacion x = Tx con x € M, tiene exactamente una solucion, es

decir, T tiene exactamente un punto fijo en M;

(b) Convergencia de la iteracion: La sucesion {x,} de aproximaciones sucesivas dada por
Xpp1 = Txy, conxge Myn=0,1,2,... converge a la solucion, x, para una eleccion arbitraria

del punto inicial xo en M;

(c) Estimaciones del error: Para todo n =0,1,2,... tenemos la estimacion del error a priori
d(x,, x) < kM1 —k) " d(xg,x1),
y la estimacion del error a posteriori

d(xn+1lx) < k(l - k)_ld(xn'xn+1);
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d) Tasa de convergencia: Para todo n =0, 1, 2,... tenemos que
g q
d(xXpe1,x) < kd(x,, x),
v, haciendo el proceso n-veces,

d(x,,x) < k"d(xg, x).

Este teorema tiene un gran importancia ya que estudia la existencia y la unicidad de la so-
lucién de la ecuacidn, la estabilidad de la solucién, la existencia de un método iterativo,
las estimaciones del error y el orden de convergencia. Ademas, tiene importantes aplica-
ciones dentro de las matematicas, nosotros vamos a estudiar en este trabajo como se puede
aplicar el Teorema del punto fijo de Banach a ecuaciones lineales y no lineales, a proble-
mas de valor inicial, en este caso estudiaremos en profundidad la aplicacién el Teorema
de Picard-Lidenof y sus corolarios y al Teorema de la Funcién Implicita. Veremos también

coémo aplicarlo a ecuaciones con operadores lineales.

En el Capitulo 2 estudiamos los Teoremas de punto fijo de Brouwer y de Schauder.

En primer lugar, el Teorema del punto fijo de Brouwer nos dice que:

Supongamos que M es un subconjunto no vacio, convexo y compacto de RN, donde N > 1, y que
f M — M es una aplicacion continua. Entonces f tiene un punto fijo.

También vamos a dar unos resultados equivalentes de este teorema. Las aplicaciones que
vamos a ver serdn la existencia de solucién para sistemas de ecuaciones, y el Teorema Fun-

damental del Algebra.

En segundo lugar, generalizamos el Teorema del punto fijo de Brouwer para espacios de
Banach de dimension infinita. Esto se consigue con el Teorema del punto fijo de Schauder:
Sea M un subconjunto no vacio, cerrado, acotado y convexo de un B-espacio X, y supongamos que
T :M — M es un operador compacto. Entonces T tiene un punto fijo.

Este teorema lo aplicaremos a problemas de valor inicial, y obtendremos el Teorema de
Peano, a existencia de solucién de ecuaciones integrales y sistemas de ecuaciones integrales,

a ecuaciones diferenciales y sistemas de inecuaciones.
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Capitulo 1

Teorema del punto fijo de Banach y

meétodos iterativos

Este capitulo sirve de introduccién a los métodos iterativos de gran importancia para la ma-
temdtica numérica moderna. Hemos seguido la referencia [1]. El teorema del punto fijo de
Banach es el principal instrumento tedrico para crear una visién unificada de la abundancia
de métodos practicos de iteracion. La importancia esencial de este teorema de punto fijo se

puede resumir como sigue:

(i) La convergencia de un método iterativo viene determinada por la k-contractividad de

los operadores;

(ii) La calidad de la estimacion del error depende del tamafio de la constante k < 1 de

contractividad;

(iii) Para ecuaciones con operadores lineales k-contractividad significa que la norma del

operador, més precisamente, el radio espectral es menor que 1.

Nuestra aplicaciéon inmediata del teorema del punto fijo de Banach en este capitulo y en el
siguiente serd a sistemas de ecuaciones lineales y no lineales, a ecuaciones integrales lineales
y no lineales, y a ecuaciones diferenciales ordinarias.

Un ejemplo de la importancia de los métodos iterativos la tenemos en los métodos en di-
ferencias, que constituyen un esquema de aplicacién universal, y en la practica, muy sig-
nificativo para determinar soluciones aproximadas de ecuaciones diferenciales ordinarias y
parciales. En la teorfa de reactores nucleares, por ejemplo , surgen problemas de valor limite
para ecuaciones diferenciales elipticas que conducen a sistemas de ecuaciones con 10> 0 més

incognitas. Estos grandes sistemas sélo se pueden resolver de forma iterativa.
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1.1. Teorema del punto fijo de Banach

Examinamos las condiciones en las que la ecuacién no lineal
x=Tx, xeM, (8)
puede resolverse mediante aproximaciones sucesivas
Xpe1 =Tx,, xo€M, n=0,1,2,... (9)

Recordamos las definiciones siguientes:

Definicion 1.1 Sea X un espacio métrico. Se dice que una sucesion {x,,} es de Cauchy si para
todo € > 0 existe un nj € IN tal que para todos los nimeros naturales n, m > n se verifica que

d(x,, x,) < €.

Definicién 1.2 Un espacio métrico X es completo si toda sucesién de Cauchy es convergente.

Es decir, las sucesiones de Cauchy son siempre convergentes.

Definicién 1.3 Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado y completo respecto a

la métrica derivada de su norma. Lo denotaremos por B-espacio.

Recordadas estas definiciones podemos enunciar el siguiente teorema fundamental:

Teorema 1.4 (Teorema del punto fijo de Banach (1922)). Supongamos que:
(i) T es un operador T : M C X — M, es decir, de M en si mismo;
(i1) M es un conjunto cerrado no vacio en un espacio métrico completo (X, d);

(iii) T es k-contractiva, es decir,
d(Tx, Ty) <kd(x,y) (10)

para todo x,y € M v para k fijo, 0 < k < 1.
Entonces se tiene:

(a) Existencia y unicidad: La ecuacion (8) tiene exactamente una solucion, es decir, T tiene

exactamente un punto fijo en M;

(b) Convergencia de la iteracion: La sucesion {x,} de aproximaciones sucesivas dada por (9)

converge a la solucion, x, para una eleccion arbitraria del punto inicial xy en M;

(c) Estimaciones del error: Para todo n = 0,1, 2,... tenemos la estimacion del error a priori
d(x,,x) < k™1 —k) " d(xg,x;), (11)

12



v la estimacion del error a posteriori

d(x01,%) <KL =K) (2, %,001); (12)

(d) Tasa de convergencia: Para todo n=0,1,2,... tenemos que
d(Xp41,%) < kd (xy, X). (13)
Y también obtendriamos esta desigualdad haciendo el proceso n-veces:

d(x,,x) < k"d(xg, x). (14)

En las demostraciones haremos uso de la siguiente definicién:

Definiciéon 1.5 Un operador T : M C X — X sobre un espacio métrico (X, d) se llama
k-contractivo si (10) se cumple para todo x,y € M con k fijo, 0 < k < 1. Si esto se cumple
para k = 1, T se llama no expansivo ; y si esto se cumple para k fijo, 0 < k < oo, T se llama
continuamente Lipschitziano.

Sid(Tx,Ty) <d(x,y) paratodo x,y € M con x =y, T se llama contractivo.

Para T, obviamente tenemos las siguientes implicaciones:

k-contractiva = contractiva = no expansiva = continuamente Lipschitziana.

Todo B-espacio (X, ||-||) es también un espacio métrico completo (X, d) bajo la métrica
d(x,y) = ||x—y||. En un B-espacio, (10) se convierte por tanto en ||Tx—Ty|| < k|[x—y||. Para un

operador lineal continuo T : X — X en un B-espacio X, se tiene que:
ITx—Tyl|<|IT|l-|lx—vl, paratodox,yeX (15)

Por tanto, T es continuamente Lipschitziana. Si ||T|| < 1, T es no expansivo, y si ||T|| <1, T es

k-contractivo con k = ||T]||.

Para ver que una funcién real definida en un intervalo cerrado [a,b] de R es contractiva,
tenemos que comprobar que tiene la derivada acotada por un valor menor que 1 en todo
punto del intervalo, es decir, toda funcién derivable f : [a,b] — R tal que |f’(x)| < k <1 para

todo x € [a,b] es contractiva con constante de contractividad k.
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1.4:
(I) Veamos que {x,,} es una sucesién de Cauchy. Usando (10) se tiene que :

d(xy, Xp41) = A(Txy-1, Txy) <
<kd(xy-1,%,) <
<k*d(x,_p,%p-1) < ...
.. <k"d(xg,x;), usando reiteradamente la desigualdad.

Y aplicando la desigualdad triangular reiteradamente y la férmula de la suma de una

serie geométrica se tiene

(X Xpm) < A(Xp Xp1) + A(Xppi1, Xpi2) + oo + A (X1, Xpim) <
(K" + k"™ L+ K Y d(xg, xp) =

m=1 k" — fentm
=) Kd(xox) = ———d(xo,x) <

i=n
< k™1 -k)td(xg,x;), (tomando m — oo)

Obtenemos la estimacion:

n

< _
d(xnlxn+m) 1 _ k

d(xo,x1) (16)

El miembro de la derecha en la desigualdad (16) tiende a 0 cuando n — oo, luego la
sucesion {x,} es de Cauchy.

Como X es completo, la sucesion {x,} C M converge a un elemento x € M, por ser M
cerrado.

Si tomamos limite cuando m — oo en la desigualdad (16) tenemos la estimacién de

error (11).

(II) La estimacion del error (12) se obtiene aplicando (10) y dejando m — oo en

A( Xy 1s Xppema1) S A( X1, Xpg2) + oo + A (X Xpame1) <
<(k+Kk>+ .. +k™d(x,,x,.1) <

< k(l - k)_ld(xn’ xn+1)-

(III) Veamos que el punto x es una solucién de (8). Como T es continua por (10), y puesto
que T(M) C My xy € M, tenemos que x,, € M también, para todo n. Como M es cerrado
y x, — x cuando n — oo, obtenemos que x € M. La ecuacién (9) implica que Tx = x

para n — oo.

(IV) La ecuacién (13) se deduce de d(x,,,1,x) = d(Tx,, Tx) < kd(x,,x). Aplicando reiterada-

mente esta desigualdad se tiene (14).
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(V) Unicidad de la solucién. Supongamos que x = Tx e y = Ty; entonces

d(x,y)=d(Tx,Ty) < kd(x,y) <d(x,v), lo que obliga a d(x,y) = 0, es decir, x = y.
O

Observacién 1.6 Podemos comprobar facilmente que todas las hipétesis del Teorema 1.4

son esenciales.

1.2. Dependencia continua respecto de un parametro

En muchas aplicaciones, T depende de un parametro adicional p. Entonces, (8) se sustituye
por la ecuacién

xp =Tpx,, X, €M, (17)
donde p € P.

El siguiente resultado es una consecuencia del Teorema 1.4.
Proposicion 1.7 Sean las siguientes condiciones:
(i) P es un espacio métrico, llamado espacio paramétrico.

(ii) Para cada p, el operador Tp satisface las hipotesis del Teorema 1.4, pero con k en (10) inde-

pendiente de p.

(iii) Para un pg € P fijo, y para todo x € M, limp_)po(T X) = Tpox.
Entonces, para cada p € P, (17) tiene exactamente una solucion xp, €M,y limp_m0 (xp) = Xp,-

DEMOSTRACION:

Sea x,, una solucion de (17) dada por el Teorema 1.4; entonces, por la desigualdad triangular

d(xp, xpy) = d(Tpxp, TpoXp,) <
S d(Tpxp, Tyxpy) + d(Tyxp,, Ty xp,) <

< kd(xp,%p0) + d(TyXp,, Ty Xpo),

y por lo tanto, despejando d(x,, x, ), se tiene que:

d(xp,xp,) < (1-k)~ Yd(T,x, , T, x,,) — 0 cuando p— p,,

P7Po’ “Po”"Po

por (iii). O

1.3. Laimportancia del Teorema del punto fijo de Banach

La gran importancia del Teorema 1.4 y la Proposicién 1.7 deriva del hecho de que estos teo-

remas contienen conjuntamente ocho elementos de importancia fundamental para el trata-
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miento tedrico-practico de las ecuaciones matematicas, estos son:
(A) Existencia de una solucion,
(B) Unicidad de la solucién,

(C) Estabilidad de la soluciéon bajo pequenas perturbaciones de la ecuacién (visto en la

Proposicién 1.7),
(D) Existencia de un método de aproximaciones convergentes,
(E) Estimaciones de error a priori,
(F) Estimaciones de error a posteriori,
(G) Estimaciones sobre el orden de convergencia,
(H) Estabilidad del método de aproximacion.

Con (H) queremos decir que un cambio en el elemento inicial x; no cambia el valor limite
de la iteracién, mientras que x, pertenezca a M. No todo punto fijo tiene la propiedad de
que un proceso iterativo iniciado en sus proximidades converja a este punto fijo. Méas bien,
algunos puntos fijos atraen y otros repelen. Para las matemdticas numéricas, la importancia
de la estabilidad para un método iterativo reside en el hecho de que el elemento inicial sélo
puede introducirse en el ordenador con una precisién limitada. Por tanto, los métodos ite-
rativos que conducen a valores limites diferentes cuando se produce un ligero cambio en el
valor inicial son numéricamente inestables y, por tanto, inttiles.

Las estimaciones del error se dividen en estimacidén a priori y a posteriori. Una estimacién a
priori proporciona una estimacion del error antes de realizar cualquier cdlculo. Una estima-
cién a posteriori proporciona una estimacion del error mientras se esta realizando el calculo.
La estimacién del error a priori d(x,,x) < k"(1 — k)~'d(x(, Tx;) en el Teorema 1.4 permite
utilizar el conocimiento del valor inicial para determinar el numero de pasos de iteracion
necesarios para alcanzar el nivel de precisiéon deseado. La estimacién del error a posteriori
d(x,41,%x) < k(1 —k)"'d(x,,x,,1) en el Teorema 1.4 permite utilizar los valores calculados x,,
y X,41 para determinar la precisiéon de la aproximacioén x,,,;. La experiencia ensefia que las
estimaciones del error a posteriori son mas precisas que las estimaciones del error a priori.

Una ventaja importante de los métodos iterativos es que, incluso en ausencia de estimacio-
nes tedricas del error, se pueden extraer conclusiones en principio sobre la precisién de los
valores calculados aprovechando la observacion préctica de que un decimal se ha determi-
nado con precisién una vez que ya no cambia en el transcurso del cdlculo posterior.

En cuanto a la estabilidad de los métodos iterativos, otra ventaja es que es una prueba de

errores: un valor calculado incorrectamente puede aumentar el nimero de iteraciones ne-
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cesarias, pero no afecta a la convergencia del método. Supongamos que el ordenador ha
calculado incorrectamente x,, . Entonces consideramos x,,; como un nuevo valor inicial. Da-
do que el método converge para cada valor inicial en M, por el Teorema 1.4, el hecho de que
X, sea incorrecto no tendrd ninguna influencia, siempre y cuando x,, se encuentre en M.
Esto supone, por supuesto, que los valores adicionales x,, con n > n, se calculan correcta-
mente.

El Teorema 1.4 estima la tasa de convergencia mediante
d(x,41,%) <kd(x,,x)°, k<1 (18)

donde s = 1. Esto significa que, en el caso menos favorable, la precisién aumenta sélo en un
factor de k con cada iteracién (convergencia lineal). En la préctica, asi como en ciertas cues-
tiones tedricas importantes relacionadas con el Teorema de la Funciéon Implicita, uno esta
interesado en tasas de convergencias mas rapidas, con s > 1. En el Ejemplo 1.10 describimos
un método para acelerar la tasa de convergencia y lo aplicamos al método de Newton.

Al construir un método iterativo, a menudo resulta ventajoso elegir entre formulaciones
equivalentes del problema. Lo ilustraremos con varios ejemplos importantes; para empezar,
consideremos la ecuacién

g(x)=0, g una funcién real. (19)

Al transformar (19) en una ecuacién equivalente de punto fijo de la forma
x=Tx,

tenemos al menos las siguientes posibilidades:

Tx=x-g(x) (versiébn mas sencilla), (20)

Tx=x-wg(x) (relajacién lineal), (21)

Tx=x-wF(g(x)) (relajacién no lineal), (22)
Tx=x-g(x)/¢g’(x) (Método de Newton), (23)

Tx=h"'(g(x)- f(x)), donde g(x)=h(x)+f(x) (método de divisién). (24)

Aqui w denota un parametro real distinto de cero, mientras que F, f, y h son funciones ade-
cuadas con h~! denota la funcién inversa. Los métodos iterativos correspondientes derivan
de x,,.1 = Tx,,.
Por ejemplo, (21) conduce a

Xpp1 =X, —wg(x,), n=0,1,2... (25)
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Para mejorar la convergencia, con frecuencia se altera el parametro de alguna manera ade-

cuada en cada iteracion. Entonces

Xps1 =X, —w,8(x,), n=0,1,2... (26)

Veamos una aplicacién sencilla del Teorema 1.4. Consideramos la ecuacién no lineal
x=Tx, x¢€lab], (27)
junto con el método iterativo
Xpe1 = T(x,), x9€[ab], n=0,1,2,... (28)

Las soluciones x* de (27) son las intersecciones x* de la gréfica de T con la recta y = x como

representamos en la Figura 1.1.

Figura 1.1: Interseccion

Proposicién 1.8 (Solucion de (27)). Supongamos que:
(i) T :[a,b] — [a,b] es una funcion real, donde —co <a <b < oo, y
(ii) |T(x) - T(y)| < k|lx —y| para todo x,y € [a,b] y k € [0, 1).

Entonces (27) tiene exactamente una solucion x, y paran=0,1,2,... es cierto que

Ix, — x| <k"(1 —k)"Hx; —xo| (estimacién del error a priori); (29)
%01 — x| < k(1 - k)_llxn+1 —x,| (estimacién del error a posteriori); (30)
|x,41 — x| < k|x, —x| (convergencia lineal). (31)

Por lo tanto x,, — x cuando n — oo para un xy € [a, b]
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Observacién 1.9 La condicién (ii) significa geométricamente que la pendiente de la secante
en la Figura 1.1 es, en valor absoluto, menor o igual que k, para 0 <k < 1.
En particular, (ii) se cumple siempre que T sea continua en [a,b] y diferenciable en (a,b), con

|T’(x)| < k <1 para todo x € (a,b), pues en ese caso, el Teorema del valor medio implica que:

IT(x)-T()|=|T"(&)(x—y)| <k|]x—y|, paratodox,y € [a,b]

Veamos otra aplicacion:
Queremos tratar ahora como disenar un método iterativo donde la convergencia sea mas
rapida que meramente lineal, es decir, el problema de acelerar la convergencia del método.

Sea x € (a,b) una solucién de la ecuacién real
x = F(x),
y supongamos la sucesion {x,}, donde
X1 = F(xy),

y X, € (a,b) para todo 1, converge a x cuando n — co. Supongamos ademas que F es m-veces

diferenciable en [4,b] con

En este caso, el Teorema de Taylor dice que
IF(x,,) = F(x)| = [F")(&,)llxy = x|"/m!, " € (a,b).
Como x,,1 = F(x) y x = F(x), tenemos

i1 — x| < sup [E™(E)|Ix, — x|™/m. (32)
a<&<b

Si el supremo en (32) es finito, obtenemos convergencia de orden m, frente a la convergencia

(m=1)de (31).

Ejemplo 1.10 El truco del método de Newton consiste en reescribir la ecuacién f(x) =0 en la

forma equivalente

f(x)
x=F(x), donde F(x)=x- . 33
(%) () =x= 705 (33)
Entonces el método iterativo se convierte en
f(xy)
Xpil = Xp— 5 . 34
+1 f (xn) ( )

Supongamos que f’(x,) # 0 para todo n. Entonces, F’(x) = f(x)f”(x)/(f’(x))?, de modo que si
x es una solucién de f(x) = 0 con f’(x) # 0, entonces F’(x) = 0. Asi tenemos un método con

m =2 en (32), es decir, tenemos convergencia cuadratica.
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La interpretaciéon geométrica del método de Newton se muestra en la Figura 1.2(a). Para
encontrar un cero, x, se toma el valor inicial, xy, y se determina el valor funcional corres-
pondiente, f(x(). El siguiente valor iterativo , x;, es la interseccién de la recta tangente en
(x0, f(x0)) y el eje X, y asi sucesivamente.

Es tipico del método de Newton que converja muy rdpidamente si el valor inicial x; se en-
cuentra ya en las proximidades del cero. Pero la Figura 1.2(b) muestra una situacién en la
que el método oscila permanentemente y nunca converge al cero. La razén es la desafortu-

nada eleccidon del valor inicial.

X1 Xp X1 X0

(a) (b)

Figura 1.2: (a) Método de Newton

(b) Oscilacién del método

Hemos visto el caso sencillo de una ecuacién real a fin de ilustrar mejor las ideas subyacen-

tes en los métodos iterativos.

Veamos ahora cémo aplicar esta teoria a un problema de valor inicial con una ecuacién

diferencial ordinaria de primer orden.

1.4. Teorema de Picard-Lindelof

Como otra aplicacién basica del Teorema 1.4 y de la Proposicién 1.7, consideramos el pro-

blema del valor inicial
(35)

para una ecuacioén diferencial ordinaria en [ty —c, ty+c]. Geométricamente, (35) significa que
buscamos una curva que satisfaga la ecuacién diferencial y pase por (fy, p), como en la Figura

1.3, con p = py. En los puntos extremos t =ty + ¢, x’(t) debe interpretarse como la derivada
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correspondiente.

La ecuacién (35), es equivalente a la ecuacién integral siguiente
t
x(t)=p+ | f(s,x(s))ds, paratodote[ty—c,ty+c], (36)
to

si f es continua en un entorno adecuado de (g, p).

X
f Q,
/
/
Po+
| — -t

Figura 1.3: Representaciéon geométrica Teorema de Picard-Lindelof

Teorema 1.11 (Picard(1890), Lindel6f(1894)). Sean los ntimeros reales t, po y el rectangulo
Q= {(t,x) € R : |t — to| < 4, |x — po| < b}
para a,b > 0 fijos. Supongamos que f : Q, — R es continua y que

[f(t,%) = f(tL, ) < Llx=p| paratodo (t,x),(t,y) € Qy, (37)

|f(t,x)| <K, paratodo (t,x)€ Qy, (38)

donde L > 0y K > 0 son fijos.

Entonces:

(a) Existencia y unicidad. Si fijamos ¢ = min(a,b/K) y p = po, entonces la ecuacion integral
(36) tiene exactamente una solucion continua x(-) en el intervalo [ty—c,ty+c]. Esta funcion

también es la tinica solucion del problema de valor inicial (35) en [ty —c, to+c].

(b) Aproximacion sucesiva. Las aproximaciones sucesivas

t
fuall)=po+ [ flsmlhds, xlt)=po n=0,1,2..
to
convergen uniformemente en [ty —c,ty+c| a la solucion x(-).

(c) Dependencia continua de la solucién respecto de los valores iniciales. Sea [tg—d, ty+d]
con d fijo, 0 < d < ¢, elegido. Entonces la ecuacion integral (36) tiene exactamente una solu-

cion continua x,(-) en el intervalo [ty —d, to + d] para cada p en un entorno suficientemente
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pequefio de py.

Ademas, es cierto lo siguiente:
Si p — po, entonces x,(t) — x, (t) uniformemente en [ty —d, to +d|. (39)

Corolario 1.12 (Estimacién del error). Sea ||x|l; = max; _c<i<ty+clX(t)lexp(=L|t —to)).

Para k =1 —exp(—Lc) y para todo n=0,1,2,..., tenemos
= xlly < K1 = k)~ ey = xolly

-1
o1 = xlly < k(L =k)" llxpr = xally

o1 = XMl < Kllxy, — xlly

En el siguiente corolario, consideramos una situacién en la que, a diferencia del Teorema

1.11, se puede garantizar la existencia de un intervalo mayor para la solucién.

Corolario 1.13 Dados a >0y L > 0 fijo, y sea Q = {(t,x) € R® : [t —to| <a}. Si f: Q = Rees
continuo con

£ (t,%) - f(ty)| < Lix=3|  para todo (t,%), (t,) € Q,

entonces el problema de valor inicial (35) tiene exactamente una soluciéon para cada p real, en

Cl([to —a,ty+ a])

DEMOSTRACION:

Podemos reescribir la ecuaciéon integral (36) como una ecuacién de operador
x=Tyx, xeMCX, X=C([ty—cto+c]), (40)

donde C([ty — ¢, tg + c]) es el B-espacio de las funciones reales continuas en [ty —¢, g + ¢] con
la norma uniforme
llxIl = maxie(s,—c g+l x(1)];

ysea M ={x € X :||x — pyl| < b}. Con esta eleccidn, la solucion existiria en el intervalo
[to — ¢, to + c], donde ¢ < min(a, b/K,1/L). Se trata de un intervalo més pequefio que el recla-
mado por el teorema. Para obtener este tltimo, proporcionamos X con una norma nueva,
Il 1l;. Dado que

llxllexp(—Le) < l|x[ly <|lx|l, paratodoxeX, (41)

las normas son equivalentes y (X,||-||;) y (X,|-]|) son ambos B-espacios.
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DeMOSTRACION DEL TEOREMA 1.11

Probamos (a):

(I) Definimos un operador T, por T,x =y, donde
y(t) f s,x(s))ds, paratodote[ty—c,ty+c]

y comprobamos que se cumplen las condiciones del Teorema 1.4:

(I-1) M es cerrado en (X,]|-||;). Supongamos que x,, € M para todo n, es decir,
I, — poll < b para todo n, y sea ||x—x,||; = 0 cuando n — co. Entonces (41) implica

que ||x — x,|| = 0 cuando n — oo. Por lo tanto ||x — py|| < b, es decir, x € M.

(I-2) T,, asigna M en M. Porque si x € M, entonces ||x — pol| < b, y por lo tanto

|x(t) — pol < b para todo t € [ty —c, tg +c].

th(5,X(S))dS <

< max flfs, Nds <

t() c, t0+C

Por (38),

T, x— = max
|| Po p0|| te [to—C f0+C]

<  max des_cK\b.
t0

t€[t0—C,t0+C]

Luego, Tpox e M.

(I-3) T,, es k-contractivo en M. Supongamos x,y € M, es decir, [[x—pol| < b, [y —poll < b

Entonces, usando (37),

e~ Llt—tol <

t
L £(5,x(5)) — F5,p(s))ds

t
J eLlS—t0|—L|t—t0|dS
fo

<kllx-v|l;, dondek=1- e e <.

”Tpox - Tpo})”l = maxte[to—c,t0+c]

< max; Lilx -yl <

La integral se calcula por separado para t >ty y t < t.

(I-4) El Teorema 1.4 proporciona la existencia de exactamente una solucién de x = T, x,
con x € M. Esta solucién satisface (36) con p = pg, y por lo tanto también satisface

(35).

(II) Demostramos ademds que toda solucién y(-) de (36) que sea continua en [ty —c, g + ]
coincide con x(:) en (I-4). De lo contrario, y(-) tendriamos que difiere de x(:) en algtin

punto (t;,p;) (Figura 1.4). Entonces, podriamos fijar el problema de valor inicial en
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:

}—
1

t

Figura 1.4: y(-) difiere de x(-)

este punto, y los resultados anteriores indicarian la unicidad local de la solucién. Por

lo tanto, no puede producirse tal desviacion.

DEMOSTRACION DE (b) Y DEL COROLARIO 1.12:
Por el Teorema 1.4, observemos que ||x —x,|[; — 0, lo que significa la convergencia uniforme

en [tg—c,ty+c].

DEMOSTRACION DE (C):

Comprobamos las hipétesis de la Proposicién 1.7. Puesto que queremos dejar que p varie
cerca de pg, tenemos que reducir el rectangulo Q; de la Figura 1.3. Asi, sustituimos el in-
tervalo [ty — ¢, ty + c] en la definicién de X y M por [ty —d, ty +d], y hacemos b un poco mas
pequefio. Los mismos argumentos que en la demostracién de la afirmacién (a) demuestran

que

tiene exactamente una solucion x, € M para todo p en un entorno pequenio de pg, y x,(-) es

la Ginica solucién continua de (36) en [ty —d, ty+d]. Como p,, — py Yy n — oo, tenemos
T, x = Tpoxlly = lpn —pol > 0, n— oo, paratodoxe M.

Por la Proposicién 1.7 entonces, ||x,, —x, |l — 0 cuando n — co.

DEMOSTRACION DEL COROLARIO 1.13:
En la demostracion de (a), fijemos M = X = C[ty—a, ty+ a]. La solucién x € M de la ecuacién

integral (36) es continuamente diferenciable, es decir, x € C!([ty —a, ty + a]). O
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1.5. Teorema de la Funciéon Implicita

En esta seccién mostraremos el Teorema de la Funcién Implicita siguiendo la referencia [3]
de la bibliografia. Este teorema cldsico en Andlisis Funcional es otra aplicacién del Teorema

1.4.

Teorema 1.14 (Teorema de la Funcién Implicita). Sea N un entorno de un punto (a,b) € R,

Supongamos que f es una funcion continua de N en N verificando que:

1. %(x,y) existe en N y es continua en (a,b).

2 %(a,b) 20.
3. f(a,b)=0.

Entonces, existe una tinica funcion y, definida en cierto entorno suficientemente pequefio de a tal

que f(x,y0(x)) = 0 en dicho entorno.

DEMOSTRACION:

A partir de ahora, usaremos la notacién Dy = %(a,b). Denotaremos por M al conjunto de
funciones que a lo largo de la demostracién les impondremos condiciones para poder probar
la existencia y unicidad de punto fijo de la funcién T de M en M, que para cada x, viene

dada por
T2l =26 - LD
Esté claro que, si probamos que dicha funcién tiene un dnico punto fijo y, dicho punto fijo
serd la funcién que buscamos.
Consideramos el rectingulo R = [a—¢,a+¢]x[b—0,b+ 6], donde ¢ y 6 son nimeros positivos

suficientemente pequenos para los cuales

1 df 1

Dy gy YT g para oy €k
L (x,7) <15 |x| <
fo X,V > para |x| <e.

Ahora, sea C = C([a—¢,a+ ¢],IR) y tomamos
M={yeC:ya)=0, |ly-pBll <9}

donde, en este caso, 5 denota a la funcién que vale b en todo punto y la norma es la norma
infinito o de la convergencia uniforme. Claramente T es una aplicacién que lleva elementos

de M en C. Tenemos que

1
< =0.
2

1T - Bll = HDifﬂx,b)
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Para (x,y) € R, tenemos que

0 1 1 0
8_y(y_D_ff(x’y))‘ = ‘1 —D—f%f(x:y)

de lo que se sigue que, paray, z€ M,

1
<_1
2

79100~ [T2)(0)] < 3lp(0) - 200, x € la— e+ ],

Por tanto, ||Ty — Tz|| < 3lly — zl|, es decir, T es una aplicacién contractiva con constante de
contractividad k = 1/2.

Ademas, T aplica M en M ya que:
ITy =Bl <IITy -TBII+IITB - Bl <
1
<5lly -zl + 1T~ pll <

1 1
<=0+=-0=0.
2 2

Ademas, por ser M subespacio cerrado de un espacio completo, M es completo. Por el Teo-
rema 1.4, T tiene un unico punto fijo, lo que es equivalente a que existe una tnica funciéon
continua y definida en un entorno [a—¢,a+¢] de a tal que f(x,y(x)) = 0, para todo x en dicho

entorno. O

Este teorema puede ser generalizado para los casos m-dimensional e infinito dimensional.
Introduciremos la derivada de Fréchet para ello:

Sean X un espacio normado, U un abierto no vaciode X y F: U € X — R una funcién. Se
dice F es diferenciable en uy € U en el sentido de Fréchet si existe una aplicacién lineal y

continua L: X — R tal que
lim F(ug+h)—F(ug—L(h)
h—0 [|F]|

La aplicacién L se denomina diferencial en el sentido de Fréchet de F en u.

=0.

Sea f una aplicaciéon de Bx C en C, donde By C son B-espacios, Dy es la diferencial en el
sentido de Fréchet de f en (a,b). Reemplazamos la segunda condicién en el Teorema 1.14
por la existencia (Df)_l, en particular, si f estd definida en R” x IR"” con valores en R”,
interpretaremos Dy como la matriz de dimension n x n de derivadas parciales con respecto

a las n variables de IR".

1.6. Teorema principal de los métodos iterativos para ecua-

ciones con operadores lineales

A partir de esta seccién volvemos a seguir [1].

Veamos ahora importantes consecuencias del Teorema del punto fijo de Banach cuando
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nuestra ecuacién de punto fijo viene dada por un operador lineal. Esto tiene importantes
aplicaciones, por ejemplo en los métodos iterativos para resolver sistemas de ecuaciones

lineales. Queremos estudiar la ecuacién de punto fijo
x=Ax+b, xeX, (42)
y el método iterativo correspondiente
X, =Ax,_1+b, xp€X, n=1,2,.., (43)

dados el operador lineal continuo A : X — X en un B-espacio X, y el elemento b € X. Las
conclusiones que obtenemos serdn de gran importancia para los problemas lineales y tam-
bién servirdn de base para las consideraciones de estabilidad de los métodos iterativos para
ecuaciones no lineales.
Supondremos que X es un B-espacio complejo. Esto no es una restriccién, porque siempre
podemos extender el B-espacio real X al B-espacio complejo X¢. El operador lineal continuo
A: X — X estd extendido entonces a un operador lineal continuo sobre X¢.
Nuestro principal resultado en un B-espacio complejo serd que {x,,} siempre converge a una
solucién unica x de (42) si el radio espectral r(A) es menor estrictamente que 1. Recordemos
que r(A) = lim,, . (A" )" y r(A) < ||A|], y ||A]| es la norma de un operador lineal continuo,
es decir, si A: X — X lineal y continuo,

|A|| = sup M = maéx ||Ax|| = méax ||Ax]|.

w0 Xl ldi=1 lll<1

Si A es una matriz, ||Al| puede ser cualquier norma subordinada en una norma vectorial, por

ejemplo la norma fila, la norma columna o la norma espectral.

Un sistema de ecuaciones lineales
N

61 = Zaljé] + bl’ l = 1,...,N (44)

j=1
con ¢&;, ajj € C, i,j =1,..,N, puede escribirse en la forma de (42) siendo x = (&y,...,&N),
b= (by,..,by) y X = CN. El radio espectral r(A) es entonces el autovalor de médulo maximo

de la matriz compleja (a;;).

Definiciéon 1.15 La ecuacién (42) tiene un método iterativo estable siy solo si (42) tiene exac-
tamente una solucién x para cada b € X y la sucesioén {x,} converge a x a partir de un ele-
mento inicial arbitrario xy € X.

El ntimero R, = log;o(||A"||"Y") se denomina tasa media de convergencia para n iteraciones. El

namero R, = lim,_,R, se denomina tasa asintotica de convergencia.
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Veremos que R, siempre existe, y Ry, = logor(A)~! e ilustraremos la importancia de ellos

maés adelante.

Teorema 1.16 (Teorema principal para ecuaciones de operadores lineales). Supongamos que

A : X — X es un operador lineal continuo sobre un B-espacio real o complejo X.

(a) Criterio de la norma. Si ||A|| < 1, entonces (42) tiene un método iterativo estable. El inverso

(I — A)~! existe como operador lineal continuo sobre X y

[¢]

(I-A)"t= ZA". (45)

k=0
Esta serie geométrica generalizada, o serie de Neumann, converge en la norma del operador.

La tinica solucion de (42) es x = (I —A)‘lb. Paran=0,1,2,... tenemos

Il = x,.|] < [JAI"|]xq = x0ll/(I = ||A]]) (estimacién del error a priori); (46)
1 — X1 || S NA X1 = /(I =1|A]])  (estimacion del error a posteriori); (47)
llx — x| <Al ||x —x,]] (convergecia lineal). (48)

(b) Criterio del radio espectral. Supongamos que X es un B-espacio complejo y r(A) es el radio
espectral de A. Entonces la ecuacion (42) tiene un método iterativo estable para r(A) <1, y
no tiene método iterativo estable para r(A) > 1. Para r(A) <1 y x la tinica solucién de (42),

existe la estimacion del error
[l = xull < A" HIx = xoll = 107" Reflx = xoll, n=1,2,... (49)
Veamos una interpretacién de R,. Por la Definicién 1.15, R,,/R,, — 1 cuando n — oo. Sea
a(n) =1-(R,/Ry). Entonces (49) implica
[l — 2,1 < (L0120 RS [l — xl,  n=1,2,..., (50)

y a(n) — 0 cuando n — oo. Asi, para n grande, R, es una media del nimero de potencias de

10 en que se reduce el error en cada paso de la iteracion.

El Teorema 1.16 tiene multitud de aplicaciones a sistemas lineales de ecuaciones y ecua-
ciones integrales lineales. La solucidn iterativa de sistemas lineales de ecuaciones tiene una
importancia fundamental para el tratamiento practico de los diferentes métodos para ecua-

ciones diferenciales ordinarias y parciales.

Podemos mejorar los resultados del Teorema 1.16. Para ello necesitamos introducir algu-

nas definiciones topolégicas.
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Definiciéon 1.17 Sea X un espacio topolégico. Un conjunto A C X se llama diseminado si su

clausura A tiene interior vacio, es decir, int(A) = (.

Definicion 1.18 Los conjuntos de primera categoria en X son aquellos expresables como

unién numerable de conjuntos diseminados. Cualquier subconjunto de X que no sea de

primera categoria se dice que es de segunda categoria en X.

Corolario 1.19 (Versién mejorada del Teorema 1.16). Sea A : X — X un operador lineal conti-

nuo sobre un B-espacio complejo X.

(a)

(b)

(c)

Sir(A) <1, entonces {x,} en (43) converge, para cada b € X y para un valor inicial arbitrario
Xo € X, a una tinica solucion x de (42). Para cada € > 0, existe un nitmero positivo C(¢) tal
que

”x_xn” < C(&)(T’(A) + S)n”xl _XO”: n= 1121--' . (51)

Si r(A) > 1, entonces existe un punto b € X tal que {x,} diverge para xy = 0. Si denotamos
Ky el conjunto de todos los b € X para los que {x,} converge cuando xy = 0, entonces K es
de primera categoria de Baire en X. El complementario X — K es de segunda categoria de

Baire en X y es denso en X.

Sir(A) =1, y si A tiene un valor propio A € C con |A| =1 y con el correspondiente vector
propio v, entonces las dos sucesiones {x,} v {y,}, donde x, = Ax,, 1, xo =0y v, = Ay,_1,
Yo = ¥, ho pueden converger simultaneamente al mismo punto en X, es decir, (42) no tiene

un metodo iterativo estable.

Los conjuntos K de primera categoria de Baire son distintamente raros en comparacién con

Xy X —Kj. Por ejemplo, en X = IR, hay un nimero contable de puntos o lineas de primera

categoria. Asi, el Corolario 1.19 (b) dice a grandes rasgos que cuando r(A) > 1, en general

hay que contar con la divergencia del método iterativo.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1.16(a):

(I)

(IT)

Si||A|| < 1, entonces
L[+ A+ A2+ < T+ Al + AP+,

y la serie mayor es una serie geométrica convergente. Asi, la serie definida por
F(A)=I+A+A?%+.-. es absolutamente convergente en el B-espacio L(X, X). Puesto que
I =F(A)I-A)=(I-A)F(A), de aqui se deduce que F(A) = (I -A)~L.

Fijando Tx = Ax + b, tenemos
ITx—Ty|| =||Ax - Ay|| < ||All |lx—y||, paratodo x € X;
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es decir, T es k-contractiva con k = ||A||. El Teorema 1.4 implica entonces (46), (47) y

(48).
O
DEMOsSTRACION DEL CororLarIO 1.19(a): Podemos introducir normas equivalentes || - ||, en
X para cada € > 0, es decir,
m(e)llx]| <|lxlle < M(e)llx]l, para todo x € X, (52)

de modo que el correspondiente operador norma ||Al|, satisface la desigualdad
r(A) < ||Alle < 7(A) + €. Como r(A) < 1, también lo es r(A) + ¢, para ¢ suficientemente pe-
queno, y por tanto ||Al|.. Por el Teorema 1.16(a), la ecuaciéon x = Ax + b tiene exactamente
una solucién x para cada b € X, y para x, = Ax,,_; + b, tenemos
[l = xulle < NAIZL = AT ey = xolle <
<(r(A)+)"(1 = r(A) = &) Hlxy = xol-

La desigualdad (52) implica entonces (51). O

DEeMOSTRACION DEL CororarIO 1.19(b): Sea r(A) > 1. Puesto que |A"IV" — r(A) cuando
n — oo, tenemos

A" > g > 1,

de modo que ||A"|| > q" para n grande. En consecuencia, ||A"|| — co cuando n — co. Para

beKyyx,,1 =Ax,+b, xg =0, tenemos que
Xyi1 =b+Ab+A%b+---+ A", n>1.
Por la definicién de K, tenemos la convergencia de {x,}, por lo que
Xpe1 — X, = A"b — 0 cuando n — oo

para todo b € K. Si K no es de primera categoria, entonces debe ser de segunda categoria.
Por el principio de acotacién uniforme, que nos dice que:

Sean X e Y € K B-espacios. Sea A, : X — Y una aplicacion lineal y continua para todo y en
un conjunto de indices I'. Supongamos que Sup.,cr |A, x|l < 0o para todo x € M donde M es de
segunda categoria de Baire en X (por ejemplo X = M). Entonces sup,p[|A, || < oo,

tenemos entonces que sup,||A"|| < oo, contradiciendo ||A"|| = co cuando n — 0. Si K, es de

primera categoria, entonces X — K es de segunda categoria y densa en X. O

DemMosTRACION DEL CoroLarIO 1.19(c). De v, — x,, = A(y,,_1 — x,,_1) obtenemos que
Yn—Xn = An(?o _XO) = Any = Any
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Dado que [A| =1y y # 0 no podemos tener {x,} y {y,,} convergiendo al mismo punto. O

DeMosTRACION DEL TEOREMA 1.16(b). Si r(A) < 1, entonces existe un método iterativo estable

para x = Ax + b, por el Corolario 1.19(a). Combinando esto con x,, = Ax,,_; + b, obtenemos
x=x, =Ax—x,1)

y por la aplicacién repetida

x—x, =A"(x—xg),

de modo que ||x—x,|| < [|A"|| ||x —xo||. Para r(A) > 1, la ecuacién x = Ax +b no tiene un método

iterativo estable, por el Corolario 1.19(b). O

Veamos algunas aplicaciones de este teorema:

Tomamos el sistema lineal dado por

N
j=1
donde b;; # 0 para todo i, y reescribiendo en la forma equivalente tenemos que
N
él :Zal]é]—i—bl’ 1: 1,...,N, (54)

j=1
donde b; = ¢;/bj; y a;j = —b;j/b;;, para i = jy a;; = 0. El método iterativo correspondiente se

denomina método de paso total y tiene la siguiente expresion:

N
&§"V=) aye b, n=01,2.i=1,.,N. (55)

j=1

Ejemplo 1.20 (Matriz diagonal por filas o por columnas para el método del paso total). Sea
(b;j) una matriz compleja (N x N) que satisface una de las dos condiciones siguientes para

cadai=1,...,N:

N
Z Ibijl <Ibiil (suma de filas); (56)
j=1,ji
N
Z |bil < |b;;l (suma de columnas). (57)
k=1k=i

Este tipo de matrices, es decir, la matriz (b;;) de diagonal estrictamente dominante, tienen
mucha importancia porque aparecen frecuentemente cuando resolvemos por diferencias fi-

nitas ciertas ecuaciones diferenciales.
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Para un c¢; € C dado pero fijo, i = 1,...,N, la ecuacién (53) tiene exactamente una solucién
& eC,i=1,.,N,y el método iterativo (55) converge a esta soluciéon a partir de valores

iniciales arbitrarios 51-(0) eC,i=1,..,N.

DEMOSTRACION DEL Ejempro 1.20: Sea x = (&1,...,&n), b = (by,...,by), y X = CN. Entonces (54)
se convierte en la ecuacion x = Ax+b, A € L(X, X). Como normas en X elegimos |||l v || |l1,

de modo que obtenemos las siguientes normas para A, respectivamente:

N

1Alleo = maxi<ian Y laijl <1 (para (56)); (58)
j=1
N

Al = maxigjen ) laijl <1 (para (57)) (59)

i=1
El Teorema 1.16(a) establece la conclusién. Obsérvese que la convergencia con respecto a

|||, respectivamente || - ||, es equivalente a E;n) — &; cuando n — oo para todo i. O

La siguiente proposicién es de importancia general.

Proposicion 1.21 Sea A = (a;;) una matriz compleja (N x N). Entonces (54) tiene exactamente

un método iterativo estable cuando todos los valores propios A de A satisfacen que |A| < 1.

DEMOSTRACION DE LA Proposicion 1.21: El radio espectral satisface r(A) = max;|A;|, con A;
un valor propio de A. Por el Teorema 1.16(b) y el Corolario 1.19(c), la ecuacién (54) tiene

exactamente un método iterativo estable cuando r(A) < 1. O

Observacion 1.22 El Teorema 1.16(b) proporciona las estimaciones del error para el Ejem-
plo 1.20. El radio espectral es r(A) < min(||All;,||Alls). Observando que R, = log;or(A)~! y
usando (58 y 59) con a;; = —b;;/b;; para i # j, llegamos a esta conclusion:

Cuanto mayor sea la diagonal de elementos principales b;; en comparacién con los elemen-

tos restantes b;;, i # j, mayor es la tasa de convergencia asintdtica R, es decir, mds rapido

j’
converge el método iterativo.

Estudiamos ahora otra aplicacién de este teorema a ecuaciones integrales lineales.

Comencemos con la ecuacion integral lineal de Fredholm de segundo tipo,

b
x(t) = yf K(t,s)x(s)ds+ f(t), paratodote€][a,b], (60)

con el método iterativo correspondiente
b
x,(t) = yJ K(t,s)x,_1(s)ds+ f(t), n=1,2,... (61)
a
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Sea X = C([a,b],K), K=RR,C, donde X denota el B-espacio de todas las funciones continuas

x : [a,b] = K, con norma maxima ||x|| = méax,<;<p |x(t)]-

Ejemplo 1.23 Dados los puntos reales a < b, y sean las funciones continuas f : [a,b] > K,y

K :[a,b] x[a,b] — K. Establecemos

c= max |K(t,s)]
a<t,s<b

y supongamos ¢ > 0. Entonces la ecuacién (60) tiene exactamente una solucién x € X para
cada p € K con
(b—a)lplc<1,

y {x,} converge a x a partir de un valor inicial arbitrario xy € X. Por definicién de ||. ||, la

convergencia x, — x cuando n — oo, significa que converge uniformemente en [a, b].
DemosTtrACION: Escribimos (60) en la forma x = Ax+ f, x € X, donde
b
(Ax)(t) = /uf K(t,s)x(s)ds, paratodote[a,b].
a
Como K es continua, A es una aplicacién lineal de X en si mismo y ademas,

ANl = supjj<i llAx]

||[Ax|| = méx

Itx

b
yj K(t,s)x(s)ds| < |p|(b —a)cl|x]|.

Dado que se cumple la condicién ||A|| < 1 del Teorema 1.16(a), la conclusién se cumple. O

Ahora, definiremos lo que significa un operador compacto:

Definicion 1.24 Se dice que un operador T es compacto si T(By) es relativamente compacto,

donde X es un espacio de Banach.

Observacién 1.25 Cuando K = C, los resultados del Ejemplo 1.20 puede mejorarse. Llama-
remos y € C un namero caracteristico para la ecuacién integral (60) si y solo si (60) con
f(t) = 0 tiene una solucién x(t) # 0. Aceptamos ahora que el operador A : X — X es com-
pacto (esto lo veremos en el Ejemplo 2.18 del capitulo 2). Por tanto, (60) tiene a lo mas una
cantidad numerable de nimeros pyy, y,... con 0 < |p;| < |pp| < ... . Por el radio espectral de A

tenemos entonces que r(A) = |u|/|p|. Por tanto, solo necesitamos

|l < |pal,

en lugar de (b—a)|y|c < 1, para satisfacer la condicién r(A) < 1 del Teorema 1.16(b), y obtener

los resultados del Ejemplo 1.23 para p € C.
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El hecho de que esto es realmente una mejora se deduce de la relaciéon general r(A) <||A]|.

En contraste con (60), la ecuacion lineal integral de Volterra
t
x(t) = yj K(t,s)x(s)ds+ f(t), paratodote[a,b] (62)
a
con limite superior variable en la integral y con el correspondiente método iterativo

x,(t) = thK(t,s)xn_l(s)ds +f(t), n=0,1,2,., (63)

tiene una solucién para todo y € K.

Ejemplo 1.26 Sea de nuevo K =R, (respectivamente C), y X = C([a, b], K). Bajo las mismas
condiciones que en el Ejemplo 1.20, la ecuacién (62) tiene exactamente una solucién x € X

para cada p € K, y {x,} converge a x € X para cada x; € X.

DemosTtrACION: Sea K = C. El caso K = IR puede tratarse andlogamente. Escribimos (62)

como x = Ax+ f, x € X, donde

t
(Ax)(t) = yJ K(t,s)x(s)ds, paratodote [a,b].
El operador A se aplica de X en si mismo. Tenemos ||A”|| < (|u|(b —a)c)"/n!, donde c es como

en el Ejemplo 1.20. Esto es cierto porque
t
<Ipllll | ds -
a

thK(t,s)x(s)d
= [plellxl(t - a)

t
I(Azx)(t)|=|ﬂf K(t,s)(Ax)(s)ds| < |ul*c 2||x||f s—a)ds =

= |pl*c?Ixli(t - a)/2L.

|(Ax)(1)] =

%)

Haciendo el proceso reiteradamente, obtenemos

[(A"x)()] < (lple(t = a)"lIxll/n!,
y por tanto,
A" x| = maxa<r<pl(A"x)(£)] < (|ule(b — @) "||x|l/n!,

Asi encontraremos que el radio espectral r(A) = li,_,||A"||'/" = 0. Ahora la conclusién se

sigue del Teorema 1.16(b), que proporciona estimaciones del error. O

En todos estos resultados y aplicaciones que se deducen del teorema principal, el Teore-
ma del punto fijo de Banach, se garantiza la existencia, la unicidad y un método estable de
aproximacioén a la solucién. Pero, las hipotesis a cumplir por el operador pueden ser dema-

siado restrictivas. En el capitulo siguiente veremos teoremas de punto fijo menos exigentes.
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Capitulo 2

Teorema del punto fijo de Schauder y

compacidad

La demostracién del teorema del punto fijo de Banach solo utiliza las propiedades mas sen-
cillas de los espacios métricos. En cambio, la demostracién del teorema del punto fijo de
Schauder depende de un profundo resultado topolégico, a saber, que no existe ninguna apli-
cacion continua y sobreyectiva de una bola cerrada en un n-espacio que deje cada punto de la
frontera fijo (el principio de repliegue negativo). La demostracién de esta afirmacién intuiti-
vamente atractiva no es en absoluto trivial. Una vez establecido este teorema topolégico, se
deduce inmediatamente el teorema del punto fijo de Brouwer; un proceso de aproximacién
que implica el teorema del punto fijo de Schauder. Los operadores compactos desempefian
un papel fundamental en esta teoria.

Haremos una aplicacién inmediata de los teoremas del punto fijo de Brouwer y Schauder a
sistemas no lineales de ecuaciones, a sistemas de desigualdades, a ecuaciones integrales no

lineales y a ecuaciones diferenciales. Seguiremos la refencia [1]

2.1. Teorema de extension

Primero vamos a dar la definicién de cierre convexo.

Definicion 2.1 Sea X un espacio métrico, se define el cierre convexo como la interseccién de

todos los conjuntos convexos que contienen a X.
El siguiente teorema de extension lo utilizaremos frecuentemente.

Teorema 2.2 (Tietze (1915), Dugundji (1951)). Sea T : M C X — Y un operador continuo sobre

un subconjunto cerrado y no vacio M del espacio métrico (X,d) al espacio normado Y. Entonces
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T tiene una extension continua T : X — co(T(M)), siendo co(T(M)) el cierre convexo de T(M).

Ejemplo 2.3 En el caso especial de X =Ry M = [a,b], el Teorema 2.2 dice que toda funcién real

continua T : [a,b] — [c,d] puede extenderse a una funcion continua T : R — [c,d].
DEMOSTRACION:

(I) A caday € X—M le asignamos una bola abierta, Uy, con diam(Uy) < d(U,, M). Esto nos
da un recubrimiento (U,) de X — M. Para este recubrimiento, hay una particion de la
unidad,

Zf,-(x): 1, paratodoxeX-M, (63)
i€]
donde f; : X—M — [0, 1] es continua para todo i € ] y es cero fuera de Uy;) para un y(i)
adecuado, mientras que cada x € X — M tiene un entorno de V(x) tal que todo menos

un ndamero finito de f; son idénticamente cero en V/(x).

(II) Para caday € X — M elegimos un m, tal que d(m,, Uy) < 2d(M, U,) y definimos

T(x)=

= { T(x) sixeM,
Yie fi(x)T(my;))  sixe X-M.

(IIT) De (63) se deduce que T(x) C co(T(M)).
(IV) T es claramente continuo en int(M)y X — M.
(V) Demostramos que T es continua en dM. Sea x, € M. Entonces, T (xy) = T(x).

(V-1) Six € X-My fi(x) = 0, entonces por la construccién de f;, tenemos que x € U,

donde fijamos y = y(i). Aplicando la desigualdad triangular se obtiene que

d(my,x) < d(my, Uy) + diam(U,

y) < 3d(M,Uy) < 3d(xg,x),

y}
y por lo tanto
d(my,xq) < d(my,x) +d(x,x) < 4d(xq, x).

Dado que 0 < f;(x) < 1y fi(x) = 0 para d(my;), xo) > 4d(x0, x), tenemos que

IT(x)=T(xo)ll = || Y _ AT (my)) = T(xo)
i€]

<supA(x) paratodoxeX—-M.

<

Aqui, definimos el conjunto
A(x) ={lIT (myi)) = T(xo)l| : i € ], d(myiy, x0) < 4d(x0, x)}.
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(V-2) Six, € X—-M para todo ny x, = xy cuando n — oo, entonces la continuidad de T

implica que supA(x,) — 0. Por tanto T(x,) — T(xy) cuando 1 — co.

(V-3) Ahora x,, € M para todo ny x,, — x, cuando n — oo, entonces T(x,) = T(x,), por

lo que T(x,) — T(xo). Por tanto, T es continua en x, € M.

2.2. Retractos

Definiciéon 2.4 Supongamos que X es un espacio topoldgico (por ejemplo, el subconjunto
de un B-espacio), y r : X — M es una aplicacién continua con M C X. La aplicacién r se
denomina retraccion si y solo si r(x) = x para todo x € M. En ese caso, el conjunto M se

denomina retracto de X.

Una retraccion colapsa el espacio X en M continuamente, mientras que deja cada punto de

M inmévil.

Ejemplo 2.5 Sea X =RN, R >0y M = {x € X :||x|| < R}. Entonces M es un retracto de X. Una

retracciéon viene dado por la aplicacién:

X siflxl| <R,
r(x) =

Re/|lx|  sillx]l> R.

Para nosotros, la importancia de la retraccién estd en la capacidad de reducir la cuestién de
punto fijo para conjuntos complicados en una cuestién de punto fijo para subconjuntos mas

simples.
Enunciamos los siguientes principios de retraccion:

Proposiciéon 2.6 (a) Todo subconjunto cerrado y convexo M de un espacio normado X es un

retracto de X.

(b) La frontera dU(x,, R) de una bola cerrada U(x,, R) N-dimensional, con radio R>0y N > 1,

1o es un retracto de U(xg, R).

2.3. El teorema del punto fijo de Brouwer

Teorema 2.7 (Teorema del punto fijo de Brouwer (1912)). Supongamos que M es un subcon-
junto no vacio, convexo y compacto de RN, donde N > 1, y que f : M — M es una aplicacién

continua. Entonces f tiene un punto fijo.
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r(x)

Figura 2.1: Representacién geométrica Teorema 2.7(a)

DEMOSTRACION:

(I) Supongamos en primer lugar que M = B, una bola de radio R > 0, y que f es una
aplicacién sin punto fijo, de modo que f(x) # x para todo x € B. Entonces podemos
construir una retraccién r : B — dB como sigue. Para cada x, construimos la recta
que une f(x) y x, y la continuamos hasta su interseccién con dB, y sea el punto de

intersecciéon r(x), como en la Figura 2.1. Esto contradice la Proposicién 2.6(b).

(II) Para M general, elegimos una bola cerrada B que contenga a M. Por la Proposicién

2.6(a), existe una retraccién r : B— M. Luego la composicién de las aplicaciones

BLMLMQB

tiene un punto fijo x = f(r(x)) por (I). Los puntos en B— M no son fijos y para x € M,
r(x) = x, por lo que x = f(x).
a

Ejemplo 2.8 Sea f : [0,1] — [0,1] continua. Por el Teorema 2.7, la grafica de la aplicacién
f intersecta la diagonal como se ve en la Figura 2.2. Todos estos puntos de intersecciéon son
exactamente puntos fijos de f. También esta claro que los puntos fijos no tienen por qué ser

unicos.

En el ejemplo sencillo que hemos puesto no nos hace falta acudir al Teorema del punto fijo

de Brouwer general. Fijemos g(x) = f(x) —x. Entonces
g(0)>0 y g(1)<0.

Luego, por el Teorema de Bolzano, existe un punto x € [0,1] tal que g(x) = 0, es decir,

f(x)=x.
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Figura 2.2: Interseccién de f con la diagonal

2.3.1. Resultados equivalentes al Teorema de punto fijo de Brouwer

Veamos ahora algunos resultados que son aparentemente diferentes al Teorema de Brouwer,
pero que en realidad son equivalentes. Para enunciar estos resultados hemos utilizado la
referencia [4].

Empecemos por enunciar un teorema cldsico.

Teorema 2.9 (Teorema de Aproximacion polinomial de Weierstrass). Sea f una funcion de
valores reales o complejos, continua sobre el intervalo cerrado [0, 1]. Entonces, existe una sucesion

de polinomios p,, que converge cuando n — oo a f uniformemente en [0,1]. (Véase [2]).

A partir de ahora, usaremos la notacién B" y $" para representar la bola cerrada centrada
en el origen de radio la unidad y de dimension 7 y la esfera centrada en el origen de radio la

unidad y dimension n + 1 respectivamente, es decir,

B"={xeR":||x|| <1}

$" = {x e R™! :|lx|| = 1),

Teorema 2.10 El Teorema 2.7 es equivalente a que no existe un retracto continuo y diferenciable

de B" en S" 1,

DEMOSTRACION:

Supongamos que se verifica el Teorema 2.7 y que existe un retracto r : B” — $"~! continuo
y diferenciable. Tomamos r;(x) = —r(x), r; es una funcién continua de B" en B" que no tiene
puntos fijos, lo que contradice el Teorema 2.7.

Supongamos ahora que no existe ningtn retracto continuo y diferenciable de B” en $""! y

39



veamos que se verifica el Teorema 2.7. Supongamos que no se verifica el Teorema 2.7, es
decir, existe una funcién continua f de B" en B" que no tiene puntos fijos y consideramos la
linea que une x y f(x) intersecada con $"~!, lo que nos da un punto que llamaremos g(x). La
funcién x - g(x) estd bien definida y verifica que g(x) = x para todo x € $". Probaremos que
g es continua y diferenciable, para ello, la linea que une x y f(x) tiene la forma

a(x)x + (1 — a(x))f(x). Para probar la afirmacién tenemos que ver que « es continua y dife-

renciable:

(a(x)x+ (1 —a(x))f(x), alx)x+ (1 -alx)f(x)) =
= a(x)[Ix]” + 2a(x)(1 = a(x){x, f () + (1 -a@)If (I =1,

para todo x € $"7L. Por tanto a(x) es la solucién de una ecuacién cuyos coeficientes son
continuos y diferenciables, asi la solucién a(x) tiene la misma propiedad y es continua y
diferenciable. En consecuencia, el punto fijo de g existe.

Por continuidad de f en el compacto B", el Teorema 2.9 nos asegura que podemos encontrar
una sucesion {f,},cn de funciones continuas y diferenciables que convergen uniformemente
a f. Tomamos ahora {x,},cn dada por x,, = f,(x,_1). El punto al que converge dicha sucesién

serd un punto fijo de f. Contradiccién con que no se verifica el Teorema 2.7. O

Otro resultado equivalente es el Teorema de Henri Poincaré, 24 afios antes que el Teore-

ma 2.7.

Teorema 2.11 (Henri Poincaré (1886)). Sea f : B" — B" una aplicacion continua y supongamos
que para algtin r > 0 y todo A > 0, f(u)+ Au # 0 para todo u con ||u|| = r. Entonces existe un

punto ug, con ||ug|| < r, tal que f(uy) = 0.

A continuacién, enunciaremos otro Teorema equivalente muy util para las ecuaciones dife-

renciales.
Teorema 2.12 (Teorema de Poincaré-Miranda). Si denotamos por
D" ={x=(xy,...x,) €ER" :a; < x; < b;} ydada f; : D" — R continua y verificando:
Fi(X1, e Xi_1, 85, X115 00r %) = 0,
fi(x1, 0 xi21, b5, X1, %) <0,
para todo i = 1,...,n. Entonces existe un punto xy, € D" tal que f;(xog) = 0 para todoi =1,2,...,n.

DEMOSTRACION:
Veamos que es equivalente al Teorema 2.7, para ello, en primer lugar, supongamos que se ve-
rifica el Teorema 2.7 y veamos que se cumple dicho Teorema. Por ser f; una funcién continua

definida en un compacto, alcanza el méximo y el minimo en dicho compacto. Denotemos
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por m; y M; el minimo y el méaximo de f; en D" y sean 9; y o; las distancias del conjunto
de puntos de D" tales que f;(x) <0y f;(x) > 0 a los hiperplanos x; = a; y x; = b;, respectiva-
mente. Sabemos que m; < 0y que M; > 0, por tanto, podemos encontrar #n nimeros ¢; tales

que
0< &; < —61{/7711',
0< & < 6;’/Ml
Definimos asi las funciones g;(xy,...x,) = x; + &; f;(x1, ..., x,;), las cuales cumplen, si
f(x1,...,x,) =0, que
a; < X; < gi(xl,...,xn) < b;.
Si fi(xq,...,x,) > 0, tenemos
a; < x; < gi(Xl,...,Xn) < bi - 6;/4- e;M; < bi'
En el caso de f(xy,...,x,) <0, se tiene
bi = X; > gl-(xl,...,xn) > a; + éz, +&Em; > a;.
Si tomamos G =(gy,...,4,), por el Teorema 2.7 sabemos que G admite un punto fijo, es decir,
existe x = (x1,...,x,) € D" tal que G(x) = x, en particular, x; = x; + ¢; f;(x), es decir, f;(x) = 0.
Reciprocamente, supongamos ahora que se verifica el Teorema 2.12. Veamos que entonces

se cumple el Teorema 2.7. Sea f; : D" — R continua y verificando:

fiX1,e XiZ1, 85, X415 X) 2 0,
fi(x1,e0Xxi_1,bi, X415 %) <0,

Vi = 1,..,n. Entonces existe un punto xy € D" tal que fj(xg) = 0 Vi = 1,2,...,n. Tomando
g (x) = fi(x) — x;, por hipétesis sabemos que existe xy € D" tal que g;(xy) = 0, por tanto,

F=(f,..., fy) tiene un punto fijo. O

Otra forma de enunciar el Teorema 2.7 es:

Teorema 2.13 Si C es un subconjunto compacto y convexo de un espacio vectorial de dimension

finitay f : C — C es una aplicacion continua, entonces f admite al menos un punto fijo.

La demostracién es inmediata, se sigue de que todo subconjunto compacto y convexo de un
espacio vectorial de dimension finita es homeomorfo a la bola cerrada en dicha dimension

y, como tener un punto fijo se hereda topolégicamente, se obtiene el resultado.

Una de las aplicaciones importantes del Teorema 2.7 es el Teorema Fundamental del Alge-
bra, que establece que todo polinomio de grado n tiene exactamente n raices complejas.

Veamos que una de sus demostraciones es una consecuencia del Teorema 2.7:
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Teorema 2.14 (Teorema Fundamental del Algebra). Sea p(z) = ag+a,z+---+a,z" un polinomio

con coeficientes complejos. Entonces existe zy € C tal que p(zy) = 0. (Véase [4])

DEMOSTRACION: Supongamos, sin pérdida de generalidad, que a,, = 1, de no ser asi, bastaria

con dividir todos los coeficientes del polinomio entre a,,.

Fijemos z = re'?, con 0 < 0 < 27, y sea R = 2 +|ag|+--- +|a,_;|. Definimos la funcién g: C — C

dada por:
~ z—p(2)/(Re"19), si |2 < 1,
8)= { z—p(z)/(Rz"1), si|z| > 1.
Es claro que g es una funcién continua (por construccién).
Consideramos el conjunto A = {z € C : |z| < R} compacto y convexo en el plano complejo.
Veamos que es invariante por g. En efecto, dado z € A, distinguimos dos casos:
Si |z| < 1, entonces:
8(2) = |z - p(2)/Re’" V| < |z| + |p(2)/R =

=|z|+|ag+ayz+-+a, 12" +2"/R <

<1+ (lagl +layzl+--- +lay1 2" [+[2")/R <

< 1+ (lagl +|aq|+ - +lap_1|+1)/R<1+1=2<R.

Si|z| > 1, tenemos que

8(2)| = lz—p(2)/R2" | = |z = (ag + a2+ +a,_1 2" +2")/(RZ")| =
—lz—2/R—(ag+ - +a,_ 2" V/(RZ")| <
<lz=z/R|+|(ag+ -+ +a, 12" 1)/(R2"1)| <
<(R=1)+ (lag| + -+ +lay_1 2" ')/IRZ""| <
< (R=1)+lagl/IRz" | +|ay zl/|RZ" " | + -+ +|a,_ 2" H/|RZ" | =
= (R—1) +|agVIR2"" |+ a VIRZ"2|+ -+ ]a, 1 VIR| <
< (R-1)+|agl/|R| +|ay /IR + - - +|a,_1//IR| =
=(R-1)+(lagl +lay|+---+la,1])/R=R-1+(R-2)/R< R
Por tanto, A es invariante mediante g. Aplicando el Teorema 2.7 a la aplicacién ga:A—A,

se deduce que existe z; € A tal que g|4(z¢) = 20 , es decir, se satisface que p(z) = 0. O

2.4. Principio de existencia para sistemas de ecuaciones

Volvemos a seguir la referencia [1] para los siguientes resultados.
Como una aplicacién sencilla del teorema del punto fijo de Brouwer, demostraremos un

importante teorema de existencia para el sistema de ecuaciones siguiente:
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gi(x)=0, dondex=(&,...&y)eRY, i=1,.,N. (64)

Este teorema de existencia jugard un papel decisivo en la discusién del método de Galerkin

para operadores mondtonos. La clave es la condicién de contorno

N
Zgi(x)éi >0, paratodo x con ||x||=R. (65)
i=1

Proposicién 2.15 (Solucién de (65)). Sea U(0,R) = {x € RN : ||x|| < R} para R > 0 fijo v ||- || una

norma en RN . Sea gi :ﬁ(O, R) — R continua parai=1,...,N.
Si (65) se satisface, entonces (64) tiene una solucion x con ||x|| < R.

DemosTRACION: Lo hacemos por Reduccién al Absurdo. Sea g(x) = (g;(x), ..., gv(x)) y supon-

gamos que g(x) = 0 para todo x € U(0, R). Entonces definimos

f(x) =-Rg(x)/lIg(x)ll

Ahora, f es una aplicacién continua de un conjunto compacto y convexo U(0, R) en si mismo.
Por el Teorema 2.7, existe un punto fijo x = f(x), de donde ||x|| = [|f(x)|| = R. Por tanto,

f(x)=xy|lx]| = R. Ademas,
Y i) = —R gl Y lx)E =

= -Rg)l ) &7 <o,

lo que contradice (65). O

2.5. Operadores compactos

Nuestro objetivo es generalizar el Teorema del punto fijo de Brouwer a B-espacios de dimen-
sién infinita mediante un proceso de aproximacién, obteniendo asi el Teorema del punto fijo

de Schauder.

Definiciéon 2.16 Sea X e Y B-espacios, y T : D(T) € X — Y un operador. T se denomina

compacto siy solo si:
(i) T es continuo;

(ii) La aplicacién T va de conjuntos acotados en conjunto relativamente compactos.
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Los operadores compactos desempefian un papel fundamental en el Analisis Funcional no
lineal. Su importancia se debe a que muchos resultados sobre operadores continuos en R

se trasladan a B-espacios cuando se sustituye “continuo” por “compacto”.

Ejemplo 2.17 Para B-espacios de dimensién finita, los operadores continuos y compactos
son lo mismo siempre que el dominio D(T) sea cerrado. Pues si M es acotado, entonces M
es compacto, ya que dim(X) < co. Entonces f(M) es compacto, y por tanto f(M) es relativa-

mente compacto.

Los ejemplos tipicos de operadores relativamente compactos en B-espacios de dimensién
infinita son los operadores integrales con integrando suficientemente regular. Tenemos la

ecuacién de tipo Fredholm
b
(Tx)(t) = J K(t,s,x(s))ds,

y la ecuacioén de tipo Volterra

(Sx)(t) = .rK(t, s,x(s))ds paratodo t € [a,b].

Ejemplo 2.18 (Operadores integrales compactos T y S). Supongamos que tenemos una fun-
cion continua

K:[ab]x[a,b]x[-R,R] = K,
donde —co<a<b <o, 0<R<o00,y K=1IR,C. Sea
M = {x € C([a,b], K) : [|x]| < R}

donde ||x|| = méx, ;< [x(s)| v C([a, b],K) es el espacio de aplicaciones continuas x : [a,b] — K.

Entonces los operadores integrales S y T van de M en C([4, b],K) y son compactos.
Para la demostracion usaremos el siguiente teorema:

Teorema 2.19 (Teorema de Ascoli-Arzeld.) Sea G un conjunto abierto no vacio en R", el con-

junto M en C(G) es relativamente compacto si y solo si:
1. (Uniformemente acotado) sup ¢cps(sup,glf (x)]) < oo

2. (Equicontinua) Para todo € > 0 hay un 6(¢) > 0 tal que

sup|f(x)—f(y)|<e cuando x,pe€ G, v lx —y| < d(¢).
feM

Aqui, 5(¢) es independiente de x, y v f.
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DemosTRACION: Consideremos S para IK = R. Los demas casos se hacen de manera similar.

(I) El conjunto A = [a,b]x[a,b]x[-R,R] es compacto, por lo que K es acotado y uniforme-
mente continuo en A. Por tanto, existe un nimero @ de modo que |K(¢,s,x)| < «, para

todo (t,s,x) € A, y para todo ¢ > 0 existe un o(¢) > 0 tal que
|K(t1,51,%1) = K(tp, 50, %2)| < &
para todo (t;,s;,x;) en A, i = 1,2, satisfaciendo que |t] — t5] + [s1 — 55| + |x1 —x5] < O(¢).
(II) Sea z=Sxy x e M. Entonces
|2(2)] <

<(b-a)a, paratodotce€]a,b].

Jt K(t,s,x(s))ds

Ademds, para |t] — t| <min(o(¢), €), tenemos la desigualdad

1)

5]
J K(ty,s,x(s))ds — J K(ty,s,x(s))ds

a

|2(t1) = 2(£,)| =

<

Jtl K(t1,s,x(s)) — K(ty,s,x(s))ds — ftz K(ty,s,x(s))ds

<(b—a)e+t; — trla < ((b—a) + a)e.

(IIT) Las desigualdades de (II) se satisfacen uniformemente para todo z = Sx con x € M ar-

bitrario. Por el teorema de Ascoli-Arzela, el conjunto S(M) es relativamente compacto.

(IV) El operador S es continuo en M. Para ver esto, cogemos una sucesion {x,} en M con
|lx,, — x|| = 0 cuando n — oo, es decir, las funciones x,(-) converge uniformemente en

[a,b] a x(-). Fijemos z,, = Sx,, y z = Sx. Entonces

Iz =zl = méx |z(t) — z,,(t)| =

s

= max
a<st<b

t
j K(t,s,x(s))—K(t,s,x,(s))ds| >0 n— oo.

Obsérvese la continuidad uniforme de K y la convergencia uniforme de las funciones

de x,,(-) a x(-)

(III) y (IV) implican conjuntamente la compacidad de S. O

Teorema 2.20 (Teorema de aproximacién para operadores compactos). Sea X e Y B-espacios,
con M un subconjunto acotado no vacio de X. Sea T : M C X — Y un operador dado. Entonces T
es compacto si y solo si se satisface la siguiente condicion:

Para cada n € N existe un operador compacto P, : M — Y tal que

sup||T(x)-P,(x)[|<1/n y dim(spanP,(M)) < co. (66)
xeM
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En la siguiente demostracion utilizaremos esencialmente la caracterizacién de conjuntos

relativamente compactos en B-espacios por ¢ redes finitas, es decir,
M es relativamente compato < M es secuencialmente relativamente compacto <
& para todo € > 0 hay una ¢ red finita para M.
DEMOSTRACION:

(=) Sea T compacto. Entonces T(M) es relativamente compacto, por lo que para cada n

existen elementos y; € T(M), i =1,.., N tal que
min||Tx—-vy;||<1/n, paratodoxeM, (67)
1

por lo dicho anteriormente. El llamado operador de Schauder, definido por

( ) — g\il ai(x)yi
! Niai(x)

donde a;(x) = max(n~' —||Tx — y;||,0), cumple todas las propiedades requeridas: los a; son

(68)

continuos y no se anulan simultdneamente para x € M por (67), y

2ia;(x)(y; — Tx)
i ai(x)

< Y ai(x)n”! <

Y ai(x)

-1

Py — Tl = |

<n para todo x € M.
La acotaciéon de T(M) implica la acotacién de P,,(M). Dado que el conjunto P,(M) se encuen-
tra en un espacio de dimension finita, P,(M) es relativamente compacto, es decir, el operador

P, es compacto.

( & ) Supongamos que (66) es cierta. Como limite uniforme de operadores continuos, P,,

el operador T es a su vez continuo, luego por (66) tenemos que
ITx—Ty||<1/n+||Px—Py|+1/n< 3¢

para n € IN fijo suficientemente grande y |[x — y|| < o(¢). Ademds, T(M) es relativamente
compacto, ya que (66) implica que para cada n € IN, el conjunto T(M) tiene una red 2/n,
es decir, un recubrimiento finito. Obsérvese que el conjunto relativamente compacto P,(M)

tiene una red 1/n. O

2.6. Teorema del punto fijo de Schauder

Teorema 2.21 (Teorema del punto fijo de Schauder(1930)). Sea M un subconjunto no vacio,
cerrado, acotado y convexo de un B-espacio X, y supongamos que T : M — M es un operador

compacto. Entonces T tiene un punto fijo.
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Corolario 2.22 (Versién alternativa del Teorema del punto fijo de Schauder). Sea M un sub-
conjunto no vacio, compacto y convexo de un B-espacio X, y supongamos que T : M — M es un

operador continuo. Entonces T tiene un punto fijo.

El corolario es una traslaciéon directa del Teorema del punto fijo de Brouwer a los B-espacios.
La primera version (Teorema 2.21) se utiliza con mas frecuencia en aplicaciones donde M
suele ser una bola. Como todo B-espacio complejo puede considerarse también como un B-

espacio real, podemos suponer que X es real en la siguiente demostracion.

DEMOSTRACION DEL CORrOLARIO 2.22: Sea M, = co(yy,...,y,), donde y; y P, se eligen como

en (67), (68). La convexidad de M implica que
M, Cco(T(M)) C M.

Por lo tanto,

P,: M, > M,

es continua. Ademas, M,, es compacto y convexo, y M,, € RN. Aqui, identificamos span{yi, ..., vy}
con un subespacio de RN,

Por el Teorema 2.7 (Principio del punto fijo de Brouwer), existe un punto fijo
x, = P,(x,,), donde x,, € M, C M.

Dado que M es compacto, hay una subsucesién convergente, de nuevo denotada por {x,,}, tal

que x,, — x cuando n — oo. Este x es el punto fijo deseado, pues

”xn - Tx” < ”ann - Txn” + ”Txn - TX”,
y el lado derecho desaparece cuando n — oo, por (66), luego x = Tx. O
DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.21: Sea A = co(T(M)). Entonces A C M y el conjunto A es
compacto y convexo (debido al Teorema de Mazur que nos dice que :
Si M es relativamente compacto en un B-espacio X, entonces el cierre convexo co(M) es relativa-

mente compacto y el cerrado co(M) es compacto).

Ademids, T(A) C A. Por tanto, la restriccién
T:-A—>A

tiene un punto fijo, por el Corolario 2.22, y este punto fijo es automaticamente un punto fijo

de T en M. O
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2.7. Teorema de Peano

De forma paralela a la Seccién 1.4, consideramos el problema del valor inicial

{x%ﬂ=fﬁmu»

(69)
x(to) = Yo

Comparando con el Teorema de Picard-Lindelon (Teorema 1.11), aqui f es meramente con-

tinua.

Teorema 2.23 (Peano (1890)). Dados los nitmeros reales t( e v, v el rectangulo
Q= {(t,%) € R? : |t~ to| < a, [x ~ yol < b},
donde a y b son nitmeros positivos fijos. Supongamos que f : Q, — R es continua y acotada con
|f(t,x)| < K paratodo (t,x) € Qp,

y K > 0 fijo. Sea ¢ = min(a, K/b).
Entonces el problema del valor inicial (69) tiene una solucion continuamente diferenciable en

[to—c, tg +c].

DemosTRACION: Como en la demostracidon del Teorema 1.11, sustituimos primero (69) por

la ecuacién integral
t
M0 =v+ | flsx(ods,
to
y a continuacién, lo escribimos como la ecuacién del operador

x=Tx, xeMCX,

donde X = C([tg— ¢, to+cl), M = [x € X : ot = yoll < b, y llxll = méxs, c<raey e ().
El conjunto M es cerrado y acotado en X. Como en la demostraciéon del Teorema 1.11, en
(I-2), se deduce que T(M) C M. El operador T es compacto por el Ejemplo 2.18. Ahora, el

Teorema 2.21 implica la existencia de una solucién x = Tx, x € M. O

2.8. Ecuaciones integrales con parametros pequenos

Estudiamos la ecuacién integral no lineal

b b
x(t):yj F(t,s,x(s))ds+J G(t,s,x(s))ds + ag(t). (70)

Queremos utilizar los teoremas del punto fijo de Banach y de Schauder para establecer la

existencia de soluciones cuando se cumplan las siguientes condiciones:
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(i) py a son pardmetros pequenios reales;
(ii) El término no lineal sin pardmetros es de orden superior a 1 en x (véase (71)).

Proposicién 2.24 (Solucién de (70)). Dado un conjunto
Q={(t,s,x)e R3:a<ts< b,|x| <1},

donde a, b, ry son nitmeros positivos fijos. Supongamos que hay funciones continuas F,G: Q — R

yg:[ab] >R, con
|G(t,s,x)| <K|x|” en Q parap>1yK>O0 fijos. (71)
(a) Entonces existen los ntimeros pg, ay > 0, de modo que la ecuacion (70) tiene una solucion
para p fijo con |u| < po, v a fijo con |a| < ay.

(b) Si F y G tienen las primeras derivadas parciales continuas respecto de x tales que
Gy(t,5,0)=0 para todo (t,s,0) € Q, (72)

entonces existen niimeros py, g, ¥ > 0, de modo que para p fijo con |u| < po, v a fijo
con |a| < ag, (70) tiene exactamente una solucion x(-) en [a,b] que es continua y tiene
MéXe[qp) X (£) < 7.

Esta solucion puede obtenerse mediante aproximaciones sucesivas en (70) a partir del ele-

mento inicial xq(t) = 0.
DEMOSTRACION:
(a) Elegimos X = C([a,b]) con norma méxima [|x|| = maxeq p)|x(¢)] y
M={xeX:|x||<r}
Escribimos (70) como una ecuacién del operador
x=Tx, xeM,

y comprobamos las hipétesis del Teorema del punto fijo de Schauder. Todos los maxi-

mos son con respecto a [a, b].

(I) EI conjunto M es cerrado, acotado y convexo. El operador T es compacto por el

Ejemplo 2.18.

(IT) T es una aplicacién de M en si mismo. Para ver esto, fijamos que ||x|| < r. Para un

valor fijo suficientemente pequeno r > 0, de (71) se deduce que

b
f G(t,s,x(s))ds| < (b—a)KrP < 7/2.

max
t
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Si elegimos i v a suficientemente pequeiios, entonces para y y a fijos con |u| < pgy

la| < a, se tiene que

b
yj F(t,s,x(s))ds

max <r/4 y mtéxlag(t)l <r/4.

De estas dos condiciones, se deduce que ||Tx|| < /2 + r/4 + r/4 = r. Por el Teorema
del punto fijo de Schauder (Teorema 2.21) podemos asegurar una solucién de x = Tx,

x € M, y por tanto se tiene (70).

(b) En este caso demostraremos que se cumplen las hipétesis del Teorema del punto fijo

de Banach. El Teorema del valor medio, con A = F, G, establece que

|A(t, 5, x(s)) = A(t, 5, 9(s))| < |Ax(t, 5, E(s))lIx(s) = p(s)],

donde &(s) = x(s) + 9(y(s) — x(s)), 0 <9 < 1. Si aplicamos (72) con x,y € M y r pequenio,

llegamos a que

b
f Glt,5,x(s)) ~ Glt,5,x(s))ds| < max|x(t) = p()/4 = [lx ~ pll/4

max
t

Razonando de manera andloga para F se demuestra que para i,y @ pequefos positi-

vos y p fijo con |u| < po y a con |a| < ay, tenemos que
ITx—Ty||<|lx-p|l/2 paratodox,yeM,

es decir, el operador T es k-contractivo. La conclusién se deduce entonces del Teorema

del punto fijo de Banach (Teorema 1.4)

a
Ejemplo 2.25 (Oscilacién no lineal). Consideremos el problema de contorno
X(0)+ (1) = uf (1, (), 73
x(a)=x(b)=0

Aqui, w y p son pardmetros reales fijos. La ecuacién (73) describe un muelle oscilante con
una fuerza lineal externa pf, y una deflexién x(¢) en un tiempo ¢.
Si la tnica solucién de (73), p = 0, es la trivial, x(¢) = 0, entonces se puede usar una funcién

de Green continua G con f continua para convertir (73) en la ecuacién integral equivalente

b
w(0) = G055 s, (74)
a
y aplicamos la Proposicién 2.24 con p pequefio.
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2.9. Sistemas de ecuaciones integrales y ecuaciones diferen-

ciales semilineales

Los Teoremas de punto fijo de Banach y Schauder pueden ser aplicados sin dificultad a
los sistemas de ecuaciones integrales haciendo uso de los espacios producto. Por ejemplo,

consideramos el problema de valor inicial

(t) = fi(t, x(1)),
{@() fittx(0) -
gZ(tO) = 171'07 1= 11"'; n;
donde x(t) = (&;(¢),..., £, (t)). Para f; continua obtenemos el sistema equivalente de ecuaciones

integrales
t
& = mo+f fils,x(s))ds, i=1,..,n (76)
to

Como B-espacio elegimos el conjunto de todos los x(-) para los que las componentes &;(-) son

continuas en [tO —C, b+ c]. Para la norma, usaremos

x|l = max (max |&;(#)]).
1<i<n a<t<b

Entonces, andlogamente con el Teorema 1.11 y la Proposicién 2.24, se demuestra la existen-
cia de soluciones para f; continuamente Lipschitziana o continuas en un intervalo

[to — ¢, to + c], para ¢ pequeno.

Las ecuaciones integrales no lineales son también una herramienta para investigar las ecua-
ciones diferenciales parciales semilineales. Por ejemplo, si L es un operador diferencial lineal

de segundo orden, un problema de valor inicial o de frontera para

Lu(x) = f (x, u(x))

puede convertirse, andlogamente con (74), en

u :]f(';u);

donde ] es un operador integral y este tltimo puede resolverse con ayuda de los Teoremas
de punto fijo (el de Banach para f continuamente Lipschitziana y el de Schauder para f
continua).

La reduccién a una ecuacién integral es el enfoque cldsico. Podemos verlo también como un

operador L: X — Y entre dos B-espacios, y tener estimaciones sobre L de la forma

ILull = yllull, ¥ >0,

que garantiza entonces la existencia de un operador lineal y continuo L™! : Y — X. Entonces

J=L"1
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2.10. Estrategia general

Un estudio cuidadoso de la demostracién de la Proposicién 2.24 descubre las siguiente ob-
servaciones sobre la aplicacion de los Teoremas de punto fijo de Banach y de Schauder a las

ecuaciones integrales.

(a) Para obtener una aplicacién de una bola en si misma, con centro el origen, en un B-

espacio de funciones continuas, podemos hacer una de las dos opciones siguientes:
* Elegir los pardmetros dados suficientemente pequefios.

* Elegir el radio de la bola suficientemente pequefio si los parametros son de orden

superior a 1.

(b) Sila regién de integracién es compacta, y si todas las funciones dentro de la integral
son continuas, entonces obtenemos operadores compactos sobre B-espacio de funcio-

nes continuas, y podemos aplicar el Teorema del punto fijo de Schauder.

(c) Si la regién de integraciéon es compacta, y si todas las funciones dentro de la inte-
gral son continuamente integrables, o mas generalmente, continuamente Lipschitzia-
na, entonces podemos aplicar el Teorema del punto fijo de Banach. Para forzar la k-

contractividad, podemos elegir una de las siguientes opciones:
* Elegir los pardmetros dados suficientemente pequefios.

* Elegir el radio r de la bola suficientemente pequetio, si la constante de Lipschitz

para r — 0 también va a 0 (parametros libres de orden mayor que 1).

Para el caso de una ecuacién integral de Volterra con un limite superior de integracién va-
riable, o mas generalmente, con una regién de integracién variable, la situacién se simplifica
sustancialmente. En (a) y (c) basta elegir la regiéon de integracién suficientemente pequena.
Este método ya se utiliz6 en la demostracién de los Teoremas de Picard-Lindelof y Peano
en las Secciones 1.4y 2.7. Este sencillo truco puede aplicarse también a la ecuacién integral
(70), uno se conforma con los resultados de existencia para un intervalo suficientemente
pequeno [a,b]. En este caso, se prescinde de las condiciones restrictivas (71) y (72). Para
ecuaciones diferenciales semilineales, las consideraciones de la Seccién 2.9 muestran que

esta técnica aportard resultados de existencia para regiones suficientemente pequefias.
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2.11. Principio de existencia de sistemas de inecuaciones
Queremos encontrar un u € K que sea solucién de la inecuaciéon
(f-Tu,v—u), >0, paratodo (v,f)e M. (77)

Proposicion 2.26 (Debrunner,Flor (1964)). Sea K un subconjunto convexo compacto no vacio

de un B-espacio X y sea M un subconjunto monotono de K x X*, lo que significa que
(f-gv-—w), >0, paratodo (v,f) (w,g)eM. (78)

Ademas, sea la aplicacion T : K — X* continua. Entonces (77) tiene una soluciéon u € K.
Veamos el significado de esta proposicién con un ejemplo.

Ejemplo 2.27 Sea X =R, K =[a,b], —o0 < a, b < o0, y sea la funcién ¢ : [a,b] - R mondtona
creciente. Entonces X = X*. Ahora la grafica de ¢ es mondtona, es decir, el conjunto M =

{(v,p(v)): v €a,b]} es monbdtono, ya que

(f-gv-w),=(f-g)(v-w)>0 paratodo (v, f),(w,g) € M.
El problema (77) es equivalente a

(p(v)=T(u))(v—u)>0 paratodov € [a,b].

La Proposicién 2.26 dice que este problema tiene una solucién u € [a,b], para cada funcién
continua T : [4,b] — R. La Figura 2.3 da una interpretacién geométrica de la proposicién

para el ejemplo anterior.

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 2.26: Supongamos, por el contrario, que (77) no tiene
solucién u € K.

Para la primera parte de la demostracién usaremos:

Teorema 2.28 (Teorema de particion de la unidad). Sea f : M C X — R una funcion de valores
reales. El soporte de f, denotado por sop(f), es el cierre del conjunto {x € M : f(x) = 0}.

Sea X un espacio paracompacto (por ejemplo, un espacio métrico o un espacio topolégico compac-
to). Sea {U,} cualquier recubrimiento abierto de X. Entonces hay una particion de la unidad {f,}
contenida en {U,}.

Mas concretamente, hay un sistema de funciones continuas de valores reales {f,} con las siguientes

propiedades:
(i) 0< f, <1 paratodo x € X y todo a.

(i1) ), fo =1 para todo x € X.
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Figura 2.3: Interpretacién geométrica de la Proposicion 2.26 en el Ejemplo 2.27

(iii) El recubrimiento {sop(f,)} de X es localmente finito, es decir, para cada x € X un entorno

U(x) tal que un ntimero finito de f, no son idénticamente nulos en U(x).

(iv) El recubrimiento {supp(f,)} de X es una afinacion de U(x), es decir, para cada « existe un
B con sop(fy) € Up. Si solo hay un nitmero finito de Uy, ..., Uy, entonces fy, ..., f, puede ser

elegido para que sop(f;) C U; para todo i.
Y ademds, vamos a definir lo que es un conjunto relativamente abierto:

Definicion 2.29 Sea X un espacio métricoy sea N C M C X, se dice que N es relativamente

abierto en M siy solo si existe O abierto en X tal que N =M nNO.

(I) Particion de la unidad. Definimos el conjunto
Uw,f)={lueK:{(f-Tu,v—-u), <0}.

U(v, f) es relativamente abierto en K, ya que (f —Tu,v—u), cambia ligeramente solo si
IIf = Tully ||v —ul| cambian ligeramente. Como (77) no tiene solucién por hipétesis, la
coleccion de U(v, f), para todo (v, f) € M, forma un recubrimiento del conjunto K. Pero
K es compacto, por lo que se puede extraer un subrecubrimiento finito de K, U (v, f;),
i =1,...,m. Existe entonces, por el Teorema de particion de la unidad, una subparticién

ordenada de la unidad, es decir, existen funciones continuas

Bi: K =R, consuppp; C U(v,, f;), tales que

¢ (79)
Zﬁi(u) =1, 0<Bi(u) <1, paratodou eK,i=1,..,m.
i=1
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(II) Teorema del punto fijo de Brouwer. Sea K| = co({vy,...,v,,}), y definimos

m m
p(u) = Zﬁi(”)vb g(u) = Zﬁi(u)ﬁ, para todo u € K.
i=1 i=1
Por (79), p aplica el conjunto K; en si mismo continuamente. Por el Teorema 2.7 p tiene

un punto fijo, u* = p(u*), u* € Kj.

(III) Construccion de la contradiccion. Sea
Ajj={fi—Tu",v;—u"),.
Entonces
Aij+Aji = Nji + Ajj +(fi = fj,vj = Vidx.
Por (78), {f; - fj,vj —vi) <0, de modo que
Aij + A], < Aii + A]]
De p(u*) = u* y de la definicién de p y q llegamos a que

0=(q(u")-Tu",p(u’)—u") =

m

=) BB (A =

i,j=1

por lo que
m
0< Y Biu)Bi(w)(Ais + Ajj)/2, (80)
ij=1
Si Bi(u*)B;(u*) = 0, entonces u* € U(v;, f;) N U(vj, f;). Por construccién de U(v, f), esto

significa que A;; <0y A;; < 0. En vista de (80), esto significa que f;(u*) = 0 para todo

i=1,..,m. Puesto que u” € K, esto contradice (79). O

55



Bibliografia

[1] Zeidler E., Nonlinear Functional Analysis and its Applications, Fixed-Point Teorems,

Springer-Verlag, New York (1986).
[2] Yosida K., Functional Analysis, Springer-Verlag, Berlin (1971).

[3] Smart D.R., Fixed Point Theorems, 1° edition, Cambridge University Press, Cambridge,
UK (1974).

[4] Intrdtescu V.I., Fixed Point Theory, An Introduction, D. Reidel Pubishing Company, Dor-
drecht, Holland (1981).

56



