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Abstract

The aim of this survey is to develop the study of properties relating con-
vex bodies in R" (compact, convex sets) and its projections, in terms of
measure. It will be shown basic notions of convexity and several tools
of the Brunn-Minkowski Theory with the purpose of establishing con-
cepts like projections, convex bodies and the measure of convex bodies
projections. It will be discussed problems like extremal measures of the
¢, balls projections, the Loomis-Whitney inequality and the Shephard’s
Problem. Finally, the projection body of a convex body, the Alexandrov’s
Uniqueness Theorem, Petty’s inequality and Zhang’s inequality is also
introduced.






Introduccion

La Tomografia Geométrica es el campo de las matemaéticas dentro de la
Geometria Convexa que busca adquirir informacién sobre las propieda-
des de un objeto geométrico a través del estudio de sus secciones o pro-
yecciones. Este trabajo se limitara al estudio de la de la medida de las
proyecciones de lo que se denominan cuerpos convexos, con el objetivo
final de mostrar bajo qué condiciones se puede relacionar esta medida
con la del objeto.

Para tratar este problema se van a usar herramientas de diversas ramas
de las matematicas, las cudles se asumirdn conocidas. Entre ellas se en-
cuentran la Teoria de la Medida, el Analisis de Fourier, la Teoria de Dis-
tribuciones y las Variedades Diferenciables. Los resultados generales de
Teoria de la Medida se pueden encontrar en [2], la definicién y propieda-
des de la medida de Hausdorff se puede encontrar en [11], sobre Anélisis
de Fourier y Distribuciones se recomienda [14] y sobre Variedades Dife-
renciables basta con ver la seccién nueve del capitulo cero de [5]

El presente trabajo estd dividido en tres capitulos y un apéndice cuyos
contenidos pasamos a exponer brevemente.

» Primer Capitulo:

Se introducirdn notaciones bdésicas, y se expondran las herramien-
tas fundamentales de la convexidad como las proyecciones, el vec-
tor normal exterior, la funcién soporte o funcién radial. También
se mostrardn algunas propiedades de las funciones convexas y un
concepto de dualidad entre proyecciones y secciones. Finalmente
se expondrdn herramientas de la Teoria de Brunn-Minkowski co-
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mo la desigualdad de Brunn-Minkowski, la medida de superficie y
los volimenes mixtos. Se definird la medida de una proyeccién con
la conocida férmula de Cauchy, y se dardn los primeros resultados
que relacionan ésta con la medida del objeto proyectado, como po-
dria ser la primera Desigualdad de Brunn-Minkowski. Por dltimo
se introduciran los volimenes mixtos duales.

Segundo Capitulo:

Se mostrara el cdlculo de las proyecciones de las bolas /o, y {1, y se
estimardn cotas superior e inferior, estudiando los casos de igual-
dad, ademas se comentaran los casos intermedios. Posteriormente
se presentard la desigualdad de Loomis-Whitney que da una cota
del volumen de un conjunto de medida finita a través de sus pro-
yecciones en los hiperplanos coordenados. Finalmente se introdu-
cird el Problema de Shephard, que se tratara con las herramientas
de la Geometria Convexa y con las del Andlisis de Fourier.

Tercer Capitulo:

En relacién con todo lo estudiado en el capitulo anterior, se intro-
ducird un nuevo cuerpo convexo que se denominard cuerpo de
proyeccién de un cuerpo convexo y que esta fuertemente relacio-
nado con las proyecciones. Se demostrara el Teorema de Unicidad
de Alexandrov y finalmente se tratardn la desigualdad Petty afin y
la desigualdad de Zhang que relacionan la medida del cuerpo de
proyeccién y del cuerpo de proyeccién dual de un cuerpo convexo
respectivamente con la medida del cuerpo convexo del que proce-
den.

Apéndice:

Aqui se podran encontrar algunos resultados técnicos que seran ne-
cesarios para el desarrollo del trabajo.



Capitulo 1

Nociones basicas

1.1. Conceptos basicos y notacion

En esta seccién se introducirdn nociones y notaciones bésicas de los ele-
mentos y herramientas que se utilizaran en este trabajo.

El espacio euclideo n-dimensional se denota R". Para referirse a sus ele-
mentos se utilizardn habitualmente letras mintsculas, y para sus subcon-
juntos letras maytsculas.

Dado z € R" entonces su expresion en coordenadas es x = (z1,...,xy).
El elemento nulo u origen se denotard 0. e; € R" con 1 < j < n denotara
el elemento j-ésimo de la base candnica.

Un conjunto V' € R" se dice subespacio vectorial de R" si contiene el
origen y todas las combinaciones lineales de sus elementos.

Lanorma p € [1,4+00) de R" se denota |||/, y se define con la férmula.

n 1/p
], = (Zmrp) Vo € R
i=1

La norma p = oo de R” se denota ||-||o ¥ se define con la férmula.
|2l co = méx{|z;| :i=1...,n} VaeR"

5



6 CAPITULO 1. NOCIONES BASICAS

El espacio R" dotado de la norma || - [, se denota £;;. Cuando p = 2 se
llamard espacio euclideo y en tal caso su norma se escribird simplemente
|z|. Las p-bolas n-dimensionales son By = {z € R" : ||z, < 1}. Cuando
p = 1 se le llamard diamante, cuando p = 2 bola y cuando p = oo cubo.

La frontera topoldgica de una conjunto X se denotard 0.X y en particular
la frontera de BY se denotard S" ! = {x € R" : |z| = 1}.

El producto escalar de R" se denota (-, -) y se define

<.l',y> = szyz Vm,y € R"™.
i=1

Si A es una matriz n x n, el producto escalar satisface (z,z) = |z|> y
(Az,y) = (z, Aly), donde A! es la traspuesta de A.

Una aplicacion @ se dice transformacién lineal (afin) si y solo si es de la
forma ¢z = Az (P,,x = Ax + ) donde A es una matriz n x n invertible
y xo es un vector de R". Se observa que ¢ = ®(. Notese que det ¢,, =
det ® = det Ay que @, , @, 1 y @, son las transformaciones afines con
matrices A%,A™! 0 (A1)t = (A")~! respectivamente.

Una transformacion afin se dir4 traslacién cuando A = I, donde I denota
la identidad. Por lo que toda transformacion afin es la composicion de
una transformacién lineal y una traslacion.

Si A =7l conr > 0entonces a la transformacién afin se le denomina una
homotecia de centro z( y razén r.

SidetA =1y A' = A~! entonces a la transformacién lineal asociada se le
llama giro.

Un elipsoide se define como la transformacién afin de B, y se dice cen-
trado si es la transformacion lineal de By.

B(S"!) denotaré la o-algebra Borel de S"~1. Una subesfera de S"! es
®(S*) con ® un giro y 0 < k < n — 2. Una medida en R se dir4 par si
pu(—A) = p(A) para todo elemento en su o-dlgebra de conjuntos me-
dibles. La medida Lebesgue n-dimensional y la medida de Hausdorff
(n — 1)-dimensional se denotardn |-|. . Cuando se integre respecto a la
medida de Lebesgue se usaréa la notacién dz.
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LP(R™) denotard al espacio de las clases de las funciones p-integrables
Lebesgue donde donde la funciones en dicha clase se identifican si son
iguales salvo en un conjunto de medida Lebesgue nula. Andlogamente
se define LP(S"!) para la medida invariante por rotaciones de superficie
definida en S"~! (véase Definicién 1.3.2). La norma p € [1, +oc] de una
funcién en R" se denota || f||p:r~.

Si f € L'(R") la transformada de Fourier se denotara I

Una funcién f : R" — R” se dird par si f(—z) = f(z) y homogénea de
grado psi f(Az) = MW f(z) conz € R™\ {0} y A > 0.

Una funcién se dird que esta soportada en una conjunto (2, si fuera de
éste es nulo, y su soporte serd la clausura del conjunto {f # 0}. D(R")
denotara el espacio de las funciones ¢ : R” — R diferenciables de soporte
compacto en R" y D'(R") el espacio de las distribuciones de R". Dada
f € D'(R") ype DR"), f aplicado a ¢ se denotaré (f, p). Ademds una
distribucién f € D'(R"™) se dird homogénea de grado p si parat > 0y
¢ € D(R") tal que ¢(z) = t"p(x/t), ocurre que (f, ¢) = tP(f, ¥).

La transformada de Fourier de una f € D’(R") se define como la distri-
bucién f € D'(R™) tal que
(f,0) = (f,8) Vo€ DR").

1.2. Convexidad

En esta seccién no se pretende dar un desarrollo global sobre la conve-
xidad, sino dar las herramientas y nociones bdasicas que seran requeridas
para el desarrollo del trabajo.Si se quiere ver un desarrollo méas exhaus-
tivo sobre la convexidad se referencia el capitulo uno de [17] y el cero de

[5].
1.2.1. Conjuntos convexos

Definicién 1.2.1. Un conjunto A C R™ se dird convexo, si para todo x,y € A
se tiene que [z,y] = {(1 — Nz + Ay : A € [0,1]} C A

Visto de manera geométrica, un conjunto se dird convexo si para todo par de
puntos se tiene que el segmento que los une se mantiene en el conjunto.
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Algunos conjuntos convexos son las bolas B} o los productos cartesianos
de intervalos. Una corona circular es un conjunto no convexo.

[ ]

Figura 1.1: Ejemplos de conjuntos convexos y no convexos.

Definicién 1.2.2. Sean k,n € N. Una combinacién convexa de vectores
x1,..., T, € R™ es una expresion de la forma:

k

k
Z)\lml con Ai,...,\, € [0,1],2)\121
=1 =1

Es facil comprobar que A C R™ es convexo si y solo si toda combinacién
convexa de sus elementos pertenece al conjunto.

Se van a introducir distintas operaciones entre conjuntos y se verd bajo
qué condiciones se mantiene la convexidad.

Definicién 1.2.3. Sean A, B € R™ y A € R entonces definimos el conjunto
suma y el conjunto producto por escalar asi:

A+B={a+b:ac Abec B}
A ={Xa:a € A}

Por z: + A entenderemos la suma de conjuntos {z} + A.

Proposicién 1.2.4. Sean A, B,C € R" y o € R entonces se satisfacen las
siguientes propiedades:

i) Asociativa: A+ (B +C) = (A+ B) +C.

ii) Conmutativa: A+ B = B + A.
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iii) Distributiva: a(A + B) = (aA) + (aB).

Observacion 1.2.5. A pesar de que las operaciones suma y producto por escalar
funcionan en conjuntos de forma muy similar a como lo hacen con niimeros, hay
igualdades que no son ciertas en general, como por ejemplo Zle A= kA

Proposicién 1.2.6. Sea Ay, ..., Ay una coleccion finita de conjuntos convexos
de R™ Ay, ..., A\, niimeros no negativos, entonces Zle N; A; es convexo.

Proposicion 1.2.7. Sea { A; }icr una coleccion arbitraria de conjuntos convexos
de R™, entonces ﬂieN A; también es convexo.

Definicién 1.2.8. Dado un conjunto A C R", se denota por conv(A) a la
envoltura convexa, que serd la interseccion de todos los conjuntos convexos en
R™ que contienen a A.

Este es el menor conjunto convexo que contiene a A en R™, y coincidird con A si
y solo si éste es convexo. Ademds también se puede probar que éste es el conjunto
de las combinaciones convexas finitas de los elementos de A.

Definicién 1.2.9. Dada x1,...,z, € R™ una coleccion finita de puntos, su
envoltura convexa se denomina politopo.

Algunos ejemplos de politopos son los poligonos en R? y los prismas en
R3, en ambos casos serian la envoltura convexa de sus vértices.

N

Figura 1.2: Ejemplos de politopos.

Definicién 1.2.10. Sean x, ...,z € R" puntos afinmente independientes, el
politopo que forman se denota k-simplice.

El 1-simplice es un segmento, el 2-simplice un tridngulo y 3-simplice ten-
dria forma de tetraedro. Véase la Figura 1.3.
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AN

Figura 1.3: Ejemplos de simplices.

Proposicién 1.2.11. Sea A C R™ un conjunto convexoy ®,, : R — R" una
transformacion afin, entonces ®,,(A) es convexo.

1.2.2. Proyecciones de conjuntos convexos

Este trabajo se va centrar en el estudio de las proyecciones de conjuntos
convexos. Damos a continuacién las nociones fundamentales para ello.

Teorema 1.2.12. Sea F' C R™ un conjunto no vacio, cerrado y convexo. Para
todo x € R™ existe un iinico punto en F, que se denotard pr(x), y que cumple:

|z —pr(2)| < |z —y| VyeF.

La prueba se puede encontrar en la segunda secciéon del primer capitulo
de [17]. Interesa aclarar que el papel que tiene la convexidad en este re-
sultado es la unicidad. Por ejemplo en la siguiente corona circular, que es
cerrada, no vacia pero no es convexa, el punto central tiene a toda circun-
ferencia interior como puntos que minimizan la distancia.

El teorema anterior nos permite definir la proyeccién.

Definicién 1.2.13. Sea F© C R" un conjunto no vacio, cerrado y convexo.
Entonces la proyecciéon métrica sobre F' es la aplicacion que a cada punto de
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R™ asocia el iinico punto de F que minimiza la distancia al conjunto F. Se
denota de esta manera:
xR — pp(x) e F

Ademds si x ¢ F denotaremos u(F, x) al vector unitario que marca la direccién
de pr(z) a x. Es decir:
z — pr(z)
u(lF,r) = ————=
( ’ ) d(F, x)

La proyeccién de un conjunto A sobre un conjunto convexo, cerrado y no
vacio F' no es més que el conjunto de puntos de F' que se encuentran mas
cerca de A.

Proposicion 1.2.14. Sea F' un conjunto cerrado y no vacio de R", si x ¢ F e
y € {pr(z) + Mu(F,z) : X > 0}. Entonces pp(z) = pr(y).

La demostraciéon de esta proposicién se encuentra en la segunda seccion
del primer capitulo de [17], y es de gran utilidad para visualizar proyec-
ciones. Sea un conjunto de puntos alineados en una direccién u(F, ) del
conjunto F' sobre el que se hace la proyeccién, el resultado nos indica
que basta hacer la proyeccién de uno de ellos para saber la de todo el
conjunto. Véase el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.15. En la figura siguiente, al proyectar el rectdngulo sobre la recta,
el segmento rojo [ tiene como proyeccion el punto rojo.

u(l, )

()

Con esto quedan definidas las proyecciones. Ahora se va a introducir
una manera algebraica de calcularla. Para ello se va a definir otro tipo de
proyeccién que va a tener un cdlculo més sencillo, y que coincide con la
proyeccién métrica sobre ciertos conjuntos convexos, que van a ser los



12 CAPITULO 1. NOCIONES BASICAS

conjuntos estdndares sobre los que se va a proyectar en el estudio de las
proyecciones.

Definicién 1.2.16. Sea A C R", su conjunto ortogonal se denota A y
satisface:

At ={z €eR": (z,a) =0 Va € A}.

At es un subespacio vectorial de R™, y por tanto es convexo, cerrado y no vacio.

Teorema 1.2.17. Dado V' un espacio vectorial de R™, todo = € R" tiene una
descomposicién tinica en la forma

z = Py(z)+ Pyi(x)
donde Py (x) € V' y Py1(z) € V. Estos dos puntos se denotan proyecciones

ortogonales de x a los conjuntos V' y V= respectivamente.

Pyi(z) s

v+t o~

Figura 1.4: Proyeccion ortogonal.

Corolario 1.2.18. Dado V un espacio vectorial de R", se pueden definir las
aplicaciones proyecciones ortogonales a V o a V+ que a cada = € R™ le asocia
Py (z), Py, 1 (x) respectivamente.

Estas aplicaciones son lineales, continuas y coinciden con las proyecciones mé-
tricas sobre V o V- respectivamente.

La prueba de estos dos resultados se encuentra en el capitulo 7 de [3].
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El estudio de las proyecciones se suele reducir a proyectar a espacios
vectoriales. Concretamente en este trabajo nos centraremos en los hiper-
planos que son de la forma {u}* = u! con u € S""1. A continuacién se
muestra como funciona la proyeccién a un hiperplano y luego se dard un
ejemplo particular.

Sea K C R"yu € S"!. Para calcular P, (K), se toma z € A;siz € ut,
entonces P, (z) = z; en otro caso, se busca A € R tal que z + \u € ut, y
de ese modo P, (x) = x + Au.

Ejemplo 1.2.19. Sea A = conv({(0,0,3), (1,0,3),(0,1,3),(1,1,3), (0,5, —2,5)})
yu=(0,0,1).

Figura 1.5: Proyeccion de un politopo.

La figura sombreada en el hiperplano es la proyeccién del politopo. En
el dibujo se aprecia que realmente solo habia que haber proyectado dos
de las caras del politopo para obtener la misma proyeccién, esto va a
ser algo comtn, en general si proyectas la frontera de un conjunto en un
hiperplano obtendras la misma proyeccién que al proyectar el conjunto,
esto es consecuencia directa de la Proposicién 1.2.14.
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1.2.3. Hiperplanos soporte

En esta seccién se va a mostrar como a ciertos conjuntos convexos se les
puede asociar orientacién. Este hecho serd fundamental cuando pasemos
al problema de la medida de las proyecciones. Las demostraciones de los
resultados que se van a mostrar se pueden encontrar en la tercera seccién
del primer capitulo de [17].

Definicién 1.2.20. Sea u € S"~, ¢ € R" y H el hiperplano de R" de la forma
{x € R": (x,u) = c} . Entonces los semiespacios H* y H~ son:

H" ={z € R": (z,u) > c}.
H™ ={zeR": (z,u) <c}.

Definicién 1.2.21. Dado un conjunto convexo, cerrado y no vacio F© C R", se
dice que un hiperplano H soportaa F en un puntox € Fsiz € FNHy F
queda contenido en uno de los semiespacios H* y H ™.

Definicién 1.2.22. Dado un conjunto convexo, cerrado y no vacio F* C R", se
dice que H es un hiperplano soporte de F' si H soporta a F en algiin punto
x. Ademds, en ese caso el semiespacio H o H™ que contiene a K se denomina
semiespacio soporte de F'.

Proposicién 1.2.23. Sea F' un conjunto convexo, cerrado y no vacio, y x ¢ F.
Entonces, el hiperplano H que pasa por el punto pr(z) y es ortogonal al vector
u(F,x) soportaa F.

Teorema 1.2.24. Si F’ es un conjunto convexo, cerrado y no vacio de R", enton-
ces por cada punto frontera de F' existe un hiperplano que soporta a F'. Ademds,
si F es acotado, para cada vector no nulo w existe un hiperplano soporte a F' con
vector normal u.

Corolario 1.2.25. Todo conjunto convexo, cerrado y no vacio F' de R™ es la
interseccion de sus semiespacios soporte.

Definicién 1.2.26. Sea F' un conjunto convexo, cerrado y con interior no vacio
de R™. Si para x € OF, el hiperplano H que soporta a x en F verifica F C H™,
entonces al vector normal u € S"* del hiperplano se le llama un vector normal
exterior de F en el punto x. Si ese vector normal exterior en v € OF es uinico,
se denotard n(x).
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Ejemplo 1.2.27. Ilustremos los resultados de esta seccion con el siguiente ejem-
plo. El siquiente tridngulo tiene como hiperplanos soporte las rectas que contie-
nen a sus lados, ademds se ve claramente que es la interseccion de los semiespa-
cios soporte.

Los vectores que salen en el dibujo son los vectores normales exteriores, que en
el tridngulo estdn bien definidos en todos los puntos salvo los vértices. Para ver
que el vector normal exterior no estd bien definido en los vértices basta observar
esta figura.

Esto es lo que va a pasar de manera general con los conjuntos cerrados
y convexos de R", van a tener el vector normal bien definido salvo un
conjunto de medida (n — 1)-dimensional nula.
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1.2.4. Funciones Convexas

En esta seccién introduciran las funciones convexas, con algunas de sus
propiedades. Las demostraciones de los resultados se pueden encontrar
en la seccién cinco del capitulo uno de [17].

Definicién 1.2.28. Una funcién f : R™ — R es convexa si verifica que:

F((L=Na+Ab) < (1= N)f(a) + Af(b) Va,beR™ VA€ [0,1].

F(1=Xa+ A\b)
a b
(I—=Xa+ b

R’n

Figura 1.6: Funcion convexa.

Definicién 1.2.29. Una funcion f : R™ — R es céncava si — f es convexa.
Proposicion 1.2.30. Las funciones convexas verifican estas propiedades:
i) El supremo de un niimero arbitrario de funciones convexas es convexa.
ii) Si fy gson convexasy o > 0 entonces f + gy af son convexas.

iii) f es una funcién convexa si y solo si para toda combinacién convexa se da
la desigualdad de Jensen:

k k
f <Z )\z'flfz') < Z)\zf(xz)
i—1 =1

iv) Todo minimo local es minimo global.
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Teorema 1.2.31. Sea f : I C R — R una funcién convexa (céncava), con I un
intervalo abierto de R. Entonces sus derivadas laterales existen y son mondtonas
crecientes (decrecientes). Ademds si f] y f} son las derivadas laterales por la
izquierda y por la derecha respectivamente, entonces f; < (>)f, y se da la
igualdad salvo en un conjunto numerable, por lo que son derivables salvo en ese
conjunto numerable.

Teorema 1.2.32. Sea f : I € R — R derivable, con I un intervalo abierto
de R. Entonces f es convexa (céncava) si y solo si f’ es monétona creciente
(decreciente). Por lo tanto si [ es dos veces derivable entonces f es convexa
(céncava) siy solosi f” > (<)0.

1.2.5. Funcién soporte

En esta secciéon vamos a introducir una funcién convexa que en ciertos
casos nos va a permitir caracterizar ciertos conjuntos convexos y trabajar
con ellos algebraicamente. Las demostraciones de los resultados se pue-
den encontrar en la séptima seccion del primer capitulo de [17].

Definicién 1.2.33. Sea F es conjunto convexo, cerrado y no vacio de R™ e
y € R", se denota hr a la funcién soporte de F' que se define como

hr(y) = sup{(z,y) : x € F}.

Observacion 1.2.34. Sea A C R", u € R" \ {0} y [, la recta que pasa por
origen en la direccion u, entonces es ficil de comprobar que para x € A.

B, (2) = (z,u)u

Si tomamos un vector unitario u € S*!, Ia funcion soporte hp(u) mide la
longitud mdxima de todas las proyecciones de los puntos de F sobre la recta que
define el vector u.

Proposicion 1.2.35. Sea F', Fy, F; conjuntos convexos, cerrados y no vacios de
R™, y1,y2 € R", A\ > 0, V una subespacio vectorial y ® : R — R"™ una
transformacion lineal. Se verifican las siguientes propiedades:

i) hr es sublineal, es decir, hp(A\y) = Ahp(y) si A > 0 (positivamente
homogénea) y hr(y1 +y2) < hr(y2) + hr(y2) (subaditiva). De esto se
deduce que la funcién soporte es convexa.
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ii) hp, < hp, siysélosi Fy C F.

iii) hp,k)(y) = hix(y) YyeV.
iv) hap = Ahp yademds h_p(y) = hp(—y) para todo y € R™.

v) hq;(F)(y) = hF((I)t(y))-

Demostracion. i), iv) y v) son simples comprobaciones usando propieda-
des del supremo y del producto escalar.

La implicacion si de ii) se debe a las propiedades del supremo; para la im-
plicacién sélo si basta usar un resultado de separacioén de conjuntos con-
vexos cerrados que se puede hallar en la seccién tres del capitulo uno de
[17]. Siz ¢ F entonces Jyy € R™ de tal manera que (z,y9) > (z,y) Vy €
R™ de donde se deduce que:

x € F < (x,y) < hp(y) VyeR" (1.1)

Con esto se deduce la implicacién no trivial de ii).

Para iii), basta observar que, por el Teorema 1.2.17, si z € Py (K), existe
z € K tal que z = x — Py.(z), por lo que (z,y) = (z,y)siy € V, de
donde se deduce facilmente lo que se debe probar. O

Observacion 1.2.36. La propiedad i) nos permite definir h sélo en los vectores
unitarios u € S*, ya que hp(0) = 0, y si y # 0 se puede escribir y = ]y||y?|,
por lo que hp(y) = |ylhr (i) donde 2 € S* 1ty |yl > 0.

La propiedad ii) permite caracterizar los conjuntos cerrados y convexos a través
de sus funciones soportes.

Ejemplo 1.2.37. 1. Para F = [—x, x| con z € R", si x e y forman un dngu-
lo agudo entonces hp(y) = (x,y) > 0, en otro caso hp(y) = —(x,y) >
0. Se deduce entonces que hr(y) = |(x, y)|.

2. Si FF = rBY conr > 0, entonces (x,y) < |z|ly| < rly| y si tomamos

x=ry legamosaque hp(y) = rlyl.

3. F = ®(BY) un elipsoide centrado en el origen, entonces

P'(y)
D (y)|

hi(y) = [ (y)|hpy ( ) =12 ().
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Proposicién 1.2.38. Si F' es un conjunto convexo, cerrado y no vacio de R",
entonces se tiene que:

F= () {z€R": (z,u) <hp(uw)}.

ueSn—1

Este resultado se deduce de (1.1) y de la Observacién 1.2.36 . Es de gran
interés y nos muestra el sentido del nombre de la funcién. El valor hp(u)
con u € S" ! si es finito asocia al cuerpo F un hiperplano soporte con
vector normal exterior u. Ademads es la distancia con signo desde el ori-
gen hasta el hiperplano soporte asociado a hp(u).

"

hp(u)

—Uu

hF(—u)

Figura 1.7: Interpretacion geométrica de la funcién soporte.

Teorema 1.2.39. Si f : R" — R es una funcion sublineal, entonces existe
un inico conjunto convexo y compacto K en R" de tal manera que su funcion
soporte es f.

No se va a dar una prueba completa, pero si se va a mostrar la idea detras
de ella. Si tenemos una funcion sublineal f se puede construir el siguiente
conjunto basandonos en la proposicioén anterior.

K = ﬂ {x e R": (z,y) < f(y)}.

yER™
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Al ser interseccién de semiespacios cerrados es convexo y cerrado, ade-
maés estd acotado en todas las direcciones por lo que es acotado. Si K no
es vacio por definicién de funcién soporte h (y) < f(y) Vy € R™

Bastarfa demostrar que hx(y) > f(y) Vy € R" y se tendria la existen-
cia y la unicidad por las propiedades de la funcién soporte. La prueba
completa se puede encontrar en la seccién siete del capitulo uno de [17].

Corolario 1.2.40. Sidenotamos %™ al conjunto de los cuerpos convexos en R™
(convexos y compactos), entonces hay una biyeccion entre ™ y las funciones
sublineales de R™ en R que consiste en asociarle a cada K su funcién soporte
hk.

Proposicién 1.2.41. Sean K,L € ™", entonces hi+1, = hx + hr.

Demostracién. Sea z € K + L entonces existe x € K,y € L tal que

De aqui se deduce que hxyr < hg + hr. Como K, L son compactos y
(-, u) es continua existen valores 2o € K e yo € L donde hx(u) = (zo, u)
y hr(u) = (yo, u). De esto se deduce:

hK(u) + hL(u) = <J;0,u) + (yo,u> = <.730 + yo,u> < hKJrL(u). Il
Una consecuencia de este resultado es que para K € " se tiene que
m
ZK:mK con m > 1.
i=1

Definicién 1.2.42. Sea K € #™ yu € S"! se define ln anchura de K en la
direccién u como

wr(u) = hg(u) + hg(—u).

Proposicién 1.2.43. Sea K € %", u € S"! y I, la recta que pasa por el
origen con vector director u, entonces se tiene que:

wi (u) = [P, (K]

donde |-| es la medida de Hausdorff 1-dimensional.
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Demostracién. Teniendo en cuenta la Observacion 1.2.34 y que se trabaja
en compactos, la funcién soporte i (u) asocia el mayor coeficiente que se
da al proyectar K enl, y —hg (—u) serd el minimo. La proyeccién de K en
l,, serd entonces el segmento [—hx (u)u, hix(u)u] que mide exactamente
wie(u). O

Definicion 1.2.44. Sea K € ™" se dice que es simétrico respecto al ori-
gen o simplemente centrado si K = —K. El conjunto de cuerpos convexos
centrados de R™ se denota J£".

Definicion 1.2.45. Sea K € #™, se define su cuerpos simétrico AK como

AK = %(K ~K).

Ademds AK = K siysolosi K € J".

Figura 1.8: Cuerpo convexo con su cuerpo simétrico.

Ejemplo 1.2.46. Sea K un tridngulo de vértices (—1,0),(0,1) y (1,0).
K={(z,y) eR?:y—1<z<1-950<y<1}.

—K:{(x,y)€R2:—1—y§x§1+y,—1§y§0}.

Sea (z1,y1) € Ky (x2,y2) € —K entonces K — K satisface:

“1<y1+y2<1 —=24+y1—y2 <21 +22<2—Yy1 + Y.
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Por 1iltimo realizando la homotecia de centro 0 y razon 2 se tiene que AK satis-
face:

2<y1+y <2 —4d4+y1 -y <z +22<4—y1 + 0.

Estas ecuaciones definen el cuerpo simétrico del tridngulo, que forman un hexd-
gono.

1.2.6. Dualidad

En esta dltima subseccién se va a introducir el concepto de dualidad en

0" que va a permitir relacionar las dos ramas de la Tomografia Geomé-
trica, las proyecciones y las secciones. Las demostraciones de los resulta-
dos salvo que se diga lo contrario se pueden encontrar en la seccién seis
del capitulo uno de [17].

Definicién 1.2.47. Sea A C R". Se define el conjunto dual de A como
A*={z e R": (z,a) <1 Va € A}.

Proposicion 1.2.48. Sean A,B y {A;}icr, subconjuntos no vacios de R™. En-
tonces se verifica:

1) [Uz‘el Ai}* = Mier Al
ii) A* es cerrado, convexoy 0 € A*.
iii) Si A C B, entonces B* C A*.
iv) Si A > 0, entonces (AA)* = (1/X)A*.
v) Sea ® una transformacion lineal, entonces (PA)* = 1 A*,
vi) A C (A*)" = A™.
vii) A™ = conv (AU {0}).

Demostracién. Los apartados que no probamos aqui son directos, y basta
manejar las propiedades bdsicas del producto escalar.

i)
JA

icl

*

={zeR": (z,a) <1 VaGUAi}:
el
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= ﬂ{xeR" (z,a) <1 VaeA; = ﬂA;‘
iel el
i) Basta aplicar i) a A = |J,c 4 {a}, entonces A* = [, 4{a}*, donde {a}*
es un semiespacio cerrado que contienen a 0.

iii) Sea x € B*, entonces (z,b) <1 Vb € B; como A C B, en particular
(r,a) <1 Vae€ A, porloquex € A"

vi) Sea x € A entonces Vy € A* se tiene (x,y) < 1, por lo que x € A**.

vii) Por vi) se tiene conv (AU {0}) C A** por la definicién de la clau-
sura y de la envolvente convexa. La otra inclusiéon se puede encontrar
en la seccién seis del capitulo uno de [17] y se basa en un resultado de
separacion. O

Ejemplo 1.2.49. i) A = rBY la bola euclidea n-dimensional y r > 0. Sea
x 7 Oentonces ri; € rBy, porlo quesix € A* sedebe cumplir (x, r“%l) =

rlz| < 1, de donde se deduce que x € 1B}. Siz € 1BY ya € rBy,
entonces (z,a) < |z||a| < 1. Por lo que A* = 1 BJ.

ii) A = ®(BY) un elipsoide centrado, entonces por la Proposicion 1.2.48 se
tiene A* = ®~((BY)*) = &' BY que es otro elipsoide centrado.

iii) A = BY. Dado y € A*, tomamos x € A de tal manera que x; = 1 si
yi > 0,2, = —1siy; < 0. Entonces |y1|+. ..+ |yn| = (x,y) < 1, es decir,
A* C BY. Siy satisface la condicion anterior entonces (x,y) < |y1|+...+
|yn| < 1. Por lo que A* = B}. Ademds si z € (BY)*, entonces tomando
x=(0,...,zi,...,0)conz; =1si2;>0,yx; =—1siz <0,sellegaa
que |z;| < 1paratodoi=1,...n. Esdecir (A*)* = (B}')* CBL =A,In
otra inclusién siempre ocurre por la Proposicién 1.2.48.

iv) A ={(1,1)}, entonces A* = {(x,y) € R? 1z +y < 1}y (1/2,1/2) €
(A*)*yaque o+ 1y <1 <1 V(z,y) € A*, por lo que A** ¢ A.

Proposicién 1.2.50. Sea F' un conjunto convexo y cerrado de R™ que contiene
el origen. Entonces F' es acotado si y solo si 0 es un punto interior de F*, y
ademds F™* es acotado si y solo si 0 estd en el interior de F.

Demostracion. Si F' es acotado entonces 3r > 0 tal que F' C r By, aplican-
do la Proposicion 1.2.48 se tiene 1 B} C F*, por lo que el 0 es punto inte-
rior de F'*. Reciprocamente si 0 es punto interior de F* entonces 3r > 0
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tal que By C F*, de manera andloga a lo anterior y volviendo a usar
la Proposicién 1.2.48 se llega a que F' = F** C 1B%, con lo que F estd
acotado. O

Corolario 1.2.51. La aplicacion (-)* es una biyeccion entre los cuerpos convexos
de R™ que tienen el origen como punto interior, y su inversa es ella misma.

Vamos a introducir una funcién que caraceterizalos K € #" con0 € Ky
que va a ser de gran utilidad para el estudio de la frontera de los cuerpos
convexos mencionados anteriormente.

Definicién 1.2.52. Sea K € %™ que contiene el 0 , entonces se denota py a la
funcioén radial definida para x € R™ \ {0} como

pr(z) =méx{\>0: \x € K}.

Por definicién la funcién radial asocia a cada z € R™ \ {0} el numero
A > 0 de tal manera que Az € 0K.

Definicién 1.2.53. Sean z1, ...,z € R" se define la suma radial como
i+ ... Fxp =21+ ...+ 2
Si x1,...,x) estdn en una misma recta que pasa por el origen, y 0 en otro caso.

Definicién 1.2.54. Sean K1,... K, € gy t1,...,t, > 0, entonces

thl"T‘ . ;thm = {tl.’L'l—T— . —T—tm:cm X € Kz}

Proposicion 1.2.55. Sea K, L € #" tal que0 € K,L,r > 0, > 0,V un
subespacio vectorial, ® una transformacion lineal. Se tiene que:

i) pr(rz) = r~pg(z).

ii) pak () = apk(z).

iii) prip(z) = px(z) + pr(z).
iv) pr(x) = prrv(z) sizeV.

v) pox(x) = pr (P ).
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Demostracién. i) y v) son simples reescrituras usando propiedades del
maximo.

i1) si @ = 0 es trivial y en otro caso basta darse cuenta de que pok () =
pr (%) y aplicar ).

Sea A = pyi.(z), entonces Az € K+L. Entonces existe y € R™ \ {0}
y A1, A2 € R tales que Az = (A1 + A2)y. De aqui se puede deducir que
x = yyportanto A = A\; + Ay 0 que A = 0. De ambas se tiene que

Pr1r(@) < p (@) + pr().
Si A\ = pr(z) y A2 = pr (L), entonces \jz € Ky Aoz € L. Por definicion
se tiene (A\; + X2)z € K+L, de donde se deduce que Ay + Ao < ppeip ().

iv) Si A = pi(x), entonces \x € K.Sixz € V, se tiene Az € V, por lo que
Ax € KNV,dedonde se deduce A < pgny(z)siz e V.

Sip = prnv(x), entonces px € K NV, por lo que px € K. De donde se
deduce i < pg(x). O

Al igual que con la funcién soporte debido a la propiedad ) basta con
definir la funcién radial en los u € S"~!. Ademads en ese conjunto de
puntos px (u) es el maximo radio que tiene el conjunto K en el sentido u.

Figura 1.9: Funcién radial sobre la circunferencia.
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Teorema 1.2.56. Sea K € ™ tal que tiene el 0 como punto interior y x €
R™\ {0} entonces se tiene

hice (@) = pr(z)

La prueba de este resultado se puede encontrar en la seccién siete del
capitulo uno de [17]. Aplicando la Proposicion 1.2.48 se deduce que la
funcién radial caracteriza a los cuerpos convexos que tienen al 0 como
punto interior.

Proposicién 1.2.57. Sea K € " tal que tiene el 0 como punto interior en-
tonces py' define una norma que se denotard ||| para la que K es la bola
unidad.

Por dltimo se introduce el resultado que relaciona secciones con proyec-
ciones.

Teorema 1.2.58. Sea K € %™ con el 0 como punto interior y V un espacio
vectorial. Se tiene que
K0V = (Pv(K))

donde el espacio ambiente en el que se calcula el segundo dual es V.

Demostracién. Basta usar las Proposiciones 1.2.55,1.2.35y 1.2.48, y el Teo-
rema 1.2.56, entonces para todou € S~ ' N V.

r 1
b (u) hPV(K) (u

pr<av(u) = pr+(u) = 7= PPy (K))* (1)

Como cualquier elemento de V' se puede expresar como combinacién li-
neal de u € S""! NV con coeficientes no negativos se tiene que ambos
conjuntos coinciden. ]

1.3. Teoria de Brunn-Minkowski

En esta secciéon se van introducir herramientas de la Teoria de Brun-
Minkowski. Sélo se han recogido los resultados necesarios para el tra-
bajo. Para un desarrollo més exhaustivo, véase el apéndice de [5] y la
seccién uno del capitulo de [17].
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Esta teoria tiene su origen en la célebre desigualdad de Brunn-Minkowski,
a partir de la cual se obtienen propiedades fundamentales de los cuerpos
convexos. Dicha desigualdad, que establece una relacién de concavidad
relacionando la suma de conjuntos con la medida de Lebesgue, es cierta
para conjuntos muy generales, aunque nosotros s6lo la usaremos para
Cuerpos convexos.

Teorema 1.3.1. Desigualdad de Brunn-Minkowski: Sean K,L € JZ" y
t € [0, 1], se tiene:

(1= #)K +tL|n > (1 —)|K|n + t|L|=,

ddndose la igualdad si y solo si K, L estdn contenidos en hiperplanos paralelos o
K=x+rLconzeR"yr>0.

Demostracién. Sean K y L cajas ortogonal con lados de longitud z;,y; > 0
respectivamente, entonces se tiene.

n

K| =]z 1ZI=]]v |1E+LI=]](i+uw)
=1 =1

i=1

Aplicando la desigualdad aritmético-geométrica, se deduce

n . 1/n n Yi 1/n 1 n T 1 n yi
3 K3 K3 K3
+ < - + - =1
(HJCZ-HJZ) (Hﬂfﬁ—yz) n;%-ﬂ/z n;ﬂfﬂ—yz

i=1 i=1

Despejando se tiene |K + L|*/™ > |K|'/* + |L|*/™. Esta desigualdad se
puede generalizar a coleccion finitas de cajas ortogonales no solapadas,
la prueba se encuentra en el apéndice de [5]. Como la medida de los con-
juntos compactos se obtiene usando coleccion finitas de cajas ortogonales
no solapadas, se tiene |K + L|*/™ > |K|'/" +|L|"/" para K, L € ™. Basta
coger (1 —t)K y tL en lugar de K y L y aplicar propiedades de la me-
dida para deducir la desigualdad deseada. El caso de igualdad se puede
encontrar en [5]. O

Se ha probado la desigualdad 1.3.1 usando que para todo K, L € £ ™ se
tiene
’K + L,l/n > ’K‘l/n + |L’1/n_
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Realmente estas dos desigualdades son equivalentes, ya que basta esco-
ger t = 1/2 y utilizar las propiedades de la medida Lebesgue. Por lo que
cuando se hable de la Desigualdad de Brunn-Minkowski nos referiremos
a cualquiera de las dos versiones.

Se van a introducir dos conceptos fundamentales para el estudio de la
medida de los cuerpos convexos y de sus proyecciones.

Definicién 1.3.2. Sea K € %™ y sea B(S"™ ') la o-dlgebra Borel de S"~1,
entonces ln medida de superficie del conjunto K viene dada por S(K,w) =
I7(K,w)|, donde 7(K,w) = {z € K : n(z) € w}conw € B(S" 1)y ||l
medida de Hausdorff. Esta es una medida Borel no negativa y finita en S*~1 que
satisface
S(K,S" ') = S(K) = |0K]|.

En el caso de la bola euclidea, denotamos v(-) = S(B%, -) (es una medida positi-
va, finita e invariante por rotaciones de sn—1),

Teorema 1.3.3. Sea p una medida no negativa y finita definida en B(S" 1), que
satisface:

1. [gnor udp(u) = 0.
2. p(w) < p(S™ 1) Vw € B(S™L) subesfera.
Entonces existe un tinico K € ™ tal que pu(-) = S(K, ).

La demostraciéon de este resultado se encuentra en la seccién uno del
capitulo siete de [17].

Definicion 1.3.4. Sea K € ™ de tal manera que S(K, ) es absolutamen-
te continua respecto de v, entonces la funcion de densidad f € L*(S™ 1) que
satisface dS(K,-) = f dv(-) se llama funcién curvatura del cuerpo K.

Definicién 1.3.5. Sea K1, ..., K, € ™" se define el volumen mixto como

1 — -
V(Ky, ... Ky,) = EZ(—l)nﬂ Z | K, 4+ Ky
=

i1<...<ij

El siguiente resultado muestra como el volumen de una combinacién li-
neal de cuerpos convexos con coeficientes positivos es un polinomio ho-
mogéneo de grado n, cuyos coeficientes vienen dados precisamente por
los voliimenes mixtos definidos anteriormente.
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Teorema 1.3.6. Sea K1,..., K, € X" yty,....t, € [0,+00). Se verifica

n
’t1K1+...tnKn|: Z V(K’h?"'aK’in)til”'tin'

U1eesin=1

La demostracion de este resultado pasa por la prueba para politopos, y
mediante un argumento de aproximacion se tiene para cuerpos convexos
generales. Se puede encontrar en [17].

Proposicién 1.3.7. Sea K, L € #", Ky,..., K, € X", a,8 > 0,29 € R"
y 4, = xo + © una transformacion afin. Entonces el volumen mixto satisface:

) V(K,...,K) =|K|

ii) V(Ky,...,Ky,) =V(K,,,...,K;,) para toda permutacion de indices.

i) V(aK +BL, Ko, ..., K,) = oV (K, Ka, ..., Kn)+ BV (L, Ko, ..., Ky,).
iv) V(K,Ks,...,Kp) <V(L,Ks,...,K,)si K C L.

v) Vizo+ K1, Ko, ..., Ky) = V(K1 Ks, ..., Ky).

vi) V(Qy (K1), ..., Py (K)) = |det(P) |V (K7, Ko, ..., Ky).
Demostracién. Las pruebas de iii) y iv se omiten ya que es un trabajo

laborioso que solo requiere utilizar la expresién de los volimenes mixtos.

i) Basta usar |(t; + ...+ t,)K| = |K|(t1 + ... + t,)" por las propiedades
de la medida Lebesgue y comparar coeficientes de los polinomios.

i7) Es una consecuencia de que la suma de conjuntos sea asociativa y
conmutativa.

v) Basta observar que la medida Lebesgue es invariante por traslaciéon y
comparar coeficientes de los polinomios.

vi) Basta usar que | @y, (t1 K1 + ..., K,,)| = |det®||t1 Ky + ... t, K| por
las propiedades de la medida Lebesgue y comparar coeficientes de los
polinomios. O
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Notacién 1.3.8. Sean K,L € " ym,k € N tales que m + k = n, se usard
la notacion

V(K,...,K,L,...,L) = V(K,m; L, k).
—_———— ——

m veces k veces

Sim =10k =1, entonces no se escribird en la expresion.
Teorema 1.3.9. Sean K, L € ¢ ™ entonces se tiene:

. |K+¢eLl|—|K]
lIm —M.

e—0t 15

nV(K,n—1;L) =

Demostracion. Sea K,L € ™y ¢ > 0, consideramos la siguiente identi-

dad:

1 1
——K+...+——K+el|=|K +¢€l.
n—1 n—1

Por el Teorema 1.3.6 se tiene que es un polinomio homogéneo cuyo coefi-
ciente del término de orden 1 es

1
n(n —1)"" 1V ( 1K,n—l;L).

n —

Por la linealidad del volumen mixto, es igual a nV (K, n — 1; L). O

Teorema 1.3.10. Sean K, L € J#™ entonces se tiene:

1
V(K;L,n—1)= / hi(u)dS(L,u).
n Sn—l
La prueba de este resultado se encuentra en [17] y también se basa en la
técnica de aproximacién por politopos.

Corolario 1.3.11. Si K € JZ™ entonces se tiene que:

K| =+ /S hic(w)dS (K, ).

n

Demostracién. Basta aplicar el resultado anterior con L = K y usar que
V(K,...,K)=|K| O
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Teorema 1.3.12. Sea K € ™ y ¢ > 0 entonces se tiene que:

o K +eBy| - K|

e—0t 15

S(K) =

Demostracién. Se aplica el Teorema 1.3.9 con L = By y el Teorema 1.3.10:

O]

SU) = [ a0 =V (o0 —1; B) = Tim K+ eBy| - K|
Sn—l

e—0t 15

Teorema 1.3.13. Sea K € #™ yu € S"~1. Se tiene

Pul®)l =5 [ Hwolds(®oo) =5 [ wo)ldS(-K.0),

donde |-| denota la medida de Hausdorff.

Demostracién. De manera andloga a la prueba del Teorema 1.3.9 se tiene
quesiu € S" 1y K € #™, entonces |K + ¢[0,u]| es un polinomio que
tiene a V(K,n — 1;[0,u]) como coeficiente del término de orden 1.

Aplicando el Principio de Cavialeri se tiene | K +¢[0, u]| = |K|+¢|P, . (K)],
véase la Figura 1.10 . Comparando polinomios se llega a que

Anélogamente para [—u, 0] se tiene V (K, n—1; [—u,0]) = |P,1 (K)|. Por lo
que aplicando la Proposicién 1.3.7, el Corolario 1.3.11 y recordando que
h[fu,u] (v> = ’<uvv>’/
| weldS . 0) = V(Ko = 1 ) = 21y (5],
S§n—1

Para la segunda parte basta aplicar la Proposicién 1.3.7 con ® = —1I, don-
de I es la identidad y utilizar que [—u, u] es centrado. O
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N\ iﬁ

Figura 1.10: Cuerpo K junto a K + [0, u].

Teorema 1.3.14. Sea K € ¢ entonces se tiene que:

1
S = gy [ 1P (e

Demostracién. Basta recordar que v(-) = S(BY,-), usar el Teorema de Fu-
bini junto con el Teorema anterior y observar que |P,. (By)| = |By:

1
|Bnl|/S Py (K)dv(u) =
2 e
1

2 n—1 n—1
_|Bnll| g (;/S \(u,v>|dS(B§,v)> dS(K,u) = S(K).O
2 n—1 n—1

Teorema 1.3.15. Primera Desigualdad de Minkowski:
Sea K, L € ™ entonces se tiene:

V(K,n—1;L)" > |K[""'L],

ddndose la igualdad si y solo si K, L estdn contenidos en hiperespacios paralelos
oK=x+rLconzeR"yr>0.

Demostracién. Aplicando 1.3.9 con e = L, se tiene:

1y qon (A= OK L = (=) K]
nV(K,n—1;L) = 61_1)1%1+ DT =

1-H)K+tL|— |K 1—(1—-¢t)"
0K FiL—JK] 1=
e—0t t e—0t t

K]
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En el segundo término de la suma aparece la derivada en el 0 de la fun-
cion
—(1 —t)™, que vale n. Por lo que obtenemos esta expresion:
1-¢)K+1tL| - |K
0= 0K ] - K] _

e—0t t

n(V(K,n—1;L) — |K]). (1.2)

La funcién f(t) = |(1 — t)K + tL|'/" con t € [0,1] es céncava por el
Teorema 1.3.1, por lo que existe el limite en 0 por la derecha; aplicando la
regla de la cadena y usando (1.2) se tiene:

V(K,n—1;L) — |K]|

'(nt) —

Como f es concava, aplicando el Teorema 1.2.31 se tiene f/(07) > f(1) —
£(0). Despejando el volumen mixto se deduce la desigualdad. La igual-
dad se darfa cuando f/(0%) = f(1)— £(0), como f es concava se tiene que
parat € (0, 1]

£(t) ~ 10) = 10%) = 1(1) — 50) = YO TO _ g0y g0,

que reescrito es la Desigualdad de Brunn-Minkowski 1.3.1 pero con una
igualdad. O

Teorema 1.3.16. Desigualdad Isoperimétrica: Dado K € #",

(5@))” - <||BK;J|)M'

La igualdad se da si y solosi K = x4+ rBj conx € R" yr > 0.

Demostracién. Como hpp (u) =1 para todo u € N aplicando 1.3.10

V(K,n—1;33):1/ S (K, u) = 25
n S§n—1 n
Aplicando el Corolario 1.3.11 se tiene

1 S(B3)

By =2 / dS(By ) =
§n71

n n
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Aplicando el Teorema 1.3.15 con Ky L = By

S(K)>” 1 (S(K)>” <S(K)>” <!K|>”_1
> |K|"|BY| = = > .
< n BT st nl By| B3|
Como By no esta contenido en ningtn hiperplano se da la igualdad si 'y
solosi K =z +rBy conz € R"yr > 0. O

Definicién 1.3.17. Sean K, ..., K, € ™ conteniendo el 0, se define el vo-
lumen mixto dual asf

V(Ky,...,K,) = 1 /Sn_l pr,(w) ... pK, (w)dv(u),

n
donde pg es la funcion radial dada en la Definicion 1.2.52.
Teorema 1.3.18. Si K;,...,K,, € ™" conteniendoel 0y t1,...t, > 0, en-
tonces
n ~
’thl—l-...—l—tnKn‘ = Z V(Kila---aKin)til R 7
i1 eyin=1

Demostracion. Sea K = t1 K1+ ... +t,K,,. Aplicando la definicion de vo-
lumen mixto dual, la Proposicién 1.2.55, el Teorema de Fubini y usando
coordenadas polares.

n

P (u)
= / / " tdrdv(u) = | K| O
sn-1.Jo

Proposicién 1.3.19. Sean K, ..., K,, K, L € 2™ conteniendo el 0, a, 5 > 0
y © una transformacioén afin. El volumen mixto dual satisface:

- 1
Z V(Ki1> e 7Kin)ti1 . 'tin = — /S » pK(u)"dV(u)

i1yeyin=1

i) V(K,...,K) = |K|.
i) V(aK+BL, Ky, ..., K,) =aV(K,Ks,...,K,)+ BV(L,Ka, ..., Kp,).

iii) V(Ky,...,K,) =V(K;,...,K;,) para toda permutacion de indices.
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iv) V(®K,,...,BK,) = |det®|V(K1,..., K,).

v) Si K C Lentonces V(K,Ks,...,K,) <V(L,Ko,..., Ky).

vi) V(Ky,...,K,) > 0.
Demostracién. Para iii), v) y vi) basta usar la definicion.

i) Basta aplicar el Teorema de Fubini y usar coordenadas polares

- 1 Pk (u)
V(K,...,K) = / pi(u)"dv(u) = / / " Ldrdv(u) = |K)|.
n Sn—1 sr—1 Jo

i1) Basta aplicar la Proposicién 1.2.55.
iv) Se hace de manera anéloga a los volimenes mixtos. O

Notacién 1.3.20. Sea K,L € ™ conel 0y i € R, denotamos

D) =5 [t o widvta).






Capitulo 2

Proyecciones de cuerpos
convexos

Este capitulo estd dedicado al estudio de proyecciones de cuerpos con-
vexos sobre hiperplanos. En primer lugar, se dardn cotas para cuerpos
convexos particulares. A continuacién, se presentara la desigualdad de
Loomis-Whitney, que acota la medida de un cuerpos convexos usando la
medida de las proyecciones sobre los hiperplanos coordenados. Por ulti-
mo, se tratard un problema clésico relacionado con proyecciones, como
es el Problema de Shephard. Existen dos aproximaciones diferentes para
su resolucién, que serdn expuestas aqui: usando la Geometria Convexa,
y mediante el Anélisis de Fourier.

2.1. Volumen extremo de proyecciones

Esta seccion esta dedicada al estudio de los valores extremos de | P, 1 (K)|
conu € S"1, para ciertos cuerpos convexos K.

En primer lugar se calculardn las proyecciones méximas y minimas del
cubo K = B[ y del diamante K = B7, estudiando las direcciones u
donde se alcanzan los valores extremos.

A continuacion se comentard el caso K = B con 1 < p < o0y el caso
del simplice. Para un desarrollo mds exhaustivo de estos casos, se puede
consultar la referencia [1].

37
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2.1.1. Proyecciones del cubo

Teorema 2.1.1. Sea K = B y u € S"~1, entonces se tiene

B < [P (BRI < Vil BIGY,

ddndose la iqualdad en la cota inferior si y solo si u € {£ey,...,*ey}, yenla
cota superior si y solo si u = %(il, oo, D).
n

Cdlculo de las proyecciones

Se va a usar el Teorema 1.3.13 para el cdlculo de las proyecciones, por lo
que se va a hacer un estudio del vector normal exterior del cubo.

El vector normal exterior del cubo solo esta bien definido en el interior
de sus 2n caras, fuera de ahi no esta definido, pero ese conjunto es de
medida nula. La medida de esas caras vale |B% 1| = 277!, y ademas
cada una de las 2n caras tiene asociado como vector normal uno y solo
uno de estos {+teq, ..., e, }.

] "

Proposicién 2.1.2. Si K = B y u € S ! entonces se tiene
n
[Py (BL)| = B Juil.
i=1

Demostracion. Sea F;' la parte de la frontera que tiene como vector nor-
mal exterior a e;, y F; la parte que tiene como vector normal exterior a



2.1. VOLUMEN EXTREMO DE PROYECCIONES 39

—e;. Aplicando el Teorema 1.3.13 se tiene

n 1 n
P B2 =5 [ I )ldS(B.0)

1 < 1o
:§Z|Fi+|‘<eivu>|+§Z|Fi |[(—ei,u)|
=1 =1

n n
_ 9n—1 _ n—1
= 2" il =B Y Jual- N
i=1 i=1
Teniendo ya una férmula para las proyecciones del cubo, para acotarlas
basta estudiar la expresion y ;" |u;/.
Cota inferior

Como u € S" ! se tiene 0 < |u;| < 1y por tanto:

n n
D il = i = 1.
i=1 i=1
La igualdad se da solamente cuando u € {#*ey, ..., £e,}.

Cota superior
Usando la desigualdad de Holder A.0.1 parap = ¢ =2 sellega a que:

n 2 n n
(Z 1ui\> <D il =n.
=1 =1 i=1

La igualdad ocurre si y solo si 12 = Clu;|> Vi = 1...n. De donde se

deduce que |u;| son constantes y usando que u € S"! se llega a que

tiene que ocurrir que u = ﬁ(il, ..., E1).

Con esto termina la prueba del Teorema 2.1.1.

2.1.2. Proyecciones del diamante
Teorema 2.1.3. Si K = B y u € S"~! entonces se tiene
1

ﬂIBIHI <[P (B < BT,
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ddndose la igualdad en la cota inferior si y solo si u tiene todas las compo-
nentes nulas salvo dos de igual médulo, y en la cota superior si y solo si u €
{£e1,...,Len}.

Cdlculo de las proyecciones

La frontera de B} satisface la ecuacién ) ,|z;| = 1. Fijando cada una
de las 2" elecciones de signo de las coordenadas de z, se convierte en la
ecuacién del hiperplano con vector normal ¢ € {1,—1}", que son las 2"
caras del diamante.

De ahi se deduce que en el interior de las 2" caras el vector normal exte-
rior es uno y solo uno de estos ﬁs cone € {—1,1}", y el conjunto donde

no estd bien definido tiene medida nula. Es facil calcular la medida de las

caras, que vale ;.

D ¢

Proposicion 2.1.4. Sea K = B} y u € S" ! entonces se tiene

_ £,U
Panl =By el

ee{-1,1}n

Demostracion. Sea F; la cara del diamante con vector normal exterior

%5, aplicando el Teorema 1.3.13 se tiene:

D=3 ro) = 2 L
P, (BY)] = Q/Snll<u,u>|ds(31,v) =5 D eIl el
ee{-1,1}n
: n— g, U
- sy 2 lewl=im 3 G
Cee{-1,1}" ce{ionyn

En la dltima igualdad se ha usado el Teorema A.0.6 para p = 1. O
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Cota inferior

Se va a seguir la demostracién que se muestra en [9], para ello se usard la
siguiente notacion.

Seaec,c € {—1,1}" 7€ {0,1}" y x € R", entonces:
y

= =2 T
» 27 =[],z con0’=1.

» d(e,0) =card{i: eg; # 0;}.

Usaremos el siguiente lema técnico, que puede demostrarse facilmen-
te por induccion.

Lema 2.1.5. Seat >0, € R"y 7 € {0, 1}" entonces:

t2ﬂ (1 ¥ %) = Y o
=1

T€{0,1}"

Derivando la expresion respecto la variable ¢, sustituyendo ¢ = 1, toman-
do « con componentes «; = €;0;, y sumandoene, o € {1, —1}" el término
|{e, u)||{(o, u)| se tiene:

n

Z 21_[ 1+5z0'z ZEJJ_] H 1+5i0i) ‘<57U>H<J>u>|
=1

e,oe{-1,1}" i=1,i#£j

= > Y. @—Irheo (e, wll(o, )l

e,0€{—1,1}" Te{0,1}™
2

= > e-lh| > £l

7€{0,1}" ee{-1,1}"

Se van a acotar los extremos. Para el derecho se utiliza que para |7| = 1
se tiene - (1 1yn €7 (¢, u)| = 0, de donde se deduce:
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2 2
> (27)< > €T<€7U>> <2( > <€au>)- (2.1)

7€{0,1}" ee{-1,1}" ee{-1,1}"

Para el lado izquierdo se observa que [[;" , (1+¢;0;) # 0siysolosie = o
yIlis12;(1+¢i0:) # 0siysolosie; = o; coni # j, conlo que el término
de la izquierda es igual a

270 Y HewlP e Y lewlPr Y e wll{ou)l

ee{-1,1}" ee{-1,1}" e,oe{-1,1}"
d(e,0)=1

=212 Y [eulPt Y @enleulP+ Y leuliow)
ee{-1,1}n ee{-1,1}n coe{—1,1}"
d(e,0)=1

=22 Y euwPr ) Kewl| Yo Hou)l - (n—2)l{e )
ee{-1,1}" ee{-1,1}" ae({—l),l}"
d(e,o)=1

Usando la desigualdad triangular se tiene que para todo ¢ € {—1,1}™

(=2 el < D Hoyu)l: (2.2)
ce{-1,1}"
d(e,0)=1

Juntandolo todo se llega a

2
2( Z <5,U>) > 2" Z (e, u)|?

ee{-1,1}" ee{-1,1}"
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(e, u)| 1 e w*) _ 1
> > <k > on V)

[N
VoS
it

So
N——
S]]
Il
5l

ee{-1,1}n ee{-1,1}n
Con esto se concluye que
1 n—1 n
BT < P (B

Para el caso de igualdad, hay que tener en cuenta que para que se dé la
igualdad en (2.1), tiene que ocurrir que para |7| > 3,

> e u) =0.

ee{-1,1}n

Notese que la igualdad anterior siempre se cumple para |7| impar, por lo
que s6lo nos da informacién para cuando |7| es par. Si suponemos que
u € S*! tiene cuatro componentes no nulas, digamos w1, uz, ug, us # 0,
tomando 7 = (1,1,1,1,0...,0) llegarfamos a que

Z e162e3e4|(g, u)| = 0.

ee{-1,1}"
por lo que
Z egeses|ug + (' u')| = Z goeseq|ur — (', u)].
ee{-1,1}-1 ee{-1,1}n—1

Pero ambos términos son siempre opuestos, por lo que son nulos. Pero
entonces el término izquierdo vale:

0= Z eoezeqlur + (', )| + Z goeseqluy + (€, u')]
de{-1,1}"! ee{-1,13""!
e2e384>0 £2£384<0
= Z e9e3e4|ur + (', u')| — Z eoeseq|ur — (', u')|
ge{-1,1}! ge{-1,1}"1!

e9e3e4>0 e0e3e4>0
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= Z eoezeq(jur + (€, u')] — ug + (€', u)])

ge{-1,1}n"1!
£2e364>0

Como todos los sumandos son no negativos, deben ser todos cero, por lo
que para todo ¢’ € {—1,1}"1,

ur + (', )] = |ur — (', )

lo cual no es posible si uy, ug, us, us # 0.

Asi que a lo sumo hay tres coordenadas no nulas en w.

Ahora, para que (2.2) sea una igualdad, la desigualdad triangular es una
igualdad, que ocurre cuando el signo de (¢, u) y de €;u; coinciden para
todo e € {—1,1}" y para todo 1 < j < n. Es facil ver en ese caso que en-
tonces u debe tener dos componentes no nulas iguales en valor absoluto.

Cota superior
Aplicando la desigualdad de Holder A.0.1 parap = ¢ = 2.

ee{-1,1}" ec{-1,1}" ee{-1,1}n

[N
NI

Con lo que se concluye:

[P, (B < By

Para la igualdad, es necesario que se dé la igualdad en la desigualdad de
Holder, que segtin A.0.1 debe ser cuando

1
2

(e, w)|” = Cﬁ
De aqui se deduce que se da la igualdad si y solo si para toda seleccién
de signos e,0 € {—1,1}" se tiene:

n n
E E;Uyj E o; UG | .
i=1 i=1

Esto implica que u € {+£ey,...,+te,}, y con esto se termina la demostra-
ciéon del Teorema 2.1.3.

Ve e {—1,1}"
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2.1.3. Casos intermedios

En este trabajo no se van a desarrollar los casos 1 < p < 4o00. En [1] se
puede encontrar un estudio sobre este problema. Se pueden distinguir
tres casos:

i) Cuando K = Bj tenemos que la medida de las proyecciones es cons-
tantemente | By 1|

ii) Cuando K = B)) con p > 2 se tiene un caso analogo al del p = +oo.

By~ < [P (BY)| < Cul BT,

donde C,, > 0 y las igualdades se dan en la cota inferior cuando
u € {+£eq,...,*e,}, y en la cota superior en u = ﬁ(il, oo, D).

iii) Cuando K = B} con 1 < p < 2 se tiene un caso andlogo al del p = 1.

1 n—1 (N—l)(%_l)
{35 (5

siendo solamente 6ptima la cota superior con igualdad para u €
{£e1,...,te,}.

V]

} By <[P (By)| < By

2.2. Desigualdad de Loomis-Whitney

En esta seccién se introducird una desigualdad cldsica de proyecciones
que relaciona la medida de un conjunto con medida finita y la medida de
sus proyecciones en ciertos hiperplanos.

Es bien conocido que en R? si tenemos un conjunto de medida finita y
tomamos el menor rectdngulo que lo contiene, entonces el drea del rec-
tdngulo acota al del cuerpo. La desigualdad de Loomis-Whitney es una
generalizacion de esta idea.

Teorema 2.2.1. Desigualdad de Loomis-Whitney: Sea A un conjunto medi-
ble con |A| < +o0, entonces se verifica:

n—1
A <] P2 Al (2.3)

Jj=1
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Ademds la igualdad se da si y solo si A es producto cartesiano de n intervalos
acotados.

2.21. Prueba dela desigualdad

Se va a seguir la prueba que mostraron Loomis y Whitney en [10].

Lema 2.2.2. Sea S una coleccién finita de cubos de una particion ciibica de R".
Sea S; el conjunto de los cubos (n — 1)-dimensionales que se obtienen proyec-
tando los cubos de S sobre el i-ésimo hiperplano coordenado. Sean N y N; los
cardinales de los respectivos conjuntos. Entonces:

n
Nl < HN
=1

Demostracion. Lo probaremos por induccién en n. Para n = 2 es trivial,
ya que en ese caso, S C S7 x S, por lo que N < Ny No.

Consideremos ahora I, ..., I}, los intervalos generados al proyectar los
cubos de S sobre el eje de la primera coordenada. Sea 7; el conjunto de
cubos de S que se proyectan sobre I;, y T;; el conjunto de cubos que se
obtienen al proyectar 7; sobre el hiperplano z; = 0 para j > 1. Sean a; y
a;; los cardinales de T; y T;; respectivamente. Por construccién se tiene

k k
Zai:N CLZ'SNl \V/’izl,...,k Zai]’:Nj.
. i=1

Aplicando la hipétesis de induccién a los a; se deduce a2 < [[j_gaijy
por tanto

n n
al ! < aq Haij <M H agj.
j=2 j=2

Aplicando la desigualdad de Holder generalizada A.0.2 se concluye:

1

k k n ;. n k ﬁ n 1
SRR SRS | CARRTab 1{ 3T MY |
1 j=1

i=1 i=1 j=2 j=2 \i=
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Con este lema técnico ya podemos pasar a la prueba del Teorema 2.3.
Notese que para que se dé la igualdad en el lema, N = N; para todo 1,
por lo que NV = 1, es decir s6lo hay un cubo en la particién.

Demostracién. Como A tiene medida finita podemos encontrar para cada
e > 0 una coleccién finita de cubos de lado § > 0 de una particién ci-
bica de R, llamémosla S, y que ademads cumpla |[K — S| < e. Entonces
aplicando el lema anterior a S se llega a que:

|S|n1 N7~ 15n(n1 <HN5n 1<H|PJ_A|
=1

El caso de igualdad se obtiene a partir de la igualdad del Lema 2.2.2. [J

Observacion 2.2.3. La desigualdad de Loomis-Whitney es vdlida en particular
Kexm.
Para n = 2, el Teorema 2.3 tiene esta forma:

K| < |Ps (K)||Ps (K|

La proyecciones ortogonales al ser lineales y continuas llevan cuerpos convexos
de R™ a cuerpos convexos de R"~1. Pero los 1inicos compactos y convexos en R
son los intervalos [a, b].

Se puede comprobar que P, %(K ) x P, 2l(K ) salvo una traslacion es el menor
rectdngulo con el que se podria contener a K. Por lo que la desigualdad de
Loomis-Whitney nos dice que el drea de K es menor o igual que el drea del menor
rectdngulo que lo contiene. Pero esto no es cierto en general, véase este ejemplo.

Ejemplo 2.2.4. Sea K = {(x,y,2) € R? : 22 + y% < 1,2 € [0,1]}. Se puede
comprobar que la menor caja ortogonal que lo contiene es [—1, 1] x [—1, 1] x[0, 1],



48 CAPITULO 2. PROYECCIONES DE CUERPOS CONVEXOS

y ademds

Jj=1

Por lo que la desigualdad de Loomis-Whitney en general no da como
cota el volumen de la mayor caja ortogonal que contiene a K. Realmente
el Teorema 2.3 da una cota mas fina.

Sea 1 < j < n entonces 7T;-L : R* — R" ! es la funcién que elimina la
variable z; del vector (z1,...,2,) y g7 : R" — R es la que solo deja la
variable ;.

Es facil de comprobar que ambas son lineales y continuas por lo que lle-
van cuerpos convexos en cuerpos convexos. Ademds es de facil compro-
bacién ‘Pej-(K” = |m;(K)|.

Teorema 2.2.5. Sea K € £ entonces se tiene que:

[TI=5 ) < [TIgp )
j=1 j=1

Demostracion. Se aplica induccién en n. Para el caso n = 2 basta observar

que 7§ (z) = g5(x) y 75 (x) = g7 ().

Para el caso inductivo simplemente se aplica la desigualdad de Loomis-
Whitney a los 7r;7+1 (K) que al ser lineal y continua estdn en 2"~ !, luego
se aplica la hipétesis de induccién y reescribiendo el producto se llega a

n+1 n+1
[T 1< TTay )™ O
j=1 j=1

Proposicién 2.2.6. Sea K € J#™, entonces la menor caja ortogonal que salvo
una traslacion contiene a K es el conjunto Q) definido ast:
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Q = g7 (K) x ... x gy (K).

Demostracion. Como g;' es continua y lineal lleva elemento de J#™ en ele-
mentos de # 1. Como los tinicos convexos y compactos de R son los in-
tervalos cerrados y acotados,  es una caja ortogonal. Ademas () contiene
a K salvo traslacién por definici6n de las g7

Sea B una caja ortogonal que contiene a K. Se tiene

g (K)Cgl(B) Yi=1,...,n=Q C B. O

Con esto se concluye que:

n
_1
K| < [[1P ()7 < Q)
j=1

Observacion 2.2.7. Los elementos gy(K ) realmente se pueden interpretar co-
mo proyectar el cuerpo K sucesivamente en los hiperplanos x; = 0 con i # j,
por lo que realmente la idea de que la menor caja ortogonal que contiene a K
acote la medida de K se puede interpretar como aplicar Loomis-Whitney n — 1
veces. Por eso cuando n = 2, se tiene que el Teorema 2.3 da la medida de la menor
caja ortogonal que lo contiene salvo traslacion.

2.2.2. Versién funcional

A continuacién, vamos a introducir una versién funcional de la desigual-
dad de Loomis-Whitney.

Teorema 2.2.8. Sean > 2, f1,...,fn € LI(R”_I) no negativas. Entonces se
tiene que

noo1 i L1
/ [1#7 @@, an))dan o dag < T s
" =1 j=1

Demostracién. Se va a demostrar por induccién en n.
El caso n = 2 es simplemente el Teorema de Fubini

/]R2 f1($2)f2($1)d$1dl‘2:/Rfl(lig)d:IJQ/RfQ({El)d{L‘l.
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Ahora se asume que la desigualdad es cierta para n > 2.
Seax = (1,...,%p+1) Y2 = (21,...,%y,). Se van a usar estas notaciones
para abreviar las demostracion:

dey...dxne =dz dri...dr, =dT
(1, T, T g1y e s Tpg1) =27 day .. odrjdxjg .. depy = do?
(.1‘1, sy L1y Ljgly e ,l‘n) =3/ dﬂ?l ce d$j71d$j+1 cee d;vn = di’
n+1 L n % %
11 fi(@?)da? H fi(@?)da? frg1(2)di
j*l Rn - Rn Rn

Se aplica el Teorema de Fubini

1 (o ()

Sea gj (&) = [ fi(a?)dani1 € LYR™ Y [0, +00]), que estad bien definida
por las h1p0te31s y por el Teorema de Fub1n1

n

(o) ([ )

Aplicando la hipétesis de induccién

S
H
k:
3
i
U
=>
()
< ~————
d
VR
=
3
B
+
—
—
=
~
Q
IS
N———
=

n

Z/n f[lgj(iﬂj) fn+1(£)idi:/Rn ﬁ

Se aplica Holder generalizado A.0.4 para p% = %, y finalmente el Teorema
de Fubini.
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n+1

Z/n /Hfj (a7)n d$n+1 fnr1(2) df’?—/RHl;[fJ («’)n

Juntandolo todo se deduce

n+1 L n+1 =
i)ud 7)dz?
/Rn+1 ];[ f] v E[ < Rn f v v )
Reescribiendo la desigualdad, se llega a
n+1 n+1
| H P, w)dor o < [l O

7j=1

La desigualdad de Loomis-Whitney se deduce cogiendo f; = Xan (k) con
K un conjunto de medida finita. Entonces se tiene que:

/ HXn : 331, ) dxl dxy, < HHXTI’ {LR;—r

1

Es facil comprobar que xx(z) < [}, X;E(IK) (mj(x)) Yz € R™. Y por
J

tanto aplicando propiedades de la integral Lebesgue.

1

\K]</ HX K (215 Tp))day L dX,.

Ademas |77 (K)| = |P,+ (K)|, por lo que finalmente
J

n
Kt < TP ().
j=1
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2.3. El Problema de Shephard

El Problema de Shephard es uno de los problemas mas importantes en el
estudio de las proyecciones de cuerpos convexos. Se plantea el problema
de deducir que la medida de un conjunto es menor que la de otro, sabien-
do que todas las proyecciones en hiperplanos del primero tienen medida
menor que el segundo. El enunciado formal es éste:

Sean K, L € J#;". ;Se tiene que

Vu € 8" [P (K)| < P (L)) = |K| < |L]. (24)

Esta seccion tiene dos partes: una en la que se da una respuesta al Proble-
ma de Shephard con herramientas de la Geometria Convexa y otro con
herramientas del Andlisis de Fourier.

2.3.1. Resolucion usando Geometria Convexa

Las ideas que se van a mostrar se pueden encontrar en la seccién dos del
capitulo cuatro de [5].

Cason = 2

Teorema 2.3.1. Sea K € 2, L € %, u € S' y 1, la recta que pasa por el
origen con vector director u . Entonces se tiene:

|PL(E) < |P,(L)] YueS = |K| <|L].
Demostracién. Considerando los conjuntos simétricos asociados

AK:%(K—K) AL:%(L—L)

Aplicando las Proposiciones 1.2.35,1.2.41 y 1.2.43

u)KQ(u) _ |PluéK)| - IPzUQ(L)I _ WLQ(“) — har(u) VueS!

De donde se deduce que AK C AL. Por el Teorema 1.3.1 para L = —K

y t = 3 se tiene que usando las propiedades de la medida Lebesgue

|K| < |AK|y por tanto:

hak(u) =
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|K| < |AK| <[AL| = [L]. [

Corolario 2.3.2. Dado K € ¢y L € . Entonces se tiene:

|P,.(K)| <|P,.(L)] YueS!= |K|<|L|

Basta observar que los hiperplanos en R? son las rectas que pasan por el
origen.

Observacion 2.3.3. Lo que se ha probado anteriormente realmente es mds ge-
neral que lo que se pedia, se van a hacer dos observaciones.

1. La prueba anterior sigue siendo cierta para n > 2, ya que el problema de
Shephard seria cierto si las proyecciones fuera en rectas. El iinico espacio
donde las rectas que pasan por el origen son los hiperplanos es R?.

2. En la prueba para (2.4) en n = 2 no era necesario usar que K fuera si-
métrico. Esto podria inducir a pensar en que se podria relajar aiin mds las
condiciones y colocar que L tampoco lo fuera. Se va a mostrar un con-
traejemplo, por lo que las minimas condiciones para que el problema de
Shephard en n = 2 sea cierto son las del Teorema 2.3.1.

Proposicién 2.3.4. Todo K € % con wg constante es un circulo centrado en
el origen.

Demostracion. Sea K € %2 con wg = ¢ > 0, entonces se tiene
c=wg(u) =hg(u) +hg(—u) = hg(u) + h_g(u) = 2hg (u).

Por lo que hg (u) = § y como la funcién soporte caracteriza a los cuerpos
convexos tenemos que K es un circulo centrado en el origen de radio 5.

Si K = rB? entonces hx (u) = 7. Como K es simétrico se tiene que:

1
hK:hAKzin:>’wK:27’

Por lo que los circulos centrados en el origen tienen anchura igual a su
didmetro. O

Proposicién 2.3.5. Existen K € 2 no simétricos tales que su wy es cons-
tante.
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Demostracién. Basta considerar un tridngulo de Reuleaux, véase la Figu-
ra 2.1. Se construye dibujando un tridngulo equilatero de ladoa > 0Oy
trazando arco de circunferencia de radio a centrado en uno de los vérti-
ces y que vaya entre los restantes. Partiendo del segmento que une dos
vértices, y moviéndolo de tal manera que uno de los extremos se deja fijo
y el otro se mueve por el arco de circunferencia, se observa que se puede
encajar un segmento de longitud a en todas las direcciones de S!, y por
construccion del tridngulo no hay ninguno mayor por lo que wr = a. [

Figura 2.1: Tridngulo de Reuleaux.

Teorema 2.3.6. Existen K € %>y L € 2 de tal manera que:

|P,.(K)| < |P,.(L)| YueS!

[ K| > [L]

Demostracién. Sea K = rB? conun r < 1y sea L = T un tridngulo
de Realoux de tal manera que w; = 2. Usando la Férmula de Cauchy
para superficies 1.3.14 se llega a que S(L) = 27. Usando la Desigualdad
Isoperimétrica 1.3.16 y que L no es un circulo se llega a que |L| < 721—2 <
7 = |B2|. Como la desigualdad es estricta, se puede tomar un r < 1 lo
suficientemente pequefio para que |L| < |K|. Juntandolo se tiene

[ K| > |L].

wg = 2r < 2 =wp, = |P,. (K)| <|P,.(L)| VuecS. O
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Cason > 3

Primero se va a dar un ejemplo en R? donde (2.4) no se cumple, luego se
definira los conjuntos donde (2.4) es cierto y finalmente se dard la intui-
cién de por qué en n > 2 el Problema de Shephard no es cierto.

Ejemplo 2.3.7. Sea L la superficie de revolucion generada al girar el tridngulo
de vértices (0,0, k), (0,0, —k), (1,0,0) sobre el eje z, con k = v/2cos(«) tal que
20+ tana = wy sea K = rB3 con r < (v/6ksin(a/m))'/?, entonces

|P,.(K)| < |P,.(L)] YueS* pero |K|>|L|

Figura 2.2: Contraejemplo a (2.4) en n = 3.

En la seccién dos del capitulo cuatro de [5] hay un desarrollo de los cdlculos para
llegar a este contraejemplo.

Definicién 2.3.8. Un conjunto Z € ;" es un zonoide si y solo si existe una
medida p no negativa, par y finita definida en B(S"~! cumpliendo

haw) = [ lwo)lduto)
Teorema 2.3.9. Sea K € ¥ ™"y Z € " un zonoide, entonces:

P, (K)| <|P,.(Z)] YueS" 1= |K|<|Z|
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Demostracién. Aplicando el Corolario 1.3.11 y el Teorema 1.3.10 y 1.3.13,
ademas del Teorema de Fubini se tiene

V(ZiKon—1) =~ /S iz (u)dS(K, u)

L (] Jwolau) asts.w

— L (st ) duco)

<t [ () sz duw
1

== /Snl (/Sn1|<u, U>|du(v)> dS(Z,u) = i/snl hz(w)dS(Z,u) = |Z|

Aplicando el Teorema 1.3.15 se deduce

Z"=V(Z;K,n—1)">|Z|" Y| K| = |Z| > |K]|. O

Por lo que (2.4) es cierto en zonoides, de hecho, al igual que en n = 2,
solo se necesita que el zonoide sea el conjunto con las proyecciones ma-
yores. A continuacién vamos a hacer una observacién clave para dar una
respuesta al Problema de Shephard en n > 2.

Sea K € ., u € S' y sea ® un giro de % radianes, entonces se tiene:
1
hic(u) = g () = 5P ()] = § [ 1@, 0)ldS(K.0)
== / |(u, @' (v))|dS (K, v).
4 Jg

Haciendo el cambio de variable ®/(v) = w y considerando dy = 1dS(K, ®(-)),
que es una medida no negativa, finita y par en B(S'), se comprueba:

=/Wwwwmm
Sl
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Por tanto, en R? el conjunto de los zonoides y de los %, es el mismo.
Esta va a ser la principal razén por la que en n > 2 no se tenga (2.4). En el
Ejemplo 2.2 el doble cono era centrado, pero no era un zonoide ya que no
satisface el Teorema anterior. En [15] se da un contraejemplo al Problema
de Shephard para n > 3 que se basa en la existencia de conjuntos de %"
que no son zonoides.

2.3.2. Resolucion usando Andlisis de Fourier

En [7] Koldovsky mostré una relaciéon estrecha entre el Anélisis de Fou-
rier y el estudio de las proyecciones. Se van a seguir sus pasos para dar
una respuesta al problema de Shephard desde un punto de vista comple-
tamente distinto al anterior.

Sea 1 una medida no negativa, Borel y finita definida en S”—! entonces
se puede extender a una p. € D'(R™) con esta férmula.

1

(e, ®) = 3 /Sn_l<r2,¢(rv))du(v) r € R,¢ € D(R"). (2.5)

Ademas si 0 ¢ sop(¢), se tiene (r—2,¢(rv)) = [ 7 2¢(rv)dr. Es facil de
comprobar que en ese caso /i, €s una d15tr1buc1on homogénea de grado
—n— 1.

Si 11 es absolutamente continua respecto de v, se le puede asociar una fun-
cion de densidad g € L!(S"™!). Esta a su vez se extiende a una funcién
homogénea de grado —n — 1

_ —n—1 ﬁ
(o) =l (1)
con z € R™\ {0}. Se va a identificar . con ge.

Teorema 2.3.10. Sea K,L € ;" y sea fx la funcién de curvatura de K,
entonces se tiene:

[ vt = o [ b fiwd .
Snfl Snfl

La prueba de este resultado se encuentra en [7].
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Proposicién 2.3.11. Sea ¢ € D(R"™) par y con 0 ¢ supp(¢), entonces:

~

(e, ) = (2m)" (pie, 9)-

Basta usar que o(z) = (27)"¢(—z) = (27)"(x).

Una vez enunciados los resultados necesarios, vamos a establecer la co-
nexion del Anélisis de Fourier con el estudio de las proyecciones.

Teorema 2.3.12. Sea p una medida no negativa, Borel y finita definida en S*~1,
pe la distribucion homogénea de grado —n — 1 definida por (2.5) y u € S*~1
entonces:

™

et == [ lwldny).

~

Demostracién. Sea ¢ € D(R™) una funcién par con 0 ¢ supp(¢), por defi-
nicion

) =) = [ [r200ar ) o

Por el Teorema A.0.8, la Proposicién 2.3.11 y usando que la Transformada
de Fourier es sobreyectiva en L?(R") se tiene que tomando ¢ = 1)

™

o) ==3 [ ([ 1ewlstan) auo)

s s

=—- | o) Nwwldpo) Jdu= (=5 [ (v, w]dp(v), ¢),

de donde se deduce que fic y —F [qn—1|(v, u)|dp(v) son distribuciones que
coinciden para cualquier ¢ € D(R") par con 0 ¢ supp(¢) por lo que por
s6lo se pueden diferenciar en un polinomio. Como son distribuciones
pares y homogéneas de grado 1, se tiene que coinciden para ¢ € D(R")
par con 0 ¢ supp(¢). O

Aplicando el Teorema 1.3.13 se llega al resultado central de esta parte.
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Corolario 2.3.13. Sea K € %" y S(K, -) su medida de superficie asociada. Se
tiene que

o —

S.(K)(u) = —n|P, (K)| Yue S

Concretamente si S(K, -) tiene a fx como funcién de curvatura asociada, en-
tonces

—

(fr)e(u) = —7|P, (K)| YueS" L.

Usando resultados de aproximacién que se pueden encontrar en el capi-
tulo dos de [17], a partir de ahora se afiadird a (2.4) la hipotesis de que
K, L € ;" tengan funcién soporte diferenciable en R™\ {0}, y que tengan
funcién curvatura.

—

Lema 2.3.14. Sean K, L € J¢" tales que f/LZ(u) <0 vy (fr)e(uw) > (fr)e(w)
Vu € S"1, entonces | K| < |L|.

Demostracion.

| F@wdr) < [ i{f. ()
Sn—l

S§n—1

aplicando los Teoremas 2.3.10 y 1.3.10, y el Corolario 1.3.11 se deduce:

/S N i (W) (fx)e (w)dv(u) = n(2m)"V (L; K, n — 1).

| B ()etwde @) = n2m)" L),

de donde se deduce que V(L; K,n — 1) < |L| y aplicando el Teorema
1.3.15se llega a que |K| < |L|. O

Lema 2.3.15. Sea K € " tal que fr(u) >0 Vu € S,y tal que hi es
estrictamente positiva en un abierto de S"~1. Entonces existe L € ;" tal que

—_—

(f)e = (fL)e, pero | K| > [L].

Demostracién. Sea Q = {u € S*1 : hy(u) > 0} y seav € C>(S""!) una
funcién no positiva, par y que tenga como soporte €. La extendemos a
una funcién homogénea de grado 1 en R" mediante la igualdad v(ru) =
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rv(u). Existe g € C°°(S"~!) de tal manera que v tiene como transformada
de Fourier la funcién g extendida a una funcién homogénea de grado
—n — 1, es decir

—

ro(u) =r "t

g(u).

Como g estéd acotada en S"~! se puede encontrar € > 0 de tal manera que
para todo u € S" 'y r > 0 se tenga h(ru) = fx(ru) +er " "tg(u) > 0.
Por el Teorema 1.3.3 h(ru) es la funcién curvatura de algtn L € %", que
denotaremos f (ru). Por construcciéon de v se tiene

—_— o —

(fL)e(ru) = (fi)e(ru) + (2m)"erv(u) < (fi)e(ru).

Como v tiene como soporte €2 y es no positiva aplicando los Teoremas
2.3.10y 1.3.10, y el Corolario 1.3.11

/Sn—l EI\((U)(]C/LTe(U)dU(u) — n(20)"V(K; L,n — 1).

| @ masw
— [ @) wdot) + [ Bi(ueo(u)do(w
gn—1 Sn—1
< [ @) (wdotn) = n(2n)" K],
gn—1
Entonces V(K; L,n — 1) < |K|, que junto al Teorema 1.3.15 implica que
K| > |L). O

Ya tenemos todas las herramientas para dar una solucién a (2.4) usando
Anédlisis de Fourier.

Teorema 2.3.16. EI Problema de Shephard (2.4) es cierto cuando n = 2 y falso
sin > 3.

Demostracion. Sean K, L € " tales que |P,. (K)| < |P,.(L)| Yu e S",
por 2.3.13 sabemos que (fx)e > (fL)e-

Para el caso n = 2 basta probar que hr < 0. En [4] se demuestra que
hr(u) = ﬂAi)*yu((]), donde Ap-,(t) es la funcién de secciones paralelas
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de L* en la direccién u. En la seccién dos del capitulo dos de [7], usando
Brunn-Minkowski, se demuestra que dicha funcién es céncava en t y que
alcanza maximo en el 0. Aplicando el Lema 2.3.14 se deduce el resultado.

Cuando n > 3 basta encontrar un cuerpo K € ;" cuya funcién soporte
sea diferenciable en S* !, con fx > 0 y hx > 0 en un abierto de sn—1.

Sea K' = BY)s- Usando la Proposicién 1.2.57 se tiene que hg/(-) = ||-||4,

que es diferenciable en S"~!. La prueba de que hi es positiva esta en [6].
Finalmente se toma ¢ > 0 lo suficientemente pequefio como para que la
transformada de Fourier de f(u) = hy(u)+ehpy (u) siga siendo positiva
en un abierto de S"~!. Esta es una funcién sublineal par, y aplicando el
Teorema 1.2.39 hay un cuerpo K € %" de tal manera que hx = f. Por
altimo, en [4] se puede ver que se cumple fx > 0. Aplicando el Lema
2.3.15 a K, tenemos el contraejemplo buscado. O

Observacion 2.3.17. La razén por la que en n = 2 no se puede aplicar el Lema
2.3.15 es porque en [4] se obtiene que la transformada de Fourier de la funcion
soporte de cualquier cuerpo convexo centrado es no positiva. En cambio para
n > 3 el signo no se puede controlar y por tanto se pueden hallar contraejemplos.
Esto nos da otra perspectiva de por qué el problema de Shephard no es cierto en
n > 3 completamente distinta a la razén que se da con la Geometria Convexa.






Capitulo 3

Cuerpos de proyeccidon de un
cuerpo convexo

En este capitulo se introduciré el concepto de cuerpo de proyeccién de un
cuerpo convexo, dandose algunos ejemplos. A continuacién se enunciara
y demostrard el Teorema de Unicidad de Alexandrov, y finalmente se
hablara sobre la desigualdad de Petty y de Zhang que acotan la medida
del cuerpo de proyeccion y la de su dual respectivamente, en términos
de la medida del cuerpo convexo original.

Un desarrollo exhaustivo del tema se encuentra en el capitulo cuatro de

[5].
Se comenzard definiendo el cuerpo de proyeccion. Sea K € ™", se con-
sidera la funcién fx : S*! — [0, +c0) dada por:

fr(u) = [Py (K-

Dados dos vectores u,v € S"~! y A > 0, aplicando el Teorema 1.3.13, las
propiedades del producto escalar y la desigualdad triangular, se tiene

fr(u+v) < fr(u) + fx(v) fre(Au) = Afx (u).

Por el Teorema 1.2.39 existe un tnico L de tal manera que fx = hr,.

Definicién 3.0.1. Dado K € #™ su cuerpo de proyeccién se denota I1K y
es aquel cuerpo convexo que tiene como funcién soporte a fi.

63
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Proposicién 3.0.2. Sea K € %"y ®,, = xo + ® una transformacion afin,
entonces el cuerpo de proyeccion satisface:

i) IIK € "
i) TId,, K = |det®|dTIK.

111) 11K es un zonoide.

Demostracién. i) Es una consecuencia de que (—u)+ = u™.

ii) Basta aplicar que |(u,v)| = h{_y(v), los Teoremas 1.3.13, 1.3.7 y
1.3.10, y las Proposiciones1.2.35y 1.3.7.

1
hito.y i = [ 1w )ldS(@a, K.0) = 5V (v @), n 1)
Sn—

— DV(@( [, 0] ) ©(K), n — 1) = [det®|hn(w) = |det@lc (87 (u)
~——
w=0"1(u)

Por tltimo se aplica que por la Proposicion 1.2.35 hg (®1(u)) = hg—t(x)(u).
1

iii) Basta aplicar el Teorema 1.3.13 y definir la medida y(-) = ;(S(K,-) +

S(—K,")) que es Borel, par y finita en S"~!. Entonces se tiene que

hik(u) = /S"_1|<u,v>]du(v). O

A continuacién, damos algunos ejemplos de cuerpos de proyeccion.
Ejemplo 3.0.3. i) Enn = 2 se tiene que dado K € 2 su cuerpo simétrico
satisfacia
hiix (u) = [Pys (K)| = wie (v) = wak (v)
= 2hak (v) = hoak (v) = haax) (v)

donde u,v € S! son perpendiculares y ® : R? — R? es la composicion de
un giro de 3 radianes con una homotecia de centro 0 y razén 2. Es decir,
por el Teorema 1.2.39 el cuerpo de proyeccién de K € #?% es ®(AK). En
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ii)

iif)

particular, si K € ¢ entonces su cuerpo de proyeccion es ®(K). De aqui
se puede deducir que dado K € J¢? considerando L = ®~1(K) se tiene
queTIL = K donde L € ¢, por lo que el conjunto de los cuerpos convexos
centrado y el de los cuerpos de proyeccion es el mismo en el plano.

Sea K = x +rBjy con x € R" yr > 0, entonces se tiene |P,. (K)| =
"~ B, un valor que no depende de w € S"~', ni de x € R". Sea
L = " Y By~ By, entonces se satisface hy,(u) = r"~ | By|. Por lo que
IIK = Ly por tanto la aplicacion I no es inyectiva, todos los trasladados
de la bola r By tienen el mismo cuerpo de proyeccion.

Sea K = ®(B%) un elipsoide centrado. Aplicando la Proposicién 3.0.2

MK = |det®|® *(IIBY) = |det®|| By~ |®~(BY).

K|
5117
ademds por la Proposicién 1.2.48 ®~Y(BY) = ®~4((BY)*) = (®(BY)*) =
K*. De lo que se deduce que:

Aplicando propiedades de la medida Lebesgue se tiene que |det®| =

|BY|IK] /s

K = UK,
1By

que es otro elipsoide centrado. Esto generaliza el caso de la esfera visto con
anterioridad. Ademds se tiene que cualquier elipsoide centrado en el origen
es un cuerpo de proyeccion.

n—1 * n_— . . .
Sea L = (%) " K*, entonces aplicando la Proposicién 3.0.2 y la
2

Proposicion 1.2.48 se tiene IIL = K** = K.

3.1. Teorema de Unicidad de Alexandrov

Como se vio en los ejemplos anteriores, la aplicacion I que lleva K € #™
en su cuerpo de proyeccién en general no es un proceso inyectivo. En esta
seccién se va a demostrar que la condicién necesaria y suficiente es que
sean centrados.
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Teorema 3.1.1. Teorema de Unicidad de Alexandrov: Sea K,L € ;"
tales que IIK = IIL, entonces K = L.

Vamos a exponer a continuacién las herramientas necesarias para la de-
mostracion del Teorema 3.1.1.

Teorema 3.1.2. Sean K,L € %™ con S(K,-) = S(L,-) e interior no vacio,
entonces existe x € R™ cumpliendo K = x + L.

Demostracién. Integrando hg respecto a S(K,-) y S(L,-) por los Teore-
mas 1.3.11 y 1.3.10 se tiene V(K; L,n — 1) = | K|. Ademads por el Teorema
1.3.15.

K| =V(K;L,n—1)">|L"'|\K| = |K|>|L|.

Andlogamente con hy, se llega a que |L| > |K|, entonces |K| = |L|. Se
deduce que se da la igualdad en el Teorema 1.3.15, entonces K = = + rL
conr > 0yxz € R" Como V(K;L,n—1)=|K|aplicando la Proposicién
1.3.7sellegaar" 1| K| = |K|,porloquer =1 O

Teorema 3.1.3. Sean K, L € ™ tales que |P,. (K)| = |P,.(L)| Yu € S*71,
entonces se tiene que S(K,-) + S(—K,-) = S(L,-) + S(—L,-).

Demostracién. Sea u(-) = S(K,-) + S(—-K,-) — S(L,-) — S(—L,-) una me-
dida real par y Borel en S"!. Aplicando el Teorema 1.3.13 se tiene:

/Snl |(u, v)|dp(v) =0 Yu e S"L
Por el Teorema A.0.7 p es idénticamente nula. O
Con estos resultados ya se puede hacer la prueba del Teorema 3.1.1.
Demostracién. Como IIK = IIL estamos en las hipétesis del Teorema
3.1.3,dedonde S(K,-)+S(—K,-) = S(L,")+S(—L,-). Como K, L € 4",

se tiene que S(K,-) = S(L,-), y por el Teorema 3.1.2 existe x € R" cum-
pliendo K = z + L. Pero como son simétricos se tiene:

a2+ L=—-2—-L=-K=K=2x+L—2x2=0. O
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3.2. Desigualdad de Petty afin

En esta seccién se vamos a comparar el volumen del cuerpo de proyec-
cion IIK con el volumen de K. Homogeneizando, vamos a estudiar el

cociente
11K |

’K|nfl

Kexm (3.1)

Vamos a ver que dicho cociente es invariante por transformacion afin, se
va a estudiar los casos extremos para el plano y se va a comentar lo que
se sabe para dimensiones mayores.

3.2.1. Invariancia por transformaciones afines

Teorema 3.2.1. Sea K € %" y ®,, una transformacién afin. Se tiene

K| |09,,K]
KT [y, KT

Demostracién. Aplicando la Proposicion 3.0.2, propiedades del determi-
nante y propiedades de la medida Lebesgue se tiene:

TP (K)| = ||det®|®H(IIK)| = |det®|"IK].
K" = |det®|" | K. O

3.2.2. Cason =2

Teorema 3.2.2. Sea K € #°2 con interior no vacio. Entonces

K]
4 S e S 67
K]
con igualdad en la superior si y solo si K es un tridngulo y en la inferior si y
solosidz € R? tal que —K = 2 + K

Recordemos que para n = 2 todo K € .#? tiene como cuerpo de pro-
yeccion a PAK donde ® es un giro de § radianes con una homotecia de
centro 0 y razén 2. Por lo que aplicando las propiedades de la medida
Lebesgue el cociente (3.1) se vuelve



68 CAPITULO 3. CUERPOS DE PROYECCION DE UN CUERPO CONVEXO

K|  |®PAK|  |detd||AK| 4]AK]
K| K| K| K|

Cota inferior

Para la cota inferior basta recordar que aplicando el Teorema 1.3.1 con
L = —K yt = 1/2y usando las propiedades de la medida Lebesgue se
tiene |K| < |AK], ddndose la igualdad si y solo si —K = x + rK con
z € Ry r > 0. Aplicando las propiedades de la medida Lebesgue se
tiene que |K| = |-K| = |z +7K| = r?|K|, de donde se deduce que r = 1.
Cota superior

La cota superior es consecuencia del siguiente resultado, de interés inde-
pendiente.

Teorema 3.2.3. Desigualdad de Rogers-Shephard: Sea K € ™", entonces

2
K - K| < ( ")\K;,
n

ddndose la igualdad si y solo si K es un simplice.

La prueba de este resultado se puede encontrar en este articulo [13]. Apli-
candola paran = 2

K—-K 4\ |K
Ak = E=EL (B g
4 2) 4

Con esto se demuestra la cota superior y el caso de igualdad se da si y
solo si K es un simplice de R2 con interior no vacio, es decir, un tridngulo.
3.2.3. Cason >3

El problema para n > 3, todavia estd abierto. En el caso anterior hemos
utilizado una expresién sencilla de los cuerpos de proyeccién, que no
existe en dimensiones mayores. Estas son las dos conjeturas principales:

Petty conjetur6 en [12] que paran > 2

K| (B
K = By
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déndose la igualdad si y solo si K es un elipsoide.

Schneider conjeturé en [16] que en el conjunto de los conjuntos K € ™
tales que existe € R" de tal manera que = + K es centrado, entonces

[1K|
&t =2

déndose la igualdad si y solo K es producto cartesiano de segmentos o
de conjunto planos tales que son centrados salvo una traslacion.

3.3. Desigualdad de Zhang

En esta seccion se va a estudiar la version dual del cociente anterior.
*K||K|"' Keux™, (3.2)

donde se usa la notacién (IIK)* = II* K. Se va a comprobar que es inva-

riante por transformacién afin, se va a dar una prueba de la cota superior
y se va mostrar que como se comporta la cota inferior.

3.3.1. Invariancia por transformaciones afines

Teorema 3.3.1. Sea K € "y ®,, = xo + ® una transformacion afin. Se
verifica
[0 K[ K[ = [T 0 K[|, K[

Demostracién. Aplicando la Proposiciones 3.0.2 y 1.2.48, las propiedades
del determinante y las propiedades de la medida Lebesgue se tiene:

IO K| = |(|det®|d~'TIK)*| = |detd|' " [II* K.

K" = |det®|" | K. O
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3.3.2. Cota superior

Para el desarrollo de este apartado se ha seguido la seccién una y dos del
capitulo nueve de [5]

Teorema 3.3.2. Sea K € J#™ entonces se tiene:

BTL
wpr < (2.
55

Ddndose la igualdad si y solo si K es un elipsoide.

Antes de dar la prueba van a ser necesarios algunos resultados previos.
Definicion 3.3.3. Sea K € #"™ con |K| > 0, el centroide de K se denota 'K

y viene definido por la expresion:

B (1) = Ilﬂ/K](u,dex.

Proposicion 3.3.4. Sea K € %™ con |K| > 0y 0 € K entonces se verifica:

1

T DI Jony PO {0}l (0),

hr K(u) =
donde p viene dada en la Definicion 1.2.52.

Demostracién. Basta pasar a coordenades polares y usar el Teorema de
Fubini

1 1 Pr(v) -
hrg(u) = — | [u,z)|de = — |{(u, t)[t" " dtdv(v)
K| /i K| Jsn-1 Jo

= (7”L+11)|m - pK(U)nJrlKu,UHdV(U)' =

Proposicién 3.3.5. 5i K € ™" con |K| > 0y ®,, una transformacion lineal,
se tiene I'(PK) = ®(T'K).
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Demostracién. Aplicando el cambio de variable con y = ®~!(x) y las pro-
piedades de la medida Lebesgue y la Proposicion 1.2.35

1 1
= — - - ® P
heor) = a1 J, Nl ‘de@HK‘/Kuu, )| detd]|dy

- / B, yldy = hrg(@'u) = hoqrr) (u): 0
Corolario 3.3.6. El centroide de un elipsoide centrado es otro elipsoide centrado.

Demostracion. Ya que I'(®K) = ®(I'K), basta probar que el centroide de
una bola es la homotecia de centro 0 de una bola. B} satisface las condi-
ciones de la Proposicién 3.3.4 por lo que:

1
(n+1)|BY| Jen—1

2[B; |

h n = [ S——
ra; (1) (n+ 1)]B3]

ppy ()", v)]dv(v) =

Teorema 3.3.7. Sea K € %™ con |K| > 0 entonces se tiene

L
(n+1)|B3|

Dindose la igualdad si y solo si K es un elipsoide centrado.

La prueba de este resultado se encuentra en la seccién dos del capitulo
nueve de [5].

Lema3.38. Sea K € #"yL e #"con0¢€ Ly |L|> 0. Se tiene

2

V(K,n—1;TL) = m ~

1(LITFK).

Demostracion. Usando la Notacién 1.3.20

2 2

m (L ITK) = m+ DL Sn_lpL( w)" prre e (w)dv (u)

y aplicando el Teorema 1.2.56 y la Proposicién 1.2.48
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= n(n—|—21)|L‘ - pL(u)”+1hnK(u)d1/(u).

Se aplica el Teorema 1.3.13 para obtener

1 n
= DL o (/Sn_1|<u,v)]dS(K, v)) ()
y aplicando Fubini

Finalmente, usando la Proposicién 3.3.4

= 1/ hrr(v)dS(K,v) =V(K,n—1,T'L)
S§n—1

n

donde se ha utilizado Teorema 1.3.10 O
Ya se tienen las herramientas para probar el Teorema 3.3.2.

Demostracion. Se aplica el lema anterior con L = II* K. Por la Proposicion
1.3.19 se tiene

2
n+1
Usando el Teorema 3.3.7 con II* K y aplicando el Teorema 1.3.15

V(K,n— LT(II*K)) =

(n+1)|By

n
KUK < BN |k r g <
n—1
2B ]

< ((”Hn”lB?') V(K,n— 1;T(IT°K))" = < |B;2’1> .
2|By | 1By

Para ver cuando se da la igualdad basta ver donde se da la igualdad en
el Teorema 3.3.7 y en la primera desigualdad de Minkowski 1.3.15. Por
lo primero IT*K debe ser un elipsoide centrado, por el Corolario 3.3.6
['(IT* K) es un elipsoide centrado. Este conjunto no puede estar contenido
en un hiperplano, por lo que K = z + rI'(II* K). O
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3.3.3. Cota inferior

Teorema 3.3.9. Sea K € ¥, entonces

2n)!
’K‘n—l ‘H*K’ > ( n) ,
n"(n!)?
ddndose la igualdad si y solo si K es un simplice con interior no vacio.

La prueba se escapa a las técnicas que se han desarrollado en este trabajo,
pero se puede encontrar en el articulo de Zhang [18].






Apéndice A

Resultados técnicos

Teorema A.0.1. Desigualdad de Holder para sumas:
Seax,y € R"yp,q € [1,+00] tales que p~* + g~ = 1, entonces se tiene

n
> lzigil < llzlpliyllg

=1

Ademds se da la iqualdad siy solo si |x;|P = Cly;|? Vi=1,...,npara C > 0.

Teorema A.0.2. Desigualdad de Holder para sumas generalizada:
Seaxi,...,x, € R"yp1,...,px € [1,+00] tales que la suma de sus inversos
es 1, entonces si z € R¥ es el vector que tiene por componentes el producto de
las componentes de x .. ., xy, se tiene

k
2l < T Tlesl,
j=1

Teorema A.0.3. Desigualdad de Holder para funciones Sean f,g : R” —
Ry p,q € [1,+o0] tal que p~! + ¢~ = 1, entonces

1fglly < [ fllpllgllq

Teorema A.0.4. Desigualdad de Holder para funciones generalizada
Sean fi,....fx : R" — Rypi,...,px € [1,400] tal que la suma de sus
inversos es 1, entonces

75
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k k
ITT £l < TTiillo
i=1 i=1

Estos resultados se pueden encontrar en [2]

Definicién A.0.5. La funcién Gamma se define para x > 0 asi:

+oo
I(z) = / t*le~tdt
0

Teorema A.0.6. La medida Lebesgue de la p-bola n-dimensional By} es

1 n
2T (1+1)

n

r(i+2)

Estos resultados se pueden encontrar en la seccién 4 capitulo 2 de [4].

1Byl =

Teorema A.0.7. Sea p una medida real par definida en B(S™~1), entonces son
equivalentes:

1) [gnorl{u,v)|dp(v) =0 Yue S
b) u=0
La demostracién se encuentra en la seccién dos del apéndice C de [5]

Teorema A.0.8. Sea ¢ € D(R") pary con 0 ¢ supp(¢), y u € S*~1, entonces

(1, 2)[3(z)da = —2(2m)"! / 2 (ru)dr

|
R™ R

La prueba se encuentra en [8].
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