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Resumen

El objetivo de este trabajo es el estudio de los espacios de Banach desde una pers-
pectiva mas geométrica. Con este fin, introducimos los espacios uniformemente con-
vexos y los espacios de Banach con estructura normal.

La estructura normal es una propiedad geométrica de los espacios de Banach muy
util. A modo de motivacién para el estudio de la estructura normal, durante el de-
sarrollo del trabajo, se demuestra una de sus aplicaciones a la teoria del punto fijo.
Introducimos un resultado dado por W. A. Kirk en 1965, quien demostré el Teorema
de punto fijo de Kirk, que utilizaba la estructura normal en un espacio reflexivo para
asegurar la existencia de punto fijo de una aplicacion T no expansiva.

Comenzamos con el capitulo uno, que consiste en un pequefio resumen de las
propiedades utilizadas durante el trabajo. A continuacién, se introducen los espacios
uniformemente convexos. Estos espacios se caracterizan por el caracter geométrico de
sus bolas unidades, dicho informalmente, se tiene que la forma de las bolas es "redon-
deada". Este concepto de redondez es formalizado mediante el médulo de convexidad.
Se demostraréa que los espacios uniformemente convexos son caracterizados por sus
subespacios de dimension dos.

Mas adelante se presentan los espacios de Banach con estructura normal, una es-
tructura geométrica mas general que la de los espacios uniformemente convexos. Co-
menzamos con la definicion de los elementos de Chebyshev y de la estructura normal.
Una vez dados estos conceptos, caracterizamos la estructura normal y damos su re-
lacién con los espacios uniformemente convexos. Acabamos el capitulo demostrando
el Teorema de punto fijo de Kirk.

Por ultimo, le damos un enfoque nuevo al estudio de la estructura normal, bus-
cando una condicién suficiente para asegurarla, basandonos solamente en sus subes-
pacios de dimension dos.
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Es interesante destacar un resultado que se prueba durante el desarrollo de esta
caracterizacion. Este enuncia que la longitud de la curva dada por la esfera unidad de
un espacio normado de dimension 2 esta entre 6 y 8.

Fue Ji Gao, en 2001, quien introdujo el coeficiente R(X) de un espacio de Banach,
coeficiente que solo dependia de los subespacios de dimension 2. Finalizamos el tra-
bajo presentando el resutado de Ji Gao que dice que si R(X) > 0 entonces X posee
estructura normal.



English Abstract

The goal of this dissertation is to study some geometrical properties of Banach
spaces, mainly uniform convexity and normal structure. First, main Banach spaces
properties are reviewed. Afterwards, we introduce uniform convex spaces. In order to
study the roundness of unit balls in arbitrary Banach spaces, the modulus of convexity
is defined. It will proved that a notable property of uniform convex spaces is the
roundness of its unit balls. Lastly, the modulus of convexity is used to characterize
uniform convex Banach spaces by its two dimensional subspaces.

We continue studying the geometry of Banach spaces introducing Chebyshev el-
ements and the property of normal structure. Normal structure is more general than
that of uniform convexity, as it will be shown in chapter 3. The importance of normal
structure is seen throughout different kind of results. In particular, we present an
application of normal structure to the metric fixed point theory.

Finally, we work with curves in two dimensional spaces as well as the length of
the circumference of the unit ball in order to introduce a coefficient, R(X) of Ji Gao.
To introduce R(X) we proof a result that stands out, which states that the length of
the unit sphere of a 2 dimensional normed space X is between 6 and 8.

The importance about R(X) is that it only depends on the two dimensional sub-
spaces of our Banach space X. It will be seen that if R(X) > 0, then X has normal
structure.

In summary, we will visit some geometric properties of Banach spaces, relate them
and give a characterization of them throughout their two dimensional subspaces.






1 Introduccion alos espacios de Ba-
nach. Reflexividad y topologia dé-

bil

1.1 Espacios de Banach y de Hilbert

Enlo que sigue se trabajara con el cuerpo de los nimeros reales, aunque resultados
muy parecidos se pueden demostrar para el cuerpo de los complejos. En primer lugar,
se introducen los espacios de Hilbert y de Banach, los cuales estudiaremos a lo largo
del trabajo.

| Definiciéon 1.1 (Producto escalar). Sea X un espacio vectorial (real). Una aplica-
cion (-|-): X X X — R se llama producto escalar sobre X si cumple que, para todo
x,y,z€ X:

- (xly) = (%)

- (x|y+2) = (x|y) + (x]2)
. (ax|y) = a(x|y) Va € R
. (x|x) >0

. (x|x) =0 &< x=0

T N O R

Observacion 1.1. Al par (X, (+]-)) se le denomina espacio prehilbertiano.

Observacion 1.2. Es inmediato comprobar que las siguientes propiedades se siguen
de la definicién anterior:

1. +zlx)=Q|x)+ zZ|x)Vx,y,z€ X
2. (x|ay) = a(x|y)
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| Definicion 1.2. Sea X un espacio vectorial (real), se dice que una aplicacion
|| -]l : X = R define una norma sobre X si verifica que para todo x,y € X:

1 [|x]| =0
2. x| =0 & x=0
3. || Ax|| = | Al]x]l VAeR
4. ||x+yll < x|l + |ly|l (desigualdad triangular)
Observacion 1.3.  Si denotamos p(:) :=|| - || y se cambia la condicion 2 por:

x=0= p(x)=0

se dice que p es una seminorma en X.

Observacion 1.4. Al par (X, || - ||) se le denomina espacio normado.

A continuacion se enunciaran una serie de resultados clasicos del analisis funcio-
nal sin demostracion, para mas detalle consultar [3].

Proposicion 1.1.  Sea (H |(+|-)) un espacio prehilbertiano, entonces la aplicacion,
|| -l : H — R dada por ||x|| = 4/(x|x) define una norma.

Proposicion 1.2.  Sea (X, || - ||) un espacio normado con || - || una norma inducida por
el producto escalar (-|-). Entonces para todo x,y € X se cumple la identidad del
paralelogramo:

1 + ¥II2 + l1x = yII> = 20111 + 1y 1)

Proposicion 1.3.  Todo espacio normado (X, || - ||) tiene una métrica natural asociada
d: X XX — R dada por d(x,y) = ||x — y|| para todo x,y € X.

| Definicion 1.3.  Se dice que el espacio normado (X, || - ||) es un espacio de Banach
si su métrica es completa.

| Definicién 1.4. Se dice que un espacio prehilbertiano (H,(-|-)) es un espacio de
Hilbert si es completo con la métrica inducida por la norma dada por el producto escalar.

1.2 Convexidad

Con el propésito de estudiar el caracter geométrico de las bolas en los espacios de
Banach, es necesario recordar algunas propiedades de los conjuntos convexos.
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| Definicién 1.5. Dado X un espacio de Banach, se dice que K C X es convexo si
para todo x,y € K se tiene que:

Ax+(1-A)yeK Viel0,1].

| Definicién 1.6. Dado A C X, denotamos porconv(A) a la envolvente convexa, es
decir, el menor convexo de X que contiene a A. Claramente se tiene:

conv(A) =N{K C X : A C K, Kes convexo}.

Es mas, x € convA si y solo six es de la forma ), Ax,dondex,€ Ay, A =1

Observacion 1.5. La envolvente convexa de un conjunto finito es un politopo (ge-
neralizacion del poliedro a dimensiones superiores).

Observacion 1.6. La clausura de conv(A) se denota por conv(A) y se llama cierre
convexo de A. Como antes, se tiene:

conv(A) =N{K C X : AC K, Kes convexo y cerrado}.

| Definicion 1.7. Dadoun X espacio vectorial y A C X se define el espacio generado
por A como:

span(A) =4 > Aa, :n€N, L ER,q €A

i=1

| Definicién 1.8. Si K C X es convexo, un punto x € K es un punto interno
relativo a K si para toda recta afin r contenida en el span(K) cumpliendo que x € r,
existen x,,X, € r con x; # x, tal que x = % Un punto de K que no es interno se
llama punto extremo.

Denotamos por K° al conjunto de puntos internos relativos a K y por 0K := K —
{K°} al conjunto de puntos extremos.

| Definicién 1.9.  Un convexo K de un espacio normado X se dice cuerpo convexo si
es cerrado, acotado y de interior no vacio.

Observacion 1.7.  Si K es un cuerpo convexo, entonces K° es su interior y dK es su
frontera.

Ejemplo 1.1.  Si llamamos B := B(0, 1), se tiene que B es un cuerpo convexo. Los
puntos opuestos de 0B se llaman antipodales (dos puntos p, ¢ € X son opuestos si

p+q=0)
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1.3 Aplicaciones lineales

Con la intencion de introducir los espacios reflexivos, conviene antes hablar de
las aplicaciones lineales. Esto nos permitira, dado X un espacio de Banach, definir el
espacio dual X*.

| Definicion 1.10. Sean (X, || - ||y) e (Y, || - lly) dos espacios normados, se dice que
T: X — Y esuna aplicacion (u operador) lineal si:

L. Tx+y)=T(x)+T(x,) Vx;,x, € X
2. T(Ax) = AT (x) Vx € X,VAe€eR

Observacion 1.8.  En las condiciones de la definicién anterior si Y = R se dice que T
es un funcional sobre X.

| Definicién 1.11. Una aplicacion lineal T : X — Y se dice acotada si existe ¢ > 0
tal que
1Ty <cllxlly Vx € X.

Observacion 1.9. En la definicion anterior es equivalente decir que existe ¢ > 0 tal
que
ITCOlly <
B

Observacion 1.10. A la menor constante c verificando la desigualdad anterior la lla-

Vx e X — {0}.

mamos norma de 7" y se denota como:

1Ty
IT]| = sup <—
IO 2o U lxlly

donde L(X,Y) :={T: (X,| - lly) = Y, - Ily), T eslineal y acotado}.
| Definicién 1.12.  Dados (X, p), (Y, p') dos espacios métricos, una aplicacion f : X —

Y se dice lipschitziana si existe L > 0O tal que:

p,(f(x1)’ f(xy)) < Lp(xy,x,) VX, x, € X.

A la menor constante satisfaciendo la desigualdad anterior se le denomina constante de
lipschitz. Si la constante de lipschitz es menor que 1 se dice que f es contractiva. Si es
menor o igual a 1 se dice que f es no expansiva.

| Teorema 1.1.  El espacio (L(X,Y), || - l.x.y)) es un espacio normado, es decir,
Il - Il (x.y, define una norma sobre L(X,Y).
SiY =R, a(L(X,R), || - |y xr)) se lellama espacio dual de X y se denota X™.



1. INTRODUCCION A LOS ESPACIOS DE BANACH. REFLEXIVIDAD Y TOPOLOGIA DEBIL 9

Es natural preguntarse si para cualquier espacio normado X existen elementos en
su espacio dual X*. La respuesta es afirmativa:

Proposicion 1.4.  Si X es un espacio normado no trivial, entonces X* es no trivial.

La demostracion de este hecho es consecuencia del Teorema de Hahn Banach, los
detalles se pueden consultar en [3].

Proposicion 1.5. Sean X un espacio normado e Y un espacio de Banach, entonces
L(X,Y) es un espacio de Banach.

Corolario 1.1.  Si X es un espacio normado X* es un espacio de Banach.

| Definicion 1.13.  Dos espacios normados (X, || - || ) e (Y, || - |ly) se dicen isomorfos
siexiste T : X — Y biyectiva y lineal.

X eY se dicen isométricamente isomorfos si existe T : X — Y lineal, sobreyectiva
e isometria (||T(x)|ly = ||x|]ly Vx & X).

Observacion 1.11.  La inyectividad de T se deduce de que es isometria.

Observacion 1.12. De ahora en adelante, cuando escribamos X = Y, entenderemos
que se refiere a que hay un isomorfismo isométrico entre ambos (se pueden identifi-
car).

1.4 Reflexividad

Los espacios reflexivos seran una herramienta fundamental a lo largo del trabajo.
Comenzamos la seccion dando una identificacion natural de todo espacio de Hilbert
con su dual. Después, se trata de generalizar esta identificacion a los espacios de Ba-
nach, resultando en la definicion de espacio reflexivo.

| Teorema 1.2 (Teorema de representaciéon de Riesz). Sea (H,(-|-)) un espacio
de Hilbert yT : H — R lineal y continua, entonces existe un tinicoy € H tal que:

T(x)=(x|y)Vx € H.

Corolario 1.2. Dado (H,(:|-)) un espacio de Hilbert, se tiene que H es isométrica-
mente isomorfo a H* (H = H*) mediante la aplicacion:

o: H* > H
Ty

Donde y € H es el unico tal que T'(x) = (x|y) para todo x € H.
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Cabe preguntarse ahora si esto es cierto también para los espacios de Banach. La
respuesta es negativa.

| Definicién 1.14. Dado (X, || - ||) un espacio normado, se llama bidual de X al dual
de X* y se denota (X*)* 1= X**.

Observacion 1.13. X es un espacio de Banach.

| Teorema 1.3.  El bidual de todo espacio normado (X, || - ||) contiene una copia iso-
morfa del propio X, es decir, X C X**.
Se tiene gracias a la aplicacion natural:

J: X - X
X @,
Donde ¢, actua de la forma:
¢, X' >R
f=rX)

Observacion 1.14. Con X C X ™ nos referimos a que existe Z C X** talque X = Z
(isométricamente isomorfos). En nuestro caso, Z = J(X).

;Se tiene que J es sobreyectiva?, es decir, ; X = J(X) = X**? En general, no. Esto
da pie a la siguiente definicion.

| Definicion 1.15. Diremos que un espacio normado (X, || - ||) es reflexivo si X =
X,

Observacion 1.15. Todo espacio reflexivo es de Banach. Esto se sigue del hecho de
que todo espacio dual X* de un espacio normado X, es de Banach. Asi, como tenemos
la identificacion X = X**, y sabemos que X** es de Banach, se deduce que X es de
Banach.

Observacion 1.16. Todo espacio de Hilbert es reflexivo (se sigue del Teorema de
Riesz).

Observacion 1.17.  No todo espacio de Banach es reflexivo. Un ejemplo de esto seria
el espacio de sucesiones ¢, = {(x,) € R : x, = 0} con la norma ||x|| := sup{|x,|}.
Se tiene que ¢; = I, y que I] = [, luego ¢;* = I ,. Ahora bien, como ¢, es separable
y I, noloes, ¢, # . Por tanto, ¢;* = [, # ¢, es decir, ¢, no es reflexivo.
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1.5 Topologia débil. Caracterizacion de espacios de
Banach reflexivos

Finalizamos el capitulo con una caracterizacién muy importante de los espacios
reflexivos.

Es bien conocido (Teorema de Heine-Borel) que dado un espacio X de dimension
finita un conjunto K es compacto si y solo si es cerrado y acotado. En dimension
infinita esto no es cierto. En esta secciéon perseguimos dar un resultado parecido al
que acabamos de enunciar, pero en dimension infinita. Para ello, dotamos a X con
una segunda topologia, mas débil que la que tiene, pero que nos permite caracterizar
su reflexividad mediante la compacidad de la bola unidad. Comenzamos introduciendo
una generalizacion de los espacios normados, los espacios vectoriales topologicos.

No demostraremos algunos de los resultados técnicos que vienen a continuacion.
En este trabajo se ha preferido priorizar las caracterizaciones mediante la geometria de
los espacios. Para los lectores interesados en las demostraciones, se podran consultar
en [3].

| Definicion 1.16. Un espacio vectorial topolégico es un espacio vectorial dotado
de una topologia T respecto de la cual las siguientes aplicaciones son continuas:

1. X X X — X definida por (x,y) — x+y
2. Rx X — X definida por (a,x) — ax

Observacion 1.18.  Si (X, || - ||) es un espacio normado, como la suma y el producto
por escalar son continuas, se tiene que X es un espacio vectorial topoldgico.

Ejemplo 1.2.  Sea X un espacio vectorial y P una familia de seminormas de X. Sea
T la topologia de X que tiene como subbase los conjuntos {x € X : p(x — x,) < €},
donde x, € X,p e P,e > 0.

Esto quiere decir que 7 tiene como base a X junto con el conjunto formado por
todas las intersecciones finitas de los elementos de la subbase.

Asi, un subconjunto U C X sera abierto si y solo si para todo x, en U existen
Pis-- P, €EPye, ... ,e,>0tal que:

n

ﬂ{xeX tpi(x—xp) <¢}CU.

Jj=1
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Se puede demostrar que X con esta topologia es un espacio vectorial topologico.

Este ejemplo da pie a unos espacios vectoriales topologicos que nos seran de mas
interés, los espacios localmente convexos.

| Definicién 1.17.  Un espacio vectorial topolégico se dice localmente convexo (LCS)
si su topologia viene definida por una familia de seminormas P tal que:

ﬂ{x € X : p(x) =0} = {0).

pPEP

Definamos ahora la segunda topologia de nuestro espacio X localmente convexo.
Denotamos por X * al espacio de los funcionales lineales y continuos de X. Notese que
X* posee estructura de espacio vectorial. Dados x € X,x* € X*, sera conveniente
denotar por (x, x*) a x*(x).

| Definicion 1.18.  Si X esun espacio localmente convexo se define la topologia débil
sobre X, denotada por o(X, X*), como la topologia generada por la familia de seminor-
mas {p,. : x* € X*}, donde:

Py () = [{x, x")].

La topologia deébil-estrella sobre X*, denotada por c(X*, X), es la topologia generada
por la familia de seminormas {p, : x € X}, donde:

Px(x®) = [(x, x)].

Asi, un subconjunto U de X es débil abierto si y solo si para todo x, € U existe
un € > 0y existen xJ, ... , x tal que:

n

m{x € X : {x—xpx,) <e}CU.
k=1

Observacion 1.19. Es importante prestar atencion al orden de X y X* a la hora de
denotar la topologia débil, o(X, X*), y débil-estrella, c(X*, X).

| Definicion 1.19. Se dice que una red {x,} converge débilmente a x, si y solo si
(x;, x*) = (xy,x*) para todo x* € X*.

Por dltimo, se tiene que o(X, X*) C 7T . Efectivamente, bastaver queid : (X,7T) —
(X,0(X, X)) es continua. Se tiene porque si {x;} es una red en X tal que {x;} = O,
entonces por continuidad para todo x* € X*, (x;, x*) — 0. Ahora bien, esto pasa si y
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solo si {id(x;)} = {x;} converge débilmente a 0. (En espacios vectoriales topolégicos
son equivalente la continuidad y la continuidad en un punto).

En particular, toda x* € X* es débil continua. Se tiene mas. Los siguientes resul-
tados podran encontrarse demostrados en [3].
Proposicion 1.6.  Si X es un espacio localmente convexo, (X, o(X, X*))* = X*.
Proposicion 1.7.  Si X es un espacio localmente convexo, (X*, o(X™, X))" = X.

| Teorema 1.4.  Un subconjunto convexo de X es cerrado si y solo si es débil cerrado.

Acabamos la seccion presentando la caracterizacion de los espacios reflexivos bus-
cada. Se denotara por B(X) a la bola unidad cerrada en X.

| Teorema 1.5 (Teorema de Alaoglu). Si X es un espacio normado, entonces B(X*)
es un débil-estrella compacto.

| Teorema 1.6. Si X es un espacio normado, entonces B(X ) es 6(X**, X*) denso en
ball(X**).

| Teorema 1.7. Si X es un espacio de Banach, son equivalentes:

1. X es reflexivo

2. X* es reflexivo

3. o(X*, X) =0o(X", X*)
4. B(X) es débil compacto

La demostracion de este teorema se basa en los teoremas 1.4, 1.6, 1.7. Como men-
cionamos antes, los detalles de la prueba se pueden consultar en [3].

Corolario 1.3.  Si X es un espacio de Banach reflexivo y K C X un cerrado, convexo
y acotado entonces K es débil compacto.

Demostracion. Como K es acotado existe un R > O tal que K C E(O, R). Ahora bien,
como X es reflexivo se tiene que B(0, R) es débil compacto. Notando que K es cerrado
y convexo, gracias al Teorema 1.4, K es débil cerrado. Concluimos entonces que, como
K débil cerrado, contenido en E(O, R) débil compacto, K es débil compacto. |






2 | Convexidad uniforme y geome-
tria de la bola unidad

Con el objetivo de estudiar la geometria de los espacios de Banach, introducimos
en primer lugar la convexidad uniforme. Una de sus caracteristicas mas destacables
es la "redondez" de la bola unidad.

Comenzamos el capitulo definiendo los espacios uniformemente convexos y dan-
do algun ejemplo para entenderlos mejor. Mas adelante, estudiaremos la redondez
de las bolas unidades de los espacios de Banach usando como herramienta una fun-
cion llamada el modulo de convexidad. Para terminar, con ayuda de esta funcion,
caracterizaremos los espacios uniformemente convexos mediante sus subespacios de
dimension dos.

A partir de ahora (X, || - ||) denotara un espacio de Banach.

2.1 Convexidad estricta y convexidad uniforme

| Definicion 2.1.  Un espacio de Banach X se dice estrictamente convexo si dados
X,y € X, se cumple:
x|l <1
Iyl <1 =
lIx =yl >0

x+y

H<1.

Observacion 2.1.  Notese que si ||x||, ||¥]| < 1 se tiene, gracias a la desigualdad trian-
gular, que ||(x +y)/2|| < 1. De esta manera, la condicioén de estrictamente convexo es
siempre cierta para puntos del interior de la bola unidad. El estudio interesante esta
en ||x|| = [yl = 1.
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Ejemplo 2.1. Tomando x € R? Si denotamos por:
lIxIl; = max{]x,[, |x,|}.

— /242
Ix[l, = 4/ x] + x5

El espacio (R?, || - ||,) no es estrictamente convexo mientras que (R, || - ||,) si lo es,
como podemos ver en la figura:

u w v X
® ® ®
y
Donde u = (0,1),v = (1, 1), w = “* = (3, 1) cumplen [lull, = [|v]l, = [lwll, = 1
y, por tanto, (R%, || - ||,) no es estrictamente convexo. Veremos que todo espacio de
Hilbert es uniformemente convexo (siguiente definicién), en particular, (R?, || - ||,)

estrictamente convexo.

| Definicién 2.2. Un espacio de Banach se dice uniformemente convexo si para
cada € € (0,2] existe 6 > 0 tal que para x,y € X se cumple:

Ix]| <1 Xty
Iyl <1 = Hs&
lx =yl > €

Es interesante resaltar que, 6 € (0, 1).

Observacion 2.2.  Todo espacio uniformemente convexo es estrictamente convexo. Es
mas, gracias a que las bolas unidad son compactas en dimension finita, la convexidad
estricta y uniforme son equivalentes en dimension finita. En general, estos conceptos
son distintos.

Notese que, en el ejemplo anterior, podemos apreciar como el espacio no estricta-
mente convexo (equivalentemente uniformemente convexo por ser dimension finita)
tiene una bola cuadrada mientras que el que si lo es posee una estructura mas redon-
da. Como mencionabamos en la introduccion, esta es una caracteristica notable de
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los espacios uniformemente convexos. A continuacion, introduciremos el médulo de
convexidad de un espacio de Banach, que nos permitira saber "cuanto de redonda" es
la bola del espacio con el que trabajamos. Antes de esto, veamos primero un ejemplo
de espacio estrictamente convexo y no uniformemente convexo.

Ejemplo 2.2. Sea u > 0. Consideremos el espacio
¢y = {(x,),z SR : limx, =0,n € N}

y las normas:
x|l = sup{|x;| : i €N}

o 1/2
2
Ixll, = { )%
i=1
o0 1/2
Xi\? - 5. X;
Iell, = el 4o [ X (2) ) =l + il donde 2= (2)
i=1 ! 1 /i1
Veamos que (¢, || - |,) no es estrictamente convexo mientras que (¢, || - || ,) es estric-

tamente convexo pero no uniformemente convexo para todo y > 0. El hecho de que
(co» || - Il o) no es estrictamente convexo se sigue de tomar x = (1,0,0,0,...),
y=(1,1,0,0,...) con ||yl = lIxllo = IGx + »/2ll, = 1.

A continuacion probemos que (¢, || - ||,) es estrictamente convexo. Sean x,y €
¢ - x#y|Ixll, = lIyll, = 1. Se tiene:

x+y x+y X+
2# 2 e 2 -
X X y y
<|Z[ +ulF + 2] +x|Z] =
“200 “lI21, “200 “lI21,

1 1
= Il + 51yl = 1

Donde hemos usado que ||(X + 9)/2|l, < ||X/2|l, + ||9/2]|,. Efectivamente, pues si

fueran iguales, entonces, al ser (/,, || - ||,) estrictamente convexo, se tiene que existe
a > 0 tal que
X p X; Yi .
§=a§ & —=a= VieN < x=ay
i i

Pero
L= |xl|,=alyll, =a
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Lo que implica que x = y, llegando a contradiccion. Noétese que hemos podido probar
la desigualdad estricta gracias a que (/,, || - ||,) es estrictamente convexo (veremos que
todos los Hilbert son uniformemente convexos).

Probemos ahora que no es uniformemente convexo. Para ello sea € € (0, 1), con-

sideremos (x,),5> (¥,),»1 € ¢y sucesiones con:

-
m m T 3,, sim<n
x, = (x"),>; donde x* =4 Mug
0 sim>n
4e
1-%
m m 1 T S1m S n
Y, = (yn )mZI donde yn = < +;476
0 sim>n

Notese que [|x, |, < 1{ly,|l, <1 Vn € N pues:

AN
X
= =+ - <
1,11, = lIx1l u(é( i )) <
© 1/2
1 2
< + (ﬁ =
waMWM<Zi )

i=1

VTN . P
\/8 3

y analogo para y,. Ahora bien, se tiene:

1/2
n x"+y" 2
X, + x, +
n2yn n2yn +u 2‘ ) <
H s i=1 !
. 5 1/2
X, t Y, Xyt Y, <1>
< — =
_' 2 00 2 oo<; i )
n _ b
X
o 6 Z 6
2(1+0%)
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Tomando limite cuando n = oo,

"

Asi, dado 6 € (0, 1), escogiendo ¢ € (0, %), gracias al limite anterior, para todo e > 0
(en particular para €) existe un n, tal que

x,+y . .
2l —(1—-&)|<é Vn>n,
2 7
De donde se obtiene x,, y, € ¢, con ||x,l ,, Iy,ll, < 1,x, # y, pero ||(x, +y,)/2ll, >
6, paraun é € (0, 1) arbitrario. Consecuentemente (c, || - ||,) no es uniformemente
convexo.

2.2 Modulo de convexidad y caracteristica de conve-

xidad

Como se mencion6 al principio de este capitulo, en esta seccién nos centraremos
en el modulo de convexidad y la caracteristica de convexidad, ambos muy importantes
para el estudio de la convexidad uniforme y la "redondez" de la bola unidad. Mas auin,
se estudiara como el modulo de convexidad de un espacio de Banach X solo depende
de su valor en los subespacios de dimensién dos. De esta manera, obtendremos una
forma de caracterizar los espacios de Banach uniformemente convexos a partir de de
sus subespacios de dimensioén dos.

| Definiciéon 2.3. Elmédulo de convexidad de un espacio de Banach X es la funcién
oy . [0,2] = [0, 1] definida como:

5y (e) = inf{l -

x+y'

Il <Ll < L =yl 2 e}.

Observacion 2.3.  Notese que, al ser el infimo, para cualquier € > 0 el nimero 6 (¢)
es el mayor nimero que cumple siempre la siguiente implicacién, dados x,y € X:

llx]l <1
Iyl <1 =
llx =yl =€

X+y

H <1 -=204(e).
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Proposicion 2.1. Dado X un espacio de Banach, y 6, su médulo de convexidad, se

tiene que:
, x+y
5y(e) 1= mf{l o e B ESNERINEE e} =
, X+Yy
=mf{1— “ il = Loyl = 1, lx =yl =e}.
Demostracion. Sean
X +
5,(€) = mf{l ry :||x||s1,||y||s1,||x—y||ze}.
X+Yy
5,(€) = mf{l I el < Ll < 1l = e}.
X+Yy
55(e) = mf{l ! :||x||=1,||y||s1,||x—y||=e}.
x+y
5,(e) = mf{ ! :||x||=1,||y||=1,||x—y||=e}.

Tenemos que probar que 6,(€) = §,(¢€).
Por contencion de conjuntos se tiene inmediatamente que:
0,(€) < 6,(€) < 05(€) < d,(€).

El objetivo sera probar que todas son igualdades. En primer lugar, veamos que 6,(¢) <
6,(e).Paraello, es suficiente ver que dados x, y € X tal que ||x||, ||¥|| < 1con || x—y| >
€, encontrar u, v € X tal que |lu|], ||v]| £ 1 con ||u — v|| = € que cumplan que:

<1-

x+yH

Busquemos estos u, v € X. Fijados x, y € X en las condiciones anteriores, si ||x—y|| =
€, basta tomar u = x, v = y. Supongamos entonces que |[|[x — y|| =7 > €.

Ahora bien, como la bola unidad cerrada B(X) es convexa, se tiene que el segmen-
to que une a x e y esta entero contenido en la bola unidad, es decir r := {tx+(1—-1)y :
t € [0,1]} € B(X).Considérese ahora la funcién continua f(t) := ||[x—(y+(1—1)x)||
parat € [0,1]. Como f(0) =0y f(1) = 7 > e, se tiene que existe un ¢, € (0, 1) tal
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que f(t,) = €.Seaw :=t,y+ (1 —t,)x. Se tiene que cumple que || x —w|| = f(t,) = €.
Trasladando x y w, se considera:

- - X
u=x-+ r=cl )
2 ly—xll
- - X
p=w4 T e (y—x)
2 ly—xll
Afirmamos que u, v cumplen lo buscado. Efectivamente, ||u — v|| = ||x — w|| =
Ademas,
Ix—ull = =5 <1
2
T—€ T+e€
lo—x|l =llv-wl|+llw-x|| =€+ = <.
2 2
Luego u,v € r. Asi |lu]| £ 1,]||v|| £ 1. Por dltimo, teniendo en cuenta que los puntos
estan alineados, 7 = ||y — x|| = ||y — w|| + ||w — x||, luego ||y — w|| = 7 — €. Se tiene
por tanto que
T—¢€

r-e=lly—wli=ly-vl+llw-vl=ly-vi+—

Concluyendo que ||y — v|| = (z — €)/2. Ahora bien,

=€ (y—x) D+ =€ (y—x)

u+ov _ 2 flxyl 2 ly—xl|| X+y
2 2 2
Donde hemos usado que
ppT=€=0
2 ly—=xI

Que se deduce de

r—e( —y) 7—€ (x—Y)

v— v+ lo =il - —(y+ S =
< 2 H 2 Jly—xI
Podemos concluir por tanto que
-l

En consecuencia, 6,(€) = d,(¢).

Nos disponemos ahora a probar que d,(¢) < 8,(¢). Para ello, al igual que antes,
fijamos x,y € X tal que ||x — y|| = e y tal que ||x|| < 1,||y|]| £ 1. El objetivo sera,
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de forma semejante a lo anterior, encontrar u,v € X tal que |lu|| = 1,||v]| £ 1 con
|lu — v|| = € que cumplan que:

x+yH

Si||x]| = 16 |lyll = 1 se tiene inmediatamente el resultado. Supongamos entonces
que ||x|| < 1y que |[|y]| < 1. Se denotara en lo que sigue por span(x, y) al espacio
generado por x e y y por:

S'(span(x, ) := {z € span(x, ) : ||z|| = 1}.

Sean z, w € span(x, y) tal que:

o= 53 = (o [52]) =

2 llall )

Donde a := (x + y)/2 — z. Notese que ||z|| = 1 pues es un punto de S'(span(x, y)) y
que w es el punto alineado con z y (x + y)/2 tal que:

z —

x+y_wx+y
2 | 2

Es mas, ||w|| < 1 pues, si no fuese asi, z € S'(span(x, y)) no seria el punto donde se
alcanza la distancia minima a (x + y)/2. Asi hemos construido z,w € X con ||z|| =
Lllwll < 1y |z + w)/2|l = |l(x + y)/2]|. De ahi que 65(€) = 6,(¢).

Por ultimo, veamos que J,(¢) < 65(€). Sean x, y € X tal que ||x — y|| = e y tal que
x|l = L, ||yl| £ 1. Analogamente a antes, buscamos u,v € X con |ju|| = 1,||v]| £ 1
con ||lu — v|| = € que cumplan que:

x+yH

Sean u,v € span(x, y) tal que ||lu|| = ||v]| = 1,u —v = x — y y tal que v, y,u estan
todos contenidos en uno de los semiplanos determinados por la recta que une a x y a
—x. Veamos que estos son los u, v buscados. Sean 4 > 1, f > 0 tal que:

Alx+y)

7 = fu+ (1 - p)x.
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Usando que y = x — u + v y sumando Au se llega a que:

Au+ v)
2

=f+MDu+1-p-Ax.
Ahora bien se tiene:

1Au+ A = px|l < I(F+ Du+ 1A == bx]l.

Con el fin de demostrarlo, separaremos en dos casos, f < 1y f > 1.

Supongamos en primer lugar que 0 < f < 1, entonces:
Pu+ (1 = Px|l < pllxll +A = Pllull =1 =
=B+ Vx|l = (1 = p = ADllull <
<GB+ Du+A-p— x|
Puestoque 1 = f— A <0Oyaque i > 1.

23

A continuacion, supongamos que f > 1. Consideremos la funcion g(¢) := ||x +

t(u—x)||. Con el objetivo de probar la desigualdad anterior, veamos que g es convexa.

Seant,,t;, € Ry 4 € [0, 1], ast:
gty + (1 =Nty = |lx+ Aty + (1 = Dt )u—x)|| =
= [[Ax +15(u — x)) + (1 = DH(x + 1, — 0)|| < Ag(tp) + (1 — Dg(t)).

Luego g es convexa. Por otra parte, puesto que |[x|| = |lu|| = 1 y la bola unidad
cerrada es convexa, el segmento que los une, {g(¢) : t € [0, 1]}, esta contenido en
la bola unidad cerrada. Como para t € (—0,0) U (1, c0) se cumple que g(r) > 1, se
tiene que g alcanza su minimo en 7 € (0, 1). Gracias a que g es convexa, se deduce

que g es creciente en (7, ), en particular en [1, c0). Como f+ 1 > f > 1, se tiene que

g(p) < g(B+ A), es decir,
lpu+ (1= p)x|| < [[(B+ Du+ (- p— x|

Como resultado, teniendo en cuenta que

A
(x;y)zﬁu+(1—ﬂ)x.
A
(u;v)z(ﬂ+/l)u+(l—ﬂ—/1)x.
Se concluye que
L |l <1- x;yH'

Consecuentemente, 6,(€) = 9,(¢€) y, por tanto, que d,(€) = 6,(€) = 65(€) = ,(¢).



24 GEOMETRIA DE ESPACIOS DE BANACH: ESTRUCTURA NORMAL Y REFLEXIVIDAD

Cuando no haya confusion, denotaremos a 6 (€) como 6(¢). Si hay que distinguir
entre modulos de convexidad de (X, || - |[,), (X, || - ||,) escribiremos §,, 6, respectiva-
mente.

Proposicion 2.2.  Un espacio X es uniformemente convexo si y solo si 6(¢) > 0 para
todo e > 0.

Demostracion.

Se sigue de la definicion de uniformemente convexo, notando que,six, y € X, ||x|| <
L |Iyll £ 1,]|x — y|| > €, entonces existe un 6 (que depende de €) tal que:

xX+y

1—

”21—5>0

De donde se deduce el resultado tomando infimo.

Es claro,yaquesix,y € X, ||x]| < 1, ||yl £ 1,||x— |l > €, entonces, gracias a que el
modulo de convexidad es el infimo,

xX+Yy

” <1-6() < 1.
Luego X uniformemente convexo. |

Como veremos en la siguiente proposicion, el modulo de convexidad se puede
definir equivalentemente en una bola arbitraria de centro p y radio R.

Proposicion 2.3.  La Observacion 2.3 se puede ver equivalentemente como:
Parax,y,pe X,R>0yr € [0,2R],

lx = pll < R | )

ly=pl <R ¢ = lp-sG+nl<(1-5(%)) R
2 R

lx =yl = r

Demostracion.  Se sigue de hacer una traslaciéon y una homotecia, es decir, notando
que ?, y;R” € B(0,1), % := ¢ € (0,2] y aplicando la observacion 2.3. |

Ejemplo 2.3. Todo espacio de Hilbert H es uniformemente convexo. Calculemos su
moédulo de convexidad y veamos que 6(e) > 0 Ve > 0.
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Sean x,y € H tal que ||x|| = ||y|]| = 1 y sea € € (0,2]. Usando la identidad del
paralelogramo se tiene:

[l + wII? = 211> + 1Iy17) = llx = ylI> =

T
=4—||x—y||2=4<1-M>.

Asi,si||x —y|| > €,

2 _ 2 2
xtylF kol e
2 4 4
Luego,
2
xX+Yy < 1_6_.
2 4
Se tiene entonces que:
2
1-q/1-S <1 - || 222
4 2

Como se da la igualdad cuando ||x — y|| = €, concluimos que 6(¢) = 1 — /1 — % y

que por tanto H es uniformemente convexo.

A continuacion, se presenta un resultado sobre el crecimiento y la continuidad
del mddulo de convexidad. Este teorema nos facilitara el estudio del médulo de con-
vexidad, ademas de proporcionarnos la caracterizacion mediante los subespacios de
dimension dos buscada.

Proposicion 2.4.  Sea X un espacio de Banach con mddulo de convexidad 6. Entonces
0 es continua en [0, 2) y creciente.

Demostracion. Veamos que es creciente. Efectivamente, si se toma €, €, € [0, 2] con
€, < €,, se tiene que

xX+y

{1 _ H il = Lyl = 1l =yl > 62} c
x+y

e {i-[=2) s =t =tz 6}

Tomando infimo se tiene que 6(¢;) < 6(¢,).

Probemos ahora que es continua. Sean u, v € X linealmente independientes con
[lu]| = |lv|| = 1, definimos el médulo direccional como:

x+y

6,,(€) = inf{l - H (6, 7) € A, o), lx — oIl 2 e}.
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Donde A(u,v) = {(x,y) € X XX : |Ix|| < Lyl £ ,x—y=puv,x+y= Au}. Es
decir, los x, y en el espacio generado por u, v con norma menor o igual que 1. Veamos
que el modulo direccional es una funcién convexa. Para ello, basta ver que dados
€,,€, €[0,2],1 € [0, 1] se tiene:

S,u(te, + (1 = D)ey) <18, ,(6)) + (1 = )8, ().

Probémoslo: sean (x,,y,), (x5, y,) € A(u,v) tal que ||x; — »,|| = €, l|x, = Wl = €,
Por definicion de A(u, v), existen A,, y;, 4,, 4, de forma que:

Xy =y =@ X +y =Au

Xg =Yy = MU Xy +yy = A

Probaremos que

2

{1_

(X1, ¥1)s (X2, 12) € A, 0), |Ix; — ¥l Z €y, || — 3ol 2 62} c

g{l—

Para ello, considérese ahora x; 1= (tx; + (1 = 1)x,), y; := (ty; + (1 = 1)y,) . Se tiene
que ||x5]] < 1||ys]| £ 1. Ademas:

X+y

D (x,y) € A, v), ||x =yl > te; + (1 = t)ez} .

Xy3—y3 =tx; —y)+U=0(xy—y,) =@u, + (1 =Du,)v.
X3+ y;=tx;+y)+A=0)(x,+y,) =04 + (1 =1D)A)u.
Luego (x3,y;) € A(u, v). Es mas,
I3 = y3ll = l#Gxy = yp) + (1 =) = )l = |Gy + (1 = D)ol =

= ||t(x1 - y1)|| + (1 - t)”(xz - yz)” > te; + (1 —1e,
Asi,

X3+ Y3
2

1 —

c {1 _ “"T”H L () € A, o). [|x — Il > (re; + (1 —t)ez>}~

Concluyendo que se da la contencion. Notando ahora que:

X3+ )3
2

tx; +1ty, N (1=0x,+(1 =1y,
2 2

1- =1-
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X+ Xy +
= (o 222200 - || 22222 =
(52 a0 =52])
X+ X, + ¥,
e =220 ) +a-n (1- |22
(=5 ) o (- 52])

(Se da la igualdad ya que estan alineados). Tomando infimo,

0,,(te; +(1 —ey) =

H D (x,y) € A, v), || x =yl > te, + (1 = t)ez} <

inf {1 _ |22
x,yeX 2

< inf 1-—
X1, Y1.X2, 00 €X

(s ¥)s (%00 70) € A, ), ||lx, — yill Z €1, [y = woll > 6, =

= inf {t<1—
X1,V €EX
+x2§yr;£X {(1 —1) <1 - 5 > D (X, 1) € A(u,0), ||x, — ol 2 52} =
=15,,(e)) + (1 = 1)3, ,(€,)).

Donde hemos usado que inf A + B = inf A + inf B si A, B C R. Concluimos asi que
0,, €s convexa.

2

X+
2

H) s (xLy) € A, v), ||x; =yl 2 61}

X, +

Veamos ahora que 6(¢) = inf {5, (¢) : |lull = l|v]| = 1,u # +v}.

Sean x,y € X con ||x|| = ||y]| = L, ||x — yll = €. Probemos que existen u,v € S tal

xX+y
e<1l-
<

Y asi tomando infimoen x,y € S' yenu,v

que:
xX+Yy

1—
2

” D (x,y) € A(u,v), ||x —y|| > 6} )

8(e) > inf{8, () : |lull = llvll = 1,u # xv}.

Busquemos entonces esos u, v € S'. Podemos suponer que x # —y pues, si x = —y,
para todo X, € S, se tiene que:

X+

1- <l=1-

xX+y
> .
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Por lo que:
5e) = mf{l—H 2| <t = 1l = =50 >e} -
. x+y
lllf{l— ‘ : ||x||=1,||y||=1,||x—y||Ze,x;é—y}.
Asi, dados x,y € X con ||x|| = ||yl = Lllx —y|| > ¢,x # —y, tomando u =

x+y)/lIx+yll, v=(x-=y)/|lx =yl se tiene que x, y € A(u, v), de donde se deduce
el resultado.

Por definicién de infimo, dado 7 > 0 existen u, v € .S tal que:
8,0(€) < inf {8, ,() : llull = lloll = 1,u # +0} + 7.

Luego existen x,y € A(u,v) con ||x|| = [|y]| = 1, ||x — y|| > € tales que:

+
|

H <inf{é, (e) : |lull = ||v]| = 1,u # v} + 7.
Tomando infimo,

5(e) < nf{6,,(e) : llull = llvll = Lu # +v} +7.
Como esto es valido para todo 7, se tiene que

6(6) < inf{éu,v(e) . ”u” = ”U” = 1,“ ?é iU}.

En resumen, hemos probado que §, ,(¢) es convexa y que:
6(e) =inf {6, (€) : |lull = |lvll = L,u # +v}.

Ahora bien, sea a € (0,2) y €;, €, € [0, a]. Podemos suponer sin pérdida de generali-
dad que €, < ¢,. Gracias a que §,, es convexa, se tiene que:

5u,u(€2) - 5u,v(el) 5uv(2) - 5u,v(a) 1
< <

€, — € 2—-a 2—-a

Por lo tanto {§,,} es una familia de funciones equicontinuas en el intervalo [0, a].
Notando ahora que 6(¢) = inf{5, (¢) : [[ul| = ||v]| = 1,u # +v}, se tiene que para
todo n > 0 existen u,v € X con |[u|| = ||v|| = 1,u # +v, tal que:

5u U(el) —-n < 5(61) = uv(el)
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Asi:
€ — €
o(e,) <0, ,(€6,) < +9,,(e) <
: s ,
€ — €
< + 6(¢y) + 1.
2—a
Para todo 7 > 0. Como 6(€) es creciente y €, < €,,
€ — €
|5(€2) - 5(el)| = 0(e,) — 0(€)) < . + 7.
Tomando limite cuando # — 0 se deduce que 6(¢) es continua en [0, 2). |

Observacion2.4. A pesar de que § es el infimo de funciones convexas, 6(¢) = inf {§, ,(¢) :
llull = ||v]| = 1,u # +v}, en general no se tiene que 6 sea convexa.

Es interesante resaltar un resultado visto en la demostracion anterior que nos ayu-
dara a interpretar la idea geométrica del moédulo de convexidad.

| Teorema 2.1. Cardacter 2-dimensional del médulo de convexidad
Parae € [0, 2]

6y(e) = élg( 6(€).

dimE=2

Demostracion. Es inmediato observando la demostracion de la Proposicion 2.4, ya
que el modulo de convexidad direccional §, , es justamente el modulo de convexidad
en el espacio de dimension 2 generado por u, v. Como en la demostraciéon anterior
probamos que 6(¢) = inf{5, () : u,v € X, ||ull = [|v]| = 1,u # +v}, se tiene el
resultado. |

Este teorema, junto con la Proposicion 2.2 nos permite caracterizar los espacios
uniformemente convexos mediante sus subespacios de dimensiéon dos. Terminamos
la seccion definiendo la caracteristica de convexidad de un espacio de Banach X asi
como algunos calculos de mddulos y caracteristicas de convexidad de X a partir de
los subespacios de dimension dos.

| Definicién 2.4. La caracteristica (o coeficiente) de convexidad de un espacio de
Banach X es el niimero:

€y = €y(X) =sup{e >0 : o(e) =0}.

Geométricamente, dados x, y puntos de la esfera (||x|| = [|y|| = 1), ¢, acota la
longitud de los segmentos que se quedan contenidos en la frontera de la bola o bien
arbitrariamente cerca de ella (es un infimo). A continuacién, podemos ver un ejemplo,
donde ¢, = ||a — b||:
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a € b

Proposicion 2.5. El mddulo de convexidad y la caracteristica de convexidad son in-
variantes por isomorfismo isométrico.

Demostracion.  Se sigue del hecho de que si A: X — Y isomorfismo isométrico,
entonces, dado x € X : ||x|| £ 1 existe un tnicoy € Y : A(x) = y, asi, ||y|]| =
[[A(x)|| = ||x]| £ 1Yy, por tanto, se concluye que 6, (€) = 6y (¢). |

En general, es dificil calcular el modulo de convexidad de un espacio de Banach
explicitamente. Para ciertos espacios, aprovechando el Teorema 2.1, junto con el co-
nocimiento de los espacios de dimension 2, podemos sacar algunas conclusiones. Si
denoto por E C X un subespacio de dimension 2, se sigue que:

54(€) < 5(e) y €y(E) < €y(X).

Veamos unos ejemplos:
Ejemplo 2.4.  Consideremos I} := (R, || - [|), I := (R, || - [l )) y x = (x;,X,) € R?
donde :
lIxlly =[x, [+ 1,05

I/l = max{[x, [, [x,[};

Como se vio en el ejemplo 2.1, I tiene una bola cuadrada. Es facil ver que [
también. Asi, ambas cumplen que 6(¢) = 0 para todo € € [0,2] y €,(1)) = €,(1)) = 2.

Con esto, gracias a que los espacios L'[0,1], L*,c, ¢, poseen subespacios 2 dimen-
sionales isomorfos isométricamente a lé o [°,y sabiendo que el modulo de convexidad
es un invariante isométrico, se deduce que el moédulo de convexidad de estos espacios
es idénticamente 0.
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Veamos ahora una proposicion que nos ayudara a estudiar el modulo de convexi-
dad del Ejemplo 2.2.

Proposicion 2.6.  Un espacio de Banach X es estrictamente convexo siy solo si 6(2) =

1.

Demostracion.
Supongamos que 6(2) = 1. Sean x,y € X tal que ||x|| = ||y|| = XT”‘ = 1.
Veamos que esto pasa solo si x = y, por tanto:

lIx|| =1

bll=1 ¢ = H H<1

lx =yl >0
Es decir, X es estrictamente convexo. Ahora bien, gracias a que ||x|| = || — y|| =
x+y ‘ = 1 se tiene:
xX—y x+(-y)
. ” - —“ <1=6(lx— (—pl)=1-5Q2) =

Donde hemos usado que 6(||x —(=y)||) < 1-—

—x+(2_y ) H por ser 6 el infimo. Concluimos

asi que x = y, finalizando la prueba.
Supongamos que X es estrictamente convexo y sean x,y € X tal que ||x|| =

lIyll =1, ||x—y|| = 2. Veamos que esto implica que x = —y. Por reduccion al absurdo,
six # —y, como X es estrictamente convexo y ||x|| = || = y|| =1, ||x — (=y)|| > O se
tiene que:
X — X+ (=
| = y” _ ) H <1
2
Lo cual es una contradiccion, luego x = —y. Asi,
xX+y
I | =1 vxyex el =l = Lix -l =2,

Tomando infimo se deduce que 6(2) = 1. |

Ejemplo 2.5.  Sea (¢, || - ||,) el espacio de Banach considerado en el Ejemplo 2.2. Ya
hemos visto que es estrictamente convexo, luego por la proposicion anterior, 6(2) =
1. Se tiene también que cada subespacio E de dimension 2 de ¢, es uniformemente
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convexo (pues, en dimension finita, uniformemente convexo y estrictamente convexo
son equivalentes). Por tanto, ¢,(E) = 0, 6(e) > 0 para € > 0. Es interesante destacar
que esto no implica que 560(6) > 0; es mas, se tiene que 560(6) =0Ve € [0,2). Esto se
puede ver observando la demostracion de que (cy, [|-|[ ) no es uniformemente convexo
del ejemplo 2.2, pues ahi tomamos puntos x, y con ||x — y|| > € cuya norma del punto
medio esta arbitrariamente cerca de 1.

Este ejemplo en particular nos dice que 6 puede ser discontinua en 2.

Como ya empezamos adelantando a lo largo de esta seccion, es interesante resaltar
como el modulo de convexidad nos da informacion sobre la convexidad de la bola.
Informalmente, si X e Y son dos espacios de Banach y 6,(¢e) > 6,(¢) Ve € [0,2],
entonces X es "mas convexo" o "mas redondo" que Y. Si €,(X) < ¢,(Y) entonces Y es
"mas cuadrado” que X.

| Definicion 2.5. Un espacio de Banach X se dice que es uniformemente no cua-
drado siey(X) < 2.



3 Estructura normal. Teorema de
punto fijo de Kirk

En este capitulo, introducimos la estructura normal de los espacios de Banach y
su aplicacion a la Teoria Métrica del Punto Fijo a través del Teorema de Kirk. Veremos
que esta propiedad es mas general que la convexidad uniforme.

Para comenzar, definimos los elementos de Chebyshev, seguidos de algunas pro-
piedades sobre ellos, que seran clave para el trabajo posterior con los espacios de
Banach con estructura normal. Mas adelante, introduciremos la nocién de estructura
normal uniforme y su relacion con los espacios uniformemente convexos. Finalizare-
mos el capitulo enunciando y demostrando el Teorema del Punto fijo de Kirk.

3.1 Estructura normal

| Definicién 3.1.  Para cualquier D, H C X se definen:

dist(x, D) := ing |[x=y|| (conx € X) (distancia de x a D)
ye

diam(D) := sup {||x —y||} (diametro de D)

x,yeD

r,(D) :=sup{llu —y||} (conue€ X) (radiode D relativoa u)
yeD

ry(D) = inlg{ru(D)} (radio de Chebyshev de D relativo a H)
ue

CyD):={ue H:r/(D)=ry(D)} (centrodeChebyshevde D relativo a H)

Observacion 3.1. Cuando H = D usaremos la notacion r(D) y C(D) para estas ulti-
mas dos definiciones y los llamaremos radio y centro de Chebyshev respectivamente.
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Proposicion 3.1. Dado D C X, si denotamos por B(a,r) = {x € X : |[x —al <r},
se tiene que:

1. DC B(u,r, (D) Vue X

2. Siu € Cy(D), B(u,r, (D)) es la bola con centro en H que contiene a D con
menor radio, es decir, si existen v € H,r > 0 tal que D C B(v,r), entonces
r.(D)<r

3. r(D) <r,/(D) < diam(D)

Demostracion. 1. Sea x € D, gracias a la definiciéon de radio de D relativo a u se
tiene,
lx —ull < sup{llu—-yll} =r (D) = x €& Bu,r,(D)).

yeD

2. Supongamos ahora que u € Cy(D). Por 1. sabemos que D C B(u,r,(D)). Sean
ahora v € H,r > 0 tal que D C B(v, r). Veamos que r,(D) < r. Como D C B(v,r),
para todo d € D, se cumple ||d — v|| < r, tomando supremo en D,

ro(D) =sup{|lv—d[} <r.
deD

Ahora bien, u € C (D), luego, r,(D) = ry(D) = inf . ; {r, (D)},
r2 (D) 2 inf {r,(D)} = r,(D).
ue

de donde se concluye 2.
3. Es inmediato de la definicion, ya que:

r(D) = inf {r,(D)} < r,(D) = sup{llu =y} < sup {Jlu— yll} = diam(D).

yeD yueD

| Definicién 3.2. Dado D C X, un puntou € D se dice diametral si
r,(D) = diam(D).

En caso contrario, se dice que u es no diametral.

Observacion 3.2.  Existen convexos cerrados y acotados con solo puntos diametrales.
A los conjuntos con solo puntos diametrales se les llama conjuntos diametrales y
poseen una "anormalidad” geométrica.

Proposicion 3.2. S es un conjunto diametral si y solo si r(.5) = diam(.S).
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Demostracion. Supongamos que S es diametral, entonces r,(.5) = diam(.S) para todo
u € §. Tomando infimo en u, se tiene que r(S) := inf ¢ r,(5) = diam(S).
Reciprocamente, si r(.S) = diam(.5), se tiene, fijado u € S

diam(S) = r(S) < r,(S) < diam(S).

de donde se deduce que r,(.S) = diam(5) para todou € S. |

| Definicioén 3.3.  Un conjunto convexo K C X se dice que posee estructura normal
si cada S convexo acotado con S C K ydiam(S) > O contiene un punto no diametral,
es decir,

VS C Kconvexo acotado con diam(S) > 03Ju € S : r,(S) < diam(S).
Un espacio de Banach X se dice que tiene estructura normal si todo subconjunto convexo

de X posee estructura normal.

Proposicion 3.3.  Sea K C X convexo, son equivalentes:

1. K posee estructura normal
2. K no contiene subconjuntos .S convexos acotados diametrales (excepto conjun-
tos unitarios), es decir:

diam(S) > 0 = r(S) < diam(S)

Demostracion.  Es inmediata a partir de la definicion y de la proposicion 3.2. |

| Definicién 3.4. Un espacio de Banach X se dice que tiene estructura normal débil
si todo débil compacto convexo K posee estructura normal.

Gracias a la caracterizacion de espacios reflexivos vistas en el Capitulo 1, se pue-
den relacionar la estructura normal débil y la estructura normal, como sera visto en la
siguiente Proposicion. De esta forma, bajo la condicion de que X sea reflexivo, pode-
mos trabajar a conveniencia con una de las dos estructuras. Esto nos sera de especial
utilidad en la demostracion del Teorema de punto fijo de Kirk, asi como en el resultado
principal que sera presentado en el Capitulo 4.

Proposicion 3.4.  Si X es un espacio de Banach reflexivo son equivalentes:

1. X posee estructura normal
2. X posee estructura normal débil
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Demostracion.  Supongamos que X posee estructura normal, sea K un débil compac-
to convexo, veamos que K tiene estructura normal. Se tiene que K en particular es
acotado y convexo, como X posee estructura normal por hipétesis, K posee estruc-
tura normal. Concluimos que X posee estructura normal débil.

Reciprocamente, supongamos que X posee estructura normal débil. Sea K un con-
vexo acotado. Veamos que posee estructura normal. Al ser acotado, existe R > 0 tal
que K C E(O, R). Como X es reflexivo, se tiene que E(O, R) es débil compacto, de
donde se deduce que E(O, R) tiene estructura normal. Asi, todo H C K C E(O, R)
convexo, contiene un punto no diametral (pues es un convexo en E(O, R), que tiene
estructura normal). Se concluye entonces que K posee estructura normal, y, por ello,
X también. |

Acabamos la secciéon dando una caracterizacién para espacios de Banach con es-
tructura normal. Para ello, es de interés definir las siguientes sucesiones.

| Definicion 3.5. Una sucesion {x,} en un espacio de Banach X se dice diametral si

no es eventualmente constante y si

lim dist(x

n—0o0

nel> CONV{X(, X5, ... X, }) = diam({x,, x5, ... }).

Proposicion 3.5. Toda subsucesion de una sucesion diametral es diametral.

Demostracion.  Sea {x,},-, una sucesion diametral y sea {xnk }is1 € {x,} una subsu-
cesion. Veamos que es diametral. Fijemos x, € {x, } con/ >2y seam € N tal que
x, € {x,}yx, = x,.Denotando por .S, = {x;,... ,x, }.S, = {x,....x,,}y
notando que S, C S, se tiene:

dist(x,,, conv(S,,)) < dist(x, , conv(S))) < diam(S; U {x, }) < diam(S,, U {x,,}).

Tomando limite cuando / — oo (y por tanto m — o0), teniendo en cuenta que {x,} es
diametral, se deduce que:

1132 dist(x, ,conv{xn, ,...x, })=diam({x,,x,,... }).
con lo que concluimos que {x, } es diametral. |

| Teorema 3.1. Un conjunto convexo acotado K de X espacio de Banach posee estruc-
tura normal si y solo si no contiene una sucesion diametral.
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Demostracion.  Veamos primero que si K posee estructura normal implica que K no
contiene una sucesion diametral. Por contrarreciproco:

Sea {x,} una sucesion diametral, afirmamos que .S := conv({x,, x,, ... }) es diame-
tral. Efectivamente, sea x € .S, demostremos que x es diametral.

n=00

Como x € S :=conv({x,,x,,... }) = Un=1 conv({x,,... ,x,}) (y se tiene que si
n, < n,,entonces conv({x,, ... ,xnl}) C conv({x, ... ,xnz})), existe n, € N tal que
x € conv({x,, ... ,x,}) para todo n > n,. Por tanto, para n > ny:
dist(x,;,conv({x,,... ,x,})) =inf{||x,., =¥l : y €conv({x,,... ,x, D} <
< %y = x|l < sup |y — x|| = r (S) < diam(5).
yeS

Tomando limite cuando n — oo, teniendo en cuenta que {x,} es diametral,
diam(S) = diam({x, x,,... }) =

= lim dist(x

n—oo

nr 1o CONV{X |, X5, ... X, }) <

<r.(S) < diam(S).

De donde se deduce que r.(S) = diam(S) para todo x € S, luego S es diametral y
por tanto K no posee estructura normal.

Reciprocamente veamos que si K no contiene una sucesion diametral entonces
K posee estructura normal. Demostramos otra vez por contrarreciproco. Suponga-
mos que existe S C K diametral no trivial (i.e. K no posee estructura normal). Sea
d :=diam(S)y € € (0,d). Construyamos una sucesion diametral. Tomando x, € .S,
gracias a que .S es diametral, creamos inductivamente una sucesion {x,} C .S que

satisface:
n

X.
NVt = Xpiill > d — %, donde y, , = ; ;’ € S.
Efectivamente, al ser S diametral, r, (S) = diam(.S), asi, por propiedades del supre-
mo, para todo € existe x, € Stal quer, (S) = [lx,—x,|| > r, (S)—€ = d—e. Tomando
¢ adecuado construyo x,. Razonando analogamente para y, := 1/2(x, +x,) en vez de
para x,, obtengo x; satisfaciendo ||y, — x;|| > d — i. Es facil ver que inductivamente

se tiene lo buscado.

Sea ahora x € conv{xy,...,x,}, conx = ¥'  Ax;y ¥° 4, = L. (Por per-

tenecer a la envolvente convexa). Si denotamos por 4 = A, = max{x,,... ,x,}, se

p
tiene:
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Tomando infimo en x € conv{x,,... ,x,}
d-S< dist(x,,;,conv{x,,... ,x,}) =
n
=1inf{||x,,; — x|l : x €conv{x,... ,x,}} <

< diam({x,, x,, ... }) < diam(S) = d.
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Donde hemos usado que {x,} C .S. Tomando limite cuando n — oo,

d < lim dist(x,,;,conv{x,, ... ,x,}) < diam({x,, x,, ... }) < diam(S) = d.
n—>o0
Concluimos, por tanto, que {x,} es una sucesion diametral. |

Corolario 3.1. Todo K convexo compacto tiene estructura normal.

Demostracion. Como K es compacto, se tiene que K es acotado. Apliquemos el teore-
ma anterior para ver que K posee estructura normal, viendo que no contiene ninguna
sucesion diametral. Sea {x,} € K una sucesién no eventualmente constante. Como
K es compacto existe {x, } C K subsucesion convergente (en particular de Cauchy).
Se tiene entonces que:

Ve>0 IM €N : ||xnk1 —x,,k2|| <e Vm,nm,2M
en particular,
dist(x,, ,conv({x,,...x, })) <e.
Luego

I}Lnolo dist(xnkH ,conv{xy,..., xnk)} =0.

Observando ahora que diam({xnl, Xy oo }) # 0, pues {x,} no es eventualmente
constante, se deduce que {x,, } no es diametral. Usando la proposicion 3.5 concluimos
que {x,} no es diametral. |

3.2 Estructura normal uniforme

Con el propésito de tener mas herramientas para futuras secciones y capitulos, es
conveniente introducir unas nociones de estructura normal més fuerte: la estructura
normal uniforme.

| Definicién 3.6. Un conjunto convexo acotado no vacio K C X se dice que tiene
estructura normal uniforme si existe una constante k € (0, 1) tal que:

r(D) < k(diam(D)) VD C K convexo cerrado.

El espacio X se dice que tiene estructura normal uniforme si cada subconjunto convexo
acotado no vacio cumple esta propiedad.
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Proposicion 3.6.  Todo espacio con estructura normal uniforme posee estructura nor-
mal.

Demostracion.  Consecuencia inmediata de la Proposicion 3.3. |

Observacion 3.3. La estructura normal uniforme es mas fuerte que la estructura nor-
mal. Una de sus diferencias es que no todo espacio con estructura normal es reflexivo,
sin embargo, todo espacio con estructura normal uniforme lo es (gracias al siguiente
teorema).

| Teorema3.2. Siunespaciode Banach X posee estructura normal uniforme, entonces
es reflexivo.

Demostracion.  Véase [5, pag 45-46]. |

Por ultimo,se estudia la relacion entre la convexidad uniforme y la estructura nor-
mal. Se tiene que todo espacio uniformemente convexo posee estructura normal.

| Teorema 3.3. Si X es uniformemente convexo entonces X posee estructura normal
uniforme.

Demostracion. Recuérdese que X posee estructura normal uniforme si todo K C X
convexo acotado posee estructura normal uniforme, es decir, existe k € (0, 1) tal que
r(D) < kdiam(D) VD C Kconvexo cerrado.

Sean entonces K C X convexo acotado y D C K convexo cerrado. Denotemos
por d := diam(D) > Oy sean x,y € D tal que ||x — y| > % (existen por ser d el

diametro). Sea ahora z € D arbitrario, si llamamos m = XT” € D (por ser convexo),
aplicando la proposicion 2.3, se tiene:

Ix—zl <d 1
ly-zll<d ¢ = ||z—m||s(1—5(§>)d
I =yl > ¢

Tomando supremoen z € D :

r (D) < (1 _5 (%)) d.

De donde se deduce que X posee estructura normal uniforme. |
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Existen resultados mas finos que, a partir del estudio del médulo de convexidad,
nos dan resultados sobre la estructura normal de nuestro espacio. Se tiene que, si
€,(X) < 1, entonces X posee estructura normal uniforme. Por no alargar en exce-
so el trabajo, se ha incluido un apéndice donde se demuestra el resultado anterior.
Ademas, se complementan con un ejemplo sobre los espacios de Bynum, una clase de
espacios que cumplen que €,(X) = 1 pero no poseen estructura normal, demostrando
consecuentemente que la condicién anterior es fina.

3.3 Teorema de punto fijo de Kirk

Acabaremos el capitulo dando una aplicacion a la estructura normal de un es-
pacio de Banach. Es bien conocido que dado (X, d) un espacio métrico completo y
T: (X,d)— (X,d) una aplicacion contractiva, se tiene que T posee un Unico punto
fijo (Teorema del punto fijo de Banach). ;Qué pasa si intentamos exigirle menos a
nuestra aplicaciéon T'? Como se adelantaba durante este capitulo, en esta seccion, bajo
ciertas condiciones, veremos que podemos asegurar la existencia de punto fijo en un
espacio de Banach con ayuda de la estructura normal.

| Definicién 3.7.  Un subconjunto cerrado, convexo y no vacio D de un conjunto K se
dice conjunto minimal invariante para una aplicacionT : K — K siT (D) C D ysi
D no tiene ningun subconjunto propio cerrado convexo y no vacio que sea T -invariante.

Lema 3.1 (Lema de Zorn). Sea A un conjunto y < un orden sobre A. Si toda cadena
C de (A, <) posee una cota superior, entonces existen elementos maximales en (A, <).
(Un elemento @ € A es maximal si para todo f € A con a < f se tiene que f = a).

| Teorema 3.4. Sea K un débil compacto convexo no vacio de un espacio de Banach
X. Entonces, para cualquier aplicacionT : K — K, existe un subconjunto de K convexo
y cerrado que es minimal T -invariante.

Demostracion. Trataremos de aplicar el Lema de Zorn. Para ello, consideremos la
famila M de subconjuntos cerrados convexos no vacios de K que son T'-invariantes
(notese que al ser cerrados y convexos en particular son débiles cerrados dentro de
K débil compacto luego son débiles compactos). Claramente, K € M luego M # 0.
Considérese ahora, dados K, K, € M, el siguiente orden:

K, <K,siK, CK,.

Veamos que toda cadena bien ordenada C en (M, <) tiene cota superior. Sea C una
cadena bien ordenada. Gracias a que todo K € C es débil compacto y que toda inter-
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seccion finita de ellos es no vacia (pues esta bien ordenada), se tiene que [, K # 9.
Asi:

(JKkcKVKecC.

KeC
De donde se deduce que C posee una cota superior respecto del orden <. Aplicando
el Lema de Zorn, existe un conjunto D € M que es maximal respecto de <, es decir,
minimal T-invariante. |

Notese que si T: K — K tiene un punto fijo x, entonces claramente {x} es
cerrado, convexo y minimal T-invariante. Asi, para ver la existencia de puntos fijos
de T en K, basta estudiarlo en el conjunto minimal T -invariante.

Lema3.2. SiK esun conjunto convexo cerrado no vacio minimal T-invariante, en-
tonces:
K = convT'(K).

Demostracion.  Se tiene que, por ser K T-invariante, T'(K) C K, luego, convT (K) C
convK = K.Como K es minimal T-invariante, basta ver que convT'(K) es T-invariante
para probar la igualdad. Ahora bien, aplicando T a lo anterior,

T(convT'(K)) C T(K) C convT(K).

De donde se deduce que convT' (K) es T-invariante. |

Estamos ya en condiciones de demostrar el teorema buscado en esta seccion, el
Teorema de punto fijo de Kirk.

| Teorema 3.5 (Teorema de punto fijo de Kirk). Sea K un subconjunto débil com-
pacto convexo no vacio de un espacio de Banach, y supongamos que K posee estructura
normal. Entonces toda aplicacion T : K — K tiene un punto fijo.

Demostracion. Como ya hemos mencionado anteriormente, podemos trabajar con
el subconjunto minimal 7" invariante de K, que sigue siendo débil compacto por ser
débil cerrado dentro de K. Abusemos de notacion y denotemos por K al subconjunto
minimal T-invariante. Veamos que consiste de un solo punto, y que por tanto es un
punto fijo. Por el Lema 3.2 se tiene:

convl'(K) = K.

Notese que gracias a que K es débil compacto se tiene que C(K) # . Efectivamente,
esto es porque puedo escribir:

C(K) = () C.K).

e>0
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Donde

C.(K):={ueK:r(K)<rK)+e}= ﬂ B(x;R(K)+e)nK.

xeK

Ahora bien, C.(K) son cerrados y convexos no vacios de K (en particular débiles
cerrados por la Teorema 1.4). Como K es débil compacto y C.(K) C K, se tiene que
C.(K) son débiles compactos. Por tanto, C(K) # .

Sea entonces u € C(K), es decir, r,(K) = r(K). Como T es no expansiva,
ITu—To| < |lu—v|| <r(K)VveK.

Luego,
T(K) € B(Tu, r(K)).

Por tanto,
K =convT'(K) C B(Tu, r(K)).

Lo cual implica, por la Proposicién 3.1, que r;,(K) = r(K), y, por tanto, Tu € C(K).
Esto prueba que T(C(K)) C C(K) (C(K) es T-invariante). Por otro lado, C(K) C
K, con K minimal T-invariante, luego C(K) = K. Ahora bien, como C(K) es un
conjunto diametral y K posee estructura normal, esto solo puede pasar si diam(K) =
diam(C(K)) = 0 (pues si no K no tendria estructura normal). De aqui se deduce que
K es un solo punto, el punto fijo de T'(es fijo porque K es T-invariante). |

Con este resultado, se puede ver una de las aplicaciones de la estructura normal.
Equivalentemente, gracias a la Proposicion 3.4, si el espacio de Banach es reflexivo (en
particular para los espacios de Banach con estructura normal uniforme), el resultado
anterior se puede enunciar para un convexo acotado con estructura normal (este fue
el resultado original dado por Kirk).






4 | Longitud de las esferas de dimen-
sion 2 y estructura normal

A lo largo de este trabajo, hemos dotado de distintas estructuras a los espacios de
Banach, centrandonos en el caracter geométrico de las mismas. En el capitulo dos, se
caracterizaron los espacios uniformemente convexos a través de los subespacios de
dimension dos. Como ya vimos, todos los espacios uniformemente convexos poseen
estructura normal uniforme. Por ello, cabe plantearse si es posible dar una condicién
suficiente, sobre los subespacios de dimension dos de un espacio de Banach, para
garantizar que tenga estructura normal.

En este capitulo, tratamos de buscar esta condicién suficiente para que un espacio
de Banach X posea estructura normal. Es interesante destacar que el resultado busca-
do tendra una dificultad mayor que la caracterizacion de los espacios uniformemente
convexos mediante sus subespacios dimensién dos. Por ello, habra algunos resultados
que no se demostraran y que se dejaran referenciados para el lector interesado.

Con el objetivo de dar este teorema, seran necesarias ciertas nociones sobre curvas
en espacios normados de dimensiéon dos. Comenzamos recordando algunos de estos
resultados y definiciones.

4.1 Curvas en espacios normados

En esta primera seccion, recordaremos la definicion de curva y de longitud de
curva, asi como algunas propiedades basicas. En lo que sigue denotaremos por X a
un espacio normado.

| Definicién 4.1. Una curva en un espacio normado X es una aplicacién continua
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a: [a,b] - X.
Notese que la curva puede intersecarse consigo misma o repetirse. Esto permite que
existant,,t, € [a,b] cont, #1t, y a(t|) = a(t,).

| Definicién 4.2.  Si denotamos por A a la particibn a = a; < a, < ... < a, = b de
la,b] y

i, 8) = ) lla(a,) — ala,_)lI.
k=1

Se define la longitud [(a) como:

I(a) = °(a) = sup I(a, A).
A

| Definicién 4.3. Una curva a se dice rectificable si l(a) es finito.

| Teorema 4.1.  Sea P una particién de [a, b] y || P|| = max, ., {la; — a;,_,|}.

Si C es una curva rectificable, entonces, para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que, si
|| P|| < 6, entonces I(C) — I(C, P) < €. Es mas, si P, es una sucesion de particiones de
[a, b] con || P,|| = O, entonces lim,_,  I(C, P,) = I(C).

Demostracion.  Véase [1, pag 19-20]. |

Proposicion 4.1.  Sea a(t),a < t < b una curva rectificable. Se tiene que el arco de

longitud /! («) es una funcién continua de z.

Demostracion.  Se puede consultar en [1, pag 21]. |

Gracias a la continuidad del arco de longitud, podemos definir el parametro natural
de la curva.

| Definicién 4.4. La parametrizacion natural de una curva a : [a,b] - X esla
aplicacion continua:
g ' [0,l(0)] = X

Donde g,(s) representa el punto a(t) para el cual s = I' (a).
El concepto de curva dado anteriormente depende de la parametrizacion. Trata-

mos de dar una definicién de curva que mantenga propiedades que nos interesan,
como la longitud de curva o el punto inicial y final. Aunque parece natural definir
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una curva como el conjunto de los puntos imagenes de su parametrizacion, se pue-
de ver que dos parametrizaciones con el mismo conjunto imagen no tienen por qué
conservar longitudes de curvas. La definiciéon de curva que nos interesara sera la si-
guiente:

| Definicion 4.5. Diremos que dos curvas rectificables son equivalentes si tienen la
misma parametrizacion natural. Asi, definimos una curva rectificable [c] como la
clase de equivalencias de las parametrizaciones de c.

Esta definicion de curva cumple que si [a] = [f] entonces su longitud de curva,
puntos inicial y final y su parametrizacion natural coinciden. A partir de ahora si no
hay confusion omitiremos la clase y escribiremos solamente c.

| Definicién 4.6. Dada una curva c, un arco de c es una curva parametrizada por
una restriccion de la parametrizacion de c. Un arco de un arco se llama subarco.

| Definicién 4.7. Una curvac se dice simplesi g, esinyectiva. Una curvac : [a, b] —
X se dice cerrada si c(a) = c(b). Una curva cerrada es simple si es inyectiva en [a, b).

| Definicion 4.8. Una curva cerrada simple A se dice simétrica si—A = A, es decir,
0+ (=1,)A = A. Como la curva es simple, esto es equivalente a que el conjunto A es
simétrico respecto del O (si x € A entonces —x € A).

Observacion 4.1.  Notese que si A es una curva cerrada simple simétrica entonces

0¢&A.

Proposicion4.2. Sea c una curva simple en X —{0} con puntos inicial y final opuestos.
Entonces existe un arco ¢’ de c tal que la yuxtaposicion de ¢’y—c’ es una curva cerrada
simple simétrica.

Reciprocamente, si A es una curva cerrada simple simétrica en X y p € A, en-
tonces A es la yuxtaposicion del arco (simple) ¢ de A,que va de p a —p, con el arco
—c.

Demostracion.  Sea c una curva simple con puntos extremos opuestosy g, . [a, b] —
X su parametrizaciéon natural. Buscamos un arco de ¢ que no contenga puntos opues-
tos, es decir, g |(,, ,,) = & © [01,0,] = X tal que g, (1)) +8.(1,) # 0 V1,1, € (0, 0,).
Consideramos el conjunto, K := {s,—s, : 0 < s, <5, < (), g.(s,)+g.(s,) =0} de
puntos no negativos. Se tiene que es compacto y no vacio (pues los puntos extremos
son opuestos y por tanto /(c) € K). Veamos que K esta separado del 0. Sea s,—s, € K,
se tiene:

Sy =81 = 12(0) = 1)(c) = 12 2 [|g.(52) = g5 = 2|lg.(s DIl =24 (0, ¢) > 0.
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Luego K esta separado del cero. Por tanto, se tiene que existe un punto de K que al-
canza el minimo, llamémoslo s, = o,s, = 0,, cumpliendo 6, — 6, > 0. Asi construido,
el arco g.|,, ) cumple lo buscado. Efectivamente, cualquier par de puntos #,,1, €
[0,,0,] (supongamos t; < t, sin pérdida de generalidad) cumple que t, —t, < 0, — 7.
Como o, — o, es el minimo, ¢, —t, € K, y por tanto g.(t,) # —g.(t,) para todo
1,1, € [0},0,].

El reciproco es facil de ver teniendo en cuenta que A es simétrico, y que la curva
—c es la simétrica respecto de O de c. |

Es interesante resaltar para la siguiente seccion que, si X es un espacio normado
de dimensién 2 y denotamos la esfera unidad por S(X): ={x € X : ||x|| = 1}, se
tiene que S(X) es una curva cerrada simple y simétrica tinica (salvo orientacion).

4.2 Labolaunidad en espacios normados de dimen-

sion 2

En esta parte se busca dar resultados sobre la longitud de las curvas que determi-
nan la esfera unidad de dimension 2 (inicas salvo orientacion). Para ello, se necesita-
ran algunos lemas técnicos, asi como resultados bien conocidos.

Durante toda la seccion X denotara un espacio normado de dimension 2. A un
cuerpo convexo en X lo llamaremos disco convexo. Si K es un disco convexo en X,
se tiene que 0K es el rango de exactamente dos curvas simples (rectificables), iguales
salvo orientacion. Denotaremos por d,K a la curva con sentido antihorario y por
0_K al sentido horario. Claramente ambas curvas tienen la misma longitud, llamada
la circunferencia de K, denotada por y, (K) o simplemente y(K). Cuando se diga un
arco de 0K nos referiremos a un arco de 0, K o de d_K. Enunciemos algtn resultado
que nos sera de utilidad sobre los discos convexos. Las demostraciones de los mismos
se pueden consultar en [7].

Proposicion 4.3.  Sean K, K, discos convexos distintos en X y h € X tal que K, =
(1 = D)h + AK, para algan A > 0. Supongamos ademas que K’ N K; # @y h & K;.
Sean R, R, las lineas soporte distintas desde h al disco convexo K; N K,. Entonces,
0K, NdK, =(R,NK, NK,)U(R,NK, NK,).

| Teorema4.2. SiK, K’ son discos convexosen X y K’ C K, entonces y(K') < y(K).
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Una vez vistos estos resultados, estamos en condiciones de demostrar los teoremas
buscados. La idea de esta parte es acotar la circunferencia de la bola unidad B := {x €
X : |Ix]| £ 1} (que es disco convexo). Veremos que 6 < y(B) < 8.

Se denotara por L := %y(B). Notese también que dados dos puntos p, g € dB, las
unicas curvas simples de p a g en el conjunto dB son los dos arcos de p a ¢ de dB.
Claramente la suma de sus longitudes es y(B) = 2L. Llamaremos 6(p, q) a la longitud
del arco de menor longitud. Como —d B = 0B, se tiene:

Proposicion 4.4. Dados p,q € 0B:

1. 6(p,q) = L < py g son antipodales.
2. 6(p,q) +6(=p,q) = LVp,q € 0B.

Demostracion. Vamos con 1.

Por la Proposicion 4.2, como —dB = 0B, se tiene que d B es la yuxtaposicion del arco
que ¢ que va de g a —q con —c. En particular, 2L = y(B) = 6(q,—q) + 6(—q,q) =
26(q, —q), de donde se deduce que 6(q, —q) = L.

Supongamos que 6(p,q) = L. Por yuxtaposicion, 2L = y(B) = 6(p, q) + 6(q,—q) +
6(—q,p) = 2L + 6(—q, p). Por tanto 6(—q, p) = 0, es decir, p = —q.

el apartado 2. se deduce usando que 6(p, —p) = L y por yuxtaposicion. |

Proposicion 4.5. Sea p € 0B y sea k uno de los arcos de B de p a —p. La funcion
continua ¢ : [0, L] — [0, 2] definida por ¢(s) := ||g,(s) — pl| es creciente.

Demostracion. Notese en primer lugar que se tiene que ¢(0) = 0y que ¢(L) = 2 (ya
que g, (L) = —p pues 6(p, —p) = L). Asi, bastara probar que ¢=!({1}) es conexo para
cada 4 € (0, 1)U(1,2). Veamoslo, notando que s € ¢p~!({1}) siy solosi ||g (s)—p|l = 4
siy solo si g (s) € k N(p+ A0B), gracias a que g, es la parametrizaciéon de una curva
simple, se tendra que ¢~'({1}) es conexo si k¥ N (p + A0 B) lo es. Apliquemos ahora la
Proposicion 4.3 para ver que es conexo.

SeaK, := B,K, :=p+AB = (1-24)(1—-4)"'p+ AK,. Veamos que se cumplen las
condiciones de la proposiciéon para & = (1—A)~!p. En primer lugar, como |1-4|~' > 1,
se tiene que ||(1 — A)7!p|]| > 1, luego h ¢ K,. Ademés, p € K, n K2, por tanto
K n K; # §. Se cumplen asi las hipétesis de la Proposicién 4.3, luego tenemos que
0BNo(p+AB)=(R,NnBNn(p+ AB))U(R,N BN (p+ AB)) donde R,, R, son las
lineas soporte (distintas) desde h al disco convexo B N (p + AB). De aqui deducimos
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que 0B N d(p + AB) es la unioén de dos compactos convexos disjuntos, cada uno en
una de las rayas soporte, R1, R2.

Por otro lado, la recta que pasa por A, p, 0, —p separa a estos compactos y también
separa a los arcos kx, —k. Teniendo en cuenta que la yuxtaposicién de k', —k es d, B o
0_B, entonces,

0BNo(p+AB)=knNo(p+ AB)U—-k NJI(p+ AB).

es una unioén disjunta, no vacia, luego ha de pasar que k¥ N d(p + AB) sea uno de los
dos compactos convexos y, por tanto, conexo. |

El siguiente resultado es bien conocido.

Proposicion 4.6. Existen u, v € 0B tal que el paralelogramo con vértices —u—v, —u+
v,u+ v,u— v contiene a B.

Demostracion.  Véase [7]. |
| Teorema 4.3. L(X) <4. L(X) = 4 siysolo si B es un paralelogramo.

Demostracion.  Veamos primero que L(X) < 4. Por la Proposicion 4.6 sabemos que
existen u, v € dB tal que el paralelogramo de vértices +u + v, que denotaremos por
I1, contiene a B. Por el Teorema 4.2 se tiene que

LX) = %y(B) < %y(H) -

- %<2||<u +0) = =) + 20+ V) — = )ll) =
= 2l +21v]] = 4.

Veamos ahora que L(X) = 4 siy solo si B es un paralelogramo. Si B es un parale-
logramo, sean u, v los puntos medios de dos lados contiguos. Las cuentas anteriores
demuestran que %y(H) =4,

vV—u v U+ Au

U+ u

u+ Av

—(u + Av)

B O u=v



4. LONGITUD DE LAS ESFERAS DE DIMENSION 2 Y ESTRUCTURA NORMAL 51

Reciprocamente, supongamos que L(X) = 4 y sean u,v € 9dB los puntos que
cumplen las hipotesis de la Proposicion 4.6. Si B = I, ya tenemos que B es un para-
lelogramo. Asumamos entonces que B # II, y, por tanto (como Il = conv{+u + v})
que un vértice de Il no esta en B. Podemos asumir sin pérdida de generalidad, (in-
tercambiando v y —v si es necesario), que este vértice es u + v. Ahora bien, la linea
paralela al segmento uv que pasa por u + v es rayo soporte de [l en u + v & B (ver
imagen anterior). Por ello, se tiene que existe otro rayo soporte en B paralelo a uv,
que separa a u, 0 de u + v. Considerando la interseccién de este rayo con I1, llegamos
a que el rayo contiene puntos de la forma v + Au,u + Av con A € [0, 1). Aplicando el
Teorema4.2a Bya K :=conv{u—uv,—(u—v),u+ Av, —(u+ Av), v+ Au, —(v + Au)},
teniendo en cuenta que B C K, se tiene:

4= 100 = 27(B) < 27(K) =

=+ Av) —@@=0)| + v+ Au— @+ )| + || — (u—0v) = (V+ )| =
= 1+ Dol + (T = Dllu = ofl + A + Hllull =
=1 = Dllu-vll+2(01+ 1) <
<20-H+2(1+ 4 =4

Asi, son todo igualdades, y, como 4 < 1,
A=MDu—-v[|+20+ 1) =21 =) +2(1+ A).

implica que |lu — v|| = 2, es decir, %(u — ) € dB. Ahora bien, este es el punto medio
del segmento [—v, u], luego todo este segmento esta en 0 B. Llegamos entonces a que
u—v & B,y, intercambiando v por —v en el proceso anterior, andlogamente deducimos
que el segmento [u, v] también esta en d B. Se concluye asi que B es el paralelogramo
con vértices +uv, +u. |

| Teorema 4.4. L(X) > 3. L(X) =3 siysolosi B es un hexagono regular.

Demostracion. Veamos primero que L(X) > 3. Sea u € 0B dado. Gracias a la Pro-
posicion 4.6, se tiene que, denotando por x a uno de los arcos de u a —u, la funcion
continua ¢(s) := ||g.(s)—ul| es creciente y cumple ¢(0) = 0, ¢(L) = 2, luego toma to-
dos los valores entre 0 y 2. En particular, existe v € k tal que |[v—u|| = 1 (v—u € dB).
Ahora bien, como v — (v —u) = uy v € k, se tiene que v — u esta en «, y, por tanto,
los puntos u, v, v — u, —u estan todos en el arco k, en ese orden. Teniendo en cuenta
la Proposicion 4.4,
L(X) = 6(u, —u) = (k) 2
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2 lo—ull +llv-—w)—vll + | —u—-(@-wl =
= |lo—ull + [lull + llo|l = 3.

Veamos ahora que L(X) = 3 siy solo si B es un hexagono regular.

Supongamos que B es un hexagono regular con vértices consecutivos u, v, w,
—u, —v, —w. Se tiene que u — v + w = 0, por tanto,

LX) =llv-ull +llw=-vll+ ]| —u—-wl =

= |lwll + [full + llvll = 3.

Reciprocamente, supongamos que L(X) = 3. Sea u € 0B un punto extremal de By
sea v € dB tal que ||lv — u|| = 1 (sabemos que existe gracias al razonamiento hecho
anteriormente). Sea ahora p € 0B el punto del arco mas corto entre v y v —u que hace
que 6(v — u, p) = 6(v, p) (el punto medio en longitud de arco, ver imagen anterior).
Tenemos asi que:

3=L(X)=06(u,—u) >

2 lo—ull+6(,p)+6@w—up+ll—u—-(w-wl =
=246, p)+6@—up)Z2+|p-vll+ll(v—w-pl =
22+ ||(v—u)—vl =3.
Se tiene entonces que todo son igualdades, lo que implica que:
”p - U” = 6(U,p), ”(U - u) _p” = 6(U - l/l,p)
lp—vll +ll(v —w) = pll = [[(v —w) =] = 1.
Teniendo en cuenta que elegimos p de forma que 6(v — u, p) = 6(v, p),

2|lp = vl =2lI(v —w) = pl| = 1.
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2(v—-p)+2u—2(v-p) __
2
u, se tiene que u es el punto medio de dos puntos de B, pero asumimos que u era ex-

De donde se obtiene que 2(v—p), 2u—2(v—p) € dB. Notando ahora que

tremal, esto implica que 2(v — p) = 2u —2(v — p) = u. Por tanto, v — %u = p € 0B, que
es el punto medio del segmento [v, v —u]. De aqui se deduce que el segmento [v, v —u]
esta entero contenido en dB.

Demostremos ahora que esto implica que v ha de ser un punto extremal. Razone-
mos por reduccion al absurdo, supongamos que v no es un punto extremo, entonces,
el razonamiento anterior implicaria que v+ Au € d B para todo 4 > 0 suficientemente
pequefio. Tomando 4 € (0, 1], tenemos que ||(v+ Au) —ul| = ||[Av+(1 - D)(v—w)| =1
ya que esta en el segmento [v, v — u]. Asi:

3=L(X)=6(u,—u) >

> |[(v+ Aw) —ul[ + (v —w) =+ W+ || —u—(—w)| =
=1+(1+AD)+1>3.

lo cual es un absurdo, y, por tanto, v es un punto extremo.

Aplicando ahora el razonamiento anterioravyav —uenvezdeauyauv,se
deduce de forma analoga que el segmento [v — u, —u] esta entero contenido en 0B,
y por tanto que v — u es también punto extremo. A partir de aqui tenemos igual que
antes que el segmento [—u, —v] esta entero en dB, deduciendo finalmente que B es
un hexagono regular con vértices consecutivos u, v, v — u, —u, —v, u — v. |

4.3 Coeficiente R(X) de un espacio de Banach

Dedicaremos esta parte final a relacionar los resultados de dimension 2 vistos en
este capitulo con la estructura normal, dando asi una condicion suficiente sobre un
espacio de Banach X para poseer estructura normal, basada solo en sus subespacios
de dimension 2. Para ello, definiremos el coeficiente R(X), introducido por primera
vez por Ji Gao.

En esta seccion, dado X un espacio de Banach, denotaremos por X, a los subes-
pacios de dimensién 2 de X, por B= B(X)={x € X : ||x]| £ 1}, por S(X) = {x €
X : ||x]|| =1} y por By(X) = B(X) — S(X).

Dados x, y € S(X,), se tiene que 2(||x + y|| + ||x — y||) es el perimetro del parale-
logramo inscrito en S(X,) con vértices x, y, —x, —y.
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| Definicién 4.9. Dado X, un espacio de Banach de dimension 2 se define r(X,) como:
r(Xy) = sup{2(flx + y|l + [Ix = yI) : x,y € S(X,)}.

Observacion 4.2.  Gracias al Teorema 4.2 se tiene que r(X,) < 2L(X,)

| Definicién 4.10. Dado un espacio de Banach X se define el coeficiente R(X) de Gao
como:
R(X) :=inf{2L(X,) - r(X,) : X, C X}.

El objetivo ahora es probar que todo espacio de Banach X que cumpla que R(X) >
0 posee estructura normal. Para ello, necesitaremos los siguientes resultados. Sus de-
mostraciones se pueden consultar en [4].

Lema 4.1. Sea X un espacio de Banach que no posee estructura normal débil. En-
tonces, para todo € € (0, 1), existen x,, x,, x5 € S(X) que cumplen:

1. x,—xy=ax,conla—1|<e
2. llx; = xoll = 1 Hlx = (=xpll = 1] < e
3. M1Gey +x9)/ 201 |Gz = x)/2] > 1 =€

Geométricamente, esto se puede ver como que si X no posee estructura normal
débil, existe un hexagono inscrito en .S(X) con lados de longitud arbitrariamente cerca
de 1(por los apartados 1y 2), y con al menos 4 lados arbitrariamente cerca de S(X).

| Teorema 4.5. Si X es un espacio de Banach con R(X) > 0, entonces X es unifor-
memente no cuadrado.

Demostracion.  Por reduccion al absurdo, supongamos que X no es uniformemente
no cuadrado, es decir, que €,(X) = 2. Esto quiere decir que 6(¢) = 0 para todo € €
[0,2), por lo tanto, para cualquier € > 0 existen x, y € S(X) tal que

A

é
I+ yll. flx =yl >2 =7

Sea X, el espacio generado por x, y. se tiene entonces que
r(Xy) 2 2(llx + yll + llx = yI) > 8 — €.
Usando ahora el Teorema 4.3, se deduce que 2L(X,) < 8, por tanto,
R(X) =1nf{2L(X,) - r(X,) : X, C X} <é.

Como € es arbitrariamente pequeno, llegamos a que R(X) = 0, lo cual es un absurdo.
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Notese que dados dos puntos x;, x, € X, el segmento que los une, {fx,+(1-1)x, :
t € [0, 1]} es justamente la envolvente convexa de los puntos, conv{x,, x, }. De ahora
en adelante, cada vez que se escriba la envolvente convexa de dos puntos se entendera
que se refiere al segmento que los une.

Lema4.2. Sean x,y € B(X)ye € (0,1) tal que ||[x + y||/2 > 1 — €. Entonces, para
cualquier ¢ € [0, 1]y z = ¢x + (1 — ¢)y € conv{x, y} se tiene ||z|| > 1 — 2e.

Demostracion.  El resultado se probara por casos. En primer lugar, si0 < ¢ < 1/2, se
tiene que:
z=cx+(l=-c)y=cx—(1=-c)x+(1=-c)x+y) =

=21 - c)xT” —Qc—1)

De modo que:
x+y

2
>Q2-2c)l—-€e)—14+2c=1-2€+2ce>1-2e.

Izl > (2 —2c)

H (11 = 2¢Dlixll >

De forma similar, si 1/2 < ¢ < 1:

x+y

z=c(x+y)+y—2cy=2c + (1 —2¢)y.

De tal forma que:
Izl >2c(1 —€) = (11 =2¢]) =2c(1 —€) + 1 -2c =

2¢c—2ce+1—-2¢>1-2¢.

| Teorema 4.6. Todo espacio uniformemente no cuadrado es reflexivo.

Demostracion.  Véase [6]. |

Estamos ya en condiciones de demostrar el teorema.

| Teorema 4.7. Si X es un espacio de Banach con R(X) > 0, entonces X posee es-
tructura normal.

Demostracion. Lo demostraremos por reduccion al absurdo. Supongamos que X no
posee estructura normal. Por hipétesis, R(X) > 0, luego por el Teorema 4.5 se tiene
que X es uniformemente no cuadrado. Aplicando ahora el Teorema 4.6 se tiene que
X es reflexivo. Como en los espacios reflexivos la estructura normal y la estructura
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normal débil coinciden y ademas hemos supuesto que X no posee estructura normal,
X no posee estructura normal débil.

Aplicamos ahora el Lema 4.1 a X, de donde deducimos que para todo ¢ € (0, 1)
existen x,, x,, x3 € S(X) tal que:

X,—Xy;=ax,conla—1|<e

x; =20l = 1L [llxs = (=xll = 1] < e

(x; +x,) (x5 —x)
2 2

Sea ahora X, el espacio generado por x,, x,. Intersecando la recta que pasa por x5 con

>1—e.

b

direccion x5 — (—x,) con la recta que pasa por x, con direcciéon x, — x,, se tiene que
existe un x € X y un @ € R (basta tomar a = |a|/(2 — a) ) tal que:

X=X, =a(x, —x)

X —x3 = a(x; + x)).

La idea ahora es acotar superiormente la longitud de arco de S (X,), para ello construi-
mos un poligono que contiene a S(X,) (Ver imagen para una idea mas geométrica).

Construyamis los puntos interseccion del rayo soporte de S(X,) paralelo al seg-
mento conv{x;, x,} con los segmentos conv{x;, x} conv{x,, x}. Para ello, tomo y, €
conv{x,,x}, y; € conv{x;,x} y f € R tal que:

Vo — Xy = fx; — X))

y tal que conv{y,, y;} N S(X) # @y conv{y,,y;} € X, — By(X,). Es mas, debido a
que x — x, = a(x, — X;), x — x5 = a(x; + x,), podemos expresar

conv{xs, x} = {x;+ A(x;+x;) : 1 €[0,a]}.

conv{x,,x} = {x, + A(x, —x;) : 2 €[0,a]}.

Por ende, f € (0, a). Veamos que por esta razén y, — y; = 6(x, — x3) con 6 € (0, 1).
Por construccion:

Vo= V3 =X+ (X, — X)) — X3 — f(x3+x)) =

=X, — X3+ f(x, — x3) = 20x, = (1 + p)(x, — x3) — 2px,.
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Teniendo en cuenta que x, — x5 = ax,;, como € € (0,1) y |a| > 0:

2p
Yo— Y3 = <1 +p - 7) (X, = x3) 1= 6(x, — X3).
Gracias a que f € (0, @) se tiene que 6 € (0, 1). En resumen, se tiene que y, — y; =
6(x, — x3) con 6 € (0,1). Es mas, en vista de que |a — 1| < €, podemos tomar un €

suficientemente pequefio como para que:

2-al

f<a

|lal <1+€<2.

Tl+l—q " 1-e

Hemos concluido la construcciéon de parte del poligono, tratemos de acotar las
longitudes de los segmentos. Usando que |||x; — x,|| — 1], [||x3 — (—x))|| = 1] < € se
tiene que |[x; — x,[| = 1 < [[lx; = x,]| — 1| < €, de manera que:

I, = x| < 1+e.
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Asi,

1y = X0l = Bllxy = x| < B(1 +€) < f +2e.

Y analogamente,
ly3 = X311 = Bllxs + x| < B(1 +€) < f + 2e.

A continuacion, tratamos de acotar ||y, — y;|| = 6||x, — x5||. Con el objetivo de acotar
0, es necesario ver que se tiene:

Ix =%l _  allx=—xll g _ lx=xl
Ix—x I A+a)llx;—xl 2 2l

Del hecho de que x, x,, x, estan alineados se deducen las igualdades:

20x 0l e =xl
I, = x50 [lx = x|
A= x4l —x llx; — x|
Il — x,|| llx — x,||
Por lo tanto concluimos:
o —xll 2xl 2= lxn - xl
lx = x,0l  [lxy — x5l llx; — x|
> l—e: l+e 2e >1- 2.
1+e¢ 1+4e 1+e¢
Por otro lado, probemos:
s_Ia=wll _ lx=wl
[, — x5 [l — x,l

En primer lugar, nétese que, por construccion,
X =Y, = (a — ﬂ)(xz - x1)-

X=X, = a(x, — x).

Luego basta probar:
a—pf _ llx = ¥l

0= = .
a llx = x, |l

Recordando que, con € suficientemente pequefio para que a > 0,

- _
o e (10-2)
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Se tiene que:

a—ﬁ:a—ﬂ(2—a):a—2ﬁ+ﬁa:

0.
a a a

Por ende,

- a=nll _ lx=wl

e, — x5l I =l
Para terminar, usando que X, x,, y, estan alineados, que f <2, que § = :Iljccz_iz:ll yque
271

Po=xll > 1 — 2¢, deducimos que:
[lx—=2x |l

5= ly> = ¥l _ llx = »ll _
llx, = x50l [lx = x,|]
Clx=x 4+ x =yl X = x| _ llx, = woll
llx — x| lx =0 {lx = x|

_ 1, = wol 11, — x4
I, — x| lx = x| —
<1-p0-2e)<1—-p+4e.

Deduciendo como resultado:
|y, = w31l = 6llxy = x5l £ (1 = +4e)allx,|| <

<(A-=-p+4+4e)(1+e)<1—pf+4e+2e=1—-p+ 6e.

. . X
De esta manera concluimos que, si denotamos por k; al arco de S(X,) que va de x,
a x5 y por [c,d] ala curva cuya imagen es el segmento que va de c a d, se tiene:

1(k2) < 1([xg, y21) + 1y, 31 + 1([ys, x3]) <

<28 +26)+1—f+6e=1+p+10e.

Construyamos ahora una poligonal que acote el arco de curva K;:lz Por construccion, se
tiene que I+l
para todo z € conv{x,, x,} se cumple ||z|]| > 1 — 2¢. Veamos que conv{% 221 C

e’ 1-2¢
X, — B,(X,). u nv{—=,6 22
) 0(X,). Seau € co V{l_ze, =

> l1—e(gracias al Lema 4.1). Aplicando ahora el Lema 4.2, se tiene que

}, es decir, existe A € [0, 1] tal que

S A (1 - y—22
AT e 1-2¢

Luego
1A%, + (0 = Aol

1-2¢

1.

llull =



60 GEOMETRIA DE ESPACIOS DE BANACH: ESTRUCTURA NORMAL Y REFLEXIVIDAD

Donde hemos usado que Ax,+(1-4)x, € conv{x,, x,} y por tanto || Ax,+(1=A)x,|| >
1 —2e.

tenemos entonces que las longitudes de los segmentos [xl , :i] , [:‘26 , 136] , [:226 , x2]

X
acotaran el arco de curva lez, por tanto,

e <t ([Xlﬁb +l<[1 jl2e’ l f22e]> “([1 j225”]) <

1 1+e¢ 1+ 5S¢
<2( —1) - <1+8e.
= \122¢ P e T 12 T

Para € suficientemente pequeno.

Anélogamente, podemos probar que /(k,, *1) < 1 + 8¢ Tenemos entonces que
2L(X,) = 6(—x,x)) = 2(1(1{):;1) + l(K)’;Z) + l(K;‘; ) <

<221 +8¢)+ 1 —f+10€) = 6+ 28 + S2e.

Acabando por lo tanto la primera mitad de la demostracion. Para la segunda mitad,
el objetivo sera acotar inferiormente el coeficiente r(X,), para asi tener una cota de
R(X).

Sea y € conv{y,,y;} N S(X,)(por construccién sé que hay alguno). Acotaremos
r(X,) por el paralelogramo de vértices +y, +x,, es decir, tratamos de acotar inferior-
mente [y — x, [|, [[y + x,l.

Para ello, la idea ahora es tomar la interseccion de la recta que une —x, con
y con conv{x,,x}, digamos Z,, y tomar un z; € conv{x,,x} que cumpla ||Z, +
x| = 2||z,||(mirar imagen). Formalmente, una vez escogido el y, deben existir Z; €
conv{x,,x} yun z; € conv{x,, x} que cumplen:

y € conv{zZ,, —x,}

IZ; + x, 1l = 2]zl

Tratemos de acotar ||y + x,||. Veamos que ||y + x,|| =2 —4e — ||y — », ]|

+
Supongamos que z, € conv{x,, x, }. Entonces, tenemos que z, % IS
conv{x,, x, } (estan alineados), luego:

x|+ X, X, + X,

2 2

||Z1” =21 —
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X+ X, X, + X,
AL 2 || =
X, +Xx
>II2—2l>1-e>1-2e.

De donde tenemos que ||Z; +x,|| = 2||z,|| = 2(1 —2¢) = 2 —4e. Por otro lado, usando
la invariancia de la norma por traslaciones, se deduce:

Nz, =yl lly—=wll
Iz, |l Il x|

Y sabiendo que ||x,|| =1,

12, =yl = 1z lllly = ».1l < ly = »ll-

Donde hemos usado que ||z,|| < 1yaque x,,x; € B(X,)convexay z, € conv{x,, x, }.
Llegamos a que:

1y +x, 1l = 12, + x| = 12, = yll 22 = 4e = |ly = y,ll.

Caso2 | Supongamos ahora que z; € conv{x,, x}. Necesitaremos el siguiente resul-
tado auxiliar:

Denotamos por u = x, + #(x, — x;) y por u; = x, +t,(x, —x;) con#; > 0. Si se
tiene que ||lu; + x,|| > 2, entonces ||u + x,|| es una funcién creciente para t € [t,, ).

Probémoslo, usaremos la notaciéon B(x,a) = {y € X : ||y — x|| £ a}, S(x,a) :=
{yveX :lly=—xll=a}yByx,a)={y€ X : |ly—x|l <a}.

Nétese que, como —x,,x, € B(X), tenemos que ||x, + x,|| < 2y asi x, €
B(—x,,2). Por hipétesis, u; & B,(—x,,2), por lo tanto, tenemos que existe v, €
conv{x,,u;} con v, € S(—x,,2).

Demostremos por reduccion al absurdo, supongamos que ||u+x, || no es creciente,
entonces existen t,,1; tal que #; <, < t; y cumplen que ||u, + x,|| = b > |lu; + x|,
donde u, = x, +t,(x, — x,) y 3 = x, + 13(x, — x;).

Afirmamos que se tiene que b > 2. Efectivamente, ndtese en primer lugar que,
como u,, u; estan alineados y 0 < ¢, < 1,, se tiene que conv{x,,u,} C conv{x,,u,}.
Si b < 2 entonces u, € By(—x,,2) y por tanto, por la convexidad de la bola, u;, €
conv{x,,u;} C conv{x,,u,} € By(—x,,2), lo cual es una contradiccion, pues u; &
By(—x,,2).
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Sean ahora v, = @ - X, yu;= @ — X;. Se tiene que:
[12(u, + x)II
o, 4+ x| = ——=—1" =2 = v, € S(—x,.2)

b

2(u, + x

Por otro lado, analogamente a antes, como conv{x,,u,;} C conv{x,,u,} C conv{x,,u;}
y v, € conv{x,,u,}, se deduce que u, € conv{v,,u,} y por tanto existe un c € [0, 1]
tal que:

o5 +x,l =

uy=coy+(-cu; <= u,+x;, =clo, +x;)+U—c)u;+x)).

Luego
bllo, + x4

> = ””2+x1” Scllvl+x1”+(1_c)”u3+x1” =

)b||U3+x1||

=2c+(1-c <2c+(1—c)§2.

Donde he usado que v, € S(—x,,2) y que v; € B,(—x,,2). Por tanto,

2(2c + (1 —¢)b 2(1 — )b
o, + x| < (C+(b C))=4—;+—( bc) <2c+2—-2¢c=2.

Lo cual es una contradicciéon pues v, € S(—x,,2) y queda probado el lema au-
xiliar. Notando ahora que ||X; + x,|| = 2||z,|| = 2, aplicando el lema auxiliar a
Z, € conv{x,x,} yax = x,+ a(x, — x,), se tiene:

121+ x, 11 < Mo+l = llx = x50l + [lx; + x4 =

= (1 +)|lx; + x,]| < <1+ }*e

) llxs +x, 1l <
— €

<
1—-¢€

(1+¢)<2+6¢.

Para € suficientemente pequefio. Por tanto ||z, || = w < 1+ 3ey vimos antes que
2y =yl = Iz, lllly = »,ll < (X +3e)lly — p,ll, asi,

ly+xl =12 +x [l =12, =¥l 22 = +3)|ly — »,ll >

22=(+4e)|ly =yl =22 —-4e—|ly -l

Que es lo que buscabamos.
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Analogamente, se puede probar que ||y — x,|| > 2 —4e — ||y — y;]||. Asi,

Iy +xi 0l + lly = x| =2 4 =8e = (ly = »ll + llys1D =
=4—-8e—|ly,—»ll24—-8e—-(1—=p+6e)=3+p — 14e.
Y por tanto,
r(Xy) = sup{2([lx + yll + llx = yID) : x,y € S(X,)} 2 6+ 26 — 28e.
Concluimos la demostracion viendo que
R(X) :=Inf{2L(X,) —r(X,) : X, C X} <6+20+52¢— (642 —28¢) = 80e.

Haciendo € tender a 0 se deduce que R(X) = 0 lo cual es una contradiccion. |

Como ya adelantabamos a principio de la seccion, este teorema nos proporciona
una herramienta para ver si un espacio posee estructura normal o no. Ya en capitulos
anteriores hemos visto la riqueza de estos espacios, por ejemplo, a la hora de calcular
existencia de puntos fijos. Ademas, es interesante el estudio del caracter geométrico
que tiene junto con la relacién con los espacios de dimension dos.

Concluimos por tanto el trabajo habiendo dotado a los espacios de Banach con
una estructura geométrica rica, util en muchos ambitos, y caracterizandola mediante
sus subespacios de dimensién dos.






Apéndice

Casos limites en estructura normal: Espacios de By-
num

En los capitulos anteriores hemos estudiado propiedades geométricas de los es-
pacios de Banach, principalmente la convexidad uniforme y la estructura normal.
Ya hemos visto que todo espacio uniformemente convexo posee estructura normal
uniforme. jPodemos decir mas? Trabajando con el médulo de convexidad, demostra-
remos que si un espacio de Banach X cumple que 6,(1) > 0 (o equivalentemente
€,(X) < 1), entonces X posee estructura normal uniforme.

Terminaremos el apéndice presentando los espacios de Bynum, los cuales no po-
seen estructura normal y cumplen que €,(X) = 1. De esta forma, se confirma que la
condicion 6, (1) > 0 es fina.

| Definicién 4.11.  Se define el coeficiente de estructura normal de un espacio de
Banach como:

r(K)

N(X) = sup { diam(K)

. K C X convexo acotado, diam(K) > 0} .

Equivalentemente, N (X) es el menor nimero para el cual r(K) < N(X)diam(K)
para todo K C X convexo acotado.

Claramente, como r(K) < diam(K) y r(K) < diam(K) si y solo si X posee es-
tructura normal, se tiene que N(X) < 1y N(X) < 1 siy solo si X posee estructura
normal.
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| Teorema 4.8. Si el médulo de convexidad de un espacio de Banach cumple que
6(1) > 0 (ey(X) < 1), entonces X posee estructura normal uniforme y:

N(X) < 1-81).

En particular r(K) < (1 — 6(1))diam(K) para todo K C X convexo acotado.

Demostracion. Sea K C X convexo cerrado acotado con diam(K) = d > 0. Como
d > €,(X)d, considero u > 0 tal que d — y > €,d. Sean ahorau,v € K : ||u —v|| >
d — p y denotemos por z := '”T” Asi, aplicando la proposicion 2.3, para todo x € K
se tiene que:

lIx—ull <d

d_
Ix—vo|l <d = IIx—%(u+v)II=le—ZI| < <1—5<Tﬂ>>d-
lu—v||>d—u

Ahora bien, notando que dd;” > ¢,(X) :=sup{e >0 : 5(¢) = 0}, se tiene, 5(‘1(1;”) > 0.
Consecuentemente, se deduce que z es no diametral y que por tanto K posee estruc-
tura normal. Veamos mas, tomando supremo en x se llega a que:

rK) < r(K) < (1 —5 (%)) d.

Sin mas que tomar limite cuando y — 0%, teniendo en cuenta que 6 es continua
en [0, 2):
r(K) <(1-46(1))d.

Maés aun, tomando supremo en K:
N(X) < (1-6(1)).

Como 6(1) > 0, concluimos en particular que N(X) < 1y por tanto que X posee
estructura normal uniforme.

Proposicion 4.7. Sea X un espacio de Banach y K C X un convexo acotado. Se tiene
que si X es uniformemente convexo entonces todos los puntos diametrales de K son
extremales.
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Demostracion. Sea z € K no extremal, es decir que Ju,v € K,u #v : z = %(u +0).
Como X uniformemente convexo, €,(X) = 0, observando la demostracién anterior,
se tiene que puedo tomar u € (0, d). Escogiendo y tal que ||[u — v|| > d — pu, se tiene,
para x € K:

Ix —ull <d 1 J-
Ix—=v| <d = ||x—5(u+v)||=||x—z||§ <1—5<Tﬂ>>d<d.
lu—v||>d—-u

Concluimos que z es no diametral, luego todos los diametrales son extremales.

Proposicion 4.8.  Estimacion del centro de Chebyshev de K convexo acotado
Si el moédulo de convexidad 6 de X espacio de Banach cumple 6(1) > 0y K C X
convexo acotado, se tiene que:

diam(C(K)) < €,(X)(1 — §(1))diam(K).

Demostracion.  Sea u > 0y tomemosu, v € C(K)tales que ||u—v|| > (1—u)diam(C(K)).
Sea ahora z = %(u + v) y, gracias a que:

(I = wr(K) < r(K) <r(K) :=sup{||z = x||}.

xeK

Existe un x € K tal que ||z — x|| > (1 — pw)r(K). Asi aplicando la Proposicion 2.3:

Ix = ull < r,(K) = 1K) o
Ix—oll <F(K) = r(K) & = [x—zll < (1 s <(1 ”)dlzm(C(K”»r(K).
lu = o]l > (1 — pydiam(C(K)) r(K)

Y por tanto:

(1 - prK) < Ix -zl < <1 _5 (U — mdiam(C(K)))) r(K).

r(K)

Tomando limite cuando ¢ — 0"

0<35 <(1 - #)diam(C(K))> <0 > § <(1 - #)diam(C(K))> —0
r(K) r(K)
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- (1- M)C:é;;")’l(c(K)) <e(X) < (1 — pw)diam(C(K)) < €,(X)r(K).

Aplicando el teorema 4.8 se deduce:

diam(C(K)) < e,(X)(1 — 5(1))diam(K).
I

Observacion 4.3.  Si X es uniformemente convexo, (si y solo si €,(X) = 0), de la des-
igualdad anterior se deduce que el diam(C(K)) = 0 para cualquier convexo acotado
K C X, es decir, que el centro de Chebyshev de K consta de un solo punto.

Después de haber estudiado el Teorema 4.8, parece logico plantearse si existen
espacios de Banach con €,(X) = 1 que no posean estructura normal. La respuesta es
afirmativa, lo que nos dice que la condicion €,(X) < 1 es fina. Acabaremos el capitulo
dando un ejemplo de un espacio sin estructura normal con €,(X) = 1, presentado por
primera vez por Bynum(1972) en [2]. Por ello, a esta clase de espacios se les llama
Espacios de Bynum.

En el siguiente ejemplo trabajaremos con los espacios /,con 1 < p < co y sunorma

habitual que denotaremos por || - ||. Dado x € /, definimos las siguientes sucesiones:
X, | +x
=t 01 = L5
_ |lx,| — x,
(x7), =sup{-x,,0} = —

Se tiene que como x € /,,x*,x~ € [, y ademés x = x* — x. Considero el espacio
l,, :=(,]-|) donde: . 1
x| 2= (et 19+ (x99

Para q = oo, el espacio [, , 1= (/,,| - |) donde:
|x| 2= sup{{lx™ I, Ix"1I}.

Se tiene que para 1 < g < oo, || es una norma de /, equivalente a su norma habitual,
-l

Ejemplo 4.1. Parapara 1 < p < oo, [, , no posee estructura normal y ¢,(/, ) = 1.

Veamoslo, probemos primero que no posee estructura normal. Para ello, demostra-
remos que {e,} C/,  esuna sucesion diametral , donde e, es el vector con la coor-

denada n-ésima 1 y el resto 0. Sea m € N, calculamos dist{e convie,,... ,e,}}.

m+1°
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. m
Tomemos x € conv{e,, ... ,e,}, por tanto, existen ;, ... @, con };” a; = 1 tal que
m : - 1 .
x=) o @€ Si denotamos por z :=e, | — X, se tiene:

zf=e ., = |zF|| =1

m+1

m m 1/p
=) ae = ||lz7|| = <Z |a,.|f’) <1
i=1 i=1
Y asi,
e — x| =sup{llz*l. lz7[I} = L.

Tomando supremo en x € convie,,... ,e,},

dist{e,,,convie,... ,e,}} = 1.

>Ym

Concluimos que:

lim dist{e

m—oo

milconvie;, ... ;e 1} =1=diamf{e,}.

Donde hemos usado que |e; — ¢;| = sup{1,1} = 1 Vi,j € N. Luego hemos probado
que {e,} C/ pco €5 UNA sucesion diametral y que por tanto / .o 110 poOsee estructura
normal.

Probemos ahora que ¢€(/, ,,) = 1. Gracias al Teorema 4.8 y a que hemos visto que
l, -, no posee estructura normal, se tiene que €4(/, ,,) > 1. Probemos que €,(/, ) < 1.

Supongamos que 6(¢) = 0 para algun ¢ € [0, 2]. Veamos que 7 < 1, lo que implica
que €y(/, ) < 1. Al ser 6 un infimo, sabemos que para todo € > 0 existen x,y € [,
con |x| = |y =1,|x —y| > ttalque 6(r) < 1 —|(x + »)/2| < €. Tomando € = %

se deduce que existen {x,}, {y,} sucesiones en la esfera unidad de /, __, tal que para

p.co?
cadan, |[x,—y,| >ty |x,+y,] = 2 cuando n — o0. Podemos asumir, sin pérdida
de generalidad que para cada n, |x, + y,| = [|(x, + ¥,)" |l y |x, = y,| = lI(x, = y)* .
Efectivamente, gracias a que para cada u € [, , se tiene que (—u)* = u~ y (—u)™ = u",
si |x, +y,] = |[(x, + »,)7|l, simplemente tomo las sucesiones {—x,}, {—y,} y asi

|(=(x, + ¥l = |x, + ¥, = I(x, + 3,)7II = I(=(x,, + y,))"||. Ahora bien,

1Gx, + )77 = Y (supfx, +,.0}) <
k=1

< Y (sup{x,,.0} +sup{y, .0} = [Ix} + y*|”.
k=1
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De manera que ||(x, + y,)*|l < [[x} + y*||. Por consiguiente,
22> lxF+yrl > I(x, + y)*ll = Ix, + ¥,| = 2 cuando n — co.

lo que implica que ||x} + y*|| — 2 cuando n — c0. Como (I, || - ||) es uniformemente
convexo (6(¢) > 0 para todo € € (0,2]) y x:, y:lr €1, se deduce que:

Ix* —y*|| = 0 cuando n — .
n n

Teniendo ahora en cuenta que:

[o0]

16 =y I = ) sup{(xh) = (7). 03 < D16, = 0l = I = ¥l

k=1 k=1
Y también, gracias a que (y;);, (x,); = 0:

0]

1 = X)) Il =D sup{(y, )i — (), 0} < D sup{(3;),, 0} =
k=1

k=1

Doe=lyll =1
k=1

Se llega a:

<X, =yl =l =x, = =y D =1 = yF+y, —x )| <

SNGE =y + O, =) < NG =y I+ 11y, = X))l <
lx" =yl +1 — 1 cuando n — co.

Luego 7 < 1, con lo que se concluye que ¢,(/, ) = 1.
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