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Resumen

Fijado un isotopismo © asociado al grupo simétrico .S,,, se dice que un cuadrado latino parcial
P de orden n es ©-completable a un cuadrado latino L del mismo orden, si: (a) todas las entradas
en P son entradas en L; y (b) © es un autotopismo de L. Si P no contiene un cuadrado latino
parcial que satisfaga ambas condiciones, entonces se dice que P es un ©-conjunto critico de L. Si
bien la clasificacion de ©-conjuntos criticos es conocida para cuadrados latinos de orden n < 5, el
caso n = 6 sélo se ha tratado parcialmente en la literatura. Mds concretamente, sélo se dispone de
la clasificacion completa de conjuntos criticos asociados al autotopismo trivial en Sg, asi como de
ciertas cotas para el menor y mayor tamafo posible de conjuntos criticos asociados a autotopismos
no triviales. En este Trabajo Fin de Madster se va a realizar un estudio pormenorizado que permita
demostrar la optimalidad de dichas cotas.



Abstract

Given an isotopism © associated to the symmetric group S, a partial Latin square P of order
n is said to be ©-completable to a Latin square L of the same order if: (a) all the entries in P
are entries in L; and (b) © is an autotopism of L. If P does not contain a partial Latin square
satisfying both conditions, then P is said to be a ©-critical set of L. Even if the classification of
O-critical sets is known for Latin squares of order n < 5, the case n = 6 has only partially been
dealt with in the literature. More specifically, it is only known the complete classification of critical
sets associated to the trivial autotopism in Sg, and certain bounds for the lower and higher size of
critical sets associated to non-trivial autotopisms. In this work, a comprehensive study enables one
to ensure the tightness of the previous bounds.
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Objetivos

Durante el desarrollo del Trabajo Fin de Grado (Gonzalez-Regadera, 2022), realizado por
el autor del presente manuscrito, se llevd a cabo un estudio computacional estadistico que per-
mitié construir conjuntos criticos asociados a autotopismos no triviales de cuadrados latinos de
orden seis. Como consecuencia, se establecieron, por primera vez, ciertas cotas para el menor y
mayor tamafio posible de estos conjuntos criticos. El principal objetivo del presente Trabajo Fin
de Mister es proporcionar una demostracion matemdtica completa y sélida que permita asegurar
la optimalidad de dichas cotas, lo que permitird a su vez una comprensiéon mds profunda de las
propiedades de los autotopismos bajo consideracion.
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capituLo 1

PRELIMINARES

En este capitulo, se recuerdan una serie de conceptos y resultados basicos conocidos que re-
sultan esenciales para la correcta comprension del presente manuscrito.

1.1- Origen historico de los cuadrados latinos

Un cuadrado latino parcial de orden n es toda matriz cuadrada P de orden n verificando
que cada una de sus celdas, o bien esta vacia, o bien contiene un elemento de un conjunto de n
simbolos distintos, de tal forma que cada simbolo sélo aparece, a lo mds, una vez en cada filay, a
lo més, una vez en cada columna de la matriz. El nimero total de celdas no vacias en P constituye
su tamario, que denotamos de ahora en adelante como | P|. Asi, por ejemplo, la siguiente matriz
es un cuadrado latino parcial de orden y tamaiio cuatro.

1 3

3

Si P tiene tamaiio cero se dice trivial. Si tiene tamaifio n? (es decir, si no tiene celdas vacias),
entonces se denomina cuadrado latino de orden n. En este caso, todos los simbolos aparecen
exactamente una vez en cada fila y una vez en cada columna, no existiendo por tanto repeticion de
simbolos por filas, ni por columnas. Denotaremos como PL(n) al conjunto de cuadrados latinos
parciales de orden n con entradas en el conjunto [n] := {1,...,n}, y como £(n) a su subconjunto
de cuadrados latinos del mismo orden.

Desde un punto de vista histdrico, la primera aparicion de los cuadrados latinos (Ibafiez, 2015)
se remonta al comienzo del primer milenio, cuando las comunidades indias y drabes utilizaban
esta distribucién tan especial de simbolos a modo de amuletos o talismanes. A dia de hoy, la obra
m4s antigua conocida en la que aparece un cuadrado latino es el libro Shams al-Madrif al-Kubra
de Ahmad al-Buni, escritor y matematico arabe que, durante el siglo XIII, construyé cuadrados
latinos a partir de los caracteres de uno de los noventa y nueve nombres de Ald (Figura 1.1 (a)).
Posteriormente, en un intento de explicar el mundo a través de representaciones simples, el fildsofo
castellano Ramoén Llull construy6 cuadrado latinos de orden cuatro en su obra Ars Demostrativa,
usando como simbolos los elementos fundamentales: Fuego, Aire, Agua y Tierra (Figura 1.1 (b)).
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Figura 1.1: (a) Cuadrado latino de Ahmad al-Buni (Fuente: (al Buni, 1980)). (b) Cuadrado latino
de por Ramoén Llull (Fuente: Ars Demostrativa de la edicién latina de Maguncia, 1722, vol.III).

Aa|By|CP
BB |Ca|Ay
Cy|AB|Ba

Figura 1.2: Cuadrado greco-latino (Fuente: Wikipedia)

Sin embargo, fue el matemaético suizo Leonhard Euler quien, en 1779, introdujo de manera
formal el concepto de cuadrado latino mientras trataba de dar solucién al conocido hoy dia como
problema de los 36 oficiales. Dicho problema consiste en colocar en una matriz cuadrada de or-
den seis a 36 militares de seis regimientos distintos y seis rangos distintos, de tal manera que ni
regimiento ni rango se repitan por filas o columnas. Euler representé ambas categorias por letras
del alfabeto griego y latino, dando lugar al concepto de cuadrado greco-latino, equivalente a dos
cuadrados latinos ortogonales (Figura 1.2).

Euler demostré que estas estructuras pueden ser construidas siempre que su orden sea im-
par o multiplo de cuatro. De manera errénea, determind que era imposible construirlas cuando
n = 2 (mod 4). Fueron Satyendra Nath Bose, Sharadchandra Shankar Shrikhande y Ernest Tilden
Parker quienes demostraron en (Bose, Parker, y Shrikhande, 1960) que la conjetura de Euler es fal-
sa para todo cuadrado de orden igual o superior a diez. Como consecuencia, se probo la existencia
de cuadrados greco-latinos de orden n para todo n > 2, excepto para n = 6.

Desde los trabajos de Euler, la teoria de cuadrados latinos ha sido tratada ampliamente en
la literatura. Cabe destacar el hecho de que el niimero de cuadrados latinos experimenta un cre-
cimiento desmesurado a medida que incrementa el orden. Hasta el momento, s6lo se conoce el
ntimero exacto de cuadrados latinos hasta orden 11 (Hulpke, Kaski, y Ostergard, 2011; Kolesova,
Lam, y Thiel, 1990; McKay, Meynert, y Myrvold, 2007) (ver Cuadro 1.1).
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Cuadro 1.1: Numero de cuadrados latinos en funcidn de su tamafio n

n Z(n)
1 1
2 2
3 12
4 576
5 161280
6 812851200
7 61479419904000
8 108776032459082956800
9 5524751496156892842531225600
10 9982437658213039871725064756920320000
11 776966836171770144107444346734230682311065600000

1.2- Conjuntos criticos

Dado P € PL(n), denotamos por P[i, j] al simbolo que aparece en la celda (7, j) en P, para
todo 7, 5 < n. De esta forma, P viene dada de forma tinica por su conjunto de entradas

Ent(P) := {(i, 4, P[i, j]): 4,7 € [n]}.

Se dice que P es completable a un cuadrado latino L € £(n) si Ent(P) C Ent(L). Abusando
del lenguaje, denotamos P C L en dicho caso. De existir un tinico cuadrado latino con estas ca-
racteristicas, se dice que P es tinicamente completable a L. El problema de decidir si un cuadrado
latino parcial es inicamente completable es NP-completo (Colbourn, Colbourn, y Stinson, 1984).
Mas aun, el problema de encontrar la existencia de una completacién para P también es NP-
completo (Colbourn, 1984). El siguiente es un ejemplo de un cuadrado latino parcial unicamente
completable y del unico cuadrado latino que lo contiene.

112 1123
2 1 C 2131
3 3112

A la hora de comprobar la completabilidad de un cuadrado latino parcial P € PL(n) resulta
ttil encontrar entradas forzadas. Una entrada forzada en P es una terna (i, j, k) € [n] x [n] x [n]
tal que P[i,j] = 0, y k el tnico simbolo que no aparece en el conjunto de entradas contenidas
tanto en la i-ésima fila como en la j-ésima columna de P. Asi, por ejemplo, la entrada (1, 3, 3)
es forzada en el siguiente cuadrado latino parcial, en el que hemos destacado la correspondiente
casilla (1, 3).

3

En 1977, Nelder (Nelder, 1977) introdujo el concepto de conjunto critico de un cuadrado latino
L € £(n) como cualquier cuadrado latino parcial P € PL(n) dnicamente completable a L, de
manera que, si existe P’ € PL(n) tal que P’ C P, entonces P’ no es tnicamente completable a
L. El siguiente es un ejemplo de un conjunto critico y del tinico cuadrado latino que lo contiene.

112 112
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Nelder también introdujo el problema relativo al cdlculo del tamafio minimo y el tamafio maximo
de los conjuntos criticos de cualquier cuadrado latino de orden n, denotados como scs(n) y les(n)
respectivamente. Dos afios més tarde, el matematico Bohdan Smetaniuk (Smetaniuk, 1979) de-
mostré que scs(2n) < [n?/4], asegurando ademds la existencia de dichos conjuntos inicialmente
conjeturados por Nelder. Este hecho fue descubierto también por Donald Joseph Curran y Gerrit
Hendrik Johannes Van Ree (Curran y Van Rees, 1979), quienes ademds demostraron la misma
inecuacién para el caso impar. Por otra parte, determinaron los valores de los conjuntos criticos
minimos para los cuadrados latinos de orden menor o igual a 5, y establecieron limites para el
mayor y menor tamafio de conjunto critico.

1.3— Autotopismos

El anterior concepto de completabilidad fue generalizado de forma natural en (Falcén, 2006)
(ver también (Falcén, 2011)), imponiendo para ello la simetria descrita por un determinado auto-
topismo. En esta seccion repasamos este Ultimo concepto, vinculado a las distintas simetrias de
todo cuadrado latino parcial.

Sea S, el grupo simétrico del conjunto [n]. Esto es, el grupo formado por todas las permu-
taciones de dicho conjunto. Toda permutaciéon m € S, puede descomponerse de forma tnica en
producto de ciclos disjuntos. Su estructura ciclica zx es la expresiéon n: ... 197, donde, para cada
¢ e {1,...,n}, el valor dj denota el nimero de ciclos de longitud ¢ en la citada descomposicién
de 7 en ciclos disjuntos. En la préctica, si dj = 1, no suele incluirse el exponente dj en la ex-
presion z. Asi, por ejemplo, la permutacion (123)(45)(67)(8) € Ss tiene estructura ciclica 3221.
Si, tal y como ocurre en el anterior ejemplo, la descomposicién de una permutacién en ciclos dis-
juntos permite que los elementos del conjunto [n] aparezcan ordenados de forma natural, diremos
que la permutacién en cuestion es candnica.

El grupo simétrico S, actia sobre el conjunto PL(n) de manera que, dada una terna © =
(ar, B,7) € Sy X Sy, X Sy, , esta actlia sobre un cuadrado latino parcial P € PL(n), dando lugar
a un nuevo cuadrado latino parcial P®, cuyo conjunto de entradas es

Ent(P®) = {(a(), 8), 7(k): (i,j.k) € Ent(P)}.

Esto es, «, § y -y constituyen, respectivamente, una permutacion de las filas, de las columnas
y de los simbolos en P. La terna © recibe el nombre de isotopismo, y los cuadrados latinos
parciales Py P® se dicen que son isotdpicos. La estructura ciclica del isotopismo © se de-
fine como la terna ze¢ = (za, 28, 2y). Asi, por ejemplo, la estructura ciclica del isotopismo
((123)(45)(6), (12)(34)(56), (123456)) € Sg x Sg x S es la terna (321,23,6). Si, tal y co-
mo ocurre en el anterior ejemplo, las tres permutaciones que componen el isotopismo en cuestién
son candnicas, diremos que el isotopismo es candnico. Si a = [ = -, el isotopismo © es, de
hecho, un isomorfismo. Finalmente, si P® = P, entonces O constituye un autotopismo (un auto-
morfismo si «« = 3 = ) del cuadrado latino parcial P. El conjunto Atop(P) formado por todos
los autotopismos de P tiene estructura de grupo, y recibe el nombre de grupo de autotopismos de
P.

Ejemplo 1.1. Consideremos el siguiente cuadrado latino parcial de orden cuatro, y el isotopismo
O = ((12)(34), (1234), (123)).

3[4
271 3
P= -
4321

A la hora de definir el cuadrado latino parcial isotépico P®, los cambios que se deben realizar
son:
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1. Intercambiar ambas filas 1 y 2; y ambas filas 3 y 4.
2. Sustituir la columna 1 por la 4; 1a 2 por la 1; 1a 3 por la 2; y la 4 por la 3.
3. Sustituir el simbolo 1 por el 2; el 2 porel 3;y el 3 porel 1.

Resulta asi,

1[3]2]
4 3|1

6:
P_2413
1 2

<

Sea P € PL(n)y © = (a, B,7) € Atop(P). Para cada entrada (i, j, k) € Ent(P) se define
su ©-drbita como el conjunto

Orbe (i, 4, k) = |J {(@™ (@), 87 (), (k))} € Ent(L).

meN

Notese que, fijada una entrada en P, todas las entradas de su ©-6rbita vienen univocamente de-
terminadas por el autotopismo ©. Diremos entonces que dichas entradas estan ©-forzadas. Por
su parte, una ©-6Orbita se dice trivial si estd formado por una tnica entrada. Esto ocurre cuando
oa®(i) = i, B%(j) = j y v*(k) = k, para algin 4, j, k € [n]. Si este no es el caso, entonces la
O-orbita se llama:

e Principal, si todo par de entradas (i1, j1, k1) € (42, j2, ko) en la érbita verifican que 7 # o,
B F# Jay k1 # ko

e Secundaria, si contiene dos entradas con una componente comun. En dicho caso, la 6rbita
se dice mondtona por filas (respectivamente, por columnas) si todas sus entradas estdn en la
misma fila (respectivamente, columna). Més ain, dos ©-6rbitas monétonas por filas (respec-
tivamente, por columnas) se dicen paralelas si los correspondientes conjuntos de columnas
y simbolos (respectivamente, filas y simbolos) de sus entradas coinciden.

Por su parte, una ©-6rbita secundaria se dice mondtona por simbolos si todas sus entradas
tienen el mismo simbolo. Mds atn, dos ©-6rbitas mondtonas por simbolos se dicen parale-
las si los correspondientes conjuntos de filas y comlumnas de sus entradas coinciden.

Finalmente, si una ©-6rbita secundaria no es monétona por filas, columnas o simbolos,
entonces se dice que es no mondtona.

Sea Orbg(P) el conjunto formado por todas las ©-6rbitas de P. Si la estructura ciclica de ©
es zp = ns ... 19 entonces

i de-j-d?
Orbe(P)| = > ———2, (1.1)
—  m.c.am.(i, )

1<i,j<n

donde m.c.m. denota el minimo comdn multiplo. Ademds, el conjunto Orbg (P) es una particién
del conjunto de entradas Ent(P). Para facilitar la visualizacion de dicha particion, se colorean
todas las celdas de una misma ©-6rbita en P con un mismo color, de tal forma que distintas
O-6rbitas tienen asociados distintos colores. El resultado da lugar a lo que se denomina una O-
coloracion de P.
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Ejemplo 1.2. Consideremos el siguiente cuadrado latino L de orden cuatro y uno de sus autoto-
pismos © = ((1234), (1234), (24)) € Atop(L):

11234
1211413
L=
413121
Atendiendo a (1.1), se tiene que
4.-1-4-1
Orbe (L) =~ =1.

Mas concretamente, Orbg (L) = {O1, O2, O3, O4}, donde
o Oy :={(1,1,1),(2,2,1),(3,3,1), (4,4,1)}.
e 0y :={(1,2,2),(2,3,4), )

,(2,4,3),(3,1,3),(4,2,3

(2,1,2) )

—

(

(3,4,2), (4,1,4)}.
( (
( (

( )
(1,2,2) )
e O5:={(1,3,3) )
(1,4,4) )

o O4:={(1,4,4),(2,1,2),(3,2,4), (4,3,2

—

)

Una O-coloracion de L es la siguiente.

<

El grupo simétrico S3 también actda sobre el conjunto PL(n) de manera que, dada una per-
mutacién 7 € S3, esta actda sobre un cuadrado latino parcial P € PL(n), dando lugar a un nuevo
cuadrado latino parcial P™, cuyo conjunto de entradas es

Ent(P7™) := {(Z’W(l),iﬂ(g), i7r(3)): (i1,12,13) € Ent(P)}.

Este nuevo cuadrado latino parcial se denomina conjugado de P, y la permutacién 7 se de-
nomina parastrofismo. Se trata de una permutacién comun entre las componentes (fila, columna y
simbolo) de toda entrada de P. En particular P(12) = P?  la traspuesta de P.

Combinando ambas definiciones de parastrofismo e isotopismo resulta el concepto de parato-
pismo. En concreto, dos cuadrados latinos parciales se dicen paratdpicos si el primero es isotdpico
a un conjugado del segundo. Ser isotpicos o paratépicos constituyen relaciones de equivalencia
entre cuadrados latinos parciales del mismo orden y tamaiio, dando lugar, respectivamente, a las
denominadas clases de isotopismo 'y clases principales. En particular, es conocida (Adams, Bean,
y Khodkar, 2003) Ia clasificacién de conjuntos criticos de todas las clases de isotopismos y clases
principales de cuadrados latinos de orden n < 6. También se conocen conjuntos criticos para todas
las clases principales de cuadrados latinos de orden siete (Donovan y Howse, 1998).

1.4- Conjuntos criticos basados en autotopismos

Pasamos a recordar ahora la ya mencionada completabilidad de cuadrados latinos atendiendo
a un autotopismo dado (Falcén, 2006). Para ello, consideramos un cuadrado latino parcial P &€
PL(n)y unisotopismo © € S,, x S, X S,,. Se dice que P es ©-completable si existe un cuadrado
latino L € £(n) tal que P C L'y © € Atop(L). Si dicho cuadrado latino es tnico, entonces P se
dice iinicamente ©-completable a L. Se denomina ©-conjunto critico de L a todo cuadrado latino
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parcial P € PL(n), dnicamente ©-completable a L, verificando que, si Q € PL(n) es tal que
Ent(Q) C Ent(P), entonces () no es tnicamente ©-completable. Cuando © es el autotopismo
trivial (Id,,, Id,,, Id,), estos conceptos coinciden con los vistos en la Seccién 1.2.

Ejemplo 1.3. Sea © = ((1234), (1234), (24)) € S4 x Sy x Sy. El cuadrado latino parcial

es Unicamente ©-completable al cuadrado latino descrito en el Ejemplo 1.2. Para verlo més claro,
introducimos en color negro las entradas que resultan ©-forzadas.

A partir de aqui se comprueba facilmente que el resto de entradas son forzadas. <

Sea CSg(L) el conjunto de O-conjuntos criticos del cuadrado latino L, y sean scsg(L) y
lesg (L), respectivamente, el menor y mayor tamafio de ©-conjuntos criticos de L. Los siguientes
resultados son conocidos y serdn utilizados a lo largo del presente manuscrito.

Teorema 1.4. (Falcon, Johnson, y Perkins, 2021) Sean L € L(n)y © € Atop(L). Los valores
scse (L) y lese (L), asi como la cardinalidad del conjunto CSe (L), sélo dependen de la clase
principal de Ly de la estructura ciclica de ©.

Proposicion 1.5. (Falcony cols., 2021) Si L € L(n) y © € Atop(L), entonces ningiin ©-conjunto
critico de L tendrd mds de una entrada en la misma orbita. Como consecuencia,

0 < seso(L) < leso(L) < |Orbe(L)].

Proposicion 1.6. (Falcon y cols., 2021) Sean L € L(n)y © € Atop(L). Si existen m ©-6rbi-
tas secundarias paralelas del mismo tipo (es decir, mondtonas por filas, columnas o stimbolos),
entonces cada ©-conjunto critico de L contiene, al menos, m — 1 entradas. Por tanto,

scso(L) > m — 1.

Teorema 1.7. (Falcon y cols., 2021) Sean L € L(n)y © = («, 8,1d,,) € Atop(L), donde 1d,,
denota la permutacion trivial en Sy,. Si zo, = 23 = n, entonces

a) scsg(L) =lesg(L) =n—1,y
b) |CSe(L)| =n™

Lema 1.8. (Falcony cols., 2021) Sea L € L(n)y 0 = («, 3,7) € Atop(L) tal que \} = )\f =1
Entonces, ningtin 0-conjunto critico de L contendrd la entrada relativa a la drbita trivial.

Proposicion 1.9. (Falcon y cols., 2021) Supongamos Py Q) dos subcuadrados latinos parciales
(no necesariamente distintos) relativos a un cuadrado latino L € L(n) de tal manera que se
cumpla una de las siguientes condiciones:

e Filas(P) = Filas(Q).

e Columnas(P) = Columnas(Q).
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e Simbolos(P) = Simbolos(Q).
Ademds, supongamos un autotopismo © € Atop(L) tal que P® = Q y Q® = P. Entonces:
(Ent(P) UEnt(Q)) N Orbe(R) # 0

para cualquier ©-conjunto critico relativo a L.

Lema 1.10. (Falcon y cols., 2021) Sean L € L(n)y ©,0" € S, x S, X S, tales que © €
Atop(L) N Atop(L®") y © & Atop(L). Entonces, todo ©-conjunto critico de L contiene al
menos una entrada del conjunto Ent(L) \ Ent(L®").

En base a todos estos resultados, el Cuadro 1.2 muestra los valores scsg (L) y lesg (L), asi co-
mo la cardinalidad del conjunto CSg (L), para todo cuadrado latino de orden n < 5. Teniendo en
cuenta el Teorema 1.4, basta fijarse en un representante de cada clase principal y de cada estruc-
tura ciclica que posibilita un autotopismo del primero. En concreto, los representantes de clases
principales a los que hace referencia el Cuadro 1.2 son los siguientes.

112134 11234
1 ; 3 i) 2111413 2111413
211 3112 314112 314121
413121 4131112
Lo Ls Ly L2
1123|415 1123|145 1.2)
21341511 21114153
31415112 3141512
415111213 4151231
5111234 5131124
Ls, Ls2

Para orden n > 5 sé6lo se conocen de forma exacta (Adams y cols., 2003) el tamafio de los
conjuntos criticos de cuadrados latinos de orden seis, y el tamafio de ©-conjuntos criticos, con ©
no trivial, vinculados a los resultados que acabamos de enumerar. Ademads, para n = 6, se cono-
cen cotas superiores de scsg (L) y cotas inferiores de lcsg (L). Estas cotas fueron obtenidas en el
Trabajo Fin de Grado del autor del presente manuscrito (Gonzalez-Regadera, 2022), tomando para
ello conjuntos aleatorios formados por, a lo mds, una entrada de cada ©-6rbita de L, y comproban-
do si las mismas forman un cuadrado latino Unicamente completable a L. En caso afirmativo se
van eliminando entradas de dicho conjunto aleatorio hasta que se alcanza un ©-conjunto critico.

Este procedimiento se realizé mil veces para cada posible tamafio de ©-conjunto critico, dan-
do lugar a las cotas indicadas. De hecho, esta forma de proceder ha permitido obtener ©-conjuntos
criticos para todos los posibles tamafos comprendidos entre las cotas obtenidas. Sin embargo, la
aleatoriedad llevada a cabo no permite asegurar que estas cotas sean dptimas, siendo necesario un
estudio pormenorizado que permita bien asegurar dicha optimalidad, o bien determinar la exis-
tencia de mejores y Optimas cotas. Las cotas en cuestiéon se muestran en el Cuadro 1.3, donde
nuevamente se atiende a la clase principal del cuadrado latino y a las estructuras ciclicas que po-
sibilitan un autotopismo del mismo !. En aquellos casos en los que aparece una referencia en la
dltima columna del cuadro, las cotas mostradas se han probado ya ser dptimas.

"Nétese que las componentes de estas estructuras ciclicas pueden intercambiarse, al mismo tiempo que se intercam-
bian de forma andloga por conjugacion las componentes del cuadrado latino en cuestion
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Cuadro 1.2: Menor y mayor tamafio de ©-conjuntos criticos de cuadrados latinos de orden n €
{2,3,4,5}.
(Falcén y cols., 2021))

L O € Atop(L) 20 |ICSe(L)| scse(L) lese(L)
Ly  (Idg,Ido,Ids) (12,12,1?) 4 1 1
((12), (12),1dy) (2,2,1%) 4 I 1
Lz (Ids,Ids,Ids) (13,13,13) 27 2 3
((12), (12), (13)) (21,21,21) 14 1 2
((123), (132),1d3)) (3,3,1%) 27 2 2
((123), (123), (132)) (3,3,3) 9 1 1
Ly (Idy,Tdy,Idy) (14,14, 1%) 576 5 7
((12)(34), (12)(34),Tdy) (22,22,1%) 192 4 4
((23), (14), (14)) (212,212, 212) 256 4 4
((12)(34), (13)(24), (14)(23)) (22,2, 2?) 256 3 3
((243), (134), (134)) (31,31,31) 90 2 2
((1234), (1234), (24)) (4,4,212) 64 2 2
Lo (Idg,Idy, Idy) (14,14,1%) 736 4 6
((12)(34), (12)(34),1d4) (22,22 14) 192 4 4
((13)(24), (14)(23), (34)) (22,22,212) 224 3 3
((12), (12), (34)) (212,212,212) 256 4 4
((1324), (1324), (12)(34)) (4,4,2%) 64 2 2
((1423), (1324),1d4) (4,4,1%) 256 3 3
Ls1  (Ids,Ids, 1ds) (15,15,15) 53250 6 10
((12)(35), (13)(45), (14)(23)) (2%1,2%1,221) 3088 3 5
((2354), (1243), (1243)) (41,41,41) 832 3 3
((12345), (15432),1d5) (5,5,1%) 3125 4 4
((12345), (12345), (13524))  (5,5,5) 250 2 2
Lso (Ids,Ids, Ids) (15,15,1°) 48462 7 11
((13)(45), (25)(34), (13)(45))  (221,2%1,2%1) 2896 3 5
((345), (345), (345)) (312,312, 312) 8424 5 6

Los representantes de clases principales a los que hace referencia el Cuadro 1.3 son los si-
guientes.

1123|456 1123|4516 1123|456
21114131615 2131|5614 2131|5614
31516|1 |42 31112161415 31112611415
416|512 (3]|1 41651 13]|2 416|513 ]2]|1
5{3(1(|6|2|4 5141612113 51416132
614125113 6151413211 651412113
L1 Lg 2 Le 3
1123|456 1121314516 1121314 |5]|6
2131161415 21311161415 21415111613
31112|5|6|4 31415121611 31112611415
416 |5(21]1]3 411165213 41316512
5146|132 5161213114 516|123 ]|4
61541321 6|54 |1(3]2 6154|1321
Le.4 Lg s Lg s
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Cuadro 1.3: Cotas del menor y mayor tamafio de ©-conjuntos criticos en £(6).

(Gonzdlez-Regadera, 2022)

Cota superior

Cota inferior

n © € Atop(Le.n) ze scso (Lo.n) leso (Le.n) Referencia
1 (Idg,1de, Idg) (15,15,15) 11 17 (Adams y cols., 2003)
((36)(45), (36)(45), (36)(45)) (2212,22,12,2212) 7 9
((12)(35)(46), (12)(34)(56), Ids) (23,23,19) 9 10
((12)(34)(56), (12)(35)(46), (36)(45)) (2%,2%,2%1?) 7 8
2 (Idg,Idg, Ide) (16,16,16) 12 18 (Adams y cols., 2003)
((23)(45), (23)(45), (23)(45)) (2212,2212,2212) 7 9
((14)(25)(36), (14)(26)(35), Ide) (28,23,1) 9 10
((14)(26)(35), (14)(25)(36), (23)(56)) (2°,23,2212) 7 8
((456), (456), (456)) (313,313, 313) 8 9
((123)(456), (15)(26)(34), (163524))  (32,23,6) 4 4
((132)(465), (123)(456), Idg) (32,32,19) 8 8
((123)(456), (132)(456), (465)) (32,32,319) 6 7
((142635), (153426), (13)(46)) (6,6,2212) 4 4
((142536), (143526), (456)) (6,6,313) 3 3
3 (Idg,Idg, Ids) (16,16,16) 11 16 (Adams y cols., 2003)
((456), (123), (123)) (313,313, 313) 8 9
((14)(26)(35), (15)(26)(34), (12)(45)) (2°,2%,2212) 6 8
((123)(465), (132)(465), Idg) (32,32,19) 8 8
((123)(456), (123)(465), (132)) (32,32,313) 6 6
((153624), (152634), (13)(45)) (6,6,2212) 4 4
4 (Idg,Idg, Idg) (15,16,16) 9 17 (Adams y cols., 2003)
((23)(45), (23)(45), (23)(45)) (2212,2212,2212) 7 9
((16)(25)(34), (16)(25)(34), 1ds) (23,23,19) 9 10
((14)(25)(36), (15)(26)(34), (23)(45)) (2°,2%,2212) 6 8
((123)(465), (16)(25)(34), (153624))  (32,23,6) 4 4
((123)(465), (132)(456), Idg) (32,3216 8 8
((123)(465), (123)(465), (132)(456)) (32, 32,32) 4 5
((142635), (153624), Ids) (6,6,19) 5 5 Teorema 1.7
((142635), (142635), (123)(465)) (6,6,32) 3 3
5 (Idg,Ids,Idg) (16,16,16) 10 17 (Adams y cols., 2003)
(Ids, (15)(24)(36), (15)(24)(63)) (16,23,23) 9 10
((12)(45), (23)(46), (12)(45)) (2212,2212,2212) 8 9
((345), (123)(465), (123)(465)) (313,32,32) 4 6
((345), (143526), (143526)) (313,6,6) 3 3
((12)(45), (15)(26)(34), (14)(25)(36)) (2%12,32,3%) 6 8
6 (Idg,Ids,Idg) (16,16,16) 11 17 (Adams y cols., 2003)
((23),(12)(34)(56), (12)(34)(56))  (21%,23,2%) 7 9
((25)(34), (25)(34)(25)(34)) (2212,2212,2212) 7 9
((354), (124)(365), (124)(365)) (313,32,32) 4 6
((2453), (2453), (2453)) (412,412 41?) 5 6
((354)(12), (164325), (134526)) (321, 6,6) 2 3
((12345), (26543), (12345)) (51,51,51) 3 4
7 (Ids,1ds,Idg) (16,16,16) 11 17 (Adams y cols., 2003)
((12)(56), (14)(35), (24)(36)) (2212,2212,2212) 7 9
((15)(26)(34), (15)(26)(34), 1de) (28,23,16) 9 10
((14)(26)(35), (15)(24)(36), (13)(45)) (2°,2%,2212) 6 8
((123)(456), (164)(235), (136)(254)) (32, 32,32) 4 5
((142536), (136542), (163)(245)) (6,6,32) 3 3
8 (Idg,Ids, Ids) (16,16,16) 10 17 (Adams y cols., 2003)
((12)(34), (14)(36), (24)(56)) (2212,2212,2212) 8 9
((1234), (2653), (1234)) (412,412,412) 5 6
((24), (14)(23)(56), (14)(23)(56)) (214,23,23) 7 9
9 (Ids,1ds,Idg) (16,16,16) 10 17 (Adams y cols., 2003)
((13)(24)(56), (12)(34)(56), (16)(23)) (2°,2%,2212) 6 8
10 (Idg, Idg,Idg) (16,16,16) 10 17 (Adams y cols., 2003)
((34), (14)(23)(56), (14)(23)(56))  (21%,23,2%) 7 9
((12)(34), (25)(36), (12)(34)) (2212,2212,2212) 7 9
11 (Ide, Idg, Ids) (15,16,16) 10 17 (Adams y cols., 2003)
((12)(35), (12)(56), (16)(34)) (2212,2212,2212) 8 9
12 (Idg, Idg, Idg) (16,16,16) 11 17 (Adams y cols., 2003)
(Ids, (126)(345), (126)(345)) (19,32,32) 8 8
((34), (13)(24)(56), (13)(24)(56)) (214,23,2%) 7 9
((45), (132465), (132465)) (214,6,6) 4 5
((345), (345), (345)) (313,313,313) 8 9
((345), (126)(354), (126)(354)) (313,32,32) 6 7
((12)(35), (26)(34), (12)(35)) (2212,2212,2212) 8 9
((354)(12), (132564), (142365)) (321,6,6) 3 3




CAPITULO 2

Metodologia

En el presente manuscrito se pretende avanzar en el estudio de las cotas descritas en el Cua-
dro 1.3, que atin estdn por probar que sean Optimas. Para ello realizaremos un estudio de casos,
que vendra univocamente determinado por la estructura ciclica del correspondiente autotopismo
a analizar. En todos los casos descritos se procederd siguiendo los pasos que se muestran a conti-
nuacion.

1.
2.
3.
4.

Se fija la estructura ciclica a estudiar.
Se define © como el isotopismo candnico que tiene la anterior estructura ciclica.
Se describe una ©-coloracion del cuadrado latino parcial trivial de orden seis.

De forma secuencial, se van introduciendo entradas en dicho cuadrado latino parcial, que
sean candidatas a formar parte de nuestro ©-conjunto critico, al que denotaremos a partir
de ahora como Cg. Atendiendo a la Proposicion 1.5, se toma a lo mds una entrada de cada
O-6rbita. Dicha entrada se toma en la celda (i, 7) situada lo mds arriba y a la izquierda
posible, dentro de la ©-6rbita en cuestion. Abusando del lenguaje, denotaremos este hecho
como (i, j) € Co. De igual forma, denotaremos como (i, j) & Ceg el hecho de que ninguna
de las celdas de la ©-6rbita vinculada a la celda (i, j) aparecerd rellena en Cg. Ademads, la
seleccion de dichas entradas se hard sin pérdida de generalidad, atendiendo para ello a las
relaciones de equivalencia descritas por isotopismos, conjugacion y paratopismos.

En dicha ©O-coloracion, se presentan en blanco los simbolos de aquellas entradas que se
tomen para conformar Cg. Al mismo tiempo, se presentan en negro aquellas entradas que
estan forzadas o ©-forzadas por la eleccion de las anteriores.

En el momento en el que las entradas marcadas en blanco determinen un cuadrado latino
parcial inicamente ©-completable, se comprueba si éste es un ©-conjunto critico. En caso
negativo, se analizan qué entradas marcadas en blanco pueden eliminarse para conseguir el
deseado ©-conjunto critico Cg.

El procedimiento de comprobacidn se realiza mediante la funcidn existenDeMenorTamano
desarrollada en Python y que hace uso del cédigo relativo al Trabajo Fin de Grado (Gonzélez-
Regadera, 2022). Todo el cédigo necesario, asi como la documentacion, puede obtenerse en:

https://github.com/mangonreg/TFG y https://github.com/mangonreg/TFM.
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Ademds, con vistas a simplificar el estudio de casos, haremos uso del siguiente resultado,
donde se plantea una nueva cota inferior para el tamafio minimo de todo ©-conjunto critico, que
complementa la indicada en la Proposicién 1.6. Atendemos para ello al nimero de ciclos no tri-
viales (de longitud ¢ > 2) de los que consta la descomposicion en ciclos disjuntos de cada una de
las tres componentes del autotopismo O.

Proposicion 2.1. Sean L € L(n) y © = («,3,7) € Atop(L). Si aq (respectivamente, [y o
o) es un ciclo no trivial en la descomposicion en ciclos disjuntos de « (respectivamente, 3 0 ),
entonces todo O-conjunto critico de L contiene al menos una entrada en las filas (respectivamente,
una entrada en las columnas, o una entrada conteniendo un simbolo) que intervienen en el ciclo
«q (respectivamente, By o ). Como consecuencia,

max Zn:df‘, Zn:d?, Zn:d;y < scse(L).
=2 =2 =2

Demostracion. Probamos la primera parte del resultado en el caso de disponer de un ciclo no
trivial o9 de la descomposicién en ciclos disjuntos de la permutacién de filas a. (Los otros dos
casos referentes a la permutacion 8 de columnas y la permutacion ~ de simbolos, se demuestran
anilogamente por conjugacién). Para ello, sea o« € .S, tal que

ap(i), siiinterviene en el ciclo «p,

7, en otro caso.

Consideremos entonces el isotopismo O’ := (@, Id,, Id,,) € S, x S, X Sy, el cual consiste
simplemente en una permutacion de las filas que intervienen en el ciclo ap. Como dicho ciclo es
no trivial, resulta que ©’ ¢ Atop(L). Ademds, se comprueba facilmente que © € Atop(L®"). El
resultado viene entonces asegurado por el Lema 1.10.

Por su parte, la consecuencia a la que hace referencia el enunciado resulta inmediata a partir
de lo anterior y del hecho de que la descomposicién en ciclos de cada una de las permutaciones c«,
By 7, ala que hace referencia el enunciado, es disjunta. O



CAPITULO 3

Autotopismos de ciclo largo

Comenzaremos nuestro estudio centrandonos en aquellas estructuras ciclicas vinculadas a ci-
clos de longitud cinco o seis.

3.1- La estructura ciclica (6, 6, 3?)

Esta estructura ciclica estd vinculada a un autotopismo © de las clases principales descritas
por Lg 4 y Lg 7. Atendiendo al Cuadro 1.3, se tiene que

scse(Len) < 3 <lese(Len),

paran € {4,7}. Con vistas a probar que dichas cotas son dptimas, consideramos el isotopismo
canénico
O := ((123456), (123456), (123)(456)),

dando lugar a la siguiente ©-coloracion.

Atendiendo a la estructura ciclica bajo consideracion, se presentan seis Orbitas secundarias no
mondtonas. Por su parte, se deduce de la anterior ©-coloracion que, a la hora de seleccionar
entradas para que conformen nuestro ©-conjunto critico Cg, podemos reducir nuestra bisqueda a
entradas de la primera fila. En particular, la Proposicion 2.1 nos asegura que Cgo debe contener al
menos un par de entradas. Una de ellas debe contener un simbolo en el conjunto {1, 2, 3} y la otra
en el conjunto {4, 5,6}.

Salvo isotopismo (mds concretamente, salvo permutacién de simbolos), podemos tomar, sin
pérdida de generalidad, la entrada (1, 1, 1) como inicial en nuestro candidato a ©-conjunto critico.
Completando con las entradas O-forzadas obtenemos el siguiente cuadrado latino parcial.
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A la hora de seleccionar nuestra segunda entrada, existen dos tipos de celdas vacias en la primera
fila de nuestra matriz.

e Lacelda (1,4), en la que es factible introducir hasta cinco simbolos distintos (del 2 al 6).
Esto es debido a que el inico simbolo presente en su fila y columna es el 1.

e Celdas en las que es factible introducir hasta cuatro simbolos distintos. Esto es debido a que
ya existen dos entradas (una de ellas forzada) con simbolos distintos en su correspondiente
fila y columna.

Estudiamos ambos casos por separado.
Caso 1) (1,4) € Co.

A la hora de introducir un simbolo en dicha celda, nos encontramos de nuevo con dos
opciones, dependiendo de si tomamos o no un simbolo de la ©-6rbita inicial. Estudiamos
ambos casos por separado.

e Tomar un simbolo de la ©-6rbita inicial.
Salvo isotopismo, podemos seleccionar el simbolo 2, obteniendo asi el siguiente cua-
drado latino parcial, donde hemos introducido también las entradas ©-forzadas.

Se puede observar que es imposible introducir el simbolo 3 en la primera fila, pues
habria repeticién de simbolos por columna, y tendriamos conflicto con la definicién de
cuadrado latino. Asi pues, este caso no es posible.

e Tomar un simbolo que no aparece en la ©-érbita inicial.
Salvo isotopismo, podemos seleccionar el simbolo 4, obteniendo asi el siguiente cua-
drado latino parcial, donde, de nuevo, hemos introducido también las entradas O-
forzadas.

Es facil comprobar que en cualquier celda atin vacia pueden colocarse dos simbolos
distintos, jugando ambos un papel andlogo en todos los casos. Asi, salvo isotopismo,
podemos tomar la entrada (1, 2, 6), que fuerza el siguiente cuadrado latino parcial.
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Nuevamente, en cualquier celda atn vacia se pueden introducir dos simbolos distintos,
dando lugar al hecho de que las ©-6rbitas que estdn adn por rellenar sean intercam-
biables. Necesitamos, por tanto, seleccionar una cuarta entrada en la primera fila para
que el cuadrado obtenido sea Unicamente ©-completable. Salvo isotopismo, podemos
seleccionar la entrada (1, 3, 2), dando lugar ya a un cuadrado latino parcial inicamente
O-completable, cuyo conjunto de entradas seria

{(1,1,1), (1,2,6), (1,3,2), (1,4,4)}.

En este punto debemos comprobar si dicho cuadrado latino parcial es un ©-conjunto
critico, o si bien incluye informacién redundante. En este sentido, se puede observar
que el subconjunto de entradas

{(1,2,6), (1,3,2), (1,4,4)},

determina también un cuadrado latino parcial Ginicamente ©-completable, siendo de
hecho un ©-conjunto critico.

Asi pues, este caso da lugar a un ©-conjunto critico de tamaiio tres.

Caso2) (1,4) £ Ce.

Nétese que si {(1,2), (1,5)} C Ce,0{(1,3), (1,6)} C Ceo, nos encontramos en una situa-
cién analoga al Caso 1, que da lugar a la existencia, a lo mds, de un ©-conjunto critico de
tamafio tres. Asi pues, este segundo caso debe centrarse en seleccionar a lo mds una entrada
en el par de celdas {(1,2), (1,5)} y alo mds una entrada en el par de celdas {(1, 3), (1,6)}.
Mas atin, por el apartado anterior, conocemos que la celda (1,4) debe contener un simbolo
que no se encuentre en la ©-6rbita de la entrada (1,1, 1). Esto hace que la ©-6rbita vin-
culada a la celda (1,4) juegue el mismo papel que Orbg((1,1,1)) en la construccién de
Ce. Como consecuencia, como las cuatro celdas atin vacias (1,2), (1,3), (1,5) y (1,6) son
adyacentes a una de estas dos ©-6rbitas, todas estas celdas también juegan el mismo pa-
pel en la construccién de Cg. Por ello, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
(1,2) € Ceo. De nuevo encontramos dos opciones a la hora de colocar un simbolo en ella,
dependiendo de si tomamos o no un simbolo de la ©-6rbita inicial.

Salvo isotopismo, nos encontraremos en una de estas dos situaciones.

Ninguno de los dos cuadrados latinos parciales es Ginicamente ©-completable, siendo nece-
sario, por tanto, incluir una nueva entrada en una de las celdas (1,3) o (1, 6). En caso de que
esta nueva entrada no diera lugar a un cuadrado latino parcial Unicamente ©-completable,
seria necesaria una cuarta entrada que nos llevaria obligatoriamente al Caso 1. Asi pues, este
caso da lugar a lo mas a un ©-conjunto critico de tamaiio tres.
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Atendiendo al razonamiento anterior, alcanzamos el siguiente resultado.

Proposicién 3.1. Sea L € L(6) con un autotopismo © € Atop(L) tal que 2o = (6,6,32).
Entonces, scse(L) = lese(L) = 3.
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3.2- La estructura ciclica (6, 6, 321)

Esta estructura ciclica estd vinculada a un autotopismo © de las clases principales descritas
por L ¢ y Le,12. Atendiendo al Cuadro 1.3, todo cuadrado latino L € £(6) paratépico Lg g, con
un autotopismo © € Atop(L) tal que zg = (6, 6,321), verifica que

scse(L) <2 <3 <lcsg(L). (3.1)

Por su parte, todo cuadrado latino L € £(6) parat6pico a Lg 12, con un autotopismo © € Atop(L)
tal que zg = (6, 6,321), verifica que

scse(L) < 3 <lcse(L). (3.2)
Con vistas a probar que todas estas cotas son ptimas, consideramos el isotopismo canénico
© := ((123456), (123456), (123)(45)),

dando lugar a la siguiente ©-coloracion.

Atendiendo a la estructura ciclica bajo consideracidn, se presentan cinco drbitas secundarias no
mondtonas y una Orbita secundaria monétona en simbolos. Por la Proposicion 2.1, sabemos que
nuestro ©-conjunto critico Cg debe contener dos entradas conteniendo un simbolo del conjun-
to {1,2,3} y un simbolo del conjunto {4, 5}. Haciendo uso de nuestra metodologia, las tnicas
situaciones factibles, salvo isotopismo y/o transposicion, son las siguientes.

Sélo la segunda situacion da lugar a un ©-conjunto critico de tamafio dos, vinculado a un cuadrado
latino parat6pico a Lg 6. Las otras dos situaciones indicadas dan lugar a cuadrados latinos parciales
que no son Unicamente ©-completables, requiriendo por ello afiadir una tercera entrada. Es asi que
las cotas inferiores indicadas en (3.1) y (3.2) son Optimas. Salvo isotopismo y/o transposicion, las
Unicas situaciones factibles derivadas de la eleccion de una tercera entrada es una de las siguientes.
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Existen cinco situaciones que dan lugar a cuadrados latinos parciales que no son tnicamente
O-completables y que requeririan una cuarta entrada. Un simple estudio de casos demuestra que
esta nueva entrada darfa lugar a un nuevo cuadrado latino parcial que contemplarfa, salvo isotopis-
mo y/o transposicion, uno de los cuadrados latinos parciales que ya hemos comprobado que son
©-conjuntos criticos. Es asi que el tamafio maximo de Cg es tres. Con todo ello hemos probado el
siguiente resultado.

Proposicion 3.2. Sea L € L(6) con un autotopismo © € Atop(L) tal que z9 = (6,6,321).
Entonces, scsg(L) = 2 and lcse(L) = 3, si L es paratdpico a Lg ¢, mientras que scsg(L) =
lese (L) = 3, si L es paratdpico a Lg 2.
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3.3— La estructura ciclica (6,6, 31%)

Esta estructura ciclica estd vinculada a un autotopismo © de las clases principales descritas
por Le oy Les. Sea L € L(6) perteneciente a una de estas dos clases, con un autotopismo O €
Atop(L) tal que zg = (6, 6,313). Atendiendo al Cuadro 1.3, se tiene que

scse(L) < 3 <lcse(L). (3.3)
Con vistas a probar que dichas cotas son éptimas, consideramos el isotopismo canénico
© := ((123456), (123456), (123)),

dando lugar a la siguiente ©-coloracion.

Atendiendo a la estructura ciclica bajo consideracion, se presentan tres Orbitas secundarias monoto-
nas en simbolos y tres 6rbitas secundarias no mondétonas. La Proposicién 1.6 nos asegura que
nuestro ©-conjunto critico Cg debe contener al menos dos entradas, vinculadas a dos de las tres
6rbitas secundarias mondtonas por simbolos. Esto es, Cg debe contener dos simbolos del conjunto
{4,5,6}. Ademds, la Proposicion 2.1 nos asegura que Cg debe contener una entrada conteniendo
un simbolo en el conjunto {1, 2, 3}. Asi pues, teniendo en cuenta la cota indicada en (3.3), resulta
que scse (L) > 3.

Para evitar perder generalidad, debemos tener en cuenta, ademas, la colocacién de dichas
entradas dentro del cuadrado, dependiendo de si tomamos celdas adyacentes o no, siempre dentro
de la primera fila, segiin vimos en la descripcién de la metodologia a seguir. Salvo isotopismo y/o
transposicidn, las tnicas situaciones factibles son las siguientes.

En las tnicas dos situaciones factibles que no se alcanza un cuadrado latino parcial inicamente
O-completable aparecen dos O-0rbitas que son intercambiables, siendo necesaria por tanto una
cuarta entrada. Ahora bien, cualquier entrada que se tome conlleva a un cuadrado latino parcial que
comprende una de las situaciones anteriores y que da lugar a un cuadrado latino parcial inicamente
©-completable. En definitiva, todas las situaciones anteriores dan lugar a un ©-conjunto critico de
tamaiio tres. Se ha demostrado asi el siguiente resultado.

Lema 3.3. Sea L € L(6) con un autotopismo © € Atop(L) tal que zg = (6,6,313). Entonces,
scse(L) = lese(L) = 3.
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3.4- La estructura ciclica (6,6, 221%)

Esta estructura ciclica estd vinculada a un autotopismo © de las clases principales descritas
por Lg 2y Lg 3. Atendiendo al Cuadro 1.3, se tiene que

scse(Len) < 4 <lcse(Le.n)-

para n € {2,3}. Con vistas a probar que dichas cotas son éptimas, consideramos el isotopismo
canénico
© := ((123456), (123456), (12)(34)),

dando lugar a la siguiente ©-coloracion.

Se presentan dos drbitas secundarias paralelas monétonas en simbolos y cuatro drbitas secun-
darias no monétonas. Por la Proposicién 1.6, sabemos que nuestro ©-conjunto critico Cg debe
contener al menos una entrada vinculada a las dos 6rbitas mondtonas en simbolos. Esto es, Cg
debe contener un simbolo del conjunto {5,6}. Ademas, la Proposicién 2.1 implica que Cgo de-
be contener una entrada con un simbolo en el conjunto {1, 2} y otra entrada con un simbolo en
el conjunto {3,4}. Haciendo uso de nuestra metodologia, las tnicas situaciones factibles, salvo
isotopismo y/o transposicion, son las siguientes.

En las cuatro situaciones aparecen dos ©-6rbitas intercambiables: una secundaria mondtona en
simbolos y otra secundaria no monétona. Se hace pues necesaria una cuarta entrada en todos
los casos, dando lugar a un cuadrado latino parcial ©-completable. La eliminacién de una de estas
cuatro entradas en cualquiera de las situaciones daria lugar de nuevo a una de las cuatro situaciones
o al incumplimiento de las condiciones que son necesarias atendiendo a las Proposiciones 1.6 y
2.1. En definitiva, todo ©-conjunto critico debe estar formado por cuatro entradas: una relativa a
una de las dos drbitas secundarias monétonas por simbolos y tres relativas a las distintas orbitas
secundarias no mondétonas, o bien dos 6rbitas secundarias no monétonas y dos érbitas secundarias
mondtonas por simbolos. Se ha demostrado asi el siguiente resultado.

Proposicion 3.4. Sea L € L(6) con un autotopismo © € Atop(L) tal que z9 = (6,6,2212)
entonces scsg(L) = lcsg(L) = 4.
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3.5— La estructura ciclica (6,6,21%)

Esta estructura ciclica estd vinculada a un autotopismo © de la clase principal descrita por
Le.12. Sea L € £(6) en dicha clase, con un autotopismo © € Atop(L) tal que zg = (6,6, 21%).
Atendiendo al Cuadro 1.3, se tiene que

scse(L) <4 <5 <lcsg(L). (3.4)
Con vistas a probar que dichas cotas son dptimas, consideramos el isotopismo canénico
© := ((123456), (123456), (12)),

dando lugar a la siguiente ©-coloracion.

Se presentan dos drbitas no monétonas y cuatro érbitas monétonas en simbolos. Por la Proposicion
1.6 sabemos que nuestro ©-conjunto critico Cg debe contener al menos tres entradas vinculadas a
las cuatro 6rbitas mondtonas en simbolos. Esto es, Co debe contener tres simbolos en el conjunto
{3,4,5,6}.

Ademds, la Proposicion 2.1 implica que Co debe contener un simbolo del conjunto {1,2}.
Asi pues, teniendo en cuenta la cota indicada en (3.4), resulta que scsg(L) = 4. Atendiendo a
nuestra metodologia, las tnicas situaciones factibles, salvo isotopismo y/o transposicion, son las
siguientes.

En la tnica situacién factible en la que no se alcanza un cuadrado latino parcial Gnicamente ©-
completable aparecen dos ©-6rbitas intercambiables, siendo necesaria una quinta entrada. La eli-
minacién de una de esas cinco entradas llevaria a dos posibles situaciones: que las cuatro entradas
restantes coincidan con una de las situaciones anteriores, en cuyo caso se tendria un conjunto criti-
co de tamaio 4; o que las cuatro entradas restantes lleven a una situacién andloga a la de partida
o que incumplan las condiciones impuestas por las Proposiciones 1.6 y 2.1, en cuyo caso las cin-
co entradas conformarian con conjunto critico. En definitiva, todo ©-conjunto critico debe estar
formado por cuatro o cinco entradas. Se ha demostrado asi el siguiente resultado.

Proposicién 3.5. Sea L € L(6) con un autotopismo © € Atop(L) tal que zo = (6,6,21%)
entonces scsg(L) =4 <5 =lcsg(L).
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3.6— La estructura ciclica (32,23, 6)

Esta estructura ciclica estd vinculada a un autotopismo © de las clases principales descritas
por Lg 2y Lg 4. Atendiendo al Cuadro 1.3, se tiene que

scse(Lepn) < 4 <lcse(Len),
paran € {2,4}. Para probar que dichas cotas son éptimas, consideramos el isotopismo candnico
© := ((123)(456), (12)(34)(56), (123456)),

dando lugar a la siguiente ©-coloracion.

Se presentan seis Orbitas no mondtonas. Por la Proposicién 2.1, nuestro ©-conjunto critico Cg
debe contener al menos tres entradas, relativas cada una de ellas a uno de los tres ciclos de la
permutacién por columnas. Ademads, la Proposicién 2.1 nos indica que Co debe contener dos
entradas que pertenezcan a distintos ciclos de la permutacién por filas. Buscando que Cg sea de
menor tamafio posible, si combinamos ambas condiciones, nos encontramos, salvo isotopismo,
con la posibilidad de tomar una entrada en cada una de las siguientes zonas coloreadas.

5

Salvo isotopismo, podemos suponer la siguiente situacion.

Puede verse que en la casilla (1,5) debe colocarse obligatoriamente el simbolo 5, con lo cual nos
encontramos realmente ante la siguiente situacion.

6
4
2

Este cuadrado latino no es unicamente ©-completable, requiriendo para ello una cuarta entrada,
que se encontraria en una de las zonas vacias. Esta cuarta entrada bastaria para construir Cg. Con
ello queda demostrado el siguiente resultado.

Proposicién 3.6. Sea L € L(6) con un autotopismo © € Atop(L) tal que zo = (32,23,6).
Entonces scsg(L) = lcso(L) = 4.



3. Autotopismos de ciclo largo 24

3.7- La estructura ciclica (51,51, 51)

Esta estructura ciclica estd vinculada a un autotopismo © de la clase principal descrita por
Le 6. Atendiendo al Cuadro 1.3, se tiene que

scse(Lep) < 3 <4 <lcse(Leg). 3.5)
Con vistas a probar que dichas cotas son éptimas, consideramos el isotopismo canénico
O := ((12345), (12345), (12345)),

dando lugar a la siguiente ©-coloracion.

Se presentan una 6rbita secundaria mondtona en simbolos, una 6rbita secundaria mondtona por
filas, una 6rbita secundaria mondétona por columnas, cuatro Orbitas principales y una 6rbita trivial.
Notese en particular que todo par de entradas (i, 6, k) y (6, 7, k), con i, j < 5, en nuestro cuadrado
latino con autotopismo ©, implica que el mismo debe contener también la entrada (3, j, 6). Este he-
cho hace que toda érbita monétona pueda conocerse a partir de las otras dos. Se tiene ademas, por
el Lema 1.8, que nuestro ©-conjunto critico Cg no contendra la entrada relativa a la drbita trivial.
Finalmente, la Proposicion 2.1 implica que debe contener al menos una entrada en las primeras
cinco filas, al menos una entrada en las primeras cinco columnas, y al menos un simbolo en el
conjunto {1, 2, 3,4, 5}. Salvo isotopismo y/o transposicion, se presentan las siguientes situaciones
iniciales.

En ningiin caso se alcanza un cuadrado latino Gnicamente ©-completable, requiriendo al menos
una entrada mas. Nétese ademas que la segunda y tercera situacién son equivalentes por conju-
gacién. Més especificamente, bastaria intercambiar filas por simbolos para pasar de una a otra.
Por este motivo, seguimos nuestro razonamiento con los dos primeros cuadrados latinos parcia-
les. Afiadir en ellos una nueva entrada vinculada a Cg da lugar, salvo paratopismo, a una de las
siguientes situaciones.
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Sélamente la dltima situacion da lugar a un ©-conjunto critico, que tiene tamarfio tres. Ninguna
de las de tamafio dos da lugar a un ©-conjunto critico, lo que asegura la cota inferior indicada en
(3.5). En todas ellas necesitamos una tercera entrada, dando lugar, salvo paratopismo, o bien a uno
de los ©-conjuntos criticos que ya han aparecido, o bien a una de las dos siguientes situaciones
factibles.

La segunda situacion da lugar a un ©-conjunto critico de tamafio tres, mientras que la primera
requiere de una nueva entrada. Cualquier entrada factible que se tome en una de las celdas vacias
da lugar de hecho a un cuadrado latino parcial unicamente ©-completable. Ahora bien, si dicha
entrada extra da lugar a una 6rbita secundaria monétona, entonces el cuadrado latino parcial no
es un conjunto ©-critico, pudiéndose eliminar una de las entradas de las érbitas secundarias no
mondtonas. En otro caso, si la entrada extra da lugar a una 6rbita secundaria no mondtona, el
cuadrado latino obtenido es un ©-conjunto critico, alcanzando asi la cota superior indicada en
(3.5), que resulta 6ptima. Atendiendo a todo nuestro razonamiento, queda probado el siguiente
resultado.

Proposicion 3.7. Sea L € L(6) con un autotopismo © € Atop(L) tal que zg = (51,51,51).
Entonces, scso(L) =3 <4 =leso(L).



cApriTuLo 4

Autotopismos con ciclos de longitud media

El presente capitulo se centra en el estudio de aquellas estructuras ciclicas que presentan ciclos
de longitud tres o cuatro.

4.1- La estructura ciclica (412,412, 41?)

Esta estructura ciclica estd vinculada a un autotopismo © de las clases principales descritas
por Lg ¢ y Lg,g. Atendiendo al Cuadro 1.3, se tiene que

scse(Len) <5 <6 <lcso(Le.n)-

paran € {6,8}. Con vistas a probar que dichas cotas son éptimas, consideramos el isotopismo
canénico

© := ((1234),(1234), (1234)),

dando lugar a la siguiente ©-coloracion.

Atendiendo a la estructura ciclica bajo consideracién, se presentan dos Orbitas secundarias
paralelas monétonas en simbolos, dos drbitas secundarias paralelas monétonas en filas, dos érbitas
secundarias paralelas mondtonas en columnas, dos 6rbitas principales y cuatro Orbitas triviales.
Por la Proposicién 1.6 sabemos que el tamafio de conjunto critico minimo serd mayor o igual
a 3, siendo estas entradas relativas a una de las orbitas secundarias monétonas por simbolos, a
una de las orbitas secundarias monétonas por filas y a una de las érbitas secundarias mondétonas
por columnas. Ademads, es obligatorio tomar una orbita trivial en nuestro conjunto critico. Salvo
isotopismo, podemos considerar una de las siguientes dos situaciones.

26
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En este punto, existe la posibilidad de incluir una entrada relativa a alguna de las 6rbitas
secundarias mondtonas o bien relativa a alguna de las 6rbitas principales. Estudiamos entonces
ambos casos:

e Colocar una entrada relativa a una érbita secundaria monétona.

Salvo paratopismo, alcanzamos una de las siguientes situaciones.

La asignacién de un valor factible en una cualquiera de las celdas adn vacias daria lugar a un
cuadrado latino parcial tnicamente ©-completable, de tal forma que cualquier subconjunto
de tamafio menor incluido en el conjunto de entradas anterior, no constituye por si mismo
un O-conjunto critico. Es decir, este caso da lugar a un conjunto critico de tamafio seis.

e Colocar una entrada relativa a una érbita principal.

Salvo paratopismo, alcanzamos una de las siguientes situaciones.

En particular, obtenemos un ©-conjunto critico de tamafio cinco. El resto de casos requiere
de una sexta entrada. Cualquiera factible que se tome da lugar a un ©-conjunto critico de
tamatfio seis.

Proposicion 4.1. Sea L € L£(6) con un autotopismo © € Atop(L) tal que zo = (412,412 412).
Entonces, scsg(L) =5 < 6 =lcse(L).
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4.2— La estructura ciclica (3%, 3%, 3%)

Esta estructura ciclica estd vinculada a un autotopismo © de las clases principales descritas
por Lg 4 y Lg 7. Atendiendo al Cuadro 1.3, se tiene que

scso(Len) <4 <5 <lcse(Len), 4.1)

paran € {4,7}. Con vistas a probar que dichas cotas son dptimas, consideramos el isotopismo
candénico
© := ((123)(456), (123)(456), (123)(456)),

dando lugar a la siguiente ©-coloracion.

Se presentan doce érbitas principales. Si observamos con detenimiento la ©-coloracién, parece
estar conformado por cuatro subcuadrados que contienen tres Orbitas principales cada uno.

Pueden presentarse los siguientes dos casos

1. Cada subcuadrado corresponde a un cuadrado latino de orden 3 con tres érbitas prin-
cipales.

Si tuviéramos la seguridad de encontrarnos en este caso y ademads supiéramos los simbolos
asignados a cada subcuadrado, los resultados mostrados en el Cuadro 1.2 implican que cada
subcuadrado requeriria exactamente una entrada para ser ©-completado. Por tanto, nuestro
O-conjunto critico Cg requeriria al menos cuatro entradas, una por cada subcuadrado for-
mado. Si elimindsemos alguna entrada, el cuadrado no seria inicamente ©-completable. Si
afiadiéramos alguna mads, seria redundante.

2. Cada subcuadrado contiene todos los simbolos, estando formado por dos érbitas prin-
cipales de uno de los ciclos de simbolos y otra del restante.

En este caso, si dos subcuadrados en una diagonal estdn completos (es decir, se usan seis
entradas), entonces los dos subcuadrados restantes pueden rellenarse de manera forzada.
Véase en este sentido el siguiente ejemplo, donde se ha hecho uso de simbolos genéricos en
el conjunto {a, b, c,d, e, f}.
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Miés atn, si tuviéramos la seguridad de encontrarnos en este caso, no serian necesarias las
seis entradas. Véase, por ejemplo, el siguiente caso.

Una vez incluimos dicho simbolo, podemos afiadir de manera forzada la ©-6rbita que
habiamos eliminado. Por tanto, el cuadrado seria tinicamente completable con cinco en-
tradas, no pudiéndose eliminar ninguna otra entrada para lograr un cuadrado latino parcial
unicamente ©-completable.

Tal y como se ha indicado, los comentarios anteriores son de utilidad si sabemos con seguridad en
qué caso nos encontramos. Sin embargo, un razonamiento genérico es necesario para asegurarnos
la optimalidad de las cotas presentadas en (4.1). Por la Proposicion 2.1, sabemos que Cg require
al menos dos entradas, que deben cubrir los dos conjuntos de filas, columnas y simbolos {1, 2,3}
y {4,5,6}. Salvo paratopismo, la situacién serd una de las siguientes.

Ninguno de estos cuadrados latinos parciales es Ginicamente ©-completable, por lo que necesita-
mos una nueva entrada en cada uno de ellos. Para equiparar el nimero de entradas en los cuadrados
latinos parciales que resulten en nuestro razonamiento, indicamos a continuacion las dos situacio-
nes que resultan, salvo paratopismo, del primero de los tres cuadrados latinos parciales anteriores.
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Se observa que ninguno de estos cuadrados latinos parciales es Unicamente ©-completable,

requiriendo una cuarta entrada. Analizando estos casos, juntos a los dos casos de tres entradas

seleccionadas que vimos con anterioridad, resulta que nuestro ©-conjunto critico debe contemplar,

salvo paratopismo, algu

na de las siguientes situaciones.
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Diez de las situaciones planteadas dan lugar a ©-conjuntos criticos de tamafio cuatro. En parti-
cular, el primero y el quinto de estos diez no son paratdpicos, perteneciendo de hecho a las dos
clases principales bajo consideracién. El resto de los casos requieren al menos una nueva entrada.
Salvo paratopismo, dichos casos contienen uno de los ©-conjuntos criticos de tamaiio cuatro indi-
cados anteriormente, o bien contienen uno de los siguientes ©-conjuntos criticos de tamarfio cinco,
correspondientes a las dos clases principales bajo consideracion.

Atendiendo al razonamiento anterior, hemos probado el siguiente resultado.

Proposicion 4.2. Sea L € L(6) con un autotopismo © € Atop(L) tal que 2o = (3%,32,3?).
Entonces scsg(L) =4 < 5 = lesg(L).
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4.3— La estructura ciclica (32, 3% 31°)

Esta estructura ciclica estd vinculada a un autotopismo © de las clases principales descritas
por Lg ,, paran € {2,3,5,6,12}. Atendiendo al Cuadro 1.3, se tiene que

scse(Leg) < 6 <lese(Le3), 4.2)
scse(Len) <6 <7 <lcse(Len), 4.3)

paran € {2,12},y
scse(Len) <4 <6 <lcse(Len), (4.4)

paran € {5,6}. Con vistas a estudiar la optimalidad de dichas cotas, consideramos el isotopismo

candnico
O := ((123)(456), (123)(456), (123)),

dando lugar a la siguiente ©-coloracion.

Atendiendo a la estructura ciclica bajo consideracion, se presentan seis Orbitas principales
y seis Orbitas secundarias mondtonas por simbolos. Al igual que en la seccién anterior, estos
cuadrados latinos pueden dividirse en cuatro subcuadrados.

Nos encontramos, entonces, ante dos posibles situaciones:

1. Los cuatro subcuadrados anteriores son cuadrados latinos de orden tres de tal manera
que dos de ellos estan conformados por tres orbitas principales y los dos restantes
contienen tres orbitas mondétonas por simbolos.

Como ejemplo ilustrativo tenemos el siguiente cuadrado latino.
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Si tuviéramos la seguridad de encontrarnos en este caso, los resultados mostrados en el Cua-
dro 1.2 implican que los dos subcuadrados que son cuadrados latinos de orden tres con tres
oOrbitas principales requieren una tnica entrada para ser reconstruidos. Ademads, la Propo-
sicién 1.6 implicaria que cada uno de los otros dos subcuadrados requeririan dos entradas
relativas a dos 6rbitas mondtonas por simbolos de cada uno para poder ser completados.
De esta formas, se necesitarian seis entradas como minimo para completar tinicamente el
cuadrado, siendo éstas: cuatro entradas relativas a 6rbitas mondtonas por simbolos y dos a
orbitas principales. Esta eleccion de seis entradas resulta éptima en el caso de encontrarnos
en la clase principal Lg 3.

Mediante un simple estudio de casos se observa que en las clases principales Lg2 y L¢ 12
existen conjuntos de entradas en los que, si se toman s6lo dos simbolos distintos en las
cuatro entradas de 6rbitas no mondtonas, el cuadrado no serfa inicamente completable,
pues una Orbita principal podria intercambiarse por una secundaria. Si afiadiésemos una
orbita secundaria nos encontrariamos en el caso anterior, pudiéndo completar el cuadrado
con sdlo seis entradas, sin embargo, si afladimos una entrada relativa a una 6rbita principal,
tendriamos un total de siete entradas que harian posible la completacion de manera tinica
del cuadrado y conformarian un conjunto critico. En ningtin caso serian necesarias mas de
siete entradas para formar un ©-conjunto critico. Vease el siguiente ejemplo:

2. Cada subcuadrado contiene una érbita principal y dos monétonas por simbolos o vi-
ceversa.

Esta situacién requiere un estudio de casos. Por la Proposicién 2.1, sabemos que nuestro
©-conjunto critico Cg requiere al menos dos entradas, que deben cubrir los dos conjuntos
de filas y columnas {1,2,3} y {4,5,6}, y al menos un simbolo en el conjunto {1, 2, 3}.
Ademas, la Proposicién 1.6 implica que Co requiere al menos dos entradas con simbolos
en el conjunto {4,5,6}. Salvo paratopismo, la situacién, con exactamente tres entradas,
serd una de las siguientes.

Ninguno de los cuadrados latinos parciales anteriores es Unicamente ©-completable, sien-
do necesario una cuarta entrada en cada uno de ellos. En particular, todo cuadrado latino
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parcial inicamente ©-completable conteniendo al primero de los cuadrados debe incluir en
el subcuadrado superior izquierdo un 6rbita mondtona en uno de los simbolos del conjunto
{4,5}. Ademds, sin en la cuarta situacién se encontrara el simbolo fijo 6 en el subcuadra-
do inferior derecho, podriamos reducirnos a la segunda situacién, por lo que, en este caso,
podemos suponer que el simbolo 6 no estd contenido en dicho subcuadrado. Pero entonces
nos encontrariamos obligatoriamente en el Caso 1. Asi, salvo paratopismo, tendremos las
siguientes situaciones.

La situacién peniltima y tltima son los tnicos dos ©-conjuntos criticos de tamaiio cuatro
obtenidos. Corresponden, respectivamente, a las clases principales de Lg 5 y L¢ 6. Afiadien-
do una entrada a cada una de las dos situaciones inmediatamente anteriores a ellas, se obtie-
nen O©-conjuntos criticos de tamafio cinco de ambas clases principales.
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El resto de cuadrados latinos parciales no son Unicamente ©-completables y requieren una
quinta entrada. La inclusién de dicha entrada o bien da lugar, salvo paratopismo, a una de

las siguientes situaciones, o bien contempla uno de los casos ya vistos.

Como puede observarse, una sexta entrada es requerida en todas las situaciones planteadas.
La inclusion de la misma, o bien contiene uno de los ©-conjuntos criticos anteriores, o bien

contempla, salvo paratopismo, una de las siguientes situaciones.

4. Autotopismos con ciclos de longitud media
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La ultima situacion constituye un ©-conjunto critico de tamaiio seis correspondiente a la
clase de equivalencia L¢ 5. En el resto de situaciones es requerida una séptima entrada para
encontrar un cuadrado latino parcial Gnicamente ©-completable. Salvo paratopismo, esta
séptima entrada da lugar, o bien a uno de los ©-conjunto criticos anteriores, o bien a la
siguiente situacion.

Se necesita, por tanto, la inclusion de una octava entrada para dar lugar a un cuadrado
latino parcial unicamente ©-completable. En todo caso, cualquier entrada que se incluya
contempla uno de los ©-conjuntos criticos vistos anteriormente.

Atendiendo al razonamiento anterior, alcanzamos el siguiente resultado.

Proposicién 4.3. Sea L € L(6) con un autotopismo © € Atop(L) tal que zo = (3%,3%,313).
Entonces, si L es paratépico a Lg 3, resulta que scsg(L) = 3 = lese(L). Por su parte, si L es
paratdpico a Lg p,, con n € {2,12}, resulta que scseg(L) = 6 < 7 = lcsg(L). Finalmente, si L
es paratopico a L n, con n € {4, 5}, resulta que scsg(L) =4 < 6 = lcse(L).
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4.4- La estructura ciclica (32, 3%, 1)

Esta estructura ciclica estd vinculada a un autotopismo © de las clases principales descritas por
Le 2, Le 3y Le 4. De la misma forma, esta estructura ciclica estd vinculada a cualquier cuadrado
L € £(6) paratépico a la clase principal descrita por Lg 12. Atendiendo al Cuadro 1.3, se tiene que

scse(Len) < 8 <lcse(Len),

paran € {2,3,4,12}. Con vistas a probar que dichas cotas son 6ptimas, consideramos el isoto-

pismo candénico
© := ((123)(456), (123)(456), Ids)),

dando lugar a la siguiente ©-coloracion.

Atendiendo a la estructura ciclica bajo consideracion, se presentan doce Orbitas secundarias
monoétonas por simbolos paralelas entre si en los siguientes grupos de tres érbitas:

Por la Proposicién 1.6 sabemos que el tamaifio de conjunto critico minimo serd mayor o igual
a ocho, siendo estas entradas relativas a dos Orbitas de cada grupo anterior. Ademads, puesto que
todos los simbolos son puntos fijos, necesitaremos, al menos, cinco de ellos para evitar que las
Orbitas puedan intercambiarse entre si. Salvo paratopismo, tenemos la siguiente situacion.

Es facil comprobar que el cuadrado tnicamente ©-completable.

Por otra parte, cualquier conjunto de 9 entradas, con dos entradas en tres de los cuatro cua-
drados 3 x 3 representados como grupos de Orbitas y tres entradas en el cuarto cuadrado, podria
reducirse a un conjunto de 8 entradas con la misma informacién y, por tanto, inicamente comple-
table.
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Luego, son necesarias y suficientes ocho entradas para que el cuadrado sea tnicamente ©-
completable.
Atendiendo al razonamiento anterior, alcanzamos el siguiente resultado.

Proposicion 4.4. Sea L € L(6) con un autotopismo © € Atop(L) tal que zo(L) = (32,32,15).
Entonces, scsg = lcse(L) = 8.
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4.5- La estructura ciclica (313,31°, 31°)

Esta estructura ciclica estd vinculada a un autotopismo © de las clases principales descritas
por Lg 2, Lg 3y Lg,12. Atendiendo al Cuadro 1.3, se tiene que

scse(Len) < 8 <9 <lcse(Len),

paran € {2,3,12}. Con vistas a probar que dichas cotas son éptimas, consideramos el isotopismo
canénico

© :=((123),(123), (123)),

dando lugar a la siguiente ©-coloracion.

Atendiendo a la estructura ciclica bajo consideracion, se presentan tres Orbitas secundarias
paralelas mondétonas por filas, tres Orbitas secundarias paralelas monétonas por columnas, tres
orbitas secundarias paralelas mondtonas por simbolos y nueve Orbitas triviales. Por la Proposicién
1.6 sabemos que el tamafio de conjunto critico minimo serd mayor o igual a 6, siendo estas entradas
relativas a dos de las Orbitas secundarias monotonas por filas, a dos orbitas secundarias mondétonas
por columnas y a dos drbitas secundarias mondtonas por simbolos. Salvo paratopismo, tenemos la
siguiente situacién.

Teniendo en cuenta la estructura del autotopismo y las propiedades de los cuadrados latinos,
puede verse que existen algunas entradas que vienen forzadas, pues al ser el simbolo 6 un punto
fijo, no podra colocarse en ninguna Orbita monétona por filas o columnas. Resulta entonces la
siguiente situacion.

Puede verse que queda por completar un cuadrado latino de orden tres con nueve Orbitas
triviales y un conjunto de simbolos de tamafio tres. Atendiendo al Cuadro 1.2, el menor tamafio de
©-conjunto critico para este caso es dos y el mayor es tres. Luego se necesitarian como minimo
ocho entradas y como maximo nueve entradas para completar unicamente el cuadrado latino
anterior. Basado en todo este razonamiento, hemos probado el siguiente resultado.

Proposicion 4.5. Sea L € L(6) con un autotopismo © € Atop(L) tal que zo = (313,313,313)
entonces scsg(L) =8 < 9 = lesg(L).



CAPITULO B

Autotopismos de ciclo corto

Este capitulo se centra en el estudio de autotopismos cuya estructura ciclica presenta ciclos
de longitud dos. En el transcurso del estudio se han identificado ciertos casos que, debido a su
complejidad y la limitacién de tiempo, o bien no pudieron ser abordados o bien no se ha reali-
zado de manera exhaustiva en el presente trabajo. No obstante, se reconocen como dreas de gran
interés y relevancia para futuras investigaciones. Estos casos se dejaran como tépicos de estudio
en desarrollo, con el propdsito de explorar y comprender mds profundamente sus propiedades y
relaciones matemadticas en futuros proyectos. Se confia en que la continuidad de esta investigacién
ampliard nuestro conocimiento sobre los conjuntos criticos asociados a autotopismos no triviales
de cuadrados latinos de orden 6, contribuyendo asi al avance de la teoria de grupos y la com-
binatoria en esta drea. Algunos de los casos tratados, de forma parcial o completa, son los que
siguen:

5.1- La estructura ciclica (23,23 1°)

Esta estructura ciclica estd vinculada a un autotopismo © de las clases principales descritas
por Lg ,, paran € {1,2,4,5,7}. Atendiendo al Cuadro 1.3, se tiene que

scse(Len) <9 <10 <lese(Len),

paran € {1,2,4,7}. Con vistas a probar que dichas cotas son dptimas, consideramos el isotopis-
mo canénico
© := ((12)(34)(56), (12)(34)(56), Ids)),

dando lugar a la siguiente ©-coloracién.

Atendiendo a la estructura ciclica bajo consideracion, se presentan 18 érbitas mondtonas por
simbolos. Por la Proposicion 1.9 sabemos que este cuadrado estd conformado por 9 intercalados
y, por tanto, se necesitan como minimo nueve entradas (una de cada intercalado) para que sea
tnicamente ©-completable. Esto es posible gracias a que los cuadrados P y () pueden ser tratados
en dicha proposicién como iguales y, ademads, todos los simbolos son fijos. Los intercalados son,
por tanto, los siguientes:

40
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Es fécil ver que, independientemente de las entradas que tomemos, se cubren todos los ciclos
de filas y columnas. Por tanto, la diferencia vendrd marcada por el nimero de simbolos distintos
que se tomen en estas entradas. Puesto que sélo se tienen Orbitas mondtonas por simbolos es
necesario que, como minimo, se usen cinco distintos (pues si tomamos un nimero menor, las
Orbitas de los simbolos no usados podrian intercambiarse entre sf).

Comprobamos si cinco simbolos son suficientes para completar tinicamente el cuadrado. Se
usardn, de manera genérica, el conjunto de simbolos {a, b, c, d, e}. Podemos reducirlo a tres casos
casos:

e Caso1: {a,a,a,b,b,b,c,d, e}

En este caso se tienen dos tripletas de simbolos iguales. Salvo paratopismos, isotopismos
y/o transposiciones, suponemos la siguiente disposicion en el cuadrado:

Es f4cil comprobar que en cada entrada existe la posibilidad de colocar, al menos, dos simbo-
los, luego no es tnicamente ©-completable. Esto es debido a que las tripletas nos estan
dando informacién redundante.

e Caso2:{a,a,a,b,b,c,c,d e}

En este caso se tienen una tripleta y dos parejas de simbolos iguales.Salvo paratopismos,
isotopismos y/o transposiciones, suponemos la siguiente disposicién en el cuadrado:
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Podemos ver que cada pareja de simbolos tendrd informacion suficiente como para colocar
la tercera Orbita con el mismo simbolo. Si completamos de manera forzada:

Sin embargo, siguen existiendo entradas que tienen la posibilidad de colocar dos simbolos
en ellas, luego el cuadrado no seria tinicamente ©-completable.

e Caso2:{a,a,b,b,c,c,d d e}

En este caso se tienen cuatro parejas de simbolos iguales. Salvo paratopismos, isotopismos
y/o transposiciones, suponemos la siguiente disposicion en el cuadrado:

Si completamos de manera forzada:

Sin embargo, las Orbitas restantes pueden intercambiarse entre si, luego no es tinicamente
©-completable.

Podemos afirmar, entonces, que si se usan inicamente nueve entradas y cinco simbolos distin-
tos, el cuadrado no es inicamente O-completable, luego necesitaremos usar seis simbolos distin-
tos. Puesto que con los casos anteriores hemos comprobado que una tripleta de simbolos iguales
no aporta informacién adicional, estudiaremos el caso en el que existen seis entradas relativas a
simbolos distintos y tres a simbolos repetidos, por ejemplo {a, a, b, b, ¢, ¢, d, e, f }. Suponemos la
siguiente disposicion:
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Es facil ver mediante un simple estudio de casos que, sea cual fuere la disposicion de entradas
usadas, siempre se vuelve al caso anterior. Luego, si se usan 9 entradas relativas a cada uno de
los intercalados y aparecen los seis simbolos distintos, entonces el cuadrado es tnicamente ©-
completable.

Una vez hemos demostrado la cota inferior de tamaiio de conjunto critico, seria conveniente
estudiar la cota superior. Resulta evidente que, al usar diez entradas (donde nueve de ellas perte-
necen a cada uno de los nueve intercalados presentes), el nimero de simbolos empleados debe ser
cinco, ya que al usar seis volveriamos al caso anterior. Existen varias posibilidades a la hora de
tomar las diez entradas en funcién de los simbolos seleccionados:

e Caso 1: {a,a,a,b,b,b,c,c,e,f}

En este caso se tienen dos tripletas y una pareja de simbolos iguales. Salvo paratopismos,
isotopismos y/o transposiciones, suponemos la siguiente disposicién en el cuadrado:

Si completamos de manera forzada:

Puede verse que el cuadrado no es tnicamente ©-completable, pues las drbitas restantes
pueden intercambiarse entre si.

e Caso2:{a,a,a,b,b,c,c,d,d,f}

En este caso se tienen una tripleta y tres parejas de simbolos iguales. Salvo paratopismos,
isotopismos y/o transposiciones, suponemos la siguiente disposicién en el cuadrado:
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Si completamos de manera forzada:

Puede verse, entonces, que el cuadrado es tinicamente ©-completable usando diez entradas
y cinco simbolos distintos.

e Caso3:{a,a,b,b,c,c,ddff}

Este opcion no seria necesaria estudiarla pues, si fuese unicamente ©-completable, la cota
superior para el tamafio de conjunto critico se mantendria en diez entradas y, de no serlo,
existirian dos opciones: o bien se aflade una entrada que incluye un simbolo ya presente en
el cuadrado (con lo que volveriamos al caso 2) o bien se afiade un nuevo simbolo (con lo
que se volveria al caso de nueve entradas y seis simbolos distintos).

Atendiendo al razonamiento anterior, alcanzamos el siguiente resultado.

Proposicion 5.1. Sea L € L(6) con un autotopismo © € Atop(L) tal que zo = (23,23,19)
entonces scsg = 9 < 10 = lcse.
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5.2— La estructura ciclica (2212, 221% 2%1?)

Esta estructura ciclica estd vinculada a un autotopismo © de las clases principales descritas
por L671, L6’2, L674, L675, L6,6, L677, L6,8’ L6710, L6’11 y L6712. Atendiendo al Cuadro 1.3, todo
cuadrado latino L € £(6) paratépico a L¢ 1, Le 2, L6 4, Le,6, L7 0 a Lg 10, con un autotopismo
O € Atop(L) tal que zo = (2212,2212,2212), verifica que

scse(L) <7 <9 <lcse(L).

Por su parte, todo cuadrado latino L € £(6) paratépico a L¢ 5, Les, Le 11 0 a Lg,12, con un
autotopismo © € Atop(L) tal que zo = (2212, 2212,221?), verifica que

scse(L) <8 <9 <lesg(L).
Con vistas a probar que todas estas cotas son dptimas, consideramos el isotopismo canénico
©:=((12)(34), (12)(34), (12)(34))),

dando lugar a la siguiente ©-coloracion.

Apesar de los esfuerzos dedicados a este caso en particular, no ha sido factible abordarlo en
su totalidad en este Trabajo de Fin de Master debido a la naturaleza intrincada de sus propiedades
y relaciones. Si bien se han obtenido avances preliminares y se ha establecido una base para su
estudio, la exploracién completa de este caso requeriria una dedicacién adicional y un andlisis mds
profundo.

Por esta razon, se destaca este caso como un drea prometedora para futuras investigaciones y
trabajo en desarrollo. Se considera que un estudio minucioso de este caso podria arrojar nueva luz
sobre aspectos cruciales del mismo, contribuyendo asi al enriquecimiento de esta drea de estudio.

Exponemos, entonces, los avances obtenidos hasta el momento:

Se presentan cuatro Orbitas secundarias mondtonas por filas, cuatro orbitas secundarias monéto-
nas por columnas, cuatro orbitas secundarias mondtonas por simbolos, cuatro drbitas triviales y
cuatro 6rbitas principales.

La Proposicién 2.1 establece que cada ciclo de tamafio mayor o igual a dos del autotopismo
fijado debe ser alcanzado por alguna 6rbita.

Sabemos que el cuadrado latino contiene cuatro intercalados. Si atendemos a la estructura
ciclica propuesta para estudio, llegamos a la conclusién de que estos intercalados estardn confor-
mados bien por una 6rbita secundaria monétona por simbolos y una 6rbita principal cada uno,
o bien dos estardn formados por dos Orbitas mondtonas por simbolos y los otros dos por Orbitas
principales. Los intercalados presentes en el cuadrado son:

"
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En cuanto a las érbitas secundarias mondtonas, podemos afirmar que, tras un sencillo estudio
de casos, existen dos posibilidades: que las érbitas mondtonas, bien por filas o por columnas,
sean paralelas dos a dos, pero nunca de manera simultanea, o bien, que ninguna 6rbita secundaria
mondtona sea paralela. Luego, en funcién del caso en el que nos encontremos, se requieriran (o
no) dos entradas adicionales relativas a 6rbitas secundarias mondtonas por filas o columnas.

Por ultimo, es fécil ver que las entradas triviales conforman un cuadrado latino de orden dos.
Por (Falc6n y cols., 2021) sabemos que para que ese caso sea Unicamente O-completable se precisa
de una dnica entrada relativa a una de las drbitas triviales.

Estudiamos los distintos casos posibles, en funcién de las 6rbitas tomadas y teniendo en cuenta
los requisitos anteriores. Comenzaremos estudiando los casos en los que cada intercalado contiene
una Orbita principal y una mondétona por simbolos. Puesto cada intercalado estd conformado por
una una 6rbita principal y una secundaria mondétona por simbolos, estas érbitas podrian intercam-
biarse entre si, luego tomaremos inicialmente una entrada de cada intercalado:

e Tomar tres entradas relativas a orbitas principales y una de una orbita secundaria
monotona por simbolos

Salvo isotopismo, paratopismo y/o transposicion, las tnicas solucidnes factibles son:

Estas entradas fuerzan las siguientes:

Continuamos, entonces, afiadiendo las entradas relativas a 6rbitas monotonas paralelas por
columnas (de manera andloga, por filas) y la entrada de la drbita trivial. Salvo isotopismo,
paratopismo y/o transposicion, las inicas soluciones factibles son:
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Estas entradas fuerzan otras, dando lugar a un mismo resultado:

O O = | N W

Es fécil ver que las entradas mondtonas por filas restantes podrian intercambiarse entre si,
por tanto, debemos incluir, al menos, una entrada relativa a estas:

Es facil ver que, a excepcion del cuadrado parcial situado en la esquina inferior derecha,
el resto son Unicamente ©—completables y puede comprobarse que, en el caso superior iz-
quierdo, no existe ningun subconjunto de entradas de menor tamaio incluido en él que haga
que el cuadrado siga siendo inicamente ©—completable, luego precisa de ocho entradas.
Sin embargo, en el caso superior derecho e inferior izquierdo, se podrian eliminar una entra-
da de cada uno, a saber (1,3,2) para el superior derecho y la (1,5,2) para el inferior izquierdo,
de maera que el cuadrado seguiria siendo tinicamente ©-completable, precisando, por tanto,
solo siete entradas.

Si atendemos al caso inferior derecho, se necesitaria una entrada mds para que fuese Unica-
mente ©-completable. Mediante un estudio de casos, podemos ver que independientemente
de la 6rbita tomada, nos encontraremos ante conjuntos criticos de tamaiio siete y ocho.
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e Tomar dos entradas relativas a érbitas principales y dos a drbitas secundarias monéto-
nas por simbolos

Salvo isotopismo y/o transposicion, las tinicas solucidnes factibles son:

Se puede comprobar que al afiadir las entradas relativas a las érbitas monétonas por co-
lumnas (andlogamente filas) y la entrada de la drbita trivial, nos encontraremos en alguno
de los casos anteriores. Luego se precisan siete u ocho entradas para que el cuadrado sea
unicamente ©—completable.

e Tomar tres entradas relativas orbitas secundarias monétonas por simbolos y una de
una orbita principal
Este caso es anélogo al estudiado en el primer punto, luego volveriamos a encontrarnos con
conjuntos criticos de tamaiio siete y ocho.

e Tomar cuatro entradas relativas a orbitas principales o cuatro secundarias monoétonas
por simbolos.

Este caso darfa lugar a un cuadrado latino parcial que no seria inicamente ©-completable
pues las orbitas mondtonas por simbolos (andlogamente, las Orbitas principales) podrian
intercambiarse entre si. El estudio de este caso nos conduce a uno de los anteriores.

Hasta el momento hemos logrado demostrar que el tamafio minimo de conjunto critico osci-
lard entre siete y ocho entradas si se respetan los requisitos expuestos al comienzo de este estudio.
Si bien es cierto que en el caso de siete entradas existia un intercalado completamente vacio, seria
conveniente estudiar qué sucederia al dejar dos o mds intercalados vacios.

e Dejamos dos intercalados vacios Salvo isotopismos, paratopismos y/o transposiciones,
encontramos las siguientes soluciones factibles:
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Anadimos la entrada relativa a la 6rbita trivial e incluimos aquellas entradas que puedan ser
forzadas:

Ot O Tl O

Puesto que los cuadrados parciales anteriores no son tnicamente ©-completables, afiadire-
mos entradas relativas a orbitas monétonas por filas o columnas segtin corresponda. Salvo
isotopismos, paratopismos y/o transposiciones, las soluciones factibles son las siguientes:

Ot O Ot O

Completamos con entradas forzadas en aquellos casos que lo permitan:
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6
5

Ot O

Debido a que los cuadrados parciales anteriores siguen sin ser Unicamente ©@-completables,
afladiremos una nueva entrada relativa a una drbita secundaria monétona por filas o co-
lumnas, asi como las entradas forzadas que surjan. Salvo isotopismos, paratopismos y/o
transposiciones, las soluciones factibles son las siguientes:

Ol O M| N

Ot O =N Ol O M| N O O —| N Ot O | >~ Ot O O |
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Como puede verse, los cuadrados siguen sin ser inicamente ©-completables. En funcién
del caso, deberemos afiadir de una a dos entradas adicionales relativas a érbitas monétonas
por filas o columnas para conseguir que lo fuese.

Como se menciond al comienzo de este apartado, se trata de un estudio en desarrollo. Si bien
es cierto que la mayoria de cuadrados parciales mostrados anteriormente tienden a contener
conjuntos criticos con siete u ocho entradas, no podemos asegurar que esto se cumpla para
todos los casos. De hecho, mediante el uso del c6digo desarrollado en (Gonzalez-Regadera,
2022), sabemos que existe, al menos, un conjunto critico con nueve entradas. Este conjunto
es: {(1,3,2), (1,6,4), (3,3,3),(3,4,6), (3,6,2), (5,1,4), (5,5.5), (6,1,2), (6,3,4)}.



CAPiTULO O

Conclusiones y desarrollos futuros

El presente Trabajo de Fin de Master ha sido un viaje de descubrimiento y avance en la teoria
de autotopismos de cuadrados latinos de orden seis, asi como en la construccién y optimizacién de
conjuntos criticos asociados. A lo largo de esta investigacidn, se ha logrado proporcionar una con-
tribucién sustancial al campo, abordando un 4rea previamente inexplorada y ofreciendo resultados
novedosos que enriquecen los existentes.

El objetivo principal de este trabajo ha sido demostrar, de manera rigurosa, la optimalidad de
las cotas establecidas en el Trabajo Fin de Grado (Gonzélez-Regadera, 2022) relativas al tamafio
de los conjuntos criticos asociados a autotopismos no triviales de cuadrados latinos de orden seis.
A través de un estudio computacional estadistico exhaustivo, previamente realizado por el autor
del presente manuscrito, se habian obtenido cotas para el menor y mayor tamafio posible de dichos
conjuntos criticos.

En total, de los 17 casos distintos presentes en el Cuadro 6.1, se ha logrado un anélisis deta-
llado y demostracion completa para 13 de ellos, hecho que ha permitido validar gran parte de las
cotas previamente obtenidas mediante el estudio estadistico. Estos resultados representan un hito
significativo en el estudio de conjuntos criticos y autotopismos no triviales de cuadrados latinos de
orden seis, ya que, hasta la fecha, no existia literatura previa que abordara de manera exhaustiva
esta temdtica. Destacaremos las estructuras ciclicas estudiadas de manera exahustiva marcandolas
en negrita sobre el Cuadro 1.3 en la siguiente pagina del documento.

Sin embargo, durante el transcurso de esta investigacion, se han identificado ciertos casos que,
debido a su complejidad y la limitacién de tiempo, bien no pudieron ser abordados o bien no se
hizo de manera exhaustiva. No obstante, se reconocen como areas de gran interés y relevancia
para futuras investigaciones. Estos casos se dejardn como tépicos de estudio en desarrollo, con el
propdsito de explorar y comprender més profundamente sus propiedades y relaciones matemaéticas
en un futuro trabajo. Se confia en que la continuidad de esta investigacién ampliard nuestro cono-
cimiento sobre los conjuntos criticos asociados a autotopismos no triviales de cuadrados latinos
de orden 6, contribuyendo asi al avance de la teoria de grupos y la combinatoria en esta érea.

En resumen, este trabajo ha logrado consolidar y demostrar la optimalidad de varias cotas es-
tablecidas para conjuntos criticos asociados a autotopismos no triviales de cuadrados latinos de
orden seis. El estudio exhaustivo de 13 casos y la obtencién de resultados representan un aporte
novedoso y relevante en esta drea de investigacion. Se espera que este trabajo inspire futuras inves-
tigaciones y brinde una base sélida para futuros avances en la teoria de autotopismos y conjuntos
criticos de cuadrados latinos de orden seis y superiores, estableciendo asi un precedente para el
desarrollo de este campo.
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Cuadro 6.1: Estructuras ciclicas estudiadas exhaustivamente en el presente trabajo.

(Gonzélez-Regadera, 2022)

Cota superior

Cota inferior

n O € Atop(Le.n) 2o scso(Lo.n) leso (Lo.n) Referencia
1 (Ide,Ide,Idg) (18,15,15) 11 17 (Adams y cols., 2003)
((36)(45), (36)(45), (36)(45)) (2212,22,12,2212) 7 9
((12)(35)(46), (12)(34)(56), Ide) (23,28,16) 9 10
((12)(34)(56), (12)(35)(46), (36)(45)) (2°,23,2212) 7 8
2 (Idg,Idg, Idg) (16,16,16) 12 18 (Adams y cols., 2003)
((23)(45), (23)(45), (23)(45)) (2212,2212,2212) 7 9
((14)(25)(36), (14)(26)(35), Ids) (23,23,19) 9 10
((14)(26)(35), (14)(25)(36), (23)(56)) (2,23, 2212) 7 8
((456), (456), (456)) (313,313,313) 8 9
((123)(456), (15)(26)(34), (163524)) (32,23, 6) 4 4
((132)(465), (123)(456), Idg) (32,32,19) 8 8
((123)(456), (132)(456), (465)) (32,32,313) 6 7
((142635), (153426), (13)(46)) (6,6,2212) 4 4
((142536), (143526), (456)) (6,6,313) 3 3
3 (Ids,Ids,Idg) (16,16,16) 11 16 (Adams y cols., 2003)
((456), (123), (123)) (313,313,313) 8 9
((14)(26)(35), (15)(26)(34), (12)(45)) (23,23,2212) 6 8
((123)(465), (132)(465), Ids) (32,32,19) 8 8
((123)(456), (123)(465), (132)) (32,32,313) 6 6
((153624), (152634), (13)(45)) (6,6,2212) 4 4
4 (1dg,Tds,Ids) (16,16,16) 9 17 (Adams y cols., 2003)
((23)(45), (23)(45), (23)(45)) (2212,2212,2212) 7 9
((16)(25)(34), (16)(25)(34), Ide) (23,23,16) 9 10
((14)(25)(36), (15)(26)(34), (23)(45)) (22,2°,2212) 6 8
((123)(465), (16)(25)(34), (153624)) (32,23, 6) 4 4
((123)(465), (132)(456), Ide) (32,32,19) 8 8
((123)(465), (123)(465), (132)(456))  (32,3%,32) 4 5
((142635), (153624), Id¢) (6,6,16) 5 5 Teorema 1.7
((142635), (142635), (123)(465)) (6,6,32) 3 3
5 (Idg,Idg,Idg) (16,16,16) 10 17 (Adams y cols., 2003)
(Ide, (15)(24)(36), (15)(24)(63)) (16,23 23 9 10
((12)(45), (23)(46), (12)(45)) (2212,2212,2212) 8 9
((345), (123)(465), (123)(465)) (313,32 32) 4 6
((345), (143526), (143526)) (313,86, 6) 3 3
((12)(45), (15)(26)(34), (14)(25)(36)) (2212,32,32) 6 8
6 (Idg,Ids,Ids) (16,16,16) 11 17 (Adams y cols., 2003)
((23), (12)(34)(56), (12)(34)(56))  (21%,2%,2%) 7 9
((25)(34), (25)(34)(25)(34)) (2212,2212,2212) 7 9
((354), (124)(365), (124)(365)) (313,32, 32) 4 6
((2453), (2453), (2453)) (412, 412 ,412) 5 6
((354)(12), (164325), (134526)) (321,6 6) 2 3
((12345), (26543), (12345)) (51,51,51) 3 4
7 (Ide,Idg,Idg) (16,18, 16 11 17 (Adams y cols., 2003)
((12)(56), (14)(35), (24)(36)) (2212, 2212 ,2212) 7 9
((15)(26)(34), (15)(26)(34), Ide) (23,28,1°) 9 10
((14)(26)(35), (15)(24)(36), (13)(45)) (23,23 2212) 6 8
((123)(456), (164)(235), (136)(254)) (32,32,32) 4 5
((142536), (136542), (163)(245)) (6,6,32%) 3 3
8 (Idg,Ids,Idg) (16,16,16) 10 17 (Adams y cols., 2003)
((12)(34), (14)(36), (24)(56)) (2212,2212,2212) 8 9
((1234), (2653), (1234)) (41%,412%,412) 5 6
((24), (14)(23)(56), (14)(23)(56))  (21%,23,2%) 7 9
9 (Idg,Ids, Ids) (16,16,16) 10 17 (Adams y cols., 2003)
((13)(24)(56), (12)(34)(56), (16)(23)) (2°,2%,2212) 6 8
10 (Ide,Ids,Ide) (16,16,16) 10 17 (Adams y cols., 2003)
((34), (14)(23)(56), (14)(23)(56)) (21,23,2%) 7 9
((12)(34), (25)(36), (12)(34)) (2212,2212,2212) 7 9
11 (Ide,Ids,Idg) (16,16,16) 10 17 (Adams y cols., 2003)
((12)(35), (12)(56), (16)(34)) (2212,2212,2212) 8 9
12 (Ide,Ids,Ide) (16,16,16) 11 17 (Adams y cols., 2003)
(Ide, (126)(345), (126)(345)) (16,32,32) 8 8
((34), (13)(24)(56), (13)(24)(56))  (21%,23,2%) 7 9
((45), (132465), (132465)) (214,6,6) 4 5
((345), (345), (345)) (313,313,313) 8 9
((345), (126)(354), (126)(354)) (313,32,32) 6 7
((12)(35), (26)(34), (12)(35)) (2212,2212,2212) 8 9
((354)(12), (132564), (142365)) (321,6,6) 3 3




Glosario de simbolos

Atop(L)
Co
dg

lesg (L)

L(n)

[n]

OI‘b@((’L', jv k))
scso(L)

El grupo de autotopismos de un cuadrado latino L.

El ©-conjunto critico que buscamos en cada caso de estudio.

El nimero de ciclos de longitud ¢ en la descomposicion en ciclos
disjuntos de una permutacion 7.

El tamafio mayor de todo ©-conjunto critico de un cuadrado latino L.
El conjunto de cuadrados latinos con entradas en el conjunto [n].

El conjunto {1,...,n}.

La ©-6rbita de una entrada (1, j, k).

El tamafio menor de todo ©-conjunto critico de un cuadrado latino L.

54



indice de cuadros

1.1 Numero de cuadrados latinos en funcién de su tamafon . . . . ... ... ... 3

1.2 Menor y mayor tamafio de ©-conjuntos criticos de cuadrados latinos de orden
n€{2,3,4,5}. . .

1.3 Cotas del menor y mayor tamafio de ©-conjuntos criticosen £(6). . . . . . . .. 11

6.1 Estructuras ciclicas estudiadas exhaustivamente en el presente trabajo. . . . . . . 53

55



indice de figuras

1.1 (a) Cuadrado latino de Ahmad al-Buni (Fuente: (al Buni, 1980)). (b) Cuadrado
latino de por Ramén Llull (Fuente: Ars Demostrativa de la edicion latina de Ma-
guncia, 1722, vol.IIl). . . . . . . . . . . .

1.2 Cuadrado greco-latino (Fuente: Wikipedia) . . . .. ... ... ... ... ...

56



Referencias

Adams, P, Bean, R., y Khodkar, A. (2003, 08). A census of critical sets in the latin squares of
order at most six. Ars Combinatoria, 68.

al Buni, A. (1980). Shams al-ma‘arif al-kubra wa-lataif al-‘awarif. al-Maktabat al-Sha‘biyah.
Descargado de https://books.google.es/books?id=eSclwAEACAAJ

Bose, R., Parker, E., y Shrikhande, S. (1960). Further results on the construction of mutually ortho-
gonal latin squares and the falsity of euler’s conjecture. Canadian Journal of Mathematics,
12, 189-203.

Colbourn, C. J. (1984). The complexity of completing partial Latin squares. Discrete Appl. Math.,
8(1), 25-30. Descargadode https://doi.org/10.1016/0166-218X(84) 90075
-1 doi: 10.1016/0166-218X(84)90075-1

Colbourn, C. J., Colbourn, M. J., y Stinson, D. R. (1984). The computational complexity of
recognizing critical sets. En Graph theory, Singapore 1983 (Vol. 1073, pp. 248-253).
Springer, Berlin. Descargado de https://doi.org/10.1007/BFb0073124 doi:
10.1007/BFb0073124

Curran, D., y Van Rees, G. H. J. (1979). Critical sets in Latin squares. En Proceedings of the
Eighth Manitoba Conference on Numerical Mathematics and Computing (Univ. Manitoba,
Winnipeg, Man., 1978) (pp. 165-168). Utilitas Math., Winnipeg, Man.

Donovan, D., y Howse, A. (1998). Critical sets for Latin squares of order 7. En (Vol. 28, pp.
113-123). (Papers in honour of Anne Penfold Street)

Falcén, R. M. (2006). Latin squares associated to principal autotopisms of long cycles. application
in cryptography. Proceedings of Transgressive Computing 2006: a conference in honor of
Jean Della Dora., 213-230.

Falcon, R. M. (2011). The set of autotopisms of partial latin squares. Discrete Math., 313,
1150-1161.

Falcon, R. M., Johnson, L., y Perkins, S. (2021). A census of critical sets based on non-trivial
autotopisms of latin squares of order up to five. AIMS Math., 6, 261-295.

Gonzélez-Regadera, M. (2022). Estudio de cuadrados latinos para su aplicacion en un protocolo
criptogrdfico de comparticion de secretos. Trabajo Fin de Grado de Ingenieria Informatica
- Tecnologias Informaticas. Universidad de Sevilla.

Hulpke, A., Kaski, P., y Ostergérd, P. (2011). The number of Latin squares of order 11. J. Math.
Comp., 80, 1197-1219.

Ibadez, P. (2015). Cuadrados latinos, matemdticas y arte abstracto. Cuaderno de Cultu-
ra Cientifica. Descargado de https://culturacientifica.com/2015/01/14/
cuadrados—-latinos-matematicas-y—-arte—abstracto/

Kolesova, G., Lam, C. W. H., y Thiel, L. (1990). On the number of 8 x 8 Latin squares. J. Combin.
Theory Ser. A, 54(1), 143-148.

McKay, B. D., Meynert, A., y Myrvold, W. (2007). Small Latin squares, quasigroups, and loops.
J. Combin. Des., 15(2), 98—-119.

Nelder, J. (1977). Critical sets in latin squares. J. Combin. Des..

Smetaniuk, B. (1979). On the minimal critical set of a Latin square. Utilitas Math., 16, 97-100.

57



