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Resumen

En la memoria expuesta a continuacion, queremos hacer una revision de las fun-
ciones de variacion acotada en distintos espacios. Comenzaremos las funciones de
variacion acotada en un intervalo cerrado y acotado de R. A partir de ellas, podremos
generalizar este concepto a funciones definidas en un abierto de R.

En el segundo capitulo, estudiaremos las funciones de variacién acotada en un abierto
de RY. Para definirlas, nos apoyaremos en la idea de derivada débil y los espacios
de Sobolev. El Teorema de Representacion de Riesz nos caracterizara la derivada de
estas funciones en el sentido de las distribuciones.

Esta disertacion finalizard con las funciones de variacion acotada en espacios métri-
cos. Para ello, nos inspiraremos en resultados que veremos en el capitulo anterior y
usaremos las funciones Lipschitz localmente. Ademas, a lo largo del capitulo, iremos
viendo qué minimas condiciones debemos imponer al espacio para poder definir la
variacién de una funcion en este contexto.

Abstract

In the dissertation presented below, we want to do a general study about functions
of bounded variation on different spaces. We will start with functions of bounded
variation on a bounded closed interval of R. Based on this concept, we will generalise
it to functions defined on an open set of R.

In the second chapter, we will study functions of bounded variation on an open set
of R%. In order to define them, we will use the idea of weak derivative and Sobolev
spaces. Riesz” Representation Theorem will caracterise the distributional derivative
of these functions.

The dissertion will end with functions of bounded variation on metric spaces. For
this purpose, we will be inspired by some results we will see in the previous chapter
and we will be using locally Lipschitz functions. Furthermore, we will evaluate which
minimal conditions will be needed to set in order to define the variation of a function
in this context.



Introduccion al Analisis en
Espacios Métricos

El Anélisis en Espacios Métricos es un campo activo e independiente dedicado (entre
otras cosas) al estudio del concepto de la diferenciabilidad en espacios métricos. Por
ejemplo, inspirados el Teorema Fundamental del Calculo, los matematicos Heinonen
y Koskela proponen la idea del gradiente superior como sustituto de la derivada de
una funcién definida en un espacio métrico rectificablemente conexo (X, d).

Si (X, d) es un espacio métrico rectificablemente conexoy f : X — R es una funcién,
diremos que una funcién medible Borel g : X — [0, +00) es un gradiente superior
de f si verifica:

If(:v)—f(yﬂé/gdsw,

Y

para todo =,y € X y para toda curva rectificable v : [a,b] — R con y(a) =z y
7 (b) =y, donde s, es la medida de longitud de arco inducida por 7.

La nocién de gradiente superior generaliza la norma del gradiente de una funcion de
clase C'. En el caso de funciones localmente Lipschitz en un espacio métrico (X, d),
podemos definir de manera explicita una funcién que, bajo ciertas consideraciones
sobre el espacio métrico, esta se comporta como un gradiente superior. Dados (X, d)
un espacio métrico y f € Lip,,. (X), definimos la constante Lipschitz inferior de f
como la funcién lip f: X — [0, +00) dada por:

hp f (IL‘) — lminf SupyGB(x,r) ‘f (y) - f ($)| '

r—0t r

En este trabajo, pondremos especial interés en las funciones de variacién acotada y
la revision de este concepto en distintos ambitos. Comenzaremos con la definicién
de clasica de funcién de variacién acotada en R definida en un intervalo cerrado y
acotado. Estas verificaran condiciones de regularidad muy fuertes como es la diferen-
ciabilidad en el sentido clasico. Esto motivard a estudiar el concepto de la derivada
débil. Seguidamente, nos adentraremos en el estudio de las funciones de Sobolev que
nos permitird dar el paso a las funciones de variacién acotada en R%. El Teorema de
Representacion de Riesz nos describira estas funciones como aquellas cuya derivada
distribucional es una medida vectorial Radon finita. Inspirados en las propiedades



y resultados que se cumplen para funciones de variaciéon acotada en R?, daremos
la definicién de funcién de variaciéon acotada en espacios métricos. Es aqui donde
entraran en juego las funciones localmente Lipschitz. A lo largo del capitulo, nos in-
teresard qué propiedades minimas de regularidad debemos suponer sobre el espacio
métrico medible para que las cosas funcionen. Esos espacios los conoceremos como
espacios métricos “buenos”. Al igual que en el caso de R?, la medida de variacién
serd una medida Radon finita.

Existe una clase de conjuntos que tienen mucha relevancia en el estudio de las
funciones de variacion acotada: los conjuntos de perimetro localmente finito. Diremos
que un conjunto medible Borel E es de perimetro localmente finito si la funciéon yg
es de variacién acotada localmente. En el caso (X,d,u) = (Rd,de,md), se puede
probar que la medida de variacién (o medida perimetral en este caso) es la medida
de Hausdorff (d — 1)-dimensional concentrada en un conjunto de la frontera de E
conocido como frontera reducida de E y se denota como 0*E (véase [2], Seccién
5.7). Analogamente, bajo ciertas condiciones de regularidad sobre el espacio métrico
medible (X, d, ), se puede probar que la medida perimetral tiene densidad 6 (una
cierta funciéon medible Borel no negativa) respecto de la medida de Hausdorff (d — 1)-
dimensional y estd concentrada en la frontera reducida (véase [3], [6] 6 [14]).

En este trabajo, no llegamos a desarrollar las propiedades de las funciones de va-
riaciéon acotada expuestas en este tltimo parrafo ya que se pretendia entender estos
espacios desde sus definiciones clasicas. A los espacios de variacién acotada sobre
espacios métricos, le dedicamos el iltimo capitulo donde mostramos una de las tres
formas naturales en que se han introducido en la literatura reciente (véase [6], [14]
y [15]). Estas tres formas de introducir estos espacios se corresponden con las tres
formas naturales de introducir los espacios de Sobolev. En [14] y [15], se probd que
todas ellas son equivalentes. Se puede probar también que las funciones de WhH!
corresponden a las funciones de variacion acotada cuya medida de variacion es ab-
solutamente continua respecto a la medida del espacio medible (véase [15], Seccién
8.5). Para el lector que necesite revisar conceptos referentes a la Teorfa de la Medida,
puede acudir a [2], [7] y [11].



Capitulo 1

Funciones de variacion acotada en
R

1.1. Introducciéon

Este capitulo versara sobre el estudio general de las aplicaciones de variacion acotada
de un intervalo (cerrado o abierto) en R o, de forma més general, en un espacio
métrico (X, d).

Recordemos que dado un intervalo [a, b], una particién es un subconjunto finito de
puntos {t;};_, C [a,b] tal que a =ty < t; < ... < t,—1 < t, = b. Denotaremos por
Z ([a,b]) al conjunto de todas las particiones del intervalo [a, b].

Sean (X, d) un espacio métrico, v : [a,b] — X una curva (esto es, una aplicaciéon
continua) y P = {t;};_, € & ([a,b]). Definimos la longitud de ~ respecto de la
particion P como la siguiente cantidad:

(v, PY=2 d(f (t:), ] (ti))
i=1
Diremos que 7 es una curva rectificable si se cumple que:

l(y) :==sup{l(y,P)|P € & ([a,b])} < +oo.

En cualquier caso, diremos que £ (7) es la longitud de ~.

Como podemos observar, en la definiciéon de curva rectificable, no interviene de
ningtin modo la continuidad de la aplicacién mas alla de que v sea una curva. Esto
motiva a dar una extension natural que es el concepto de aplicacion de variacion
acotada.

Emplearemos m* para denotar a la medida exterior de la que proviene la medida de
Lebesgue 1-dimensional la cual escribiremos como m.
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En este capitulo, pondremos especial interés en funciones reales de variacién acotada
y veremos que estas son diferenciables en m-casi todo en el sentido clasico. Para ello,
necesitaremos los conceptos de limites y derivadas superior e inferior.

1.2. El espacio BV ([a, b))

Empezaremos introduciendo el concepto de aplicacién de variacién acotada. Pos-
teriormente, daremos algunas propiedades que verifican las mismas y finalizaremos
viendo que, cuando el espacio de llegada X es un espacio de Banach, podemos dotar
al espacio de aplicaciones de variacion acotada de una norma que sera completa.

Definicién 1.1. Sean (X, d) un espacio métrico, f : [a,b] — X una aplicacién y
P={t;}_, € Z(la,b]). Se define la variacién de f en [a, b] respecto de la particién
P como el valor:

Vi (£ P) =3 d(f (8, f (i)

Ademds, definimos la variacién de f en [a, b] como sigue:

VY (f) =sup{V}(f,P)|P € Z(la,b])} €0,40q].

a

Otra notacién para V. (f) es Viay (f). Por convenio, se define V. (f) 0. Diremos
que f es de variacién acotada en [a,b] si VP (f) < +oo0.

El conjunto de aplicaciones de variacién acotada en [a,b] lo denotaremos como
BV ([a,b], X). Si no hay lugar a confusion, escribiremos BV ([a, b]).

Proposicién 1.1. Sean (X, d) un espacio métrico y f : [a,b] — X una aplicacién.
Se verifican las siguientes propiedades:

1. Si [e,d] C [a,b], entonces V2 (f) < V2 (f). En consecuencia, si f € BV ([a,b]),
entonces f € BV ([c,d]).

2. Para todo ¢ € (a,b), se tiene que V2 (f) = Ve (f) + V2 (f).

3. Si(X,d) =(R,d.) y f € BV (|a,b]), las funciones g : x € [a,b] — V7 (f) € R
yh:xz€la,b — VZ(f)— f(z) €R son crecientes.

4. Si (X,d) = (R,d.) y f es una funcién creciente (resp. decreciente), entonces
f es una funcién de variacién acotada y V? (f) = f (b) — f (a) (resp. V? (f) =
f(a) = f (b))

5. Si (X, d) es un espacio métrico inducido por una norma ||-|| sobre X, a € K
v g : [a,b] — X es otra aplicacién, entonces VP (a-f) = |a| - VP(f) v
VO (f+g) < VE(f)+ VP(g). En consecuencia, BV ([a,b]) es un espacio vec-
torial con las operaciones usuales de suma y producto por escalar.

Demostracion.



1. Sea Q = {t;};_, € Z (|e,d]). Entonces P = {a} UQU {b} € & ([a,b]) y:

VA(£,Q) < d(f (a), f (t) +VE (£, Q) +d (f (b), f (ta) = V' (f. P) S Vi (f).

Tomando el supremo en @ € £ ([c, d]), nos queda que V2 (f) < VLI (f).

2. Seace (a,b)y P={t;}_, € Z ([a,b]). Entonces existe iy € N,,_;U{0} tal que
tiy < ¢ < tigr1- Luego Q = {ti}iozo U{c} € Z(la,c]), R={c}U {ti}?:io+1 ue
P (la,e]) y d(f (i), [ (tig1)) < d(f (), f(€) + d(f (), f (fig41)). Luego:

Vo (fP) SVE(F,Q) + VI (fLR) S VE(N) +V2 ().

Tomando el supremo en P € &2 ([a, b]), nos queda que V.? (f) < Ve (f)+VE (f).

Sean @ = {t:i}_, € Z([a,]) y R = {s;}]-; € & ([c,}]). Entonces P =
QURe Z([a,b]) y:

Vi (L Q)+ VI (f,R) =V (L P) <V (f).

Fijado R, tomamos el supremo en @ € & ([a, c]). Luego:

Vi () + Vi (f,R) < V7 (f).

Ahora, tomamos el supremo en R € & ([¢,b]) y deducimos que:

VA + V2 SV,

Por tanto, V' (f) = Vi (f) + V2 (f).

3. Sean z,y € [a,b] con @ < y. Por 1, g(x) = V() < V2 (f) = g (). Luego, g
es creciente. Por otro lado, usando 2, se tiene lo siguiente:

VI =2 V(A })
(y) = f(z).

En consecuencia:

hiz) =V ()= fx)=g@)—f(@)<g)—fW)=VI(f)—f)=h(y).

Por tanto, h es creciente.



4. Sea P = {t;}!" , € & ([a,b]). Entonces:

3
3

V) (f,P) :Z|f(ti)_f(ti—1)| =2 ([ (t:) = f(tia)) =T (b) = f (a),

donde estamos utilizando que f es creciente. Claramente, tomando el supremo
en P € 2 ([a,b]), se tiene que VP (f).

Si f fuese decreciente, entonces — f es creciente y V.? (f) = V» (= f). Por tanto,

VO =V (=) =—f(B) — (=f(a) = f(a) — F (B).

5. Sea P = {t;};_, € Z([a,b]). Si a = 0, entonces es trivial que V! (a- f) =
la| - V2 (f). Supongamos que a # 0. Entonces:

ZH@ )—a- fti)ll=lal- lef -1l

=\Oé|-ch’(f,P)§|a|-V;b( )=|Oé|~Vab( teaf)
<lal-(Ja|" -V (a- f)) =V (a- f).

L (f+gP Z I(f (t:) = (f (tic1) — g (ti-1))l]

< Z 1f (&) = f ()l + Z g (t:) — g (tia)l|

=V P) V(9. P) S V() + V2 9).

Tomando el supremo en P € & ([a, b)), nos queda que:

Vab(a'f)g|Oé|'vab(f>§‘/ab(a'f)‘
Vo(f+9) <SVI(H+Vi(9).
Por tanto, V? (- f) = |a] - V2 (f) y VP (f +9) S V2 (f) + V2 (9).

]

Sean (X, d) un espacio métrico y 7 : [a,b] — X una curva rectificable. Usando la
Proposicién 1.1, sabemos que la funcién ¢, : ¢t € [a,b] — £ (’y|[a7t]> € [0,£()] es
creciente. El siguiente lema probara que es continua:

Lema 1.1. En las condiciones anteriores, la funcién ¢, es continua en [a, b].
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Demostracién. Como £, es creciente, para todo ty € [a,b) y para todo ty € (a, b]
existen los limites laterales que denotaremos como £, ( ar) y /{ (t ) Por reduccion
al absurdo, supongamos que existe ¢y € [a,b) tal que ¢, (t ) . (to) > 0 > 0. Sea
to < t1 < b. Entonces:

(Vo)) = b (1) = £ ()

= (& () = 6 () + (6 (85) — € (t0))
>0+4+0=09.

Como £, (t1) — &, (to) = Ly, ., (t1) > 0, existe P = {si}i_y € P ([to, t1]) tal que:

Si > o d(y(si),v(siz1)) > 9, sea ty := s1. En caso contrario, supongamos que
Yoo d(v(si),v(si1)) < 0. Sea {s"}, .y C (to,s1) una sucesion decreciente a t.
Por la continuidad de ~, obsérvese lo siguiente:

ll;m d(v(s"),v(s1)) +Zd (si-1) Zd (si—1)) > 0.

Necesariamente, existe to € (tg,t1) tal que:

§<d(y(ts),y(s1)) + Zd (5i1)) < (ﬂmm) .

Repitiendo el procedimiento con ty y to y razonando de forma inductiva, para cada
n € N construimos {t;},_, C (to,b) con t; > t;11 para todo k € N,,_; de forma que

14 (7’[tk,tk+1]> > 9. En consecuencia:

1 (7’[to,t1]> =/ (7|[t0t ) ZE (”y| o 1]> >n-0 "= 4oo0.

Hemos llegado a una contradiccién con que 7 sea una curva rectificable. Por tanto,
ly(to) = £, (t{). De forma andloga, probamos que ¢, ( 0) = 4, (ty) para todo

fo € (a,b]. Por tanto, ¢, es continua. ]

Definimos £ : [0, £ ()] — [a,b] como sigue:

(-1 (t) == sup {s € [a,b]|¢, (s) =t} = max {s € [a,b]|(, (s) = t},

Y
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donde la tltima igualdad se tiene por la continuidad de £,. Obsérvese que £ Les

continua a la derecha y sobreyectiva. Si lim, St E;l (t) = by < €;1 (to), entonces

7 es constante en [(o, (5 (tg)]. Luego, v : [0,£(y)] = X definida como 7, (s) =
v (€51 (s)) es la timica curva que verifica:

v (&) = e (& (£)) . VE € [a, b] .
Se dice que 7 es la reparametrizacion por el parametro arco de 7. Sea C,
v (la,0]) = 7 ([0,£(v)]) € Bx. Consideremos el espacio de medida (C, Bcw,sﬁ,)

donde B¢, es la o-algebra de Borel inducida por Bx en C, y s, : Bo — [O +00) la
medida finita dada por la siguiente expresion:

sy (A) =m (fy;l (A)) )

Entonces s, es la medida imagen de la medida de Lebesgue por «,. Se dice que s, es
la medida de longitud de arco inducida por v en (X, d). Por construccién, sabemos
que:

¢ (Wlea) = d=c¥ldd S 10,6()].

De aqui, podemos deducir facilmente que 7, es 1-Lipschitz. En efecto, sean s, s9 €
[0,€ ()] con s; < sy. Entonces:

e (51) =70 (32)] < £ (Yl g ) = I3 = 3]

Si g: X — [0,+00] es una funcién medible Borel, se tiene que:

£(v)
/ gdsvz/ (govy) dm
c, 0

Esta misma férmula es valida para funciones g : X — R medible Borel e integrables

en (C,, Bc,, sy).

Sea (X, ||-]|) un espacio normado. La [Proposicién 1.1| prueba ademéds que la aplica-
cién VP : f € BV ([a,b]) — VP (f) € [0,+00) es una seminorma sobre BV ([a,b]).
Sif: [a b] — X es una aplicacién tal que V. (f) = 0, entonces, para toda particién
P e Z([a,b)), se tiene que V! (f, P) = 0. Sea z € (a,b) y P = {a,z,b}. Entonces:

Vo (f.P)=If (@) = f @)l +11f () = f ()]l =0,

esto es, f(a) = f (z) = f(b). Luego, f es constante.

Definimos ||-|| 5y, : BV ([a,b]) — [0, +00) como sigue:

12



11y = [1f @Il + V2 ().

Es facil ver que el par (BV ([a,b]),||-||5y) es un espacio normado.
Teorema 1.1. En las condiciones anteriores, si (X, ||||) es un espacio de Banach,

entonces (BV ([a,b]), ||-||5y,) es un espacio de Banach.

Demostracién. Sea {f,},.y € BV ([a,b]) una sucesién de Cauchy. Entonces, para
todo € > 0, existe ng = ng (¢) € N tal que para todo n,m € N con n,m > ng, se
cumple lo siguiente:

1fo = Fullpy = 1fa (@) = fun (@I + V5 (fu = f) <€

Usando que ||f, (a) — fm (a)|| < ||fn — fmllgy para todo n,m € N, tenemos que
|| fn (@) = fr (@)]] < € para todo n,m > ng. Sea P = {a, b} € 2 ([a,b]). Como
VO (fo— fm, P) < VP (fu — fm), entonces:

H(fn (b) - fm (b)) - (fn (a> - fm (CL))H < E,Vn,m 2> .

Usando la desigualdad triangular inversa, tenemos que:

1 (0) = fon (O] < &+ [[fn (@) = fim ()] < 2-€,¥n,m = ng.

Sean = € (a,b) y Q = {a,z,b} € Z([a,b]). De nuevo, como VP (f, — fm, P) <
VO (fn — fm), tenemos que:

|(fn (2) = fin (%)) = (fu (@) = fm (@))]]
+H{|(fn (0) = fin (0)) = (fn (2) = fin (2))I] < &,¥n2,m = 0.

De nuevo, empleando la desigualdad triangular inversa, nos queda que:
2-|[fn (@) = fou ()] < €+ [[fn (@) = fin (@)l + [[ e (B) = fim (D)
<e4+e+2-e=4-¢,Yn,m > nyg.

Simplificando:

||fo () = frn ()] < 2-€,Vn,m > nyg.

Por tanto, para todo = € [a,b], {f, (%)}, cy s una sucesién de Cauchy en (X, ||-|]).
Usando que (X, ||-||) es un espacio de Banach, existe f : [a,b] — X tal que:

13



f(z) = lim f, (z),Vz € [a,b].

n—oo

Tenemos que ver que f € BV ([a,b],X). Sea P = {t;}_, € & ([a,b]). Entonces:

Py =3 OIF (6) = £ (6)ll € DI () = fi @I+ 3 1 () = fi (1)
+Z||fk (tic1) — f(tic1)]] < ZHf(tz‘) — fi (8]

+ ) e (timr) = f i)l + VY (fi, P) -

Por ser {fi},cy una sucesién de Cauchy en (BV ([a,b]), ||||5y), existe ko € N tal
que, para todo k € N con k > ky, se tiene que V? (fr, — fx,) < 1. Usando que V! es
una seminorma sobre BV ([a,b]) y la desigualdad triangular inversa, tenemos que

VO (fr) <1+ V2 (fy) para todo k > ko. Luego, para todo k € N, Vb (f,) < M :=
méx {1+ V2 (fr,) . V2 (f1), ., V2 (fro-1)} < +00. En consecuencia:

Vf(f,P)SZIIf(ti) ||+Z||f i-1) = Ji (i)l + M.

Tomando limites cuando k — oo, tenemos que V2 (f, P) < M pues limg_.o fr () =
f () para todo = € [a,b]. Tomando el supremo en P € & ([a,b]), nos queda que
VP (f) < +oo. En consecuencia, f € BV ([a,b]).

n—o0 n—oo

Falta probar que ||f, — f||BV = 0. Sabemos que ||f, (a) — f(a)|| "= 0. Luego,
basta ver que V2 (f, — f) "= 0. Fijado € > 0, existe ky € N tal que para todo
k,l € N con k,l > ng y para todo P = {t;}_, € & ([a,b]), se cumple lo siguiente:

- fuP Z [1(fe (2 (t:)) = (fe (tica) = fo (tiza))]
< V;’ (fe = fi) <

Fijado k, tomando limites cuando [ — oo, tenemos que V. (f, — f, P) < ¢ para todo
k > ko. Ahora, tomamos el supremo en P € & (|a,b]) y nos queda que V! (fy — f) <

e para todo k > ky. Por tanto, V2’ (fx — f) 2000 que es lo que queriamos probar.

Por tanto, (BV ([a,b]),||-|| 5/) es un espacio de Banach. O

El siguiente teorema nos dard una caracterizacion sencilla para ser una funcién de
variacién acotada.

14



Teorema 1.2. Una funcién f : [a,b] — R es de variacién acotada si y s6lamente si
es diferencia de funciones crecientes.

Demostracion.

Por el apartado 4 de la [Proposicion 1.1, sabemos que las funciones g : = €
la,b] — VP (f) e Ry h:a € a,b] = VI(f)— f(x) € R son crecientes.
Ademas, para todo x € R, se tiene que:

Trivial ya que las funciones crecientes son de variacién acotada y BV ([a, b))
es un espacio vectorial con las operaciones naturales de suma y producto por
escalar.

]

1.3. Limite superior e inferior

Antes de entrar en probar la diferenciabilidad en m-casi todo de las funciones de
variacion acotada, necesitamos revisar los conceptos de limite superior e inferior.

Definicién 1.2. Sean (X, d) un espacio métrico, A C X, f: A > Rya € A
Definimos el limite superior y el limite inferior de f en a de la siguiente forma:

liminf f (2) = Tlir(r)lJr inf {f (v)|z € (A\ {a}) N By(a,r)} €R,

r—ra

limsup f (z) = Tlir(% sup {f (z)|z € (A\ {a}) N By (a,r)} € R.

T—a

Es facil ver que liminf, ,, f (z) < limsup,_,, f (x). Sea g : A — R otra funcién. Se
pueden comprobar facilmente las siguientes propiedades:

1. liminf, ,, (¢- f (z)) = ¢ liminf,_,, f (z),Vc > 0 (se considera 0 - (—o0) = 0).
2. limsup,_,, (¢- f(z)) = c-limsup,_,, f (x),Ve > 0 (se considera 0 - (+o0) = 0).
3. liminf, ., (—f (z)) = —limsup,_,, f ().

4. limsup,_,, (—f (z)) = —liminf,_,, f (z).

5. liminf, ., (f () + ¢ (z)) > liminf, ,, f () + liminf, ,, g (z).

6. limsup, ,, (f (z) + g (z)) <limsup,_,, f (z) + limsup,_,, g (z).

En las condiciones de la definicién anterior, supongamos que (X, d) = (R, d,). Sean
A, ={recAlr>a}l y Acy = {x € Alz < a}. Siae AL, definimos:

liminf f (z) = liminf f,  (z),
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limsup f (z) = imsup f|,_ (z).

r—at Tr—ra

/

"o, definimos:

Anélogamente, si a € A

liminf f () = liminf f|, (2),
z—a~ z—a <a

limsup f (x) = Hmsup f[,_, ().

r—a T—a

Nota 1.1. En las condiciones de la definicién anterior, se tiene que:

liminf f (v) = supinf {f (z)|z € (A\ a) N By (a,7)} € R,

T—ra r>0

limsup f (z) = iggsup {f(x)|z € (A\ a)N By (a,r)} €R.

r—a
Proposicién 1.2. Sean (X, d) un espacio métrico, AC X, f: A—Rya€ A’ En-

tonces existe lim,_,, f (r) € R si y sélamente si liminf,_,, f (z) = limsup, ., f (z).
En ese caso, se tiene que:

liminf f (z) = lim f () = limsup f (z).

T—ra r—a Tr—a

Demostracion.

Sea L = lim,_,, f () € R. En primer lugar, supongamos que L € R. Entonces
fijado € > 0, existe § = d (¢) > 0 tal que para todo x € (A \ {a})N By (a,d), se
tiene que L —e < f (z) < L+ €. Luego, para todo r > 0 con r < § y para todo
z € (A\{a})NBy(a,r), se tiene que L —e < f (z) < L +¢. En consecuencia,
para todo r > 0 con r < ¢, tomando supremo e infimo en (A \ {a})N B, (a,7),
deducimos lo siguiente:

L—e<inf{f(z)|lr € (A\{a})NBy(a,r)} < L+-e¢,
L —¢e <sup{f(x)|lz e (A\{a})NBy(a,r)} < L+e.

Por tanto:

liminf f (z) = L = limsup f (x).

T—a r—a

Supongamos que L = 400. Entonces fijado M > 0, existe 6 = § (¢) > 0 tal que
para todo x € (A\ {a}) N By (a,d), se tiene que f (z) > M. Luego, para todo
r>0conr<dyparatodox € (A\ {a}) N By(a,r), se tiene que f (x) > M.
En consecuencia, para todo r > 0 con r < ¢, tomando supremo e infimo en
(A\ {a}) N By (a,r), deducimos lo siguiente:
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inf {f (x)|x € (A\{a}) N By(a, 1)} = M,
sup{f (z)|x € (A\ {a}) N By(a,r)} > M.

Por tanto:
liminf f (z) = 400 = limsup f (x).
z—a Tz—a
Razonando de manera analoga, se prueba el caso L = —o0.

Sea L = liminf,_,, f (z) = limsup,_,, f (z) € R. En primer lugar, supongamos
que L € R. Entonces fijado € > 0, existe § = § (¢) > 0 tal que, para todo r > 0
con r < ¢, se cumple que:

L—e<inf{f(x)|lre(A\{a})NByla,r)} <L +e,
L—¢e<sup{f(z)lx € (A\{a})NBy(a,r)} < L+e.
Luego, para todo = € (A \ {a})N By (a,r), se tiene que L —e < f(x) < L+e.
En conclusién, existe lim, ., f (z) = L.

Supongamos que L = +oo. Entonces fijado M > 0, existe § = §(¢) > 0 tal
que, para todo r > 0 con r < 4, se cumple que:

inf {f (x)|z € (A\ {a}) N By(a,r)} > M,
sup{f (z)|x € (A\ {a}) N By(a,r)} > M.

Luego, para todo = € (A\ {a}) N By(a,r), se tiene que f(x) > M. Por
consiguiente, lim,_,, f () = +oo.

Razonando de manera analoga, se prueba el caso L = —o0.

Corolario 1.1. Sean ACR, f: A— Ryaec A. Se cumple:
1. Si a € A, existe lim, ,,- f (z) € R si y sélamente si liminf, ,,- f (z) =
limsup,_,,- f (z). En ese caso, se tiene que:

liminf f (z) = lim f (z) = limsup f (x).
Tr—a— r—a~ —

Tr—a

2. Sia € AL, existe lim, .+ f () € R si y sélamente si liminf, ,,+ f () =
limsup,_,,+ f (). En ese caso, se tiene que:

liminf f (z) = lim f(z) = limsup f (x).

z—at z—at x—sat

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la|Proposicion 1.2y la definicion
de limites laterales superior e inferior. O
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1.4. Recubrimientos de Vitali

Para demostrar la diferenciabilidad de las funciones de variaciéon acotada en m-casi
todo, vamos a necesitar una herramienta conocida como recubrimiento de Vitali. El
teorema que nos ayudard en nuestro objetivo sera el Teorema de Recubrimiento de
Vitali.

Definicién 1.3. Sea £ C R. Una coleccién de intervalos Z es un recubrimiento de
Vitali de E si para todo e > 0y para todo x € E, existe [ =1 (¢) € Ztal que x € [
y m*(I) < e. Diremos que Z recubre E en el sentido de Vitali.

Teorema 1.3 (Teorema de Recubrimiento de Vitali). Sea £ C R con m* (F) <
400 e Z un recubrimiento de Vitali de E. Entonces, para todo ¢ > 0, existe una
coleccién finita {I;};_, C Z de intervalos disjuntos dos a dos tales que:

m* (E\CJIZ> <e.

Demostracién. Sea 7 = {T!I € I}. Fijados ¢ > 0y x € F, existe [ € Z tal que
x € Iym*(I) < e Entonces I € T verifica que z € I y m* (I) = m*(I) < e.
Por tanto, Z es un recubrimiento de Vitali de E. Supongamos que hemos probado
el resultado para I. Entonces fijado ¢ > 0, existe una coleccién finita {Ti}?zl c7Z
de intervalos disjuntos dos a dos tales que:

m” (E\072> <e.

Luego, {I;}_, C Z es una coleccién finita de intervalos disjuntos dos a dos tales que:

m* (E\O],) =m* (E\Lnﬁ,) <e.

Por tanto, podemos suponer que los intervalos de Z son cerrados.

Como m* (F) < 400, existe un abierto O C R tal que E C Oy m* (0) < m* (E)+1.
SeaZp ={l € |l C O} CT. Fijado x € E, existe r > 0 tal que (z —r,z + 1) C O.
Fijado ¢ > 0, sea [ € Z tal que z € I y m*(I) < min{r,e}. Entonces x € I,
m* (I) < ey, necesariamente, I C (x — r,x + r). Por tanto, I € Zp. Por consiguiente,
Zo es un recubrimiento de Vitali de E.

Podemos suponer entonces que Zp = Z, esto es, que los intervalos de Z estén conte-
nidos en O.

Sea Iy € Z. Si E C I, entonces hemos acabado. Supongamos que existe r € F tal
que x ¢ I;. Sea ky = sup{m* (I)|I € Z,I NI, = @}. Sabemos que k; < +00 pues
m*(I) < m*(0) < +oo para todo I € Z. Por el Teorema de Caracterizacién del
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Supremo, existe Iy € Z con I, NI; = @ tal que k—21 < m*(Iy), o, dicho de otro modo,
kit <2-m* ([2)

Inductivamente, dado n € N con n > 2, supongamos que hemos construido la
coleccién {I;}7_, € T de intervalos disjuntos dos a dos y {k;}'— C (0, +-00) con:

In <UI) = @} Vi eN,,.
j=1

ki <2-m* (Ii—H) 7VZ € Nn—l-

k; = sup {m*([) €7l

Si E C |J._, I;, entonces hemos terminado. En caso contrario, sea k, el siguiente

valor:
In (U IZ) = @} :
i=1

Al igual que antes, k, < 400 vy, por el Teorema de Caracterizaciéon del Supremo,

existe I,41 € Z con I, 11 N(U;—, I;) = @ tal que %" < m* (I41), 0, equivalentemente,

kn < 2 ‘ m* (In+1>.

k, = sup {m* (I)eZ

De esta forma, construimos una sucesién {/,}, .y € Z de intervalos disjuntos dos a
dos, y una sucesién {k, },.y € (0, +00) tal que k,, < 2-m* (I,41) para todo n € N.

Si existe N € N tal que £ C Uf\il I;, hemos terminado. En caso contrario, como
Ufil I; C O, tenemos que:

m* (G ]n> = 3 m* (I,) <m*(0) < +o0,

n=1

es decir, Y 7, m* (I,,) es una serie convergente de términos positivos. Entonces fijado
e > 0, existe N € N tal que:

Z m* (I,) < %

n=N+1
N L . : .
Afirmamos que {/;};_; € Z es una coleccién finita de intervalos disjuntos dos a dos
que verifica la conclusion del teorema.

Seax € E'\ Uf\il I;. Como Z es un recubrimiento de Vitali de £, existe un intervalo

IeZtalquexeleln (UZJL Ii> = & (esto se puede hacer tomando I € Z con

x € I tal que la longitud de I sea menor que la mitad de la distancia de = a Uf\il L).

Por reduccién al absurdo, supongamos que I N [,, = & para todo n € N con n >
N + 1. Entonces como I N (U;_, ;) = @ para todo n € Nconn > N + 1, se
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tiene que m* (I) < ky, < 2-m* (In41) "= 0, donde estamos utilizando también que
Yoo m*(I,) es convergente. En consecuencia, m* (I) = 0 lo cual es absurdo.

Sea ng = min{n € Njn > N+ 1,1 N1, # &}. Se tiene que I N [; = & para todo
i € Nyg_1ym* () < kpy—1 < 2-m*(1,,). Sea c el centro de I y ¢,, el centro del
intervalo I,,,. Entonces como I N 1,y # &, d(c,co) < 5 - (m* (I) +m* (In,)) y:

d(z,co) < d(x,c)+d(c,co) < =-m"(I)+ % ~(m* (I)+m* (I,))

N =

Sea 5 - I,, el intervalo de centro ¢y y cuya longitud es 5 - m* (1,,,). Entonces:

N 00
EN|Jrnc | 5L
=1

n=N-+1

Por tanto:

1.5. Diferenciabilidad
Recordemos que, por el [Teorema 1.2] toda funcién f : [a,b] — R es de variacién

acotada si y solamente si f es diferencia de funciones crecientes. Por otro lado,
sabemos que las funciones crecientes son de variacion acotada. Por tanto, para probar
que toda funcién de variacion acotada es diferenciable en m-casi todo, bastard con
demostrar que las funciones crecientes son diferenciables en m-casi todo.

En primer lugar, vamos a introducir el concepto de derivada superior e inferior:

Definicién 1.4. Sea f : [a,b] — R. Definimos la derivada superior de f en z € (a,b)
como sigue:

Df (z) = limsup fleth) = f(x)
h—0 h
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Del mismo modo, definimos la derivada inferior de f en = € (a,b) de la siguiente
forma:

Qf(x):lianjglff(x+h2_f(x).

Es facil ver que Df (v) < Df (x) para todo = € (a,b). Ademds, por la Proposicién
1.2, se tiene que f es derivable en x € (a,b) si y sélamente si Df (z) = Df (z) € R.

Lema 1.2. Sea f una funcién creciente en [a,b]. Entonces, para todo o« > 0 se
cumple:

(a) m* ({z € (a,)[Df (x) 2 a}) < - (f (0) — [ (a)).
(b) m* ({z € (a,b)|Df (x) = +o0}) = 0.

Demostracién. Supongamos que hemos probado (a). Entonces:
{2 € (a,b)|Df (z) = +o0} C {z € (a,b)|Df (x) > n},¥n € N.
Por monotonia, tenemos que:

m* ({z € (a,b)|5f (z) = 4o0}) <m* ({z € (a, b)}ﬁf (z) >n}).

Entonces usando (a):

m* ({x € (@,0)[DF (1) = +o0}) < - (F () ~ £ a).

Tomando limites cuando n — oo, concluimos que:

m* ({z € (a,b)|Df (z) = +o0}) = 0.

Demostremos (a). Fijado a > 0, sea E, = {z € (a,b)|Df (z) > a}. Dado o €
(0, ), consideremos la coleccién de intervalos Z dada por:

T = {e,d) C (@.b)|f () ~ f () = o (d— )}

Probemos que 7 es un recubrimiento de Vitali de E,. Fijado ¢ > 0y x € E,, se
tiene que = € (a,b) y Df (x) > a > o'. Como:

5 @) :iggsup{f(awhfz—f(w)

O<|h|<r}>o/.

Luego, para todo r > 0, se cumple que:
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prop. 1.2
prop. 1.2

sup

{f(ﬁh)—f(x)
h

O<|h|<r} > .
Entonces, para todo r > 0, existe h = h (1) con 0 < |h| < r tal que:

fleth) —fl=)

3 > .

Sea r* = min{z —a,b—x,e}. Si h = h(r*) > 0, tomando ¢ = v y d = x + h,
tenemos que [¢,d] C (a,b) y:

Despejando, f (d) — f (¢) > o/ - (d — ¢). Entonces [¢,d] € Zy d—c<e.

Sih=h(r*) <0, tomando ¢ =z + h y d = z, tenemos que [c,d] C (a,b) y:

Luego:

fld)=f(e)==(f(c) = f(d) <o (c—d).

Por tanto, f(d) — f(¢) > o (d — ¢). En consecuencia, [c,d] € Zy d— ¢ < €. Por
consiguiente, Z es un recubrimiento de Vitali.

Usando que m* (E,) < m*((a,b)) = b—a < +o0, por el|{Teorema del Recubrimiento|
de Vitalil existe una coleccién finita {[c;, d;]};_, € Z de intervalos disjuntos dos a
dos tales que:

m* <Ea \ U i, dl]> <e.

Por monotonia y subaditividad, como E, C (E, \ U, ¢, d;])UU., [c:, di], tenemos
que:

m* (Ey) < m* (Ea \ U [ci,di]> +m* (U [ci,di]> <e+m' (U [ci,di]>
=&+ zn: dz — C;.
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Como {[¢;,d;]};_, € I, para todo i € N,,, se tiene que f (d;) — f (¢;) > & - (dy — cx).
Despejando, d; — ¢; < % - (f (d;) — f (¢;)) para todo i € N,,. Luego:

n

(B < e+ SO (F (@)~ f(e)) < = (F ()~ f (@),

=1

donde la ultima desigualdad se tiene por ser f creciente. Haciendo € — 0% y, poste-
riormente, o' — a~, concluimos que:

m* (Eq) < —-(f(b) — f (a)).

Q|+

[]

Teorema 1.4 (Teorema de Diferenciacién de Lebesgue para Funciones Cre-
cientes). Si f es una funcién creciente en [a, b], entonces f es diferenciable en m-casi

todo (a,b).

Demostracién. El conjunto de puntos = € (a,b) para los cuales no existe f’(z)
viene dado por:

{z € (a,b)|Df () = +o0} U {z € (a,b)|Df (x) < Df (x) < +o0}.

Por el , sabemos que m* ({z € (a,b)|Df (z) = +o0}) = 0. Sea E =
{z € (a,b)|Df () < Df (z) < +00}. Obsérvese lo siguiente:

E= ] {z€(ab)|Df(x) < B <a<Df(zx) < +oo}.

a?/BEQ
B<a

Para cada o, 8 € Q con 8 < «, consideremos el conjunto F, g dado por:

Eop={z € (a,b)|Df (z) <B<a<Df(z) < +oo}.

Como Q es numberable, por subaditividad, basta ver que m* (Enp) = 0 para todo
a,f € Qcon 0 < f < a. Por ser f creciente, sabemos que Df () y Df () son no
negativas. Por tanto, basta ver que m* (E,3) =0con o, € Qy 0 < f < .

Sean a, 5 € Q con f < o'y € > 0 fijos. Por la definicién de m*, existe un abierto
O' CRcon E, 3 C O tal que m* (O') < m* (Eyp)+e. Sea O = O'N(a,b). Entonces
O es un abierto tal que E, 3 C O C (a,b) y m* (O) <m* (O') <m* (E,p) + €.

Consideremos la coleccion de intervalos Z dada por:

= {le,d] COIf(d) = flc) <B-(d=c)}.
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De manera similar a la prueba del [Lema 1.2] se puede demostrar que Z es un recu-
brimiento de Vitali de E, g. Como m* (E,z) < m*((a,b)) = b—a < +oo, por el
Teorema de Recubrimiento de Vitali existe una coleccién finita {[¢;,d;]};_; € Z de
intervalos disjuntos dos a dos tales que:

m* (Eaﬂ \ U s, di]) <e.

Por otro lado:

n

Z(f(di)_f(ci))<B'Zdi_ci§5'm*(0)<ﬂ'(m*(Ea7g)+€).

i=1

Obsérvese que E, gN[c;, d;] C {z € [¢;,d]|Df (x) > a} para todo i € N,,. Entonces,
por monotonia:

m* (Eap N e, di)) <m* ({z € [¢;,di]|Df (z) > a}) < é (f(dy) = f(c)),Vi eN,.

Eseribiendo Fo s = (Fas \ UL, lei &) U (UL (Eap N ler, di). deducimos que:

=1

m* (Ey ) = m* (Ea,ﬁ \ U (¢;., di]> +m* (U (Eap N e, di])>

i=1

<e+m* (U (Eup N e, di])) =ec+ Zm* ([ci,di] N Eqp)

Set = () (@) <t D (Bap) +e).

Haciendo € — 07, nos queda que m* (E, ) < £-m* (E, ). Como £ < 1, la anterior

desigualdad es cierta si y sélamente si m* (E, ) = 0.

En conclusién, f es diferenciable en m-casi todo (a,b). O

Teorema 1.5. Sea f : [a,b] — R una funcién creciente. Definimos [’ : (a,b) — R
como sigue:

' (x) = { limy, o flat hfi — /@) si el limite existe (1.1)

0 c.c.
Entonces f' € £ ((a,b)).
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Demostracién. Sea x € (a,b) tal que f sea derivable en x. Entonces:

h—0 n—00

siz++ e (a,b)y f esderivable en x

0 C.C.

Se puede comprobar facilmente que f,, es medible para todo n € N y que la sucesion
{fn},en converge puntualmente a la funcién f’ en (a,b).

Por tanto, f’ es medible. Nétese que f' > 0 en (a,b). Aplicando el Lema de Fatou,
se tiene lo siguiente:

b b
/ 1 (z) de < 1lim inf/ fn(x) do

n—o0

p—1 p—1
zligglf n/a nf(x—i—%) dx—n-/a nf(x)dx)
b b—1
:h’nl)inf n/ f(x)dx—n/ nf(x)dx)
b a+%
= lim inf n/ f(z) dx—n-/ f(x) dm)
n—00 bi% o

b a+%
< lim inf n/ f(b) dx—n-/ f(a) dm)
n—»00 p_1 o

:h’minf(n-f(b)-%—n-f(a)-l> =f(b)— f(a).

n—oo

En conclusién, f' € £ ((a,b)). O

Corolario 1.2 (Teorema de Diferenciacién de Lebesgue de Funciones de
Variacién Acotada). Si f € BV ([a,b]), entonces f es diferenciable en m-casi todo
(a,b). Ademds, si definimos f’ : (a,b) — R como en (I.1)), entonces f' € L ((a,b)).
Diremos que f” es (salvo conjuntos de medida de Lebesgue nula) la derivada de f
en (a,b).

Demostracién. La prueba es directa a partir de los Teoremas[1.2) 1.4y [L.5] O
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1.6. Funciones de variacion puntual acotada en
UCR

La variacion de una funcién se puede generalizar facilmente cuando el dominio de
la misma es un conjunto abierto de R. Por motivos que veremos en el capitulo
siguiente, nos conviene llamar variacién puntual a lo que anteriormente llamabamos
simplemente variacion.

Definicién 1.5. Sean (X,d) un espacio métrico, I C R un intervalo abierto y
f I — X una aplicaciéon. Definimos la variaciéon puntual de f en I como sigue:

pV (f) =sup {V' (f, P)|le,d] S I, P € Z ([e,d])} € [0, +00].

Por convenio, se define pV, (f) = 0. Diremos que f es de variacién puntual acotada
en I sipV,(f) < 4o0.

En el caso (X,d) = (R,d,), si f es de variacién acotada en un intervalo abierto y
acotado (a,b), entonces f € BV ([c,d]) para todo [c,d] C (a,b). Por tanto, es facil
ver que f es diferenciable en m-casi todo (a,b). Si definimos f": (a,b) — R como
en ([1.1)), entonces f' € L' ((a,b)). Diremos que f’ es (salvo conjuntos de medida de
Lebesgue nula) la derivada de f en (a,b).

Sea U C R abierto. Entonces existe una coleccién numerable de intervalos abiertos
(pueden ser vacios) {I,,}, o disjuntos dos a dos talesque U = {J,~, I,,. Si f : U — X
es una aplicacién, se define la variacién puntual de f en U como sigue:

o0

pVy (f) = valn (f)-

n=1

Diremos que f es de variacién puntual acotada en U si pVy, (f) < 4o0.

Observemos que, en el caso (X,d) = (R,d.), si f es de variacién puntual acotada
en U, entonces f € BV ([c,d]) para todo [¢,d] C U. Por tanto, es facil ver que f
es diferenciable en m-casi todo U. Ademés si definimos f' : U — R como en (]1.1))
en cada componente conexa I, de U, tenemos que f' € LL _(U). De nuevo, diremos
que f’ es (salvo conjuntos de medida de Lebesgue nula) la derivada de f en U.
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Capitulo 2

Funciones de variacion acotada en
Rd

2.1. Introduccion

El concepto de variacion cldsico que hemos visto en el capitulo anterior es bastante
sensible a la modificacion del valor de una funciéon en un tnico punto. Es por ello
que en este capitulo vamos buscando una medida de variacion que sea igual entre
funciones equivalentes (es decir, iguales salvo un conjunto de medida de Lebesgue
d-dimensional nula). Si recordamos del capitulo anterior, las funciones de variacién
acotada en una variable eran diferenciables en el sentido clasico en m-casi todo. Esto
nos conducira a debilitar el concepto de la derivada de una funcion.

En este capitulo, vamos a dar la nocién de derivada débil cuya definicion estd ins-
pirada en el Teorema de la Divergencia de Gauss e introduciremos las funciones de
Sobolev. En el caso de estas funciones, la derivada seguira siendo una funcion.

Una generalizacién del concepto de derivada débil nos permitira definir las funciones
de variacién acotada en un abierto de R?. Estas, gracias al Teorema de Represen-
tacion de Riesz, estaran caracterizadas por que su derivada en el sentido de las
distribuciones sea una medida Radon vectorial.

Para nosotros, dado d € N, la medida de Lebesgue d-dimensional se escribird my.
Ademas, || denotard indistintamente al valor absoluto en R como la norma euclidea
en RY.

2.2. El espacio W' (U)

A lo largo del capitulo, D (-) denotara el gradiente de una funcién escalar y div (+)
la divergencia de una funcion vectorial. Ademas, usaremos - indistintamente para
marcar el producto por escalar y el producto escalar de dos vectores.

Recordemos el Teorema de la Divergencia de Gauss (véase [10, Pagina 135] para
una demostracion):
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Teorema 2.1 (Teorema de la Divergencia Gauss). Sea U C R? un abierto
acotado con frontera de clase C! y ¢ € C* (U , Rd). Entonces:

/div(go) dmd:/ p-vdo,
U oU

donde se considera que U esta orientada segin la normal exterior v.

Sean U C R? un abierto acotado con frontera de clase C', f € C! (U) y @ €
C! (U, ]Rd). Entonces:

div (f - @) = Df - o+ f - div ().

Orientemos U segun la normal exterior n. Integrando en U y aplicando el Teorema
de la Divergencia de Gauss, tenemos lo siguiente:

f-go-l/da:/UdiV(f~go) dmd:/UDf~g0dmd+/Uf-div(gp) dmy.

ou

Si suponemos que sop (p) € U y es compacto, deducimos que ¢ € C} (U, ]Rd) y
faU f ¢ -vdo = 0. Despejando, nos queda que:

/f-div(gp) dmd:—/Df~<pdmd.
U U

Esta identidad es la que vamos a utilizar para generalizar nuestra definicion de
derivada.

Inspirados en el razonamiento que acabamos de ver, introducimos el concepto de

derivada débil.

Definicién 2.1. Sean U C R? abierto, f € £, (U) e i € N. Diremos que g; €
Ll . (U) es la derivada débil parcial de f respecto de z; si para todo ¢ € C! (U), se

cumple lo siguiente:
0
/f_ago dmdz—/gi‘wdmd-
U X U

Por el Teorema Fundamental del Calculo de Variaciones, es facil ver que la derivada
débil parcial de f respecto de x;, si existe, entonces es tunica salvo conjuntos de

medida de Lebesgue d-dimensional nula y, por tanto, la denotaremos como

8ZEZ‘ )
Si, para todo i € Ny, existe la derivada débil parcial de f respecto de x;, denotaremos
con Df el siguiente vector:

or- ()

oxy 7 Oxy
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Sean U C R? abierto y p € [1, +oc]. Como para todo V' & U abierto se cumple que
mq (V) < +o0, es facil ver que LY (U) C Ll _(U). Esto nos lleva a la definicién de

loc loc
los espacios y funciones de Sobolev.

Definicién 2.2. Sean U C R? abierto y p € [1, +00]. Se define el espacio de Sobolev
WP (U) como el siguiente conjunto:

, 0
Vi € Nd,EIaf

Whe (1) = {f e o7 (U)

eﬁp(U)}.

i
Ahora, presentamos la versién local del espacio W!P:

Definicién 2.3. Sean U C R? abierto y p € [1, +00]. Se define el espacio de Sobolev
WP (U) como sigue:

loc

Wil (U) = {f € Li,. (U)|VV € U abierto, f € W (V)}.

loc

Obsérvese que C* () € WP (U) para todo k € NU {oc}.

loc

Dada f : U — R, diremos que f es una funcién de Sobolev si f € Wﬁ)’f (U) para
algin p € [1, +o0].

Si p € [1, +oc], definimos [[-|[, ., : WP (U) — [0, +00) como sigue:

d p 1/p
1l po = (/ (|f|p+z ) dmd) , sip < 400,
U i=1

d
||f||w1»<x>(U) = €8s Sgp <|f‘ + Z )
=1

Se puede probar ficilmente que ||-||, ., es una seminorma sobre W'? (U) para todo
p € [1, +o0].

ox

af

0
8@-

C WP (U) converge a f € W' (U) en

Definicién 2.4. Una sucesién {f,}, .y C

WY (U) si || f = fllypy = 0.

neN loc

WEP (U) si, para todo V' @ U abierto, {fa} e converge a f en WHP (V).

loc

Definicién 2.5. Una sucesién {f,}, .y € WS? (U) converge a f € WP (U) en
(

2.2.1. Puntos de Lebesgue

En esta seccién, recordaremos el concepto de puntos de Lebesgue demostrando el
Teorema de Diferenciacién de Lebesgue-Besicovitch el cual emplearemos mas tarde.

Sean y una medida Borel sobre R%, 2z € RY, r > 0y f € £ (R, ). Si0 <
p (B (x,7)) < +00, definimos:
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1
dy = ———— - dp.
]i(x,r) f s 2 (B (I’, T)) /B(m,r) f :

Lema 2.1. Sea p una medida Radon sobre un espacio métrico (X, d). Entonces,
para p-casi todo z € X, pu (B (z,7)) > 0.

Demostracién. Consideremos el siguiente conjunto:

A={x e X|3r, >0 tal que u (B (z,7;)) =0}.

Dado x € A, es facil ver que B (x,r,/2) C A pues, para todo y € B (x,r,/2),
B (y,r./2) C B (x,r;) vy, por tanto, u (B (y,7,/2)) = 0. Luego, A es abierto. Basta
ver que i (A) = 0.

Como u es Radon y A es abierto, sabemos lo siguiente:

p(A) =sup {p(K)|K C A compacto} .

Sea K C A compacto. Obsérvese que K C | J, ., B (z,r,). Por compacidad, existen
Z1,...,oN tales que K C ngl B (zy,1s,). Por tanto:

p(K) <Y (B (wn,rs,)) = 0.

n=1

Como p(K) = 0y K era un compacto arbitrario contenido en A, deducimos que

p(A) =0. O

Sean (X, X)) un espacio medible y p, v : 3 — [0, +00] dos medidas sobre él. Diremos
que v es absolutamente continua respecto de pu, y lo escribiremos como v < pu, si
dado A € ¥, u(A) =0 implica que v (A) = 0.

Lema 2.2. Sea p una medida Radon sobre R* y f € L] (R ) no negativa.
Entonces la aplicacién v : Bra — R dada por:

v(B) = / fdu.
B
es una medida Radon.
Demostracién. Obsérvese que v es una medida Borel finita en compactos y v < p.

Veamos que es Radon.

Fijemos B € Bga. Si v(B) = +00, claramente v (G) = +oo para todo G C R?
abierto con B C G. Supongamos que v (B) < +o0o. Para cada n € N, sea G,, C R?
abierto con B C G, tal que p(G,) < n(B) + % Podemos suponer que G,.1 C G,
para todo n € N. Es facil ver entonces que:

30



u(ﬂGn\B> :nlinrolou(Gn\B)zo.

Como v < u, tenemos lo siguiente:

u(ﬂGn> :q}LHOlOI/(Gn):I/(B)—i-V(ﬂGn\B) =v(B).

Como v (B) < v (G) para todo abierto G C R¢ abierto con B C G, el limite anterior
prueba que v es exteriormente regular.

Sea G C R abierto. Entonces existe una coleccién de compactos { K, }, .y contenidos
en G tales que K,, C K, para todon € Ny G = J, -, K. Luego:

v(G)=v (U Kn> = nlggoy(Kn)

Como v (K) < v (G) para todo K C R? compacto con K C G, el limite anterior
prueba que v es interiormente regular en abiertos. En conclusién, v es Radon. [

Para el Teorema de Diferenciacion de Lebesgue-Besicovitch haremos uso del siguiente
teorema (véase [2, Seccién 1.6] para una demostracion):

Teorema 2.2 (Teorema de Diferenciacién de Medidas Radon). Sean py v
dos medidas Radon en R?. Entonces, para p-casi todo € R?, existe y es finita:

(2.1)

v
=&

r € R?, entonces f es medible. M4s atin, si v < p, entonces v = p L f.

Ademds, si f : R? — [0, +00] es una funcién tal que f () (x) para p-casi todo

Teorema 2.3 (Teorema de Diferenciaciéon de Lebesgue-Besicovitch). Sea p
una medida Radon sobre R? y f € L (R?, ). Entonces, para p-casi todo z € RY,
se cumple que:

lim fdu=f(x).

r—0 B(.’E,’r’)

Més atin, para todo p € [1,4+00) y para p-casi todo x € R%, se tiene que:

lim 1f () = [ (2)|” du(y) = 0.

r—0 B($,’I‘)
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Todo punto x € R? que verifique la igualdad anterior se dird que es un punto de
Lebesgue de f.

Demostracién. Supongamos que f es no negativa. Definimos v : Bra — [0, +00]
como sigue:

u(B):/deu.

Por el [Lema 2.2] v es una medida Radon. Ademas, usando el [Teorema de Diferen-|
|ciacién de Medidas Rad0n|, sabemos que para p-casi todo z € RY, Z—Z (x) existe, es
finita y

() = lim DTS ()

que es lo que queriamos probar. Para el caso general, basta aplicar lo que acabamos
de probar a f*ty f~.

Escribimos Q = {7}, oy Por lo que acabamos de probar, para cada n € N, existe
A, € Bgra con p(A,) =0 tal que:

lim If —raP dpu = |f () —rp|,Vz € R\ A,.

r—0+ B(z,r)
Si tomamos A = |J;~, A, es facil ver que p(A) = 0 por subaditividad y que, por
tanto:

lim If —ralP dp=|f (z) — rp|,Vz € R4\ A.

r—0t+ B(z,r)

Fijados © € R*\ A y £ > 0, escogemos n € N tal que |f () —r,| < £. Usando la
convexidad de |-|”, llegamos a lo siguiente:

Hmsup]é( W)= F @ dp

r—0+

< or-1l. (Hm sup][ [/ (y) = ral” dpu + lim Sup][ o= 1 @l du>
B(z,r) B(z.r)

r—0+ r—0+
_op-1, B
=2 (0—|—2p>—2<5.
Haciendo € — 0%, tenemos la segunda igualdad. O]
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2.2.2. Aproximacién Local por Funciones Suaves en W'? (U)

Dados U C R abierto y £ > 0, definimos el conjunto U (¢) como sigue:

Ule) ={x € Ul|dist (z,0U) > €} .

Nétese que si 0 < ¢’ < ¢, entonces U () € U (¢'). Ademéds, U = [J..,U (¢). Si
V € U es abierto, por compacidad, existen ey, ...,&, > 0 tales que V C J_, U (g;).
Tomando €y = minj<;<, €;, tenemos que V' C U (&) para todo € € (0, &).

Consideremos la funcién 7 : R? — R definida de la siguiente forma:

1
C-exp si|z| < 1.
7(z) = <|x|2—1) &
0 si |z| > 1.

donde ¢ > 0 es tal que:

/Rd (@) dma(z) = /B o 1) dma(@) =1

1 x

Se tiene que n € C° (Rd). Sean. : x € R? —= 1N (—) € R. Se dice que 7. es el
€ €

regularizador estandar. Obsérvese que:

[ ami@ = [ Zon () dma@) "= [ S ont)-<ama o)

= [ n(x) dng(z) =1.
/.

Evidentemente, 7. € C° (R?) y sop (n.) = B(0,¢). Dado f € L}, (U), definimos
fe : U — R como sigue:

£ (@) = /Una (x— ) f(y) dma (y).

Si z € U (¢), tenemos que:

f@)= [0t dna = % [o(750) 7 0) dnaty

€d U

S S LT PR
(2

:/ Y- fz—e-z)dmg(2).
B(0,1)
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Otra propiedad interesante es la siguiente:

/Une (ZE - y) : f (l‘) dmd (y> - |: dmyg TZT:(x17€gZZfld (y)
N /B(o y ) ) dma )

— ) - z dmd VA
f (@) /B<o,1>"() (2)
= f(2),Ye > 0,Yz € U (e).

La regularizacion es una técnica que, en este caso, permite aproximar funciones de
Sobolev por funciones infinitamente diferenciables, en inglés, smooth (suaves).

Teorema 2.4. Sean U C R? abierto y f € L} _(U). Se cumple:

1

loc

(a) Para cada e > 0, f. € C* (U (¢)). En particular, si sop (f.) C U (¢), entonces
foeC®(U)NWE(U).

loc

(b) Si f€C(U), im0+ f. = f en (c V), H-Hoo,v) para todo V € U abierto.

(c) Si fe Ll (U)para algin p € [1,+00), entonces lim. o+ f- = f en LI (U).

loc
(d) Siz € U es un punto de Lebesgue de f, entonces lim. g+ f: () = f(x). En
particular, lim,_,o+ f. (x) = f (z) para mgy-casi todo z € R

(e) Si f e WL (U) para algin p € [1,400], entonces:

loc

@)= (5) 0= [ne=9-Fw amwien

Ademds, lim,_,o+ f. = f en Wﬁ)’f (U) sipe[l,+0).

Demostracion.

(a) Fijados x € U(e) e i € Ny, como U (¢) es abierto, existe hy > 0 tal que
r+h-e; € U(e) para todo h € (—hg, ho) \ {0}. Si h € (—ho, ho) \ {0}, tenemos
que:

f€<x+h.§>—f€<x>:/Une<x+h'ei—hy>‘"f<“"”~f<y> dma (y)
:/‘/ﬁs(x—Fh-@i_hy)_ns(x_y)_f(y) dmd(y),

para algun V' € U abierto. Por el Teorema del Valor Medio de varias variables,
como 7. € C! (Rd), n. € Lip (Rd). Luego:
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(e +h-e—y)—n(v—
7e ( hy) e ( y).f(y)
Lip (n.) - |h .
< UL ) = Lin () - 17 )] v e v
Como |f] € L' (V), podemos aplicar el Teorema de la Convergencia Dominada
y, se tiene que:

afs Y fa(x+hez)_fa(x) o 8775 .
one
= xr — dmg (y).
[ G @) dmaty)
Como 825 € C (R?), deducimos por induccién que f. € C* (U (g)).

Sea V' € U compacto y x € V. Entonces existe €9 > 0 tal que V C U (¢) para
todo £ € (0, ). Como [y ;)7 (z) dmq(z) = 1, entonces:

f@waémnmaaﬂ@dmaa.

Luego, para todo € € (0,¢y), tenemos que:

|fe (2) = f ()] =

(émnn@%tﬂx—éw%—f@deﬂd
gl%@nuNU@Ff-@—f@Mde@

Por el Teorema de Heine-Cantor, f es uniformemente continua en V. Entonces
existe d = § (¢) > 0 tal que, para todo u,v € U con |u —v| < ¢, se tiene que
|f (u) — f (v)] <e. Luego, |(x —e-2) —x| =¢-|z| <6 para todo z € B(0,1)
si y s6lamente si € < ¢/ |z| para todo z € B(0,1) \ {0}. Como 4/ |z| > § para
todo z € B(0,1), para todo € € (0,min {d,£¢}), se tiene que:

Iﬁ@ﬂ—fwﬂéelémnn@wmm@):a

Esta cota es independiente del x € V' escogido. Entonces:

-0t

1fe = flloy S €7 0.
Por tanto, lim._,o+ f- = f en (C (V) ) HHOOv)
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(c) Sea V. & U abierto y z € V. Sea ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que
V C U (g). Para p > 1, por la desigualdad de Holder, tenemos lo siguiente:

| f= ()] S/B(Ol)n(z)-‘f(x_g.zﬂ dmq (2)
:/3(01) 'l <z>"f(5c_5‘z)|'77171/p (2) dmg (z)
1/p
1/Pz P x_g_zpmdz
= (/B(O,U (7 ()" 11 (2 = - 2)IF dma >)

. (/B(O’l) (771—1/p (z))p/(pfl) dm, (Z))l—l/p

— (/3(071) (771/1? (z))p Af(x—e-2)P dmy (2))

Elevando a p, integrando en V' (aqui podemos suponer ya que p > 1) y usando
el Teorema de Fubini para funciones medibles no negativas, tenemos que:

1/p

/V|fe ()" dmg (x) < /13(0,1)77(2)' (/V f(z—c-2) dmy (:E)) dg (2)
- { ma(a) = dma 1) }
_ /B NICE ( /V ) dmg <y)) iy (2).

SeaW =V —¢e-B(0,1). Entonces W € U y, para todo z € B(0,1), V—e-2 C
W. Luego:

[ 1 @F dmata) < [ (£ 01 dma ) (2.2)
1% W
Fijemos § > 0. Como f € LP (W), existe g € C (W) tal que:

1f = gll,w <6

Ademéds, usando ([2.2)), deducimos también que:

e = gellpy < IIF = gll,w <0

Por tanto, usando que V' C W se tiene que:
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[ fe = fllv < IIfe = gell, v +1lge = gll,v +1lg = £,
<|fe = gll, v + llge = gl +11f = gll,w
<2:-6+|lg: —gll,v-

Por el apartado anterior, como g,g. € C(V), entonces lim, ,o+ g- = g en
(C V), H‘|oov> Luego, lim. ,o+ g- = g en LP (V) ya que la clausura de V

es compacta. Por tanto, existe g9 = o (d) > 0 tal que para todo £ € (0, &p),
|l9= — gll,.,y < 0. Por consiguiente:

1 fe = fll, <3-6,Ve € (0,¢).

En consecuencia, lim._,o+ f = f en LP (V). Por tanto, lim. ,o+ f- = f en

cr(v).

loc

(d) Sea gy > 0 tal que x € U (g9). Entonces para todo ¢ € (0,¢), se tiene que:

£ (@) — f (@) S/ne(fc—y)-lf(y)—f(:v)l dma (y)

U

mq (B (z,¢€))
= [1Mloopa - p ' f () = f ()| dma (y).
B(z,e)
~ B
Sabemos que a (d) = ||n|| . ga- W es independiente de e. Por tanto,

haciendo e — 07, como f € £l (U) y x es un punto de Lebesgue de f, tenemos

por el [Teorema de Diferenciacion de Lebesgue-Besicovitch|que lim, o+ f: (z) =
f ().

(e) Por los calculos del apartado (a), sabemos que, fijado i € Ny, para todo x €
U (g), se cumple que:

gi @)= /B( 8775. (z—y) - f(y) dma(y)

-, O (&~ ) F (9) dma (v).

Como f € WP (B (z,¢)) para todo z € U (), tenemos que:

loc

37



8f€ o 87]5
I (x) o /B(a:,e) Yy (33 B y) f (y) dmyg (y)

= /Une (x—y)- gi (y) dmq (y)-

Esto prueba ademas que = .

Supongamos que p < 4+00. Sea V' & U abierto. Entonces:

3f) _0f.

d

||f€ - f||11),p;V S ||f‘5 B fHII;,V+Z
i=1

p

afe  9f

e—=0t

= 0,
p,V

donde estamos utilizando el apartado (c). Luego, lim, o+ f- = f en W' (V).
Por tanto, lim._,o+ f. = f en WP (U).

loc

]

Corolario 2.1. Sean U C R? abierto y f € Li,. (U). Entonces existe {f,}, .y C
C*> (U) convergente a f en L] _(U).

loc

Demostracion. Sea f e L] (Rd) definida como f en U y 0 en R?\ U. Por el |Teore-

loc
ma 2.4, sabemos que para todo € > 0, f. € C* (R (g)) = C> (R?) y im0+ f- = f
en L (R?). Consideremos una sucesion {e,}, .y C (0,+00) decreciente a 0 y de-

finamos f,, : U — R como la restriccion de f. a U para cada n € N. Claramente,
{fn}neN g COO (U) y h/mnﬁoo fn = f en ‘Clloc (U) D

Nuestro objetivo es probar que toda funcién WP (U) con U C R? abierto se puede
escribir como limite en WP (U) de funciones infinitamente diferenciables. Para ello,
necesitaremos el siguiente lema técnico:

Lema 2.3. Sean U C R? abierto y f € £L_(U). Supongamos que existe V &€ U

loc

abierto tal que sop (f) C V. Entonces existe g9 > 0 tal que sop (f.) C V para todo
e € (0,¢0).

Demostracién. Por definicién, sabemos que sop (f.) € U (¢) para todo € > 0.
Ademas, para todo € > 0y x € U (¢), se tenia que:

fs(x):/B(Ol)n(z)-f(x—e-z) dmg (2).

Fijado € > 0, sea V. :=sop (f) + ¢ - B(0,1). Obsérvese que V. es abierto:
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V. = U B (z,¢).

z€sop(f)

Veamos que sop (f.) € V. C Va.. Sea x ¢ V.. Como V. es cerrado, existe r, > 0 tal
que B (z,7,) € R*\ V.. Sea u € B (x,7,) y lo escribimos como u = y + ¢ - z con
z € B(0,1) cualquiera e y = y (u, z) € RY. Necesariamente, y = u — ¢ - 2 ¢ sop (f)
para todo z € B (0,1). Entonces y ¢ sop (f) y:

fe(u) = /B(O 1)7}(2) ~f(y(z,2)) dmg(z) = 0.

Por tanto, f =0 en B (z,7,). Necesariamente, x ¢ sop (f.).

Sea = € V.. Entonces existe una sucesién {In}neN C V. tal que lim,, yoo z, = .
Para cada n € N, existe y, € sop(f) tal que d(zn,y,) < €. Por compacidad,
existe una subsucesion {yn,, },,cny convergente a y € sop (f). Luego, d(z,y) =
lim,, oo d (20, , Yn,, ) < € < 2-e. Por tanto, z € Va..

Obsérvese que si 0 < ¢ < ¢, entonces V., C V.. Por tanto, tenemos que buscar
go > 0 tal que V., € V. Por reduccion al absurdo, supongamos que para todo
n € N, existe x, € Vi, \ V. Para cada n € N, sean y, € sop(f) y 2z, € B(0,1)

tal que =, = y, + — - z,. Por ser B(0,1) acotado, entonces lim,, o, — - 2, = 0.
n n

Ademsds, usando la compacidad de sop (f), deducimos que existe una subsucesién

{Wnm bimen € {¥ntnen convergente a y € sop (f). Luego, {zy,, },,cy converge a y.
Como V es abierto y contiene a y, existe my € N tal que para todo m > my,

T, € V. Hemos llegado a una contradiccion. O

Corolario 2.2. Sean U C R? abierto y ¢ € C, (U, Rd) con V & U abierto tal que

sop (¢) € V. Entonces existe una sucesién {¢y}, .y € C (U) convergente a ¢ en

(CC (URY), ||||00U> tal que sop (p,) C V para todo n € N.

Demostracién. Usando el apartado (b) del [Teorema 2.4] se tiene que lim, o+ ¢. =
P en (C V), ||||<>ov) Por otro lado, por el|Lema 2.3} existe ¢g > 0 tal que sop () C

V para todo € € (0,g9). Como ¢, . =0 en U \ V para todo ¢ € (0,&q), deducimos
que lim. 0+ p. = ¢ en (C (U), ||H00U> Consideremos una sucesion {e,}, .y €

(0,e0) decreciente a 0 y definamos ¢, : U — R como ¢, = ¢., para cada n € N.
Claramente, {¢,},cn € C°(U), sop (¢n) € V para todo n € Ny limy, o 0on = ¢

en (€0, IHlaow). -
Para el teorema que veremos a continuacion, emplearemos el siguiente resultado de
existencia de particiones regulares de la unidad:

Teorema 2.5. Sean A C R? y O := {V,},y un recubrimiento por abiertos de
A. Entonces existen U C R? abierto con A C U y una coleccién de funciones
® = {pn},eny € C> (U) con las siguientes propiedades:
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= Paratodon e N, 0 <y, <1len A.

» Fijado x € A, existe un entorno abierto V' de x suficientemente pequeno tal
que ¢, = 0 en V para casi todo n € N (es decir, a excepcién de una cantidad
finita de funciones).

» Paratodoz € A, > 7 ¢, =1en A

» Para cada n € N, existe m € N tal que sop (¢,,) C Vj,. Reindexando, podemos
suponer que n = m.

Una coleccion ® que satisfaga las tres primeras propiedades se dird que es una parti-
cién de la unidad para A con funciones C*. Si verifica ademas la ultima propiedad,
diremos que dicha particion de la unidad esta subordinada a O.

Demostracién. Véase [10, Pégina 63]. O

Teorema 2.6 (Teorema de Aproximacién Local por Funciones Suaves).
Sean U C R? abierto y f € WP (U) para algin p € [1,+00). Entonces existe una
sucesion { fn},cy € WH(U) N C> (U) tal que lim, o fr = f en WHP (U).

Demostracion. Fijamos ¢ > 0. Sea Uy = @ y, para cada n € N, definimos U,, como
sigue:

1
Un:U<E) NB(0,n) €U.

Esta claro que para todon € N, U, C Up11 y U = U,~, U,. Para cada n € N, sea
Vi = Upy1 \ Up1 € U. Veamos que U = [ J 7, V;,. La contencién D es trivial. Sea
x € U. Como U es abierto, entonces dist (x,0U) > 0. Luego, existe n € N tal que

n%l < dist (z,0U) < % < ﬁ Luego, x € V,, y, por tanto, € U. Queremos probar
que, dados n,k € N, si V,, NV # &, entonces n y k son consecutivos.

Sean n,k € N con 2 < k < n. Por reduccién al absurdo, supongamos que existe
e V,NVuk =Upg1\Up_1. Comox € B(0,n —k+ 1), entoncesz € B (0,n — 1).
Necesariamente, tenemos que x ¢ U (1/(n — 1)), es decir:

1
n—1

- : <
T < dist (z,0U) <

Luego,n —1 <n—k+1, esto es, k < 2 lo cual es absurdo.

Sean n,l € N con [ > 2. Por reduccién al absurdo, supongamos que existe = €
Vo N Vi = Upy1 \ Upyi—1. Como x € B(0,n+ 1), entonces x € B(0,n+1—1).
Necesariamente, tenemos que = ¢ U (1/(n+1— 1)), es decir:

1
) 1
e <dlst(x,8U)_n+l_1

Luego, n+1—1<n+1, esto es, [ < 2 lo cual es absurdo.
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Observemos ademas que, para todon € Nconn > 2, V, 1NV, NV,,; = @. Por
tanto, los abiertos de la coleccién {V,,}, . son disjuntos tres a tres y si dos abiertos
tienen interseccién no vacia, entonces sus indices son consecutivos.

Consideremos una particion de la unidad para U con funciones C* subordinada a
{Va},ens esto es, una sucesion {¢,}, .y € CZ(U) tal que, para todo n € N, se
cumple que sop (¢n) € Vo, 0 < @, < len Uy > > ¢, =1en U. Veamos que
[ @n € WH (U) para todo n € N. Dado ¢ € C° (U) e i € Ny tenemos que:

(o, - vy,

/f ©n * = dmg = /f( <i‘; e) _ 9 '@)dmd
T U Ty Ox;
_ of 3%

Luego, para todo ¢ € Ny, existe a(f;;f”) en el sentido débil y pertenece a LP (U).
Ademas,
A(f - n) of oy,
ox; - Oxy ot S ox;

Por tanto, f - ¢, € W' (U). Ademas, sop (f - ¢,) C V, para todo n € N. Veamos
que 3 AL = e 8(]0% en el sentido débil. Sea p € C} (U) y V € U abierto con

n=1

Sop( ) C V. Entonces:

S o 5 [ 2
=/ (i%)-lﬂ-‘ggﬁ
/|f|

Por el Teorema de la Convergencia Dominada, podemos intercambiar suma e integral
y tenemos lo siguiente:

[rizme5 [

Basta volver a intercambiar suma e integral. Para ello, debemos demostrar que

Ozd<‘a

%4 \%

Z ‘gan - pdmyg.

Yoy fU ’ (¢ f” gp‘ dmg < 400 y aplicar de nuevo el Teorema de la Convergencia

Dominada. Como V tiene clausura compacta y U = |J -, V;,, existe N € N tal que
V C ngl V,,. Como los conjuntos V,, son disjuntos tres a tres, necesariamente existe
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Opn
ox;

O,

Opn
ox; 5| <C

M € N tal que > 7, B,

en V. Entonces:

M
= Zn:l

en V. Sea C' > 0 tal que ) >,

’SO| dmg

f Qon . oo/ ﬁ Oipn
- or ‘dmd_; v | 0z ont | Ox;
o of D0,

gHme,V-Z/ (1] -onis1- |5

(£)

00 9 B
+llplloy - [ 191 (Z : )dmd
1
el - [ |52 am
)dmd

el - /|f| (
el - C 1l < +oo.

<l - || 52
il

) dmd

= IIsDIIOO,v

837,

’l

Por el [Teorema 2.4]y el |Lema 2.3 para cada n € N, fijado £ > 0, existe ¢, > 0 tal
que sop ((f - ¢n).,) S Va y:

1/p .
(/ ‘(f~g0n)6n—f~gpn‘p dmd> <2—n,
U

1/p
d —a(f.gon)pdm <=
i—1 a.’ﬂz d 2n ’
Sea f¢:U — R dada por:
FF=> (o),
n=1

Sabemos que los abiertos de la coleccién {V,}, y son disjuntos tres a tres. Luego,
fijado x € U, existe un entorno abierto de x suficientemente pequeno en el que sélo
una cantidad finita de términos de la suma anterior son no nulos. Por tanto, f¢ esta
bien definida. Por el [Teorema 2.4, sabemos que (f - ¢,). € C* (U (e,)) para todo
n € N. Ademas, sop ((f - ¢n).,) € Vau € Upsr C U (1/(n+ 1)) para todo n € N.
Para cada n € N, tomando ¢, > 0 de forma que ¢, < 1/(n+ 1) y que se cumpla
lo anterior, tenemos que sop ((f - SOn)sn) C U (en) v, por tanto, (f - p,). € C>(U).
Por lo que hemos razonado anteriormente, concluimos que f¢ € C* (U).
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Ademas, como para todo x € U, existe un entorno abierto de z suficientemente
pequeno en el que los términos de la suma que definen a f¢ son todos nulos excepto

una cantidad finita, entonces los operadores con i € Ny y > >, conmutan.

0@-

Entonces:

||f€_f||p7U:‘ (Z(f90n>gn)_<2f@n>
n=1 n=1 p,U
Z o Foeall <0
=1
ofs  of 2 0(f - en)., — O (f - ¢n)
‘ or; O o - ' (Z Ox; ) B (nz:l or; ) U
> (pneyL_(?(f'(pn) <€Ei()>+0
— axl p,U B .

Por la desigualdad triangular inversa aplicada a las desigualdades anteriores, se
deduce fécilmente que {f°}_.., € W'? (U). Por tanto, tenemos que lim._,o+ f€ = f
en W'? (U). De aqui, podemos extraer una sucesion {f,}, oy € {f}.oo tal que
im0+ f© = lim, 500 f = f en WP (U). H

2.2.3. El espacio Wloc (U) y las funciones localmente Lips-
chitz

Por tltimo, vamos a ver un teorema que relaciona las funciones de WE° (U) y
las funciones localmente Lipschitz. Para este resultado, emplearemos un lema de
extension de funciones localmente Lipschitz y el Teorema de Rademacher.

Lema 2.4. Sean A CR?y f: A — R! una funcién Lipschitz. Entonces existe una
funcién f : R¢ — R Llpschltz tal que f’A = f y Lip ( ) < v/m-Lip (f).

Demostracién. En primer lugar, supondremos que [ = 1. Sea f : R* — R definida
como sigue:

f(x) = inf (f (a) + Lip (f) - |z — al)

a€A

Probemos que f estd bien definida, es decir, f (x) > —oo para todo 2 € R?. Fijemos
r € R?y ay € A. Entonces para todo a € A, tenemos que:
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f(a)+Lip(f)-|zr —a| = f(a)— f(ao) + f (ao) + Lip (f) - [(a — ag) — (z — ao)|
> f(a) — f(ao) + Lip (f) - (a — ao)
+ f (ag) — Lip (f) - |z — aol -

Como f es Lipschitz en A, para todo a € A, se tiene que f (a) — f (ag) > —Lip (f) -
la — apl, o, dicho de otra forma, f (a) — f (ap) + Lip (f) - |a — ap| > 0. Por tanto:

f(a)+Lip(f)- |z —al > f(ao) — Lip (f) - |z — aol .

Tomando el infimo cuando a € A, nos queda lo siguiente:

F(z) > f(ag) — Lip (f) - |z — ao| > —oo.

Por consiguiente, Z estd bien definida. Vamos a comprobar que f es Lipschitz. Si
r € A, entonces f(z) < f(x). Ademds, como f es Lipschitz, entonces f (z) <
f(a)+Lip (f) - |x — al, para todo a € A. Tomando el infimo en a € A, tenemos que

f (x) < f (). Por tanto, ﬂA = f.

Sean z,y € R%. Entonces:

f(z) < inf (f (a) + Lip (f) - (|2 =yl + |y — al)) = f (y) + Lip (f) - |2 — y/ .

acA

f(y) < inf (f (a) + Lip (f) - (ly — 2| + |z — a])) = [ (z) + Lip (f) - |z — y].

acA

Luego:

| (@) = f ()] < Lip (f) - |o —yl.

Por tanto, f es una funcién Lipschitz y Lip (7) < Lip (f).

Supongamos que [ > 1y sea f = (fi,..., f;n). Definimos f R - R como f =
( fises fl), donde f, : R — R es la funcién Lipschitz que definimos al principio
para i € N;. Sean z,y € R?. Entonces:

!
1F ()= F(y Z W)|* <m-Lip (f)? |z — ).

Luego, |f (z) = f (y)] < \/_ Li p( ) - |z — y| para todo z,y € R?. Por tanto, f es

una funcién Llpschltz y Lip ( ) < /m - Lip (f). ]
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Nota 2.1. El Teorema de Kirszbraun (véase [12] y [13]) afirma que existe una
extension Lipschitz f de f tal que Lip (f) = Lip (f).
Lema 2.5. Sean U C R? abierto, v € R? con [v| = 1y f € C (R?) una funcién
continua. Definimos D, f, D, f : R? — R como sigue:

D, f (z) :h’msupf(x—i_i&':)_f(f’l’:)7

t—0
fla+t-v)— f(z)
; )

D, f(x)= lll}glonf

Entonces D, f y D, f son medibles Borel.

Demostracién. Como D, f = —D, (—f), basta probar que D, f es medible Borel.
Sean x € R?. Entonces:

flatt-v) = flx) flott-v) - flz)

D,f (z) = limsup = inf sup
o (@) t—0 t 6>00<|t|<s 13
z+tv)—f(x)

Obsérvese que la funcién t € R\ {0} — £ ; € R es continua y, por tanto,
medible Borel. Dado § > 0, escribimos QN (—4,6) \ {0} := {tfn}meN' Entonces:

Evf(x)zlimsupf<m+t‘“)—f($) :infsupf(ertg%'”)_f(x)'

t—0 13 >0 meN to,

Para cadam € Ny § > 0, sea fo : R? — R dada por:

19 (x):supf(x—'—tf”'v)_f(x).

meN tfn

Sabemos que f°, es medible Borel para todo m € Ny § > 0. Sea a € R. Entonces:

D,f () = inf f1(2) > o
SV5>0,f° (z) > a
& VneN, fi/" () > a.

Por tanto:
{Duf = a} = {fi" = a} € Bpa.
n=1

En conclusién, D, f es medible Borel. m
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Teorema 2.7 (Teorema de Rademacher). Sean U C R? abierto y f: U — R
una funcién localmente Lipschitz. Entonces f es diferenciable (en el sentido clésico)
en mgy-casi todo U.

Demostracién. En primer lugar, podemos suponer que f es Lipschitz en R?, pues,
como la diferenciabilidad es una propiedad local, dado z € R?, podemos demostrar
la diferenciabilidad en mg4-casi todo un entorno abierto de x relativamente compacto
de U y extendemos f desde ese entorno a todo R? como una funcién Lipschitz por

el [Lema 2.4l Ademaés, basta suponer que m = 1.

Fijemos v € R? con |v| = 1. Definiendo D,f y D,f como en el sabemos
que ambas funciones son medibles Borel. Consideremos el siguiente conjunto:

A, ={z eRYD,f(x) < Dyf (x)} U{D,f = +oo} U{D, f = Foo}.

Claramente, A, € Bra. Queremos probar que my (A4,) = 0. Fijado z € R?, definimos
p:teR— f(r+1t-v) € R Es facil ver que ¢ es absolutamente continua y, en
consecuencia, es diferenciable en mg-casi todo R. Ademas, ¢’ (t) = Df, (x +t-v)
para mg-casi todo t € R. Sea r una recta en la direccién de v. Entonces H! (A, Nr) =
0. Por el Teorema de Fubini, deducimos que mgy(A,) = 0. En consecuencia, para
mg-casi todo x € RY, existe el gradiente de f:

Df (z) = <g—i (), ...,g—il (x)) .

Dado = ¢ A,, sea:

D,f (x) ::h'mf(ijt.U)_f(x).

t—0 t

Definimos D, f : R — R como antes en R\ A, y 0 en A4,. Vamos a demostrar que
para mg-casi todo z € R?, D, f (z) = Df (z) - v. Sea ¢ € C° (R?). Entonces:

flatt-v) = [f(x)

Rd t

r—t-v)—px)
t

o) dma0)? [ @) 2 dma (2),

donde en (*) estamos dividiendo la integral en dos partes, luego aplicamos a la
primera el cambio de variable x 4+t - v = 2z y por tltimo reunimos ambos términos
en uno. Como f y ¢ son Lipschitz, y ¢ tiene soporte compacto, podemos aplicar el
Teorema de la Convergencia Dominada y obtener:
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Duf (@) (o) dma(o) = ~ [ f(z) Do (@) dma @)

= — Rdf(x) Dy (x)-vdmg (z)
_ —sz Rt 2“0 (&) dma (2)

(x) dmg (x)
— /Rd (Df (x) v) - (x) dmg (z),

donde estamos utilizando el Teorema de Fubini y que f es absolutamente continua
sobre rectas paralelas a los ejes. Por el Teorema Fundamental del Célculo Variacio-
nal, se tiene que D, f (x) = Df (z) - v para mgy-casi todo x € R?,

Sea {vp},cy € 0B (0,1) un conjunto denso de 9B (0, 1). Definimos:

A, ={z eR!D,, f(z) y Df (z) existeny D, f(z) =Df (z)-v,}

ysea A =()", A,. Obsérvese que A es medible ya que my (Rd \ A) = 0. Probemos
que f es diferenciable en cada punto = € A.

Fijemos 2 € A. Dados v € 0B (0,1) y t € R\ {0}, escribimos:

flz+t-v) = f(2)
t

Q (z,v,t) = —Df(z) v

Si v € 9B (0,1), tenemos lo siguiente:

Q (z,0,) = Q(2,v,1)| < f(xﬂ'v)_tf(:wt-v’)

= (Lip (/) + |Df @)]) - ]o — !
< (14 V) Lip(f) - [o .

+|Df (z) - (v =)

Fijado € > 0, escogemos n € N tal que:

v — vy <3

(1+\/_) Lip (f)

Luego, |Q (z,v,t) — Q (z,v',t)| < 5. Por otro lado, como lim;_,o @ (z,v,,t) = 0,
existe 0 > 0 tal que para todo t € (—4,9) \ {0}, se tiene que |Q (x,v,,t)| < 5. Por
tanto:
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Esto prueba que para todo v € 9B (0, 1), lim; o Q (x,v,t) = 0.
Sean y € R4\ {z} yv = ﬁ Entonces y =z +t-v cont = |z —y|y:

fy) = f(@)=Df(x) (y —x) flatt-v) = f(x)

i t =i t A
=lim Q@ (z,v,t) = 0.
t—0
En conclusion, f es diferenciable en x. m

Teorema 2.8. Sean U C R abierto y f : U — R una funcién. Entonces f es igual a
una funcién localmente Lipschitz en mg-casi todo U si y sélamente si f € WL (U).

Demostracion.

Sea V @ U abierto. Tenemos que probar que f € W (V). Podemos supo-
ner que f es Lipschitz localmente en U, ya que la pertenencia a Wﬁ)fo (U) se
conserva por funciones que son iguales en mg-casi todo. Entonces f es Lips-
chitz en V y, por tanto, continua en V. Luego, |f| estd acotada en V vy, en
consecuencia, f € L (V). Sea p € CL (V) y W € V abierto con sop (¢) C W.

Fijado i € Ny, tenemos que encontrar g; € L (V) tal que:

0
/f‘awdmdz—/gi'ded-
1% T 1%

Por ser ¢ € C! (V), p € Lip (V). Sea hg > 0 tal que, para todo h € (—hg, hg),
se cumpla que z + h-e; € V para todo z € W. Si h € (—hg, ho) \ {0}, tenemos
lo siguiente:

ot he)— o
7t :

< Iflloy - Lip (@) € L (W), Yz € W.

Usamos el Teorema de la Convergencia Dominada y nos queda lo siguiente:

Oy B Oy
/Vf a%dmd—/wf £ dm

h—0 h
L o(x+h-e)
= lim Wf(fﬁ) —— dma (2)
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~lin [ 7@ ma ()
{dr;‘ﬁsm:z J

:h'm/ f(z—h-€) -%dmd(z)

h—0

-t [, 7@ % ‘(2
/f hez — f(z)

= lim
h—0

c@ (z) dmg (z).

of en V\ N con mj(N) = 0. Sea

[

Por el [Teorema de Rademacher| existe

g :V — R dada por:

of :
g ()= o (x) six¢ N.
0 siz e N.

Para todo x € V' \ N, tenemos que:

fl@+h-e)—f(z)
h

|9: ()] = lim < Lip (f]y)-

h—0

En general, |g; ()| < Lip ( f|,/) para todo « € V. Por tanto, g; € L (V).
Por otro lado, para todo h € (—hg, hg) \ {0}, se tiene que:

fl@—h-e)—f(z)
h

o (z)

< Lip (fly) - llelloy € L1 (W), Vo e W.

Utilizando otra vez el Teorema de la Convergencia Dominada, nos queda que:

: Op dmdz—/gi'<ﬂdmd-
Ox; %

Por tanto, f € W' (V). En consecuencia, f € W (U).

loc

Fijemos una bola cerrada B C U. Tenemos que probar que f es igual en
mg-casi todo U a una funcién localmente Lipschitz en B. Sea ¢y > 0 tal que
B C U (gg). Entonces, para todo ¢ € (0,g¢), f- € C*(B). Dados z,y € B,
tenemos que:

fs(x)—fe(y)z/o Df(t-a+(1—t)-y)dt-(z—1).
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Por el apartado (e) del [Teorema 2.4, sabemos que Df. = (Df).. Sean z € B

e 1 € Ny. Entonces:

ofe (x)| af
‘ e | = /13(@1)77(2) I (x —e-2) dmg(2)
< |2 e o) =||
0x; 00,B(z,e) 7 B(0,1) Ox; 00,B(z,¢)
< || 91 <[|2f — M e 0,400,
a‘ri 00,B(z,e0) a‘rl 00,Bx¢

donde B, = U,cp B (x,0) € U (g0). Como B, es compacto, se tiene que
M < +o0.

Esto demuestra que:

sup |[|Dfellop < +o0.

0<e<eg

Entonces existe una constante C' > 0 tal que, para todo z,y € B, se cumple:

[fe (@) = (I < C-Je—yl.

Entonces, dados x,y € B puntos de Lebesgue de f, tomamos limites cuando
e — 0" y concluimos que:

[f (@) = fWI<C-lr—yl.

Sean L el conjunto de puntos de Lebesgue de f en U y gg : B — R la extension
Lipschitziana de f|,,; a B. Definimos g : U — R tal que g|; = gp para toda
bola cerrada B C U. Se tiene que g esta bien definida, pues si By, By C U son
bolas cerradas tales que By N By # &, entonces gp, = g, = f en my-casi todo
By N Bsy. Por continuidad, g, = gp, en By N Bsy. Nétese que g € Lip (B) para
toda bola cerrada B C U y, por tanto, g € Lip,.. (U). Como f = g en mgy-casi
todo U, tenemos el resultado.

]

2.3. El espacio BV (U)

Sean U C R? abierto y f € W' (U). Entonces, para todo ¢ € C} (U,R?), se tiene
que:

(Aﬂ&MWWMZ—ADﬁwwwz—A¢Wﬂ
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donde [Df] =mgy L Df es la medida vectorial en By con densidad D f respecto de
ma. Si ||¢]| oy < 1, entonces:

/ f-div(p) dmg <
U

| Dt wdma| < [ DfI-lel dma < [ D] dima < +x.
U U U

El supremo de los valores [, f - div (¢) dmg con ¢ € C} (U,RY) y ollsor < 1 es
finito. Este supremo lo vamos a conocer como variaciéon y nos permitira generalizar
el concepto de funciones de variacién acotada en R

Definicién 2.6. Sean U C R? abierto y f € L] (U). Definimos la variacién de f
en U como sigue:

Vo (/) =sup{/Uf-diV(90) dmalp € €' (V). ligllwy < 1} € [0, 400

Definicién 2.7. Sean U C R? abierto y f € £ (U). Diremos que f es de variacién
acotada en U si Vi (f) < 4o00. Denotaremos por BV (U) al conjunto de funciones
de variacién acotada en U.

Definicién 2.8. Sean U C R? abierto y f € £i_ (U). Diremos que f es de variacién

acotada localmente en U si f € BV (V) para todo V' € U abierto. Denotaremos por
BViee (U) al conjunto de funciones de variacién acotada loclamente en U.

El Teorema de Representacién de Riesz (véase [9, Teorema 4.14] para una demostra-
ci6n) nos ayudard en el Teorema de Estructura para funciones de BVj,. a entender
que la derivada de estas funciones en el sentido de las distribuciones se comportara
como una medida vectorial Radon.

Teorema 2.9 (Teorema de Representacién de Riesz). Sean X un espacio
topolégico Hausdorftf localmente compacto y L : C,. (X , Rl) — R una aplicacion
lineal que verifica lo siguiente:

sup {L(gp)‘cp eC. (X,]Rl) , ||g0||OO’X < 1,s0p(p) C K} < 400,

para todo K C X compacto. Entonces existe una medida Radon p : Bx — [0, +00]
y una aplicacién medible o : X — R! con |o| = 1 en X tal que:

L) = [ erodnvoec. (X)),
X

Ademas, p y o (salvo conjuntos de medida nula) son tnicas.

Teorema 2.10 (Teorema de Estructura para funciones de BV|,.). Sean U C
R? abierto y f € BWo. (U). Entonces existe una medida Radon p : By — [0, +00] ¥
una aplicacién medible o : U — R? con |o] = 1 en R? tal que:
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/f-div(go) dmd:—/<p~ad,u,VgoeCi (U,Rd).
U U

Demostracién. Consideremos la aplicacién lineal L : C! (U ) Rd) — R dada por:

L(p)= —/Uf~div (p) dma.

Sea V' € U abierto. Entonces, para todo ¢ € C} (U,R?) con ¢]lsor < Ty sop(p) C
V', se cumple que:

~L0e) = [ Fedivie) dma= [ £-div (o) dma < Vi (7).
L(p) = ~L(—p) = / f - div(—) dimy = / f - div (=) dmg < Vi ().

Luego, para todo ¢ € C! (U, R?) con ||¢]|, < 1y sop(¢) C V, se tiene que:

L)l <C(V),

donde C' (V) > Vi (f) es una constante fija cualquiera. Sea ¢ € C! (U,R?) \ {0} con
sop (p) € V. Aplicando la desigualdad anterior a WT’—U y usando la linealidad de

L, se obtiene lo siguiente:

L) < V) llellw -

Sean K C U compacto, ¢ € C. (U, Rd) y V' & U abierto tal que sop (p) C K C V.
Entonces, usando el [Corolario 2.2} existe una sucesién {¢,},.y € C! (U,R?) con
sop (p,) C V para todo n € N convergente a ¢ en (CC (U,RY), ||H00U> Veamos

que {L (¢n)},en € R es una sucesién de Cauchy en (R, |-]). Usando la desigualdad
anterior, para todo n,m € N, se tiene que:

1L (on) = L(em)| = |L(¢n = om)| S C (V) lln — Omlloop »

donde estamos utilizando que ¢, — ., € C} (U, ]Rd) v Sop (¢n — ¢m) C V para todo
n,m € N. Fijado ¢ > 0, sea ng = ng(¢) € N tal que, para todo n,m € N con

n,m > ng, se cumpla que ||¢, — @ml| . < - Entonces, para todo n,m € N con

) o)
n,m > ng, se tiene que:

1L (¢n) = L (pm)| <e.

Como (R, |-|) es un espacio de Banach, existe L (¢) € R tal que:
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L(p) = lim L ().

n—oo

wen C CL(U,RY) otra

Veamos que L () no depende de la sucesién escogida. Sea {¢/,}
(¢l) € V paratodon € N convergente a ¢ en (CC (U,RY), ||||OOU>

sucesiéon con SOp

Denotemos por L () = limy, o0 L (¢l) € R. Entonces:

L(p) = L(p)| = M |L(pn) = L ()| = lm [L (o =0,
< C(V)- I lgn =@l = 0.

Por tanto, L (p) = L ().

Obsérvese lo siguiente:

Z(9)] = lim L (@) € C V) - Jim flgallay = C (V) - el
En consecuencia, para todo ¢ € C.(U,R?) con ||g|l,, < 1y sop(p) C K, se
verifica que |f(ap)| < C (V) y, por tanto:

sup { L. (¢)|p € Ce (X, RY), lIglloep < 1,500 () € K } < 0.

Consideremos la aplicacién L : ¢ € C.(U,R?) — L(p) € R. Probemos que L
es lineal. Sean p,¢ € C. (U, Rd), K C U compacto, V € U abierto tales que
sop (¢),sop(¥) € K CV y o, € R. Sean {¢,},cn, {¥n}nen € CL(U,RY) su-
cesiones con sop (¢,,),sop (¢,) € V para todo n € N convergentes a ¢ y 1 res-
pectivamente en (C. (U,R?),||-||..). Entonces la sucesién {a - ¢, + - ¥}, oy con-
verge a a -+ -9 en (C. (U, Rd),||-||oo). Sea x ¢ K. Entonces z ¢ sop (¢,) U
sop (¢,,) para todo n € N, es decir, ¢, (z) = ¥, (x) = 0 para todo n € N. Luego,
sop (-, + B -1,) € K CV para todo n € N. En consecuencia:

=a L(p)+8-L{¥).

Por tanto, L es lineal. Basta usar el [Teorema de Representacién de Rieszl O

En las condiciones del teorema anterior, denotaremos por ||Df|| := p a la medida
de variacién de f. Por la construccién de ||Df|| en el [Teorema de Representacion|

[de Riesz] es facil ver que:
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DS (V) = sup{/vf-div (9) dims

¢e@OOM@uy31}

para todo V' C U abierto, es decir, ||Df|| (V) = Vi (f) para todo V' C U abierto.
Por tanto, como f € BVj,. (U), entonces ||Df]|| es una medida finita sobre By para
todo V' € U abierto. Mas auin, si f € BV (U), entonces ||Df]|| es una medida finita
sobre By.

Definiremos ||| gy (y : BV (U) = [0, +-00) como sigue:

vy = 11w + IDFTU) -

Definicién 2.9. Una sucesion { f,, }
. n—o0
sillfn = Fllvwy — 0.

Definicién 2.10. Una sucesion {f,},.y € BV (U) converge a f € BVi. (U) en
BV (U) si, para todo V' € U abierto, {f,},cy converge a f en BV (V).

C BV (U) converge a f € BV (U) en BV (U)

neN =

Fijemos V' € U abierto. Denotemos por [Df] := ||Df|| L o ala medida vectorial con
densidad o respecto de ||Df|| sobre (V,By). Sea u* = ||Df|| L o para todo i € Ny.
Entonces [Df] = (,ul, ey ud). Para cada i € Ny, por el Teorema de Descomposicion
de Lebesgue aplicado al espacio de medida (V, By, mg) y a la medida real p’ sobre
(V, By), deducimos que existe un tnico par de medidas reales pf,, y i, sobre (V, By')
tales que:

1= phe + Ming [, K Mg, [ing L Ma.

Ahora, aplicamos el Teorema de Radon-Nikodym para medidas reales deduciéndose
que existe una funcién f; € £' (V') (dnica salvo conjuntos de medida nula) tal que
pi. = mgl_ f;. Consideremos la siguiente notacion:

0 :
ai = fiavz eNd?
_(9of of
Df = <ax1"“’axd>’

[Df]ac = (/“L;m “'mugc) =My L Df7

[Df]sing = (lusling7 ] M(siing) :

Luego, [Df] = [Df],. + [Dflany = ma L Df +[Df] s donde Df € [} (V)] s la
funcién vectorial de densidad de la parte absolutamente continua de [Df].

El mismo razonamiento se puede hacer cuando f € BV (U) sustituyendo V' por U.
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Ejemplo 2.1. Sean U C R? abierto y f € Wﬁ)(} (U). Entonces, para todo V € U
abierto y ¢ € C} (V,R?) con ||g|| ., <1, se tiene que:

/f-div(go) dmd:—/Df-godmdg/]Df-gol dmdgf\Dﬂ dmg < +o0.
v v v v

Tomando el supremo en ¢ € C} (V,RY) con [l¢||, <1, se tiene que Vi (f) < 4oc.
Por tanto, f € BVio. (U).

Sean ||Df|| =mgy L |Df|y o : U — R? estéd definida como sigue:

Df(z) .
o= DI Dile)#0

Entonces:

- di dmg = — Df-odm, =— -od||Dfl].
/Vf iv (¢) dimg /stomd /un I

Esto prueba que Wﬁ)cl (U) C BViee (U). Ademads, como para todo p € (1,400,
sabemos que WL (U) € Wl (U), se tiene que:

WP (U) C BViee (U),Vp € [1, +00] .

loc

Anélogamente, se demuestra que W' (U) C BV (U).

2.3.1. Aproximacién Local por Funciones Suaves en BV (U)

Al igual que hicimos para el caso de las funciones de W'? (U) con U C R? abierto en
el [Teorema 2.6}, queremos demostrar que toda funcién de BV (U) se puede escribir
como limite de funciones infinitamente diferenciables de BV (U). Antes de pasar al
teorema, vamos a probar dos resultado previos que utilizaremos.

Teorema 2.11 (Semicontinuidad Inferior de la Medida de Variacién). Sean
U C R? abierto y {f,}, oy € LL.(U) una sucesién convergente a f € L _(U) en
Ll (U). Entonces:

loc

neN

DS (U) < timint 1D, | (V).

Demostracién. Si liminf, . ||Df,|| (U) = 400, entonces la desigualdad es tri-
vial. Supongamos que liminf, , ||Df,|| (X) < +oo. Sin pérdida de generalidad,
tomando subsucesiones si es necesario, podemos suponer lo siguiente:
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liminf || D ]| (X) = lmsup | [ D ]| (X) = i [[Df.l] (X),
n—00 n—s00 n—00

Entonces ||D f,|| (X) < 400 para todo n € N. Sea ¢ € C! (U,R?) con [|¢]| ., < 1.
Luego:

<IIDfII(V)

/ f-div(¢) dmg = lim / fo - div (@) dmg = lim inf/ fn - div (¢) dmg
U n—oo [i; n—oo  Ji;
<liminf||Df,|| (U).
n—oo

En consecuencia:

DA (U) = sup { / £ - div () dmg
< liminf | D1, | (U).

o€ C (URY,[g] <1en U}

]

Para el siguiente teorema, conviene recordar de la|Seccion 2.2.2/la notacién de f. para
e >0y una funcién f € L] (U) con U C R?. Antes de enunciar el teorema, vamos
a probar un lema que utilizaremos en varias ocasiones durante la demostracién.

Lema 2.6. Sean U C R? abierto y f,g € £ (U). Entonces, para todo ¢ > 0, se

tiene:
/fa'gdmd:/f'gedmd'
U U

Demostracion. Fijado € > 0, se tiene:

[ 1egdma= [ [ @) 1) dms)-9@) dma @)
[ [ =10 9@ dma ) dma (o)
O [ rew=o) 9@ ) dma @) ama )
~ [ 10 [ netw=2)- () dma @) dma

:/f'gadmda
U

donde (x) se tiene como consecuencia del Teorema de Tonelli. [
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Teorema 2.12 (Teorema de Aproximacién Local por Funciones Suaves).
Sean U C R? abiertoy f € L (U). Entonces existe una sucesién { f,} _ € C* (U)
tal que:

(a) {fn},ey converge a fen L (U).
(b) Mmoo [[Dful | (U) = DS (U).

Si f € BV (U), podemos conseguir que { f,},cy € BV (U) y que la convergencia de
(a) sea en L' (U).

neN

Demostracién. Si ||Df||(U) = +o0, el resultado es consecuencia directa del
rolario 2.1|y el [Teorema 2.11]

Supongamos entonces que f € BV (U), es decir, ||Df||(U) < +o0. Para cada
n,m € N, definimos el siguiente conjunto:

Upm =U(1/(n+m))NB(0,n+m).

Observemos que U = U >_; Uim ¥ Urm C Uyt para todo m € N. Por ser ||Df]|
una medida Radon finita, entonces ||Df|| (U \ Uy,,) < 400 para todo m € Ny, en
consecuencia:

0=I[[Df|[(@) = lim [[Df][ U\ Urm)-

Fijado € > 0, sea mg € N tal que ||[Df||(U\ Urm,) < €. Sea Uy = @. Para cada
ne€N,sea U, =Upm, v Vo = Un1 \m De manera analoga al |Teorema 2.2.2|,
se puede probar que U = J;”; Vi, ¥ que los abiertos de la coleccién {V,}, . son
disjuntos tres a tres y si dos abiertos tienen interseccion no vacia, entonces sus indices
son consecutivos.

Consideremos una particion de la unidad para U con funciones C* subordinada a
{Va},ens esto es, una sucesion {¢n}, .y € C°(U) tal que, para todo n € N, se
cumple que sop (¢,) CV,, 0< ¢, <lenUy> < ¢, =1lenU.

Usando el [Teorema 2.4]y el [Lema 2.3| fijado € > 0, para cada n € N, existe ¢, > 0
tal que sop ((f . gpn)sn) CV,y:

€

/‘(f%pn)gn _f(pn‘ dmd< 2n’
U

d
v, B _(9g0n
> L10-5)

Podemos suponer que €,1 < €, para todo n € N. Sea f¢: U — R dada por:

g
dmyg < 2_71

fe= Z(f'%pn>sn'



Sabemos que los abiertos de la coleccién {V, }, y son disjuntos tres a tres. Luego,
fijado x € U, existe un entorno abierto de x suficientemente pequenio en el que sélo
una cantidad finita de términos de la suma anterior son no nulos. Por tanto, f¢
estd bien definida. Por el apartado (a) del [Teorema 2.4] sabemos que (f - ¢,). €
C* (U (en) ,R) para todo n € N. Nosotros sabemos que sop ((f - ¢n). ) € V, C
Upt1 CU(1/((n+ 1)+ myg)) para todo n € N. Para cada n € N, tomando ¢, > 0
de forma que ¢, < 1/((n+1)+mg) y que se cumpla lo anterior, tenemos que
sop ((f - ¢n)..) C U () y, por tanto, (f - ¢,). € C*(U). Por lo que hemos razo-
nado anteriormente, concluimos que f¢ € C* (U) C W (U).

Ademas, como para todo x € U, existe un entorno abierto de z suficientemente
pequeno en el que los términos de la suma que definen a f¢ son todos nulos excepto

una cantidad finita, por lo que los operadores con i € Ngy > 2, conmutan.

aZL’Z’

(oo (f-son)gn) - (iﬁ%)

<SS ea)e, = Frally <70
n=1

Entonces:

||f€_f||1,U:‘

LU

Por tanto, lim._,g+ f© = f en £} (U).

Por el|Teorema de Semicontinuidad Inferior de la Medida de Variacion, sabemos que
|1Df|| (U) <liminf. ,o+ ||Df¢|| (U). Vamos a utilizar la siguiente propiedad:

Sea ¢ € C} (U,R?) con [¢||,, < 1. Por el [Lema 2.6;

/U §° - div () dmd@; /U (f - ¢n)., - div () dmg
() L
= ;/Uf o - div (¢.,) dmyg

:Z/fdlv(@ngoen) dmd_Z/f'DSOn'@€ndmd
n=1 U n=1 U

—JE
=I¢
7\

n=1 U

— £
=1
7\

-~

_Z/U((f'D%)En —f - Dgn) - pdmg =I5 + I,
n=1
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Tenemos que probar (x), (%) y (* * *). Para probar (x), sélo tenemos que demostrar
que Yo7 |(f - ¢n)., - div(p)| dmy < 400 para cierto ng € N y aplicar el Teo-
rema de la Convergencia Dominada. Sea V' € U abierto con sop (¢) C V. Entonces
existe ng € N tal que V' C U (g,,) para todo n > ng (por esto, necesitdbamos que la
sucesion {e,}, .y fuese decreciente) y, por tanto:

Z/‘f ©n). - div (e |dmd— Z/‘ “n). - div (e |dmd

n=ngo n=no

2 lldiv ()] 0. //775 x—y (Z en (y ) dmy (y) dmq (z)

n=ng

< ldiv (@)l /Vm (2) dimg (x) < +o0,

donde en (%) estamos utilizando el Teorema de Beppo-Levi y en (%) que 0 <
Doy Pn S Dy 0 = 1

Por otro lado, (x%) es consecuencia del y el apartado (d) del [Teorema 2.4}

En (% * %), de nuevo, hemos utilizamos el junto al apartado (d) del
y hemos anadido el término —f - D¢, - ¢ en la segunda integral ya que
Yo, %ﬁ:' = 0 para todo i € Ny y, ademds, el mismo argumento de intercambio
de derivada y serie para f¢ es vélido para 1 = >~ | ¢,. Habria que demostrar que
>, fU |f - Dy, - 9| dmg < +o0 para aplicar el Teorema de la Convergencia Domi-
nada y poder intercambiar serie e integral. Sea V' € U abierto tal que sop (¢) C V.
Como V tiene clausura compactay U = |J— | V,,, existe N € Ntalque V C |J,_, V;
Como los conjuntos V,, son disjuntos tres a tres, necesariamente, existe M € N tal
que 32 |Dp,| = M [Dpy| en V. Sea € > 0 tal que 3.°°, |Dp,| < Cen V.
Entonces:

S [ 1 Dow el dma =3 [ 1111l ol ding
n=1 U n=1 14

< el - Z/V F1- 1Dgn] dima
n=1

= [lelly,o '/V|f|' (Z|D<Pn|> - dmg

n=1

< HSOHV,oo O ||f||1v < +00.

Claramente, para todo n € N7 On * Pe, € Ccl (U= Rd) y S0p (@n ' 906) - Vn Veamos
que ||, - QOEnHOOy < 1 para todo n € N:

|on (2) - e, ()] < \%(@\-/ n(2) o (z —e-2)| dmq(z)

B(0,1)
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< / n(z) dmg(z) = 1.
B(0,1)
Entonces:

I < |IDAINU) + YD (V)

o0

= [IDFI[(U) + Y (IDFI (Vi \ Var) + [[DFI] (Ve 1 Vi)

n=2

= [[DFI(U) + [[Df]] (U (Vn\Vn—1)> +[Df]] (U (VnﬂVn_1)>

n=2 n=2

< [DFIIU) +2-[[Df]] (U Vn>
n=2
(hxx)

< [IDAIU) +2-[[DFHUNU) < [IDFIU) + 2.

Para probar (x %), basta con ver que |J,—, Vo C U\ Uy. En efecto, si @ € Uy, como
Uy C U, paratodon € Ny V, +1=U,;2 \ U, para todo n € N, necesariamente
x ¢ V,1 para todo n € N. Por otro lado:

f%Z/L]\(f-Dman—f-D%\-|¢|dmd
n=1

<> [l D)., = 1+ D dmy

n=1
~ d
< _ o .

Por tanto:

/Ufa-diV(cp) dmg < ||DfI|(U) +3 .

Tomando el supremo en las funciones ¢ € C} (U , Rd) con ||¢[| .y < 1, tenemos que
|Dfe|(U) < ||Df|| (U) 4 3-e. De aqui, tenemos que {f¢}__, € BV (U). Tomando

el limite inferior cuando £ — 0™, nos queda que:

e>0

liminf |[Df¢[| (U) < Hminf ([[Df]| (U) + 3 -¢) = [|[Df]| (U) < Hminf [|Df°[| (U).
e—0t e—0t e—0t
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Por tanto, liminf. o+ ||[Df¢|| (U) = ||Df|| (U). De aqui, podemos extraer una su-
cesion { fru},en € {f°}osp tal que liminf. o+ ||[Df?|| (U) = lim,o || Df,|| (U) =
IDAIU). O

Nota 2.2. Nétese que no hemos probado que lim,, . ||D (f, — f)|| (U) = 0.
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Capitulo 3

Funciones de variacion acotada en
espacios métricos

3.1. Introduccion

En espacios métricos, hemos perdido las buenas propiedades que tenfamos en R¢.
Entre ellas, encontrabamos la regularidad. Si recordamos la definiciéon de variacion

de una funcién f € L, _(U) donde U C R? es abierto:

Vo (/) = sup { [ 1+ div o) dmg

0 € C ), lellp < 1},

nos damos cuenta de que esta depende muy fuertemente de las funciones infini-
tamente diferenciables. Para definir la variacién de una funciéon f en un espacio
métrico (X, d), deberemos prescindir de dichas funciones. En su lugar, utilizaremos
las funciones Lipschitz localmente y su constante de Lipschitz inferior.

En este contexto, podemos definir un “sustituto” del gradiente: el gradiente superior.
Veremos que, bajo ciertas condiciones del espacio métrico, la constante de Lipschitz
inferior de una funcién Lipschitz localmente un gradiente superior de la misma.

El espacio métrico tendra asignada una medida Borel que debera verificar unas
condiciones con el fin de que las funciones Lipschitz localmente sean densas en el
espacio de funciones localmente integrables en el espacio métrico respecto de dicha
en medida.

Con todos estos ingredientes, estaremos preparados para definir la variaciéon de una
funcién localmente integrable respecto a la medida que estemos considerando. Para
ello, nos basaremos en el [leorema de Aproximacion Local por Funciones Suaves| del
Capitulo 2.
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3.2. Primeras definiciones

Sean U C R? abierto conexo, v : [a,b] — R? una curva de clase C* y f € C'(U).
Entonces:

b b o
[pras= [ sy @ a= [T g a-r60)- 16w,

Tomando valores absolutos, nos queda lo siguiente:

£ (@) =1 (@)l < [ D7 G- o) di= [ |Df ds,

a C"/
Esta desigualdad da pie al concepto de gradiente superior.

Definicién 3.1. Sean (X, d) un espacio métrico rectificablemente conexoy f : X —
R una funcién. Un gradiente superior de f es una funcién g : X — [0, +00] medible
Borel tal que para todo z,y € X y para toda curva rectificable v : [a,b] — X en
(X,d) con v (a) =z y v (b) =y se verifica:

@)~ f )] s/ gds,,

Cy

donde s, es la medida de longitud de arco inducida por v en (X, d).

Para més informacién sobre s., acuda al [Capitulo 1, paginas 9 y 10}

Para la funciones Lipschitz localmente, conocemos gradientes superiores:

Definicién 3.2. Sean (X,d) un espacio métrico y f € Lip,,. (X). Definimos la
constante Lipschitz inferior de f como la funcién lip f : X — [0, +00) dada por:

hp f (JI) — lminf SupyGB(:p,r) ‘f (y) - f (.T)l '

r—0t r

Obsérvese que esta funcién estd bien definida, ya que, como f € Lip,,. (X), fijado
x € U, existe 1o = ¢ (z) > 0 suficientemente pequeno tal que para todo r € (0,7),
f]B(m) € Lip (B (z,r)) vy, en consecuencia, para todo r € (0,7) se cumple que:

swp [ (1) = F @) < sup Lip (flpg) - d(@y) < Lip (flgg,) - < +oo.
yEB(z,r) yEB(z,r)

Para poder trabajar, necesitamos hacer consideraciones geométricas sobre nuestro
espacio métrico. Nosotros queremos probar en primer lugar que la constante de
Lipschitz inferior para funciones Lipschitz localmente son funciones medibles Borel.
Para ello, deberemos imponer una cierta regularidad a las bolas.
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Definicién 3.3 (Espacio métrico Menger convexo). Un espacio métrico (X, d)
se dird Menger convexo (6 métricamente convexo) si verifica:

Ve,y € X,Vr,s > 0,d(z,y) <r+s< B(z,r)NB(y,s) # 2.

Teorema 3.1. Sean (X, d) un espacio métrico Menger convexo y f € Lip,,. (X).
Entonces lip f es medible Borel.

Demostracién. Sea o € R. Si a < 0, es evidente que {lip f < a} = &. Suponga-
mos que « > 0. Fijado x € X, se tiene lo siguiente:

SUDyep( | (Y) — f (@)l

lip f () = liminf, ,o+ "
SUPye (e |f (y) — f (2)]

= SUPy~ Info<r<s . <a
su _ T
&V >0, inf PyeB(z,r) |f(y> f( )| <a
o<r<d r
SUPyeB(x,r) |f (y) - f ([L’)|

&VneN, f <a

1
0<r<- r

Como el infimo es decreciente en n, la desigualdad basta tenerla a partir de un
cierto ng € N. Tomamos ng = ng () € N de forma que f es Lipschitz en B (z,1/ny).
Entonces f es uniformemente continua B (z,1/n) para todo n € N con n > ny.
Fijado n € N con n > ng, queremos probar lo siguiente:

SupyEB(r,r) |f (y) - f (l’>| SupyeB(z’,r) |f (y) - f ([E)|

inf = inf
0<r<% r 0<r<% r
reQ

Definimos f : (0,1/n) — [0, +00) como sigue:

f(r)= sup |f(y)— f(2)

yeB(z,r)

Como f es Lipschitz en B (z,1/n), fvestzi bien definida, esto es, el supremo siempre
va a ser finito. Tenemos que probar que f es continua. Sea ry € (0,1/n). Se tiene
facilmente que:

lim f(r)= sup sup |f(y)—f(x)= sup [f(y)—f(x)|=F(ro).

=Ty 0<r<ro yeB(z,r) yEB(z,m0)
Por otro lado:

lim f(r)= fnf sup |f(y)=f(@)| > sup |f(y)—f(x)|=F(ro).

Ty ro<r<1/nyeB(zr) y€B(z,r0)
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Tenemos que probar la desigualdad <. Como f es uniformemente continua en
B (z,1/n), fijado ¢ > 0, existe § > 0 tal que para todo y,z € B(z,1/n) con
d(y,z) <6, entonces |f (y) — f ()] <e.

Para r € (rg,1/n), dados y € B (x,r) y z € B(x,719), se tiene:

f @) = F@I<1F ) = F@I+1f ) = F@] < Fro)+1f () = £(2)].

Buscamos r € (19, 1/n) suficientemente cercano a r( tal que para cada y € B (z,r)
exista z € B (x,ry) de forma que d(y,z) < 4, esto es, B(y,0) N B(x,1r9) # &
y, como (X, d) es un espacio métrico Menger convexo, lo anterior equivale a que
d(y,z) < d+7o. En general, fijadoy € B (z,7), se tiene que d (y, ) <r=r—ro+ro.
Basta tomar r € (ro,min{1/n,d}). Esto prueba que lim, .~ f(r) = f(ro). Por

tanto, f es continua.

Dado n € N, sea {r}}, .y una enumeracién de (0,1/n) N Q. Entonces:

lip f(z) <«
SUDPye g |f () — f ()]

< Vn eN, inf <«
o<r<i r
reQ
SUPyep (g [ (W) = ()]
< Vn e N,Ym € N, 3k € N| — <a+ —
Ty m
T Umuk
< Vn,meN,IkeN| sup |[f(y)—f(z)] <am- -1}
yEB(x,rg)
=00
—N—

& Vn,m e N, 3k, 1 e NVy € B(z,rg),|f (y) — f(z)] Sa%,k—j-

Sean z € X y n,m,k,l € N fixed. Entonces |f (y) — f (x)] < oy, para todo
y € B(x,r}) siy sélamente si f (y) — f (z), f(x ) f () < ap, 1o que equivale a
qUE SUPy g, m) f)—f(x),f(z)— infyeB(“ ) fy) <ap,, . Paracadan, k €N,
definimos gy, g, hn i : X — [0, +00] como sigue:

In.k (ZL’) = sup f (y)> h’n,k ([E) = inf f (y)

yGB(w,’rg) yEB(I’Tl?)
Entonces:
{lip f <a} = ﬂ U {gn,k -/ < a?n,k,l} N {f = hny < O‘?n,k:,l}'
n,m=1 k=1
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Fijados n, k € N, tenemos que probar que ¢, ; y Iy son medibles Borel. Por ana-
logfa, sélo lo veremos para ¢, . Sea § € R. Dado « € X, se tiene que x € {g,x > [}
si y sélamente si existe y, € B (z,r}) tal que f(y.) > f. Fijado z € {gnx > 0},
tenemos que encontrar § > 0 suficientemente pequeno tal que para todo z € B (z, §),
d (Yz, 2) < 1}, estoesy, € B(z,ry,). Por reduccién al absurdo, supongamos que para
todo § > 0, existe zs € B (z,9) tal que d (yz, 2z5) > r}l. Obsérvese que lims o+ 25 = .
Luego, d (y,,x) = lims_o+ d (Y, 2) > ri. Hemos llegado a una contradiccion. Por
tanto, existe > 0 tal que B (x,0) C {gnxr > B}. Por definicién, {g,r > B} es
abierto y, en consecuencia, medible Borel. De aqui, deducimos que lip f es medible
Borel. O

En espacios métricos Menger convexos y rectificablemente conexos, la constante
Lipschitz inferior de una funcién Lipschitz localmente es un gradiente superior de la
misma.

Teorema 3.2. Sean (X, d) un espacio métrico Menger convexo y rectificablemente
conexo, y f € Lip,,. (X). Entonces lip f es un gradiente superior de f.

Demostracion. Por el teorema anterior, sabemos que lip f es medible Borel. Sean
z,y € X yv:[a,b] — X una curva rectificable tal que v (a) = z y v (b) = y. Sea
Iy :0,£(7)] = R definida como f, = f o~,. Sean sq, s2 € [0, (7)] con s; < sy. Por
ser C, compacto, se tiene que:

| f5 (s1) = f5 (s2)| < Lipe, (f) - [7e (s1) — e (s2)| < Lipe, (f) -4 <7|[51,52]>
= Lipc, (f) - |51 = 52] .

Por definicién, f, es una funcién Lipschitz en [a,b]. En particular, f, es absoluta-
mente continua, derivable en m-casi todo punto de (0, ¢ (7)) y:

fols) = oo = [ fdm,
para todo si,s2 € [0,£(7y)] con s; < 5. Dado s € [0,£(7)] tal que existe f/ (s),

tenemos que probar que ‘f; (s)‘ <lip f (7¢(s)). Fijemos s € (0,¢(7)) tal que existe
f5 (). Sea r > 0 fijo. Entonces:

[fys+r) =) f(els+7) = f (e (9)]

T r
P f () = £ (1 ()]
r

Tomando limites inferiores cuando r — 07, obtenemos la desigualdad deseada. Por
tanto:
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()
<[ 15)dm
0

()
< / (lip f o) dm = lip fds,.
0 Cy

()
|f(rv)—f(y)|:|f7(0)—f7(€(7))|=‘/0 £, dm

]

3.3. Funciones de variacién acotada en espacios
métricos

Sean U C R? abierto y f € LL_(U). Por el [Teorema de Aproximacién Local por|
[Funciones Suaves| existe una sucesién { f,},cy € C> (U) convergente a f en L, (U)
tal que:

1
loc

|DfI|(U) = lim ||Df,||(U) = liminf ||Df,|| (U) < h’minf/ |Df.] dmg. (3.1)
n—oo n—o0 n—oo U

Nuestra intencién en cierta forma es sustituir el gradiente por la constante de Lips-
chitz inferior de una funcién Lipschitz localmente.

Definicién 3.4. Un espacio métrico medible es una tupla (X, d, ) donde (X, d) es
un espacio métrico y p: Bx — [0, +00] es una medida Borel.

Sea (X, d, ;1) un espacio métrico medible de medida finita en compactos. Es facil ver
que Lip,. (X) C L. (X, u). Ademds, si (X, d) es o-compacto, podemos construir

loc

sobre £} . (X, 1) una métrica compatible con la convergencia en este espacio a partir

de una familia total de seminormas.
Con estas hipdtesis, demostraremos que el espacio Lip (X) es denso en L] . (X, u).

Antes de ello, veamos el siguiente lema clasico de diagonalizacion de limites iterados
en espacios métricos.

Lema 3.1. Sea (U, p) un espacio métrico. Para cada n € N, consideremos una
sucesion {uy,}, . convergente a u, € U en (U, p). Si {uy,}, oy converge a u € U en

n
mg}neN converge a u en (U, p).

(U, p), para cada n € N, existe my € N tal que {u
Demostracién. Para cada n € N, existe m{ tal que p (u%g,un) < % Ademas,

fijado & > 0, existe ng = ng (¢) € N tal que para todo n > ng, = < 5y p(un, u) < 5.
Luego, para todo n > ng, tenemos que:

(u" u>< (u" u>—|— (u u)<1+€<€+€—6
P mg: =p mg>n P ns n 2 2 2*
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Por definicién, {uﬁ@g} converge a u en (U, p). O
neN

Lema 3.2. Sea (X, d, ) un espacio métrico medible o-compacto y de medida finita
en compactos. Entonces dada f € L) (X, p), existe {f,},cy € Lip (X) tal que

M, oo fn = fen L (X, p).

Demostracion. Sea B € By. Por ser i una medida finita en compactos, entonces
xB € Ll (X, u). Ademés, Lip (X) C /jlloc( u). Para cada n € N, definimos f,, :
U — R como fn () =1 —n-d(x,B))". Por composicién de funciones continuas, f;,
es continua (y, en consecuencia medible) para todo n € N. Por otro lado, 0 < f,, <1
en X para todon € Ny lim, ,o fn = xp en X. Como 1 € L} (X, p), usando el
Teorema de la Convergencia Dominada, lim,, ., f, = xp en ﬁlloc (X, p).

Fijado n € N, probemos que f, es Lipschitz. Sean z,y € U. Si f,(x) = 1 —n -
d(z,B) >0y fu(y)=1—n-d(xz,B) > 0, entonces:

[fo (@) = fu (W) =n-ld(z,B) —d(y,B)| <n-d(x,y).

Si fn(x), fn(y) = 0, claramente |f, () — f, (v)] < n-d(x,y). Supongamos que
fal@)=1—n-d(x,B) >0y f,(y) =0. Entonces n-d(y,B) > 1y:

Fu(@) = fu W) = fa (@) =1-n-d(2,B) <n-d(y,B) —n-d(x,B)
—n-(d(y,B) —d(2,B) <n-d(y,z).

Por tanto, f, es Lipschitz.

Sea ¢ = Y " a;-xp, una funcién Simple y medible. Para cada i € N,,, existe
{fi},en € Lip (X) tal que lim, o ff = x5, en Li (X, ). Definimos {f,}, o €
Lip (X) como f, = >, a;- xp, para cada n € N. Por linealidad, se tiene que
lim, o0 fn = @ en Li, (X, p).

Sea f € L} (X, n) no negativa. Por el Teorema de Aproximacién por Funciones
Simples y Medibles, existe una sucesién {¢,}, .y de funciones simples y medibles
con 0 < ¢, < ppe1 < f en X para todo n € N tal que lim,, ., ¢, = f en X.
Usando el Teorema de la Convergencia Monétona, lim, .o @, = f en Li (X, u).
Para cada n € N, existe {f1},,cy € Lip (X) tal que lim,, , f72 = ¢, en Lj, (X, ).
Por el lema anterior, para cada n € N, existe m{ € N tal que lim,,_, fmg = fen

L. (X, ).

Sife L, (X,p), existen {f1}, cx: {2 }eny C Lip (X) tales que lim, o0 f = [
y limy, o0 f2 = f~ en L}, (X, p). Definimos {f,.}, oy € Lip (X) como f,, = fy — f?
para cada n € N. Por hneahdad, lim, oo fn = fen L (X, p).

Sea (X, d,p) un espacio métrico medible. Para definir la variacién de una f €
Ll (X, p) debemos asegurarnos de dos cosas:
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1. Para toda funcién f € Lip,,. (X), lip f es medible Borel.

2. Toda funcién en £} . (X, p) es limite en £] . (X, 1) de funciones de Lip,,, (X).

loc

Para el primer apartado, necesitdbamos por el que (X,d) fuese un
espacio métrico Menger convexo. Para el apartado 2, era indispensable que nuestro
espacio métrico fuese o-compacto y que p fuese finita en compactos. Con estas
hipdtesis e inspirados en , ya estamos preparados para dar la definicién de
variacion.

Definicién 3.5. Sean (X,d, ) un espacio métrico medible Menger convexo, o-
compacto y de medida finita en compactos, y f € L} (X, ). Definimos la variaciéon
de f en X como sigue:

Vx (f) = inf {h’m inf/ lip f, du‘{fn}neN C Lip,. (X), lim f,, = f en Elloc (X, ,u)}
n—oo X n—oo

Lema 3.3. Sean (X, d, 1) un espacio métrico medible Menger convexo, o-compacto
y de medida finita en compactos, y f € L] (X, ). Se cumple:

L Si {Va}en € Ta, entonces |[Df[(UpZy Va) < 2202y [[DFI(Va).

2. Si V1, V4 C X son abiertos disjuntos, entonces ||Df|| (Vi U Vy) = ||Df|| (V1) +
[IDAII(V2).

Demostracion.

1. Denotemos por V = J>7, V,,. Si Y 07 || Df]| (Vi) = +00, se tiene trivialmente
que [IDAI| (V) < S DS (Vi) Supongamos que S5, [ DA1] (V) < +oc
y, por tanto, ||Df]|| (V;) < 400 para todo n € N. Fijado € > 0, para cada n €
N, existe una sucesién {f"} C Lipy,. (V,,) convergente a f en L (V;, i)

meN loc
tal que:

3

h’minf/ lip fit du < HDfH(Vn)+2—n
Vn

m—0o0
Sin pérdida de generalidad, para cada n € N, podemos suponer tomando

subsucesiones si fuese necesario que:

m—0oo m—00

liminf/ lip f dp = limsup/ lip f; dpp = lim / lip f, dp.
Vn - m—0o0 Vn

Entonces:
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S DAV +e= > tim [ tip s
n=1 n:lm%oo Vn
= Jin 3 tin [ o £
kzl n
= i Jim 3 [t £

Sea W, = Vi. Dado n € N, inductivamente, definido W,,, definimos W,,;; =
Vi1 \ Up_y Vi Es fécil ver que {W,}, . es una coleccién numerable de con-
juntos disjuntos dos a dos tal que V = J,—, W,,.

Dado m € N, definimos f,, : V' — R como f,, = f en W,. Es facil ver que
{fin}men € Lipy, (V) es una sucesién convergente a f en L, (V, p1). Luego:

loc

> IIDAI(Va) + > lim lim Z/ lip f* du
n=1 k=1 Vi

HL)OO m—0o0
n
= lim inf lfm inf ) ° / lip f* du
n—o0 m—00 P Vi

n—o0 m—00

> lim inf lim inf » / lip f* du
k=1 "Wk

= lim inf lim inf / lip fon du

> lim inf lim inf / lip fdp
Uk=1 Wk

n—o0 m—0o0

= sup inf sup inf lip f;du
neN 2N meNIZm J|Ji _ wy
(%)
> sup sup inf inf / lip f;dup
Usk=1 Wk

neEN meNi2nj2m

= sup sup inf inf / ‘ lip f;dup
UZ:1 Wi

meN neN j2mizn

= sup sup Inf / lip f;du
meN neN j2m Ury Wi

(s

=) sup inf / lip f;dp
Uzil Wk

meNJ=m

—timinf [ Lip fd > D1 (V).
1%

m—o0

Haciendo e — 0 tenemos el resultado. En (x), estamos utilizando que, si A, B
son dos conjuntos y g : A X B — R es una funcién entonces:
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sup inf g (a,b) < inf sup g (a,b).
beg3 aeAg (a,6) a€A beg 9(a.b)

Para demostrar (x), tenemos que ver que si {g,}, oy €s una sucesion de fun-
ciones medibles Borel no negativas, la aplicaciéon n : Bx — R dada por:

n(A) = inf/gn du,
NJa

ne

es una medida. Evidentemente, n (@) = 0. Consideremos una coleccién de
conjuntos { A, },,cn € Bx disjuntos dos a dos. Sea A = J;._; Ay, Claramente,
se tiene que:

_ _ > , _ ‘
n(A) irellf\l/Agnd,u ilellf\ImZ:l/Amgndﬂ_;rlzgg/Amgndﬂ mZZITI(Am>

Si > n(An) = 4oo, claramente n(A) = >~ n(A). Supongamos que
Yo n(Ay) < 400y, por tanto, n(A4,,) < 4+oo para todo m € N. Fijado
e > 0, para cada m € N, existe n,, € N tal que:

€
/ Gn,, A < m (An) + o
ATVL

Entonces:

n(A :inf/gndu:inf / gndp < / Gn,, dpt < n(An) +e.

Haciendo € — 0T, obtenemos que 7 (A4) < > >*_, n(Ay). Por tanto:

n(A) =3 1(An).

m=1
Por definicién, 7 es una medida.

. Por subaditividad, ||Df|| (V1 UV2) < [|[Df|| (Vi) + ||Df]| (V2). Consideremos
una sucesion {f,},cn € Lipjo (Vi U Va) convergente a f en L (V4 U Vs, p).
Entonces {f,} .y C Lipy. (V1) N Lipy,. (V2) converge a f en L] (Vi,u) y en
El

loc

neN

(V2, n). Luego:

lim inf/ lip f, dp = liminf (/ lip f.du —I—/ lip f, du)
n—00 ViuVs n—00 Vi Vo
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> liminf/ lip f, du—i—h’minf/ lip f.du
Vl n—oo

n—oo V2

> [[DFII (Vi) + DS (V2) -

Tomando el infimo en las sucesiones de Lip,,. (V3 U V2) que convergen a f en
Lipe (Vi U V2, 1), tenemos que [[Df[[ (ViU V) 2 [|Df]| (Vi) + ([ D] (V).

O

Definicién 3.6. Sean (X, d, ) un espacio métrico medible Menger convexo, o-
compacto y de medida finita en compactos, y f € £' (X, u). Diremos que f es de
variacién acotada en X si Vx (f) < +o00. Denotaremos por BV (X) al conjunto de
funciones de variacién acotada en X.

Definicién 3.7. Sean (X,d, ) un espacio métrico medible Menger convexo, o-
compacto y de medida finita en compactos, y f € Ll . (X, u). Diremos que f es
de variacién acotada localmente en X si f € BV (V) para todo V' € X abierto.
Denotaremos por BV, (X) al conjunto de funciones de variacién acotada localmente
en X.

Al igual que en el capitulo anterior, podemos construir la medida de variacién de f.

Lema 3.4. Sean (X, d) un espacio métrico, E CP(X)con@ € Eyd: E — [0, +0]
una funcién que verifica d (&) = 0. Entonces la aplicacién p* : P (X) — [0, +o0]
dada por:

{E}GNCEACUE}

n=1

mf{Zd

es una medida exterior. Se entiende que inf & = +oo.

Demostracién. Como d (&) = 0, evidentemente p* (&) = 0. Sean A, B C X con
A C B. Si p*(B) = 400, se tiene trivialmente que p* (A) < p* (B). Supongamos
que p* (B) < 4o00. Dado {E,}, .y C € con B C |~ E,, entonces A C |7 E, v,
por tanto:

neN

S
n=1

Tomando el infimo en los recubrimientos de B por elementos de &, deducimos que
(4) < (B). Sean (A © P (X) 3 A= U, Au. S5 S0, (An) =+,
claramente, tenemos que p* (A) < >, p* (A,). Supongamos que y .~ pu* (A,) <
+o0 y, por tanto, pu* (A,) < +oo para todo n € N. Fijado ¢ > 0, para cada n € N,
existe {E}}, oy € € con A, C U, E, tal que:



Claramente, {E]}, .y €€y A CU,,.—; B, Luego:

SZZ (E) Zlu*(A

Haciendo € — 0", concluimos que:

[e.e]
Swar
n=1
Por definiciéon, p* es una medida exterior. O

Teorema 3.3. Sean (X, d, ;) un espacio métrico medible propio Menger convexo,
o-compacto y de medida finita en compactos, y f € LL_(X,u). Dado V € Ty,
definimos ||[Df|| (V) := Vi (f). Sea ||Df||" : P (X) — [0, +oo] dada por:

N{Viten € Tay A C UV}

n=1

DI ( mf{ZHDfH

Se cumple:
1. ||Df|]" es una medida exterior métrica.
2. Si V C X es abierto, entonces ||[Df|| (V) = ||Df]|" (V).

M4s atin, por el procedimiento de Carathéodory ||Df||* define una medida Borel
que denotaremos como ||Df]|.

Demostracion.

1. ||Df||" es una medida exterior por el lema anterior. Sean A, B C X tales que
dist (A4, B) > 0. Por subaditividad, || Df||" (AU B) < ||Df|I" (A)+||DfI]" (B).
Vamos a probar que | Df||" (A)+||Df[I* (B) < |[DS][" (AU B). Sea {Va} e C
Ta tal que AUB C |J2, V,,. Como dist (A, B) > 0, existen V;,V5 C | J>7, V]
abiertos disjuntos tales que A C V; y B C V5. Entonces:

ZHDfII >\|Df\|<UV> > [[DfII (ViU Va)

= [IDfII (V1)) + IDfI] (Va) Z [IDFII" (A) + DI (B) .-

Tomando el infimo en los recubrimientos por abiertos de A U B, llegamos a
que [|Df||" (AU B) = |[Df]|" (A) + ||DfII" (B). Por tanto, [[Df||" (AU B) =
[|DfII" (A)+||Df||" (B). Por definicién, || D f||* es una medida exterior métrica.

74



2. Por definicién, sabemos que || Df||" (V') < ||Df]| (V). Tenemos que probar que
IDFII" (V) > |IDf]| (V). Sea {V,},,eny € Ta con V' C ;" V,,. Por monotonia,
podemos suponer que V = J~, V,,. Por el apartado 2, tenemos lo siguiente:

> DA (Vo) = IDS]] (U Vn> = [|[Df|| (V).

Tomando el infimo en los recubrimientos por abiertos de V', deducimos que
ID£I[" (V) = [IDf|| (V). Por tanto, ||Df|[ (V') = |[Df[|" (V).

]

3.3.1. Semicontinuidad inferior de la medida de variacion

Teorema 3.4 (Semicontinuidad Inferior de la Medida de Variacién). Sean
(X,d, u) un espacio métrico medible o-compacto y de medida finita en compactos.
Si{futnen € Lioe (X, 1) es una sucesién convergente a f € L], (X, p) en Li (X, p),
entonces:

DI} (X) < lminf |[D£,] (X).

Demostracién. Si liminf, . ||Df,|| (X) = +o0o, entonces la desigualdad es tri-
vial. Supongamos que liminf, , ||Df,|| (X) < +oo. Sin pérdida de generalidad,
tomando subsucesiones si fuese necesario, podemos suponer lo siguiente:

11'H_1>ianDan (X) = limsup ||Df,|| (X) = lirn | Dfll (X) < +00.
n—00 N 00 n—00

Entonces ||Df,|| (X) < +o0 para todo n € N. Fijado € > 0, para cada n € N, existe

una sucesion {f2}, ¢ C Lip, (X) convergente a f, en £, (X, ) tal que:

m— 00

h’minf/ lip fit dp < ||Dfull (X) + €.
X

Tomando subsucesiones si fuese necesario, podemos suponer de nuevo que:
liminf/ lip f dup = h’msup/ lip ) dp = lim / lip f) du

Fijado n € N, sean my, m;, € N tales que dz1 (x, (fih, fa) < 5 para todo m € N
con m > mby [ lp [P dp < lmp, oo [y lip f2dp + L para tdo m € N con
m > m?2. Para cada n ENN, sea m, = max{m}, m2}. Claramente, se tiene que
{fn }oen € Libye (X) converge a f en Ly, (X, 1) y:

1 1
/lip fr dp < lim /lip fodu+— <||Dful] (X)+e+ —.
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Entonces:

|Df]] (X) < h’minf/ lip fr dp < liminf||Df,|| (X) +e.
n—oo X n—o0
Haciendo € — 0", tenemos el resultado. O

3.3.2. Condiciones naturales sobre el espacio métrico

Sea (X, d, ) un espacio métrico medible Menger convexo o-compacto y de medida
finita en compactos. Es facil ver que, en espacios métricos localmente compactos,
la o-compacidad, la separabilidad y el tener una base numerable son conceptos
equivalentes. El siguiente resultado nos asegura que, con estas hipdtesis, pu es una
medida Radon.

Teorema 3.5. Sea (X,7) un espacio topoldgico Hausdorff localmente compacto
con una base numerable y p una medida sobre (X, By) que es finita en conjuntos
compactos. Entonces p es una medida Radon.

Demostracién. Véase [7, Seccién 7.2]. O

Imponiendo estas condiciones, la medida de variacién de funciones de variacion
acotada localmente también es Radon.

Corolario 3.1. Sean (X,d, ;) un espacio métrico medible Menger convexo, o-
compacto, localmente compacto y de medida Radon, y f € BV, (X). Entonces
||Df]| es una medida Radon.

Demostracién. Por el teorema anterior, ||D f|| es una medida sobre (X, Bx) finita
en conjuntos acotados y, por tanto, en conjuntos compactos contenidos en X. Como
(X, d) define un espacio topolégico Hausdorff localmente compacto con una base
numerable y || D f|| es finita en conjuntos compactos, usando el tenemos
que ||Df|| es una medida Radon. O

Sean (X, d, ;1) un espacio métrico medible Menger convexo, o-compacto, localmente
compacto y de medida Radon, y f € Lip,,. (X). Entonces, para todo V' C X abierto,
se tiene que:

DA (V) < / lip £ dp. (32)

Claramente, si pu (V) = 0, entonces ||[Df|| (V) = 0. Sea A € Bx con pu(A) = 0.
Como pu es Radon, entonces o es exteriormente regular. Dado n € N, existe V,, C X
abierto con A C V, tal que p(V,) < % Para cada n € N, sustituyendo V,, por
M-, Vi, podemos suponer que V,, D V,1;. Luego:
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1D (A) < [IDS]| (ﬂ Vn> :

Ahora bien, si f € Lip (X), entonces lip f estd acotada por la constante Lip (f).
Por tanto:

n

DI (A) < [IDF] (ﬂ Vn) < [IDSI[ (Vn) S/ lip fdp < Lip (f) - p(Va)

n—oo

<Lip(f)-% 82,

Por tanto, ||Df]|| (A) = 0. Hemos demostrado que si f € Lip (X), entonces || D f|| <
p. Por el Teorema de Radon-Nikodym, existe g : X — [0, +oc] medible tal que
|Df]| = p L g, es decir:

IDFII(A) = /Agdu,\m € By.

Nos gustaria al menos que Lip (X) C BV, (X). Por (3.2), es facil ver que eso lo
tendriamos si suponemos que el espacio métrico es propio.

Definicién 3.8 (Espacio métrico propio). Un espacio métrico (X, d) es propio
si todo conjunto cerrado y acotado es compacto.

Si (X,d) es un espacio métrico propio, directamente se tiene que es un espacio
métrico localmente compacto y o-compacto.

Diremos que un espacio métrico medible propio, Menger convexo y de medida Radon
es un “buen” espacio métrico medible.
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Notacion

Conjuntos

N Conjunto de los nimeros naturales

Ny Conjunto de los niimeros naturales con el 0
Ny Conjunto de los N primeros nimeros naturales
Z Conjunto de los nimeros enteros

Q Conjunto de los niimeros racionales

R Conjunto de los nimeros reales

Z ([a,b]) Conjuto de particiones del intervalo [a, b]
VelU V' tiene clausura compacta contenida en U

Teoria de la medida

m Medida de Lebesgue en R

Sy Medida de longitud de arco inducida por ~

m* Medida exterior de Lebesgue en R

mq Medida de Lebesgue d-dimensional

Bx o-algebra de Borel engendrada por el espacio topolégico X
LP (X, ) Espacio de funciones p-integrables en X respecto de p

con p € [1,4+00)

P (X, ) Espacio de funciones p-integrables localmente en X
respecto de p con p € [1,+00)
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plf

Medida con densidad f respecto de

Espacios de Sobolev

sop (f)

ch(U)

Te

fe

Soporte de f

Funciones de k-veces diferenciables con continuidad
(ke NU{o0})

Funciones de C* (U) y de soporte compacto
Espacio de funciones de £ (U) con derivada débil en L? (U)

Espacio de funciones que pertenecen a WP (V) para todo
VeU

{z € U|dist (z,0U) > ¢}
Funcién definida en la pagina 31

Convolucién de f € L. (U) con n. en U

1
loc

Funciones de variacion acotada

BV ([a,b], X)

BV ((a,b),X)

BV (U, X)

BV (U)

BVioe (U)

1D
DI

Espacio de aplicaciones de variacién acotada en [a, b] con
valores en un espacio métrico (X, d)

Espacio de aplicaciones de variacién acotada en (a,b) con
valores en un espacio métrico (X, d)

Espacio de aplicaciones de variacion acotada en U C R abierto
con valores en un espacio métrico (X, d)

Espacio de funciones de variacién acotada en U C R? abierto

Espacio de funciones de variacién acotada localmente en
U C R? abierto

Variacién de f en [a,b] o (a,b)
Variacion de f en U
Medida de variacién

Medida exterior de variacion
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Funciones Lipschitz

Lip (X)

Liploc (X)

lip f

Espacio de funciones Lipschitz
Espacio de funciones Lipschitz localmente

Constante Lipschitz inferior de f

Derivadas de funciones

Df

Derivada superior de una funcion real de variable real
Derivada inferior de una funcién real de variable real
Derivada clasica para funciones reales de variable real

Gradiente o matriz jacobiana de una funcién (escalar o
vectorial resp.)

Divergencia de una funcion vectorial
Derivada superior direccional con direccion v
Derivada inferior direccional con direccién v
IDfIl Lo

Parte absolutamente continua de [D f]

Parte singular de [D f]
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