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Capitulo 1

Introduccion

Este trabajo es un estudio de los objetos matemaéticos llamados trenzas en
superficies. Definidos por Fox y Neuwirth [FoN] en 1962, estos objetos estan
intimamente ligados a diversas areas en topologia de baja dimensién. Para
empezar, las trenzas en superficies son una generalizacién natural de las
clésicas trenzas de Artin ([A],[A2]). Al mismo tiempo, las trenzas en una
superficie dada, con un nimero fijo de cuerdas, forman un grupo que ge-
neraliza el grupo fundamental de dicha superficie. Estos grupos de trenzas
en superficies son a su vez grupos fundamentales de espacios de dimensién
mayor, llamados espacios de configuracion. Por ultimo, las trenzas en una
superficie dada pueden verse como clases de isotopia de homeomorfismos
de dicha superficie que fijan un nimero finito de puntos. Estas clases de
isotopia forman un grupo, que pertenece a los llamados mapping class groups
de la superficie, y que contiene al grupo de trenzas correspondiente como
subgrupo.

Todos estos acercamientos a las trenzas en superficies muestran su in-
terés, pues las trenzas de Artin, los espacios de configuracién y los mapping
class groups son areas de investigacién muy activas y ricas, con aplicaciones
a muy diversos campos de las matematicas y la fisica.

Este trabajo se divide en dos partes principales. En la primera damos
nuevas presentaciones de los grupos de trenzas en superficies cerradas. Es-
tas presentaciones son mucho mds simples que las ya conocidas ([Sc]), y
los generadores y relaciones tienen una facil interpretacién geométrica. Al
final de esta parte usamos dichas presentaciones para dar una solucién al
problema de la palabra en los grupos de trenzas en superficies.
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6 CAPITULO 1. INTRODUCCION

La segunda parte de este trabajo trata de los invariantes de Vassiliev de
las trenzas en superficies. Aunque originariamente definidos para ser apli-
cados a los nudos ([V1],[V2], ver también [Vo]), el concepto de invariante
de Vassiliev puede ser aplicado igualmente a diversos objetos “parecidos a
los nudos”, tales como enlaces, trenzas de Artin, “tangles”, “string -links”
y, como mostramos en este trabajo, trenzas en superficies. Aqui mostramos
que los invariantes de Vassiliev distinguen trenzas en superficies. El enun-
ciado andlogo a este resultado es conocido para las trenzas de Artin, pero
sigue siendo una conjetura para los nudos. M4s tarde, definimos los diagra-
mas de cuerdas ponderados para trenzas en superficies, que generalizan los
diagramas analogos para las trenzas de Artin, y que nos permiten definir el
invariante de Vassiliev universal para trenzas en superficies, con coeficientes
en Z. El resultado andlogo existe para trenzas de Artin [P], pero sélo es
conocido para invariantes con coeficientes en R o Q en el caso de los nudos:
es el famoso teorema de Kontsevich [Kon].

En el resto de este capitulo daremos las definiciones necesarias y los
enunciados de los principales resultados. El capitulo 2 contiene las de-
mostraciones de los resultados que conciernen las nuevas presentaciones de
los grupos de trenzas en superficies cerradas, asi como el algoritmo para,
resolver el problema de la palabra en estos grupos. Los resultados que
tratan de los invariantes de Vassiliev se demuestran en el capitulo 3, donde
también definimos el invariante de Vassiliev universal para trenzas en su-
perficies cerradas.

1.1 Definiciones

1.1.1 Trenzas en superficies

Sea M una superficie, no necesariamente orientable, y sea P = {Py,..., P, }
un conjunto de n puntos distintos en M. Una n-trenza en M con base P es
una n-upla b = (b, ..., b,) de caminos b; : [0,1] — M, tales que

(1) b(0) = P, para todoi=1,...,n,
(2) b;(1) e Pparatodoi=1,...,n,

(3) {b1(¢),...,b,(t)} son n puntos distintos en M para todo t € [0, 1].
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Para todo i =1, ..., n, llamaremos a b; la i-ésima cuerda de b.

Dos n-trenzas con base P se dicen equivalentes si existe una homotopia
que transforma (deforma) una en la otra, siempre que en todo momento
tengamos una n-trenza con base P. Se puede definir de forma natural el
producto de dos trenzas como el inducido por el producto usual de caminos:
para todo ¢ = 1,...,n, componemos la cuerda de la primera trenza que
termina en F;, con la i-ésima cuerda de la segunda trenza. Este producto
esta claramente bien definido, y dota al conjunto de clases de equivalencia
de n-trenzas de una estructura de grupo. Este grupo se llama grupo de
trenzas de n cuerdas en M con base P,y se denota B,(M,P). Este grupo
no depende, salvo isomorfismo, de la eleccién de P, sino sélo del nimero
de cuerdas, asi que podemos escribir B,(M) en vez de B, (M, P).

Una trenza b = (by,...,b,) se dice pura si b;(1) = P, para todo
i =1,...,n, es decir, si todas sus cuerdas son lazos. El conjunto de las
clases de equivalencia de trenzas puras forma un subgrupo de B, (M,P)
llamado grupo de trenzas puras de n cuerdas en M con base P, que se deno-
ta PB,(M,P). De nuevo, podemos escribir PB, (M) ya que no depende de
la eleccién de P. Nétese que sin = 1, entonces Bi(M) = PB,(M) = m (M),
por tanto los grupos de trenzas en M generalizan el grupo fundamental de
M.

Los grupos de trenzas en superficies pueden definirse de forma equiva-
lente como sigue. Definimos una n-trenza con base P como una coleccion
b= (by,...,b,) de caminos diferenciables y disjuntos en M x [0, 1], lama-
dos cuerdas de b, tales que la i-ésima cuerda b; va, de forma mondétona en
t € [0,1], de (B;,0) a algin punto (P;,1), P; € P. Una isotopia en este
contexto es una deformacién de trenzas que fija los extremos, y la mul-
tiplicacién se define por concatenacién. Las clases de isotopia de trenzas
con esta multiplicacién forman el grupo B,(M,P) o, de forma equivalente,
B,,(M). Nétese que si reemplazamos M por un disco cerrado D, obtenemos
el grupo B, (D), que se denota normalmente B,, y que es el cldsico grupo
de trenzas de Artin [A2]. En la figura 1.1 vemos un ejemplo de trenza de

Artin; las trenzas en una superficie M son semejantes, sustituyendo D por
M.

Existe una interpretacién de los grupos de trenzas como grupos funda-
mentales de ciertos espacios, llamados espacios de configuracion. Sea F,M
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o lr Py >

[0,1]

D

Figura 1.1: Una trenza de Artin de tres cuerdas.

el espacio de n-uplas de puntos distintos en M, es decir, F, M = M™\A,
donde

A ={(z1,...,2,) € M" /| z; = x; para algin i # j}.

Claramente, se tiene que PB, (M) ~ m (F,M). Consideremos ahora el
grupo X, de permutaciones de n elementos. Este grupo actda de forma
natural sobre F,, M permutando coordenadas, luego podemos considerar el
espacio de configuracion:

FoM = F,M/%,,
que puede verse como el espacio de inmersiones de n puntos indistinguibles

en M. Claramente tenemos B, (M) ~ m (F,M).

1.1.2 Sucesiones exactas de grupos de trenzas

El modo de ver las trenzas mediante los espacios de configuracién nos pro-
porciona algunas sucesiones exactas, de gran utilidad, provenientes de fi-
braciones. Le primera procede del espacio recubridor

F,M —s E, M,
con fibra ¥,,. éste induce la siguiente sucesién exacta:
1— PB,(M) — B,(M) %, — 1, (1.1)

donde el homomorfismo 7 envia una trenza dada sobre la permutacién que
ésta induce en P.



1.1. DEFINICIONES 9

Consideremos ahora la fibracién de Fadell-Neuwirth [FaN]: dado 1 <
m < n, la aplicacién

p: FEM — F,M
(1, Tn) —> (Tp—migls---rTn)
es una fibracién localmente trivial con fibra F,_,,(M\{G,...,@m}), Para
cualquier eleccién de los puntos {Q1, . ..,Qn}. Sea M una superficie cerrada
distinta de la esfera y del plano proyectivo (luego m2(M) = 1), sea P’ =
{P,,...,P,} y tomemos m = n — 1. Por la sucesién exacta larga de grupos

de homotopia de esta fibracién, obtenemos
1 — m(M\P', P,) = PB.(M,P) -2 PB,_1(M,P") — 1.  (1.2)

Si v € m(M\P', P,), entonces i(y) = (v,ep,,.-.,ep,), donde ep, denota el
camino constante con base P;, y dada b = (by,...,b,) € PB,(M,P), se
tiene o(b) = (ba, ..., by).

Por tltimo, si b es una trenza pura, cada cuerda b; (i € {1,...,n})
de b es un lazo en M con punto base P;, que determina un elemento
wi € m(M). Esto induce un homomorfismo 6 : PB,(M) — m1(M)", que
envia (by,...,b,) sobre (p1, ..., in). Definimos K, = ker #, y obtenemos la
sucesion exacta:

1 — K, — PB,(M) % m(M)" — 1. (1.3)

Si M es distinto de la esfera y del plano proyectivo, se sabe que K, es el
cierre normal en PB, (M) del subgrupo PB, (D), donde D es un disco en
M que contiene a P (ver [G]).

1.1.3 Trenzas singulares e invariantes de Vassiliev

A lo largo de esta subseccién consideraremos las trenzas como una coleccién
de caminos en el cilindro M x [0, 1].

Del mismo modo en que los grupos de trenzas de Artin fueron exten-
didos a los monoides de trenzas singulares ([B2],[Ba]), el grupo de trenzas
B, (M) puede extenderse a SB,(M), el monoide de trenzas singulares de
n cuerdas en M. Las cuerdas de una trenza singular se pueden cortar
transversalmente, pero sélo en un nimero finito de puntos dobles, llamados
puntos singulares.



10 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Al igual que con las trenzas no singulares, una isotopia es una deforma-
cién de trenzas singulares que fija los extremos, y la multiplicacién se define
por concatenacion. Notese que las clases de isotopia de trenzas singulares
forman un monoide y no un grupo, ya que las trenzas con un punto singular
0 mas no son invertibles.

Un invariante de trenzas en M con valores en un grupo abeliano A es
una aplicacién conjuntista v : B, (M) — A. Como en el caso de los nudos y
las trenzas de Artin, es posible extender v a las trenzas singulares mediante
la férmula recursiva,

v :vX—vX

El dibujo de la izquierda representa un pequeno entorno de un punto
singular en una trenza singular. Los del lado derecho representan las trenzas
obtenidas de la anterior mediante la resolucidn de ese punto singular. Es
decir, modificamos la primera trenza dentro del entorno del punto singular,
de modo positivo y negativo, para obtener dos trenzas singulares con un
punto singular menos que la anterior.

Hacemos notar que este método estd bien definido al ser M orientable.
En el caso no orientable, también habria dos posibles modificaciones, pero
no seria posible distinguir la positiva de la negativa.

Sea d un entero. Un Invariante de Vassiliev de tipo d es un invariante v
tal que v(b) = 0 para toda trenza singular b con més de d puntos singulares.

Hay una definicién equivalente de invariante de Vassiliev, en términos
de la llamada filtracidn de Vassiliev. En primer lugar, consideremos el anillo
de grupo Z[B,(M)]. Podemos definir una aplicacién

n: SBy(M) — Z[B,(M)]

que “resuelve” todos los puntos singulares de una trenza dada, con los
signos correspondientes. Es decir,
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Esta aplicacién es un morfismo multiplicativo bien definido. Nétese que
una trenza singular con d puntos singulares es enviada a una suma alternada

de 2¢ trenzas no singulares, cada una con coeficiente +1 o —1 dependiendo
del signo de sus resoluciones correspondientes.

Sea SyBn(M) el conjunto de las clases de isotopia de las trenzas sin-
gulares con d puntos singulares. Denotaremos V; al Z-médulo engendrado
por n(S¢Bn(M)). Se puede verificar ficilmente que V; es un ideal bildtero
de Z[B,(M)] y que se tienen las inclusiones Vg1 C Vo y Va, Vi, C Vaytds
para todo di,ds,d € N. Hemos obtenido entonces una filtracién

Z[By(M)] =V D> ViD V3D -,

que se llama la filtracidn de Vassiliev de Z[B,(M)).

La definicién de invariante de Vassiliev en términos de la filtracién de
Vassiliev es como sigue. Todo invariante v : B,(M) — A puede extenderse
linealmente a un homomorfismo de Z-médulos v : Z[B,(M)] — A. Nétese
que la anterior extensién de v a las trenzas singulares se puede expresar
también de la forma: v(b) = v(n(b)), para todo b € SB,(M). Entonces, v
es un invariante de Vassiliev de tipo d si y sé6lo si se anula en V444. Por
tanto, el conjunto de invariantes de Vassiliev de tipo d con valores en A es
igual a

Homgz(Z[B,(M)]/ V41, A).

1.2 Resultados conocidos

1.2.1 Presentaciones de los grupos de trenzas

Los grupos de trenzas se calcularon en términos de generadores y relaciones
desde el comienzo mismo de su estudio. E. Artin, en su primer articulo sobre
trenzas [A], da la famosa presentacién de B,, el grupo de trenzas de Artin
de n cuerdas, que es la siguiente:



12 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Presentacion de B,

e Generadores: O1y-vvyOn_i-
e Relaciones: — 0,05 = 0,0; (It — 7] > 2),
— 0;0i110; = 0;110:0i11 (1<i<n-2).

Igualmente se encontraron presentaciones parecidas para algunas su-
perficies en particular. Por ejemplo, Fadell y Van Buskirk [FvB] dan la
siguiente presentacion para el grupo de trenzas de la esfera:

Presentacién de B,(S?)

e Generadores: O1y+v.,0n_1.
e Relaciones: — 0,05 = 00; (li —j| > 2),
— 0i03410; = 0i410i0;41 (1<i<n-2),

—01...0p-10p-1---01 :1,

y Van Buskirk [vB] demuestra que la siguiente es una presentacién del grupo
de trenzas del plano proyectivo:

Presentacién de B, (P?)

e Generadores: O1y-vvs0n—1,015---+0n

e Relaciones: — 0,0 = 0;0; (It = 7] > 2),
— 0i03410; = 0;410i0i41 (1<i<n=-2),
— 005 = 0j0; (j #4,i+1),

— 0i = 0;0i+105,
_ g7l 1 e 2
0;110; 0i+10; = 0},
2 __
— 0, =01...0p-10p-1...071.

Por tltimo, Scott [Sc] da presentaciones de los grupos de trenzas de
todas las superficies cerradas, pero desafortunadamente, dichas presenta-
ciones no son tan simples como las anteriores. El propésito de la primera,
parte de este trabajo es encontrar presentaciones nuevas y méas simples de
los grupos de trenzas de todas las superficies cerradas.
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1.2.2 Invariantes de Vassiliev

La pregunta méds importante concerniente a los invariantes de Vassiliev es
si distinguen los nudos, es decir, si para cada par de nudos no isotdpicos
existe un invariante de Vassiliev que toma valores diferentes para cada uno
de ellos. En el caso de las trenzas de Artin, se sabe que la respuesta a esta
pregunta es afirmativa:

Teorema 1.2.1. Dadas dos trenzas de Artin b y c no equivalentes, existe un
entero N > 1 y un invariante de Vassiliev vy de tipo N tal que vy (b) # vn(c).
Ademds, se puede tomar vy con valores en Z.

La primera afirmacion del teorema 1.2.1 la demostré Kohno ([Koh], ver
también [B-N2]), y la posibilidad de tomar valores en Z es un resultado
de Papadima [P]. Nosotros demostraremos el resultado andlogo para las
trenzas en superficies.

Por otra parte, el estudio de los invariantes de Vassiliev de nudos y
trenzas de Artin es esencialmente equivalente al estudio de los diagramas
de cuerdas. Un diagrama de cuerdas para nudos es una coleccién finita de
cuerdas, con extremos disjuntos, en un circulo orientado. Dos diagramas se
consideran equivalentes si existe un difeomorfismo del circulo que preserva
la orientacién, y que envia uno en el otro. Denotamos C,, el conjunto for-
mado por los diagramas de cuerdas que contienen exactamente m cuerdas.

Podemos asociar facilmente un diagrama de cuerdas en C,, a cualquier
nudo singular con m puntos singulares, de la manera siguiente: Un nudo
singular es una aplicacién diferenciable K : S' — R3, donde se permiten
un nudmero finito de puntos dobles. Para cada punto doble de K, consi-
deramos la cuerda en S' que une sus dos preimagenes. La unién de estas
cuerdas forma el diagrama de cuerdas asociado a K. Véase un ejemplo en
la figura 1.2.

Figura 1.2: Un nudo singular y su diagrama de cuerdas asociado.
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Sea v : K — A un invariante de Vassiliev de tipo m, donde K es el
conjunto de todos los nudos y A es un grupo abeliano. V. A. Vassiliev vio
que a v se le puede asociar una aplicacién W, : C,, — A, que se define de la
siguiente manera: para todo D € Cy,, W, (D) = v(K), donde K es cualquier
nudo singular cuyo diagrama de cuerdas asociado sea D. También demostré
Vassiliev que W, verifica las dos condiciones siguientes:

1. Wy(D) = 0 para todo D € C,, con una cuerda aislada (una cuerda
disjunta de todas las demés).

2. WU(Dl) - WU(DQ) = WU(Dg) - Wv(D4), donde Dl,DQ,D3,D4 € Cm
son diagramas que difieren dos a dos sélo en dos cuerdas, del modo
representado en la figura 1.3 (donde sélo estdn dibujadas estas dos
cuerdas).

YL

Figura 1.3: Los diagramas de cuerdas de la condicién 2.

Una aplicacién W : C,, — A que verifica las condiciones anteriores se
llama un sistema de peso. En el caso A = R, M. Kontsevich [Kon] defini6
una aplicacién W — v(W), que asocia a todo sistema de peso W : C,, = R
un invariante de Vassiliev v(W) de tipo m cuyo sistema de peso asociado
es W, es decir, W,y = W. Ademds, si v es otro invariante de Vassiliev de
tipo m cuyo sistema de peso asociado sea W, entonces la diferencia entre v
y v(W) es un invariante de Vassiliev de tipo m — 1.

Existe un enunciado equivalente de este resultado. Consideremos el Z-
médulo libre engendrado libremente por todos los diagramas de cuerdas,
y denotemos A el Z-médulo que se obtiene del anterior imponiendo las
relaciones

1. D = 0 para todo diagrama D con una cuerda aislada.
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2. Dy — Dy = D3 — Dy, donde D;, D,, D3, D, son los diagramas represen-
tados en la figura 1.3.

Como todas estas relaciones son homogéneas, podemos definir .4,, como el
submédulo de A generado por los diagramas de cuerdas en Cp,. Por tanto,
los sistemas de peso son simplemente aplicaciones lineales W : A,,, — A.

Si A = R, consideremos el R-mddulo graduado W formado por los
sistemas de peso con valores en R. Consideremos también el R-médulo V
formado por los invariantes de Vassiliev con valores en R. Esta filtrado
de forma natural por los ideales V,,, que consisten en los invariantes de
Vassiliev de tipo m, m > 0. Por tanto, podemos considerar la R-4lgebra
graduada grV = @.-_, Vin+1/Vm- El resultado de Kontsevich se convierte
en:

gry ~ W.

Asi, para A = R, los invariantes de Vassiliev y los sistemas de peso son
esencialmente lo mismo. Este resultado fue mejorado hasta A = Q por Le
y Murakami [LM]. No se sabe si es cierto para A = Z.

La nocién de diagramas de cuerdas se ha definido igualmente para las
trenzas de Artin. Un diagrama de cuerdas para B, (el grupo de trenzas
de Artin de n cuerdas) es un diagrama que consta de n lineas verticales y
un nimero finito de segmentos horizontales (“cuerdas”) que las conectan,
como en la figura 1.4.

Lij
Figura 1.4: Un diagrama de cuerdas para Bs y el generador {; ;.
Consideremos el Z-mdédulo libremente generado por todos los diagramas

de cuerdas para B,. Podemos definir una multiplicacién de diagramas de
cuerdas por concatenacién de las lineas verticales respectivas, de modo que
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este Z-médulo se convierte en una Z-ilgebra. Esta Z-ilgebra es equiva-
lente a Z[t; ], la Z-dlgebra de polinomios con coeficientes enteros en las
indeterminadas no conmutativas t; ;, donde para todo 7,5 € {1,...,n}, t;;
representa una cuerda que une la i-ésima y la j-ésima lineas, como en la
figura 1.4. Claramente, t; ; = t;.

Denotemos por D, la Z-algebra cociente obtenida a partir de Z[t; ;]
imponiendo las relaciones

o [tij, t,y] =0, parai,jk,le{l,...,n}, distintos,

° [ti,j y tig+ ti,k] =0, paraij,ke€ {1, ce ,n}, distintos,
donde el corchete [a, ] significa ab — ba. Denotemos por ﬁn la complecién
natural de D,,.

El grupo de permutaciones ¥,, acttia sobre ﬁn permutando los subindices
(las lineas verticales), luego podemos considerar la Z-dlgebra D, x Z[L,)].
Este algebra lleva la filtracién inducida por la de 13", y asi su algebra gra-
duada asociada es D,, x Z[%,]. Por otra parte, el algebra graduada asociada
a Z[B,] es gryZ(B,] = @ ,(Va/Vat+1), donde {V3}32, es la filtracion de
Vassiliev de Z[B,]. En este caso, el resultado analogo al de Kontsevich es
el siguiente.

Teorema 1.2.2. (Papadima [P]). Eziste un homomorfismo de Z-mddulos
M : Z|B,] — D, x Z[%,)] tal que el morfismo graduado correspondiente

grM : gr,Z[B,] — D, % Z[%,)]

es un isomorfismo de Z-dlgebras graduadas.

La analogia entre este resultado y el de Kontsevich es la siguiente: como
el conjunto de invariantes de Vassiliev de tipo d con valores en A es igual a

Homgz(Z[By)/ Vi1, A),

entonces el cociente V;/V,_1 de los invariantes de Vassiliev de tipo d médulo
invariantes de Vassiliev de tipo d — 1 es igual a

HomZ(‘/d/‘/(l—i—l ) A)7
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luego grV ~ Homg(gry Z[B,], A). Por tanto, el teorema 1.2.2 implica
grV ~ Homgz(D, x Z[%,], A),

donde el lado derecho de la ecuacién es el andlogo, para trenzas de Artin,
de los sistemas de peso definidos para los nudos.

El isomorfismo grM es facil de describir. Se observa que gr Z[B,] esta
generado como Z-médulo por los elementos 7(b), donde b € SB,,. Elijamos
entonces b € SB, con d puntos singulares (sucesivos). Para todo r =
1,...,d, sean i, j, € {1,...,n} tales que el r-ésimo punto singular de b estd
en la interseccién de la i,-ésima y la j,-ésima cuerda, y sea s la permutacién
inducida por b. Entonces grM (n(b)) se define de la siguiente forma:

d
grM(n(b)) = (H tir,j,> 8.

Véase un ejemplo en la figura 1.5.

o [ e
2

Figura 1.5: Ejemplo de la accién de grM.

Cabe mencionar aqui que J. Lieberum [L] demuestra resultados anilogos
para nudos en M x [0, 1], donde M es una superficie conexa, compacta y
con borde, o bien el plano proyectivo. Sus resultados tratan de invarian-
tes con coeficientes en Q. Mads atn, él define unos diagramas de cuerdas
ponderados, pero éstos no coinciden con los que nosotros definiremos més
adelante.

En este trabajo definimos la nocién de diagramas de cuerdas (pondera-
dos) para trenzas en superficies, y probamos el anslogo del teorema 1.2.2.
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1.3 Nuevos resultados

1.3.1 Nuevas presentaciones de los grupos de trenzas
en superficies

La primera contribucién de este trabajo consiste en dar nuevas presenta-
ciones de los grupos de trenzas en las superficies cerradas, cuya concisién
sea comparable a las de B, B,(S?) y B,(P?) expuestas anteriormente. En
esta seccién expondremos las presentaciones, definiendo los generadores y
mostrando que las relaciones propuestas se verifican. Empecemos pues por
el caso de una superficie cerrada orientable distinta de la esfera.

Sea M una superficie cerrada, orientable, de género g > 1. Lo primero
que necesitamos es una representaciéon geométrica de las trenzas en M.
Representemos M como un poligono L de 4¢ lados, identificados como en
la figura 1.6 (ver [M], pag. 34, ejerc. 8.9).

a2 Ay—l

Figura 1.6: El poligono L que representa a M.

Ahora podriamos considerar el cilindro L x I (I = [0,1]), y representar
una trenza b en M como suele hacerse para el disco, es decir, dibujando en
L x {t} los n puntos b;(t),...,b,(t). Pero en ese caso una cuerda podria
“atravesar un muro” del cilindro y aparecer por el lado contrario. Por tanto,
sl miramos al cilindro desde el punto de vista usual, no estaria claro cudles
son los “muros atravesados” (véase el primer dibujo de la figura 1.7).

La solucién que proponemos consiste en mirar al cilindro desde arriba,
como en el segundo dibujo de la figura 1.7. De este modo, nos libramos de
la ambigliedad, y ademas, vemos las cuerdas como caminos en la superficie.
Cuando dos cuerdas se crucen, aquella que llegue primero al punto de cruce
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L

Figura 1.7: Una trenza en una superficie de género 2: dos puntos de vista
diferentes.

pasard por encima. De todas formas, es bueno tener en mente que estamos
mirando un cilindro, y considerar los caminos como cuerdas: de este modo
podremos ver més claramente cudndo dos trenzas son equivalentes.

Pasemos pues a definir los generadores de B,(M). Elijamos los n puntos
base a lo largo del didmetro horizontal de L, como se muestra en la figu-
ra 1.8. Entonces, dado r, 1 < r < 2g, definimos la trenza a, como sigue:
su tinica cuerda no trivial es la primera, que atraviesa el muro r-ésimo, de
la forma que muestra la figura 1.8. Es decir, la primera cuerda asciende si
r es impar, y desciende si es par.

Definimos igualmente, para todo ¢ = 1,...,n — 1, la trenza o; como en
la figura 1.8. Nétese que 0y, ...,0,_1 son los generadores clésicos del grupo
de trenzas del disco: B,.

a2k+1 Qs oF]

Figura 1.8: Los generadores de B, M.
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M4s adelante veremos que el conjunto {ay,...,as,01,...,0,-1} €5 un
sistema de generadores de B,(M). Hay dos relaciones entre estos gener-
adores que podemos deducir de la manera siguiente: Consideremos el inte-
rior de L. Se trata de una subsuperficie D de M homeomorfa a un disco,
y se tiene claramente que toda relacién satisfecha en el grupo de trenzas
B, = By(D) también lo serd en B, (M) (la misma homotopia puede ser
utilizada en ambos casos). De hecho, como g > 1, se sabe que B, es un
subgrupo de B, (M) (ver [PR]). Por tanto, de la presentacion clésica de B,
se obtienen dos relaciones en B, (M):

005 = 0405 (|i—j| 22),
0;0;410; = 0,410,041 (1 < 1 <n-— 2)

Por otro lado, si 7 € {2,...,n— 1} y r € {1,...,2¢}, las cuerdas no
triviales de o; y la tnica cuerda no trivial de a, se pueden tomar disjuntas.
Esto implica claramente que estas dos trenzas conmutan. Por tanto, se
tiene

a,0; = 0;0y, (1<r<2g i>2).

Para poder encontrar mads relaciones entre los elementos del sistema
de generadores, realizaremos la construccién siguiente. Denotemos por s,
la primera cuerda de a,, para todo r = 1,...,2¢g, y consideremos todos
los caminos sy, ..., s2. Podemos “cortar” el poligono L a lo largo de es-
tos caminos y “pegar” las piezas resultantes a lo largo de oy,...,ay,. De
este modo obtenemos otro poligono de 4¢ lados, los cuales corresponden
a S1,...,824 (ver en la figura 1.9 el caso de una superficie de género 2; el
caso general es andlogo). Llamaremos a este nuevo poligono el poligono-P;
de M, ya que todos sus vértices representan el punto P, mientras que a
L lo llamaremos el poligono inicial. Obtenemos de este modo una nueva
representacion de la superficie M.

Usaremos el poligono-P; para mostrar tres relaciones mas en By (M).
Por ejemplo, consideremos la trenza aq-- -aggal_1 . -az_gl. Si la observa-
mos en el poligono-P;, vemos que es equivalente a la trenza de la figu-
ra 1.10. Pero ésta puede verse en el poligono inicial como una trenza que
no atraviesa los muros, es decir, un elemento de B,, el grupo de trenzas
del disco. Por tanto, podemos mostrar ficilmente que es equivalente a la
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Figura 1.9: El poligono inicial y el poligono-P; de la superficie de género 2.

trenza gy -+ - Op—20>2_10n_2- - -0;. Tenemos entonces:

-1 -1 _ 2
ap-- .a2ga1 [ a2g =0y .O'n_20-n_1o'n_2 s 0.

S2g
P,

51

Figura 1.10: La trenza a; - - -anal‘l e aggl.

Definamos ahora, para todor =1,...,2g, la trenza

Ayy = o7t (al @Gy -a{gl) ot
Usaremos el poligono-P; para ver cémo es. En el primer dibujo de la figu-
ra 1.11, podemos ver una trenza que es claramente equivalente a As, (sir
es impar, siendo el otro caso andlogo). Si “cortamos” y “pegamos” para ver
esta trenza en el poligono-P;, obtenemos el segundo dibujo de la figura 1.11.
Es decir, A;, puede verse como una trenza cuya unica cuerda no trivial es
la segunda, que asciende y atraviesa una sola vez el r-ésimo muro s,. Al
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contrario que en el caso de los a,, la trenza A,, siempre va en direccion
ascendente en el poligono-P;, sin importar la paridad de r.

« Qr q,_
r+1 r—1

Q2g—

Qg

y Q2g—2
\Qekc

Or—1 ¢, Or+1 Sr+1 g, Sr—1
Figura 1.11: La trenza A,,: en el poligono inicial y en el poligono-P;.
Por tanto, hemos visto que la trenza A, , se puede representar de manera

que su unica cuerda no trivial sea disjunta de todos los caminos s;, t # r.
Esto implica claramente que

atAgy = Ay ray (1<tr<2g t#r).

P L L] L]
Pz. ¢ o ) 1 2. . .Pz )
! \ ) A 1

A { \ { \ 1
\ 7 \ I \ /

N P N /" RN i

~ ~ ~
~ 4 ~ 4 ~ s
*-—> *——>»
Sp Sp Sp

Figura 1.12: La trenza [a; - - - ar, A2,

Terminamos por fin nuestro conjunto de relaciones considerando el con-
mutador de las trenzas (a;---a,) y A2, paratodor =1,...,2g.
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En la figura 1.12 podemos ver algunos pasos de la homotopia que
comienza con este conmutador y lo transforma en una trenza equivalente a
o2. Por tanto, obtenemos la relacién:

(a1°"ar)A2,r :J%A%r (al"'ar) (1 <r< 29)'

Llegados a este punto, podemos afirmar que las seis relaciones que hemos
considerado forman un conjunto completo de relaciones que definen B, (M).
En otras palabras, tenemos el resultado siguiente.

Teorema 1.3.1. Si M es una superficie cerrada y orientable, de género
g > 1, entonces B, (M) admite la siguiente presentacion:

e (Generadores:
O1y.++30p—-1,01,...,02g.
o Relaciones:
(R1) oi0; = 0,0; (s — 7] = 2)
(Rg) O’,;O',;_HO'i = 0i+10iai+1 (1 S ’L S n — 2)

-1 -1 __ 2
(RB) al"'a2ga’1 ...a2g _0'1...0'n_20-n_10-n_2...0-1

(R4) arAZ,s = A2,sar (1 <rs < 29; T ?é 3)

(R5) (ay---a,) Asy = 07 A2, (a1 - ar) (1<r<2g)

(R6) a,0; = o;a, (1<r<2g i>2)
donde

_ 1 -1 -1 -1
Azr—O'l (a]_"‘ar_lar+1"’azg)o'1 .

3

Pasemos ahora al caso no orientable. Sea M una superficie cerrada no
orientable de género g > 2. Para representar una trenza en M presentare-
mos también la superficie como un poligono, en este caso de 2g lados,
identificados como en la figura 1.13. Esta vez haremos un corte adicional:
definimos el camino e como en el primer dibujo de la figura 1.13, y corta-
mos el poligono a lo largo de éste. Obtenemos M representado como en el
segundo dibujo de la misma figura, donde puede verse también la eleccion
de los puntos P,..., F,. '
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Figura 1.13: Representacién de una superficie no orientable M.

Definimos ahora los generadores de B,(M). Serdn similares a los de los
grupos de trenzas de superficies orientables. Para todo 7 € {1,...n — 1},
la trenza o; es igual a la del caso orientable. Para todo r € {1,...,g}, la
trenza a, consiste en la primera cuerda que atraviesa el muro r-ésimo, tal
y como se ve en la figura 1.14, mientras que las otras cuerdas son caminos
constantes.

Figura 1.14: Los generadores de B, (M).

Hay seis relaciones en el grupo de trenzas de M que son andlogas a las
consideradas para las superficies orientables. Su veracidad se demuestra del
mismo modo que en el caso orientable; la unica diferencia es la construccién
del poligono-P;. Denotamos si, ..., s, la primera cuerda de ay,...,a,, res-
pectivamente, y en este caso definimos otro camino, e;, que va de P; al
punto final de e (ver figura 1.14). Cortamos entonces a lo largo de los
caminos si,..., Sy, e; y pegamos a lo largo de a4, ..., a4, e. El resultado es
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el poligono-P; de M, cuyos lados, leidos en el sentido de la agujas del reloj,
representan a Si, 1, 82, 52, - - - ; Sg, Sg, €1, er’t.

Podemos afirmar de nuevo que las seis relaciones mencionadas forman
un conjunto de relaciones que define B, (M). Més precisamente, afirmamos
lo siguiente.

Teorema 1.3.2. Si M es una superficie cerrada y no orientable, de género
g > 2, entonces B,(M) admite la siguiente presentacion:

e (leneradores:
O1y++:90n-1,01,...,0q.
o Relaciones:
(r1) o,0; =0j0; (li =371 = 2)

(r2) 0i0i410:i = 0i110i0i41 (1<i<n-2)

2 2 2
(7"3) al---ag =01 0p-20,_10p—2° 01

(T4) arA2,s - A2,sar (1 <rs < g, T 7é 8)

(r5) (a?---a?_1a,) Asy = 02 Az, (a2 -+ - a2_,a,) (1<r<yg)

(r6) a,0; = oja, (1<r<g; j>2)
donde

2

e | 2 -1,_-2 -2
AQT—O'I (al"'ar_lar a,r_l"'al )Ul.

El

1.3.2 Invariantes de Vassiliev de trenzas en superficies

En nuestro estudio de los invariantes de Vassiliev de trenzas en superficies,
hemos hallado dos resultados principales, andlogos a los de las trenzas de
Artin que detallamos en la seccién anterior. El primero es el siguiente.

Teorema 1.3.3. Sea M una superficie cerrada y orientable, de género g > 1.
Dadas dos trenzas b y ¢ en M no equivalentes, existe un entero N > 1y
un invariante de Vassiliev vy de tipo N tal que vy(b) # vn(c). Mds ain,
podemos tomar vy con valores en Z.
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Como dijimos antes, este resultado es cierto para las trenzas de Artin
([Koh], [B-N2|, [P]), pero continta siendo una conjetura para los nudos.
Veamos que el teorema 1.3.3 es un corolario del teorema siguiente.

Teorema 1.3.4. Sea {V4}2, la filtracion de Vassiliev de Z[Bn(M)]. Se
tiene:

1. n;io Vd = {0};
2. V4/Vai1 es un Z-mdédulo libre para todo d > 0.

En efecto, si el teorema 1.3.4 es cierto, entonces dadas dos trenzas b,c €
B,,(M), existe un entero N tal que b — ¢ ¢ V.. Podemos tomar entonces
como vy la proyeccién canénica de Z[B,(M)] a Z[Bp(M)]/VN41. Ademss,
si V3/Vy4y1 es un Z-médulo libre para todo d, entonces

Z[Bn(M)]/ V41 = (Z[Bo(M)]/V1) © (Vi/V2) © - - & (Viv/Viv41)

también es un Z-mdédulo libre, luego podemos componer la proyeccién an-
terior con una aplicacién lineal de Z[B,(M)]/Vy41 & Z, de manera que la
imagen de b — ¢ sea no nula. Por tanto, probando el teorema 1.3.4 con-
seguiremos nuestro primer propdésito.

Nuestra segunda contribucién a los invariantes de Vassiliev es la defini-
cién de un invariante de Vassiliev universal para B,(M), que generaliza la
nocién de diagramas de cuerdas para trenzas de Artin. Recordemos que
un diagrama de cuerdas es un diagrama compuesto de n lineas verticales y
un ndmero finito de segmentos horizontales. Un diagrama de cuerdas M-
ponderado es un diagrama de cuerdas tal que a cada cuerda le asociamos
un elemento de 71 (M) (ver la figura 1.15). El conjunto de diagramas de
cuerdas M-ponderados estd equipado con una multiplicacién definida por
concatenacion. El Z-médulo libre generado por los diagramas de cuerdas se
convierte asi en una Z-élgebra que se identifica a Z[t; |, la Z-algebra libre
generada por las variables no conmutativas t;;,, donde 4,5 € {1,...,n},
i #j, vy €m(M),y donde t; ;, =1t;;,-1 (ver la figura 1.15).

Denotamos A4, la Z-dlgebra cociente obtenida de Z[t; ; ,] al imponer las
relaciones siguientes

® [tijny, tris] =0, para 1,4, k,l € {1,...,n}, distintos,
y para todo v, € w1 (M),
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ti,m

Figura 1.15: Un diagrama de cuerdas M-ponderado y el generador %; ;.

® [tijn, tiks +lik(e) =0, parai,jke{l,...,n}, distintos,
y para todo 7, § € m (M),

y denotamos 4, su complecién natural.

El grupo de permutaciones ¥, actia sobre m;(M)" permutando co-
ordenadas, luego podemos considerar el producto semidirecto inducido
H, = m(M )” X X,. Ademés, se prueba de manera automéatica que H,
actda sobre A,, definiendo el producto semidirecto A, x Z[H,)]. La accién
viene definida por las relaciones siguientes.

® 0tijy 07 =toi)e(j)ys Daratodo o € Ty,
o u(k)tij,u(k)™ =t , paratodo y € m(M)y todo k #71,j,
o 4(i) tijy p(8) ' =1tij(uy), paratodo p € (M),

0

donde u(i) = (1,...,1, #,1,...,1) € m (M)™. Nétese que también se tiene
la relacién siguiente

©(7) bijoy ,U(j)_l = pu(j) i1 .“(j)_l = i) = tig(yu-1)-

La Z-algebra A, x Z[H,] admite la filtracién inducida por la de .Zn,
luego su &dlgebra graduada asociada es A, x Z[H,]. Se tiene, ademds,
gty Z[Bn(M)] = @52 (Va/Vas1). Nuestro segundo resultado principal es
el siguiente:
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Teorema 1.3.5. Eziste un homomorfismo de Z-mddulos
u s Z[Bn(M)] — A, » Z[H,]
tal que el morfismo graduado correspondiente
gru: gryZ[By,(M)] — A, % Z[H,)]

es un isomorfismo de Z-dlgebras graduadas.

El isomorfismo gru es ficil de describir. En primer lugar, el algebra
gryZ[By(M)] estd generada como Z-mddulo por los elementos 7(b), donde
b € SB,(M). Tomemos b = (b1,...,b,) € SB,(M). Fijemos un disco
D C M que contenga a Py, para todo i,j € {1,...,n}, un camino oy ;
en D que vaya de P, a P;. Parai € {1,...,n}, sea b; la proyeccién de
b; : [0,1] = M x [0,1] sobre al primera coordenada (es decir, sobre M).
Sea s la permutacién inducida en P por b. Entonces (5,- Qs(i),;) €S un lazo en
M con punto base P; que denotamos p;. Obtenemos entonces un elemento
(K155 bn)s € Hy.

Sean ahora zi,...,z4 los puntos singulares (sucesivos) de b. Supon-
gamos que z, es la interseccién de las cuerdas i, y j, de b. Sea 3, el camino
en M x [0,1] que va de (P;,0) a z, a lo largo de b;,, y de z, a (P;,,0)
a lo largo de b;'. Como antes, el camino (B, a;,,) es un lazo en M que
determina un elemento v, € m(M). Consideremos entonces el elemento
(tilyjl,’)‘l .. 'tid,jd77d) € An. Se tiene:

d

gru(n(b)) = (H tir,m) (i, - pin)s.

r=1

Intuitivamente, el elemento t; ;, mide cémo se mueven las cuerdas ¢ y
j por la superficie, antes de encontrarse para crear un punto singular; el
elemento u; mide cémo se mueve la i-ésima cuerda por M, y finalmente s
es la permutacién inducida en P.

Terminamos esta seccién mostrando por qué llamamos a u un invariante

de Vassiliev universal para B, (M).

Corolario 1.3.6. Todo invariante de Vassiliev de B,(M) factoriza a través
de u de manera dnica.
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DEMOSTRACION: Por el teorema 1.3.4, sabemos que Z[B,(M)]/Vy+1 €s un
Z-médulo libre para todo N > 0, luego Z[B,(M)] ~ (Z[B,(M)]/Vn4+1) &
Vn+1. Recordemos que

grvZ{Ba(M)] = D (Va/Vara) = (ZIBa(M))/Vivs1) @ (GB (vd/m)) .

d=0 d>N

Ahora bien, como gru es un isomorfismo, se concluye que para todo N > 0,
ASN Z[H,] es también un Z-médulo libre. Por tanto, se tiene:

A, Z[H,) ~ (ASN) % Z[H,)) @ (AN x Z[H,)),

An x Z[H,] ~ (ASN) % Z[H,]) @ (ACY) x Z[H,)).

Todo invariante de Vassiliev v € Homgz(Z[B,(M)]/Vy+1, A) puede verse
por tanto como una aplicacién lineal de gr, Z[B,(M)] en A que se anula
en P,y (Va/Vis1). Via gru, esto significa que v es una aplicacién lineal
de A, x Z[H,] en A, que se anula en AT % Z[H,). Por tanto, si v es un
invariante de Vassiliev de tipo N, se puede remontar de manera inica a
una aplicacién lineal 7 : A, x Z[H,] — A, que verifica v = 5o u.



Capitulo 2

Nuevas presentaciones

En este capitulo demostramos los teoremas 1.3.1 y 1.3.2. Como el método
utilizado es el mismo en los dos casos, y puede ademds ser usado mas
generalmente para encontrar presentaciones de otros grupos, explicamos
este método en la seccién 2.1. Lo aplicaremos entonces a lo largo de las
secciones 2.2 y 2.3, a las superficies cerradas orientables y no orientables
respectivamente. Por ultimo, en la seccién 2.4 describimos un algoritmo
para resolver el problema de la palabra en los grupos de trenzas de las
superficies cerradas.

2.1 Meétodo para encontrar presentaciones

Consideremos una sucesién exacta de grupos
1—-A-SSB-5C—1,

donde suponemos que A C B, y que i es la inclusién natural. Supongamos
que A y C tienen presentaciones

A=<GA; Ry >, C =<Gg¢; Rg > .

Para todo y € G, elegimos un elemento § € B tal que p(§) = y, y para
todo relator r = y; ...y, € R¢, escribimos 7 = 4; ... §,, € B. Entonces, se
tiene claramente que para todo r € R, existe una palabra f, sobre G 4 tal
que 7 = f, en B.

Por otra parte, para todo x € G4 y todo y € G, existe una palabra
s,y Sobre G4 tal que gz §~' = g, en B.

31
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Lemma 2.1.1. En las condiciones anteriores, B admite la siguiente pre-
sentacion:

o Generadores: {Ga}U{7; y € G¢}
e Relaciones:
— Tipo 1: 74 =1, para todo ry € Ry.

— Tipo 2: 7 = f,, para todo T € Re .
— Tipo 3: §z§~ ! =g,,, paratodox € Gy, ytodoy € Ge.

Dejaremos para el lector la demostracién de este lema. El plan de las
demostraciones de los teoremas 1.3.1 y 1.3.2 es como sigue:

Paso 1. Definiremos un grupo abstracto, PB,(M), dado por su pre-
sentacién, y un homomorfismo

(4

PB,(M) % PB,(M).

Paso 2. Probaremos por induccién en n que ¢ es un isomorfismo, aplicando
el lema 2.1.1 a la sucesién exacta (1.2):

1 — m(M\P', P) = PB,(M,P) = PB,1(M,P') — 1.

Paso 3. Denotamos B, (M) el grupo abstracto dado por la presentacién
del teorema 1.3.1 si M es orientable, y por la del teorema 1.3.2 si M es no
orientable. Ya demostramos en la seccién 1.3.1 que existe un homomorfismo
bien definido

B, (M) -+ Bu(M).

Aplicaremos el lema 2.1.1 a la sucesi6én exacta (1.1):
1 — PB,(M) %+ B,(M) L5 5, — 1

para probar que ¥ es en realidad un isomorfismo.



2.2. GRUPOS DE TRENZAS EN SUPERFICIES ORIENTABLES 33

2.2 Grupos de trenzas en superficies orienta-
bles

En esta seccién demostramos el teorema 1.3.1 siguiendo el procedimiento
dado en la seccién 2.1. Por tanto, a lo largo de esta seccién, M serd una
superficie cerrada orientable de género g > 1.

Paso 1. Sea PB,(M) el grupo dado por la presentacién siguiente:

Presentacion 1

e Generadores: {a;,; 1<i<n, 1<r<29}U{Tjs; 1<j<k<n}

e Relaciones:
(PRl) a’!_L]]-.a’;L‘12 7:,129an,1an,2 U an72g Hn ' ]"'L n— 1T
(PR2) a;,Ajs = Ajsair (1<i<j<n1<rs<2g7#s).
(PR3) (al—,l s ai,,) Aj,r (aTl s G,Z_,ll) AJ— T,JT_

i,T 1,7—1
(1<i<j<m1<r<2g).

(PR4) T;,;Tv; =TeyTi; (1<i<j<k<i<n é1<i<k<lI<j<nm).

)
)
(PR5) T TisTit = Topr TR T T Top T Ty (1<i<k<j<i<n).
(PR6) a;,Tjx = Tjxair (1<i<j<k<n é61<j<k<i<n),
)-

(PR7) ai, (053, 51 Tjk0i20 " - 0j1) = (a},zlg"'aj_,%i’},kaj,zg“'aj,l) Qi

(1<j<i<k<n).
-1 1 -1 -1 -1 -1
(PR8) Tjn = (ngl Qg @i Tig1Ti 5 ain - '%29) Gj1° " Q2051+ Gz

Donde
D . * e . . —1 .« o _1
Ajs =051 Qjs—105 511" Gjog.

Mis tarde usaremos una presentacién diferente de PB,(M), basada en
el siguiente lema.
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Lema 2.2.1. Sea F el grupo libre con sistema libre de generadores

{Z1,...,%2}. Sea
-1 -1
Xr = xl .. 'xr—lmr+1 .. o$2g .
Entonces {X1,...Xo4} es un sistema libre de generadores de F'.

DEMOSTRACION: Sélo necesitamos dar las férmulas de cambio de gene-
radores, que son las siguientes:

o = (X1 X5 KXo X)) (Xen Xy - X3t 1 Xg)  si k es impar,
oyt = (XX X X)) (Xh Xese -+ - X5y 1 Xag)  sik es par.

O

Una consecuencia directa de este lema es que PB,(M) admite la pre-
sentacién siguiente.

Presentacién 2

o Generadores: {A4;,; 1<i<n, 1<r<2g}U{Tjs; 1<j<k<n}
e Relaciones: Las mismas de la presentacién 1, donde
Qi = (A,-,lAi",Q1 . -Ai,k_zA;’,g_l) (Ai,k+1Ai_,,§+2 .. 'A,i_’zlg_lAi,Qg) k impar,
a;x = (AinAiy - A _sAip—1) (AjgprAigra - A3, 1Aizg) K par.
De acuerdo con el paso 1, debemos definir un homomorfismo
PB,(M) - PB,(M).

Por abuso de notacién, seguiremos denotando a;, y T;; las trenzas que
seran imdgenes de a;, y T; j respectivamente, por el homomorfismo ¢. Estas
trenzas se definen como sigue.

e En q;,, la cuerda i-ésima atraviesa el muro r-ésimo, como en la figu-
ra 2.1. Esta cuerda asciende si r es impar, y desciende si es par. Las
otras cuerdas son triviales. Nétese que a;, = a, para todo r.

e En T;;, la cuerda i-ésima rodea los puntos Fj;i,...,P;, como en la
figura 2.1, mientras que las otras cuerdas son caminos triviales. Si
1 =7, T;; serd la trenza trivial.
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a5 2k+1 a; 2k v

Figura 2.1: Los generadores de PB, M.

Denotaremos s;, a la cuerda i-ésima de a;,, y t;; a la de T; ;. Se puede
probar ficilmente que para todo i, el conjunto de caminos {si1,...,Si2g}
genera m;(M). Ahora, para todo ¢ € {2,...,n} podemos definir el poligono-
P, como definimos el poligono-P; en la seccién 1.3.1: cortamos L a lo largo
de si1,...,Si29 ¥ 10 pegamos a lo largo de ay, . .., az,.

Definimos, para 2 < j <ny 1l <r < 2g, la trenza

g . . .. . _1 « o _1
Ajr =aj1 Qjr—1Qjpp1 """ Ajog-

Al igual que en la representaciéon de A, en el poligono-P; considerada en
la seccién 1.3.1, podemos representar A;, en el poligono-P; (para 1 <4 <
j) como la trenza de la figura 2.2, cuya tnica cuerda no trivial es la j-
ésima, que asciende y cruza una vez el muro r-ésimo s;,. Nétese que esta
representacién no depende de i, aunque sélo es valida si 7 < 7.

Definimos entonces ¢ de la manera obvia. Para demostrar que es un
homomorfismo, debemos probar que las relaciones de PB,(M) se satisfacen
también en PB,(M). Las relaciones (PR4) y (PR5) se pueden verificar
facilmente, ya que se pueden ver en el cilindro como si fueran trenzas del
disco (el interior de L). La relacién (PR6) es obvia, una vez que hemos
dibujado las trenzas correspondientes. Las relaciones (PR1), (PR2) y (PR3)
son andlogas a las relaciones (R3), (R4) y (R5) del teorema 1.3.1, y se
verifican del mismo modo. La relacién (PR7) se comprueba facilmente en
el poligono-P;, y por dltimo, para verificar la relacién (PR8) necesitamos los
poligonos-P;, para i = 1,...,5: Si¢ < j, se ve claramente en el poligono-F;
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Si,r

Si,r

Figura 2.2: La trenza A;, n el poligono-P; (i < j).

que

a st

-1 ~1
i2g " i1 Lig—1T 5 @i - - - aigg

es equivalente a la primera trenza de la figura 2.3, y por tanto es equivalente
a la segunda trenza de la misma figura, representada en el poligono-P;.
Entonces la relacion (PR8) es clara, dibujando todos los factores en el
poligono-P;.

Por tanto, hemos demostrado que ¢ es un homomorfismo, y esto termina
el paso 1.

e ~

N —— - ————

. . -1 -1 -1
Figura 2.3: La trenza a;5, - a; 11517, ; i1 - - Gi2g-

Paso 2. Probaremos por induccién en n que ¢ es un isomorfismo. El caso
n =1 es claro, ya que la presentacién de PB;(M) resulta ser

PBi(M) = ({a1,1,...,01,09} ; 671673 G13,01,101,2 G129 = 1),
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que es también una presentaciéon de m (M) = PB;(M). M4és atn, como
n = 1, se tiene ¢(a1;) = a1; = s1,; para todo i = 1,...,2g, y entonces
PB;(M) % PB,(M).

Supongamos entonces que PB,_1(M) £ PB,_1(M), y recordemos la
sucesién exacta (1.2):

1 — m(M\P', P,) =% PB,(M,P) = PB,_1(M,P") — 1.

Para poder aplicar el lema 2.1.1 necesitamos conocer presentaciones
de los grupos a ambos lados. Para el grupo de la izquierda, tenemos la
presentacién

T (M\P', P) = ({811, -sS129, 01,2, - -, b1m=1}; @ )-

Nos conviene para nuestro propédsito incluir ¢, , entre los generadores,
asf que afiadimos una sola relacién que se deduce facilmente de los dibujos
(usando el poligono-P;):

7r1(]\/I\fpl7pl) = ({Sl,h ceey S1,2g5 01,25 - - - ,tl,n};

_ -1 -1
tim = S1,1° " S1,2951,1 """ S1.29 ) -

Conocemos también, por hipétesis de induccién, dos presentaciones de
PB,_,(M); usaremos la presentacién 2 de PB,,_;(M). Podemos por tanto
aplicar el lema 2.1.1 a la sucesién exacta (1.2).

Nétese que v(a;,) = ai_1, para i = 2,...,n, luego v(4;,) = Ai-1,
para i = 2,...,n. Noétese también que v(T;;) = T;-1,j—1, donde 2 < 1 <
j < n. Por tanto, conocemos preimégenes por v de los generadores de
PB,_1(M,P).

También es claro que u(sy,) = a1, ¥ u(t1;) = T1,; para todos los posi-
bles r y j. Por tanto, se deduce de forma inmediata que un conjunto de
generadores de PB,, (M, P) es el siguiente:

{ai,; 1<7r<2g}U{4;;; 2<i<n, 1<r <29}U{Ths; 1<j<k<n}
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Podemos aplicar de nuevo el lema 2.2.1 para obtener un nuevo sistema de
generadores,

{ai;; 1<i<n, 1<r<29}U{Tj; 1<j<k<n},

que es la imagen por ¢ del sistema de generadores de PB,(M). En parti-
cular, ¢ es sobreyectivo.

Probaremos entonces que ¢ es un isomorfismo usando el siguiente
método.

En primer lugar, denotaremos por G4 el sistema de generadores de
m (M\P', P), y G el sistema de generadores de PB,(M). Consideramos la
linica relacién de la presentacién de i (M\P’, P;), que podemos considerar,
via u, como una relacién en PB,(M). Esta serd la unica relacién de tipo
1 en la presentacién de PB,(M). El método comienza demostrando que
esta relacién se satisface considerdndola en PB,(M), es decir, tenemos
una relacién en PB,(M) que es enviada por ¢ a la tnica relacién en la
presentacién de m (M\P', P,).

Una vez hecho esto, para todo relator r de PB,_;(M), consideramos
su preimagen “candnica” por v, que denotamos 7, del mismo modo que en
el lema 2.1.1. Como PB, (M) y PB,(M) tienen “los mismos” generadores
(via @), podemos considerar 7 como una palabra sobre G. Encontraremos
entonces una palabra U sobre G tal que la igualdad # = U se verifique

en PB,(M), y tal que ¢(U) sea una palabra sobre G4. Esto nos dara las
relaciones de tipo 2 de la presentacién de PB,(M).

Finalmente, para todo z € G4 y todo generador y de PB,_1(M), encon-
traremos una palabra V sobre G tal que la igualdad §z 7! = V se verifique
en PB,(M), donde 7 es la preimagen canénica por v de y, y tal que ¢(V)
sea una palabra sobre G 4. Esto nos proporciona las relaciones de tipo 3 de

la presentacién de PB,(M).

De este modo, habremos encontrado todas las relaciones de tipos 1, 2
y 3 del lema 2.1.1 y, por tanto, una presentacién de PB,(M); al mismo
tiempo, habremos probado que ¢ es inyectiva, y consecuentemente, que ¢
es un isomorfismo.

Comencemos con el citado método. La tnica relacién de la presentaciéon

de w1 (M\P’, P,) corresponde a la relacién (PR8) de PB,(M) para j =1,



2.2. GRUPOS DE TRENZAS EN SUPERFICIES ORIENTABLES 39

luego se verifica en este grupo.

Las relaciones de tipo 2 son faciles de encontrar. En primer lugar, (PR1)
puede verse como sigue:

n—1 -1
-1 -1 -1 -1 _ -1
a‘n,la’n,Z e aﬂ,Zgan:]-an:2 e an,zg H E,n—lﬂyn - ].,’Il—lTl’n'
=2

Nétese que el lado izquierdo de la ecuacién se envia por ¢ a 7, donde r
es un relator de PB,_;(M) que corresponde a (PR1), mientras que el lado
derecho se envia por ¢ a una palabra sobre G4. Por tanto, U es igual al
lado derecho de la ecuacién, y esto nos da la primera relacién de tipo 2. El
resto de relaciones de tipo 2 son también preimigenes por ¢ de relaciones
de la presentacién 1, a saber: (PR2), (PR3), (PR4) y (PR5) para i > 2,
(PR6) parai > 2y j > 2,y (PR7), (PR8) para j > 2. Para todas estas
relaciones, la palabra U es la palabra trivial, excepto para (PR8), donde
U= a,l_,;g te al_,}Tl’j_le’jlal,l te Q129

Por 1ltimo, veamos las relaciones de tipo 3. Para ¢ = 1, (PR2) es como
sigue:
Aj,sal,rAj_,sl = a1, (r # s),
luego V = a;,. A continuacién, usando (PR2), la relacién (PR3) resulta
ser equivalente a:

Ajrog Ay = (agpy -+ app) Trgaa T (any - ra1g),
luego V es igual al lado derecho de esta ecuacién. Las relaciones de la
forma. Tk,lTLka“,ll =V, donde V es una palabra sobre G4, se deducen de
(PR4)-(PR5), mientras que las de la forma T a1} ! =V se deducen de

(PR6), cuando i = 1. Ademds, si j > k, se obtienen de (PR6) las relaciones
Aj,rTl,kAj_,rl =V, donde V es una palabra sobre G 4.

Las tnicas relaciones que quedan son las de la forma Aj,rTl,kA;} =V,
donde 1 < j < k, que se deducen como sigue: Por (PR7), sabemos que a;,
conmuta con el elemento

-1 ~1
Qyog°° ’a1,1T1,ka1,2g Trrar,1
para s = 1,...,2g. Esto implica que A;, conmuta con el mismo elemento,

luego

_1 _1 — . _1 * o » _1 « s . _1 =
(a’l,2g i 'a1,1T1,ka1,2g s 'al,l) = Ajr (a'l,2g a1,1T1,k“1,2g al,l) Aj,r =
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(Ajrai3,A70) - - (AgraT 1 AT (A Tords ) (Ajra1,2045)) - - (Ajra1 A7)

ar
Pero usando (PR2) y (PR3) sabemos cémo escribir todos los factores del
producto anterior (excepto el del centro) como palabras sobre G4, luego
hemos acabado.

Por tanto, hemos demostrado que PB,(M) £ PB, (M) y asi, hemos
probado lo siguiente:

Teorema 2.2.2. 51 M es una superficie cerrada y orientable, de género g >
1, entonces PB,(M) admite la presentacidn 1 (luego también la presentacion

2).

Paso 3. Queremos encontrar ahora una presentacién de B, (M), para g > 1.
Definimos entonces el grupo B,(M), dado por la presentacién del teore-
ma 1.3.1.

Esta es la presentacién méas reducida que hemos encontrado, pero para
demostrar su validez la modificaremos, obteniendo una nueva presentacion
con méas generadores y relaciones, pero equivalente a la anterior.

Primero cambiaremos nuestra notacién, y llamaremos a;, a los gener-
adores a,, para todo r = 1,...,2¢g. Luego afiadiremos simplemente a la
presentacién dada los generadores

- iy 1=2,...,n; r=1,...,2g,
— ljk 1§j<k§n,

y las relaciones

(R7) aj41, = 0;0,0; (1<j<n-1;1<r<2g r par).
(R8) aji1, =07 'a;,07" (1<j<n-1; 1<r<2g; rimpar).
(R9) Tjx = 00j11" " Ok—202_10k—2""0j (1<j<k<n).

Claramente, ambas presentaciones definen el mismo grupo, o sea,

B, (M). Definimos ahora v : B,(M) — Bp,(M) del modo natural. Es
un ejercicio sencillo demostrar, usando los métodos precedentes, que las
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relaciones (R7), (R8) y (R9) se envian sobre relaciones en B,(M). Por
tanto, 1/ es un homomorfismo bien definido.

Recordemos ahora la sucesi6én exacta (1.1):

1 —s PB,(M) - B,(M) Ly 2, — 1.

Conocemos por el teorema, 2.2.2 una presentacién de PB,, (M) (digamos
la presentacién 1), y sabemos también que una presentacién de X, es

e Generadores: d1,...,0,_1.

o Relaciones:

— 0;0; = 0;0; li —j| > 2,
— 6i0i+10; = 0i110:0i 11 1<1<n-2,
_ =1 1<i<n—1,

donde §; es la permutacién (¢, ¢ + 1), para todo i.

Pero o; es claramente una preimagen por f de ¢;, luego por el lema 2.1.1,
B,.(M) y B,(M) tienen los mismos generadores, y asi ¢ es sobreyectiva.

Del mismo modo en que lo hicimos en el paso 2, demostramos que 7 es
un isomorfismo usando el siguiente método.

En primer lugar, denotamos G 4 el conjunto de generadores de PB,(M),
y G el conjunto de generadores de B,(M). Para cada relacién de la pre-
sentacién de PB,(M), la consideramos via e como una relacién en By, (M),
y probamos que también se verifica en B, (M).

A continuacién, para todo relator r de X,,, consideramos su preimagen
canénica por f, denotada 7. Encontraremos entonces una palabra U sobre
G tal que la igualdad 7 = U se satisface en B, (M), y tal que ¢(U) sea una
palabra sobre G 4.

Finalmente, para todo z € G4 y todo generador §; de ¥, encontraremos
una palabra V sobre G tal que la igualdad o; z o; 1 = V se satisface en
B, (M), y tal que ¥(V) es una palabra sobre G 4.
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Esto nos da las relaciones de tipos 1, 2, y 3 del lema 2.1.1 y, en conse-
cuencia, una presentacién de B, (M); de igual modo, esto prueba que ¥ es
inyectiva, lo que implica que es un isomorfismo.

Verifiquemos entonces en B, (M) las relaciones de tipo 1. En el caso de
(PR1), empezamos con (R3):

-1 -1 _ 2 ces
110129077+ Q1 99 = 01" On—20, 10p—2"""01. (2.1)

Usando (R7) y (R8), vemos que el lado izquierdo de la ecuacién (2.1) equi-
vale a

-1 -2 —1 -1 -1
01" 0n-1 (a’n,l T a",2g) Op—1"""01 """ 0p (a’n,l an 2g) Op-1-"01.

Por otra parte, por (R1), (R2) (relaciones de trenzas) y (R9), obtenemos

S | -1 2 — 2 —1 -1
Tzn 1Llin = 07 04y 0p 905 10n—2"""0i = Op_1°"0ip10;0;() " " Op_y,
luego

1 2
HTm Tin =0n_1 02 0n_1.

Por tanto, la ecuacién (2.1) queda de la forma:

-1
-1 -1 __
" On,2g (H in— 1 ) an,l"'an,Qg_la

que es claramente equivalente a (PR1).

Usaremos en lo que sigue algunas relaciones de B,(M) deducidas
facilmente de (R1)-(R9). De (R7) y (R8), obtenemos

aiy = (0; - o7 ) aiy (07" -+ 0;y) sir es impar. (2.2)

air = (04_1---01)a1, (01---04_1) sir es par. (2.3)

Ajs= (Uj-_l1 . .02—1) Ay, (02—1 .. .Uj—_ll) = (0}_11 .. .01—1) A, (01—1 .. .Uj—_;l) ,)
2.4

También, de (R1) y (R2), obtenemos

(O'kO'k 1° 0') (O'kO'k 1° O") 0j+1 (l S j < k) (25)
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oj (oot 07) = (o7 oty 077 1) o4 (1 <j<k). (2.6)

2 -1 -1 -1 -1_2
OO 10305 1" "0; =0 *°0;410;0i4+1"" " Ok. (2.7)

Usando (2.4), (2.5), (2.6) y (R6), vemos que si 1 <k < j—2;

UkAj,s = O (O.j_—ll . .0'1_1) Al,s (0-1_1 e 0-],__11)

= (aj__ll . -01“1) Ok+141 5 (01_1 e orj__ll)

= (O'j__ll T 0'1_1) A1,30k+1 (0'1_1 . ] 11) = Aj,SO'k. (28)
Del mismo modo, usando (2.4), (R6) y (R4), se tiene
al,rAj,s = air (0';_11 T 02_1) Az,s (02_1 T Uj—_11) = Aj,sal,ra
sir#syl<j.

Por tanto, si i < j y r # s, por (2.2) y (2.3), a;, es un producto de
elementos que conmutan con A4, ,, luego obtenemos

ai,rAj,s = Aj,saz',r,
lo que demuestra que (PR2) se satisface en B,(M).

Ahora verificamos la relacién (PR3). Haremos el caso en el que r es
impar, siendo el otro caso andlogo. Se ve claramente cudl de las relaciones

de B,(M) estamos usando en cada una de las siguientes igualdades:

(ai1-.-aiy) Ajr = (07 07 (@11 - - . ax,y) (o7t o) Ajyr
( RRERTe )(a“ ca1.) Ajr ( ...ai—_ll)

= (oh---or Nara - a7y 03 ) Agp (ot o) (o7 0 h)
(0,2 "“71_1)(01_—11 "Oa 1)(a11 alr)A2r(‘721‘"Uj_—11)(01_1""7i_—11)
(0;- "01_1)(0; 11 ) 1) A2r(a11 al,r)(%l""73'_—11)(01_1"'01'_—11)

= (o __12"'01—1)(05_11"'02 YAp ozt 05t ) (ann - a1y)
(o1

= ( 0] 20 10J a0t Ajr(ary .. oa1y) (o7? e07h)

= ( 0j_o0 2 i 10; L. -ai_l) Ajr(ain...a;,)

= T TZ_J 1Ay (a, 1o Qig).
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Esto prueba el caso de (PR3). Las relaciones (PR4) y (PR5) son en
realidad relaciones en el grupo de trenzas del disco, luego son consecuencia
de (R1) y (R2). (PR6) se obtiene ficilmente de (R9), (2.2), (2.3) y las rela-
ciones de trenzas (R1) y (R2). Luego podemos pasar a (PR7): Es claro que
basta probar que en B,(M), A;, conmuta con (a3, - a;1 Tkt 1)
para 1 < j < ¢ < k < n. Esto se demuestra como sigue (recordemos que ya
podemos usar (PB1)-(PB6)):

-1 -1
A’L?T (a’],29 T a],l CZ—}akaJ,zg T a]vl)
paseed _1 o« o 0 _1 . _1 CEC) _1 . . . . .
- (aj,2g aj,r+1) Ay (a’j,r a’j,l) T kajog- - a1
-1 -1 -1
(052, - a51) Tyt 1 Ain Ty kti2q - - 040

3,29 Jii—1
(aj—,Zlg e aj—,%) E,iﬂ:—il_lAi,r (O'j e Ulz—l e Uj) Ajog* " i1
= (a;%g e aj—,ll) Tb,iTjTil—lAi,r (Uj g .01) A1ag- 011 (01—1 .. .o'j__]'l)
(usando (R3))

—_ _1--- _1 . . _1 . <« e s ® _1000 _2 « s . —1 . o
= (a’j,2g aj,l) 15T 1 Ay (JJ Ok-10y Op_1"°°0q ) 1,170 08129

.7)7‘_1
-1 —1
(01 . .U‘]—].)

(por (R9) y (2.8))

= aj‘,%g e a;l (a]. . .Jf_lAiyro'i_l . 'Uk—10k_1 gl .01—1) a1 a1
(01—1 - Uj_—ll)

= a;%g . 'aj_,11 (Uj 01 Ai1,07 'Uk—lak_l .. 'Un—zl .. .01—1) IRRRRT TR

(01—1 .. 'Uj_—11)

-1 -1

= ... R ) —1 . e —2
= a; a1 (o) o%-10; of

-1 -1 -1
"0 0410390 )Ai,r

4,29 n—1
(a1~ a19) (07" - 072)
= aj—,%g cee a;i‘(o'j .. .o'k_lo'k_l R AIRE .O'l_l)al,l .. 'a1,2g(01_1 cee Uj__ll)Az',r
(por (R3) de nuevo)
= a;;g...aj—’llTj’k (gj_l...alamg...al’lgl—l...aj—_ll) Ay

P _1 CRCY —1 - . . e . . .
= (aj,Zg a1 T k29 aJ,l) Aig.

Por ultimo, verificamos la relacién (PR8) usando algunos resultados
intermedios. El primero es evidente: por (R4) vemos que en B,(M),
Ai2gA229 = Az 244124, y ademds esta trenza conmuta con oy, ya que

_ -1 _ _
A1,29A2,2901 = A1,2g01 A1,2g = 01A2,29A1,29 = 01A1,2gA2,2g-
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Anélogamente, se prueba que (aj24a224) conmuta con 0. El resultado
siguiente es consecuencia de los anteriores y de (R5):

-1\ 2

a1,29 42,2901, 2g (a1 2¢—1" 'a1,1) o1 Az 24 (@11 - £ 01,29-1)
2

= A1 2971 Az 2gA1 29 = A1 2gA2 2_qA1 290'1 A, ,2901 5

luego se tiene
-1 —2

Consideremos entonces los factores del lado derecho de (PR8), y veamos
que

(a2 - ai1) TijrTig (@i -~ aigg)
1

La;-
—_— - s e 8w . 2 _1 * s e y —1 . v e v .
= (a’i,2g “a; ) Gi~"05-204 104 5" 0; (aia az,2g)

010 1(0159 a71) 01 0008 1055 07 (@11 - G1,29)
(01---051)

(por (2.7))

= o407 (ar3,--ail) o7t 05t 0T 20p o1 (a1t e G2g)
(1000
Ui_l 00 j_11 --og! (al_,%g o al—,i) oy (a1,1 -+~ a1) (02 - Gj-1)
(01 0i 1)

- _1 1 _1 _1 _1 _2 . o » . * s » .
= (%—1 0'1 j—1"""02 )a’l,2g 1,291 Ai2401,24 (02 - 0101 oi-1)

(ya que (A;24A22,) conmuta con o)

-1 -1 -1 “1\ -1 -2 4-1 ‘ o
(Uz’—l"‘01 0109 )a1,2gA2,2g‘71 A2,2ga1,2g (09 0j-101 0i-1)

(por (2.9))
= (O-i_-—ll e 0-1_10-‘1—_11 N 0—2—1) A2,2ga1_,;13901_2a1,2gA2—,%g (0—2 £ 041071 Ui—l)

(ya que (a4 2ga2 2g) CONMuUta con o)

_ -1 ~1 -1 —2 —1 4-1 . R
= (Ui—l 01 0'] 17702 )A2,29“2,2g<71 2244224 (03--0j_101- - 05-1)

= (Ji:ll e UI‘I)A.7'12QG’]';29(UJ'_—-11 T 0-2—10-1_20-2 T Uj—l) 4, 2gAj 29( Tt Ui—l)
(por (2.8))
= Ajogi20(07h o7 (072 05 o1 00 - 0j-1) (01 - - 0im1) a5 3, AT 5
(por (2.7))

-1 -1

f— - - . = - _1 . o » —1 _2 . *« . e . b e e
= Q51 -GG (Uj—l 0;4+10; Oit1 UJ—l) Ojog """ Gj,1-
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Y de aqui se obtiene claramente (PR8):

-1 —1 . -1
(H ig9° " i1 Lij1T5 5 iy ai,2g> aj1 G290y 1 " Gjg

_ -1 -1 -2 -1 .. -1
- (Haﬁ “129 j—1°"""0;410; Oiy1" 05— 1)%29 aj,l)

-1 -1

Qj1°" Q529051 " Qjog
_— . - v = . 1 LY _1 _2 _1 . o 0 —1 —1 . o » _1
= Q1 GG (Uj—l Oy 01709 Uj—l) A1 Gjag

= (05 On-1)Gn1 Gnag(only - 072 opty)an ] - an sy (On-1- - 0y)
(por (R9) y (PR1))

= (05 0n1) (On-1-05) = Tjp-

Hemos terminado por tanto con las relaciones de tipo 1. Consideremos
ahora las de tipo 2. Para todo relator de la presentacién de 3,, debemos
encontrar la palabra U mencionada anteriormente.

El primer relator es 6,~6j5i_16]71, donde |z — j| > 2, el cual, por (R1), nos
da en B, (M) la relaci6n
oioj0; oy =1 (le — 41 > 2).
Claramente, U es la palabra trivial.

El segundo relator, §;0;110;6;,40; *6;;} nos da, por (R2),

1 -1 _-1 _ _
0i0i410i0;410; 051 =1 (i=1,---,n—2),

luego en este caso U es también la palabra trivial.
Por dltimo, del tercer relator 2, se obtiene, usando (R9),
F=Tyn  (i=1-,n-1),
luego U = Tj ;4.

Por tanto hemos obtenido las relaciones en B, (M) enviadas por ¢ sobre
las relaciones de tipo 2.
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Terminaplos la demostracién del teorema 1.3.1 obteniendo las relaciones
de tipo 3. Estas son muy féciles de deducir, utilizando (2.8), (R1), (R2),
(R7), (R8) y (R9). Son las siguientes:

0i0j;0; " = A, (G #6i+1),

0i0;r0; 1= a,—+1,TTi’_ifr1 si r es par,

Uiai,rai_l = 1iit10i+1,r si r es impar,

Uiai+1,rai_1 =T5i10i;r sl r es par, .
0iQiy1,0; 1= ai,rTi’_iil si r es impar,

oiTi ko7t =Ty (i #7—1,5,k),

-1 _ -1
oili140; = Ti,kTi,i+17
T .ol =T . T
Ol k0; = Lii+1di+1ks

-1 __ -1
o0, =TT Tji1-

2.3 Grupos de trenzas en superficies no
orientables

Esta seccién ests dedicada a demostrar el teorema 1.3.2, usando el método
anterior. Sea entonces M una superficie cerrada, no orientable, de género
g2

Paso 1. Denotemos PB,(M) el grupo definido por la siguiente pre-
sentacién.

Presentacion 3

e Generadores: {a;,; 1<i<n, 1<r<glU{Tjx 1<j<k<n}

e Relaciones:

(Prl) a2, --a2, = 15 TR T

i,n——-l 2
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(PI‘2) ai,'rAj,s = Aj,sai,r (1 < v <j < n; 1< r,S$ < g; T 7£ S)'

(PI‘3) (a’lz,l t azg,r—lai,T) Aj,r (ai_,rlai_’f_l : _2) A_ = T ,L] 1
(1<z<]<n 1<r<yg

(Prd) T; Ty = Ty T 5 (1<i<j<k<l<n é61<i<k<li<j<n

)-
)-
(Pr5) Ty, Ti T, = i,k—17}}17},j7}§17},k7}}1_17},l (I1<i<k<Lj<i<n).
)
).
)-

(Pr6) a;, T = T xair (1<i<j<k<n 6 1<j<k<i<n),
(1<r<yg
(Pr7) ai, (aj; - a;3Tix) = (a52 - aj1Thk) i 1<j<i<k<n

(Pr8) Ty = a2, -2, (T2 T2 Ty

Donde

_ 2 2 -1,-2 . -2
Ajy =010, 105,05, 0y

Necesitaremos, al igual que en el caso orientable, otra presentacién de
PB,(M), que es la siguiente.

Presentacién 4

o Generadores: {4;,; 1<i<n, 1<r<g}U{T;; 1<j<k<n}
e Relaciones: las mismas que en la presentacién 3, donde

A Azr lAzl

1,r—1

A2
Qiy = Ai,1 - A?

Claramente, las presentaciones 3 y 4 son equivalentes, de la misma for-
ma en que lo eran las presentaciones 1 y 2. Debemos definir ahora el
homomorfismo

PB,(M) — PB,(M),

dando la imagen de los generadores. Estas seran similares a las de las
superficies orientables. Para todo ¢ y j tales que 1 < i < j < n, la trenza
T; ; serd la misma que en la seccién 2.2. Paratodo¢y r, talesquel <i<n
y 1 < r < g, la trenza a;, representa a la cuerda i-ésima atravesando el
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[~

Figura 2.4: Los generadores de PB,(M).

muro r-ésimo, como en la figura 2.4. Definimos también los caminos e;
(i=1,...,n), que van de P; al punto final de e, como en la figura 2.4.

Dado i € {1,...,n}, denotemos s;, la i-ésima cuerda de a;,. Podemos
proceder como hicimos con el poligono-P; en la seccién 1.3.1 para obtener el
poligono-P;: Cortamos a lo largo de los caminos e; y s 1, - -, Si g, Y P€EGAMOS
alo largo de e y o, ..., @, En el poligono-P; resultante, los lados se leen

-1
Si,la Si,l, Si,27 3i,27 R s’i,ga Si,y, €€
en el sentido de la agujas del reloj. Podemos entonces repetir el proceso de
la seccién 1.3.1 y ver que para 1 < ¢ < 7, la trenza

2 2 -1 _-2 -2
Ajr =05, G5 105,05, 10055

se puede representar en el poligono-P; como en la figura 2.5.

Lo que queda del paso 1, es decir, demostrar que ¢ es un homomorfismo
bien definido, es andlogo al caso orientable. Esto es, las relaciones (Pr4),
(Pr5) y (Pr6) son obvias; las relaciones (Prl), (Pr2) y (Pr3) son anilogas
a las relaciones (r3), (r4) y (r5) del teorema 1.3.2; y podemos comprobar
facilmente las relaciones (Pr7) y (Pr8) en el poligono-P;.

Paso 2. Este paso es idéntico, salvo las substituciones evidentes, al pa-
so correspondiente de la seccién 2.2, con lo que se demuestra el teorema
siguiente:
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Figura 2.5: La trenza A;, en el poligono-P; (i < j).

Teorema 2.3.1. Si M es una superficie cerrada, no orientable, de género
g > 2, entonces PB,(M) admite la presentacion 8 (luego también la pre-
sentacion 4).

Paso 3. Denotemos B,(M) el grupo definido por la presentacién del teore-
ma 1.3.2. Llamemos a;, a los elementos a, para r =1,...,g, y anadamos
entonces los generadores

— Qip t1=2,...,n; r=1...,9,
— 1ljk 1S]<k§n,

y las relaciones

(t7) aj1r = 07 ‘005 (1<j<n-11<r<g).

(r8) Tjk = 0j0j41 " - Oh—20%_10k—2 """ 0; (1<j<k<n)

Esto nos proporciona una presentacion equivalente de B,(M), y la fun-
cién definida de forma natural

¥ : By(M) — B,(M),
que se demuestra facilmente que es un homomorfismo bien definido.

Ahora sélo queda aplicar el lema 2.1.1 a la sucesién exacta (1.1), y
encontrar relaciones en B, (M) enviadas por ¢ a las de tipos 1, 2 y 3, como
hicimos en la seccién 2.2. Para las de tipo 1 correspondientes a (Prl)-(Pr6),
podemos usar practicamente los mismos cdlculos que en la seccién anterior.
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La relacién enviada sobre (Pr7) se obtiene como sigue:

ary (azy a5 Ti)
= @, (o'j__ll .. .al—lal—j . al_,%o'l .. .gk_l) Ok1-0;
(por (r3))
= air (072 07Y) (o7 - 072y) (0721 07 ) (Oker - 05)

= (07 -o7") (o7t - 0%) aipoiy (o7t - 03hy) (07ky - 07 )

(Ok-1---0;)
= (O";__ll - 0'1_1) (0';1 .. 0‘1:—_12) Ui——llai—l,’r (U’L_l . o-’r:il) (0',;;_1—1 - O-k;_l)
(Ok-1---0;)

= (O-j_—ll e 0'1_1) (0-1_1 ‘e 0-,;_11) (0-7:_11 [N al;l) (Jk—l [P J’i) ai——l,r
(%‘—1%‘-2 v 'Uj)

= (0';_11 SN 0'1_1) (o'i_l e 0';_11) (0'7:_11 e a'k_l) (ak—l ‘e (73) ai,r

= (a5 051 Tik) @i,

y la relacién enviada sobre (Pr8), se deduce del célculo siguiente:

-1

2 2 -1 frd 2 e 2 _1... _2... -1

Gjy Qg (H Tj—i,jTa—w—l) = G510, (“j—l 01 “j—l)
i=1

(por (9))
et 0']__11 e 0-1_10’%,1 e aigo’fl e 0'.7__11
(por (r3))

—— RN T Y 2 LK) . = .
= 05 0p 05 ="Tjn.

Finalmente, las relaciones enviadas por i sobre las de tipo 2, son
idénticas a las del caso orientable, y las relaciones de tipo 3 son igualmente
faciles de deducir. Terminamos asi la demostracién del teorema 1.3.2.

2.4 El problema de la palabra

En esta seccién damos un algoritmo para resolver el problema de la palabra
en el grupo de trenzas de una superficie cerrada, usando nuestras nuevas
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presentaciones. Trataremos solamente el caso orientable, ya que el mismo
método se puede utilizar para el caso no orientable.

Sea w una palabra sobre los generadores de B,(M), es decir, sobre
O1y---,0n-1, Q1,...,02, y sus inversos. El algoritmo que proponemos nos
dard como resultado una palabra equivalente a w,

W =Wy wys,
donde w; es una palabra sobre {a;1,..., a2, Tiis1,---sTin-1}, ¥ 8 € una
palabra sobre {oy,...,0,_1} que representa la permutacién inducida por w
en las cuerdas. M4s atin, demostraremos que esta expresién es tnica, luego
w = 1 siy s6lo si w' es la palabra trivial. Este algoritmo es anélogo al
cldsico peinado de trenzas del grupo de trenzas del disco.

En primer lugar necesitamos algunos resultados previos. Consideremos
el homomorfismo 7 de la sucesién exacta (1.1); éste envia w sobre su per-
mutacion correspondiente. Por otra parte, para todo elemento de ¥,, pode-
mos elegir una forma normal, es decir, una palabra sobre {di,...,d,_1} que
lo representa. Por ejemplo, podemos usar las formas normales definidas en
[H], donde todo elemento de %, se escribe como un producto

tikitoky **  tne1kn 1>

donde tmo =1y tmk = OmOm-1"-*Om_gs1. Si sustituimos en esta forma
normal §; por o; parai =1,...,n—1, obtenemos una aplicacién g : 3, — W,
donde W es el conjunto de palabras sobre {c;,...,0,_1} y sus inversos.

Consideremos entonces la composicién € = g o 7:
e: By(M) 5%, L w.

Esta aplicacién envia cualquier trenza sobre una palabra que induce la
misma permutacién de las cuerdas. M4s atin, la imagen de ¢ es finita, ya
que X, también lo es.

Para poder aplicar el algoritmo, necesitamos elaborar un “diccionario”,
como sigue: para toda palabra p en la imagen de ¢, consideremos todas las
trenzas de la forma

pafpT, p o e(poi) .
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Claramente, s6lo hay un nimero finito de ellas, y son todas trenzas puras.
No es dificil escribir estas trenzas como palabras sobre {a;,,T;s} usando
las relaciones de nuestra presentacién de B,(M). Estas serdn las primeras
palabras de nuestro diccionario.

Ahora, para j =1,...,n, definimos los conjuntos siguientes:

W; = {af}; i=1,...,5, r=1,...,2g}

1,7 )

U{T;:,l;cl’ 7':177.77 k:Z+17?n_1}’

Vi={Ah r=1,...,2} U{TE; k=35+1,...,n—1}

Para todo z € W; y todo y € Vj, i < j, queremos anadir a nuestro dic-
cionario una expresion de la forma

yry =2,

donde Z es una palabra sobre W;. Si y es una letra positiva, esta expresion
es simplemente una relacién de tipo 3. Puede ocurrir que en Z exista una
letra de la forma Tﬁbl (I £ i), pero podemos reemplazarla por una palabra
sobre W; usando (PR8). Si y es una letra negativa, podemos deducir la
expresion anterior del mismo modo en que lo hicimos para las relaciones de
tipo 3. Asi que, de cualquier modo, podemos anadir todas ellas a nuestro
diccionario.

Necesitamos ain un Gltimo resultado: Denotemos S,, a la n-ésima
cuerda de A, ,. Como s, 1, ..., Sn 2, genera m (M, P,), el lema 2.2.1 implica
claramente que {Sp1,...,Sn 2} €s otro sistema de generadores. Ademas,
aplicando las féormulas del lema 2.2.1, se tiene

-1 _,-1 -1
Sn,15n,2 """ Sn,295n,15n,2 " " Sn,2g

_ (q-1 -1 -1 a1
- ( n,2gS",2.q—ISn,2g—2 e Sn,l) (Sn,2gSn,2g——1‘S’n,29—2 ot Sn,l) .

Por tanto, obtenemos:

T (M7 Pn) -
<{Sn,1a ey Sn,2g}; (S;égsnﬂg—l e Sq;lsn,l)(snﬁg 1—7,-,%9_1 tee Sn,257:,}) = 1> .

Podemos ya por tanto comenzar con el algoritmo. Sea pues w una
palabra sobre los generadores de B,(M). Definamos la palabra s = e(w).
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Como las formas normales en X, son tnicas, también lo es s. Obtenemos
una palabra @ = ws™! € PB, (M) tal que w = ws.

Queremos escribir entonces @ como una palabra sobre {a;,, Tjx} (donde
1, 7, 7 y k toman todos los valores posibles). Supongamos que @ tiene
longitud m, es decir, W = z; - - - z,,, donde cada z; es un generador de B, (M)
o su inverso. Para todo i = 1,...,m definamos @w; = z;---z;. Como
W € PB,(M), entonces ¢(w,) = (@) = 1, luego se tiene:

W=21 Ty = (121 @) D(e@1) 22 6(@2) ™)+ (E(@met) Trm €(@m) ).

Pero todos los factores del lado derecho de la ecuacién estén incluidos en
nuestro diccionario, luego podemos usarlo para escribirlos todos, y en con-
secuencia también W, como palabras sobre los generadores de PB,,(M).

El siguiente paso consiste en sustituir en @ todas las letras de la forma
atl usando la férmula de la presentacién 2
n,r p 3

(-1)r+t _ -1 +1 rl -1
a ) = (An,lAn,zAn,3 v 'An,r—l) (An,r+1 T An,2g—1An,29) ’

n,r

y todas las letras de la forma T}, usando (PR8). De este modo obtenemos
w escrito como una palabra sobre W,,_;UV,,. Usamos de nuevo el diccionario
para “mover” hacia la derecha de w todas las letras de V,,. Obtendremos
de ese modo w = X Y, donde X es una palabra sobre W,,_; e Y es una

palabra sobre V.

Consideremos ahora la siguiente sucesién exacta, que proviene también
de la fibracién de Fadell-Neuwirth (ver [B]).

1 — PB,_1(M\{P,}) - PB,(M) % m (M, P,) — 1,

donde para todo I' = (m,...,7) € PB,(M), v(') = r, Notese que
v(@) =Y € m(M). Ahora, en m;(M) podriamos aplicar el algoritmo de
Dehn (ver [LS]) para obtener una forma normal de Y. A cada paso del
algoritmo de Dehn, una subpalabra de Y seria reemplazada por otra més
corta, usando la relacién

-1 -1 -1 -1y —
( ,29°0n,2-157 292 ° "Sn,l) (Snﬂg n,2g-19n,2g-2 " 'S"’l) =1

En lugar de hacer esto, realizaremos un proceso similar en PB,(M): cada
vez que el algoritmo de Dehn reemplace una subpalabra de Y en m; (M),
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reemplazaremos la correspondiente subpalabra de @ = XY € PB,(M)
usando

n—1
-1 -1 -1 -1y _ -1 7
(An,2gA"a2g—1An,2_q—2 e An,]-) (An)2g n,2g—1A",29—2 e A’IL,].) - H E,n—lnan’
=1

que es una relacién equivalente a (PR1); quitamos entonces los Tl,in1 usando
(PR8), y movemos de nuevo las letras de V}, hacia la derecha de nuestra
palabra.

Al final de este proceso, obtendremos @ = X,,_; w,, donde w, es la
forma normal de v(@) en m (M), luego es unica, y X,_; es una palabra
sobre W,,_;.

El algoritmo finalizard en n — 1 pasos: En cada paso, tendremos una
palabra X,, sobre W,,,, reemplazaremos las letras de la forma af,j}, por letras
en V,,, y entonces moveremos las letras de V,, hacia la derecha, usando el
diccionario. Después, quitaremos las subpalabras de la forma zz~! o 27!z,
y obtendremos X,, = X,,_1wym,, donde X,,,_; es una palabra sobre W,,_; y
wm €s una palabra reducida sobre V;,. Si probamos que la palabra w, es
tinica, tendremos la factorizacién tinica w = w; - -w,s como “output” de

nuestro algoritmo.

Definamos M,_n, = M\{Pni1,..., P} para todo m = 1,...,n — 1.
En [B] podemos encontrar la siguiente sucesién exacta, aniloga a la ante-
rior.

1 — PBp1(My—ms1) == PBn(Ma_m) -2 11 (Mp_m) — 1.

S6lo hay que darse cuenta de que X,, € PBp(Mu_—m), ¥y 9(Xm) = Wn.
Pero como m;(M,_,) es un grupo libre con sistema libre de generadores
{emys; 1 <7 <29}U{T,;; m+1<j<n-1},y como wy, es una palabra
reducida, entonces es lnica, como queriamos probar.



Capitulo 3

Invariantes de Vassiliev

El propésito de este capitulo es probar los teoremas 1.3.4 y 1.3.5, definiendo
al mismo tiempo el invariante de Vassiliev universal (denotado u en el
teorema 1.3.5) para trenzas de superficies cerradas y orientables.

3.1 Los invariantes de Vassiliev distinguen
trenzas

Nuestra estrategia para demostrar el teorema 1.3.4 es la siguiente. En
una primera subseccién, definimos un ideal J de Z[B,(M)] dado por sus
generadores y probamos que V; = J¢ para todo d > 0. En una segunda sub-
seccién, consideramos una sucesién exacta 1 — K, — B,(M) — H, — 1,
y probamos que J¢ es igual, en cierto sentido, a I(K,)¢ ® Z[H,], donde
I(K,) denota al ideal de aumentacién de K,. En una tercera subseccién,
demostramos que K, se puede expresar como un producto semidirecto itera-
do de grupos libres (de rango infinito). Finalmente, en la cuarta subseccién,
usamos los resultados de las anteriores para demostrar el teorema 1.3.4.

3.1.1 Lafiltracién de Vassiliev coincide con la filtracién
J-adica

El objeto de esta subseccién es definir un ideal J de Z[B,(M)] mediante
sus generadores, y demostrar que la filtracién de Vassiliev coincide con la
filtracién J-adica (es decir, V; = J? para todo d € N).

97
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Recordemos que {a;,; i=1,...,n, 7 =1,...,29}U{o1,...,00_1} €8
un sistema de generadores de B,(M). Para todoi=1,...,n—1, definimos
la trenza singular 7; € S; B, (M) como en la figura 3.1. Esta trenza singular
tiene un tnico punto singular donde se cortan las cuerdas ¢ e ¢ + 1. La
i-ésima cuerda va de (P;,0) a (Pi+1,1) y la (¢ + 1)-ésima va de (P;41,0) a
(P;,1). El resto de las cuerdas son triviales.

Figura 3.1: La trenza singular ;.

Mediante una isotopia adecuada, toda trenza singular b € Sy B,(M) se
puede escribir bajo la forma

b=ci7j,¢oTj, * * + CkTj, Cht1,

donde ¢; € B,(M). Luego el siguiente conjunto genera SB,(M) (como
monoide).

{aft i=1,...,n,r=1,...,29}U{e,...,0 JU{n,..., 71}

1,7

El morfismo 7 : SBn(M) — Z[B,(M)] envia ;"' sobre o}, a7, sobre
a# y Ti sobre 0;—a; !. Recordemos que V; denota el Z-médulo de Z[B,,(M))
generado por 7(S¢B,(M)). Por las consideraciones anteriores, se obtiene
de forma inmediata:

Proposicién 3.1.1.  Sea J el ideal bildtero de Z[B,(M)| generado por
{oi =07 i=1,...,n—1}. Entonces V; = J* para todo d € N.

7
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3.1.2 De J?a I(K,)®

Recordemos que H, denota el producto semidirecto m1(M)" x X,. Defi-
namos un homomorfismo ¢ : B,(M) — H, como sigue: fijemos un disco
D sumergido en M que contenga a P y, para todo 4,7 € {1,...,n}, un
camino o;; en D que vaya de P; a P;. Tomemos una trenza b = (by,.. ., bn),
bi: [0,1] = M x [0,1], basada en P. Sea s € &, la permutacién inducida
por b. Sea b; : [0,1] = M la proyeccién de b; sobre la primera coordenada,
y sea yu; el lazo basado en P; definido por p; = b; Qs(i),i- Entonces definimos

o(b) = (1, - - -y ptn)s € m(M)" x £, = H,.

Se puede verificar ficilmente que ¢ : B,(M) — H, es un homomorfismo
bien definido, y que esta definicién depende de la eleccién de D pero no de
la eleccién de los caminos o ;.

Sea K, el nicleo de . Es un resultado cldsico que una seccién conjun-
tista o : H, — Bn(M) de ¢ determina un Z-isomorfismo @ : Z[B,(M)] —
Z|K,] ® Z[H,] definido por

B(b) =b(009)(5)™" @ p(b).

Fijemos pues una seccién conjuntista como la referida.

Recordemos que el ideal de aumentacién de un grupo G se define como
el ideal bildtero I(G) de Z|G] generado por el conjunto {1 —g; ¢ € G}. En
esta subseccién demostramos lo siguiente.

Proposicién 3.1.2. El isomorfismo ® : Z[B,(M)] — Z[K,] ® Z[H,) envia
J? sobre I(K,)* ® Z[H,) para todo d € N.

Noétese que la proposicién 3.1.2 implica que, para probar el teore-
ma 1.3.4, es suficiente con probar las dos condiciones siguientes.

1. g2 I(Kn)* = {0},
2. I(K,)¢/I(K,)*" es un Z-médulo libre para todo d > 1.

Para probar la proposicién 3.1.2, haremos uso de algunas sucesiones
exactas clasicas que implican grupos de trenzas (ver [B]). La primera
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proviene del homomorfismo 7 que envia una trenza dada sobre la per-
mutacién que induce en P. El niicleo de este homomorfismo es el subgrupo
de B, (M) denotado PB,(M), cuyos elementos se llaman trenzas puras. Se
tiene:

1 — PB,(M) — B,(M) 5%, — 1.

Por otra parte, existe un homomorfismo ¢ : PB,(M) — PB,_1(M)
que envia (by,...,b,) sobre (by,...,b,). Si definimos P,_; = {P,,..., P},
entonces el niicleo de p puede verse como el grupo m;(M\P,—1). Esto nos
da:

1 — 7 (M\P,_1) — PB,(M) % PB, (M) — 1.

Por dltimo, si b es una trenza pura, la proyecciéon de cada cuerda b;
(¢ € {1,...,n}) sobre M, denotada por b;, es un lazo en M con punto base
P;, que determina un elemento u; € 71 (M). Esto nos da un homomorfismo
§: PB,(M)— n(M)™, que envia (by,...,b,) sobre (1, ..., ts). Se puede
verificar facilmente que K,, = ker @, y que la sucesién exacta

1 — K, — PB,(M) -5 m(M)" — 1

se extiende a la sucesién exacta
1— K, — B,(M) % H, — 1.

Mi4s atin, K, es el cierre normal en PB,(M) del subgrupo PB,(D), donde
D es un disco en M que contiene a P (ver [B]).

En lo que sigue, escribiremos I = I(K,,) y consideraremos Z[K,| como
un subanillo de Z[B,(M)]. El lema siguiente es un resultado preliminar
para la demostracién de la proposicién 3.1.2.

Lema 3.1.3. Sea B = Z[B,(M)]. Para todo d > 1, se tiene

J*=BI*B=BI?=TI‘B.

DEMOSTRACION: Como K, es un subgrupo normal de B,(M), se de-
muestra de manera mecénica que B I B = BI¢ = I¢B. Por tanto, basta
demostrar que J = B I B.
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La inclusién J C B I B es obvia, ya que 0? € K, y 0; —0; > = 0] (02 —

1) € BIB. Para la otra inclusién, debemos probar que para todo p € K, se
tiene p—1 € J. Supongamos que p = p, ps, con py, Py € K,; entonces p—1 =
p1(p2—1)+(p1—1), luego basta probarlo para un conjunto de generadores de
K,. Como dijimos antes, K, es el cierre normal de PB,(D) en PB,(M),
luego un conjunto de generadores de K, consiste en los elementos de la
forma aba™!, donde @ € PB,(M) y b € PB,(D).

-1 .
Tomemos un elemento o b o~ como antes. Se tiene: aboa ™ —1

a (b—1) a™l luego sélo tenemos que probar que b — 1 € J para b €
PB,(D). Se sabe ([St], Lema 1.2) que b — 1 pertenece al ideal de Z[B,(D)]
generado por {o; — o7} i =1,. — 1}. Pero la extension de este ideal a

Z[Bn(M)] D Z[B,(D)] es precisamente J,luegob—1€J. g

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 3.1.2. En primer lugar, demostramos
que ®(J4) C I*®Z[H,] para todo d > 1. Por el lema 3.1.3 sabemos que J% =
I¢ B, luego J¢ est4 generado como Z-médulo por los elementos de la forma,
(ky—1)---(kg—1)b, donde b € B,,(M) y k; € K,, parai =1,...,d. Pero la
imagen por ® de un elemento como el anterior es (k; —1) - - - (ka—1) b @ p(b),
donde b = b (0 0 ¢)(b)!, que claramente pertenece a I¢ ® Z[H,].

La inclusién I¢ ® Z[H,] C ®(J¢) es consecuencia de que I¢ ® Z[H,) estd
generado como Z-médulo por los elementos de la forma (ky — 1) --- (kg —
1)k ® B, donde ki, ...,kq,k € K, y 8 € H,, y que un elemento de este tipo
es la imagen por ® de (k; — 1)+ (kq — D)k o(B) € I¢ B = J4. 4

3.1.3 La estructura de K,

En esta seccién demostraremos lo siguiente:

Proposicién 3.1.4. Para n > 2, eziste un grupo libre F, tal que K, =
F, x K,_1,. Mds ain, la accién de K,_; sobre el abelianizado de F), es
trivial.

Notas.

(i) La notacién F, puede conducir a error; de hecho, F,, no es un grupo
libre de rango n, sino de rango infinito.
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(ii) Una consecuencia directa de la proposicién 3.1.4 es que K, se puede
expresar como un producto semidirecto iterado de grupos libres (de
generacién infinita)

Ky,=F,x(F1 % (- x(F3x F)--)).

Recordemos las sucesiones exactas definidas en la subseccién anterior.
Como K, es un subgrupo de PB, (M), podemos considerar la imagen por
o de K,. Por definicién, es igual a K,_;. Si denotamos F, = kergn
K, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo, donde todas las filas y
columnas son exactas:

1 1 1
T T T

- mM,P) — mM" - mM1 —1
T To To

1 m(M\P.1) — PB,(M) % PB, (M) —1
T T 1

1— F, > K, 35 K, -1
1 1 1
1 1 1

Nétese que F;, es un grupo libre, ya que es un subgrupo de m;(M\P,_1),
que es libre. Estamos especialmente interesados en la fila inferior del dia-
grama. En concreto, para probar la proposicién 3.1.4, demostraremos que
existe un homomorfismo s : K,_; — K, que es una seccién de p, y tal que
K, _, actda trivialmente sobre el abelianizado de F,,. Pasemos primero a
encontrar un sistema libre de generadores de F,.

Sea 1 = {wy,...,ws} un conjunto de 2g letras. Se sabe que una pre-
sentacién de (M) es la siguiente:

T (M) = (D (wiwp - wagwi twy e wy) = 1)

Para todo elemento v € m (M) elegimos una tdnica palabra ¥ sobre
QUQ™ que representa a . Llamamos a esta palabra la forma normal de .
Las formas normales se eligen de modo que todo prefijo de una forma normal
sea una forma normal, es decir, si wjw, es una forma normal, entonces w;
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también lo es. Para toda palabra w sobre QU Q~!, denotaremos por w( la
palabra sobre {a;’fll, e ,aleg} obtenida de w al sustituir wj‘l por affjl, para

todo j =1,...,2g.

Recordemos la definicién de las trenzas T; ; € PB,(M), y la relacién

- » e ® _1 TS _1
Tip=a11 Q129071 " Ay 24-

Lema 3.1.5. El siguiente es un sistema libre de generadores de F,.

B = {yu) T, 7(_1; p2sisnyyem®)

DEMOSTRACION: Consideremos el grafo de Cayley de w1 (M), que se define
como sigue: Sus vértices son elementos de 71 (M), y sus aristas se nombran
con elementos de €. Para todo vértice v € (M) y para todoi € 1,.. ., 2g,
hay exactamente una arista con nombre w;, de origen 7y y destino yw;.

En este grafo, la forma normal de un elemento y € w1 (M) corresponde a
un dnico camino que va de 1 a . Por la condicién de los prefijos mencionada
anteriormente, el conjunto de las formas normales de 71 (M) define un &rbol
maximal T' del grafo de Cayley.

El grafo de Cayley de (M) puede verse como el “esqueleto” de di-
mensién 1 de un enlosado del plano. Para todo vértice v, el camino que
empieza en vy y que se lee wy ... wyqwy L, .w;gl rodea una regién fundamen-
tal R, de este enlosado, y todas las regiones fundamentales se obtienen de
este modo. Por tanto hay una correspondencia biunivoca entre los vértices
del grafo de Cayley y sus regiones fundamentales. En conclusién, el grupo
fundamental del grafo de Cayley de 71(M) es el grupo libre con sistema

libre de generadores

{7 (w1 wawit. w3 )T v €em(M, P}

Definimos entonces un grafo I' como sigue. Tomemos el grafo de
Cayley de m1(M) y reemplacemos los nombres w; por a;;. Entonces,
para todo vértice -y, anadamos n — 2 aristas con fuente y destino v, y
nombre T} ,,...,T1 1, respectivamente. Nétese que el grupo fundamen-
tal de I' es el grupo libre con sistema libre de generadores B, donde

g _1 L —1
Ty =0a1,1" " 01,2071 " Q] 94
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Recordemos la sucesién exacta
1 — F, — 1 (M\Pp_y) — m (M, P) — 1.

Se puede verificar ficilmente que 7 (M\P,,—1) estd generado libremente por
el conjunto

{01,1, -5 Q12g, T1,2, cee ,T1,n—1} )

y que ¢ envia a;; sobre w; para todo ¢ =1,...,2g, y envia T} ; sobre 1 para
todo 7 = 2,...,n — 1. Usando métodos geométricos clésicos (ver [LS]), se
sigue que el grupo F, es el grupo fundamental del grafo T', por tanto B es
un sistema libre de generadores de F,,, como queriamos probar.

Lema 3.1.6. Euziste un homomorfismo o : K,,_1 — K, que es una seccion
deo: K, > K,_;.

DEMOSTRACION: Como K; = ker (m(M) N 7r1(M)) =1, el caso n = 2
es trivial, luego K, = F) es un grupo libre de rango infinito. Supongamos
entonces que n > 2.

Se sabe que el niicleo del homomorfismo 6, : PB,(M) — m (M, R,)
es PB, (M\{P}) (ver [B]). Mads aiin, se puede ver ficilmente que
K, estd contenido en este nicleo, es decir, K, C PB,_1(M\{R}).
De igual modo, se tiene K, ; C PB,_2(M\{P:}). El homomorfismo
On : PBn_l(M\{PQ}) — PBn_Q(M\{PQ}) que envia (bl,b3, .. ,bn) sobre
(bs,...,b,) es la restriccién de o a PB,_;(M\{P,}). En particular, envia
K, sobre K,_;.

Consideremos una inmersién f: M\{P} — M\{P2} que satisfaga:
e f(P) =P parai=3,...,n;
e P; no estd en la imagen de f;

e f es una equivalencia de homotopia relativa a {P, ..., P,}.

Entonces, la funcién f induce un homomorfismo o : PB,,_»(M\{P}) —
PB,_i(M\{P,}), que envia (b3, ...,b,) sobre (1p,, (f x id)bs, ... (f xid)b,).
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Por la tercera condicién, este homomorfismo es una seccién de g,. Clara-
mente, la imagen de K,_; por este homomorfismo estd incluida en K.

O

El grupo K,_; actta sobre F,, del siguiente modo: Dado b € K,,_1, la
accién inducida por b envia f € F, sobre o(b)fo(b)~'.Esta accién induce
a su vez una accién de K,_; sobre el abelianizado F,/[F,, F,] de F, (aqui
[Fy, F,) denota el subgrupo conmutador de F;). La demostracién de la
proposicién 3.1.4 se deduce finalmente del resultado siguiente:

Lema 3.1.7. La accion de K,_1 sobre el abelianizado de F, es trivial.

DEMOSTRACION:  Sélo necesitamos comprobar que la accién de los
generadores de K, ; sobre los generadores de F,, es trivial después de
abelianizar. M4és adn, veamos que es suficiente probar el resultado para
la accién definida por cualquier seccién conjuntista s de g.

En efecto, si s es una seccién de g, entonces para todo b € K, existe un
elemento b € F, tal que o(b) = bs(b). Por tanto, si K, actiia trivialmente
sobre F,/[F,, F,] via s, obtenemos, para todo f € F,

o) fo)t=b (s(b) Fs®) )b =bfb = (mod [F,, F,)).

Como dijimos en la subseccién 3.1.2, un conjunto de generadores de
K,—, consiste en los elementos de la forma o ba™!, donde a € PB,,_;(M)
y b € PB,_(D). Por otra parte, se sabe que T = {T;; | 2<i<j<n}
es un conjunto de generadores de PB,_;(D), donde T;; denota la trenza
definida en la subseccién 3.1.1. Por tanto, el siguiente es un conjunto de
generadores de K,,_1:

{a T;; o' 2 <i < j <n, apalabra sobre {at},; 2<k<n,1<r< 2g}} .

Tomamos s tal que s(aT;j e ') = aTija™' € K,. En otras palabras,
anadimos simplemente la cuerda trivial con base P; a todo elemento del
conjunto de generadores de K,_;. Hacemos notar que s es una seccién
conjuntista de p, pero no es un homomorfismo.

Ahora, F,, es por definicién un subgrupo normal de PB,(M). Por tanto,
si demostramos que cada T;; (: > 2) actlia trivialmente sobre F,/[F,, Fy]
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por conjugacion, habremos terminado la demostracién, ya que en este caso:
(@Tijo™) f(aTj o) =aTy (@' fa) T} o™
=a(a!fa)at=f (mod [F,, F,)).
Recordemos que por el lema 3.1.5
B = {7 Tl,k?(_li ; 2<k<ny yem(M)}

es un sistema libre de generadores de F;, donde 71y es una palabra sobre
{a71,...,ai3,} paratodoy € m (M). Se puede verificar (simplemente dibu-
jando las trenzas correspondientes) que en PB,(M) se tienen las relaciones

siguientes:

T;’,Ja’larjjljjl = a].,?‘)
T T T = Thg (k<i6k>j),

ﬂ,jTl,k,_Tji’—jl = Tl,’i—1T1—7i1T1,kT1—,]'1T1,’iT1_,i1—1Tl,j = Tl,k‘ (mod [F,,“ Fn])
(1 <k <j),
donde2<i<j<n, re{l,...,29}yke{2,...,n}.

Por tanto, en F,/[F,, F,], se tiene:
1;, (?(1)T1,k7(_1)1)7},—jl = Y (E,jTl,kTi,—jl):yla)l = 7(1)T1,k§(_1)1 (mod [Fy, Fy)),

como queriamos probar.

3.1.4 Demostraciéon del teorema 1.3.4

Sean A y C dos grupos tales que C actia sobre A. Paratodoa € Ayc e C,
denotamos a° la accién de c¢ sobre a. Entonces, el Z-médulo Z[A] ® Z[C]
admite una estructura natural de Z-algebra, donde la multiplicacién viene
definida por

(a1 ®c1) - (a2 ® ) = (a1 a3') ® (c162).

Ademas, este dlgebra es naturalmente isomorfa a Z[A x C] via un isomor-
fismo que envia a ® ¢ sobre ac para todo a € Ay todoce C.
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Recordemos que el ideal de aumentacién de un grupo G se denota
I(G). Usaremos el siguiente lema para demostrar el teorema 1.3.4. Su
demostracién puede encontrarse en [P, Lema 3.1].

Lema 3.1.8. Sean A y C dos grupos. Supongamos dada una accion de C
sobre A, la cual induce la accidn trivial sobre el abelianizado de A. Entonces

se tiene
m

IAxC)™ =) I(Af®I(C)"

k=0
para todo m > 0. o

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1.3.4. Como sefialamos en la subsec-
cién 3.1.2, basta probar las dos condiciones siguientes:

L e I(Kn)? = {0},
2. I(K,)%/I(K,)%" es un Z-médulo libre para todo d > 0.
Procedemos por induccién en n. El caso n = 1 es trivial, ya que I(K;) =

I({1}) = 0. Supongamos entonces que n > 2 y que las condiciones 1 y 2 se
verifican para K, con p < n.

El grupo F, es libre, luego, por [F], se tiene
L. o I(Fn)* = {0},
2. I(F,)Y/I(F,)* es un Z-médulo libre para todo d > 0.

Estas dos propiedades implican que I(F})¢ es un Z-médulo libre y que

Fo)t =~ é I(Fn)k/I(Fn)kH
k=d

para todo d > 0. Elijamos una Z-base By de I(F,)¢/I(F,)%"! para todo
d > 0. Por el isomorfismo anterior, se tiene que B>q = I_[Zc’:d By es una
Z-base de I(Fy,)%.

Por hipétesis de induccidn, también tenemos

L. a2 I (Kn-1)? = {0},
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2. I(Kp—1)?/I(K,_1)**" es un Z-médulo libre para todo d > 0.

Esto implica que I(K,_1)? es un Z-médulo libre y que

o0

I(Kpo1)® ~ @ I(Kn1)¥ /T(Kpo)
k=d
para todo d > 0. Elijamos entonces una Z-base C; de I(K,_1)?/I(K,_;)%*!
para todo d > 0. Entonces C>q = [[3=;Ck, serd una Z-base de I(K,_1)%.

Ahora, por la proposicién 3.1.4, F, y K,_; verifican las h1p0tes1s del
lema 3.1.8. Por tanto, tenemos la igualdad

m

I(E)™ =Y I(F)* @ I(Kpq)™ ™
d=0

para todo m > 0. De esta igualdad se deduce facilmente que el conjunto
D>m:{b®C€Z[Fn]®Z[Kn_1], bEBi,CGCj,’i+j2m}

es un sistema de generadores de I(K,)™. Como este conjunto es linealmente
independiente, I(K,)™ es un Z-médulo libre cuya base es D»p,. De ahi se
deduce que I(K,)™/I(K,)™" es un Z-médulo libre con base

D - D>m\D>m+1 {b®c € Z[Fn]®Z[Kn 1] be Bz‘, cE Cj, Z+] = m},

y que (2, I(Kn)? = {0}, ya que Dyp es una base de Z[K,]. o

3.2 El invariante de Vassiliev universal

La demostracién del teorema 1.3.5 se divide en cinco pasos. En lo que sigue,
cada subseccién corresponde a cada uno de ellos.

La primera subseccién estd dedicada a la definicién de una aplicacién
lineal
u: Z[Bn(M )]—)A X Z[H,).

Recordemos que Z[B,(M)] es isomorfo a Z[K,|®Z[H,] como Z-mébdulo (ver
la subseccién 3.1.2), y notemos que A, x Z[H,] es igual, como Z-médulo,
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a A, ® Z[H,]. Por tanto, sélo necesitamos definir una aplicacién lineal
v: LK, — A,.

Recordemos que los subgrupos G; de la sucesidn central descendente de
un grupo G se definen de forma recursiva por G; = G y Gi;1 = |G, Gi] para
i > 1. El dlgebra de Lie asociada a G se define por gr(G) = @;5; Gi/Giy1-
Es un algebra de Lie graduada sobre Z, cuya 4lgebra envolvente se denota
Ugr(G). En la subseccién 3.2.2 construimos un homomorfismo x; : A, —
Ugr(K,) de Z-4lgebras y probamos que este homomorfismo es en realidad
un isomorfismo.

Sea I = I(K,). En la subseccién 3.2.3 construimos un isomorfismo
x2 : Ugr(K,) — gr;Z{K,] de Z-algebras utilizando algunos resultados de
Quillen.

En la subseccién 3.2.4 consideramos el isomorfismo x = x2 0 x1 : An —
gr;Z[K,] y probamos que grv es el inverso de x. Se sigue de forma inmediata
que grv : gr;Z[K,] - A, es un isomorfismo de Z-dlgebras, y que gru :
gryZ|B,(M)] — A, x Z[H,] es un isomorfismo de Z-mdédulos.

Por tltimo, en la subseccién 3.2.5 demostramos que gru es un homo-
morfismo de Z-algebras, lo que termina la demostracién del teorema 1.3.5.

3.2.1 Construccién de u: Z[By(M)] — A, x Z[H,)]

De ahora en adelante, fijamos una seccién conjuntista o : H, — Bp(M)
de ¢ : B,(M) — H,. Como seflalamos en la subseccién 3.1.2, esta seccién
conjuntista induce un isomorfismo ® : Z[B,(M)] — Z[K,] ® Z[H,] de
Z-médulos.

Definiremos ahora un homomorfismo lineal v : Z[K,] — A,, y tendremos

w=(w@id)o®: Z[Bs(M)] — A, x Z[H,] = A, ® Z[H,)].

Recordemos que, para todo v € m (M) y todo i € {1,...,n}, denotamos
por 7;) la forma normal de 7y en los generadores {aZ Ly ns @ 2g} de m (M, P,).
Para 1 < i < j < n, escribimos ¢;; = ¢;;, = T; T” 1, que es la trenza
dibujada en la figura 3.2. Estas trenzas son los generadores clasicos de

PB, (D). Entonces, para ¢ # j, denotamos f; ;, a los elementos W(i)t,-,ﬁ(‘i)l
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tij

Figura 3.2: La trenza t; ;.

de B,(M). Del lema 3.1.5 se sigue que F;,11)—; es el grupo libre generado
libremente por

Jz‘i,n = {fi,j,’y; ]:’L—*'laana S ﬂ-l(M)}

Ademds, se demostré en la subseccién 3.1.3 que K, = (Fj, X (Fp_y X (-++ %
(F3 x F3)---)). Por tanto, todo elemento k € K,, puede escribirse de ma-
nera unica de la forma k = ky---k,_;, donde k; es una palabra reducida
sobre F;, U F; .. Ahora, para i € {1,...,n — 1}, existe un homomorfismo
multiplicativo inyectivo u; : Finy1)—s — Z[ti;,], donde Z[t; ;,] denota el
anillo de series de potencias formales no conmutativas, en las variables no
conmutativas t; ; ,, definidas por

Ui fijy) = 1+ tijy

ul(fz_Jl'y) =1—tij,+ tz?,m -

Este homomorfismo, bien conocido, se conoce como la expansién de Magnus
de Fi,41)—; (ver [MKS]). Denotamos por v; la composicién de u; con la

proyeccién canénica Z[t; ;] — A,, v finalmente definimos la aplicacién
lineal v : Z[K,] — A, como

v(k) = vi(k1)ve(k2) - - Un-1(kn-1),

donde k = kiky---k,_1 es la descomposicién de k € K, definida anterior-
mente.
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3.2.2 El isomorfismo x; : A, — Ugr(K,)
El propésito de esta subseccién es probar lo siguiente.

Proposicién 3.2.1. Eriste un isomorfismo de Z-dlgebras bien definido, x1 :
An — Ugr(K,) que envia t; j,, sobre f;;y para todoi,j € {1,...,n},i#jy
todo vy € m (M).

Consideremos el algebra de Lie graduada L, dada por la siguiente pre-
sentacidn:

e Generadores: {t;;,; 1<4,j<n,i#j, v€m(M)}
¢ Relaciones:

(L1) ti;y = tjiy-1, paratodo,j € {1,...,n}, ¢ # j, y todo vy €

71'1(]\4)a
(L2) [ti,j’,y R tk,l,g] =0, para i,j,k,l € {1, ceey n}, distintos,
y todo 7,6 € m (M),
(L3) [tigy s tiks + tikye)] =0, parad,j, k€ {1,...,n}, distintos,
y todo v, 8 € (M),

donde [-, ] denota al corchete de Lie

Se tiene UL, = A,, luego, para probar la proposicién 3.2.1, basta con
probar lo siguiente:

Proposicién 3.2.2. Eziste un isomorfismo bien definido de dlgebras de Lie,
Yo : Ln, — gr(K,), que envia t; j, sobre f;;~ para todo 3,5 € {1,...,n},
i # 7, y todo v € m(M).

Los lemas siguientes, de 3.2.3 a 3.2.7, son resultados preliminares para
la demostracién de la proposicion 3.2.2.

Lema 3.2.3. Sea w una palabra sobre Q*'. Entonces existe W, € (Ky)2 =
(K, Ky tal que
wi) tig WG = (W tig W) W

DEMOSTRACION: Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que i < j.
Supongamos primero que w es una sola letra. Si wy) = a;, y r es impar,
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entonces se puede probar ficilmente mediante dibujos que en PB,(M) se
verifican las siguientes igualdades:
_ -1 -1
Qjr ti %,J a]rl = (ti,j—l 5 i+1) t i.J Qi,r ( il i,j—l)'
Por tanto,

-1 __ -1, .
ajir tz?] aj,?‘ - (al r tl»] a/zyr) Ww’

donde
Lpll—_ [ _J>t_ Qir tuj 1° "tii+1] c (l(ﬁ)Z-

zr 1,j

Si W) = ajr y T es par, entonces se tiene

-1 —1 (41 - N )
Ajr bij Q5 p = Gy ( ait1 i tigee “tii1) Qig-
Luego
1 -1
a]"t,]ajr—‘( t,]al'r)Wu”
donde

W, = [ ir tig Qi s a; ( z_,zl-f-l T i_,jl—l) ai,r] € (Kn)e.

zr 1,7 1,7

¢ -1 s R— . -
Los célculos para w;) = a;, son los mismos que para w() = a;j, cam

biando el caso r impar con el caso r par.

Supongamos ahora que w es una palabra de longitud k, &k > 1, y que
el resultado es cierto para palabras de longitud menor que k. Escribiremos
w=af, con |a|,|B| < k. Consideremos

W' = ) ) W ()

= [% ag) i eg) B » lew) By ]} w,
W =B} Wa By W '.

La hipétesis i # j implica que [ay;), ﬁ(;)l] € K,. Ademas, tanto K, como
(Ky)2 son subgrupos normales de PB,(M), luego W € (K,);. Por tltimo,
un calculo directo muestra que

W) tig WGy =

5 = Wy teg w) W,

como queriamos probar.
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Lema 3.2.4. Sean i,j € {2,...,n}, i # j, sea v € m(M), y sea w una
palabra sobre ', Entonces existe W € (K,), tal que

g W@y Fijy = W way.

DEMOSTRACION: Recordemos el epimorfismo g : PB, (M) — PB,_1(M).
Se tiene 9(7(_1)1 w() 7y'(,)) =1, luego 7(:.)1 wa) Ys) = b, donde b es una palabra

+1
sobre B = {ai1,...,a73.t%, .-, tin
. . +1 1
Dibujando las trenzas, vemos que t;; a7, tZ ; a1 . parar=1,...,2¢.

Ademds, como ; ;,t1 1 € K, se tiene ¢; ; tlﬂ:,lc t;j = Wt‘f,lc, donde W € ( K,)s,
para todo k = 2,...,n. Por tanto, como b es una palabra sobre B, tenemos:
tij bt;; = Wy b, donde Wy € (K,),. Por tanto,

- ~ ~ ~ -1l
fignw figy = ('Y(i) Li ’Y(i)1> wa) (’Y(i) tij ’Y(i))
= Fu ti bt Yo
= o We b7
~ -l
= W V() b Y0)
=W W),
donde W =75, W, :7("1)1 € (K,)2, como queriamos probar.
Lema 3.2.5. Sea w una palabra sobre O*!, y sean 1,4,k € {1,...,n}, todos

distintos. Entonces existe W € (K,), tal que

we) tik w(_i)l =Wt

DEMOSTRACION: Claramente, basta probar el lema cuando w sea una
unica letra. Ademds, podemos suponer que j < k. Entonces el resultado
es consecuencia de las relaciones siguientes en PB,(M).

-1 1 C
Qi bk Qi =tk - bk Gir = ik, sii<joi>k.

Qip tig a7, = tltj,ktﬂ, i tik iy =atjpa™l, sij<i<k, rimpar.

-1 _ -1 -1 1 C
QGirtika, =atipa, a; tika, =1 tjxt;, sij<i<k,r par,
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Pt —1 _1 .« o _1 + s s 8w . s . 3
donde a = (am Ui st tiit o g aj,r) € K,. Estas relaciones se

verifican facilmente mediante dibujos.

Lema 3.2.6. Sean i,5,k,l € {1,...,n}, todos distintos. Se tiene:
[tij, tka] =0 (mod (K,)3),
[ti> tik] = [ti6 tig] (mod (Kp)s).

DEMOSTRACION: Este lema es consecuencia de las congruencias siguientes,
bien conocidas:

[tijsted] =0 (mod (PBy(D))s),

il

[tijstin] = [tk tiy] (mod (PB(D))s),

(ver, por ejemplo, [B-N3]), junto con la inclusién (PB,(D))s; C (Ky)s- o

Lema 3.2.7. Ezxiste un homomorfismo bien definido de dlgebras de Lie, 1, :
L, — gr(Ky,), que envia t; ;. sobre f; ;. para todo i,j € {1,...,n}, i # 7,
y todo v € m (M).

DEMOSTRACION: Tenemos que probar que se verifican las congruencias
siguientes:

(R].) fi,j,’y = fj,i’,y—l (mod (Kn)g),
para todo 4,5 € {1,...,n}, ¢ # J,
y todo v € m1(M);

(R2) [fijoy s fras] =0 (mod (Kx)s),
para i,j,k,l € {1,...,n}, distintos,
y todo 7,6 € 1 (M);

(R3) [fijys fikgl = [fike)» fijn] (mod (Kn)s),
para 1,5,k € {1,...,n}, distintos,
y todo 7,4 € m(M).

Nétese que (R1) es consecuencia del lema 3.2.3. Quedan entonces por
probar (R2) y (R3). Procedemos por induccién en n. Al ser las condiciones
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(R2) y (R3) vacias si n = 2, podemos suponer que n > 2, que (R2) se
verifica si ¢,7,k,0 € {2,...,n} (por induccién), y que (R3) se verifica si
7,k € {2,...,n} (por induccién).

Pasemos ahora a probar (R2) para k = 1. Por el lema 3.2.4, existe
Wi € (K, )2 tal que

Figar 8y Fij = Wi b
Del mismo modo, por el lema 3.2.5, existe W, € (K,)2 tal que
%—1)1 tiy Ya) = Wa tiy
Entonces
Figw i fijy = (fz‘,m 801 f',—le,) Figtri figy (fi,j,fy ga; fz_jl'y)
= Wi (8 fugntua figh 53) Wi
= 0q) fio tit fih O R (mod (Ky)3)
= b (%‘) tij 7(2)1) t1 (%') tii Y ) 5(_1)
= 0w T tag Watra ] 7y 00
= (5(1) Yoy Wa tijtg ty, ! fy(zl (5(1; (mod (K,)3)

= 5(1) ’y(,) W2 t1 1 7(1) 5(3 (mod (Kn)3)
(por el lema 3.2.6)

= S/(1) t1y g(_li = f11,6-
Por tanto, (R2) se verifica para k = 1.

La congruencia (R2) se verifica tanto para ¢ = 1, como para j =1, o
[ =1, a causa del caso anterior y de la relacién (R1).

Pasemos entonces a probar (R3) para ¢ = 1. Por el lema 3.2.4, existe
Wi € (Ky)s tal que
fg,k& Ya) fjkg Wi, YQ)-

Igualmente, por el lema 3.2.3, existe W € (K,,) tal que

8¢5y t1,3 0G) = 0q) t1,5 67y Wa.
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Entonces
fins Frin Fins = (Firs ¥y Fins) (ks tri fins) (fj,k,6 7@; fjfkl,,s)
= W ( Yy fies trg fik 5’)’(1)) wit
= Y fiks by fj,k,6 ’7(1) (mod (K»)s)
= T (g(j) tjkg(})l) b (S(j) i g(_j)l) )
1~-1

= Fa) 8y tik Oy trs Oy Watyk 65 7

= T o) (j,k 81y 3 03 j,k) W2 86 )
(mod (K,)3)

= ) %) [tﬂm JOLE 5(1)] (5(1) tj 5(1)) W2 86 T

= A 8w [tk o tg 5 85 1 T

Como ¢y conmuta con t;y, se deduce:

Fiks fran Fis = A 86 0y [tik» 1) 83) 0 tg gy (mod (Kn)s)
6]) tl,J ’7(1) (mod (Kn)g)
(por el lema 3.2.6)

= [0, 6] (5<1)5(j> [t1,3: t1 k] 05 5(&) 6y, Oy )t Ty -

= ) 0g) Sy [t s tigl Oy

Nétese que [5(3),(5(1)] € Kny [t1j,t1x) € (Kp)2, luego

Fims frin Fips = A (5(1)5(1) [t155 t1k) 565(11) ti 7 (mod (Ku)s)

= 70 [tly ’ 5(1) ik 5(1)] t1j ’7(1) (mod (K»)s)
(por los lemas 3.2.3 y 3.2.5)

= [F s Tt » A 0o 11 8 Tas | (Few 7t ) -
I |
Sea k = yq) d(1) ¥d(1). Tenemos k € K, luego

~ ~— T 1 _ —~ ~—
fis frim Fips = [7(1) tig Ty » b (¥0)y tik (¥8) ) & 1] (7(1) t “Y(S)



3.2. EL INVARIANTE DE VASSILIEV UNIVERSAL 7

(mod (Ky)s)
= [fujms k freon K] friq
[fl,j,’y, fl,k,(’y&)] fl,m (mod (Kn)3)-

Esto prueba que (R3) se verifica para i = 1.

Para j = 1, (R3) se verifica a causa del caso anterior y de (R1), ya que
se tiene:

ity firs) = [frin-ts fies) = fike) » frin-1] = fiko) » final:

Por tltimo, (R3) también es cierta para k = 1, pues en este caso:

Fidn > Finsl = Uiin-15 fingl = firae > fiin-t] = fines» fiinl O

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 3.2.2: Basta probar que el homo-
morfismo 1, : L, — gr(K,) del lema 3.2.7 es un isomorfismo. Procedemos
por induccién en n.

Sin =2, K, =F, es un grupo libre, generado libremente por i =
{fi2~; 7 € (M)}, luego gr(K,) es el dlgebra de Lie libre generada por
F12. Por otra parte, Ly es por definicién el dlgebra de Lie libre generada
por {t12,; 7 € m(M)}. Por tanto, 1, es un isomorfismo de dlgebras de
Lie.

Supongamos entonces que 1, es un isomorfismo para m < n. Recorde-
mos que K, = F,, X K,_1, y que tenemos la sucesién exacta

1— F, — K, % K, —1
frjg — Sy — 1
firvgrin — figor
Como K,_; actia trivialmente sobre el abelianizado de F},, podemos aplicar

un resultado de [FR] que afirma que la sucesién graduada asociada a la
anterior también es exacta, es decir,

1 — gr(F,) - gr(K,) &5 gr(Kn_1) — 1,

donde i es la inclusién natural. Ademds, como gr(F,,) es un algebra de
Lie libre para todo m > 2, la sucesién anterior implica, por induccién, que
gr(K,) es un Z-mdédulo libre. Este hecho serd utilizado més adelante.
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Definamos ahora el siguiente homomorfismo de algebras de Lie:

‘Qvn: Ln — Ln—l
by = 0
tivig+,y = ligye

Mirando a las relaciones (L1), (L2) y (L3), vemos que g, es un epimor-
fismo de &dlgebras bien definido. Notaremos @), = ker g,. De este modo,
obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

1— gr(F) -5 (K, 8 g, —1
Tnn T’/’n T"/’n—l

11— Q. > L, = L., —1,

donde 7, es la restriccion de ¥, a Q.

Nétese que ¢y, € @y para todo j =2,...,n y todo v € m(M). Nétese
también que 9,(t15,) = f1,, ¥ que gr(Fy) es el dlgebra de Lie libre gener-
ada por Fi ,. Por tanto, si mostramos que @Q,, esti generada (como &lgebra
de Lie) por Bin = {t1j4; j =2,...,n; v € m (M)}, entonces @, sera el
algebra de Lie libre generada por Bi,, ¥ 7, serd un isomorfismo. En este
caso, como 1,_1 es un isomorfismo por hipétesis de induccién, 1, también
serd un isomorfismo de dlgebras de Lie, como queremos probar.

Sea | = Ele I[; un elemento de @Q,, donde cada [; es un corchete de
Lie en los generadores de L,. Podemos descomponer | = (3.7, 1) +
i +11i), donde {I1,...,1,} son corchetes de Lie donde aparece algiin ¢, ; ,,
¥ {lr+1,...,lx} son corchetes de Lie en {t;;,; 2<i<j<mn, vy€m(M)}.

Para todo 7 = 1,...,r, ; € Q,, luego Z?:rﬂli € Q. Pero si

~ ok k
0n(Q 41 li) = 0 en Ly,_y, entonces )~ ., l; = 0 en Ly, ya que las rela-
ciones en L,_; son imdgenes por p, de las mismas relaciones en L,, las
cuales no implican ningtn ¢, ;,. Por tanto, I = >_._, /;, donde cada l; con-
tiene algin ¢ ;,. Debemos probar entonces que cada /; se puede escribir

como suma de corchetes en B .

Si l; es un corchete de longitud 2, el resultado es consecuencia directa
de (L1), (L2) y (L3). Supongamos que el resultado es cierto para corchetes
de longitud d — 1, y consideremos I; = [a, b], un corchete de longitud d > 2.
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Podemos suponer que a contiene algin ¢, ;,, y por induccién, que es un
corchete en By ,.

Si long(a) > 2, entonces a = [a1, as], donde a;, az son corchetes en B .
Por la identidad de Jacobi,

li = [[a’l’ 0’2]’ b] = —[[a27 b]’ al] - [[b7 a1]7 a2]7

donde [az,b] y [b,a1] se pueden escribir, por hipétesis de induccién, como
suma de corchetes en B ,, de donde se sigue el resultado.

Si long(a) = 1, entonces long(h) > 2, luego b = [by, by]. Por tanto,

[aa [bl’ b2]] = [bla [b2> a]] - [b27 [a’ bl]]7

y nos reducimos al caso anterior. Por tanto, @, estd generado por By, y
asi 1, es un isomorfismo de 4lgebras de Lie.

3.2.3 El isomorfismo 3 : Ugr(K,) — gr;Z[K,]

Comenzaremos esta subseccién enunciando un resultado de Quillen.

Teorema 3.2.8. (Quillen [Q]).

Sea G un grupo. Sea I = I(G) el ideal de aumentacidén de G, sea gr;Z[G] el
anillo graduado asociado a la filtracidn I-ddica, y sea G=G, D G2 D -+ D
G; D -+ la sucesidn central descendente de G. Entonces las aplicaciones k; :
Gi = I', g+ g—1 inducen un homomorfismo de Z-dlgebras sobreyectivo,
k: Ugr(G) — gr;Z[G]. Ademds, k ® Q es un isomorfismo de Q-dlgebras. o

Nétese que, si gr(G) es un Z-médulo libre, entonces Ugr(G) es también
un Z-médulo libre. Por tanto:

Corolario 3.2.9. Si gr(G) es un Z-mddulo libre, entonces las aplicaciones
ki : G; = I', g — g—1 inducen un isomorfismo de Z-dlgebras k : Ugr(G) —
gr/Z(G]. o

Ya probamos en la demostracién de la proposicién 3.2.2 que gr(K,) es
un Z-médulo libre. Por tanto:
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Proposicién 3.2.10. Eziste un isomorfismo bien definido xo : Ugr(K,) —
gr;ZK,) que envia f; ;. sobre f; iy — 1, para todo i,5 € {1,...,n}, i #j, y
todo v € m (M).

3.2.4 grv es el inverso de x = x2° X1

En las subsecciones 3.2.2 y 3.2.3, demostramos que existe un isomorfismo
bien definido x = x2 0 x1 : A, — gr;Z[K,] que envia t; ;, sobre f;;, ~1
para todo 7,5 € {1,...,n}, i # j, y todo v € m(M). Pasemos ahora a
probar lo siguiente:

Proposicién 3.2.11. El homomorfismo grv es el inverso de X, luego es un
isomorfismo de Z-dlgebras graduadas.

DEMOSTRACION: S6lo necesitamos probar que grv es el inverso de x co-
mo homomorfismo de Z-médulos. Si d > 1, sea AP = AR/ AFHD
el submdédulo de A,, formado por los polinomios homogéneos de grado d.
Consideremos también 4, j,k,l € {1,...,n}, donde ¢ < j, k <lei < k.
Por las relaciones (L1), (L2) y (L3), vistas como relaciones en el dlgebra
envolvente A, de L, se tiene:

iy th6 i, 7, k, 1 distintos.
betd bigy = 8 Tigoy Tets + Bigiy Liy(rd) — Lii(v) Bisiy sij=k
tigey this T tiga tik(no-t) — tik(yo-Dligy S1J =1

. d . :
Por tanto, un conjunto de generadores de AD como Z-médulo consiste
en los elementos de la forma
R = tivjim bingerre ** * tig,ganas

donde 1 <15 < ---<igyix < Jr paratodo k=1,...,d. Pero

X(R) = (fi1,j1,’71 - 1)(fiz,j2,’72 - 1) T (fidyjdy')’d - 1)7

luego, por definicién de grv, y como i; < ip < - -+ < ig, se tiene gro(x(R)) =
R. Esto es cierto para todo d > 1, luego tenemos que grv o x = id4,. Por
tanto, como x es un isomorfismo, grv es su inverso, como queriamos probar.

O

Este resultado implica el siguiente:
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Teorema 3.2.12. gru es un isomorfismo de Z-mdédulos.

DEMOSTRACION: Recordemos que, por la proposicién 3.1.2, el ideal V; =
J? de Z[B,(M)] es isomorfo a I¢ ® Z[H,] via ®, para todo d > 0. Adem4s,
como Z[H,] es un Z-médulo libre, se tiene:

Vil Ve = (I8/15) © ZIH, .

Por tanto, gryZ[B,(M)] ~ (gr;Z[K,]) ® Z[H,] via gr®. Ahora, gru =
(grv ®id) o gr® y tanto gr® como grv ® id son isomorfismos de Z-médulos,
luego gru es un isomorfismo de Z-médulos. 4

3.2.5 gru es un homomorfismo

En esta subseccién terminamos la demostracién del teorema 1.3.5 probando
que gru es un homomorfismo.

Empezamos por definir una estructura de dlgebra en gr;Z[K,] ® Z[H,).
Consideremos la accién de B,(M) obre K, por conjugacién: un elemento
b € B,(M) envia k € K, en bkb™! € K,,. Esta accién se extiende de forma
natural a Z{K,] y preserva la filtracién I-adica, luego define una accién de
B,.(M) sobre gr;Z[K,]. Esta accién restringida a K, es trivial, ya que si
k. k' € K,,

k(K — Dk =kEk™ —1=[k KK -1,

luego, en gr;Z[K,],
k(' =)kt = (kK] - DK+ —1)= (K - 1).

Por tanto, la accién inducida sobre gr;Z[K,] por un elemento b € B, (M)
sélo depende de ¢(b) € H,. Recordemos la seccién conjuntista o : H, —
B,(M). Definamos entonces la multiplicacién en gr;Z[K,] ® Z[H,] por

(k1 ® B1) (k2 ® B2) = (k1 0 (B1) k2 0(B1)™") ® B1fa-

Por el razonamiento anterior, este producto no depende de o, y dota a
gr;Z[K,]| ® Z[H,) de una estructura de Z-3lgebra.

Ahora, para probar que gru = (grv ® id) o gr® es un homomorfismo
de Z-algebras graduadas, probaremos que tanto gr® como (grv ® id) son
homomorfismos de Z-algebras graduadas.
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Lema 3.2.13. grd : gr, Z[B,(M)] — gr;Z[K,|QZ[H,] es un homomorfismo
de Z-dlgebras graduadas.

DEMOSTRACION:  Sean by, by € B,(M). Llamamos 8; = ¢(b:) v ki =
bi(o 0 )(b;)~! para i = 1,2. Entonces

grd(b1) grd(by) = (k1 ® B1) (k2 ® B2) = (k1 0(B1) ke 0(51)~1) ® B15s,
gr®(bibs) = (k1 o(B1) k2 0(B2) 0(182)™") ® Bifa-
Luego, para probar que gr®(b,by) = grd(b;) grd(by), basta probar que
o(B1) o(Ba2) = o(B1Bo) (mod V).

Pero ¢(o(B1) 0(B2)) = B1fa = @(o(b162)), luego existe k € K, tal que
a(B1) 0(B2) = k o(B1B2) con k € K,,; por tanto, en Z[B,(M)],

o(B1) 0(B2) — a(B1Be) = (k — 1) o(B1B2) € W,

ya que k — 1 € V4, como queriamos probar.

Lema 3.2.14. gro®id: gr;Z[K,| ® Z[H,] — A, x Z[H,) es un homomor-
fismo de Z-dlgebras graduadas.

DEMOSTRACION: Escribiremos g = grv y ¢’ = grv ® id = ¢ ® id, para
simplificar la notacién. Notaremos también 8] = o(f;). Sabemos que g es
un isomorfismo de Z-algebras, luego

F(k1®B1) (ke ®Ba)) = ¢'((ki B k2 By @ Bufa)
g(k1 B k2 B171) ® B1e
= g(k1) (B k2 B ® B1Be.

Por otra parte:

Gk ®B1) g (k2@ B2) = (g(k1) ® A1) (9(ka) ® Bo)
= g(k) (Br 9(k2) Bi") ® Brfe.

Por tanto, necesitamos probar que, en A,

g(O'(,Bl) ko U(,Bl)_l) = ,61 g(kg) ,31_1
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Como la accion por conjugacién no depende de o, sélo tenemos que verificar
la férmula anterior cuando f; sea un generador de H,. Ademads, como
g es un homomorfismo de Z-algebras, basta verificarla cuando k; sea un
generador de gr;Z[K,] como Z-3lgebra, es decir, cuando k; = f;j,—1, i <
j. Por tanto, sélo hay que probar el lema 3.2.15, que damos a continuacion.
O

Lema 3.2.15. En gr;Z[K,| se tienen las relaciones siguientes, para todo
i, 5,k € {1,...,n} y todo v € m (M).

-1 _ . . . .z
® 0k fijy Ok = Forli)sn)ors donde sy, es la trasposicion (k k+1),
-1 _ . .
i ak$r fi:jv'y a’k,’r - fi,j,’)’) St k # ’L,J,
-1 _
d ai)r f%J,’Y a”i,T - fi,j,(wr'y);

donde {o1,...,0n-1} Yy {aip; 1 < i < nyl < r < 2g} son las trenzas
descritas en la subseccion 3.1.1.

DEMOSTRACION: La primera ecuacién es consecuencia de las siguientes
relaciones en B, (M), que se verifican facilmente.

Qir sik#1—1,:.
Qit1,r z_zl—l—l sik=1 y T es par.
Ok Qip Ot = ¢ tiit1 Gig1r sik=i y r es impar.
tim1i Qi1 sik=1—-1 y T €es par.
Qi1 1_—11,1' sik=i—1 y r es impar.
ti—l,j sik=1—1.
ti,i+1 ti+1,j z_,11+1 sik=1.
O ti,j O'k_l = ti,j—l sik ‘:_] - 1.
t;:jl ti,j+1 ti,j sik= _7
tij en otro caso.

La segunda ecuacién se deduce del lema 3.2.5, y de las relaciones siguien-

tes, donde ¢ # k y hemos denotado b;,, = a;,, si m es impar, y b ;m = al‘ﬂb
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si m es par.
tig bis sis<r yi<k.
bis (b, tigbis) sis>r yi<k.
bi,r bis b,;i =< b (b;,,1 t,;j bi,) sis<r yi>k.
ki bis sis>r yi>k.
b; s sis=r.

En efecto, en este caso,
bir Fiior Ve = brr Ve i Vi O = Vi) ber i Vi Vo) »
que, por el lema 3.2.5, es equivalente a f; ;..

Por ultimo, la tercera ecuacién se verifica como sigue:

—~— — —1

Ui fijoy Gip = Qi V) tig Ty @iy = K (@) tig (@) K70

donde k € Ky, luego es equivalente a f; ; (). O
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Resumen

En este trabajo estudiamos las trenzas en superficies cerradas. En primer
lugar, damos nuevas presentaciones de los grupos de trenzas en superficies
cerradas, que son mucho mds simples que las ya conocidas, y que tienen
una facil interpretacién geométrica. Utilizamos ademdés estas presenta-
ciones para dar una solucién del problema de la palabra en estos grupos.
Seguidamente estudiamos los invariantes de Vassiliev de trenzas en super-
ficies cerradas orientables, y demostramos que estos invariantes distinguen
las trenzas en superficies. Finalmente, definimos los diagramas de cuerdas
ponderados para las trenzas en superficies, que nos permiten encontrar un
invariante de Vassiliev universal para estas trenzas, con coeficientes en Z.

Résumé

Dans ce travail, on étudie les tresses des surfaces fermées. On donne
d’abord des nouvelles présentations pour les groupes des tresses des surfaces
fermées, qui sont beaucoup plus simples que celles déja connues, et qui
peuvent étre directement interprétées de fagon géométrique. On utilise
aussi ces présentations pour donner une solution du probléeme du mot dans
ces groupes. Ensuite, on étudie les invariants de Vassiliev des tresses des
surfaces fermées orientables. On montre alors que ces invariants distinguent
les tresses des surfaces. Finalement, on introduit les diagrammes de cordes
pondérés pour les tresses des surfaces, qui nous permettent de trouver un
invariant de Vassiliev universel pour ces tresses, a coefficients dans Z.

Abstract

In this work we study the braids on closed surfaces. First, we give new
presentations for the braid groups on closed surfaces, which are much sim-
pler than those which were known before, and have an easy geometric in-
terpretation. We also use these presentations to give a solution to the word
problem on these groups. Then, we study Vassiliev invariants for braids on
closed, orientable surfaces. We show that these invariants separate braids
on surfaces. Finally, we introduce the concept of labeled chord diagrams for
braids on surfaces, which allow us to define an universal Vassiliev invariant
for these braids, with coefficients in Z.
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