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Abstract

El objetivo de este proyecto es demostrar la relacion entre los conjuntos de Julia para
funciones polinémicas de grado dos y el conjunto de Mandelbrot. Para ello, se definira los
conjuntos de Julia para funciones polindémicas y se demostraran las propiedades mas
caracteristicas de estos. Seguidamente, se aplicaran estas conclusiones a funciones
polinémicas de grado dos de la forma f(z) = 22 + ¢ y se definirdn el conjunto de
Mandelbrot a partir de las 6rbitas de su punto critico. Finalmente, se demostrara el
Teorema que garantiza que el conjunto de Mandelbrot es el conjunto de valores de ¢ € C

para los cuales el conjunto de Julia asociado a la funcién f(z) = 2% + ¢ es conexo.

The purpose of this project is to prove the relationship between Julia sets for quadratic
mappings and the Mandelbrot set. To this aim, Julia sets for polynomial functions will be
defined and their most characteristic properties will be proved. This analysis will be
applied to quadratic mappings of the form f(z) = 22 + ¢ and the Mandelbrot set will be
defined using the orbits of its critical point. Finally, we will prove the Theorem that
guarantees that the Mandelbrot set is the set of values ¢ € C for which the Julia set

associated to the function f(z) = 2% + ¢ is connected.



Capitulo 1
Introducciéon

En algiin momento de la historia, los matematicos se centraron en estudiar funciones
y conjuntos para los cuales se pueden aplicar los métodos clasicos del calculo. De hecho,
las funciones suaves y los conjuntos que se pueden describir usando una ecuacién simple
son los que se estudiaron con mayor profundidad, dejando a un lado aquellos objetos y
construcciones que no se consideraban lo suficientemente suaves.

Actualmente, este pensamiento ha cambiado radicalmente. Los mateméticos han obser-
vado que los conjuntos que no son suaves contienen aspectos llamativos que merecen ser
estudiados y no considerados como patolégicos.

De hecho, los conjuntos irregulares ofrecen una representacién mas precisa de los fenéme-
nos naturales de lo que puede ofrecer la geometria clasica. Sin embargo, los métodos de geo-
metria y calculo cldsicos no permiten describir de forma ajustada estos conjuntos irregulares.
En consecuencia, se tiene que recurrir a técnicas alternativas para describirlos.

En este proyecto nos vamos a centrar en los conjuntos de Julia los cuales, en general,
son conjuntos muy irregulares que se pueden englobar dentro de los conjuntos que llamamos
fractales. Aunque no existe una definicion concisa y precisa de los fractales, estos conjuntos

comparten algunas propiedades:

a) Un conjunto fractal es auto-similar. Esto quiere decir que el conjunto contiene copias

de si mismo escaladas en diferentes factores.

b) Aunque un conjunto llamado fractal pueda tener una definicién analitica muy simple,

su estructura geométrica puede resultar muy compleja.

Como hemos comentado, nos centraremos en los conjuntos de Julia los cuales son consi-
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derados fractales por su estructura geométrica irregular. Los conjuntos de Julia, asi llamados
por el matematico Gaston Julia, son una familia de conjuntos fractales que se obtienen al
estudiar el comportamiento de los niimeros complejos al ser iterados por una funcién. Este
estudio conduce a la idea de puntos atractores, que ejercen el papel de imanes que atraen
puntos hacia ellos y repulsores, que empujan otros lejos de los mismos.

Los conjuntos de Julia se definen como la frontera de diferentes cuencas de atraccion, que
son regiones donde los puntos situados en estas alcanzan el punto atractor al ser iterados
por la funcién de estudio.

Este estudio llevé a Julia a ganar en 1918 el premio Grand Prix des sciences mathéma-
tiques. Sin embargo, su fama se perdié por completo tras su fallecimiento en 1978.

Poco después, el matemético Benoit Mandelbrot recuper¢ el trabajo de Julia y lo aplico
a funciones polinémicas complejas de grado dos de la forma f(z) = 22 + ¢ con ¢ € C.
Mandelbrot observé, al realizar iteraciones de esta funcién f con un ordenador, que para
ciertos valores de la constante c el conjunto de Julia que se obtenia era conexo mientras que
para otros era disconexo.

Aprovechando los estudios de Julia y Fatou, que probaron de manera independiente que
para saber si el conjunto de Julia asociado a una cierta funcién f.(z) = 2% + ¢ era conexo
o no simplemente hacia falta estudiar la érbita del punto critico z = 0, Mandelbrot dio con
el famoso conjunto de Mandelbrot o conjunto M el cual agrupa todos los valores de ¢ € C

para los cuales la érbita del punto critico z = 0 esta acotada. Es decir:

M={ceC : {f®(0)}:, estd acotada}.

El objetivo del presente proyecto sera la demostracion del Teorema Fundamental de
Mandelbrot que fue realizada por Benoit Mandelbrot en el ano 1983 y que prueba que este

conjunto M es igual al conjunto siguiente:

M ={ceC : J(f.) es conexo},

donde J(f.) denota el conjunto de Julia asociado a la funcién f.(z) = 2% + c.

Con ese objetivo, dividiremos nuestro proyecto en cuatro secciones y, a continuacién,
detallaremos el contenido de cada una de ellas.

En la primera seccién expondremos los conocimientos previos necesarios para el correcto
entendimiento del proyecto. En particular, se presentan en esta seccion Teoremas clasicos

de Variable Compleja que son necesarios para algunas de las pruebas que se presentan en



el documento. Estos teoremas no presentan demostracion, sin embargo, se pueden encontrar
en [AHL] y en [GAM].

En la segunda seccién estudiaremos la teoria general de los conjuntos de Julia para
funciones polinémicas de grado n. En esta secciéon definiremos el concepto de conjunto de
Julia para una funcién polinémica f, J(f), y lo caracterizaremos a través de una serie de
propiedades. Sin embargo, para probar estas propiedades se definira, a través del concepto
de normalidad para funciones de variable compleja, un conjunto auxiliar que denotaremos
por Jo(f) y probaremos que las propiedades se cumplen para este conjunto. Finalmente,
demostraremos que los conjuntos J(f) y Jo(f) son iguales y, consecuentemente, comparten
las mismas propiedades.

En la tercera seccién nos centraremos en la funciones polinémicas de grado dos de la
forma f(2) = 22+ ¢ con ¢ € C. Calcularemos los puntos fijos de esta funcién y su caracter
asi como las orbitas periddicas de periodo 2 y su caracter, las cuales junto con los puntos
criticos de f nos permitiran definir el conjunto de Mandelbrot y acotar el mismo. Ademas,
se incluyen algunos dibujos de conjuntos de Julia para determinados valores de ¢ € C.

En la cuarta seccion se procederd a la demostracion del Teorema Fundamental de Man-
delbrot que relaciona el conjunto de Mandelbrot con los valores de ¢ € C para los cuales
J(fe) es conexo. Para ello, se estudiard el comportamiento de la inversa de la funcion raiz
cuadrada de un ntmero complejo al aplicarla sobre curvas en el plano y se introduciran
algunos conceptos basicos de topologia y conexion.

Las pruebas que se encuentran en el presente documento estan basadas en las demostra-
ciones realizadas en [FAL] y [HEL].



Capitulo 2

Conocimientos previos

2.1. Contracciones en un espacio métrico

Notacion 2.1.1 §i f es una funcion definida en un conjunto X y x € X, a lo largo del
presente documento denotaremos por f(x) a la composicion n veces de la funcion f sobre

el elemento x, es decir:

f() = fo o f(x).

n veces

Definicién 2.1.1 Si (X, d) es un espacio métrico completo, una aplicacion f: X — X es

una contraccion si eziste una constante ¢ € [0, 1] tal que:

d(f(z), f(y) < cd(z,y) Vz,y e X.

Nota 2.1.1 A partir de la definicién de funcién contractiva, se puede probar que la funcién

f es continua.
Definicién 2.1.2 Sea x € X, llamamos orbita del elemento x bajo f a la sucesion
{f® @)}y donde fO(z) = 2

. Si se cumple que f(x) = x para algin x € X diremos que x es un punto fijo de f.



Teorema 2.1.1 (Aplicacién Contractiva de Banach) Sea (X, d) un espacio métrico com-
pleto, una contraccion f: X — X tiene un unico punto fijo y todas las orbitas convergen

a él.

Prueba:

Sea c el factor de contraccion de la funcién f. Sea z € X y sean dos naturales m < n,

entonces:

d(f™ (@), f™(2)) = d(fO (), OO (fO(2))) < ™ d(a, [0 (@)

Una vez tenemos acotada la distancia entre dos elementos cualesquiera de la érbita de x

podemos acotar la distancia siguiente:

n

e S0 £ S0, PO £ 3 () < S Y
k=0

k=1

Observamos que, como 0 <c <1, laserie Y, c* es una serie convergente y, ademads, la

suma vale exactamente ——. Por tanto:

1
_C.

d(z, f*(2)) < d(x, f(2)) 7

Observamos que esta acotacion no depende de n. Por tanto, podemos deducir a partir de la

primera cadena de desigualdades y la anterior que:

A (@), 7 (@) < T—d(a, f(2)).

Notamos que, como el z € X estd fijo, sabemos que d(z, f(x)) es una constante. Fijamos
e > 0, como la sucesion {¢™}9°_, es una sucesion convergente a 0 porque 0 < ¢ < 1 sabemos
que existe un my € N tal que para todo m > my se tiene que ¢ < m(l —c).

Ahora bien, si tomamos n > m > my, por lo que hemos deducido anteriormente tenemos

que:

d(f™ (x), f™(2)) <

cm . - ed(z, f(x))(1 —c¢) _

¢ d(z, f(z))(1 = c)

Por tanto, podemos deducir que la sucesiéon { f*)(x)}5°, es una sucesién de Cauchy sobre
X y como (X, d) es un espacio métrico completo podemos concluir que esta sucesién converge

a un limite z; = limy_,o f (k) (). También podemos observar lo siguiente:
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Pl = f (Jn fO@) = in 6D (@) = ;.

f continua k—so0
Esta ultima afirmacién nos permite concluir que el limite de la érbita de x es un punto
fijo de la funcién contractiva f. Lo tnico que queda por demostrar es que este punto fijo es
tnico. Para ello, supondremos que existe un y € X con y # x5 tal que f(y) = y. Bajo este

supuesto tenemos que:

d(zs,y) = d(f(zs), f(y)) < cd(zys,y).

Como ¢ € [0, 1] hemos llegado a una contradiccién, por tanto se deduce que y = xy.
[

2.2. Teoremas clasicos de Variables Compleja

En esta seccién incluiremos algunos de los teoremas de variable compleja que utilizaremos

a lo largo del documento.

Notacion 2.2.1 Sea z € C y sea p > 0, denotaremos el disco cerrado de centro z y radio p
como B(z,p), es decir:
B(z,p) ={w e C : |z —w| < p}.

Del mismo modo, denotamos al disco abierto de centro z y radio p por U(z,p), es decir:
U(z,p) ={weC : |w—z| <p}.

Teorema 2.2.1 (Aplicacién abierta) Sea f una funcion holomorfa y no constante en un
dominio complejo D (abierto conexo de C), entonces la imagen f(E) de un conjunto abierto

E C D es también un conjunto abierto.

Teorema 2.2.2 (Convergencia uniforme de funciones holomorfas) Sea {f,}5°, una
sucesion de funciones holomorfas definidas en un dominio complejo D que convergen unifor-
memente en compactos de D a una funcion f. Entonces, la funcion f también es holomorfa

en D y la sucesion de derivadas {f]}>2, también converge uniformemente en los compactos
de D a la funcion f.



Teorema 2.2.3 (Funcién inversa) Supongamos que f es una funcion holomorfa en un
entorno del punto zg € C y que f'(z) # 0. Entonces existe un entorno U de zy, un entorno
V de wog = f(20) y una funcion g univocamente determinada y holomorfa en V' tal que

g(wo) = 20 yw = f(2) (= € U) sii = = g(w)(w € V).

Teorema 2.2.4 (Teorema de Liouville) Toda funcién f : C — C entera (derivable

para todo z € C) y acotada es contante.

Teorema 2.2.5 (Teorema de Prolongacién Analitica) Si f C — C es analitica en

un abierto conero A y [ se anula en un entorno de un punto zy € A, entonces f =0 en A.

Teorema 2.2.6 (Teorema de Monodromia) La prolongacion analitica de una funcion
holomorfa definida en un subconjunto abierto de un dominio simplemente conexo a este

dominio es unica.

Definicién 2.2.1 Una sucesion {g,}2>, de funciones complejas holomorfas en un abierto
U C C se llama normal en U si toda subsucesion de {g,}3>, admite una nueva subsucesion
{9, 1321 que converge uniformemente en los conjuntos compactos K C U ya sea a una
funcion holomorfa g en U o hacia oo, es decir que satisface:

lim sup |gnk(z> - g(Z) =00 lim sup |gnk<z)| = 0.

k—00 ;e K¢ k—oo s

La sucesion {gn}5>, se llama normal en w € C si es normal en un entorno abierto V' de

w.

Teorema 2.2.7 (Teorema de Montel) Si la sucesion {g,}5°, no es normal en un con-

jgunto abierto U C C, entonces se tiene que:
[e.e]
o bien U g (U) =C,
n=1

0 bien 3w € C tal que Ugn(U) =C\ {w}.

n=1



Capitulo 3

Los conjuntos de Julia

3.1. Introduccion

En esta seccién, basada en el tercer capitulo de [HEL], estudiaremos la construccién de
los conjuntos de Julia y también algunas de sus propiedades. Para definir estos conjuntos
usaremos las orbitas de puntos z € C bajo funciones f : C — C. En particular, estudiare-
mos la convergencia o la divergencia de las mismas. Ejemplificaremos el calculo de iteradas
y la convergencia de las orbitas con un ejemplo sencillo en el que calcularemos las iteradas

de una funcién f lineal. Consideraremos la siguiente aplicacion:

f: C — C
z — f(z)=cz+b’
donde 0 # ¢ = ¢; +ico, b = by +1ibs; c1, o, b1, by € R. Para cualquier z € C, podemos calcular
la érbita de la funcién f en z; es decir, la sucesion {f™(2)}>2,. Asi, los primeros términos

de esta seran:
. FO(z) = f(2) = ez 4 b
 fP2)=f(f(2)) =cl(cz+b)+b=cPz+cb+b
n fO()=cez+b)+cb+b=c2+cEb+chb+b

Por induccién se puede demostrar facilmente que el término n-ésimo de esta sucesién es:
n—1
fM(z)=c"z+b g .
k=0
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De aqui, se deduce que; si 0 < |¢|] < 1, entonces:

n—1
fM(2) ="z + chk =c"z2+b
k=0

1—-¢" b
. (n) -
1—c :>nh_>r£10f (2) 1—¢c

Sin embargo, si |¢| > 1 es claro que 1im,,_, f™(z) = co. Por tanto, la érbita de f para
cualquier z € C convergerd al punto fijo zp = 72 si y solo si 0 < |¢| < 1.

Esto mismo se podria razonar también si tenemos en cuenta que si z,w € C, entonces:

f(z) = fw)] = [ez + b= (cw + b)| = [e(z = w)| = [e]|z = w].

Por tanto, en el caso en que |c| < 1 tendremos una aplicacién afin contractiva con factor
de contraccién |c| y, por la Proposicién 2.1.1, sabemos que esta aplicacién f tiene un tinico
punto fijo. Ademas, todas las érbitas {f™(2)}>, convergen a este punto fijo que hemos
calculado anteriormente y vale zy = IL_C

En este capitulo nos vamos a centrar en las funciones polinémicas de grado n que son

funciones de la forma siguiente:
f() :chzj dondec; € C,Vj=0,....,nyc, #0.
§=0

Para este tipo de funciones puede resultar interesante encontrar los conjuntos de puntos

que son invariantes respecto a f. Es decir, encontrar el conjunto C' de puntos tales que
C={zeC| f(z) =z}

Ademas, también puede resultar interesante encontrar puntos zy € C cuyas orbitas
{£")(29)}22, se vuelvan a repetir. Es decir que exista un natural p € N tal que f®(z) = 2.
Estos puntos se llaman puntos periédicos y al menor natural p que cumple f®)(z) = 2

se le llama periodo de z.

Ejemplo 3.1.1 Para ejemplificar este estudio podemos empezar suponiendo que la funcién
fes f(z) = 2% con z € C. Si buscamos el conjunto de puntos invariantes respecto a f tenemos
que este estd formado por dos puntos inicamente. Es decir que C' = {0, 1} son los tnicos
puntos invariantes de la funcién f ya que son las soluciones de la ecuacién z = f(z) = 22
Una vez hemos detectado los puntos fijos de la funcién f(z) = 2? podemos estudiar las
6rbitas de los distintos puntos z € C, es decir, las sucesiones {f™(z)}°2, para cada z € C.

Observamos lo siguiente:
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Por induccién, es facil probar que f™(z) = z2". Por tanto, en funcién de |z|, tendremos

los siguientes casos:

a) Si zp = 0, entonces f(™(z) = f™(0) = 0 para todo n € N, es decir, estamos en un

punto fijo de la funcion y la orbita estd formada por un solo elemento.

b) Si |z| < 1, entonces lim,, o | f™ (2)| = lim,, ;00 |2|*" = 0. Por tanto, la érbita de este

punto z convergerd hacia el punto fijo zy = 0.

c) Si|z| = 1, entonces la érbita se quedara girando alrededor del disco unidad debido a
que |f™M(2)| = |2z*" = 1. Un caso particular es cuando z = 1. En este caso f™(1) = 1

para todo n € N y, por tanto, estamos ante el otro punto fijo de la funcién.

d) Si|z| > 1, entonces lim, o | f"™(2)] = lim, o |2|*" = co. Por consiguiente, la érbita

de este punto z divergera.

Si queremos calcular los puntos periddicos de f distintos de los puntos fijos que ya hemos

encontrado, nuestro interés se centrard en encontrar puntos zy € C\ {0, 1} tales que:

2k : 2k—1 _
25 =2z o0, equivalentemente z; — = 1. (3.1)
. . k_
Como se tiene que cumplir que z; ' = 1, entonces es claro que |z| = 1. Por tanto,

2mi6g

podemos deducir que zy = e para algin 0y € [0, 1[. Substituyendo en la Expresién 3.1 el

valor de zp obtenemos:

L P _ ' D __
(6271'1190)2 1 — 271"“90(2 1) — 1

€

Por tanto, dado un p € N concluimos que los valores de 6, que permiten resolver la
ecuacion anterior son aquellos para los que 6(2P — 1) es un natural n.

Con este razonamiento podemos construir los valores periédicos para un p € N fijado que
seran de la forma:

TG =t —

e“™?-1  paran € {0,...,2° — 2}
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De este modo, los puntos periddicos correspondientes se encuentran situados en el disco

_n_
2P —1

en [0, 1[ también lo serdn los puntos periédicos no nulos de f sobre la esfera unidad.

unidad y como la familia de puntos de la forma conp e Ny0<n<2P—2son densos
Mas adelante en este capitulo, discutiremos sobre el comportamiento que siguen las érbi-

tas de los puntos z € C bajo la funcién f(z) = 2% usando las derivadas.

Si en lugar de considerar f definida en C la consideramos en la esfera de Riemann, es decir, en
C* = CU{oo}, dotando el valor f(oo) = oo, tenemos que si |z| > 1, las dérbitas {f™(z)}2,
convergen hacia el valor z = oo € C* que es, también, un punto fijo de la funcién f(z) = 22.
Por tanto, el disco unidad representado en la Figura 3.1 ejerce el papel de frontera entre las
areas de convergencia, bajo la iteracion de f, de los puntos fijos de la esfera de Riemann

21 =0y 2z = o0.

Im(z)

Figura 3.1: Disco Unidad como frontera entre ambas areas.

Nota 3.1.1 Si en lugar de considerar la funcién f(z) = 2?

consideramos la funcién f(z) =
2% + ¢ para un valor complejo 0 # ¢ € C, los resultados que obtenemos para el estudio de las

6rbitas pueden diferir en gran medida con respecto a los que hemos obtenido para f(z) = 22.

En este capitulo nos centraremos en estudiar el conjunto de puntos que ejercen de fron-
tera entre las distintas areas de convergencia de las érbitas de puntos bajo una funcién f

polinémica. Estos conjuntos frontera seran los que llamaremos conjuntos de Julia.
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3.2. Puntos fijos y periddicos: Atractores y Repulsores

Sea f: C — C una funcion derivable y sea z € C. Como hemos visto en la introduccién
de esta seccion, estamos interesados en estudiar el comportamiento asintotico de la orbita
{f"™(2)}2,, asf como de las 6rbitas de los puntos cercanos a z. Es decir, nos preguntare-
mos cuando z,w € C sean puntos préximos, si las sucesiones {f™(2)}22, v {f™(w)}>,
convergen al mismo punto cuando n — oc.

Sea f : C — C una funcién derivable y z € C. Consideramos la érbita {f™(2)}22,.

Pueden ocurrir las siguientes situaciones:
a) La sucesion {f™(2)}22, es convergente y, por tanto, es acotada.
b) La sucesién {f™(z)}°2, estd acotada pero no es convergente.

¢) La sucesién {f(™(2)}°%, no estd acotada.

Ejemplo 3.2.1 En el ejemplo de la Seccién 3.1 considerabamos la funcién entera f(z) = 22

y deduciamos que, si z € C, entonces:
a) Si|z| < 1, entonces {f™(z)}>%, es convergente al origen.
b) Si|z| = 1, la sucesién {f(™(2)}°2, estd acotada pero no converge (excepto si z = 1).
¢) Si|z| > 1, la sucesién {f(™(2)}°°, no estd acotada.

Definicién 3.2.1 Sea 2y un punto fijo de la funcion f

» Diremos que zy es un punto atractor si existe unr > 0 tal que para todo z € B(z, 1),

la sucesion {f™(2)}22, converge a z.

» Diremos que zy es un punto repulsor si existe un r > 0 tal que para todo z € B(zg, 1)
con z # zy existe unn € N tal que f™(2) ¢ B(z,7).

Teorema 3.2.1 Sea f: C — C deriwable y zy un punto fijo de f. Entonces:
a) Si|f'(z0)] <1, zo es atractor.

b) Si|f'(z0)| > 1, entonces zy es un repulsor.
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Prueba:

a) Supongamos en primer lugar que |f'(2)| < 1. Sea p €]|f'(20)|, 1], sabemos que existe

un r > 0 tal que si z € B(zg,r), entonces:

1f(2) = f(20)] = |f(2) — 20| < plz— 20| < pr <.

Como consecuencia se deduce que f(z) € B(zg,7). Por tanto, aplicando reiteradamente

la desigualdad anterior deducimos que:

f™(2) = 20| < plr.
Ahora bien, como p < 1 se cumple que lim, ., f™(2) = 2z, para todo z € B(z,7), es
decir que el punto fijo zy es un atractor.
b) Consideramos ahora un p €]1,|f'(20)|[ v sea r > 0 tal que para todo z € B(zo,7) se
cumple que
|f(2) = 20| > plz — 2.
Supongamos por reduccién al absurdo que para todo n € N se cumple que f(")(z) €

B(zp,7). Por la desigualdad anterior aplicada recursivamente deducimos que:
1®(2) = 20| = p"[z = 20|,

Esta desigualdad implica que el 1im,,_,», ™ (z) = 0o lo que contradice que f™(z) € B(z,7)
para todo n € N. Por tanto, debe existir un n € N tal que f™(z) ¢ B(z,r) y, por tanto, z

es un punto fijo repulsor.
O

Nota 3.2.1 En el caso en que |f'(29)| = 1 con zp un punto fijo de una funcién derivable f,
entonces zg puede ser un punto atractor, repulsor o ninguno de los anteriores. En este tltimo

caso, se dird que zp es un punto fijo neutro.

Ejemplo 3.2.2 En el Ejemplo 3.1.1 estudiamos de forma directa los puntos fijos de la
funcién f(z) = 2% y el comportamiento de las 6rbitas {f™(z)}2%, en funcién del |z|.

Sin embargo, usando el Teorema 3.2.1 y el calculo de derivadas podemos comprobar las
conclusiones que obtuvimos en el ejemplo. Para ello, procederemos del siguiente modo:

2 eran zp = 0 y 2; = 1. Notamos

Recordemos que los puntos fijos de la funcién f(z) = 2
que la derivada de la funcién f(z) es f'(z) = 2z; por tanto, aplicando el Teorema 3.2.1

obtenemos que:
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= Como f'(z9) = f'(0) = 0 < 1, deducimos que el punto fijo zop = 0 es un punto fijo

atractor.

= Como f'(z1) = f'(1) = 2 > 1 deducimos que el punto fijo z; = 1 es un punto fijo

repulsor.

Definicién 3.2.2 Un punto z € C se llama p-periédico (con p € N) si f®)(z)) = 2. Al

valor minimo p € N para el que se satisface que f)(z9) = zy se le llama periodo de z

Proposicién 3.2.3 Sea 2y un punto p-periédico de f y sea z, = f™(z) paran € {0,...,p—

1}, entonces:

[FP] (z0) = [ F/(z0).

Prueba:

El razonamiento de esta prueba se sigue de un proceso recursivo en el que aplicamos

reiteradamente la regla de la cadena.

p—1
) (z0) = P70 - [PV o) = TS (),
n=0
0

Nota 3.2.2 Observamos que si zp es un punto p-periédico con 6rbita {zp, 21,..., 2p-1},
entonces z; es también un punto periddico de periodo p y su orbita es la misma que la de 2y

debido a que:

FoI () = fED(f(20)) = [P (20) = 20

Consecuentemente, para todo k € {1,...,p — 1}, se tendra que:

O () = [ (o)

Observamos que si tenemos un punto p-periddico zy € C se tiene que f(p)(zo) = 2.
Por consiguiente z, serd un punto fijo para la funcién f® y, por tanto, podemos aplicar el
Teorema 3.2.1 para caracterizar el caracter de este punto peridédico. Esta caracterizacion se

concreta en la siguiente definicion:
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Definicién 3.2.4 Sea {2, = f®)(20) Y2y una drbita periddica de periodo p. A cada uno de

sus puntos zp se llaman:

= Atractores si |[fP)](z)] < 1.
= Repulsores si |[fP]'(2)] > 1.

» Neutros si |[fP)](z)] = 1.

Ejemplo 3.2.3 En el Ejemplo 3.2.2 hemos estudiado el caracter de los puntos fijos pero
también resulta interesante comprobar el caracter de los puntos periddicos. En el Ejemplo
3.1.1 hemos probado que los puntos p-periédicos de la funcién f(z) = 22 son de la forma:

QWZ

2y = ¥ paran € {0,...,2° —2}.

Para ello, suponemos que z; € C es un punto periédico de periodo p y denotamos por

= fU(2) con j € {0,...,p— 1} ala érhita de z, .Estudiamos su derivada, [f®]'(z).

[FP) () = [F(f )] (2) = f(FP D )Y Hf (f9(2

Si nos centramos en z = zg un punto periédico de periodo p, dedummos.

) Hf () = [17G) = 1)

Por otro lado, sabemos que nuestra funcién es f(z) = 22, por tanto su derivada vale
f'(z) = 2z. Entonces:

p—1 p—1
Hf (f9(z Hf zj) H2ZJ)_2PHZj'
7=0 7=0

Como sabemos que |z;| = 1 por estar en el disco unidad, deducimos que para todo

j €40,...,p— 1} se tiene que:

[fPY ()] =28 > 1.
Consecuentemente, los puntos periédicos de la funcién f(z) = 2% son todos puntos pe-

riédicos repulsores.

En la Nota 3.3.3 veremos que los términos introducidos en la Definicién 3.2.4 de orbitas
atractoras y repulsoras concuerda con la nocién de atraccion o repulsion para orbitas de

puntos que empiezan cerca de un punto de dicha orbita periddica.
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3.3. Conjuntos de Julia para funciones polinémicas

Notacién 3.3.1 A lo largo de toda esta seccion supondremos que la funcion f: C — C

es una funcion polinomica. Es decir que:

f(z)= chzj para algunos ¢; € CVj=1,...,n con ¢, # 0.
§=0
Definicién 3.3.1 Se define el conjunto de Julia de una funcion polindmica f como la
clausura del conjunto formado por todos los puntos periodicos repulsores de f. Lo denotare-
mos por J(f). Del mismo modo, al complementario de este conjunto, F(f) = C\ J(f), lo

llamamos conjunto de Fatou de f.

El resto de la seccion se dedicara a probar algunas de las propiedades que presentan los
conjuntos de Julia para funciones polindémicas.

Entre ellas probaremos que son conjuntos no vacios, compactos, que no contienen puntos
aislados, que son conjuntos nunca-densos, su cardinal es el mismo que el del continuo y que
son invariantes bajo la accion de f y f(Y, es decir que f(J(f)) = J(f) y fTV(I(f)) = J(f)
donde f denota una funcién polinémica de grado n.

Ademas, realizaremos un estudio en profundidad de las drbitas periédicas bajo una fun-
cién f polindmica. Respecto a las 6rbitas periddicas atractoras de la funcién f demostraremos
que solo pueden existir una cantidad finita de estas las cuales se encuentran que el conjunto
de Fatou F'(f). Por otro lado, probaremos que las érbitas peridédicas repulsoras se encuentran
en el conjunto de Julia.

Sin embargo, para probar estos resultados definiremos un conjunto auxiliar Jy(f) a través
del concepto de sucesién normal de funciones complejas introducido en la Definicién 2.2.1.
Mediante técnicas de variable compleja probaremos las propiedades anteriores para el con-
junto auxiliar Jy(f) y terminaremos el capitulo probando la igualdad Jo(f) = J(f) siendo

este ultimo el conjunto de Julia de f, alcanzando asi el objetivo propuesto.

Definicién 3.3.2 De acuerdo con la Definicion 2.2.1 definimos los conjunto siguientes:
Jo(f)={z€C : {f(”)}ff:l no es normal en z},

Fo(f) ={z€C : {f™} es normal en z}.
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Nota 3.3.1 Observamos que C = Jy(f) U Fo(f). Ademds, si zp € Fo(f) sabemos que
{fW}2 | es normal en z; y, por la Definicién 2.2.1 sabemos que existe un entorno V de
2o tal que {f(™}°°, es también normal en este entorno. Por tanto, Fy(f) es un conjunto

abierto y como Fy(f) = C\ Jo(f) deducimos que el conjunto Jo(f) es un conjunto cerrado.

Notacién 3.3.2 Para simplificar la notacion en esta seccion denotaremos por Jo = Jo(f) y

por Fy = Fyo(f) siempre que no de pie a confusion.

lenl

n—1 X
Lema 3.3.1 Sea f(2) = X" ¢;27 con c, # 0 y sea ro(f) = méx {1, M}, entonces

para |z| > ro(f) se cumple que |f(2)| > 2|z|. Consecuentemente,

lim ™ (2) = oo uniformemente en V.= {z : |z| > ro(f)} = C\ B(0,ro(f)).

n—oo

Prueba:

Para |z| > ro(f) tenemos lo siguiente:

n

E , i
CJZ

j=0

F (=) =

n—1
E cjz? + cp2"
=0

n—1 n—1
2" (cnz + chzj‘"“> > 2" (Icnllzl - ch||z|j‘”“> :
J=0 . §=0

Como j € {0,...,n—1} sabemos que j —n+1 < 0, por tanto —|z[7" > 1777+ = 1(x).
2437770 Ie]

el

Por otro lado, tenemos que |z| > ro(f) > (#x). Por tanto:

n—1 n—1 n—1 n—1
. 24> el
eallzl = 2 lesll=P " 2 feallzl = Y lesl 2 el (— =2 el =2
j=0

7=0 j=0 |CTL|

Por tanto, deducimos lo siguiente:

n—1
> 27 e — cllzP | > 21z > 2)z.
F(2)] > |2 (| ll2] jZOMM " = 2

Por tanto, podemos deducir que para un z € C con |z| > 7(f) se tiene que |f(z)| >
2|z| > ro(f), por tanto podemos volver a aplicar la cadena de desigualdades a f(z) y obtener

lo siguiente:

[FP ()] = F(F())] > 2/ f(2)] > 2]2] > 70(f)-
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Razonando por induccién podemos deducir que:

|f™M(2)] > 2"z| — o0, es decir, lim f™(z) = oo uniformemente en V.
n—oo n—oo

Corolario 3.3.1 Jy es un conjunto compacto.

Prueba:

Por la Definicién 2.2.1 y el Lema 3.3.1 sabemos que la sucesién {f(™ 1 es normal en el
conjunto V = {z € C : |z| > ro(f)} ya que {f™}, converge uniformemente a oo en los
compactos de V. Por tanto, deducimos que Jy C B(0,74(f)). Como este conjunto es acotado
también lo serd Jy y, como hemos visto que Jy es cerrado en la Nota 3.3.1, deducimos que

Jo es un conjunto compacto de C.

O
Teorema 3.3.1 Jy es un conjunto no vacio.
Prueba:
Los puntos fijos de la funcién f son las n posibles soluciones z; con j € {1,...,n} de la

ecuacion f(z) = z. Consideremos r; > ro(f) siendo 7o(f) la cota que aparece en el enunciado
del Lema 3.3.1.
Es claro que el disco abierto de centro 0 y radio 1, U(0,7;), contiene un z; € U(0,71)

tal que |z1]| > ro(f). Por tanto, siguiendo la prueba del Lema 3.3.1 deducimos que:
£ 8 (20)| > 28|z, — oo.
k—o0

Supongamos por reduccién al absurdo que Jy = (), entonces la sucesién { f (k)}iozl debe
ser normal en todo C. Consideramos zy un punto fijo de la funcién f y z; el punto anterior
y tomamos el segmento [z, 21].

Notamos que para cada punto z € [z, 2] la sucesion {f*)}2°  es normal en z. Por
definicién, existe un entorno abierto del punto, que denotamos por U(z,¢,), para el cual la

sucesion sigue siendo normal. Asi, deducimos que:

[20, 21] C U U(z,e.).

2€[z0,21]
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Como el conjunto [zg, z1] es compacto, tenemos por la definicién que existe un subre-
cubrimiento finito, es decir que existen z,,,...z,, € [20,21] con z,, = 20 y 2z, = 21 tales

que:

l

20, 21] C U U(2ny: €z, )-
k=1

l
Ademds, el segmento [z, 21| también es conexo, por tanto si dividimos la unién U U(2ny» €2,

k=1
en dos subfamilias:

l1 l2

U U(2ny, €20, ) ¥ U U(2ny, €2, ) de forma que:

k=1 k=1
Iy l2 l

U UG e.) Ul J UG, 20 = [ UGz, 220,

k=1 k=1 k=1
entonces las dos subfamilias deben tener interseccién no vacia.

Ahora bien, como la sucesién es normal en z, existird subsucesién de {f*)}2  en
U(zo,€,,) que convergerd uniformemente en compactos hacia una funcién holomorfa gy que
serd finita debido a que 2z estd en U(zg, €., ).

Como U(zy,e1) N U(znj,eznj) # () para algin j € {1,...,l} y como la sucesién es normal
en z,; existird una subsucesion de la subsucesion anterior que convergera en compactos hacia
una funcién holomorfa g; o hacia co. Sin embargo, como la interseccién entre las dos bolas es
distinta del vacio, podemos encontrar un compacto en esta interseccion. En este compacto,
tenemos que la diferencia g; — g; vale 0. Consecuentemente, por el Teorema de Prolongacion
Analitica (Teorema 2.2.5) tendremos que las dos funciones son iguales en la unién de los dos
conjuntos.

Este proceso lo podemos iterar una cantidad finita de veces para concluir que el limite
de la sucesién {f*)1°  debe ser el mismo en 2z y en zj, pero esto contradice el hecho que

2o sea un punto fijo de la funciéon f y de que las iteradas de z; cumplan que:

lim f®)(z) = .
k—o0

Por tanto, se debe cumplir que Jy # ().
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Nota 3.3.2 De la prueba del teorema anterior se deduce que el segmento que une un punto
fijo 2y de la funcién f donde {f(™}°° | sea normal en 2z, con un punto z € C cuyas iteradas

divergen hacia el infinito siempre tiene interseccién no vacia con el conjunto Jy(f).

Notacién 3.3.3 Para evitar un sobrecargo de notacion, denotaremos las sucesiones por

{0 = {12

Teorema 3.3.2 Los conjuntos Jy y Fy son f-invariantes y fV- invariantes. Esto es:

Jo=fCV (D) = f(Do),
R = fO(R) = f(R),

donde si A C C, fCY(A) denota el conjunto siguiente:

fEYA) ={2€C : Fwe A con f(z) =w).

Prueba:

Supongamos que demostramos que Fy = f(~V(F,) = f(F}), entonces tendremos que:

FEV() = fOV(C\ Fy) =C\ Fy = J.

Ademds, como f es sobreyectiva se tiene que para todo conjunto A C C, f(fY)(A) = A.

Aplicando esta relacion a la igualdad anterior, se deduce que:

Jo = f(fT(o)) = f( o).

- Veamos en primer lugar que f("Y(Fy) C Fy.

Para ello, fijado 2o € f"Y(Fp) tenemos que demostrar que {f™}, es normal en z, es
decir que existe un entorno U de z, tal que {f™},, es normal en este entorno.

Como zy € f(_l)(Fo) sabemos que f(zy) € Fp, por tanto sabemos que existe un entorno
V de f(z) para el cual la sucesiéon {f™}, es normal en V. Definimos pues U = f=Y(V)
que es entorno de zy por la continuidad de la funcién f.

Sea {f()},, una subsucesién de {f™},. Como la sucesién sabemos que es normal en V/
podemos considerar {f*" =1}, una subsucesién de {f™'~Y},, uniformemente convergente

en los compactos de V.
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Si K C U es un compacto sabemos que f(K') también es un compacto por ser f continua
y, ademds, tenemos que f(K) C f(U) = V, por tanto la subsucesion {f™ =D}, es unifor-
memente convergente en f(K) y, consecuentemente, deducimos que la subsucesién { £},
es uniformemente convergente en U.

Finalmente, como f es sobreyectiva, al aplicar f al resultado demostrado deducimos que
Fy C f(Fp).

- Veamos ahora que f(Fy) C Fp.

Para ello tenemos que comprobar que dado zy € Fjy existe un entorno abierto U de f(zp)
para el cual la sucesiéon {f(™}, es normal. Como z; € Fyy sabemos que existen dos entornos
abiertos acotados Vg y V4 tales que 2z € Vi € Vi C Vo v {f™},, es una sucesién normal en
Vo. Por el Teorema 2.2.1 y por la continuidad de f sabemos que U = f(V}) es un entorno
abierto de f(zp).

Asi, dada { ™)}, una subsucesién de { f™},, consideramos { f*"+Y}, una subsucesién
de {f™+D1},, que converja uniformemente en los compactos de V, y sea K un conjunto
compacto de U = f(V}), entonces el conjunto K, = f~Y(K) N V] es un compacto de Vj
(por ser interseccién de cerrados y acotado por serlo V;), por tanto sabemos que { £ 9},
converge uniformemente en Ky y se deduce que {f™")},» es uniformemente convergente en
f(Ko) = f(fCN(E)NV)) = K.

Esta igualdad entre conjuntos se debe a que si u € K, como K C f(V}), entonces existe
un v; € V; tal que u = f(v;) € K. Por tanto, v; € fCY(K)NV; ¢ fCY(K) NV, Esta
inclusién implica que u = f(v;) € f(fCY(K)NW)

Finalmente, hemos probado que fV(F,) C Fy = f(Fp). Aplicando £V a la inclusién
f(Fy) C Fy , deducimos que:

Fy € fOV(f(F) = FOV (R,
que era la iltima inclusién de conjuntos que faltaba por probar para completar la prueba.

U

A continuacion, estudiaremos con profundidad las érbitas de los puntos periddicos de
periodo p. En particular, probaremos que dado un punto periédico zy con periodo p, toda

su orbita {zg,21,...,2p—1} se encuentra en Fy en el caso de que 2 sea un punto periédico
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atractor y en Jy en el caso en que 2y sea un punto periédico repulsor.
Estos teoremas son fundamentales para probar que el conjunto de Julia J(f) y el conjunto

Jo son iguales ya que nos permite demostrar una de las inclusiones.

Teorema 3.3.3 F contiene todas las orbitas periddicas atractoras de f.

Prueba:

Sea p el periodo de zp bajo f y denotamos su érbita por z; = f9(z) para 0 < j < p. Es
suficiente con probar el resultado para zp, es decir probar que zy € Fy. Esto se debe a que,
por la Proposicién 3.2.3, todos los z; con j € {0,...,p—1} son puntos periédicos atractores.

Como la érbita p-periédica es atractora sabemos que |[f]'(2)| < 1 por tanto podemos
fijar un s €]|[fP](20)],1[ y un d > max{[fD](z)] : 0 < j < p}. Fijamos un § > 0

suficientemente pequeno para que se cumpla que V z € V = U(z,0):
[f(2) = 2 <dlz— 2] 0<j<p.
|fP)(2) — 20| < 8|z — 20| < 6.
s<1

Por tanto, tenemos que f(p)(z) € V y, usando un proceso recursivo se puede probar
que f"P)(z) € V para toda m € N. Sea {f*)},, una subsucesién de {f*},. Para algin
j (con 0 < j < p) tiene que existir una subsucesién {f*},., de {f* )}, de modo que
kK" = j(mod p). Como vamos a tomar k” — oo y tenemos que k” = pm” + j, entonces

haremos tender m” — oco. Asi, si z € V, entonces:

FE0G) = 2] = [FPE) = 5] = [fO(FP(2) - 5l <
<d|f™P(2) — 2| < ds™ |z — 2| — 0.
m/’'—oo
Por tanto, la subsucesién { f*")},» converge uniformemente en V a la funcién constante
f(2) = z;. Consecuentemente, z, € Fy.
U

Nota 3.3.3 Cabe destacar que en la prueba del Teorema 3.3.3 queda intrinseco el significado
de las orbitas periddicas atractoras. Supongamos, por ejemplo, que 3 es el periodo de 2y bajo
f, es decir que la érbita de 2y serd {2, f(20), f®(20)}.
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De la prueba se deduce que la subsucesion {f®™},, converge uniformemente en V' a la
funcion constante f(z) = z, mientras que la subsucesion { f®™+1D}, converge uniformemen-
te en V a la funcién constante f(z) = z;, y, por tltimo, la subsucesién {f®"+2)},. converge
uniformemente en V' a la funcién constante f(z) = zs.

Esto implica que para todo punto w € C situado en un entorno suficientemente pequeno
del punto periédico zg, la 6rbita {f*)(w)}, ird saltando entre entornos cercanos a zg, f(zo)

v f®(z) vy vuelta a z, sucesivamente.

Teorema 3.3.4 Jy contiene todas las orbitas periodicas repulsoras de f.

Prueba:

Sea zp un punto repulsor periédico de f con periodo p. Vamos a probar que {f™}, no es
normal en zy. En primer lugar observamos que 2, es un punto fijo de la funcion polinémica
g= f(p)'

Supongamos por reducciéon al absurdo que la sucesién {g(k)}k es normal en zy. Por tan-
to, existe un entorno abierto V de z, y una subsucesién {g*)}, de {g®™} que converge
uniformemente en los compactos de V.

Como zy es un punto fijo de g sabemos que la funcién limite gy de {g(k/)}k/ debe ser
finita y holomorfa en V. Esto se debe a que g("")(zo) = zp vy por tanto el limite tiene que
cumplir las mismas propiedades que cumplia la funcién ¢g®). Por el Teorema 2.2.2 sabemos
que tendremos el mismo resultado para la funcién g}, = limy_,[g*"].

Ahora bien, observamos lo siguiente:

/

(90...09)(20) = ¢'(¢* "V (20)) (9" (20)) = ¢'(20) (9" P (20) = ... = (¢ (20))""

k veces

Teniendo en cuenta que 2z es un punto fijo repulsor de la funcién g sabemos que |¢'(2o)| >

1, por tanto tenemos:

Iim [g*]'(29) = 1fm (¢'(z))" = oc.
k—o0 k—o0
Esto resulta en una contradiccién con el hecho de que g)(2) = limg_,00[g*"]'(2) debe ser
finito para todo z € V y esta contradiccién proviene de suponer que la sucesion {g(’“)}k es

normal en zg. Consecuentemente, tenemos que zg € Jy.

O
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Nota 3.3.4 Por la Definicién 3.3.1, el conjunto J(f) se definia como la clausura del conjunto
formado por todos los puntos peridédicos repulsores de f. Por tanto, como conclusién del

Teorema 3.3.4, se sigue que:

J(f) € J. =

cerrado por Nota 3,3,1

A continuacién, vamos a estudiar en profundidad los puntos fijos atractores de la funcion
f. Ademas, este estudio se podra extender a las érbitas periddicas atractoras y, entre otras
propiedades, nos permitirda demostrar que para una funcién polinémica f de grado n solo
existen, como mucho, n — 1 drbitas periddicas atractoras distintas.

Para ello, es necesario introducir el concepto de cuenca de atraccién de un punto fijo que

presentamos a continuacion:

Definicién 3.3.3 Sea zg un punto fijo de la funcion f. Llamamos cuenca de atraccion

de zy al siguiente conjunto:
A(f,20) ={2€C: ]}fm FP(2) = 2}
— 00
Nota 3.3.5 A partir de la Definicién 3.3.3 se sigue de forma directa que:

A(f,20) = V(AL 20)) = F(A(S: 20)).

Si consideramos una funcién polinémica f: C — C y la extendemos a C* = CU {oo}
dando el valor f(oco) = oo sabemos, por el Lema 3.3.1, que el valor oo se considera un
punto fijo y serd atractor si existe un R > 0 tal que Vz € C con |z| > R se tiene que
limy_e f*)(2) = o0.

Por tanto, podemos definir en este caso la cuenca de atracciéon como:

A(f,00) ={z€C : lim f®(2) = c0}.

k—o00

Observamos que, por el Lema 3.3.1, la cuenca de atracciéon A(f,00) # () debido a que:

C \ B(Oarﬁ(f)) - A(f7 OO)
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Proposicién 3.3.4 Si zy es un punto fijo atractor de f, entonces A(f,zo) es un conjunto

abierto y, ademas, A(f,z) C Fp.

Prueba:

En primer lugar, supongamos que zy # oo. Como zy es un punto fijo atractor sabemos
que |f'(z0)| < 1. Fijamos un s > 0 tal que |f'(zy)| < s < 1. Para este valor s > 0 existe un
d > 0 tal que si z € U(2p,d) =V se tiene que:

|/ (2) — 2l

REET <s=|f(2) — 2| <sd <d. Portanto: f(z) € U(zo,9).
AR

1F@(2) — 20| = [f(f(2)) — 20| < s[f(2) — 2| < s%6 < 6.

Aplicando el mismo razonamiento recursivamente, obtenemos

£ (2) — 2| < "6 — 0 Por tanto: lim f)(2) = z,

n—oo n—oo

A partir de esto se deduce que z € A(f, zy) y, consecuentemente que V- C A(f, zg).

Ademas, usando un argumento parecido al que hemos usado en la demostracion del
Teorema 3.3.3, se demuestra trivialmente que la sucesién {f™}, converge uniformemente
en V a zg, es decir que V' C Fy.

Finalmente, dado z € A(f,zy) sabemos que limy_,o, f*)(2) = 2y, por tanto existe un
ko € N tal que Vk > kg se tiene que |f*)(2) — 2| < d, es decir que f*) € U(z,§) = V para
todo k > ko o, equivalentemente, que z € f(=* (V). Por tanto:

I e =
A(f, Zo) = kL;JOf (V) C kL:JOf (FO) f(_l)(EO)ZFO FO'

Ademas, esta cadena de inclusiones demuestra que A(f, zy) es una abierto por ser unién

numerable de antiméagenes de abiertos por funciones continuas.
-1
243575 lej| }

len|

Supongamos que zy = 0oy escogemos V = {z : |z| > ro(f)} siendo ro(f) = méx< 1,
En el Lema 3.3.1, se prueba que el conjunto V' C Fj, por tanto, siguiendo el argumento an-

terior deducimos que:

) sem e =
A(f,oo)—kL:JOf (v)ckL:JOf (Fo) o T
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Notacién 3.3.4 Si z € Fy denotamos por C(f, z) la componente conezxa de Fy que contiene

az.

Nota 3.3.6 Sea z, un punto p-periédico atractor con drbita {z; = f(f)(zo)} . Se tiene
que:
C(f.2) € A(fP, z) para j € {0,...,p—1}.

En caso contrario, existirfa un punto Z € dA(f®), z;) N C(f,z;) C Fy. Para todo entono
V C C(f, 2) de Z la sucesién {f (kp)(2)}22, convergerd a z; en V N A(f®), z;) pero queda
fuera de A(f®),z;) en V \ A(f®, z;). Esto contradice el hecho que # € Fy debido a que,
entonces, la sucesién {f*?)(2)}22, no serfa normal en ? y, consecuentemente, 7 ¢ Fp.

Como consecuencia se tiene que C(f, z;) C A(f®), z;) y, ademés, las componentes conexas

tienen que ser disjuntas.

A continuacién, nuestro objetivo serd demostrar que la cantidad de orbitas periddicas
atractoras distintas es finita. Esta demostracion serad fundamental para probar que el conjunto
de Julia J(f) y el conjunto Jo(f) son iguales. Sin embargo, para demostrar este resultado
necesitamos la definicién de punto critico de una funcién polinémica asi como un lema técnico

que relaciona los valores criticos de la funcién f con las componentes conexas de puntos en
Fp.

Definicién 3.3.5 Sea f : C — C una funcion y z € C. Decimos que z es un punto
critico de [ si se cumple que f'(z) = 0. Al valor w = f(z) € C lo llamaremos valor

critico.

Lema 3.3.2 Sea z, un punto periddico atractor de periodo p y sea {z; = f(J)(zo) (1] Su

orbita. El conjunto E = U?;(l) C(f,z;) contiene, al menos, un valor critico de f.

Prueba:

En primer lugar, por la Nota 3.3.6, se tiene que:

p—1
E=[]JC(f,%)c UA ), 2) C Ky
7=0

Para cada 0 < j < p denotaremos por j' = j + 1 (mod p). Ademsds, el conjunto f(C(f,z;))
contiene a z; y, por ser f continua y C(f,z;) un conexo, sabemos que f(C(f,z;)) también

es un conjunto conexo. Consecuentemente, se deduce que f(C(f,z;)) C C(f,z;). Por tanto:
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p—1

f<E) :f (OC(f,,%)) = Of(c(fazj)) - UC(f,ZJ/):E#C

j=0
Por tanto deducimos que f(F) C E.

Supongamos por reduccion al absurdo que no existe un valor critico de f en E, es decir
no existe un w = f(z) € E tal que f'(z) = 0.

En este caso, si para algin z € C(f,z;) se tuviera que f'(z) = 0, entonces f(z) €
C(f,zy) C E'y, por tanto, existirfa un valor critico de f en E. Consecuentemente, f'(z) # 0
para todo z € C(f, z;) y, como es vélido para todo j € {0,....p — 1}, entonces f'(z) # 0
para todo z € E.

A continuacién, veamos que la sucesion de funciones {gx }1, := {f(7*?)},, est4 bien definida
y que forma una familia normal en un entorno simplemente conexo de zj.
Por el argumento anterior, sabemos que para todo z € E' y para todo k£ € N se cumple

que:

Por tanto, por el teorema de la funcién inversa (Teorema 2.2.3) sabemos que la funcién
) = [f®]*) (con k € N) es localmente invertible para cada z € C(f, z).

Consideramos U C C(f, zp) un entorno simplemente conexo de zy. Por el Teorema 2.2.6,
la funcién inversa de f*7)| g, obtenida partiendo de gi(z9) = 2o y su prolongacién analitica
a todo U estd univocamente determinada y es analitica.

Ademas, por el Teorema de Montel (Teorema 2.2.7), la sucesién {gx}r de funciones ho-

lomorfas en U es normal ya que:
g(U) C C(f,20) CE Vk€N.

Notamos que zg es un punto fijo repulsor para la sucesiéon {gi }r = { ggk)}k ya que sabemos
que

ge(20) = T (2) = [fP] M (29) = 2. Entonces, z es punto fijo.
Ademas, es repulsor ya que

, B 1
|gl (ZO)| - Hf(p)]/(

20)]
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Sin embargo, por el Teorema 3.3.4, esto implica que {gx}x no es normal en 2y lo cual
contradice el argumento anterior en el que hemos probado que esta sucesién es normal. Esta
contradiccién proviene de suponer que f'(z) # 0 para todo z € E lo cual se deduce de que
no exista un w = f(z) € E tal que f'(z) = 0.

O

Teorema 3.3.5 El numero de orbitas periodicas atractoras diferentes es menor igual que

n — 1 stendo n el grado del polinomio que define la funcion f.

Prueba:

Supongamos que {21 ;}5L; y {z2;};2; son dos érbitas periédicas atractoras diferentes.
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que C(f, z10) y C(f, z2,0) contienen los valores
criticos wy y wy respectivamente de f. Si w; = wy, entonces tenemos que C(f,z19) =

C(f,w1) = C(f, 220) lo cual implica que:
21’0 = lim f(kpl)(ZZ()) = h’m f(kplp2)(2270) = ZQ,O'
k—o0 k—o0

Y esto nos lleva a una contradiccién porque C(f, z10) N C(f, 220) = 0.
Por tanto, diferentes orbitas atractoras periddicas deben corresponder a diferentes valores
criticos de f y de estos hay a lo sumo n — 1 por ser valores w = f(z) donde f'(z) =0y ser f

una funcién polinémica de grado n cuya derivada es también un polinomio de grado n — 1.

O

Teorema 3.3.6 La cantidad de orbitas periodicas neutras es finito.

Prueba

La prueba de este resultado no se realizara porque excede los contenidos del proyecto.
Sin embargo, se puede encontrar en [BLA1].

O

Estos dos tltimos teoremas nos indican que la cantidad de érbitas periddicas correspon-

dientes a puntos periédicos atractores y neutros es finita. A continuacién, probaremos un

resultado interesante que relaciona las érbitas periddicas atractoras de una funcién polinémi-
ca f con los puntos criticos de esta funcién.

Este resultado se utilizara en secciones posteriores para estudiar las orbitas periddicas de

periodo 2 para funciones polinémicas de la forma f(z) = 2% + ¢ con ¢ € C.
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Proposicion 3.3.6 Si las drbitas de todos los puntos criticos de f no estin acotadas, en-

tonces no existen orbitas periodicas atractoras de f.

Prueba:

Nuestra hipétesis implica que si 2z es un punto critico de f, entonces limy_,o, f*)(2) = co.
Supongamos entonces que {zj};’;é es una Orbita p-peridédica atractora y supongamos, sin
pérdida de generalidad, que C(f, z) contiene el valor critico w = f(z) de f.

Como C(f,2z) C A(fP), z) tenemos que:

20 = Tim [/%)9)(w) = Tm f07(w) = Tm [99(f(=)) = lim [fP]¢4D(2),

k—o00 k—o00 k—o0 k—o00

Y esto es una contradiccion con nuestra hipétesis de partida que proviene de suponer que

existe una orbita p-periddica atractora.
O

Proposicién 3.3.7 Jy(f™) = Jy(f) para todo m € N

Prueba:

En realidad en este proposicién lo que vamos a demostrar es que Fy(f™) = Fy(f).

D Vamos a probar que Fy(f) C Fo(f™).

Sea 2y € Fy(f). Supongamos que {f* 1}, es una sucesién normal en un entorno abier-
to U de z. Notamos que la subsucesién {[f™]*)},, = {f")},, es una subsucesién de
{[f]®)}, que es, a su vez, una subsucesién de {f*)},.

Por tanto sabemos que existe una subsucesion {f™)}., de {f™)1, que converge
uniformemente en los compactos de U.

C Veamos ahora que Fy(f™) c Fy(f).

Sea zy € Fy(f™). Supongamos ahora que la sucesion {[f™]*)} es normal en un entorno
abierto V' de 2z y sea {f*)}, una subsucesién de {f*},. Evidentemente, para algtin 0 <
r < m existe una subsucesién de {f*)},, de la forma {f"F 7)1,

Esta subsucesion { f("¥")},, contiene a su vez una nueva subsucesién { f™")}. que con-
verge uniformemente en los compactos de U y, por continuidad de la funcién f, { f (mk”/*")}km

también convergerd uniformemente en los compactos de U.

O
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Teorema 3.3.7 Consideremos f una funcion polinomica de grado n > 1 y sean w € Jy y

U un entorno abierto de w. En este caso se tiene que:

O bien | J fP(U)=C
k=1
o0 bien existe un ¢ € C y un punto fijo zg € Fo(f) de f tales que:
U fOU) =C\ {z}. En este caso, f(z) = 20+ c(z — 2)".
k=1
Como consecuencia de este resultado se tiene que:

%CGﬂWW-
k=1

Prueba:

Como w € Jy sabemos que la sucesién {f*}, no es normal en U. Supongamos que
C#W =2, f®U), por el teorema de Montel (Teorema 2.2.7) sabemos que existe un
20 € C tal que W =C\ {20}.

Sean z; con 1 < ¢ < n las posibles n raices de la ecuaciéon f(z) — zp = 0. Si para algin
i €{1,...,n} secumple que z; € W se tendra que 2y = f(z;) € f(W) C W y esta posibilidad
no se puede dar porque zg ¢ W.

Como consecuencia se sigue que z; = 2o para todo i € {1,...,n} y, entonces existe un
c € C tal que

f(z) —2z0 =c(z — 20)" = f(2) = 20+ c(z — 20)".

Por tanto, por la construccién es claro que zy es un punto fijo de la funcién f(z). Lo
tnico que queda por probar es que zy € Fy(f).

Para ello fijamos r = (2|c])n%11 y supongamos que |z — zp| < r, entonces:

1£(2) = 20| = lellz — 20" = |e||z — 20|z — 20| <
e <t <t
— 2 — Z —|Z — Z —.
2| LD o9

Siguiendo un proceso recursivo se sigue finalmente que:

1 1
(k) () — Bl PO N
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Por tanto, si z € U(zg,r) la sucesién {f*)}, converge uniformemente a z,. Como conse-

cuencia, deducimos que {f* 1, es normal en z,. Asi:

Jo € C\{=} = J 1),

En el caso en que W = C el resultado es claro.

Corolario 3.3.2 Jy es nunca denso, es decir, no contiene ningun conjunto abierto.

Prueba:

Si U fuera un conjunto abierto con w € U C Jy, el Teorema 3.3.2 concluiria que
Uz, f®(U) € Jo. Sin embargo, el Teorema 3.3.7 demuestra que Jo C s, f*(U) v,
ademéds, (Jr—, f®(U) = C o bien J;o, f®(U) = C\ {w}. Entonces, se deducirfa que el
conjunto Jy debera ser igual a uno de los dos anteriores, pero esto es imposible porque el
conjunto Jy es un compacto (probado en el Teorema 3.3.1).

O

Los siguientes resultados seran de gran utilidad para probar algunas propiedades topolégi-
cas de los conjuntos Jy(f). En particular, los utilizaremos para probar que estos conjuntos
son perfectos. A continuacién, recordaremos la definicién topolégica de conjunto perfecto y
demostraremos el lema técnico. A su vez, probaremos que el cardinal de los conjuntos .Jy es

el mismo que el del continuo.

Definicién 3.3.8 Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Diremos que A C X es un conjunto

perfecto si es no vacio, cerrado y no tiene puntos aislados.

Como hemos demostrado con anterioridad que el conjunto .Jy es cerrado y no vacio
solamente tenemos que probar que no tiene puntos aislados para probar que Jy es un conjunto

perfecto. Para ello, introducimos el siguiente lema técnico.
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Lema 3.3.3 Sea U un entorno abierto cumpliendo que U N Jy # 0 y sea w € Uy, f®(U),
entonces fR(w) NU # 0 para una cantidad infinita de k € N

Prueba:

Supongamos que W = (Ji—, f*¥)(U) # C y definimos 2y € C como en el Teorema 3.3.7.
Fijamos k; = min{k € N : w € f®(U)}. Esto implica que existe un w; € U tal que
w = f*)(w,).

Como W # C sabemos que w; # 2 ya que f*)(z) = 2y # w, consecuentemente tenemos
que wy € W.

Como w; € W podemos fijar k, = min{k € N : w; € f®(U)}, por tanto existe un

wy € U tal que wy = f*2)(w,). Asi, tenemos que:

w = f(kl)(wl) — f(kl)(f(ké)<w2)) — f(klké)(w2)_

Fijando ky = k1K) tenemos que wy € fF2)(w) N U y ademés, wy € W.
Finalmente, por induccién podemos construir una sucesién {k;}52, y una sucesién

{w;}52, C C cumpliendo que
w; € fCR)(w)NU  con j€N.

El caso en que W = C se demuestra de forma analoga.

Corolario 3.3.3 Para todo w € Jy se tiene que:

[e.9]

Jo = U FER (w).
k=1
Prueba:
Si w € Jy sabemos por el Teorema 3.3.2 que f=%)(w) C Jy, por tanto:

o

U re9w) € .

k=1

Sea ahora U un entorno abierto cualquiera de Jy, por el Teorema 3.3.7 sabemos que

w e Upe, f®)(U). Consecuentemente, por el Lema 3.3.3 tenemos que:

34



U fEP(w)NU #0. Y, por tanto, Jy C U fEP(w).
et k=1
U

Teorema 3.3.8 El conjunto Jy no tiene puntos aislados, es decir, es un conjunto perfecto.

Prueba:

Sea U un entorno abierto de wy € Jy y queremos demostrar que existe en U otro punto
w € Jy distinto de wy. Estudiamos los diferentes casos que se pueden dar:

(1) Supongamos que wy no es un punto periédico de f. Entonces el conjunto (=) (wy)
estd formado por elementos distintos. Sea w; € (=1 (wy), es decir que wy = f(w;), entonces
wy # Wy.

Por el Teorema 3.3.2 y el Teorema 3.3.7 sabemos que

wy € Jy C U fOW) Y, ademés wy ¢ £ (w,) para ningtin k € N.
k=1

Esto tltimo se debe a que, en caso contrario, wy = f*) (wy) = f*+Y(w,) y, por tanto w;
serfa un punto periddico y, por consiguiente, también lo seria wy.

Sin embargo, por el Lema 3.3.3 sabemos que f("®(w;) N U # @ para una cantidad
infinita de k, por tanto en este conjunto podemos encontrar puntos en Jy (debido a que

FER (wy) € Jy) que son distintos de wy y que pertenecen a U.

(2) Supongamos que wy = f(wp) es un punto fijo de f. Si el conjunto £~ (wy) coincide
con wy, siguiendo la prueba del Teorema 3.3.7,se tendrd que f(z) = wgy + ¢(z — wp)™ para
algin ¢ € C. Sin embargo, en ese caso se tendria que wy € Fy y esto es imposible porque
estamos suponiendo que wy € Jy.

Por tanto, podemos tomar un w; € C con w; # wy tal que wy = f(w) y, como en el
caso (1), tendremos que wo ¢ £ (w;) C Joy fCF (w) NU # () para una cantidad infinita
de k € N

(3) Si wy = f®(wy) (para p > 1) podemos aplicar el mismo razonamiento que en (2)
para la funcién polinémica f® y como Jy = Jo(f®) por la Proposicién 3.3.7, deducimos el

resultado que queriamos.
O
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Corolario 3.3.4 Dada f una funcidn polinémica de grado n, el conjunto Jo(f) tiene el

cardinal del continuo.

Prueba:

Recordemos que C es un espacio métrico completo y separable. Por un resultado clasico
de Topologia, cuya prueba se puede encontrar en el Teorema 6.2 de [KEC], se tiene que si X
es un conjunto perfecto en un espacio métrico completo y separable, entonces el conjunto de
Cantor 2 es homeomorfo a un subconjunto de X . Consecuentemente, el conjunto X tiene
el cardinal del continuo.

Como el Teorema 3.3.8 demuestra que los conjuntos Jy son perfectos, se tiene que su
cardinal sera siempre infinito no numerable.

O

Hasta el momento hemos deducido propiedades del conjunto J; pero nuestro objetivo es
deducir las propiedades de los conjuntos de Julia J(f) definidos en 3.3.1 como la clausura de
las érbitas de los puntos periddicos repulsores a partir de las propiedades del conjunto Jy.

Anteriormente hemos deducido que J(f) C Jy, sin embargo, el siguiente teorema nos
garantiza que ambos conjuntos son iguales y, por tanto, las propiedades que hemos deducido
para Jy también serdn ciertas para J(f).

Para demostrar este resultado necesitaremos gran parte de los resultados previos que
hemos ido introduciendo a lo largo de la seccién. Entre ellos, conviene recordar que el nimero
de érbitas periddicas atractoras y neutras es finito y que Jy es un conjunto que no tiene puntos

aislados.

Teorema 3.3.9 Jy = J(f)

Prueba:

Hemos visto anteriormente en la Nota 3.3.4, J(f) C Jy. Veamos la inclusién contraria.
Como nuestra funcion es polinémica de grado n sabemos que solo puede tener una cantidad
finita de puntos fijos y puntos criticos de f. Eliminando estos puntos obtenemos el conjunto

J1 siguiente:

Ji={weJy: (flw)#w)yalavez (f'(z) #0Vz e fCV(w))}.

Como Jy no tiene puntos aislados (Teorema 3.3.8) tenemos que .J; = .Jy, por tanto lo

tnico que tenemos que demostrar es que J; C J(f) = J(f).
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Sea wy € Ji. Queremos demostrar que para todo entorno W' de wq se tiene que W’ N
J(f) # 0. Por la construccién del conjunto tenemos que 3 2o € Jy \ {wp} tal que f(29) = wo
con f'(z9) # 0. Por el Teorema 2.2.3 sabemos que existen dos entornos disjuntos U de zy y W
de wg con W C W', que se pueden tomar tan pequenos como se desee, talesque f: V — W
es biyectiva. Denotaremos por f a esta biyeccion.

Teniendo en cuenta que la unién (que denotaremos por P) de las drbitas periddicas no
repulsoras es finita (Teoremas 3.3.5 y 3.3.6), podemos escoger los conjuntos V' y W disjuntos

de P. Definimos la sucesién de funciones h; holomorfas en W como:
f9w) — w
D (w) —w

Si la sucesién {h;} es normal en W, entonces la sucesién {f*)}, también deberfa serlo

hk(w) =

paraw € Wy k e N.

en W pero esto no puede ocurrir debido a que wy € W N Jy.

Por el Teorema 2.2.7, el conjunto (J;—, hi(W) contiene al menos uno de los nimeros en
el conjunto {0, 1}. Como consecuencia, existe un wy € Wy un k; € N tal que hg, (w1) =00
bien un wy € Wy un ky € N tal que hy, (wy) = 1.

- En el primer caso tendremos que f%*1(w) = wy.

- En el segundo caso tendremos que:

f52) (ws) — wy

_ (k2) _ — £(=1) _
f(—l)(wz) — 1w, =1 <= %) (wy) —wy = fT (wy) — wy =

< f(k2+1) (wg) = W».

De aqui se deduce que, o bien w; o bien wy (cada uno en su respectivo caso) son pun-
tos periddicos con periodo ky y ks + 1 respectivamente y como hemos eliminado todas las
orbitas periddicas atractoras o neutras entonces estas 6rbitas deberan ser orbitas periddicas
repulsoras y, por tanto wy € J(f)NW C J(f)NW' ows € J(f)NW C J(f)NnW".

En cualquier caso, se deduce que para todo entorno W’ de wy se tiene que W' N J(f) # ()
y, consecuentemente, J; C m

O

Finalmente y como conclusion de la secciéon, demostraremos que se pueden definir los
conjuntos de Julia de una funcién polinémica de grado n usando las cuencas de atraccion de
los puntos fijos atractores de f. Este resultado sera fundamental en secciones posteriores ya

que nos permitira crear un algoritmo para dibujar los conjuntos de Julia para estas funciones.
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Teorema 3.3.10 Si zg es un punto fijo atractor de f, entonces OA(f,z0) = J(f). En par-

ticular:
OA(f,00) = J(f).

Prueba:

En cualquiera de las inclusiones que vamos a estudiar se tiene que zy ¢ J(f).

Veamos en primer lugar que J(f) C dA(f, 20).

Sea z € J(f), como J(f) = Jy sabemos que la érbita de z, {f*)(2)}, estd contenida en
J(f); y, por tanto, no puede ser convergente a zq. Es decir que z ¢ A(f, 2o).

Ahora bien, sea U un entorno abierto de z. Por el Teorema 3.3.7 sabemos que A(f, zg) N
U;Oﬂ f(k)(U) # 0 y, por tanto:

UNfEPAf, 20) =UNA(f, ) #0  para algin k € N.

De hecho, esta ultima propiedad se cumple para infinitos valores de k, por tanto tenemos
que z € JA(f, 20)-

Veamos ahora que A(f, zo) C J(f)

Supongamos por reduccién al absurdo que existe un z € OA(f, z9) \ Jo. Entonces, existe
un entorno abierto V' de z y una subsucesién {f*)},, convergente uniformemente en los
compactos de V ya sea a zg = 00 0 a una funcién holomorfa g.

En el conjunto abierto V N A(f, z9) # 0, la subsucesién {f*7},, debe converger a z, por
tanto en todo el conjunto V' tiene que converger a este valor, incluyendo para z € V. Por
tanto, z € A(f, z0) pero esto contradice la hipdtesis que z € JA(f, 2p).

O

En el siguiente capitulo nos centraremos en aplicar todos los resultados obtenidos a
funciones polinémicas cuadraticas, es decir para funciones f.(z) = 22+ ¢ con ¢ € C teniendo

como objetivo definir el conjunto de Mandelbrot M como:

M={ceC : {f®(0)}, estd acotada}.

Sin embargo, los conjuntos de Julia no solo se pueden definir para funciones polinémicas
sino que este concepto se puede extender a funciones f : C — C enteras manteniendo

algunas de las propiedades que se han demostrado para funciones polinémicas.
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Capitulo 4

Conjuntos de Julia para funciones

polinémicas de grado 2. El conjunto
de Mandelbrot

En esta seccién nos centraremos especialmente en las funciones f : C — C que sean

polinémicas de grado dos, es decir que funciones f de la forma:
fw) = cow* + cow+c¢y  con cy,cr,c €Cy ey # 0.

Nuestro interés sera obtener los puntos fijos de estas funciones y caracterizar el cardcter
de estos; i.e, determinar si los puntos fijos son atractores, repulsores o neutros.

Seguidamente, estudiaremos las posibles érbitas periddicas de periodo 2 de estas funcio-
nes. Estas nos ayudaran a definir y a acotar el conjunto de Mandelbrot con el que cerraremos
la seccion.

Sin embargo, para simplificar el estudio transformaremos las funciones polinémicas g(w) =
cow? +cyw+ ¢y en funciones polindmicas del tipo f(z) = 2%+c con ¢ € C bajo la condicién de
que para cada z € C las érbitas {g®) (2)}22, v {f*)(2)}2, se comporten del mismo modo.
Para ello, usaremos el siguiente argumento:

Sea g : C — C una funcién polindmica de grado dos, es decir g(w) = cow? + cow + ¢

con cg, c1,co € Cy ¢y # 0y consideremos la aplicacién siguiente:

h: C — C
2 +— h(z)=az+0b
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Con a,b € Cy a # 0. Esta aplicacién es una composicién de una homotecia con una

traslacion, por tanto se trata de una semejanza en el plano complejo con aplicacion inversa

Y. C — C
w +— hY(w) = 2=

a

b -

Si consideramos g o h(z) = g(h(z)), obtenemos:

goh(z) = calaz +b)* + ci1(az + b) + co = ca(a®2* + 2abz + b*) + c1(az +b) + ¢o =

= cpa*2® + a(2bcy + 1)z + b + ¢1b + ¢p.

Si componemos por la izquierda con A~ obtenemos lo siguiente:

_ ed®2 4 a(2bey + )z b b+ —b

h h
ogoh(z) -
b b —b
= cpa2® + (2bcy + ¢1)z + G tabta )
a
. 1 1
Si escogemos a = — # 0y a b = —— y llamamos ¢ al valor:
Co 202

02b2 + (Cl — ]_)b + Co
a .

Entonces se tiene que acy = 1y 2bcy+c¢; = 0. Asf, si denotamos por f(z) := h(=Yogoh(z),

tendremos que f(z) = 22 + ¢ con ¢ € C y ademads, se tiene que para cada k € C :

fP(z) = (K o gon)P(z) =

= ((h(fl) ogoh)o (h(fl) ogoh)o o (h(fl) ogoh))(z)= SRS g(k) o h(z).

k—1 veces
Por tanto, a través de una transformacién hemos conseguido un polinomio f(z) de la
forma f(z) = 2% + ¢ de modo que el estudio de las dérbitas para todo z € C bajo la funcién

polindémica g es equivalente al estudio de las d6rbitas bajo la funciéon polinémica f.

Nota 4.0.1 Trabajaremos entonces con polinomios de la forma f(z) = 22 + ¢ con ¢ € C ya
que estos nos permiten obtener rapidamente los puntos fijos, valores criticos de la funcion y

puntos periédicos de periodo 2.
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4.1. Conjuntos de Julia para funciones polinémicas de

grado dos

Notacién 4.1.1 A partir de este momento f denotard una funcion polindmica de grado dos
de la forma f(z) = 2> + ¢ con c € C.

Teorema 4.1.1 Los puntos fijos de la funcion f son:

1++1—4c 1—-+v1—-4c
=¥ Yy Z=—"F"

1 2 2

Prueba:

Buscamos valores de z € C de modo que f(z) = 2% + ¢ = 2, es decir que 22 — z + ¢ = 0.
Asi:

1++1—4c
5 )
Por tanto, los puntos fijos de la funcion f seran, efectivamente:

1++1—4c 1—-—+v1—14c

zlz— y 22:

2 2

et e=0 2=

O

Recordemos que, por el Teorema 3.3.10, sabemos que si zp es un punto fijo atractor de

la funcién f, entonces el conjunto de Julia J(f) serd A(f, z9). Por tanto, nuestro objetivo
serd encontrar los puntos fijos atractores. Para ello, tenemos que recurrir a la derivada de la

funcién f(z) = 22 + ¢ que serd f'(z) = 2z. Ast:

)l =1+ vi=dd vy [f(z)=[1-V1-4d.

Sabemos por el Teorema 3.3.5 que solo pueden existir, como mucho, un punto fijo atractor.
Por tanto, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que uno de los dos puntos fijos de
la funcién f(z) = 2% + ¢ cumple que el médulo de su derivada es mayor o igual a uno.

Supongamos que:

£/ (z1)] = |1+ V1 —4c| > 1.
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En primer lugar, podemos estableces los valores de ¢ € C tales que |1 — /1 —4¢| = 1.

En este caso tendremos que:
fl(z)=1—+V1—4c=¢€" paraalgin f € [-7,7].

1—-V1—-de=e? = V1—-dec=1—-¢" <= 1—4de=1—-2e" 4+ ¥ —= —4¢ = %9 — 2¢"
9pi0 _ 20

4
Notamos que si 6 € [—m, 7|, los puntos de la funcién w(6) definida por:

e de=2¢" — 20— ¢ =

1. 1., 1 1 1 1
w(f) = 5629 - Zem = <§ cos() — 2 cos(20), 5 sin(0) — 1 sin(29)>

representan una curva en el plano complejo conocida como la curva cardioide:

Figura 4.1: Curva cardioide.

La curva representada en la Figura 4.1 se puede generar también como el camino que
describe el punto 1/4 de la circunferencia de centro 1/2 y radio 1/4 al rodar envolviendo a
otra circunferencia de centro 0 y radio 1/4.

Los valores que buscamos son aquellos que vienen dados por ¢ = w(6). Estos valores de
c ejercen un papel de frontera entre los puntos que cumplen |f(2)] = |1 — 1 —4c| < 1y
los valores que satisfacen |f'(22)] = [1 — /1 —4c| > 1.
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Ahora bien, como el valor ¢ = 0 esta situado dentro de la curva cardioide y proporciona
un valor |f'(z2)| =1 —=v/1—4-0/=1—-1=0, la funcién p dada por:

p(c) :== f(22(c)) =1 — V1 —4e.

lleva el interior de la curva cardioide Cy = {w(0) : 6 € [0,27[} en el interior del disco

unidad D(0, 1). Por tanto, podemos concluir que:

» Sice Cp, entonces |f'(23)] = 1y, por tanto, 2z, serd un punto fijo neutro.

= Si ¢ € C se encuentra en el interior de la curva Cj, entonces z; sera un punto fijo

atractor.

= Si ¢ € C se encuentra en el exterior de la curva Cj, entonces z, serd un punto fijo

repulsor.

Ahora bien, como los puntos f'(z;) = 1++/1 —4cy f'(z2) = 1—+/1 — 4c recaen en puntos
simétricos respecto al punto 1 del disco unidad se tiene que, si zo # 1 recae en el disco unidad,
entonces z; tiene que caer en el exterior de este y, consecuentemente, | f'(21)| > 1 concluyendo
que z; serd un punto fijo repulsor. Notamos que esto ocurre siempre que /1 —4c # 0, es
decir cuando ¢ # 1/4.

Todos estos argumentos que hemos realizado en esta parte se condensan en el siguiente

teorema:

1-+v1—-4c
. : 2
sti ¢ recae en el interior de la curva cardioide Cy = {3(2¢" —e*®) : 0 € 0,27} y un punto
i0
. 1 ) )
fijo neutro z, = % con f'(z) = € siic = Z(Qe"’ — €% para algin 6 € [0, 27,

Teorema 4.1.2 La funcién f(z) = z° + ¢ admite un punto fijo atractor zy =

En cualquiera de los dos casos (excepto cuando ¢ = i y 0 =0) el punto fijo

_1—1-\/1—40
S —

21 es un punto repulsor y pertenece al conjunto de Julia J(f).
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4.1.1. Representaciéon de conjuntos de Julia para funciones po-

linébmicas de grado 2

En esta seccion, representaremos algunos conjuntos de Julia interesantes para funciones
polinémicas de la forma f(z) = 22 + ¢ siendo ¢ € C.

Para ello, usaremos el Teorema 3.3.10 que nos indica que el conjunto de Julia para la
funcién f es la frontera de la cuenca de atraccion para los puntos fijos atractores de f. Sin
embargo, sabemos por el Teorema 4.1.2 que esta funcion tiene un dnico punto fijo atractor
de la forma z = 1_#1_46 sii el valor ¢ € C recae en el interior de la curva cardioide Cj.

Para calcular la cuenca de atraccion y el correspondiente conjunto de Julia usaremos el
software Mathematica. Con el comando JuliaSetPlot/c] implementado en el cédigo base de
Mathematica se realiza una aproximaciéon de los puntos que pertenecen al conjunto de Julia
para la funcién f(z) = 2% + ¢ y se dibuja la frontera de la cuenca de atraccién de los puntos
fijos atractores de dicha funcion.

Para cada valor de ¢ incluiremos dos graficas. En la primera de ellas, dibujaremos tnica-
mente el conjunto de Julia como frontera y en la segunda incluiremos colores a esta grafica.
El color negro representara los puntos que se encuentran dentro de la cuenca de atracciéon
del punto fijo atractor mientras que los puntos azules son los que se encuentran en la cuenca
de atraccion del punto fijo 2 = oo y en la frontera que separa estas dos cuencas de atraccién

se encuentra el conjunto de Julia.

=]
o
T

=]
[=]
T

M.

Figura 4.2: Conjunto de Julia para ¢ = —1.
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La Figura 4.2 representa el conjunto de Julia para el valor de ¢ = —1. Este conjunto de
Julia J contiene al el punto fijo repulsor z; = % + */75 y 29 = % — ‘/75

La parte en negro representa una aproximaciéon del complementario de la cuenca de
atraccion del punto z = oco. Por otro lado, el area representada en azul indica los puntos de
plano cuyas érbitas divergen hacia co, es decir que forman parte de la cuenca de atraccién
del punto fijo z = cc.

Consecuentemente, la frontera entre estos dos conjuntos sera el conjunto de Julia de la
funcién f(z) = 22 — 1.

A continuacién incluiremos algunos dibujos de conjuntos de Julia para distintos ¢ que

nos han parecido interesantes.

Figura 4.3: Conjunto de Julia para ¢ ~ 0,357 — 0,423:.
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Figura 4.5: Conjunto de Julia para ¢ =~ 0,404 — 0,0413.

Si observamos, para algunos valores de ¢ € C el conjunto de Julia estd formado por un
conjunto de puntos conexos como podria ser el caso de la Figura 4.2 mientras que otros
son simplemente nubes de puntos como es el caso de la Figura 4.5. En el siguiente capitulo,
demostraremos que existe una razén para este hecho relacionada con el famoso conjunto de

Mandelbrot que definimos en la siguiente seccion.
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4.2. El camino hacia el conjunto de Mandelbrot

En la seccién anterior hemos estudiado los puntos fijos y el caracter de los mismos para
funciones polinémicas de grado dos de la forma f(z) = z2+4c con ¢ € C. Sin embargo, también
es relativamente sencillo estudiar los puntos periddicos de periodo 2 que son aquellos valores

z € C que satisfacen la ecuacion:

f(2)(z) —2z=0.

Teorema 4.2.1 Para la funcidn polindmica f(z) = 2%+ ¢ existe una tinica érbita periddica

14+ +v—4c—3 1—+—4c—-3

- y - —
2

Z4 9

{z3,24} de periodo 2 con z3 = . Ademds, la orbita es

atractora sii |1 +c| < 1.

Prueba:
Como hemos comentado en la introduccién de esta seccién, los puntos periddicos de

periodo 2 deben satisfacer la ecuaciéon f)(z) = z donde:

fA) = f(22+¢) = (2 +¢)?+c =2 +2c22+ P +¢.  Entonces buscamos z € C tales que

0=fA%) —z=2"+2c> -2+ +c

Ahora bien, como los puntos fijos de la funcién f también son puntos peridédicos de
periodo 2, podemos descomponer el polinomio anterior en dos polinomios de grado dos. Es

decir que:

A2 -2+ +e=(—2+e)(FP+z+1+0).

Esto implica que, efectivamente, existe una orbita periddica con periodo 2 formada por

las raices z3 y 24 del polinomio 22 + 2z 4+ 1 + ¢, es decir:

~1+T—4(1+¢) —1++/—4c—3

2 1 =02z =
zZ+z+1+4c¢ z 5 5
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Como hemos visto en la Definicion 3.2.4 el caracter de esta orbita depende del valor del
I[£®)'(23)|. Sin embargo, por la Nota 3.2.2 sabemos que |[f®]'(z3)| = | f/(23)||f'(24)]. Como

f'(z) = 2z tenemos que:

1+\/?) (1—@)‘

LY o)l = £ ol el = A0zl = 4|
= |1 = (—4c—3)| = [4c+ 4] = 4|1 + .

Por tanto, la érbita {z3, 24} serd atractora sii 4|1 + ¢ < 1sii [1+¢| < ;.
U

Nota 4.2.1 Observamos que la desigualdad |1+¢| < }L solo se satisface cuando c se encuentra
dentro del disco centrado en —1 y de radio 71; que unicamente toca la curva cardioide Cj en

el punto =2.

Figura 4.6: Curva cardioide con la circunferencia centrada en -1 y de radio 1/4.

Como conclusién de esta seccién deducimos que la funcién f(z) = 2% + ¢ tiene una 6rbita
periddica de periodo 2. Ademés, si ¢ € C se encuentra en el interior del disco centrado en -1
y de radio 1/4, entonces la 6rbita 2-periddica serd atractora.

Si en lugar de estudiar las érbitas 2-peridédicas estudidramos las érbitas p-periddicas de
la funcién f construiriamos una serie de bulbos que cortarian la curva cardioide en un tinico

punto.
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Observamos que la funcién f(z) = 2% + ¢ tiene un tnico punto critico en z = 0 con valor
critico f(0) = ¢y, por el estudio que hemos realizado en la seccién anterior, sabemos que
la funcién f tiene dos puntos fijos. Ademads, si ¢ € C se encuentra en el interior de la curva
cardioide Cj, entonces el punto fijo zo es atractor. Por el Lema 3.3.2 se tiene que C(f, z2)
contiene al menos un valor critico de f, es decir que f(0) = ¢ € C(f, z2).

Por la Nota 3.3.6 sabemos que C(f, z2) C A(f, z2). Consecuentemente,
lim f®)(w) = lim f&D(0) = 2,.
k—o00 k—o0

Esto implica que si ¢ se encuentra en el interior de la curva cardioide, entonces se tiene
que la érbita {f*)(0)}3°, es una 6rbita acotada.

Con las orbitas dos peridédicas ocurre lo mismo. Si ¢ se encuentra en el disco de centro -1
y radio 1/4, entonces f admite una 6rbita 2-periddica atractora {zs, z4}.

Por el Lema 3.3.2 se tiene que, o bien ¢ = f(0) se encuentra en C(f, z3) o se encuentra
en C(f, z4). En cualquier caso, de la Nota 3.3.6 se sigue que

lim f®(w) = lim f**D(0) = 23, 0 bien, lim f®(w) = lim f*+Y(0) = 2.
k—o00 k—o00 k—o0 k—o0

De aqui se deduce que si ¢ se encuentra en el interior del conjunto U(—1,1/4), entonces
la 6rbita {f*)(0)}52, es acotada.

Por tanto, ya hemos encontrado algunos valores para los cuales la 6rbita en z = 0 es
finita. El siguiente teorema nos permite acotar el conjunto de valores de ¢ € C para los

cuales la 6rbita {f*)(0)}22, es no acotada.

Teorema 4.2.2 Si |z| =2+4¢ > 2 y |z| > |c|, entonces:
f@IZ+e)lel y i fO(2) = 0.

Consecuentemente, si |c| > 2 la érbita {f*)(0)}32, no estd acotada.

Prueba:

Si |z| > |¢| deducimos que:

c c |e|
z<z+—>’:]z\z+—‘2|zl |z] — —1 -

z z ||

lel lel

Como |z| = |c| sabemos que {7 < 1y, por tanto, — 2 = —1y como |z| = 2+¢, deducimos:

f(2)] = |2 + ¢ =
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&) = 1] {|z| - H] > @4 e — 1) = J2|(1+ o)

Del mismo modo, aplicando otra vez la funcién f obtenemos:

FPE=FFE) 2 [fRIL+e) 2 (1+e)? 2.

Finalmente, por un proceso recursivo es trivial demostrar que | f®(2)| > (1 +¢)*|z| para

todo k € N, Haciendo tender & — oo y teniendo en cuenta que (14 ¢) > 1, obtenemos:

lim |f(k)(z)] > |z| lim (1 + 5)]C = 00.
k—o0 k—o0

Ahora bien, si |¢| > 2, es decir si |¢| > 2 + ¢ para algin € > 0 tenemos que:

LFPO] =10 (f0)] = [F5 Vo)l =

=1+ > 1A+ '2+e) — .

|c|>2+¢ k—oo

Por tanto, la érbita {f*)(0)}°, no estd acotada en el caso en que |c| > 2.

Nota 4.2.2 Observamos que si ¢ = —2, es decir si f(z) = 2% — 2, tenemos que

f(2) =22 —2 = 2. Por tanto, 2 = 2 es un punto fijo de la funcién f(z) = 22 —2 y también se
tiene que f*)(0) = 2 para todo k > 1 lo que implica que la 6érbita { f*)(0)}2° , estd acotada.
En el Anexo 1 se calcula el conjunto de Julia para esta funcién f(z) = 2% — 2. Como caso

excepcional, el conjunto de Julia para esta funcién es el intervalo [—2, 2].

Ademas, los valores de ¢ en el intervalo [—2, i] también cumplen esta condicién. Para

14++/1—4c
2

verlo, fijamos c en el intervalo anterior y sea r = el punto fijo real de mayor valor. En

este caso, se tiene que ¢ < r y es fcil comprobar que f([c,r]) C [c, 7] donde f(z) = 2%+c. Por
tanto, en este caso se tiene también que {f*)(0)}2, es también acotada. Esto nos permite

decir que:

inf{Re(c) <0 : kh'm F®(0) < 0o} = —2.
—00

Con el siguiente teorema estableceremos una cota para el siguiente conjunto.

{Re(c) >0 : lim f®(0) = oo}.

k—o0
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Teorema 4.2.3 Si Re(c) > 1, entonces limy_,oo f*)(0) = c0.

Prueba:

Supongamos que Re(c) > 1y que |¢| < 2, entonces:

1F@0)] = |f(=c)| = | +¢| = |cl|le+ 1| > 1-2.

Esto implica que |f)(0)| = 2 + ¢ para algiin ¢ > 0, entonces:

PO =12 (P 0)] < (1+) 22 +¢) — oo

k—o0
0J
Los Teoremas 4.2.2 y 4.2.3 establecen una acotaciéon para el famoso conjunto de Mandel-

brot que definimos a continuacién:

Definicién 4.2.1 El conjunto M de todos los posibles pardmetros ¢ para los cuales la orbita

{F®)(0)}2, estd acotada recibe el nombre de conjunto de Mandelbrot. Asi:

M={ceC : {f®0)}, estd acotada}.

Por los comentarios que hemos realizado a lo largo de esta secciéon ya sabemos que el
conjunto de Mandelbrot es no vacio. En particular, los valores de ¢ incluidos en el interior de
la cardioide Cy y en el disco U(—1,1/4) forman parte del conjunto de Mandelbrot. Ademés,
el intervalo [—2,1/4] también estd contenido en este.

Finalmente, también hemos probado que el conjunto de Mandelbrot lo podemos acotar

por el disco de centro 0 y radio 2 y por la recta x = 1.
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Capitulo 5

Relacion entre los conjuntos de Julia

y el conjunto de Mandelbrot

En este capitulo, al igual que en el capitulo anterior, nos centraremos en funciones po-
linémicas de la forma f.(z) = 22 4+ ¢ donde ¢ € C. El objetivo de esta seccién es presentar
y demostrar la relacion que existe entre los conjuntos de Julia que hemos presentado en el
Capitulo 3 y el conjunto de Mandelbrot que hemos definido en el Capitulo 4.

Para ello, en primer lugar, tenemos que notar que si f.(z) = 22 + ¢ y queremos calcular

su inversa fc(_l)(z) para algin z € C podemos hacer lo siguiente:

_ 2 _ L2 _ 1
w=z'4tc<=w—c=2" <= z==4(w—c)2.

Por tanto, dado z € C, fc(fl)(z) = (z — c)% puede tomar dos valores distintos que
llamamos ramas de fc(_l)(z) excepto en el caso en que z = c¢. A lo largo de esta seccién
resultard importante conocer el funcionamiento de la funcién raiz cuadrada compleja al

aplicarla a curvas cerradas. Para ello, pondremos un ejemplo basico:

Ejemplo 5.0.1 Consideremos la funcién fy(z) = 2? cuya funcién inversa sera féfl)(z) =
422, Observamos que si z € C lo podemos expresar como z = |z|e? para algin 6 € [0, 27,

entonces:
fé_l)(z) =tz = i|z|1/ze’g.

. . . —1 . ’
Observamos que si consideramos una curva C' C C, el conjunto fé )(C) variard en

funcién de si el valor ¢ = 0 se encuentra dentro de la curva, fuera de la curva o en la curva.
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= Si consideramos la circunferencia centrada en 0 y de radio 2, C} = 2¢% con t € [0, 27|,
se tiene que el valor ¢ = 0 se encuentra en el interior de esta curva y, al unir los dos

conjuntos fé_l) (C1) (el positivo y el negativo) obtenemos la circunferencia de centro 0

y radio v/2.

» Si consideramos la circunferencia centrada en -2 y de radio 1, es decir Cy = —2 + €%
con 6 € [0, 2], se tiene que el valor de ¢ = 0 no se encuentra en el interior de la curva
y, consecuentemente, cada uno de los conjuntos fg(fl)(Cg) (el positivo y el negativo)

formara su propia curva cerrada.

» Si consideramos la circunferencia centrada en -1 y de radio 1, es decir C5 = —1 + ¢%
con 6 € [0,27], se tiene que el valor de ¢ = 0 se encuentra en la curva. Por tanto, los
conjuntos preimagenes fé_l) (C3) creara una forma de 8 debido a que fé_l)(()) = 0 tiene

una raiz doble.

Mas adelante en este capitulo, demostraremos que esta relacion es cierta. Ademas, en la
Figura 5.1 se puede observar el efecto de la funcién fé_l)(z) para una curva que no contenga
a ¢ = 0, una que contenga al ¢ = 0 en su interior y una que contiene a ¢ = 0 en su recorrido.
Estos gréficos han sido extraidos de [DEV].

o
% P

A~

Figura 5.1: Conjuntos fo(fl)(C) en funcién de la posicién del ¢ = 0.

53



Como hemos definido en el Capitulo 4, el conjunto de Mandelbrot se define como:

M={ceC : {fP0)}, estd acotada}.

Aun asi, existe una relaciéon més profunda entre los conjuntos de Julia de funciones
polinémicas de la forma f.(z) = 22 + ¢ y el conjunto de Mandelbrot M. La demostracién de
esta relaciéon es el objetivo principal de este proyecto el cual establece una dicotomia entre
los valores de ¢ € C para los cuales el conjunto de Julia asociado a f. es conexo y para los
que no lo son.

Sin embargo, para entender la prueba de este resultado es necesario conocer un poco
mejor el efecto de la funcién fc(_l) sobre curvas suaves e introducir un resultado topolédgico

previo relacionado con la conexion.

Definicién 5.0.1 Sea (X, 7) el espacio topolégico y sea Y C X. Decimos que Y es conexo
s1 para todo A,B €1 con ANB=0yY C AUB se tiene que o bien Y C A o bien Y C B.

Teorema 5.0.1 Sean {K,}°°, una familia de conjuntos compactos de C con K41 C K, y

con OK,, conezo para todo n € N. Si K = (", K, entonces 0K es un conjunto conezo.

Prueba:

Paso 1: En primer lugar comprobaremos que para todo £ > 0 existe un ng € N tal que

para todo n > ngy se cumple que:

0K, C U Ula,e).

a€o0K
Para ello, supongamos por reduccion al absurdo que existe un € > 0 tal que para todo

ng € N existe un n > ng tal que

0K, & U Ula,e).

acdK

Esto implica que podemos encontrar una sucesién {ny} de modo que:

0K, Z | Ula,o).

acdK
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Tomamos z,, € 0K,, C K,, C K; tal que z,, ¢ U U(a,e). Por compacidad, podemos

acOK
suponer que la sucesion {z,, }32, es convergente hacia xy € K. Este limite debe estar en K

debido a que es una interseccion de una familia decreciente de compactos.

Como d(x,,,a) > € para todo a € OK sabemos que d(zg,a) > /2 Ya € 0K de donde se
deduce que zg € K \ 0K. Es decir, x € int(K).

Sin embargo, como z,,, k_)—o>o X, se tiene que 3 ky € N tal que para todo k& > ky,

Ty, € int(K) C int(K,,) lo que contradice el hecho que z,, € 0K,,.

Paso 2: Veamos que K es un conjunto conexo.

Observamos que 0K es un conjunto compacto (por ser cerrado y acotado en C). Supon-
gamos por reduccion al absurdo que 0K = AU B con A y B cerrados para la topologia
relativa a 9K cumpliendo que ANB =0, 0KNA#0yoKNB#.

Como A y B son conjuntos cerrados en la topologia relativa a 0K y este es cerrado, se
tiene que A y B son cerrados también en C y, por tanto, compactos. Consecuentemente, se

tiene que:

r = inf{d(a,b) : a € A,b€ B} > 0.

Sea ¢ < r/2, entonces A C U Ula,e) y B C U U(b,e). Por compacidad, podemos

a€A beB
asumir que:

Ac|JUlae)= Ay vy Bc|JUb;e) = By

i=1 j=1
Es trivial comprobar que los conjuntos Ay y By son abiertos con Ag N By = ().

Por el Paso 1, se tiene que existe un ng € N tal que para todo n > nyg
3Kn C U U(a,e) C AOUB().
ac0K

Sin pérdida de generaliad, podemos suponer que para una cantidad infinita de valores
de n se tiene que 0K,, C Ag y, en particular, para una cantidad infinita de n se tiene que
0K, C Ulay,,€).

Si 0K, C U(ai,, ) por la conexién de 0K, se tiene que K,, C U(a;,,<). Por tanto:

K C K,, C U(a;y,e) = K C U(ayy,e) = 0K C Bla,,,e) = 0K C Ay.
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Habiamos supuesto que 0K = AU B. Sin embargo, acabamos de probar que 0K C Ay y
como Ay N B = ) concluimos que 9K N B = (), lo cual no es posible ya que hemos supuesto

que 0K era disconexo. 0]

Definicién 5.0.2 Llamaremos bucle a una curva en el plano complejo diferenciable, cerra-
da y que no tiene autointersecciones. Ademds, nos referimos con interior y exterior del

bucle a las partes de C que se encuentran dentro y fuera de esta curva respectivamente.

Lema 5.0.1 Sea C' un bucle en el plano complejo y f.(z) = 2* + ¢ para algin ¢ € C una

funcion polinomica de grado dos.

a) Sic estd en el interior de C, entonces fc(fl)(C) es un bucle. Ademads, f. lleva el interior
de fc(_l)(C’) en el interior de C y el exterior de fc(_l)(C') en el exterior de C.

b) Sic estd en el exterior de C, entonces fc(fl)(C’) son dos bucles disjuntos ninguno de
ellos contenido en el otro. Ademas, f. lleva el interior de cada bucle de fc(_l)(C') en el

interior de C' y la region de fuera de ambos bucles en el exterior de C.

Prueba:

Notemos que fc(fl)(z) —+(z—c)2y [fc(fl)]’(z) =+i(z— ¢)~2 la cual es finita y no nula
siempre que z # c. Por tanto, siempre que ¢ ¢ C | si seleccionamos una de las dos raices
de fc(_l)(z)7 el conjunto fc(_l)(C') es localmente una curva suave (y por tanto, diferenciable).
Supongamos que ¢ no recae en C'y escogemos un punto inicial w en el bucle C' y sean zy y
—2¢ los dos posibles valores para féil)(w). Empezando en w, a medida que z se mueva por
el bucle C, los dos valores de fc(_l)(z) variardn de forma continua con z creando dos curvas
C*t y C~ que seran las imagenes inversas y serdan también simétricas respecto al origen de
coordenadas, es decir que si z € C'F entonces —z € C'~.

Cuando z complete el bucle C' y vuelva al punto w, las curvas imdgenes inversas C'* y
C~ terminaran en los dos posibles valores para fc(_l)(w), es decir, en zy 0 en —zy en algin
orden. Tendremos entonces dos opciones:

a) La curva imagen inversa C empieza en zg y termina en —zg mientras que la curva
imagen inversa C'~ empieza en —zy y termina en z;. Uniendo las dos curvas C*t y C~
obtenemos un unico bucle que abarca todo fc(_l)(C’). Como f, es una funcién continua que
lleva el bucle fé_l)(C’) y ningtn otro punto mas en el bucle C, entonces la funcién polinémica

fe lleva el interior y el exterior de fc(_l)(C’) en el interior y el exterior de C' respectivamente.
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Como las dos curvas Ct y C~ son simétricas respecto el origen z = 0, este valor debe quedar
dentro de fé_l)(C) y, por tanto ¢ = f.(0) se encuentra en el interior de C.

b) La curva imagen inversa Ct empieza y termina en 2z, mientras que la curva imagen
inversa C'~ empieza y termina en —zy. En ese caso, CT y C'~ son dos bucles cerrados que
son ambos disjuntos y simétricos respecto z = 0. Por la continuidad de la funcion f,., esta
lleva el interior de cada bucle en el interior de C'y la regién fuera de C* y C~ la lleva fuera
de C.

Observamos que el origen de coordenadas no puede estar en el interior de C ni en el
interior de C~ ya que en este caso se encontraria en el interior de ambos a la vez y esto no
es posibles porque son disjuntos. Por tanto ¢ = f.(0) debe quedar en el exterior de C.

0

A continuacién, presentaremos y demostraremos el teorema fundamental del conjunto
de Mandelbrot que representa el objetivo final del presente proyecto y relaciona todos los

conceptos que se han presentado en el mismo.

Teorema 5.0.2 (Teorema Fundamental del conjunto de Mandelbrot) Para ¢ € C,
el congunto de Julia J(f.) es conexo si y solo si la sucesion de iteradas {f,ﬁ’“)(o)}gozl estd

acotada, es decir si ¢ € M. En otro caso, el conjunto de Julia es disconexo en otro caso. Asi:
={ceC : {fP(0)}22, estd acotada} (5.1)

={ceC : J(f.) es conexo} (5.2)

Prueba:

a) En primer lugar vamos que si { F® (0)}72, estd acotada, entonces J(f.) es un conjunto
conexo.

Recordemos que por el Teorema 4.2.2, si |z| > |¢| > 2 entonces limy_,q fc(k)(z) = 00.
Ademas, como { fc(k)(O)}z":1 es una sucesion acotada podemos tomar C¢' C C un circulo
centrado en 0 y de radio suficientemente grande (como minimo mayor que 2) de modo que
los puntos { fc(k)(O)}z":1 queden dentro del circulo, fc(_l)(C') esté en el interior de C' y los
puntos de fuera de C' cumplan que limy_, fc(k)(z) = 00. Veamos que la sucesion de bucles
{f5R(C)¥52, se va aproximando hacia el conjunto de Julia J(f.).

Como ¢ = f()(0) est4 en el interior de C' sabemos por el Lema 5.0.1 a) que fc(fl)(C’) es
un bucle que se encuentra en el interior de C' y que ademads ¢ se encuentra también en el
interior de f{"V(C) ya que, en caso contrario, f.(c) = f.(f.(0)) = f{¥(0) estarfa fuera de C

lo cual estamos suponiendo imposible.
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Por tanto, podemos aplicar el mismo lema al bucle fc(_l)(C’) para garantizar que fc(_z)(C’)
es también un bucle que se encuentra en el interior del bucle fc(fl)(C) de modo que ¢ queda
en el interior del bucle fC_Q)(C’).

Procediendo recursivamente, { fc(_k)(C’)}zO:1 consiste en una sucesiéon de bucles donde
cada bucle se encuentra en el interior de su predecesor. Si denotamos por C} = fc(_k)(C’)
y al interior de este bucle por int(Cy). Si C, = C), U int(Ck), podemos definir K como el

conjunto cerrado siguiente:

K = () CrUint(Cy) = () Ck-
k=1 k=1

Observamos que si z € K, entonces fc(k)(z) se encuentra en el interior de C para todo
k € N mientras que si z ¢ K, existe un bucle fc(_k)(C) de modo que z quedaré fuera de este
bucle y, por tanto f(gk)(z) queda fuera de C'y, consecuentemente, 1imy,_, . fc(k)(z) = 0.

Esto implica que C\ K = A(f,00) la cual por el Teorema 3.3.10 vimos que era igual a
J(fe) = OA(f,0). Por tanto, O(C\ K) = J(f.).

Finalmente, por el Teorema 5.0.1 deducimos que 0K es un conjunto conexo debido a que,

por construccién, dCy = Cj, son conjuntos conexos. Consecuentemente, tendremos que:
0K =0(C\ K) = J(f.),
de donde deducimos que el conjunto de Julia J(f.) es conexo.

b) Supongamos ahora que { fc(k)(O)}zO:1 no estd acotada, veamos que J(f.) no es conexo
usando un argumento similar al realizado en a). Sea C' un circulo lo suficientemente grande
para que fc(_l)(C) esté en el interior de C', ninguna de las iteradas {fék)(O)}Z‘;l recaiga en la
curva C'y los puntos que se encuentren fuera de C' cumplan que limy_, fc(k)(z) = 00. Sea p
el natural mas pequeno para el cual fc(p ) (0) esté en el exterior de C.

Siguiendo un argumento parecido al del apartado a) podemos construir una sucesién de
bucles { fc(_k)(C')} de modo que cada uno de ellos esté contenido en el interior del anterior.
Sin embargo, este argumento falla cuando llegamos al bucle fc(lfp ) (C) debido a que ¢ = f.(0)
estda fuera del bucle fc(lfp )(C) y por tanto, para este bucle tenemos que aplicar apartado
b) del Lema 5.0.1 en lugar del apartado a). Consecuentemente, for )(C) seran dos bucles
disjuntos contenidos en el interior de fc(l_p )(C' ) de modo que f. lleva el interior de cada uno

de estos dos bucles en el interior de &' 7 )(C).
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Observamos que el conjunto de Julia J(f.) recae dentro de estos bucles debido a que
fuera de ellos las iteradas divergen hacia oco. Como J(f.) es invariante bajo fé_l) sabemos
que si z € J(f.), entonces f"V(2) € J(f.) y esta antiimagen llevara la parte positiva de
la raiz en un bucle y la parte negativa de la raiz en el otro pero ambos seran puntos de
J(f.). Por tanto, parte del conjunto de Julia J(f.) debe estar contenida en cada uno de los
dos bucles. Consecuentemente, el conjunto J(f) no serda conexo porque tendremos parte del
mismo incluida en los dos bucles que son disjuntos.

O

En la Figura 5.2 extraida de [FAL| podemos ver graficamente este procedimiento iterativo

que ilustra la prueba del Teorema 5.0.2.

Figura 5.2: Iteradas inversas para el circulo C' bajo f. para ilustrar las dos partes de la

prueba del Teorema 5.0.2. Apartado a con ¢ = —0,3+0,3¢ y apartado b con ¢ = —0,9+ 0,5:.
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Nota 5.0.1 El Teorema 5.0.2 nos garantiza que si ¢ ¢ M entonces el conjunto de Julia
asociado a f. = 22 + ¢ es disconexo. Sin embargo, se puede probar que no solo es disconexo
sino que es completamente disconexo. La prueba de este hecho se puede consultar en [BLA2].
Ademas, por un teorema clasico de Topologia cuya prueba se puede encontrar en la Seccién
7 de [KEC], se tiene que el conjunto de Julia J(f.) es homeomorfo al conjunto de Cantor 2N

debido a que se trata de un conjunto compacto, perfecto y totalmente disconexo.

La definicién del conjunto de Mandelbrot M = {c € C : { F® (0)}22, esta acotada} es la
base para dibujar el conjunto de Mandelbrot. Para hacerlo se escoge un valor de r > 2 y un
ko de orden grande (como minimo 100). Para cada ¢ € C se evalian iteradas de la sucesién
{ fék)(())},;“;l hasta que | fc(k)(0)| > r o bien hasta que k = ky. En el primer caso se decide que
¢ ¢ M mientras que en el segundo caso se asume que ¢ € M. Repetimos este proceso para
valores de ¢ dentro de una regién para dibujar este conjunto de Mandelbrot.

En ocasiones, se representa con colores el conjunto M dependiendo del primer natural
k para el cual | fﬁk)(0)| > r. Sin embargo, este aspecto excede los contenidos del proyecto
y, consecuentemente, no lo estudiaremos con detalle. Sin embargo, no podemos resistirnos
a ofrecer una representacion aproximada del conjunto de Mandelbrot extraida de [FAL]. Se

puede observar en la Figura 5.3.

Im 1

Figura 5.3: Conjunto de Mandelbrot en el plano complejo con el algoritmo de escape
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Anexos

Anexo 1: Conjunto de Julia para f(z) = 2° — 2

Teorema 5.0.3 Consideremos la funcion f(z) = 2% — 2. Si z ¢ [—2,2], entonces la drbita
{f(k)(z)}zozl tiende a infinito.

Prueba:

En primer lugar, definimos por R := {z € C : |z| > 1}. Sobre esta regién definimos la

funcion siguiente:

H: RcC — C
z — H(z)=z41

Esta funcién es una funcién inyectiva en R ya que si tomamos H(z) = H(w), entonces:

2241 1 1 24+1 w1l
z

w4 1) =z +1) =
z w z w

—wz(z+1/2) = zw(w+ 1/w) <= zw =1

Consecuentemente, si |z| > 1 se tendrd que |w| = ﬁ < 1 por tanto w ¢ R. Por tanto, la
tnica forma que H(z) = H(w) con z,w € R es que z = w. Eso implica que, efectivamente,
H es inyectiva en R.

En particular, se tiene que H(R) = C\ [—2,2]. Para probar esto, tomamos w € C. Si

planteamos y resolvemos la ecuacién H(z) = w obtenemos:

1
24 -—=w= 224+1=2w= 22 — zw + 1 = 0 Resolviendo la ecuacién:
z
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wEVw? -4
2=

Observamos que
1
242 = Z(wQ —(w?—4) =1

. Por tanto, tendremos las siguientes opciones.

- O bien uno de los z; 0 z_ estd en R y el otro estd en el disco unidad U(0, 1).

- O bien ambos se encuentran en el disco unidad.

En este tltimo caso, se tendrd que H(zy) = H(z_) € [—2,2]. De aqui se deduce que H
lleva la regién R a C\ [—2,2] de forma inyectiva.

Notamos que H(fo(z)) = f_2(H(z)) para todo z € C debido a que:

1\? 1 1
f-2(H(2)) = <z—|—;) —2:zz+2+;—2222+§:H(z2)

Por tanto, fo(2) = (H ‘o f_50 H)(z) para todo z € R. Como las érbitas de z € R bajo

fo tienden a oo, entonces las dérbitas z € C\ [—2,2] bajo f_» también tenderan a infinito.

[
Corolario 5.0.1 FEl conjunto de Julia para f_5(z) = 2% — 2 es el intervalo [—2,2]. .
Como J(f_2) = OA(f-2,00) y hemos probado en el Teorema 5.0.3 que A(f_2,00) =
C\ [-2,2], deducimos que:
[

En la Figura 5.4 comprobamos que el conjunto de Julia es efectivamente el propuesto en
el Corolario 5.0.1.

JuliaSetPlot[-2]

Bl ]

Figura 5.4: Conjunto de Julia para f_o(2) = 2% — 2.
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