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Resumen

El objetivo de este trabajo es estudiar como afecta la geometria del nicleo atémico a sus propiedades
como sistema cuantico. En concreto, vamos a centrarnos en lo que sucede en la transicién entre dos
formas bien definidas, y veremos cémo se puede relacionar esta situacion con la teoria de transiciones
de fase.

El trabajo consta de tres capitulos. En el primero, vamos a introducir las propiedades fundamentales
del nticleo atémico y vamos a presentar los dos modelos de estructura nuclear con los que trabajare-
mos: el modelo de Bohr-Mottelson y el modelo de bosones en interacciéon (IBM). Adema&s, haremos
un recordatorio de los resultados esenciales de la teoria clasica de transiciones de fase y discutiremos
como se puede trasladar a sistemas puramente cuanticos.

En el segundo capitulo, introduciremos el caso concreto que vamos a estudiar en el trabajo, el punto
critico E(5). Plantearemos este estado del nticleo dentro del modelo de Bohr-Mottelson como una si-
tuacion en la que el potencial del nicleo tiene la forma de pozo infinito en la variable de deformacién de
la superficie 8. Para su estudio, hemos desarrollado cédigos de MATLAB para visualizar las soluciones
analiticas del problema y obtener las probabilidades de transicion entre algunos estados relevantes.
También veremos como conectar esta situacion con el IBM en su limite clasico, donde obtendremos
una dependencia de la energia de la forma E(f3) = (4. Completaremos este capitulo con una resolucién
numeérica propia con MATLAB del potencial 3% en el modelo de Bohr.

Por 1ltimo, en el tercer capitulo, aplicaremos estos modelos tedricos al estudio de la cadena de isétopos
del rutenio, comparando con los datos experimentales. Usaremos estos resultados para encontrar qué
isétopo se corresponde con el punto critico planteado mediante el calculo de observables experimentales,
como las energias o las probabilidades de transicién entre estados.






Abstract

The aim of this project is to study how the geometry of the atomic nucleus affects its properties
as a quantum system. More precisely, we will focus on what happens during the transition between
two well-defined shapes and we will see how we can relate that state with the theory of phase transitions.

This project is divided in three chapters. In the first one, we will introduce the main properties of
the atomic nucleus, as well as developing the nuclear structure models we will use: the Bohr-Mottelson
model, and the interacting boson model (IBM). Apart from that, there will be a reminder of the es-
sential results of the classic theory of phase transitions, and we will also discuss how those results can
be translated to purely quantum systems.

In the second chapter, we will introduce the particular case we are studying in this project, the critical
point E(5). We will propose this state of the nucleus within the Bohr-Mottelson model, as a situation
in which the potential energy of the nucleus has an infinite well shape in the surface deformation
variable 3. For its study, we have developed several MATLAB codes which allow us to both visualize
the analytical solutions of the problem and obtain the transition probabilities between some relevant
states. We will also study how we can connect this situation with the IBM in its classical limit, where
we will get an energy dependence of the form E(B) = *. We will complete the chapter with our own
numerical resolution of the 3* potential for the Bohr model with MATLAB.

Lastly, in the third chapter, we will apply these theoretical models to study the isotopic chain of
ruthenium, comparing these results with the experimental data. We will use this to find the isotope
which corresponds to the proposed critical point, by calculating experimental observables such as
energy or transition probabilities between states.
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Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo, vamos a estudiar nicleos atémicos con un niimero par de protones y neutrones, desde
el punto de vista de dos modelos distintos, el de Bohr-Mottelson (de base geométrica) y el modelo de
bosones en interaccién (puramente algebraico). Ademds, veremos una construccién, el formalismo de
estados coherentes, que nos permite entender los resultados algebraicos en términos de la geometria
descrita en el primer modelo.

Los modelos estudiados nos permiten obtener una relacién entre las propiedades dinamicas del nicleo
y su forma; veremos, asi, como observables como la energia o la probabilidad de transicién entre estados
caracterizan si la superficie nuclear es esférica o presenta una determinada deformacién (elipsoidal, o
algo mas compleja). Asimismo, estudiaremos cémo pasar de una de estas configuraciones geométricas
a otra, desde el punto de vista de la teoria de transiciones de fase. En particular, nos centraremos en el
punto critico entre un ntcleo esférico y uno que presente la deformacién conocida como “y-inestable”.

1.1. EIl nucleo atémico

El nitcleo del atomo es un sistema fisico compuesto de nucleones, término que engloba a dos tipos
de particulas: los protones y los neutrones. Estas dos particulas presentan bastantes similaridades, ya
que ambas tienen masas casi idénticas y son particulas de espin 1/2 (lo que significa que se someten a
la estadistica propia de los fermiones). Sin embargo, hay una diferencia esencial entre ellas, y es que
los protones tienen carga eléctrica positiva y, los neutrones, nula.

Como sistemas fisicos, los nucleones son particulas no fundamentales (tienen componentes mas pe-
quenos, los quarks), que interactian, principalmente, mediante lo que conocemos como fuerza nuclear
fuerte. A diferencia de las interacciones més conocidas, como la electromagnética o la gravitatoria, la
interacciéon nuclear fuerte no es analitica ni perturbativa; es decir, no tenemos una expresion exacta
para describirla, ni podemos aproximarla mediante desarrollos en serie. Esto lleva a que sea imposible
describir de forma exacta la dindmica del nicleo, y debamos recurrir a modelos aproximados.

La forma més natural de aproximarse a un problema de estas caracteristicas es mediante la formula-
cion de un modelo de campo medio: suponemos que las propiedades dindmicas del nticleo se deben a
la interaccién de cada nucleén considerado (podemos considerarlos todos, o unos pocos) con un campo
que es el promedio de la interaccién del resto de nucleones. Esta es, por ejemplo, la forma que tenemos
de tratar el problema de los 4tomos multielectrénicos: dado que los electrones cuya dindmica queremos
calcular interactiian unos con otros, suponemos que podemos expresar toda esa interaccién como un
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

campo electromagnético “global”. La diferencia principal entre un caso y otro es, de nuevo, que no
tenemos ningun tipo de certeza de cudl seria la forma de un campo medio nuclear, pues no conocemos
la interaccién exactamente. Aparte de esto, no podemos obviar la complicacién adicional de que, en el
caso electrénico, la principal interaccién es con un campo externo (el creado por las cargas positivas
del niicleo), y las interacciones con el resto de electrones sélo apantallan esta fuerza atractiva, mientras
que, en el caso nuclear, no hay fuentes externas que dominen la dindmica del sistema.

Sin embargo, la proposiciéon del campo medio no es necesariamente practica en todos los casos. Esto
no solo es por una posible formulacion incorrecta de la interaccién ponderada, sino porque hay nicleos
cuyas propiedades vienen descritas mas facilmente por otro tipo de dinamicas como, por ejemplo,
rotaciones del nicleo en su conjunto o vibraciones de los nucleones superficiales. Por ello, puede ser
mads adecuado desarrollar un modelo colectivo, en el que perdemos la informaciéon microscopica del
comportamiento individual de cada nucleén pero ganamos conocimientos globales del sistema nuclear.
El primer modelo que presentaremos en este trabajo serd uno de estas caracteristicas. El modelo de
Bohr-Mottelson, o modelo colectivo a secas, introducido en [I], parte de una descripcién geométrica
de la superficie del nicleo y trata su dindmica como una simple combinacién de vibraciones y rotaciones.

Si volvemos a los modelos microscépicos, o de descripcién “individual” de cada nucleén, nos encon-
tramos con otro hecho que dificulta la resolucién de los problemas. Como ya hemos dicho, desde el
punto de vista de la estadistica cudntica, tanto protones como neutrones son fermiones (tienen espin
semi-entero), lo que significa que se ven afectados por el Principio de Exclusién de Pauli. Esto puede
suponer una dificultad extra, pues no podemos simplemente calcular el estado de menor energia para
los nucleones y situarlos a todos en él. En la estadistica de fermiones, los estados tienen una deter-
minada degeneracién, con lo que el nimero maximo de nucleones que pueden situarse en este nivel
dependerd de dicha degeneracién.

Sin embargo, podemos tratar de solventar este problema a partir de la idea del apareamiento de nu-
cleones. La evidencia experimental nos dice que, para los ntcleos, es energéticamente beneficioso que
los nucleones tiendan a aparearse (en el sentido de que reducen sus energias si acoplan sus momentos
angulares a 0). Si aceptamos esto, podriamos plantearnos una descripcién del niicleo, no en base a
sus nucleones, sino a parejas de estas particulas. Al acoplar dos espines semi-enteros, obtendremos un
espin entero, resultando en parejas de nucleones que se comportan como bosones, pudiendo hacer una
descripcién mas sencilla de ellos. Esta idea es la que dio pie a la formulacion del segundo modelo que
trataremos, el Modelo de Bosones en Interaccién (IBM), presentado en [2], que describe el niicleo a
partir de las dindmicas de unos pocos bosones.

Para entender los fundamentos del IBM, debemos también introducir la idea de ntimero magico, que
son unos determinados nimeros de protones o neutrones que hacen que el nicleo sea especialmente
estable. La existencia de los niimeros mégicos se puede explicar dentro del modelo de capas, donde
tenemos una estructura de niveles energéticos monoparticulares similar a la que encontramos en los
atomos multielectrénicos: una serie de capas con amplias separaciones energéticas, cada una poseyendo
unos pocos niveles proximos en energias. Los nimeros magicos aparecen, entonces, cuando hay una
cantidad de protones o neutrones tal que todas las capas ocupadas estdn llenas (hablaremos enton-
ces de capas cerradas). En el IBM, haremos una descripcién de la dindmica nuclear obviando todas
las capas cerradas que presente el sistema y tratando sélo con los nucleones en los entornos de estas
capas cerradas. Por analogia con la estructura electrénica, llamamos a estas particulas “nucleones de
valencia” y, en el régimen de bajas energias (unos pocos MeV), serd su dindmica la que determine el
comportamiento del nicleo.
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1.2. EL MODELO DE BOHR-MOTTELSON

En el trabajo, veremos que la superficie nuclear puede presentar distintas formas, las cuales pueden
depender del nimero de protones (o nimero atémico), Z, del nimero de neutrones, N, o del niimero
total de nucleones (o niimero mésico), A. Dado que estas formas dependen de N y Z, podremos cambiar
la superficie nuclear variando estos parametros. Més adelante veremos que estos cambios constituyen
transiciones de fase para el sistema cuantico que es el nucleo, y estudiaremos céomo se relacionan estas
transiciones con las que tienen lugar en sistemas clasicos.

1.2. El modelo de Bohr-Mottelson

1.2.1. Descripciéon geométrica de la superficie nuclear

Para desarrollar el formalismo del modelo colectivo, o modelo de Bohr-Mottelson, partimos de una
descripcién geométrica de la superficie del niicleo. Si notamos por R la funcién que describe la superficie
nuclear, ésta dependera de la orientacién. Por tanto, la podemos escribir en coordenadas esféricas,
R(0,¢) y desarrollarla en serie de los arménicos esféricos:

+oo +A

R(O,¢) =Ro |1+ > arxuYault,0)]. (1.1)

A=0 p=—X

En la ecuacién anterior, Ry representa el radio de la esfera que constituye el ntcleo sin perturbar y
los coeficientes de Fourier, ) ,, pueden entenderse como coordenadas en un determinado espacio de
deformacién. Aparte, dado que R debe ser una funcién real, y dadas las simetrias de los arménicos
esféricos, los coeficientes deben cumplir:

g = (—1)Ha5 (1.2)

Observando los términos del desarrollo, podemos notar que, si nos quedamos a orden 0, sélo estamos
imponiendo una variacién en el radio del ntcleo esférico: Ry — Ro(1 + ago/v47). Ademds, pode-
mos despreciar (en primer orden) las aportaciones de los términos dipolares (con A=1), ya que estos
tienen su origen en un movimiento global del niicleo, con lo que no afectan a la dindmica de la superficie.

Si nos quedamos solamente con los términos de orden 2 de la serie de la ecuacién , tendremos el
desarrollo cuadrupolar de la superficie nuclear. En este espacio de deformacion, tenemos cinco parame-
tros, ag , con p = 0, %1, £2. Podemos plantearnos ahora hacer un cambio del sistema de ejes, pasando
del sistema laboratorio al de los ejes propios del sélido que es el nticleo. Este cambio vendra dado por:

+2
a, = Y az Dy, (0:), (1.3)
pn=-—2

donde D?W son los elementos de matriz del operador de rotacién para los dngulos de Euler, {61, 02,05},
también conocido como matriz de rotacién de Wigner. Estos términos se pueden calcular a partir de
los estados de momento angular |J M) como:

Dy ar = (T M| R(6:)| T M), (14)

donde hemos usado el convenio de [3].
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

Si consideramos los coeficientes {a, }, y dada la simetria que proporciona el sistema de ejes propios,
tenemos que a; = a—_; = 0y a2 = a—_s. Por tanto, podemos hacer un cambio de variables en el espacio
de deformacién cuadrupolar como:

{Oégﬂu LU= -2 ,2} — {ao,a2,91,02,03}. (15)

En estas circunstancias, y notando por (8, ¢’) los déngulos esféricos en el sistema propio del niicleo,
la parametrizacién de la superficie es:

R(0',¢") = Ro[1 + agYa + az(Ya2 + Y2,2)] . (1.6)

Para darle un significado geométrico mas sencillo a estos pardmetros, podemos hacer el cambio a las
llamadas variables de Hill-Wheeler, {/3,v}, definidas a partir de:

ap = [3cosy, ag = £ sin . (1.7)

V2

Recordamos ahora las formas explicitas de los arménicos esféricos que nos interesan:

1 /5 15 . :
Y20(8,9) = Z\/; (3 cos?f — 1) ; Y2 12(0,0) = F4/ o sin? fet2?. (1.8)

Introduciendo estas expresiones y las variables definidas en la ecuacién ((1.7) en la forma funcional
de la superficie presentada en la ecuacién (|1.6]), tenemos:

RO, ¢')/Ro =14 257, /5 (3cos20/ — 1) + *BSIM\/ESHP 0/ cos(2¢). (1.9)
4 s 4 m

Analizando la expresién , podemos entender el significado geométrico de los pardmetros intro-

ducidos. Si 8 = 0, no hay deformacion, y el nicleo recupera la forma esférica, independientemente del

valor de . Por otro lado, para 8 # 0 tendremos, en general, un nicleo deformado. El parametro  tiene

una interpretaciéon menos intuitiva, por lo que veremos lo que sucede al variarlo con ejemplos graficos.

Con el objetivo de visualizar las superficies que podemos considerar, representamos en las Figuras [1.1]

.2 13)y [1.4] las superficies para algunos valores distintivos de 3 y 7.

Figura 1.1: Representacion de una superficie Figura 1.2: Representacion de una superficie
descrita segin la ecuacion (1.9) con B = 0. descrita segun la ecuacion (1.9) con f=0,4 y
v=0.
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1.2. EL MODELO DE BOHR-MOTTELSON

Como podemos apreciar en la Figura el nicleo con B = 0 es esférico, sin importar el valor de ~.
En la Figura observamos un nicleo que ya presenta una deformacién respecto del esférico, pues
B > 0. En este caso, como v = (, vemos un elipsoide de revolucién con dos ejes menores y uno mayor;
hablamos aqui de que es un ntcleo prolado, con simetria respecto del eje z (senalado en la figura).

De forma similar, en la Figura observamos un nucleo deformado, ahora con v = 7/3. Notamos
que ahora tenemos un elipsoide con dos ejes mayores y un eje menor, siendo éste el eje y; nos re-
ferimos a este tipo de nicleos como oblados. Por dltimo, en la Figura representamos un nicleo
deformado con v = 7/8. En este caso, la superficie es triaxial (no presenta ejes principales de simetria).

A partir de estas figuras, podemos vislumbrar méas claramente el significado de : es un parametro
que varfa de 0 a 7/3, de forma que tenemos una superficie prolada en el primer caso y oblada en
el segundo. Para valores v € (0,7/3), se obtendran formas triaxiales transicionales. Si consideramos
valores v > m/3, lo que obtendremos serd andlogo a lo obtenido, simplemente cambiando cudles son
los ejes principales obtenidos.

Figura 1.3: Representacion de una superficie Figura 1.4: Representacion de una superficie
descrita segin la ecuacion (1.9) con =04y descrita segun la ecuacion (1.9) con f=0,4 y
v =m/3. v=m/8.

Una vez que hemos expresado la geometria de los niicleos en términos de las variables (3,~), nos
interesaria buscar la expresion del hamiltoniano y otros observables fisicos en ese formalismo.

1.2.2. Ecuacién de Schrodinger para las vibraciones y rotaciones superficiales

El hamiltoniano de Bohr es un operador general construido con las coordenadas, ¢, y sus momen-
tos conjugados, m,, del espacio de deformacién cuadrupolar. Recordemos que la representacién del
momento conjugado es:

oT
= —. 1.10
= day, (1.10)
Asi, el hamiltoniano de Bohr tendré la forma:
+2
1 2, Co o
Hp= ) {232 Il + 5l (L11)

p==2
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

donde By y Cs son los pardmetros de masa y rigidez del sistema, los cuales se pueden obtener a partir
del término cuadrupolar del modelo de la gota liquida.

Buscamos, entonces, escribir el hamiltoniano de la ecuacién (1.11)) en la representacion de las variables
de Hill-Wheeler. Para ello, separamos el operador en tres términos, como:

Hp =Tyip+ Trat +V, (1.12)

donde T, v 1ot son términos cinéticos de vibracién y rotacion, respectivamente, para la superficie
del niicleo y V- = V(f,7) es el potencial considerado.

El desarrollo de los términos cinéticos, considerando las definiciones de las variables de Hill-Wheeler,
lleva a:

2
o h[1a4a 11

0 0
_ — T a4 — 5in 3y —
2B, | BYOB 08 + (32 sin 3 Oy S 78’}/
(1.13)
T. . =
rot 2B2 52 Z SlIl ,7 _ 27r]€)
En el término rotacional, T, se han usado los operadores Q, k = 1,2, 3, que son las componentes
del momento angular en el sistema propio del nicleo.

Este planteamiento nos permite buscar funciones de onda W(f3, 7, 6;) que sean soluciones de la ecuacién
de Schrédinger del sistema:

Una familia de situaciones de especial interés sera la de los casos y-inestables, en los que el potencial
es independiente de la variables 7, de modo que V' = V(). Este caso es importante, no solo por-
que la resolucién es mas sencilla al poder hacer separaciéon de variables en la ecuaciéon de Schrodinger,
sino también porque, como veremos, hay nicleos que quedan bien descritos por potenciales de este tipo.

En efecto, si suponemos V' = V(3), podemos proponer soluciones de la forma ¥(3,~, 6;) = f(5)®(~, 6;),
y separar la ecuacién (1.14)) en las dos siguientes:
[ n < 10 _,0 A

5 aﬁﬂ o= %) V)] 56 = B106) (L15)

1 0
9 E: B(v,0;) = AU (v, 0;). 1.1
[ sin 3y Oy 1n37 sin? Qﬂk)] (7, 6:) (7 6:) (1.16)

Notemos que la ecuacién no tiene ningun tipo de dependencia del potencial del sistema. Por
tanto, podemos entenderla como la ecuacion de los armoénicos esféricos, que nos da la parte angular
de una funcién de onda cuando tenemos un potencial central tridimensional. La diferencia es que el
espacio en el que trabajamos ahora es de cinco dimensiones y los arménicos esféricos asociados estan
relacionados con generalizaciones a dimensiones superiores del momento angular. De forma andloga,

la ecuacién ([1.15]) nos daria la parte radial de la funcién de onda.

Las soluciones de la ecuacion (|1.16]) estdn estudiadas y tabuladas, para L < 6, en [4]. Por conveniencia
en la resolucion, se escriben como:

L

ST (7, 60) = gi™" () Dl (6:). (1.17)
K=-L
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1.3. EL MODELO DE BOSONES EN INTERACCION (IBM)

Esta descomposicion es especialmente til, pues nos permite describir estas funciones como la com-
posicién de una parte en v y una rotacion, proporcionada por las matrices de Wigner. Una propiedad
que presentan las funciones en la ecuacién anterior es que gx = g_x .

Como podemos ver en la ecuacion , las soluciones de ((1.16]) vendrén caracterizadas por 4 nime-
ros cuanticos. L y M representan los autovalores del momento angular y de su proyeccién sobre el
eje z, respectivamente. El valor 7 = 0,1,2,... se conoce como “seniority” en la literatura, y tiene que
ver con el valor de la constante de separacién, que es A = 7(7 + 3). Por dltimo, v = 0,1,...,[7/3] es
una etiqueta que proviene de la multiplicidad de la reduccién O(5) D O(3) y que tomard mas sentido
cuando tratemos algebraicamente este problema. De momento, basta comentar que no es una etiqueta
relevante para estados con momento angular L < 6.

Con respecto a la ecuacion ((1.15)), podemos simplificarla introduciendo los siguientes pardmetros y

cambio de variable: 9B B
2 2
e="5 B, ulB)="5V(B), @(B)=05"f(8). (1.18)
Usando estos cambios, y el valor calculado de A = 7(7+3), obtenemos la siguiente ecuacién diferencial
para la parte en 8 de la funcién de onda:

., 1, +3/2)2
ot €—U(ﬂ)—(752~/)

En la Seccién [2, propondremos distintos potenciales para la ecuacién y trataremos de modelar con
ellas una transicién de fase en el nicleo.

¢ =0. (1.19)

1.3. El modelo de bosones en interacciéon (IBM)

1.3.1. Motivacion del modelo

Como ya hemos comentado en la introduccién, una de las formas de evitar el tener que considerar el
principio de exclusion en el nicleo es tratandolo como un sistema fermiones acoplados, resultando en
un conjunto de bosones. Esta suposicién no viene solo por conveniencia, sino que la evidencia experi-
mental indica que los nucleones tienden al apareamiento.

En este modelo, cuyas bases estan recopiladas en [2], hacemos las siguientes consideraciones bésicas:

1. Sélo los nucleones en capas abiertas contribuyen a la dindmica nuclear. Por tanto, despreciamos
las contribuciones de todas las particulas que estén en capas completas.

2. Suponemos que los pares de nucleones se acoplan a un bosén de paridad positiva. Si consideramos
acoplamientos protén-protén o neutrén-neutron, al ser particulas idénticas, tendremos un espin
total S = 0, a lo que hay que sumar el momento angular orbital. Dada la paridad positiva,
los momentos angulares orbitales menos energéticos seran L = 0,2. Por tanto, tendremos los
momentos angulares totales J™ = 07, 27T,

3. Dado que, en este formalismo, s6lo vamos a considerar bosones formados por pares de nucleones,
es necesario que el nicleo tenga un numero masico A par. En la construccién que haremos, no
habra ningin tipo de distincién entre bosones provenientes del acoplamiento de dos neutrones,
dos protones, o un protén y un neutrén. Sin embargo, los resultados no se ajustan bien a niucleos
con N y Z impares. En este tltimo caso tendriamos, necesariamente, bosones que provienen de
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un acoplamiento protén-neutrén, lo que nos obligaria a considerar también el caso J™ = 1T, al
no tener la restriccién S = 0 en ese acoplamiento. Por tanto, s6lo consideraremos ntcleos con N
y Z pares (o “nucleos par-par”).

Como ya hemos comentado, es posible hacer generalizaciones del formalismo que presentaremos
del IBM para nucleos impar-impar. Ademds, también existen modelos hibridos, donde consideramos
fermiones sin acoplar, que nos permiten estudiar nticleos impar-par. Estos modelos presentan una
elevada complejidad tedrica y no proporcionan grandes mejoras en los resultados para los nicleos
par-par, con lo que los obviaremos en este trabajo.

1.3.2. Formalismo del IBM: operadores y observables

Como hemos dicho al principio de esta seccién, en el IBM consideramos que el nicleo (en el entorno de
las capas llenas) estd compuesto por bosones de momento angular J™ = 0% ¢ J™ = 21, Para formular
una teoria con este tipo de particulas, usamos el formalismo de segunda cuantizacién, o cuantizacién
canodnica. Para ello, definimos operadores de creacién y aniquilacion para cada uno de los tipos de
bosones considerados:

Bosones de momento angular J™ = 07 +— sf,s;

Bosones de momento angular J™ = 27 +— dL, dy, p=0,%1,=£2,

donde hemos considerado operadores asociados a cada una de las posibles proyecciones de espin
(1w =10,£1,+£2) en el caso de los bosones de “tipo d”.

De cara a hacer una formulacién més compacta, notaremos estos operadores también como:

b1 = s, by = dy2, b3 = dy1,
a=1,...,6, con (1.20)
by = doy, b5 = d_1, bg = d_2,

b, b

(e %]

O COomo:

bl,ma bT

Lm>

1=0,2, -I<m<L (1.21)

Por ser los operadores definidos en las ecuaciones anteriores operadores bosénicos, cumpliran las
relaciones de conmutacién de Bose, formuladas como:

Doy b)) = Suars  [bas bar] = b, 07, = 0. (1.22)

A la hora de formular la teoria del IBM, deseamos que los operadores derivados de los de creacién y
aniquilacién, como el hamiltoniano, sean escalares. Para ello, debemos asegurar que los operadores de
los que partimos son tensores esféricos de un cierto orden k, es decir, que se transforman como vectores
bésicos del grupo de rotaciones de (2k 4+ 1) dimensiones.

Aqui, nos encontramos con el problema de que los operadores de aniquilacién no cumplen esta pro-
piedad, con lo que hay que introducir los operadores:

b = (D)™ = F=s, d, = (—)"d_,. (1.23)

Una vez que hemos introducido operadores tensoriales, podemos definir operaciones asociadas a estos.

Como se ve en [5], dado que un tensor esférico T’ (@), de componentes Tlsj ), se transforma bajo rotaciones
como los autoestados del momento angular, |j ), estas operaciones son andlogas al acoplamiento de
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1.3. EL MODELO DE BOSONES EN INTERACCION (IBM)

los momentos angulares de los tensores considerados.

Primero, dados los operadores U*1) y V(¥2) con respectivas componentes Uf,fll) y V7$L]€22), introducimos
su producto tensorial, T*), definido como:
T = [UF) x VENE = N (ke my kyma | k) UFDVE). (1.24)

o m2
m1,ma

En la expresién anterior, el simbolo (k1 my ko ma | k ) es un coeficiente de Clebsch-Gordan. La inclu-
sién de este coeficiente nos permite ver mas claramente el “acoplamiento” que hacemos de los tensores.

La definicién del producto tensorial es especialmente util en el IBM, pues nos permite construir
estados con momento angular bien definido, actuando con un producto tensorial de operadores de
creacién sobre el estado vacio:

1L M) = b} x b, x .1 0). (1.25)

Un caso particular del producto tensorial definido en la ecuacién ((1.24)) es el producto escalar, que
viene del acoplamiento a momento angular 0 de dos tensores esféricos del mismo orden:

O® . v®)Yy = () 2k + 1[U® x vE)0), (1.26)
Desarrollando esta expresion, tenemos:

U® vy = (V2T 1UP < VO = (R VoE+ 1 Y (kmikma | 00) TRV, (1.27)

mi,m2
que podemos simplificar usando la propiedad:
Ji—mq
<j1 m1j2 m2‘00> = 5j1j25m1,—m2 (\/ﬁa (128)
de modo que:
k—m
kmy kma |00) UMY ®) ) uky k) 1.29
mlz;lf 1 2’ m1 Vmo ; 2k—|— 1 —m ( )
y el producto escalar es:
U® . y®) =S (ymuBv). (1.30)

Con estas operaciones definidas, estamos en condiciones de presentar las distintas formas que puede
tomar el hamiltoniano del IBM. En las siguientes formulaciones, asumiremos que no consideramos
interacciones a mas de dos cuerpos.

Recordemos también que una de las hipétesis que introducimos en este formalismo es que el ntimero
de bosones del sistema permance constante, lo que se traduce en que construiremos observables a partir
de combinaciones de la forma bLba/ para contribuciones a un cuerpo, y bgbgbwbw a dos cuerpos.

Asi, la forma maés elemental del operador sera:

1
H=FEy+Y eapblbs+ > iuaﬁ’%wbgbgbvbw. (1.31)
a76 a,/37fy7w
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

Pese a que la forma del hamiltoniano expuesta en la ecuacion es sencilla, ésta presenta el
problema de que no es explicitamente escalar: a simple vista, no podriamos afirmar que sea invariante
bajo rotaciones. Para presentar una formulacién directamente escalar, lo expresamos en términos de
productos escalares y tensoriales de orden 0, que, de forma general, tiene la siguiente forma:

~ 1 L ~ ¥ 0
H=Ey+Y ] o)+>. Y iul{l,{m,[[b} x b x [[b; x by ] P8, (1.32)
l L Llj5

Finalmente, presentamos la forma mas comtn del hamiltoniano, y la que usaremos para realizar los
calculos en la Seccion (3] Este desarrollo es el de expansiéon multipolar, en la variacién Q-consistente:

H = E(/)(N) + eqng + /io(']sT : 75) + /{1(2 . ﬁ) + HQ(QX : QX) + /‘?3(73 ’ 7-3) + "‘@4(731 : 71)7 (1-33)
donde hemos usado los operadores:

g = (df-d),

Pro= {(d-dN)+(sT-sD)} /2,
£ = Vo[ xdW,

) 7 - 1.34
QX = [dT x 5+ st x d]@) + X[dT X d](Q)’ ( )
T = [di xd®,
T2 = [df xdW.

La formulacién expuesta en la ecuacién presenta dos ventajas esenciales sobre los hamiltonianos
de las ecuaciones y . Primero, es directo ver cudntos parametros libres tiene el operador.
Pese a que el ntimero de grados de libertad que tenemos en el hamiltoniano es invariante, independien-
temente de la formulacion que escojamos, las dos primeras no dejan explicito ni esta invariancia ni el
propio numero. En la expresién , vemos directamente que tenemos 9 parametros a fijar (notemos
que E{ dependerd del origen de energia, Fy, y del nimero de bosones, N).

El otro punto a favor que presenta la expresién de la ecuacién es la interpretacién de los térmi-
nos. En el caso de las primeras propuestas, el hamiltoniano se presenta simplemente como combinacién
lineal de productos de operadores de aniquilacién y creacién. Sin embargo, los operadores definidos
en la ecuacién tienen una interpretacién maéas directa. Por ejemplo, el término ng representa el
“exceso” de energia debido a tener bosones acoplados a momento angular 2 en vez de 0; los términos
73,4 se refieren a la aportacion energética de pares de bosones que se puedan acoplar a momentos 3 6
4, respectivamente, etcétera.

Aparte del hamiltoniano H, relacionado con el observable que es la energia, otra familia de opera-
dores de especial relevancia en el estudio de la estructura nuclear son los operadores de transicién
electromagnética de multipolaridad A, en los cuales distinguimos los de transiciones eléctricas, TEY | y
magnéticas, TN Estos operadores estan relacionados con la probabilidad de transicién por unidad
de tiempo, o ratio de transicion, un observable que también es de especial relevancia experimental.

En el caso general de un operador de transicién de multipolaridad A, lo podremos expresar en primer
orden como:
0 A
T = 17550 + 3tk bs. (1.35)
a75
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1.3. EL MODELO DE BOSONES EN INTERACCION (IBM)

En el caso de estos operadores, buscamos que se transformen como tensores esféricos de rango A
bajo rotaciones, con lo que, siguiendo la idea usada en la ecuaciéon ((1.32]) para definir el hamiltoniano
escalar, conviene escribir 7™ como combinacién de productos tensoriales, esta vez de rango :

TN =160+ >t 0] x b)Y, (1.36)
L

La interpretacion de estos términos es mas sencilla que en el caso de la ecuacién ((1.35]). El término
de orden 0 actiia como una constante aditiva en el caso de que consideremos transiciones triviales E0
y los términos de orden A sirven para “conectar” el estado considerado con el final mediante un tensor
de orden A.

Siguiendo la interpretacién de que el orden de un tensor esférico se asocia con un momento angular
del tensor, esto nos facilita ver que una de las reglas de seleccién de estos operadores sera:

(fITMV[i) =0 sino se cumple |Li — Ly| <A< Li+ Ly. (1.37)

Como ya hemos comentado, la representaciéon mas usada a la hora de realizar calculos es la expansion
multipolar o (Q-consistente. En esta, los primeros operadores de transicién toman la forma:

TEO = 5+ Bofa,

7MY — gﬁ,

T(E) = 40X, (1.38)
T(M?)) == /637?)7

TEY = BT

Notemos que, en la ecuacién anterior, s6lo hemos considerado transiones E\, con A\ par, o M\, con
N impar. La razén de esto es sencilla: en las transiciones electromagnéticas entre estados nucleares,
aparecen las siguientes reglas de seleccién sobre la paridad:

i) si mmr # (=),
i) si mimy # (=)D,

Dado que en el IBM sélo vamos a obtener estados con paridad positiva (todos los bosones tienen
J™ = 07,27), cualquier par de estados considerado en el IBM cumple m;7; = +1, con lo que, segin
las reglas de seleccién de la ecuacién , sblo se conectaran mediante transiciones eléctricas de
multipolaridad par, o magnéticas de multipolaridad impar.

(flTU

(700 (1.39)

)iy =0
)iy =0

1.3.3. Estructura algebraica del IBM: soluciones exactas

A lo largo de la seccién anterior, hemos definido los fundamentos del IBM. Habiendo obtenido una
expresion del hamiltoniano, podriamos optar por buscar métodos numéricos para resolver su problema
de autovalores. Sin embargo, merece la pena estudiar la existencia de soluciones exactas al problema,
para obtener bases en las que diagonalizar los operadores y facilitar la resolucién general.

Dada la naturaleza del modelo, la existencia de estas soluciones exactas vendra del estudio de propie-

dades algebraicas de sus operadores. En esta seccién, estudiaremos estas propiedades y las soluciones
que nos proporcionan.
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Para empezar, definimos un dlgebra de Lie como un conjunto X = {X, },c4, con una operacioén [-, -],
cuyos elementos satisfacen la relacién:

[Xa, Xp] = _ClX,, Clg=-C, (1.40)
v

aparte de la identidad de Jacobi:
HXMXBLXV] + HXL??XW]’ on] + HX% Xa]a XB] =0. (1-41)
Consideremos ahora la familia de productos bilineales de operadores de creacién y aniquilacion:
E={Gup=0blbs, a,f=1,...,6}. (1.42)
Estos operadores satisfacen la relacion de conmutacion:

[Gaps G = [Bhbg, bb.] = [Bhbg, bl]b, + bl [bhbs, bo] = =[], blbglbe, — bl [bu, blibs] =
= —{[b], bl]bg + bL[BY, b)Y, — B { b, BEJbs + Bl [bu, ]} = (1.43)
= bbby — bibsdaw = Gawdgy — Grpdaw,

con lo que cumplen la relacion (|1.40)); ademés, debido a las propiedades elementales de los conmuta-
dores, también satisfacen la identidad de Jacobi. Por tanto, = forma un algebra de Lie.

Dado que = tiene 36 elementos, lo identificamos con el dlgebra unitaria de 6 dimensiones, u(6). Asocia-
do a este dlgebra, tenemos su grupo de transformaciones, U(6). Por abuso de lenguaje, nos referiremos
indistintamente al algebra de Lie de los operadores y a su grupo de transformaciones.

Para las aplicaciones de la teoria de algebras que desarrollaremos posteriormente, es mas adecuado
considerar, en vez de la familia de productos bilineales, la de productos tensoriales:

Q={GP1V) = b xb]P, 1,I'=0,2}. (1.44)

Se puede comprobar que estos operadores satisfacen las relaciones de conmutacion:

G 0.0, G 1) =Y (=Y V@ DRI F (G udm| K k)x
K,k

<l ] T e - (1.45)

b J K
- { }J l/ l }6l,L’GE€K)(l/7L):| ;

donde hemos introducido los simbolos 65 de Wigner, definidos en el Apéndice [A] Como podemos ob-
servar, en la ecuacién ((1.45)) hemos recuperado la estructura de conmutacién buscada para las dlgebras
de Lie.

Haciendo la identificacion { = 0 <> s, [ = 2 <> d, podemos escribir las formas explicitas de estos
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tensores como:

GO, s) = [stxqY,

Gy (d,d) = [d" = df”,

G d) = [dxd, p=0+1

G, d) = [df xdP, p=0%1,+2

G (s,d) = [stxdP, p=0,+1,+2 (1.46)
GPds) = [dx3P, p=0+1,42

GPd,d) = [dt xd, p=0+1,+2 43

GP(d,d) = [df xd)P, p=0+1,42 43 +4,

con lo que vemos claramente que seguimos manteniendo 36 elementos. Por tanto, {2 también puede ser
identificada con U(6).

Habiendo identificado el algebra de los operadores del IBM, ahora vamos a buscar subalgebras; la
idea es que, construyendo una cadena de subalgebras, podemos obtener bases a partir de estados que
“caractericen” cada elemento de la cadena. Dado que los estados nucleares deben tener un momento
angular bien definido, la cadena usada debe incluir al dlgebra de rotaciones tridimensionales, O(3) (y,
por completitud, O(2), que seria el algebra de las rotaciones alrededor del eje z y nos daria el nimero
cuédntico de la proyeccién del momento angular).

Entonces, estamos buscando cadenas de la forma:
U6)Da; DagD---Da, DO(3) DO(2). (1.47)

Para realizar esta bisqueda, usaremos la forma de los operadores Gl(f) (1,1"), que es especialmente 1til
porque los operadores GE})(d, d), p = 0,=£1, son los generadores de O(3). Podemos conectar este hecho
con unas de las definiciones del desarrollo multipolar que presentamos en la ecuacién : el escalar
L - L es proporcional a GW(d,d)- GM(d,d), que podemos, entonces, asociar con el operador L? usado

tipicamente en Mecanica Cudntica.

La imposicién de terminar la cadena con O(3) D O(2) simplifica el problema, pues hay una cantidad
finita de subélgebras admisibles, clasificadas en [6]. Mas concretamente, nos encontramos sélo con 3
cadenas compatibles. A continuacién, describimos brevemente céomo se obtienen estas cadenas y los
estados bdsicos que nos proporcionan:

1. La primera cadena se obtiene al considerar los operadores:

O ={GP(d,d), j=0,1,....4, p=—j,...,j} (1.48)

Estos 25 operadores forman el algebra U(5), que es un subdlgebra de U(6). A continuacion,
consideramos ‘
O ={GY(d,d), j=1,3,p=—j,....j} (1.49)

que es un conjunto de 10 operadores que forman el dlgebra O(5) C U(5). A partir de esta,

tenemos directamente O(3) s6lo con tomar los operadores {Gﬁl)(d, d), p=0,£1}. Por tanto,
hemos formado la cadena:

U6) DUB) DO0B) DO03) DO(2). (1.50)
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Esta cadena nos proporciona estados basicos caracterizados por 6 nimeros cuanticos; necesitamos
uno mas que algebras, porque la reduccién O(5) D O(3) no es tnica. Tenemos entonces:

ue) o UB) D 0OB) D 0B3) 2 02
4 i + d 4 > = |N7’LdV77LALML>. (1.51)
N ng V,T~7,A L ML

2. La segunda cadena se obtiene a partir de:

0 = {Gg°><s, s) + V56 (d, d), GV (d,d), GD(d, s) + G (s,d) — *fc:gf) (d, d)} . (1.52)

que es un algebra de 9 operadores que identificamos con U(3); después de esta, consideramos:

7
Q= {Gf}>(d, d), GP(d, s) + G (s,d) — \Q[GEE)(d, d)} , (1.53)

que asociamos con SU(3), a partir de la cual la reduccién a O(3) es directa. El resultado final es:
U(6) D SU(3) D O(3) D O(2). (1.54)

Al igual que pasaba en la primera cadena, la reduccién SU(3) D O(3) no es tunica, lo que nos da
dos nimeros cudnticos “extra” asociados a SU(3):

Uue) > SUB) > 0@B) > 0(2) )
\ Lo \ \: > = [NAp&LMyp). (1.55)
N A\ ), € L My,

3. Por tltimo, la tercera cadena parte de:
U ={GV(d.d), GP(d,d), GP(d,s) + G (s,d)}, (1.56)

que es un conjunto de operadores que cierra bajo el dlgebra O(6). Tras ella, consideramos un o
idéntico al planteado en la ecuacién (|1.49)), con lo que recuperamos el resto de la primera cadena.
Por tanto, esta tltima posibilidad es:

U(6) > 0(6) > 0(5) > 0(3) > 0(2), (1.57)

y tenemos estados basicos:

Ue6) > 0O6) D O(B) D 0B) > 02
! ! ! ! ! > = |No7iaLMp). (1.58)
N o T,UA L My,

Una vez hemos presentado las distintas bases algebraicas que podemos obtener para diagonalizar el
hamiltoniano del IBM, debemos preguntarnos cudl es el proceso para hacer esta resolucién. En gene-
ral, podemos hacer esta diagonalizacién numéricamente, como haremos en el Capitulo [3] Sin embargo,
ahora vamos a introducir unas situaciones de especial interés, conocidas como simetrias dinamicas.
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Las simetrias dindmicas aparecen cuando el hamiltoniano es combinacién lineal de operadores que
son diagonales en una determinada base. En el contexto de bases obtenidas a partir de una cadena
de subgrupos, G D G’ O ..., como hemos hecho en las ultimas paginas, estos operadores reciben el
nombre de operadores de Casimir C(G). Dado que estos operadores ya son diagonales, tendremos:

H=aC(G)+dC(G)+... = E=alC(G))+{C(G))+... (1.59)
Formalmente, dada un dlgebra Q = {X, }aeca, un operador de Casimir C serd aquel que cumpla:
C,X,] =0, VaeA. (1.60)

Por ejemplo, el grupo de las rotaciones en el espacio tridimensional estd generado por las componentes
del momento angular, {L;}. Ademads, sabemos que:

L2, L] =0, Vi=x,y,2 = [L? X]=0, VX € O(3), (1.61)

Con lo que tendriamos que L? es un operador de Casimir para el dlgebra O(3). En términos de
nuestros operadores, los generadores de O(3) son {Ggl)(d, d)}; por tanto, tenemos:

[¢Y(d,d)- GV (d,d),X] =0, VX € O(3), (1.62)

Y, asi, G(l)(d, d) - G(l)(d, d) es un operador de Casimir para este grupo. Podemos notar que un ope-
rador no pierde la propiedad de conmutar con todo el grupo al multiplicarlo por una constante, luego
el producto escalar L - £, definido en (1.34)), también es de Casimir.

Los operadores de Casimir de cada grupo que hemos considerado en el IBM estan estudiados y tabu-
lados. Podemos expresar los mas relevantes en funcién de los operadores definidos en la ecuacién ((1.34))
como:

C[U6)] = N=(d-d)+(s"3),

GUGB)] = g,

ColSUB)] = [20°-Q°+3(L-L)/4]-2/3, (163
C[0(6)] = 2[N(N +4)—4Pt. P, '
Co[O(B)] = 4[(L-L£)/10+Ts - T3),

C[0(3)] = 2(£-L).

En la ecuacién ((1.63)), aparecen operadores notados como C;, i = 1,2; este indice se refiere a si el
invariante considerado es lineal o cuadratico.

En términos de estos operadores, el hamiltoniano més general sera:

H =ey+e1Ci[U(6)] + e2C2[U(6)] + C1[U(5)] + aCa[U(5)] + BC2[O(5)]+

(1.64)
+7C2[0(3)] + 6C2[SU(3)] + nC2[O(6)].

Notemos que el hamiltoniano definido en la ecuacién preserva 9 pardmetros a fijar. Ademas,
hay que comentar que no se ha incluido un operador de Casimir de O(2) en el hamiltoniano pues, al
igual que en otras situaciones que aparecen tipicamente en Mecanica Cuantica, no esperamos que la
energfa del sistema dependa de una proyeccién arbitraria del momento angular (suponiendo que hay
isotropia espacial y no existe ningun factor que dé preferencia a ciertas direcciones, como pueden ser
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los campos magnéticos externos).

Habiendo expresado H en términos de operadores de Casimir, podemos plantearnos el caso de tener
un hamiltoniano descrito con operadores de Casimir de dos de las cadenas. Por ejemplo, un caso
especialmente relevante para este trabajo serd una “mezcla” de las cadenas de U(5) y de O(6), como:

H = cC1[U(5)] + aCalU(5)] + BCO(5)] + 1C2[O(3)] + nCa]O(6)], (1.65)

donde hemos obviado los términos ey y C;[U(6)], que son constantes aditivas. El hamiltoniano presen-
tado en la ecuacién (|1.65]) sirve para modelar un nicleo que se encuentra en una situacién intermedia
entre los limites algebraicos de ambas bases.

Estas situaciones son conocidas como clases transicionales, y adquirirdn més importancia en la Sec-
ci6n 3| en la que analizamos la cadena de isétopos del rutenio, que se mueve entre el limite O(6) y el
limite U (5).

1.3.4. Limite clasico e interpretaciéon geométrica del IBM

A lo largo de las secciones anteriores, hemos formulado el IBM como un modelo puramente algebrai-
co. Sin embargo, en la Seccién hemos introducido también el formalismo de Bohr-Mottelson, con
un enfoque semiclasico que nos da informacién de la geometria del niicleo. Si queremos conectar los
posibles resultados obtenidos en ambos modelos, debemos introducir una forma de darle un significado
geométrico a las estructuras algebraicas del IBM. En esta seccién, plantearemos el formalismo de es-
tados coherentes, propuesto originalmente en [7], una teorfa de campo medio que nos permite asociar
el algebra del IBM con una geometria del nicleo.

La base de este formalismo es considerar estados de condensados bosénicos de la forma:

IN;B,7) = —

~CHN0), (1.66)

donde |0) representa el estado vacio, (3,) son pardmetros variacionales y F;r, es el operador de creacién
de bosones coherentes, definido como:

1 1
I‘; =—— |sT+ Bcos*yd;g + —2ﬁ sinfy(dg + dT_Q) . (1.67)

VI %

Dados estos estados, obtendremos unas superficies de energia F = E(N; 3,) a partir de la evaluacién
del valor esperado del hamiltoniano, H:

E(N;B,7) = (N; B,7[H|N; 8,7). (1.68)

Tomando el hamiltoniano multipolar, definido en la ecuacién (|1.33)), este valor esperado més general
serd (los detalles del célculo se incluyen en el Anexo :

Np? 7 9
E(N;,B,’y) = b <Ed—|—6l€1+f€3+5/€4> +

1+ 52 5

o | g = M o eos(an) + ot + (169
N 2

ﬁ [5+ (X2 + 4N +2)82 + (1 + X7(2N+5)H :
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1.4. TEORIA DE TRANSICIONES DE FASE

Como ya hemos comentado, los parametros 8 y v son variacionales, lo que significa que los valores
Bo = Bo(N) vy 70 = 70(N) que describiran al nicleo que estemos tratando seréan aquellos que verifiquen:

OE|  OE

9= _ = =0, (1.70)
9B lp=p, 9V

Y=

es decir, que la superficie de energia mostrada en la ecuacién ([1.69) tenga un minimo en (Sp, o).
Haciendo este desarrollo para cada una de las cadenas, encontramos:

1. En la cadena de U(5), la superficie de energia es independiente de v y E(N; /) tiene un minimo
en 8 =0.

2. Para la cadena de O(6), la energia sigue siendo independiente de 7 y ahora E(N;f) tiene un
minimo en S > 0.

3. En el caso de la cadena de SU(3), E(N; 3,7) tiene minimos para >0y y=06 v =7/3.

Si identificamos los pardmetros variacionales (/3,) con las variables de Hill-Wheeler, introducidas en
la ecuacién en el contexto del modelo colectivo, y que representan deformaciones en la superfi-
cie nuclear, podemos asociar cada una de las tres estructuras algebraicas del IBM con una forma del
ntcleo, como se expone en la Tabla

Limite algebraico | S vy Forma del ntcleo
U(5) 0 | Independiente Esférico
0(6) > (0 | Independiente | Deformado, y-inestable
0 Prolado
SU(3) >0
/3 Oblado

Tabla 1.1: Identificaciones entre las estructuras algebraicas del IBM 1y las formas del nicleo en el
modelo de Bohr.

Esta identificacién sera relevante en la Seccidn [3] pues también trataremos los isétopos del rutenio
en este formalismo, y podremos observar que se produce una transicién entre nicleos esféricos y
deformados, y-inestables, en un proceso que es una transicién de fase de segundo orden.

1.4. Teoria de transiciones de fase

Como hemos comentando en la motivaciéon del trabajo, aparte de en las introducciones tedricas
previas, estudiaremos cémo se da una transicién de fase en el nticleo atémico cuando hay un cambio en
su forma a lo largo de una linea isotépica. En esta seccién, vamos a introducir la base de la teoria de
transiciones de fase en sistemas termodinamicos clasicos, y discutiremos cémo se puede adaptar esta
teoria a sistemas cudnticos.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.4.1. Clasificacién de Ehrenfest

El primer estudio completo de transiciones de fase en sistemas clasicos proviene de Ehrenfest, quien
estudia el comportamiento de la energia libre de Gibbs, G, en los cambios de fase de determinados
fluidos. Experimentalmente, se observa que la transicién al helio liquido no presenta un calor latente,
a diferencia de lo que sucede en otros fluidos. Por ello, podemos sospechar que hay diferencias en el
modo en que distintas transiciones de fase tienen lugar, como se plantea en [§].

En la teoria termodinamica, G se expresa en términos de la energia interna, U, la temperatura, T,
la entropia, S, la presién, p, y el volumen, v como:

G(T,p)=U(T,p) — TS + pv. (1.71)

La idea propuesta por Ehrenfest es que podemos hablar de “transiciones de fase de orden n” cuando
alguna de las derivadas de orden n de G presenta una discontinuidad. Con esta formulacién, podemos
justificar las observaciones experimentales sobre el calor latente, ¢, que es proporcional a la variacién
de entropia en el proceso:

g x AS = S(Fase 2) — S(Fase 1). (1.72)

Ademaés, de la ecuacién (1.71]), tenemos:

- (29) a1

Por tanto, una transicién como la que hay del vapor de agua al agua liquida seria de primer orden,
ya que tendremos que:

8Gagua
oT

oG
T

oG

- 5| #0 (1.74)

gas

) es discontinua = ¢ o S(Vapor) — S(Liquido) =
p lig.

Sin emabargo, el proceso en el que el helio pasa de gas a liquido serfa una transiciéon de fase de
segundo orden, porque:

<(‘9GHe oG

) es continua = q X —
p

_ac
oT

= 0. (1.75)

gas

or or

lig.

1.4.2. Teoria de Landau

La teoria de transiciones de fase de Ehrenfest es un éxito a la hora de tratar problemas como el que
hemos planteado de la vaporizacién o, por ejemplo, el de ciertas propiedades magnéticas (entendien-
do como transicién de fase el paso de un cardcter diamagnético a ferromagnético en el entorno de la
temperatura de Curie, por ejemplo). Sin embargo, esta formulacién no es capaz de explicar ciertas
transiciones de fase de segundo orden, como aquellas relacionadas con la superconductividad.

Para tratar con mayor precision las transiciones de segundo orden, introducimos la teoria de Lan-
dau [9]. Para desarrollar el formalismo, trabajamos con la energia libre del sistema, F', que suponemos
por simplicidad que depende de un tnico pardmetro de orden, x, y un parametro de control, . Ademas,
introducimos la hipétesis de que F' es analitica en = y en su derivada.
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1.4. TEORIA DE TRANSICIONES DE FASE

Si hacemos ademés ciertas suposiciones de simetria sobre el sistema (que se cumplirdn en nuestros
estudios), la energfa libre sélo dependerd de las potencias pares del pardmetro de orden al hacer un
desarrollo en serie alrededor de x = 0:

" = a(y)z® + Mx‘l. (1.76)

F(z,y)— Foly) =Y 5

n=1

¥5

z=0

La propuesta de Landau es que la condicién para que tenga lugar una transicién de segundo orden es
que el coeficiente de 22 en el desarrollo anterior sea nulo. Por tanto, el valor del pardmetro de control
en el que alcanzamos el punto critico serd aquel tal que a(y.) = 0.

En general, para obtener el valor del parametro de orden del sistema, no tendriamos mas que mini-
mizar la energia libre en z. En el caso de que la aproximacion hecha en la ecuacién ([1.76)) para z < 1
sea buena, tenemos:

((?)f: . ~ 2a(y)zo + 2b(y)zg =0 = { i% : O—a(y)/b(y). (1.77)

La ecuacién anterior presenta una casuistica variada y la posible existencia de soluciones no nulas del
parametro de orden estd directamente relacionada con la fase en la que se encuentra el sistema, como
veremos mas adelante en nuestro caso.

1.4.3. Transiciones en sistemas cuanticos

Las descripciones que hemos hecho hasta ahora de las transiciones de fase se basan en andlisis en
el limite termodindmico. Si bien la teoria de Landau se puede aplicar a sistemas con una descripcion
cuédntica (como puede ser el modelo de Ising, que trata el ferromagnetismo desde un punto de vista de
la discretizacién del momento angular de espin), la posibilidad de aplicar estos formalismos a sistemas
puramente cudnticos de tamano finito, como los nicleos atémicos que tratamos en este trabajo, no es
algo directo.

En el caso del nicleo, como introdujimos en la Seccién tenemos una expresién de la energia
del sistema en términos de un parametro variacional, 3, y el nimero de bosones, N. En este modelo,
podemos identificar 5 con el pardmetro de orden y N como el parametro de control. Sin embargo, la
naturaleza del sistema hace que la variable NV sélo pueda tomar valores enteros positivos; por tanto, al
hacer una descripcién de los nucleos reales, también habra una conjunto discreto de posibles valores

para f.

Pese a que a lo largo del trabajo usaremos estas descripciones para predecir tedricamente la existencia
de transiciones de fase, debemos tener en cuenta que estamos adaptando modelos clasicos o semi-clasicos
a descripciones cudnticas, lo que nos lleva a hacer ciertas suposiciones que no son en absoluto obvias
como, por ejemplo, la validez de derivar respecto de un parametro que, a efectos practicos, es discreto.
Por estos motivos, en la literatura, es comiin encontrar que estas transiciones en sistemas cuanticos se
renombren como “precursores de transiciones de fase”, debido a esta falta de adecuacién al formalismo.
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Capitulo 2

El punto critico E(5)

En la Seccién[I.2] de este trabajo, presentamos el modelo de Bohr-Mottelson, o modelo colectivo, como
un formalismo en el que obtener ecuaciones para el nicleo en términos de su geometria, introduciendo
los parametros de deformacion 8 y . Obtuvimos la ecuaciéon de Schrédinger general en este tipo de
sistemas para, después, particularizar al estudio a niicleos sometidos a potenciales ~y-inestables, es decir,
independientes del parametro . En este caso, la ecuacién de Schrodinger es separable, de forma que
tenemos una ecuacién diferencial ordinaria para la parte en 3, con la forma:

., 1, +3/2)2
© +B<p+ €—U(5)—(Tﬁz/)

A esta ecuacién, debemos también imponerle condiciones de contorno. Para la funcién f, solucién de
la ecuacion original (|1.15]), estas condiciones son:

v =0. (2.1)

|f(B— 0)] < 400, f(B— o0)=0. (2.2)

Dado que ¢ = $%/2f, las condiciones de contorno para ¢ son:

(B —0) = (B — o00) = 0. (2.3)

En esta seccién, propondremos dos potenciales para la ecuacién (2.1) y estudiaremos sus implicacio-
nes, ademas de tratar de trasladar situaciones similares al IBM.

2.1. Modelando el punto critico: potencial de pozo infinito

A la hora de estudiar potenciales y-inestables, podemos encontrarnos con dos situaciones claramente
diferenciadas: potenciales cuyo minimo absoluto esté en § = 0 o en § > 0. Desde el punto de vista
de la geometria del nicleo, esta diferencia es esencial, pues el primer caso nos da un nicleo esférico,
mientras que el segundo implica tener un ntcleo deformado, ~y-inestable.

En esta seccidn, no vamos a tratar ninguno de esos dos extremos, sino la transicion entre uno y otro.
Queremos resolver la ecuacién ([2.1)) para un potencial que, de una forma u otra, represente el punto
critico en el que un nucleo pasa de ser esférico a ser deformado, todo mientras mantiene la indepen-
dencia de 7.

En la Figura tratamos de ilustrar esta transicién: vemos cémo u(3) = % nos darfa un nticleo
esférico, mientras que u(3) = —B% + B*/2 corresponderia a una situaciéon deformada. En esta primera
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CAPITULO 2. EL PUNTO CRITICO E(5)

aproximacién al problema, vamos a seguir la propuesta de [10], modelando el cambio mediante el po-
tencial de pozo infinito, también representado en la Figura 2.1

Por tanto, vamos a centrarnos en el analisis de las soluciones de la ecuacién (2.1)) en el caso de que
el potencial propuesto tenga la forma:

0 <
u(ﬁ) = ’ 6 = 611)7 (2'4)
+OO, 5 > Bw'
1 T I I l / ‘
7
—— Pozo infinito / /'"
0.8F |- _. = 3 / |
() =& o/
——-u(B) = 3 S/
0.6 |mi w(B) = —B% + 54/2 RN i
// s
0.4} 2 2 |
. b . . l/'/
2 g2} -7 ~ |
3 Pie T /',‘
0 "’ s - |
............ Bo=1
02p e 4
-04 - e -
0 0.2 0.4 0.6 0.8 E 1.2
B

Figura 2.1: Representacion de varios potenciales independientes de vy, ilustrando la transicion de un
nicleo esférico a uno deformado.

Sin embargo, antes de resolver la ecuacién, merece la pena discutir otro de sus términos. Si nos
fijamos en el ultimo sumando del factor en ¢, podemos notar que tiene una forma andloga al potencial
centrifugo que estudiamos en la resolucion de potenciales centrales tridimensionales:

(T +3/2)? I(1+1) 05
- ,82 - r2 : ( . )

En la Figura representamos la superposicién del término centrifugo y del potencial de pozo in-
finito para 8, = 1. Con ella, podemos inferir la relevancia que tiene la eleccién del pardmetro 3, del
pozo infinito: si hiciéramos (3, < 1, el término centrifugo ganaria méas importancia, lo que acercaria al
sistema més a un rotor puro.

Procedemos ahora a la resolucién de la ecuacién ([2.1)). En el caso de que el potencial tenga la forma
propuesta en la ecuaciéon (2.4) de pozo infinito, la ecuacién toma la siguiente forma:

1 2)2
¢~+¢+[5_<T+?;/)}@=o, 0< 5 < fu, (2.6)
B B
Con condiciones de contorno:
©(0) = ¢(Buw) = 0. (2.7)
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100 — \

80 -

60 -

U+ ‘/::e,nt

20

Figura 2.2: Suma del término centrifugo y del potencial de pozo infinito, para B, = 1.

Si introducimos el cambio de variable z = /23 = k3, con ¢(z) = p(j3), la ecuacién (2.6) resulta:

22

T 2
g4 [1- T o0, 0) = plks) = o. (2.8

Es inmediato reconocer que la ecuacién anterior es una ecuacién de Bessel, con pardmetro v = 7+3/2.
La solucién general de la ecuacién serd, por tanto, combinacién de las funciones de Bessel de primera
y segunda especie:

¢(2) = Ardry32(2) + A2Yri53)0(2). (2.9)

De las condiciones de contorno impuestas, obtenemos:
|2(0)]=0< 400 = A3=0 (2.10)
P(Bw) =0 = Jry3/2(2w) = Jry3/2(kBw) =0 (2.11)

La igualdad (2.11]) es especialmente importante, pues nos determina las energias del sistema. En
efecto, imponer esa igualdad nos lleva a:

Ter
Jria2(kBw) =0 = ker = BL (2.12)

donde ¢, es el -ésimo cero de J;3/5(2). De aqui y de la definicién que hicimos de € = k2, tenemos
los siguientes valores de energias:

h? R (e s\’
E = 71{/’2 = f,T . 2’1
ST 2B, 4T T 2B, < Bu > 219
Volviendo a las funciones de onda, hemos obtenido que las soluciones de la ecuacion son:
905,7'(6) = Cf,TJT+3/2(k€,T/6) = fE,T(/B) = 06,7'/873/2JT+3/2(1{:§,T/8)7 (2'14)
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donde Cg¢ ; es una constante de normalizaciéon. Para calcularla, debemos imponer que (fer|fe-) = 1.
Haciendo esto:

B Buw - B o z = ﬁ/ﬁw _
1= /O fer(B)?B* dB = |Ce.rI? /0 Bz ayalkerf) df = [ 4B = B dz ] -

. (2.15)
= ‘06,7‘255;/0 sz+3/2(:c§,Tz) dz.
Ahora, podemos usar la siguiente propiedad de las funciones de Bessel:
1
)
/0 2Jo(Ta,m?)Ja(Tanz) dz = gm J§+1(xa7m). (2.16)
En el caso particular de n = m, la ecuacién anterior resulta en lo siguiente:
1
J,
/ 2J2 (Tom?) dz = W (2.17)
0
Podemos sustituir este resultado en la ecuacion ([2.15)), obteniendo:
1 V2 -1
L= 5|Cer "B 07 55 (we7) = Cer = 5 | Tris /o (zer)| (2.18)

donde hemos tomado las constantes de normalizacién positivas y reales.

Usando el resultado de la ecuacién ([2.18]), podemos escribir la forma completa de las funciones de
onda en f(f) como:
V2 1,
fer(B) = B | Jrys2(me )| B 32 Je 1 (ke - B). (2.19)
w
Por tanto, las funciones de onda en S son modificaciones de las funciones de Bessel. Dado que las
funciones de Bessel son base de una representacion del grupo euclideo, y estamos tratando con un
espacio de 5 dimensiones, llamaremos a este estado del nicleo la simetria E(5).

En las Figuras y representamos las funciones 32 fer para los primeros valores de 7 y §.

Para evitar la dependencia del parametro f3,, se representa (3° f&Tﬁg/ % en funcién de B/ Bw. Podemos
notar en ellas que la funcién f¢ ; tiene una cantidad de £ — 1 ceros en el intervalo (0, 3,). Vemos aqui
el paralelismo con el nimero cuantico principal n de las funciones de onda del dtomo de hidrégeno,
ya que la parte radial de ®,,;,, tiene n ceros. Ademds, observamos que, al aumentar el niimero 7, las
funciones de onda se desplazan hacia la derecha, al igual que ocurre en el caso del potencial centrifugo,
como se puede ver en la Figura|2.2

Como hemos demostrado en la ecuacién ([2.13)), el espectro de energias (y, en general, los observables)
dependera de los ceros de funciones de Bessel. En la Tabla se incluyen algunos de los primeros
ceros necesarios, calculados numéricamente.

Te, | E=1] €=2 | £€=3 | £=4

7=0 | 4,4934 | 7,7253 | 10,0041 | 14,0662
7=1]5,7635 | 9,0950 | 12,3229 | 15,5146
T=2 ] 60879 | 10,4171 | 13,6980 | 16,9236
T =3 | 81826 | 11,7049 | 15,0397 | 18,3013

Tabla 2.1: Ceros de las funciones de Bessel, x¢ -, para § =1,...,4 y7=0,...,3.
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B/Buw
Figura 2.3: Funciones de onda f¢ -, solucion de la ecuacion (1.15), para § =1,...,4 y 7 =0.

-0.4+ g
— f1.0
-=-fi1

0.8} — )
....... fis

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

B/Bw
Figura 2.4: Funciones de onda f¢ -, solucion de la ecuacion (1.15), para { =1y 7 =0,...,3.

En la ecuacién (2.13), podemos ver que el valor concreto de las energias depende de la anchura que
le impongamos al pozo, B, ademas del pardmetro de masa, By. Para hacer un anélisis de estructura,
podemos dar energias reducidas, en unidades del primer estado excitado, de forma que eliminamos

estas dependencias:
2 2
_ Eer—FEip  Ter—Tip 590
. = (2.20)
1,1 1,0 Ti1— 19
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62 f£TBSJ/Z

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

ﬁ/ﬁw

Figura 2.5: Funciones de onda f¢r, solucion de la ecuacion (1.15), para § =2 y7=0,...,3.

De esta forma, podemos obtener las energias de excitacién para el punto critico E(5), expuestas en
la Tabla

cer | E=1 | =2 £=3 | £¢=4

7=0| 0 30314 75774 | 13,6387
7=1| 1 |48000| 10,1072 | 16,9277
7=2 | 2,1986 | 6,7803 | 12,8540 | 20,4363
T=3 | 3,5808 | 8,0673 | 15,8137 | 24,1615

Tabla 2.2: Energias propias (reducidas) del sistema, e¢ -, para § =1,...,4 y7=0,...,3.

De la Tabla @ es importante destacar el valor e 2, ya que éste se corresponde con el conocido
como ratio 4/2, cuyo valor es relevante al estudiar los nicleos par-par y nos permite caracterizar el
potencial al que estd sometido el nicleo. En la Tabla recogemos algunos otros ratios de energias
que usaremos para comparar con otros resultados obtenidos a lo largo del trabajo.

E41,2/E21,1 E02,0/E21,1 E01,3/E21,1 E02,0/E01,3
2.20 3.03 3.59 0.84

Tabla 2.3: Algunos ratios de energias relevantes en la simetria E(5).

Otro observable de gran relevancia en el estudio de estos nicleos son los ratios de transicién electro-
magnética. Para calcularlos, siguiendo el procedimiento de [II], primero reescribimos los autoestados
del hamiltoniano de Bohr en la base de un niucleo 7-inestable como:

‘11(1857’92) = ff,’r(ﬁ)‘pzzw(f}/a 07,) = |§7T7 V’L’ M> (221)
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El operador que nos interesa en los nicleos estudiados es el cuadrupolar, que tiene las componentes:

1 .
TF? = tas, = B |cosyD2 o + 7557 (D2, +D2_5)|, p=0+1,+2. (2.22)

QZH

Asi, la tasa de transicién de un estado |¢, 7, v, L, M) a uno |, 7', v/, L', M') seré:

(&, 7, L||TED|| ¢, 7, L)|?
2L +1 ’

B(E2;¢,7,L,M — &, 7', L', M) = (2.23)
donde hemos introducido el simbolo (£, 7, L ||T(F?)|| ¢ 7/, L') para representar el elemento de matriz
reducido en O(3) del operador T(¥?), La definicién de estos elementos de matriz vienen de la suposicién
de que no dependen de las proyecciones del momento angular M, M’. Podemos relacionar el elemento
de matriz reducido con el “convencional” mediante coeficientes de Clebsch-Gordan, segtin el Teorema
de Wigner-Eckart. Este teorema, siguiendo el criterio de [11], nos dice que, para un tensor esférico
W,SJ ), sus elementos de matriz se relacionan mediante la expresién:

(B || WD || Jy)
V2Jos+1

En la ecuacion (2.23)), hemos ignorado la etiqueta v, ya que, como hemos dicho antes, esta proviene
de la multiplicidad de la reduccién O(5) D O(3) y solo tiene relevancia para momentos angulares L > 6.

(B Jo Mo | W) |a JuMy) = (JiMajp | Jo M) . (2.24)

Como ya hemos dicho, en la ecuacién ([2.23) hemos introducido el elemento de matriz reducido en O(3).
Para simplificar el cdlculo con un tratamiento algebraico, introducimos andlogamente los elementos de
matriz reducidos de O(5):

(& T NTE2NE )2

B(E2; ') =
( 7677—%677—) 2L+1

(2.25)

Podemos calcular este nuevo tipo de elemento de matriz mediante la correspondiente generalizacion

A~

del Teorema de Wigner-Eckart: dado un operador tensorial esférico sobre O(5), T o.M Se tiene:
<UiaiLiMi ]T§7L7M]vfafoMf) = <1}f04foMf,’UOzLM ’ viaiLiMi> X <’Ui |HTUH‘ Uf>. (2.26)

El objetivo es simplificar lo enunciado en la ecuacién (2.26)), combinando este teorema con la versién
enunciada para operadores sobre O(3). Para ello, y siguiendo de nuevo el criterio de [I1], definimos los
coeficientes de Clebsch-Gordan de O(5) reducidos en O(3) como:

(vpap LMy, valLM |vioi LiM;) = (LyMyLM | LiM;) (vgos Ly, val || vioy Ly). (2.27)

Usando el Teorema de Wigner-Eckart usual para O(3), el enunciado en ([2.26)) para O(5) y la identidad
entre coeficientes de la ecuacion ([2.27)), podemos relacionar los elementos de matriz reducidos como:

(vioiLi || T2 || vagLy)
V20, +1

Teniendo en cuenta estas relaciones, podemos determinar el ratio de transicién definido en la ecuacion
(2.23)) a partir del ratio reducido de la ecuacién ([2.25)) como sigue:

= (vpasLy,val || vieiLs) x {oy [||Z7]] | vi). (2.28)

B(E2;¢,7,L,M — ¢ .7/, L', M'") = (r'a'L',112|| raL)?* x B(E2;¢,7 — £, 1'). (2.29)
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Notemos que, en particular, no hay ninguna dependencia de las proyecciones de espin M, M’, con lo
que las eliminamos de la notacion.

Para los estados considerados, tal y como se demuestra en [II], los elementos de matriz reducidos
tienen la forma:

— T T+3
B(E2; 6-77- —) 5/’ T/) = t2|_[£’7_;§l77_/|2 X [57—/77_127__‘_3 + 7—/77-_1’_127_7_}—3 (2.30)
En la ecuacién anterior, hemos introducido la integral I¢ -.¢/ -/, definida como:
. Buw . A
Ie e 7= (& T|BE,T) = fé-(B)Bfer - (B)B" dB. (2.31)
0

Usando la forma de las funciones f(/) y haciendo el cambio de variable usado en la ecuacién (2.15)
de z = B/By, llegamos a la forma general de las integrales

1
-1
/0 Z2JT+3/2(3:57TZ)JT/+3/2(35§/,T/Z) dz. (2.32)

—1
I&-ﬂ_;&'lﬂ_/ = 20y ’JT+5/2(13§,7')| |JT’+5/2(:’U§/7T/)

A diferencia de lo que ocurrié con la constante de normalizacién, no hay simplificacién al caso general
de estas integrales, y deberemos calcularlas numéricamente.

Una integral relevante es la de la transicién 211 — 01,0, ya que expresaremos los ratios de transicién
en unidades de esta. El valor de esta integral es:

1
1171;170 = 2/811) ’J7/2(a;1,1)|_1 }J5/2(3317())‘_1/ 22J5/2(a:1,1z)J3/2(a;17oz) dz = 0,6104,3w. (233)
0

Como se ha comentado antes, expresaremos los ratios de transicién adimensionalmente, de forma que
la transicién 21,1 — 01,9 tenga un valor 100, ya que esto nos permite obtener resultados independientes
del factor de escala t del operador cuadrupolar eléctrico y de ,,. Definimos entonces los ratios reducidos

COmao:
_ B(E%&m L~ ¢, L)

MLgr — L) =X L;¢ 7 L) = 100. 2.34
(Ler = L) SAET LT, L) BE21,1,251,0,0) 10 (2.34)
La forma de estos ratios serd, entonces:
I e/ ! 2 T T+3
AMLgr — L) = ‘oI 112 || vaL)? [ 25T L UL B D)
(L = o) = 500000 L 12wl (655 ) o [o T 23] @9

En la Tabla recogemos algunos cocientes de ratios de transicién que compararemos con los
obtenidos en otros modelos més adelante.

)\(4172 — 21,1) )\(02’0 — 2171) )\(21,2 — 2171) )\(61,3 — 41’2)
167 86 167 217

Tabla 2.4: Algunos ratios de transicion reducidos (en unidades de la transicion 211 — 01, tomando
ésta el valor 100) relevantes en la simetria E(5).

Una vez hemos calculado las energias y los ratios de transiciéon del sistema, podemos representarlos
en un espectro como el que se presenta en la Figura [2.6] Este espectro contiene gran cantidad de
informacién sobre la simetria E(5) y serd comparado con los que obtengamos en otras circunstancias.
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2.1. MODELANDO EL PUNTO CRITICO: POTENCIAL DE POZO INFINITO
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Figura 2.6: Espectro esquemdtico de la simetria E(5). Los nimeros cercanos a las flechas entre
estados indican los ratios de transicion cuadrupolar eléctrica reducidos, A(L¢ » — L’g,’T,).
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Figura 2.7: Detalle de la Figum mostrando los estados de la primera banda y el inicio de la
sequnda.
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CAPITULO 2. EL PUNTO CRITICO E(5)

2.2. Otras aproximaciones al punto critico

En la seccién anterior, hemos resuelto el problema del hamiltoniano de Bohr-Mottelson en el caso
de un potencial que modela la transicién entre un nucleo esférico y un nicleo deformado, y-inestable.
Segun lo que estudiamos en la Seccién podemos relacionar esta transicién con la clase transicio-
nal O(6) —U(5). En esta seccidén, vamos a estudiar, siguiendo las ideas de [12], cémo se comporta esta
clase transicional de forma simplificada en el formalismo de estados coherentes y qué podemos esperar
sobre el punto critico. Ademas, estudiaremos las diferencias entre las predicciones que hace el IBM y
el modelo de Bohr en el punto critico.

2.2.1. El punto critico en el formalismo de estados coherentes

Vamos a tratar de modelar la transicién de fase E(5) en el formalismo de estados coherentes. Primero,
recordemos que podemos identificar cada cadena de algebras en el IBM con sus operadores de Casimir.
Los operadores asociados a los dlgebras U(5) y O(6) son:

CilU(B)] =g, Ca2[O(6)] = 2[N(N +4) — 4P" - P). (2.36)

Si obviamos el término N (]\7 + 4), que sélo aporta un cambio en el origen de energias al variar del
nuimero de bosones, podemos modelar el hamiltoniano de la transiciéon O(5) — U(6) como:

1—2z

N -1

El hamiltoniano de la ecuacion anterior es claramente el mismo que presentamos en la ecuacién ,

tomando ¢4 =z, ko = (1 — 2)/(N — 1) y el resto de pardmetros idénticamente nulos. Merece la pena

comentar que el motivo por el que no tomamos kg = 1 — z es porque el factor 1/(N — 1) da cuenta de
las variaciones por tamano finito al trabajar con la transicién de fase.

H, = zig + PP, zel01]. (2.37)

En esta situacion, la energfa del sistema en el formalismo de estados coherentes se obtiene trivialmente
con la nueva definicién de los parametros a partir de la ecuacion ([1.69)):

62 1— 1_52 2
1162+ 4x<1+ﬁ2>]. (2.38)

Segin hemos discutido en la Seccién la condicién para que se dé la situacién de encontrarse en
el punto critico es:

E.(N;8)=N

O*E,

€ = 0 = T, = 1 2. 2.39

L c=1/ (2:39)

En este caso, haciendo un desarrollo alrededor de 8 = 0 de la expresién ([2.38)), tenemos:
4
1 O"E, NBt o,
E, (N;B)— E; (N;0) = — = "= 2.4
v (N3 B) = B (N;0) ;n! o5 |, =2 < (2.40)

donde hemos usado que [0"E,, /08" s—0 = 0 para n = 1,2,3, y [0*E,,/0B% 3-0 = 12N. En la Figu-
ra podemos observar la energia descrita por la ecuacién (2.38)) para varios valores de z, fijando
N =8, junto con la curva E = 434, que, segiin (2.40)), es la dependencia en el punto critico.

Observamos que la prediccién que obtenemos en este formalismo para la transicién de fase no coincide
con lo planteado en el modelo de Bohr: pasamos de un potencial de pozo infinito, a uno de la forma
B%. Por ello, en la literatura se conoce a esta situacién como punto critico e(5), ya que no reproduce
exactamente la propuesta que hicimos en la seccién anterior.
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2.2. OTRAS APROXIMACIONES AL PUNTO CRITICO
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Figura 2.8: Representacion de las curvas de energia descritas por la ecuacion (2.38]), con N =8, para
varios valores de x, junto con la dependencia calculada en el punto critico.

2.2.2. El potencial 3* en el modelo colectivo

Como ya hemos visto y comentado, la dependencia de la energia predicha por el formalismo de esta-
dos coherentes para el punto critico es del tipo %, frente al pozo infinito propuesto en la Seccién
Sin emabrgo, como podemos ver en la Figura el potencial 8% sirve como una buena aproximacién
al pozo infinito en el limite de 8 pequeno, dando una transicién mds “suave”, con lo que podemos
plantearnos el calcular las soluciones para un ntucleo descrito mediante el modelo de Bohr-Mottelson
sometido a un potencial de la forma u(3) = B%.

Por tanto, consideramos ahora una ecuacién como ([2.1)), que ahora toma la forma:

1 T+ 3/2)?
o'+ BQO/ + e —pt = (52/) 0=0, ¢(0)=p(+o)=0. (2.41)

A diferencia de lo que sucedia en el potencial de pozo infinito, esta ecuacién no tiene soluciones
analiticas, luego debemos hacer la resolucién numéricamente. Los detalles de esta resolucién, por el

método de diferencias finitas, se incluyen en el Anexo [C]

Como comentamos en la Seccién hay ciertos valores de energias y ratios de transicién especial-
mente utiles para hacer una comparacién rapida entre distintos modelos nucleares. En las Tablas
y exponemos algunos de estos valores en el potencial 4%, comparando con los obtenidos para la
simetria F/(5). Podemos observar en estas tablas que hay diferencias significativas entre los resultados
predichos en el punto critico E(5) y en el potencial (%, Sin embargo, estas diferencias adquirirdn mayor
relevancia cuando comparemos con los resultados obtenidos en otros potenciales (como haremos en la
secci6n siguiente) o los calculados en el IBM.
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Figura 2.9: Representacion de varios potenciales independientes de vy, ilustrando la transicion de un
nicleo esférico a uno deformado en el rango de B < 1.

E41,2/E21,1 E02,0/E21,1 E01,3/E21,1 E02,0/E01,3

E(5) 2.20 3.03 3.59 0.84
B4 2.09 2.39 3.27 0.73

Tabla 2.5: Algunos ratios de energias relevantes en la simetria E(5) y el potencial 3*.

)\(4172 — 2171) )\(02’0 — 2171) )\(2172 — 2171) )\(6173 — 4172)

E(5) 167 86 167 217
B4 183 141 183 256

Tabla 2.6: Algunos ratios de transicion reducidos (en unidades de la transicion 211 — 019, tomando
ésta el valor 100) relevantes en la simetria E(5) y el potencial 3.

Con el objetivo de comparar mejor los potenciales, incluimos en las Figuras y el espectro
del niicleo en el potencial 34, que podemos comparar con el espectro de la simetria F(5) que veiamos
en las Figuras y Observamos en esta comparacién que el potencial 5% predice, en general, una
separacion menor en energias entre los niveles.

Como ultimo comentario al potencial 54, podemos ver una representacién de las funciones de onda
con 7 = ( en la Figura Si comparamos con la Figura donde representabamos esas funciones
en el pozo infinito, observamos que la estructura de las soluciones es extremadamente similiar: se sigue
manteniendo la relacién entre £ y el nimero de ceros y hay un “desplazamiento” a la izquierda segin
aumentamos este nimero cuantico. Una diferencia a destacar es que, en este caso, las funciones de onda
no llegan a anularse en el dominio donde las representamos, ya que la condicién es f(5 — oo) = 0,
frente a lo que sucedia en el pozo infinito, donde las soluciones son idénticamente nulas para 8 > (.
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Figura 2.10: Espectro esquemdtico del niicleo en el potencial u(B) = B*. Los niimeros cercanos a las
flechas entre estados indican los ratios de transicion cuadrupolar eléctrica reducidos, N(L¢ r — L’g,’T,).
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Figura 2.11: Detalle de la Figura mostrando los estados de la primera banda vy el inicio de la

sequnda.
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CAPITULO 2. EL PUNTO CRITICO E(5)

BQfé,T

Figura 2.12: Funciones de onda f¢ -, solucion de la ecuacion (2.41), para { =1,...,4 y 7 =0.

2.3. Extremos de la transicion de fase

A lo largo de este capitulo hemos descrito, desde varios enfoques tedricos, la transicién de fase que se
da entre un ntcleo esférico y uno deformado, y-inestable. Con el objetivo de hacernos una idea de cémo
se encuadra este punto critico entre los extremos de la transicién, vamos a presentar en esta seccién
los resultados, en el modelo de Bohr-Mottelson, elementales para ambos limites, mediante modelos de
oscilador arménico. Estos resultados fueron desarrollados en [13] y aparecen recopilados en [14].

2.3.1. Limite de nucleo esférico

Como ya hemos comentado en varias ocasiones, en el formalismo de Bohr-Mottelson identificamos
un nicleo esférico con aquel descrito por un potencial que tenga su minimo absoluto en 5 = 0 (en este
caso, introducir una dependencia en v no cambiaria el caracter esférico, de acuerdo a la descripcion de
la superficie del nicleo presentada en la ecuacién )

En este caso, vamos a presentar el modelo més sencillo para un potencial de estas caracteristicas: un
oscilador arménico. Este potencial tiene la forma u(3) = kB3?/2, de modo que la ecuacién a resolver
sera:

1 (T +3/2)?

1
" + B(pl + e — 51@52 - e |7 0, ¢(0) =¢(c0) = 0. (2.42)

Este problema diferencial tiene soluciones exactas, presentadas en [14]. Aqui nos limitamos a incluir

los resultados referentes al espectro, que nos sirvan para comparar en términos de observables fisicos
esta situacién con otras descritas anterior y posteriormente.

Aligual que en los potenciales antes comentados, las soluciones en [ vienen etiquetas por dos niimeros
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2.3. EXTREMOS DE LA TRANSICION DE FASE

cuédnticos (n, 7). Las energias del sistema tienen la forma:

5 5
E,r= <Nm + 2) hw = <2n +7+ 2) hw, Npr=0,1,... (2.43)

En la ecuacién anterior, hemos definido la frecuencia de vibracién como w = y/k/Bsg, donde By es el
pardmetro de masa que introdujimos en la ecuacién ([1.11)).

Notemos que, en este caso, dado que N = 2n +7 = 0,1,..., el nimero cudntico n toma valores
enn = 0,1,.... Con el objetivo de hacer més clara la comparacién con los casos antes estudiados,
introducimos el nimero cudntico § =n+1=1,2,...; con él, el espectro toma la forma:

1
ES’T:<2€+T—|—2>M, E=1,2,...;7=0,1,... (2.44)

Como ya hemos hecho antes, podemos eliminar la dependencia de los pardmetros introduciendo las
energias reducidas o de excitacion:
. Eer—Erp
577 = =
Ei11— FEip
Asi, obtenemos unos resultados de cocientes de energias como los que podemos ver en la tercera fila

de la Tabla 2.7 Como podemos observar, los valores de cocientes de energias en el limite esférico sirven
como cota inferior a los obtenidos en ambos modelos del punto critico.

26 —-1)+ (2.45)

2.3.2. Limite de nicleo deformado 7-inestable

Andlogamente a lo presentado en la seccién anterior, buscamos resolver un potencial u(3) que modele
un nucleo deformado, v-inestable, es decir, un potencial independiente de v y cuyo minimo se encuentre
en un valor § > 0. La propuesta realizada en [I3] es de modelar esta situacién mediante un oscilador
arménico desplazado, u(3) = k(8 — Bo)?/2.

Mediante los cambios de variable x = \/Bow/(h3), ¢ = z%f, podemos llegar a que la ecuacién a
resolver es: ) ) ( 1( 2)
" 2 T+ )T+ _
—S¢"+ 5 [(w—m e e P (2.46)
Para obtener los autovalores de la ecuacién anterior, consideramos el término de potencial efectivo y
lo desarrollamos en serie alrededor de su minimo, Z,:

1 T+1)(7+2 - w2 . d?v,
vr(x) = 5 (x —20)* + (xg)] ~ o (Tr) + 7(30 — %)% wy= w2l (2.47)

FEn esta aproximacion, tendremos una ecuacién de oscilador arménico monodimensional desplazado,
con la frecuencia angular, w,, y el origen, Z,, dependientes del nimero cuantico 7. Asi, las energias
tendran la forma:

e, = <g - ;) wr fvs(@n), E=1,2,... (2.48)

Merece la pena comentar que los errores cometidos en la estimacién de la energia con esta aproxima-
cién son siempre menores del 4 %.
Dado que z ~ 8~/2, deberfamos usar valores altos de zg a la hora de resolver la ecuacién anterior,
ya que la deformacién 3 no puede tomar valores elevados. En la Tabla se incluyen los resultados
para un valor de o = 10, con el que los resultados numéricos empiezan a estabilizarse.
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CAPITULO 2. EL PUNTO CRITICO E(5)

E41,2/E21,1 E02,0 /E21,1 E01,3 /E21,1 EOQ,O/EOI,S

E(5) 2.20 3.03 3.59 0.84

B4 2.09 2.39 3.27 0.73
Esférico 2.00 2.00 3.00 0.67
Deformado 2.49 49.3 4.49 10.98

Tabla 2.7: Algunos ratios de energias relevantes en la simetria FE(5), el potencial 5* y los limites de
nicleo esférico y deformado, y-inestable.

Notemos que los cocientes que involucran al estado 0;0 toman valores mucho mayores que los otros;
esto se debe a que, en este modelo de potencial, la primera banda vibracional (con £ = 2) tiende a
subir en energia, mientras que el primer estado excitado, 2?1, se acerca al fundamental.

Como podemos notar en la Tabla los valores de energias obtenidos en los modelos del punto
critico se encuentran entre los obtenidos en los limites esférico y deformado, «-inestable.
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Capitulo 3

La cadena isotdpica del Ru

En la Seccién introdujimos los fundamentos del modelo de bosones en interaccion, o IBM, desde
un punto de vista completamente tedrico. En este capitulo, nos dedicaremos a aplicar estos conceptos
para realizar calculos de estructura sobre los is6topos del rutenio. Dado que el IBM precisa de que el
ntcleo sea par-par, estudiaremos los nicleos *Ru, 2®Ru, ..., 9Ru.

Segiin comentamos en las caracteristicas del modelo, tratamos pares de nucleones cerca del limite
de las capas como bosones. Dado que el rutenio tiene nimero atémico Z = 44, y el quinto nimero
mégico es 50, consideramos N, = 3 bosones provenientes de “huecos” de protones. Ademss, el “°Ru
tiene A — Z = 52 neutrones, luego hay 2 neutrones en la tiltima capa, asi que considerariamos que tiene
N, = 1y, en global, lo identificariamos en el IBM como un nicleo con N = N, + N, = 4 bosones.
De forma andloga, podemos ver que toda la cadena que consideramos se corresponde con nicleos con
N =4,5,...,11 bosones.

A lo largo de esta seccién, usaremos los datos de energias para los isétopos del Ru procedentes de [15];
ademsds, los ratios de transicién para el ®*Ru provienen de [16].

3.1. Calculos de energias en el IBM

En esta seccién, vamos a realizar célculos sobre los niveles energéticos de los isétopos de rutenio, y a
compararlos con los resultados experimentales disponibles.

Para empezar, debemos recordar que en la Seccién[I.3]vimos varias formas de expresar el hamiltoniano
del IBM. Para hacer estos calculos, vamos a usar el operador en su forma multipolar:

. AT 54 Ay A L s L s K
H = eqng + ro(PT-P) + k1 (L - £) + £ (Q¥ - Q) + w3(Ts - T3) + ka(Ta - Ta) — ZON(N +4), (31)
es decir, el hamiltoniano de la ecuacién ((1.33)), fijando el origen de energias en E{(N) = koN (N +4)/4.

Para calcular los pardametros {e4, x,}, hacemos un procedimiento de ajuste por x? a los datos ex-
perimentales de los isétopos a considerar. Asi, en [I7], se obtienen los valores que exponemos en la
Tabla En ella, podemos notar que ko = k4 = 0; esto se debe a que esta cadena se corresponde con
la clase transicional U(5) —O(6) (en términos geométricos, la transicién del caso esférico al deformado,
~-inestable). Ademds, vemos que el tinico pardmetro que cambia a lo largo de la cadena es €4, mientras
que el resto se mantienen constantes.

45



CAPITULO 3. LA CADENA ISOTOPICA DEL RU

Con estos pardmetros, podemos ahora obtener los niveles energéticos y las transiciones electromagnéti-
cas de los is6topos del rutenio, para lo que hemos usado el cédigo desarrollado por P. Van Isacker [18].
Dado que una de las hipdtesis del modelo es que sélo trabajamos en los entornos de las capas cerradas,
s6lo podemos esperar que se reflejen correctamente los estados con energias relativamente pequenas,
que no involucren en exceso a las capas cerradas.

&d Ko K1 K2 R3 R4

887 —53N 932 1166 0 616 O

Tabla 3.1: Pardmetros del hamiltoniano (3.1) para la cadena isotépica del rutenio. Todos los
pardmetros tienen unidades de keV.

En la Figura (3.1} representamos los niveles de energia obtenidos con el IBM, tomando el origen en
el estado fundamental, Of, y comparamos con los datos experimentales disponibles. Es importante
comentar que, dado que en el IBM no aparecen de forma natural las bandas vibracionales que consi-
derdbamos antes, ya no podemos directamente notar los estados como J¢ -3 por tanto, simplemente se
notan con J7, siendo n el indice del estado entre los que tienen momento angular J (n = 1 si es el
estado de menor energia con espin J, n = 2 si es el primer excitado, etcétera).

96 100 104 108
A

Figura 3.1: Representacion de los cdlculos en el IBM de los primeros estados excitados en los isotopos
del Ru (en lineas continuas) y los datos experimentales (puntos).

Como podemos observar en la Figura[3.1] el ajuste con el IBM es especialmente bueno en los primeros
estados excitados, mientras que hay una dispersién considerablemente mayor para los estados 0; y 3?.
El mal ajuste a estos estados no es aislado de este andlisis, sino que se ha identificado en otros estudios.

Como hemos comentado en secciones previas, uno de los observables mas caracteristicos en los niicleos
par-par es el cociente de las energias del segundo y primer estado excitado, o ratio 4/2. En la Figura
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3.1. CALCULOS DE ENERGIAS EN EL IBM

incluimos una representacion de estos ratios calculados en el IBM, comparando con los resultados
en el modelo de Bohr. En esta figura, podemos ver no sélo el punto critico E(5) y los limites esférico
y -inestable que calculamos en la Seccion [2] sino que también hemos representado el limite de rotor
rigido, en el que las energias toman el valor:

Er — Ey L(L + 1)

E =IhPL(L+1) = e = = 3.2
L (L+1) = e By Fo o (3.2)

siendo Z el momento de inercia del nicleo y L el momento angular. Esta situacién, en la que el nicleo
rota entorno a un eje de deformacién, corresponde a un nicleo prolado u oblado. Este es un limite que
no hemos tratado en este trabajo, pero lo hemos incluido en la Figura [3.2] porque, como podemos ver,
los nicleos con A > 106 se alejan ligeramente de las predicciones del limite y-inestable, pero quedan
atn lejos del valor de E(47)/E(2") = 10/3 caracteristico de los nticleos oblados o prolados. Por tanto,
podemos conlcuir que se comportan como ntcleos deformados, y-inestables.

Un hecho importante a notar en la Figura y en las que seguirdn a continuacién, es que en el
modelo colectivo no tenemos ninguna dependencia con el nimero atémico del nicleo a considerar, con
lo que sus predicciones son constantes a lo largo de la cadena. Segin vemos en esta representacion,
los céalculos en el IBM quedan por encima de las predicciones para el niucleo esférico y el punto critico
E(5). También es relevante que los nicleos mejor ajustados son los de A = 100, 102, 104.

3.4 -
—IBM
3.2+ . N
¢ Experimental
5l —E(5) |
Esférico
—~osl ——~v-inestable |
R\: ’ ——Rotor Y ¢
i 26 r ‘/ -
= ¥
R 24t 1
3 ¢
2.2
¢
2
18 ¢ L I 1 1
96 100 104 108

A

Figura 3.2: Representacion de los ratios de las energias de los primeros estados excitados con espin
4% y 2% en la cadena del Ru, comparando con resultados del modelo de Bohr.

De forma andloga, podemos representar el resto de ratios de energias relevantes, que son los expuestos
en la Tabla Estas representaciones aparecen en las Figuras y Como podemos ver en
la figuras presentadas, no hemos incluido las barras de error en los datos experimentales. Esto se debe
a que estas incertidumbres son mucho menores que las escalas de energias en las que trabajamos y no
son visibles en la grafica. Merece la pena aclarar que, en las Figuras y no hemos incluido
los resultados del limite y-inestable en el modelo de Bohr, pues estos son muy altos, como vimos en la
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CAPITULO 3. LA CADENA ISOTOPICA DEL RU

Tabla y dificultaria la interpretacién de la grafica. Andlogamente, tampoco incluimos el limite de
rotor rigido, pues en él no existen estados excitados con repeticién de momento angular ni bandas, asi
que no podemos trabajar con los estados 0;, O;{.

5.0
—IBM
¢ Experimental
-~ E(5)
40 Esférico °
T
a
=
~
T
8 .
N

L L L L 1
96 100 104 108

Figura 3.3: Representacion de los ratios de las energias de los primeros estados excitados con espin
0" y 2% en la cadena del Ru, comparando con resultados del modelo de Bohr.

Por dltimo, vamos a tratar con otro observable experimental de especial relevancia, la energia de
separacion. En la teoria general de Fisica Nuclear, se define la energia de separaciéon de dos neutrones,
Son, a partir de las energias de ligadura:

Son(Z,A) = B(Z,A) — B(Z,A - 2). (3.3)

En el caso del IBM, donde caracterizamos a los nucleos por el niimero de bosones, tenemos que
“quitar” dos neutrones es equivalente a eliminar un bosén:

Son(N) = Brpm(N) — Brpu (N —1). (3.4)

Aqui aparece un problema a la hora de calcular las energias de ligadura. Como comentamos en la
introduccion tedrica al modelo, en el IBM consideramos tan solo los nucleones en el entorno de las
capas cerradas (es decir, es un modelo local). Sin embargo, la energia de ligadura es una propiedad
global, que debe tener en consideracién también lo que sucede en las capas completas. Por ello, segin
lo propuesto en [19], desde un punto de vista formal, la energia de ligadura en el IBM tendra la forma:

B]BM(N) :Bo(N)+Bgl(N), (35)
donde By(N) = —FEy(NN), siendo Ey(INV) la energia calculada para el estado fundamental en el modelo,

y By es una energia de ligadura “global”, que depende de la posicién en la capa y de la propia capa.
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Figura 3.4: Representacion de los ratios de las energias del sequndo estado excitado con espin 07 y el
primer 2% en la cadena del Ru, comparando con resultados del modelo de Bohr.
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Figura 3.5: Representacion de los ratios de las energias de los dos primeros estados excitados con
espin 07 en la cadena del Ru, comparando con resultados del modelo de Bohr.

El pardmetro By lo podriamos calcular usando argumentos basados en el modelo de capas; sin
embargo, por comodidad, vamos a usar un procedimiento alternativo para obtener los valores de Sa,,
sin tener que pasar por el cdlculo completo de Bg;. Para proceder, vamos a considerar que By es una
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CAPITULO 3. LA CADENA ISOTOPICA DEL RU

funcién cuadrética del ntimero de bosones, de la forma:
By(N)=a+bN +cN(N —1). (3.6)

Entonces, la diferencia entre la energia de ligadura global para dos isétopos consecutivos, que podemos
) M
notar como una “energfa de separacién global”, Sz, 41, es una funcién lineal de N

Songl = Bgi(N) = By(N —1) =b+2¢(N — 1) = p+ gN. (3.7)
Entonces, la energia de separacién en el marco del IBM sera:
Son,1BM(N) = Bo(N) — Bo(N — 1) + Sap gi(N). (3.8)

LLegados a este punto, reordenando la ecuaciéon anterior, estd claro que podemos hacer una buena
estimacién de S, 4 haciendo un ajuste de minimos cuadrados, usando las energias de separacién
experimentales:

Sancap — [Bo(N) = Bo(N — 1] & Sy (N) = p + gN (3.9)

Siguiendo este procedimiento, hemos calculado las energias de separacién de dos neutrones que se
presentan en la Figura (3.6

—IBM

18l ¢ ¢ Experimental |
% 16 - ) .
=)

& ¢

n

14+ =

12 1 n L n 1 L 1

96 100 104 108

A

Figura 3.6: Representacion de separacion de dos neutrones en la cadena del Ru.

Como hemos comentado anteriormente, en el modelo colectivo no hay ninguna dependencia del nime-
ro de nucleones, lo que en particular implica que no se puede calcular las energias de separaciéon, motivo
por el que, en la Figura [3.6] solo se incluyen los resultados experimentales y los calculos en el IBM.

3.2. Busqueda del punto critico

En la seccién anterior, hemos presentado los parametros usados en el hamiltoniano ((1.33|) para hacer
célculos en el IBM. Sin embargo, estos parametros también se pueden usar en la expresion de la energia
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3.2. BUSQUEDA DEL PUNTO CRITICO

en el formalismo de estados coherentes, presentada en la ecuacién ([1.69)).

Viendo la expresion , podemos notar que, al ser k9 = 0 en nuestro ajuste, la superifice de
energfa es independiente de 7 (lo que va acorde con la idea de que en la cadena con la que trabajamos
se da la transicién U(5) — O(6)). Por ello, podemos representar la energia E(N; ) como curvas en 3
para cada N, que es lo que exponemos en la Figura [3.7] en la que también incluimos una indicacién
del minimo de energia en cada curva, y la tendencia que tienen esos minimos.

—N=4—N-=8
—N=5 N=9
—N=6 N =10
N=7—N=11
/\07 =
>
[}
=)
S
Z
S i
-2

Figura 3.7: Representacion de las curvas de energia en el formalismo de estados coherentes, E(f3),
para cada uno de los isotopos considerados del Ru, incluyendo el minimo de energia. Debido al
término —koN (N +4)/4 del hamiltoniano, las curvas aparecen de forma que, a mayor ordenada en el
origen, menor numero de bosones N.

Como podemos observar en la Figura los isétopos con N = 4,...,7 tienen el minimo en 8 = 0,
lo que es senal de que son nicleos esféricos. Para N > 9, las curvas presentan claramente minimos
absolutos en 8 > 0, con lo que tenemos niucleos deformados, v-inestables. Sin emabrgo, el isétopo con
N = 8, que se corresponde con el '"Ru, se encuentra en la transicién entre ambos, presentando una
curva apreciablemente plana en un gran intervalo de valores de 5. Para recalcar esta idea, presenta-
mos en la Figura un detalle de las curvas de energia para N = 7,8,9, incluyendo una curva con
dependencia %, que, como demostramos en la Seccién es la forma que tiene el potencial en el
punto critico en el formalismo de estados coherentes.

Este anélisis nos permite sospechar que el '%Ru es el candidato en esta cadena de isétopos a presentar
el punto critico. Ademads, podemos confirmar esta prediccion numéricamente, usando la teoria de
Landau presentada en la Seccién La curva de energia de este sistema tiene la siguiente forma:

_ e
1

B(N: 8) (5d(N) 6r + g@) NN - (1 - 52>2, (3.10)

4 \1+ 32

51



CAPITULO 3. LA CADENA ISOTOPICA DEL RU
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Figura 3.8: Representacion de las curvas de energia en el formalismo de estados coherentes, E(f3),
para N = 17,8,9, incluyendo una curva teérica E(3) = B*.

donde hemos indicado explicitamente que €4 = a + bV tiene una dependencia en N, mientras que el
resto de parametros del ajuste son constantes. La condicién de Landau para las transiciones de fase de
segundo orden es:

g;b; T [—2a1(Nc)m - SQQ(NC)W =0 (3.11)
En la ecuacién anterior, hemos definido por comodidad los parametros:
ai(N) = N <sd(N) + 6y + ;,@,) , ao(N)=N(N — 1)% (3.12)
Aplicando la condicién de la ecuacién :
201 (N.) — 8as(N,) =0 = N, = L0 J;f’il; Ts/5 (3.13)
que, resolviendo para los valores numéricos de la Tabla [3.1] proprociona:
N, =7,7729 = 8. (3.14)

Por tanto, este resultado nos confirma lo que habiamos predicho con la inspeccién de la Figura [3.7]
el punto critico en la cadena de isétopos del rutenio se debe dar en el '%Ru. Por supuesto, aqui se
presenta el problema que ya discutimos cuando tratamos las transiciones de fase en sistemas cuanticos:
la condicién del punto critico se alcanza en un valor del pardmetro de control que no tiene sentido
fisico, y solo podemos asignarlo a la aproximacién mas sensata. Sin embargo, pese a esta complicacion,
afirmaremos a partir de ahora que el '°Ru es nuestro candidato a ser el punto critico.
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3.3. CaAlculos de transiciones electromagnéticas en el IBM

En esta seccién, vamos a presentar algunos resultados de transiciones electromagnéticas. Al igual que
hemos hecho en el formalismo de Bohr-Mottelson, nos vamos a centrar en las transiciones cuadrupola-
res eléctricas, F2.

Como ya vimos en la introduccién, las componentes del operador cuadrupolar eléctrico en el IBM
vienen dadas por:

T = Q) = q ([d" x 5+ st x AP + x[at x dP). (3.15)

En la ecuacién anterior, el pardmetro ¢ es, a priori, libre y representa la carga efectiva que tienen los
bosones considerados en el modelo.

Para hacer los célculos y dado que ya hemos visto que el niicleo que més nos interesa es el *4Ru,
fijaremos el valor de g de forma que se reproduzca la transiciéon ZT — OT de este nucleo:

B(E2;2{ — 0])exp = 0,168 e*b* = ¢ = 0,105 e. (3.16)

Dado que el ajuste presentado no nos da informacién sobre el pardmetro y, lo fijamos arbitrariamente
ayx=1.

Fijados estos parametros, podemos ver en la Figura los valores calculados en el IBM de la
transicién B(E2;4] — 2]) en unidades de la transicién B(E2;2{ — 07), incluyendo la correspon-
diente comparacién con el valor obtenido en el E(5) y los resultados experimentales.

Como podemos notar en la Figura al igual que pasaba con los cdlculos de energias (Figura ,
los nicleos en lo que mejor se predicen los resultados experimentales son los de A = 100, 102, 104.
Anélogamente, en la Figura mostramos los ratios de las transiciones B(E2;05 — 2]), de nuevo
en unidades de B(E2;4] — 27).

Dada la falta de resultados experimentales, no incluimos méas comparaciones de ratios de transicion
para la cadena de isétopos. Sin embargo, en la siguiente seccién, haremos un estudio en profundidad
del 1Ru, y mostraremos més resultados de sus transiciones cuadrupolares eléctricas.

3.4. Comparacion de resultados en el punto critico

A lo largo de esta seccién, hemos hecho un analisis de la cadena de isétopos del Ru, entendiéndola
como un ejemplo de transicion entre los limites U(5) (nicleo esférico) y O(6) (deformado, y-inestable).
En el proceso, hemos reconocido el niicleo '%Ru como candidato a ser aquel en el que se da la transicién
de fase entre ambos, lo que hemos llamado E(5) (en el formalismo de Bohr-Mottelson) o e(5) (en el
IBM). En este apartado, vamos a dedicarnos a recopilar todos los resultados obtenidos tedricamente a
lo largo del trabajo, para compararlos con los observables medidos experimentalmente para el 1%Ru,
y valorar mas si es, en efecto, el nicleo critico.

Para empezar, vamos a presentar el espectro calculado para este isétopo en el marco del IBM. Estos
resultados estdn recogidos en las Figuras y
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Figura 3.9: Representacion de los ratios de transicion B(E2; 4f — 2?) a lo largo de la cadena del Ru,
mostrando los cdlculos del IBM y el resultado en el E(5).

1.6 \
—IBM

E $ Experimental
——-E(5)

Figura 3.10: Representacion de los ratios de transicion B(E2; 0; — 2f) a lo largo de la cadena del
Ru, mostrando los cdlculos del IBM vy el resultado en el E(5).

Como hemos comentado anteriormente, en los cédlculos del IBM no hay una indexacién de niveles
con unos nimeros cudnticos &, 7 (aunque si puedan aparecer como etiquetas en la base), como si pa-
saba en los espectros derivados del modelo de Bohr que presentamos en la Seccién [2| Sin embargo,
podemos construir un espectro andlogo a los obtenidos antes, con unas “bandas vibracionales”, usando
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Figura 3.11: Espectro calculado en el IBM para el nicleo '%*Ru , usando los pardmetros incluidos en
la Tabla[3.1. Los nimeros cercanos a las flechas entre estados indican las probabilidades de transicidn
cuadrupolar eléctrica por unidad de tiempo, en unidades de e>b2.
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Figura 3.12: Detalle de la Figura mostrando los estados de la primera banda y el inicio de la
sequnda.
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las reglas de seleccion de las transiciones cuadrupolares eléctricas y analizando qué transiciones son
posibles dentro de los calculos hechos con el IBM. Haciendo esto, no solo discernimos las transiciones
permitidas entre niveles de forma mas sencilla, sino que también tendremos una idea mas clara de la
naturaleza de cada estado. Notemos que, aunque esta construccién si le daria sentido a un nimero
cuantico vibracional &, el nimero 7 sélo serviria para visualizar las reglas de seleccién, pero ya no
aparece la degeneracién que tenfamos en los espectros de las Figuras o} para niveles con los
mismos &, 7 pero distinto espin.

A continuacién, mostramos en la Tabla los cocientes de energias de excitacién relevantes en to-
dos los modelos tedricos tratados, incluyendo también los resultados experimentales para el 194Ru.
Es interesante notar en ella que los cdlculos hechos con el IBM son claramente los més fieles a los re-
sultados experimentales, lo que parece indicar que es el modelo mas adecuado para describir este nicleo.

E41,2/E21,1 E02,0/E21,1 E01,3/E21,1 Eoz,o/E01,3

E(5) 2.20 3.03 3.59 0.84

B4 2.09 2.39 3.27 0.73
Esférico 2.00 2.00 3.00 0.67
Deformado 2.49 49.3 4.49 10.98
IBM 2.44 2.63 3.67 0.72
104Ry 2.48 2.76 3.73 0.74

Tabla 3.2: Cocientes de energias relevantes, presentados para los modelos tedoricos trabajados y los
datos reales del 1%“Ru.

Andlogamente, en la Tabla[3.3] podemos ver los resultados para los ratios de transicién en las simetrias
discutidas y en el IBM, comparando con los datos reales del nicleo. Dado que para el E(5) y el poten-
cial * hemos calculado los ratios reducidos (en unidades de la transicién 21+ — Of, asignandole a ésta
el valor 100), hacemos lo propio a la hora de mostrar los datos experimentales y los resultados del IBM.

)\(4172 — 21,1) )\(0270 — 21’1) )\(2172 — 2171) )\(61’3 — 4172)

E(5) 167 86 167 217

B4 183 141 183 256
IBM 144 38 144 163
104Ry 135 42 67 190

Tabla 3.3: Ratios de transicion reducidos (en unidades de la transicion 217 — 01, tomando ésta el
valor 100) relevantes en las simetrias estudiadas y el IBM, junto con los datos experimentales del
104R4.

Respecto a la Tabla es interesante que los resultados derivados con el modelo de Bohr-Mottelson
sobreestiman claramente la transicién 0;’ 0~ 2{1 y, en menor medida, la 4{2 — 2{1. Ademas, también
resulta que todos los modelos presentados coinciden en que A(21,2 — 21,1) > 100 (es decir, la probabi-
lidad por unidad de tiempo de la transicién 2{2 — 2{1 es mayor que la de la transicién 2{1 — Ofo)7
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mientras que los datos reales indican lo contrario.

Para completar la comparacién, incluimos en la Figura el espectro experimental del '°4Ru.
Ademss, en las Figuras [3.14] [3.15] y [3.16], comparamos el espectro experimental con los obtenidos con
el IBM, el pozo infinito E(5) y el potencial 3%, respectivamente. Para facilitar mas la comparacién,
en este caso hemos representado los dos ultimos tomando los valores experimentales de la energia de
excitacion del estado 2{1 y de la transicion 2?1 — Ofo, de forma que podemos representar el espectro
con magnitudes absolutas, en vez de relativas al primer nivel excitado.

_ @t
15 | 4 — 2"
0.0759
(9) 0.139(11) — 0"
= 0.320(26) — 3" 0.101(13)
%
= r — 07
~— gt
3
=70l
g
o 0.226(11)
Mook
— 9t
0.168(9)
0L AN

Figura 3.13: Espectro experimental del niicleo '**Ru. Los nimeros cercanos a las flechas entre estados
wndican las probabilidades de transicion cuadrupolar eléctrica por unidad de tiempo, en unidades de
21,2
e“b*.
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(a) Espectro experimental.

(b) Espectro en el IBM.

Figura 3.14: Comparacion del espectro experimental del nicleo de '"*Ru con el calculado en el formalismo del IBM, usando los
pardmetros de la H@E@E En ambos casos, las probabilidades de transicion cuadrupolar eléctrica estin en unidades de e*b>.
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(a) Espectro experimental.
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(b) Espectro en el potencial 3*.

Figura 3.16: Comparacion del espectro experimental del nicleo de '"*Ru con el calculado para el potencial B* en el modelo de

Bohr-Mottelson, adaptado a la energia y a la desexcitacion del primer estado excitado. En ambos casos, las probabilidades de transicion

cuadrupolar eléctrica estdn en unidades de e*b?.
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Resumen y conclusiones

El contenido de este trabajo se encuadra dentro del marco del estudio de la estructura nuclear. Como
ya hemos comentado al principio, el nicleo atémico es un sistema fisico enigmatico, en el sentido de
que no conocemos exactamente la interaccién que lo rige y estabiliza, ni sabemos cémo aproximarnos
a ella. Ademads, en la préctica, es inviable tratar de hacer una descripcién del nticleo en términos del
movimiento de todos y cada uno de los nucleones, debido a la complejidad del sistema. Por lo tanto,
hemos tenido que recurrir a ciertos modelos, mas o menos precisos, para tratar de justificar los resul-
tados experimentales que observamos en ciertos nticleos.

El primero de los modelos que hemos presentado es el de Bohr-Mottelson, o modelo colectivo. De él,
podriamos esperar que fuera impreciso, pues intentar modelar una superficie matematicamente, en un
sistema que no puede escapar de los efectos cudnticos (donde se incluyen las conocidas fluctuaciones
e indeterminaciones de la posicién), parece una aproximacién poco adecuada al problema. Sin embar-
go, hemos visto que este modelo nos permite reproducir ciertos resultados (en nicleos cuya dindmica
venga dominada por efectos colectivos de los nucleones) con buena precisiéon. Ademds, no podemos
despreciar el hecho de que el modelo de Bohr-Mottelson nos proporciona un analogo clasico, que nos
puede permitir entender mejor los efectos que estamos tratando, al reducirlos a deformaciones sobre
la superficie de un sélido.

Posteriormente, hemos tratado con el modelo de bosones en interaccién, el cual, desde el punto de
vista de la reproduccién de los resultados para los ntcleos analizados, ha sido el mas exitoso, aunque,
desde el punto de vista de la interpretaciéon de resultados, el ser un modelo algebraico y cudntico
lo hace més abstracto que el modelo geométrico. Para solventar esto, hemos introducido el formalis-
mo de estados coherentes, que nos permite hacer una interpretacion geométrica de los resultados del
IBM tratando el estado fundamental como un condensado bosénico. Es interesante resaltar que este
formalismo puede extenderse y generalizarse, por ejemplo, para el estudio de excitaciones vibracionales.

En el marco de la interpretacion geométrica, hemos centrado la mayor parte del trabajo en estudiar
lo que ocurre cuando pasamos de tener nucleos esféricos, a nicleos con una determinada deformacién
(la que hemos llamado ~-inestable). En el modelo geométrico, hemos podido analizar esta situacién
simplemente proponiendo un potencial que interpole razonablemente ambas situaciones. Sin embargo,
en el IBM, hemos podido ir més alla, pues hemos demostrado formalmente que este cambio es una
transicion de fase de segundo orden.

En la dltima parte del trabajo, hemos tratado de encontrar esa transicién de fase en la naturaleza.
Para ello, hemos estudiado el comportamiento de varios isétopos del rutenio y, mediante comparacién
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con los resultados obtenidos tedéricamente, hemos concluido que el candidato més probable a ser el
“niicleo critico” es el '%Ru. Cabe destacar que la identificacién del '%Ru como punto critico se ha
basado casi exclusivamente en consideraciones energéticas (cdlculos de las superficies de energia, estu-
dio de las energias de excitacién...). Sin embargo, en la actualidad se estd investigando esta prediccién
mediante el estudio de otros observables fisicos, como puede ser la probabilidad de transferencia de 2
neutrones. Esto es una prueba de que el estudio de las transiciones de fase en la forma de los ntcleos
es un campo de gran interés y actividad en la actualidad.

A lo largo del trabajo, hemos tratado con distintos modelos que, como ya hemos visto, tienen fun-
damentos muy distintos. Uno de los retos a la hora de trabajar con estos modelos es llevarlos mas alla
de la teoria y conseguir hacer cdlculos con ellos. Por ejemplo, en el punto critico E(5), los calculos de
los observables que hemos presentado involucran los valores de los ceros de las funciones de Bessel o
integraciones numéricas, con lo que hemos tenido que desarrollar cédigos en MATLAB que permitieran
obtener estos observables. Ademés, como vimos en la Seccién la resolucién del potencial 54 en
el modelo colectivo no es analitica, con lo que también hemos tenido que desarrollar e implementar en
MATLAB un esquema numérico para hacer los calculos que nos interesaban, tanto de los autovalores
del problema diferencial como de los observables. Por otra parte, el IBM es un modelo puramente
algebraico, y la obtencién de resultados numéricos no es directa, con lo que hemos tenido que familia-
rizarnos con el entorno del programa de Fortran [I8] para llevar a cabo los cdlculos. Ademds de esto,
introdujimos el formalismo de estados coherentes con el objetivo de simplificar la interpretacién de los
resultados del IBM. Aqui, tuvimos que reproducir el proceso para llegar, a partir de la definicién de
los estados coherentes, al calculo de las superficies de energia, que detallamos en el Apéndice
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Apéndice A

Fundamentos de teoria cuantica de
momento angular

A lo largo de este trabajo, hemos hecho uso repetido del formalismo de los momentos angulares, las
propiedades que tienen estos operadores y la forma de tratar con ellos. En este apéndice, vamos a hacer
una breve recapitulacién de los fundamentos del tratamiento cuantico del momento angular.

De forma general, decimos que un operador vectorial y lineal, J = (Ji, J2, J3), es un operador mo-
mento angular si sus componentes satisfacen las relaciones de conmutacién:

[Jas ‘]/3] = iheagyJy, (A1)
donde €,3+ es el tensor antisimétrico de Levi-Civita, definido como:
+1, i (afy) es una permutacién par,

€apy = § —1, si(afy) es una permutacién impar, (A.2)
0, si (af7y) no es una permutacién.

Ejemplos tipicos de momentos angulares son el momento angular orbital, L=7%A P, o el momento
angular de espin, S.

Una consecuencia importante de la relacién de conmutacién elemental, (A.1)), es que, para a = 1,2, 3,
se tiene también la igualdad:

(2, Ja] =0, J2=J-J=J}+J2+J3 (A.3)
Dado que J2, J; conmutan, podemos encontrar una base del espacio en el que actiien formada por

autoestados comunes a ambos. Dada la linealidad de los operadores, esta base es numerable (puede ser
finita o infinita).

Si notamos los elementos de esta base por |jm), tendremos que los autovalores asociados son:

J:2|jm> = J(+1R2jm), (A.4)
J3|ljm) = mhljm).

Supongamos ahora que tenemos dos momentos angulares, J 1, J 2, v una base de autoestados comunes
a ambos, |j1 m1 jama):
J2imijama) = Gi(ji + DA2|j1ma jama), (A5)
(J3)iljimijama) = mihljimijama), i=1,2.
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APENDICE A. FUNDAMENTOS DE TEORIA CUANTICA DE MOMENTO ANGULAR

Consideremos ahora el operador suma, J=J,+1J 2, que es también un momento angular. Con este
operador, podemos definir una nueva base, |(j1 j2) J M), cumpliendo:

J2|(j1j2) I M) = J(J + 1)h?|(j1 j2) J M),
J3|(j1j2) J M) = Mh|(j1j2) J M), (A.6)
J2(j1j2) M) = Gi(ji + DI2|(j1jo) T M), i=1,2.

Dado que las dos bases consideradas generan el mismo espacio, existe una transformacién unitaria
de una a otra. Los coeficientes de esta transformacién son los conocidos (y tabulados) coeficientes de
Clebsch-Gordan, notados por (j1 my joms|J M), de modo que:

(Grg2) J MY = 3" (Gima jama | J M)|jimy jama). (A7)

mi,m2

Los coeficientes de Clebsch-Gordan son la forma fundamental de suma (o acoplamiento) de momentos
angulares en Mecdnica Cudntica. Sin embargo, hay otros modos de proceder con el problema de acoplar
momentos angulares. El primero que vamos a presentar es el de los simbolos 357 de Wigner, que presentan
una mayor simetria que los coeficientes de Clebsch-Gordan. Dados dos momentos angulares, J 1 J 2,V
su suma, J , definimos los simbolos 35 como los coeficientes que hacen que la suma de los momentos
angulares considerados sea nula:

mp m2 m3

S (k) il mlim) = 00) (438)

mi,m2,ms3

Se puede comprobar que la definicién anterior es equivalente a la siguiente relacion con los coeficientes
de Clebsch-Gordan:

j1 J2 Js (f)jl—j2—m3 ' _ '
( mi mse mg ) - W@l my jama | js —ms3). (A.9)

A partir de estos coeficientes 35, podemos definir una generalizacién con la que hemos tratado en
este trabajo, los coeficientes 65 de Wigner:

{jl j2 j3 }: Z (_)Zj(jkmk)< il J2 J3 ><j1 Js J6 )x
Ja J5 Je —mip —Mm2 —Ms3 mp —ms —Mg

mi,...,Mme
« Ja  J2 Je Ji J5  J3
ms Mo —Mmg —my ms m3 )’

Estos coeficientes tienen su origen en que, dada la propiedad asociativa, hay dos formas equivalentes
de acoplar tres momentos angulares

(A.10)
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Apéndice B

Calculo de las superficies de energia en
el IBM

En la Seccién [1.3.4], introdujimos el formalismo de estados coherentes, una teoria de campo medio en
el IBM en la que consideramos un condensado bosénico de la forma:

1 1
IN:8.7) = 3 @HNI0), Tf = |s" + aod) + az(dh +d')] (B.1)
donde hemos definido: )
A=+/1+p% ag=Lfcosy, a= \ﬁﬁsiny. (B.2)

Las superficies de energia derivadas de estos estados se obtienen de la evaluacién del elemento de
matriz:

E(N;B,7) = (N; B,7[H|N; 8,7), (B.3)
donde H es el hamiltoniano del IBM, que podemos presentar con la forma de la ecuacién ((1.33)):
H = E{(N) + eqitg + ko(PT - P) + k1 (L - L) + k2(OX - Q) + w3(T5 - T3) + ka(Ta - Ta). (B.4)

En este apéndice, vamos a dar unas pinceladas de los métodos algebraicos para evaluar estos elementos
de matriz. Para proceder en los calculos, vamos a usar la siguiente propiedad de los conmutadores:

(n—-1)

[A, B"] = nB" 1A, B] + " B"2[[A, B],B] + ... (B.5)

En particular, si [A, B] es una constante, conmuta trivialmente con cualquier operador, luego:
[A, B"] = nB" '[A, B]. (B.6)

Usando las relaciones de conmutacion de Bose, tenemos:

Nag _
do.T}) = a0 = [do, )] = do(THN — (F)Ndo = — TPV,
[der, TS = 0 = [dar,(THV] = daa (@Y = (T5)Nda1 =0, (B.7)
Na
o, TY] = a2 = [deo, M)Y] = dua(T) — T Ndap = =2 TV
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APENDICE B. CALCULO DE LAS SUPERFICIES DE ENERGIA EN EL IBM

Primero, vamos a estudiar el elemento 7 :

+2
g =(d-d)= > (=)dld_, =" did,,

p=—2 Iz

de forma que su elemento de matriz diagonal es:
(a) = (N B 11l N ,79) = <7 S~ (01 add (T 0),
o

donde tenemos los siguientes sumandos:

= 1 = 0. El elemento del ket es:

do(T)V10) = {(T)Vdo + do, (1)1} 10) = (0]) oy + ~ o2

Claramente, el elemento del bra de este sumando es el hermitico del ket:
1 N ag _
iy, = {do(Th)(0)} = (0] =T

Por tanto, el sumando con g =0 es:

NZ2a? N2g2
N gt T\N N7ag N—1/pf\N—1 N7ag F\N—1 ’
(O dido(T})]0) = ~ a0 (ofr = (0¥ o) = 50 | oh)¥ o) |
Dado que el estado |N; 3,) estd normalizado:
1 _
~[zrm| = Jahym) - v,
luego:
2
a
(OTNdido (1) |0y = N*(V — 1)!A%‘

THN10).

(B.8)

(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

» = =£1. En este caso, dado que [d41, (F;)N ] =0, tenemos que estos sumandos se anulan trivial-

mente:
der (T [0) = (TN ety = 0.
= 1 = 1£2. Procediendo de forma analoga a como lo hicimos para p = 0, tenemos:
2
a
Oy dlpdsa(T)V(0) = N3N — D15,
Por tanto, la ecuacién es:

. N2(N —1)!
() = W(ag + 2a3).
Sustituyendo los valores definidos en (B.2]), tenemos:

NB?

) = T g
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Como ejemplo de cédlculo de otro de los valores esperados, vamos a mostrar el de (ﬁ . ﬁ) El operador
L tiene por componentes:

L = V10[d" x = oz ™2, w2, mep| 1, mYdl,dy—m, (B.19)

y su producto escalar es:

(ﬁ . ,CA) = Z(*)mﬁmﬁfm = EAO,CAO — (ﬁlﬁfl + ﬁflﬁl). (B.ZO)

Estudiemos primero el término ﬁoﬁo:
Lo=—didy+d' \d_y —2(didy — d' yd_5). (B.21)

Al igual que antes, los términos que contienen d4i se anulardn al calcular su valor esperado, luego:
A A 4
(LoLo) = mm\rg (dido — d' yd_s)(dbds — d' od_o)(T})N]0). (B.22)

Analizando el ket de la expresién anterior, y usando las propiedades de los conmutadores como lo
hicimos antes:

(dhds — ' yd_o)(THN]0) = di(da(TH)M)[0) — d'y(d—2(TH)N)|0) =

Na Na
= di = N0y — dl, = TN o) = (B.23)
Na
=~ (d5 = dl)(T))N o).

Dado que, de nuevo, el bra a considerar es el hermitico conjugado del ket, tenemos:

s 4 4Na3 _ _
(LoLo) = mm\ry Ydy — d_)(d} — dF,)(T])N o). (B.24)
Usando los conmutadores elementales, [d,,, d,T,] = 0,1, podemos reexpresar el producto de la ecuacién

anterior como:
(dy — d_o)(db —dl ) =2+ didy + d yd_o — did_o + dl ,ds. (B.25)

Calculando los conmutadores de [de,,, (FE)N |, v procediendo igual que antes, podemos llegar a que
el Unico término no nulo de la expresion anterior es la constante 2, luego:

s A 4Na} N-1 _ 8Naj
= —2Z (T t2(riHN! =2 B.2
Los célculos para L1L_q y L£_1L1 son analogos, resultando ambos en:
A A N
<£1£71> = <£71£1> = —ﬁ(?)ag + 2&%), (B.27)
con lo que el operador (£ - £) resulta
s A _ N . Np?

El procedimiento para el resto de términos es similar al que hemos presentado aqui, y el resultado
final es el obtenido en la ecuacién (|1.69)).
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Apéndice C
Resolucién del potencial 3*

En este anexo, vamos a desarrollar el método de resolucién del problema diferencial (2.41), que
recordamos que es:

1
©" + Bw’ +e+9:(B)] =0, ©(0)=p(+c0) =0, (C1)
donde hemos definido la funciéon auxiliar:
T+3/2)2
or(3) = —pt - LS, (€2)

Como hemos comentado en la Seccién [2.2.2] esta ecuacién no tiene soluciones analiticas, y debemos
hacer la resoluciéon numéricamente. Para este trabajo, hemos desarrollado un esquema de diferencias
finitas para obtener los autovalores y autoestados de este sistema.

Para resolver numéricamente la ecuacién (C.1)), proponemos un esquema de diferencias finitas. El in-
tervalo de definicién de la ecuacién es 0 < 8 < 4+o00. Obviamente, para hacer una resoluciéon numérica,
fijamos un limite superior M < +o0; ademas, dado que la funcién g,(5) diverge en  — 0, proponemos
un limite inferior 6 > 0. Por tanto, resolveremos la ecuacién en el intervalo [0, M].

Ahora, consideramos una particiéon {8,} de N puntos del intervalo de resolucién, con lo que los
puntos toman los valores:

M—56
5n—5—|—N_1(n—1), (C.3)
y el paso h del método es:
M-
= — = . .4
h=Pni1 = Pn =5 (C.4)

La idea en el método de diferencias finitas es aproximar la solucién ¢ en los puntos ,. Notamos
entonces ¢(5,) = ¢n.

Debemos buscar una forma de expresar las derivadas de ¢ en términos de estas aproximaciones. Para
ello, usamos las aproximaciones centrales de primer y segundo orden:

h) — n - ¥n

12

SOH(B) ~ QD(/B + h) B 292(26) + §0</B B h)

Z ~ Pn+1 — 29071 + Yn-1 . (CG)

= @ 12
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APENDICE C. RESOLUCION DEL POTENCIAL 3*

Para discretizar la funcién g,, basta con identificar los valores de j3:

T +3/2)2

9rn = gT(/Bn) = _/Bé - # (07)

B

Por tanto, la discretizacién de la ecuacién (C.1)) es:
_9 B 1 _
_ Pni1 80271 + on—1 L Pnd1 — Pn ngCn — o =
h Bn h
1 2 1 1 (C8)
= _< ﬁn >S0n+1+< IBn ,n)@n_hzﬁﬂn—lzapm n:27)N_1

En la ecuacién anterior, no hemos incluido los casos de n = 1, N, ya que estos vienen fijados por las
condiciones de contorno, g = ¢n4+1 = 0. Por tanto, tendremos para n = 1:

- < ! ﬂlh> P2 + ( 2 ﬁ N gr1> 1 = €ep1. (C.9)

Y, paran = N:
2 + ! ! = (C.10)
— 4+ —— — —(N_1 = EPN. .
n2 " Bh gr,N | N 72 PN-1 PN

Los resultados obtenidos en las ecuaciones ((C.8§]), (C.9)) y (C.10) se pueden expresar de forma matricial

CO1mo:

A, g =eg, (C.11)
donde hemos introducido el vector de la solucién aproximada:
- T
(P:((P174P2,---7(PN) 3 (C12)
y la matriz de diferencias finitas, A,, que es una matriz N x N que podemos definir como:

= La primera fila es:

2 1 1 1
r1l,—|—=+—-—1,0,...,0]. C.13
<[ Bih ““] [h”mh] ) (C13)
s La dltima fila es:
ST 14
yeeey Uy hza h2 /BNh gT,N . .
= Las filasn =2,..., N — 1 tienen las componentes:
—1/h?, i=n-—1,
2/h? +1/(Bph) — Grn, ©=n,
Ay = § 2 E ) =g, (C.15)
SURE1/(Bah), = n ],
0, en caso contrario.

Habiendo hecho esta definicién del problema, hemos conseguido reducir la resolucién de la ecuacion
diferencial (C.1)) al cdlculo de autovalores y autovectores de la matriz A,.

Como hemos comentado anteriormente, la funcién g,(5) es divergente en el origen; pese a haber
eliminado esa divergencia al inicializar el algoritmo numérico en ¢ > 0, esto puede seguir causando la
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obtencién de autovalores excesivamente grandes al resolver la ecuacién. Por tanto, para hacer més efi-
ciente el célculo y obviar estas soluciones incorrectas, usamos un algoritmo que detecte los autovalores
de menor médulo (que son los que nos interesan, dado que €  E, y buscamos los estados de mas baja
energfa), como el implementado en la funcién eigs de MATLAB.

Las soluciones obtenidas en la resolucién de este problema tendran la misma estructura que las que
conseguimos analiticamente en el pozo infinito: serdn funciones ¢ -, donde el indice £ viene de la
discretizacion de las soluciones para cada 7.

Ademas, la representaciéon grafica de las autofunciones y la obtencion de los ratios de transicién
requieren de una integracién numérica del vector @ obtenido sobre el dominio discreto {5, }. Esto lo
podemos hacer mediante el uso de la funcién trapz, que usa el algoritmo de integracién numérica por
trapecios.

Como hemos comentado, el autovalor del problema diferencial, €, es proporcional a la energia, F,
segun la relacién definida en (1.18)); por tanto, podemos volver a definir unas energias reducidas como:

_ Eer—FEi1o  Eer—e1p

ery = - . C.16
& Ei1—Fip €11—€1p ( )

En el siguiente apartado, incluimos el cédigo de MATLAB escrito para implementar este esquema
numérico.
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C.1. Cdbdigo de MATLAB

%% Resolucion por diferencias finitas
% Parametros del esquema numerico

eps = le-2;

M = 5;
N = 10000;
betas = linspace (eps,M,N);

h = betas(2)-betas (1) ;

% Definicion de la matriz

taus = 0:3; % Resolvemos para los estados de tau = 0,1,2,3

NTau = length(taus);

NXi = 4; % Resolvemos para los estados de xi = 1,2,3,4

o° o

autoFunciones = zeros (N,NXi,NTau) ;
autoValores = zeros (NXi,NTau);

for 1 = 1:NTau
gs = -betas. 4-((taus(i)+3/2)."2)./betas.”2;
A = zeros(N,N);

A(1,1) (gs(1l)-2/h"2-1/ (h*betas(1)));
A(1,2) = (1/h"24+1/ (hxbetas(1)));
A(N,N) = (gs(N)-2/h"2-1/ (hxbetas(N)));
A(N,N-1) = 1/h"2;

for j = 2:(N-1)
A(j,3-1) = 1/h"2;

Guardamos las autofunciones (\phi) en una estructura tipo array
tridimensional, con la tercera dimension asociada al indice tau

A(3,J+1l) = (1/h"2+1/ (hxbetas(j)));

A(3,3) = (gs(j)-2/h"2-1/ (hxbetas(3)));
end
A = -A;
[autoFunc, autoVal] = eigs (A,NXi, 'smallestabs');

autoval = diag(autoval);
% Calculo de la normalizacion
autoFuncNorm = zeros (N,NXi);
for j = 1:NXi
phi2 = autoFunc(:,3J)."2;
C = 1/sqgrt (trapz (betas,phi2'.xbetas));
C abs(C); % Constante de normalizacion,
autoFuncNorm(:, j) = CxautoFunc(:, Jj);
end
autoFunciones (:, :,1) = autoFuncNorm;
= autoVal;

autoValores (:,1)
end
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