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Resumen

Esta Tesis Doctoral es un trabajo sobre separacion ciega de fuentes. La Teoria
de 1a Sefial estudia generalmente problemas en los que se considera que un Unico
emisor, conocido, ha generado todo el flujo de informacion dtil. Ahora bien, con
frecuencia nos encontramos en la prictica con sefiales que estan compuestas, en
realidad, de la superposicién de muchas otras, bien diferenciadas, y a las que en
esta Tesis llamaremos fuentes. Resulta evidente que se obtendria una gran
ganancia de ser capaces de separar las distintas componentes (fuentes) de la sefial,
para su uso y estudio posterior.

Tradicionalmente, algunas variantes de este problema -tipico en las
Telecomunicaciones- han sido objeto de una atencion considerable: asi, entre
otros, se puede considerar separacion de fuentes al problema de estimar la sefial
de interés en una comunicacion ruidosa. Incluso puede que la mezcla de sefales
reporte beneficios -y haya sido provocada a propdsito-, caso que se da en las
multicanalizaciones de frecuencia.

Ahora bien, cuando lo desconocemos todo, tanto sobre la naturaleza de las
sefiales fuente como de la manera en la que se han unido, ya hablamos
propiamente de un problema de separacion ciega.

Asi, entre otros, separar los discursos de personas que hablan
simultdneamente o distinguir entre comunicaciones transmitidas por el mismo
canal, son problemas de separacion ciega de fuentes. También se utilizan estas
técnicas para descomponer sefiales y poner de manifiesto su estructura interna;
como, por ejemplo, se hace en la actualidad con el electroencefalograma, entre
otras sefiales de naturaleza biomédica. Cualquier estudio sobre la materia es

también de aplicacién inmediata en, por ejemplo, la reduccién de la diafonia



-crosstalk- entre comunicaciones transmitidas por lineas proximas. La medida de
la contaminacién acistica en las ciudades, separando los ruidos y clasificdndolos
segin su origen, también se beneficiaria de lo aprendido investigando este
problema. En general, la lista de aplicaciones se llega a hacer atractivamente
inacabable.

En esta Tesis estudiaremos el problema de las mezclas de sefiales que son
lineales e invariantes en el tiempo. Probaremos que la Separacion es posible bajo
las hipdtesis de que hay tantos sensores como sefiales y que las fuentes son
estadisticamente independientes unas de otras, siendo, a lo mds, una de
distribucién gaussiana.

La Tesis se desarrollard en dos partes: en primer lugar, presentaremos las
bases matemadticas que sustentan la separacién ciega sefales y los algoritmos que,
hoy por hoy, se han desarrollado alrededor de la hipétesis de independencia
estadistica entre las fuentes. Basicamente, todos utilizan estimaciones de maxima
verosimilitud de los parametros de la mezcla y, en este sentido, son eficientes
aunque solo bajo hip6tesis restrictivas; en particular, que la distribucién estadistica
de las fuentes es conocida de antemano o bien estimada junto con las sefiales, al
coste de incrementar el esfuerzo computacional. Cuando estas hipdtesis no se
satisfacen, es dudoso que se obtenga la verdadera separacién de las fuentes.

Alternativamente, en esta Tesis presentaremos un conjunto de condiciones
necesarias y suficientes para obtener la separacién y que llevan a ecuaciones
lineales para encontrar los pardmetros de la mezcla y a un algoritmo (SEVILLA)
para resolverlas de forma eficiente. Las simulaciones muestran que la exactitud de
las soluciones es comparable a las obtenidas por el estimador de méxima
verosimilitud. Més interesante resulta el que la carga computacional de SEVILLA

sea varias veces menor que la de los algoritmos mas conocidos.
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Summary

This Doctoral Thesis is a study on blind separation of sources. The Signal
Theory usually investigates those problems in which a well-known, single
transmitter is considered to have generated all the flow of useful information.
However, in practice, studies are frequently carried out with signals that are
actually made up of the addition of many others, each of which with its own entity
and which in this Thesis we shall call sources. In this case, it is evident the gain
that would be obtained on separating the different signal components for their later
use and study.

Traditionally, variants of this problem, typical in Telecommunications, have
been the object of considerable attention: thus, the elimination of noise can be
considered a problem of source separation. The mixture of signals can even afford
benefits as in the case of multiplexations of frequency.

Now, when we ignore both the nature of the source signals and the way in
which they have been mixed, then we can speak of blind source separation.

This problem arises in a great many situations. In the case of microphones
that register the voices of several people at the same time and also, in one of the
most interesting situations, when an aerial simultaneously receives signals in the
same frequency band. This problem also appears when a target signal or an image
have to be decomposed into others that allow us to better understand their
structure: for example, these techniques are applied to the study of the
electroencephalogram and other biomedical signals. Any study on source
separation has immediate application to reduce crosstalk and to measure the

acoustic pollution in the cities as the noises can be classified according to their
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origin. The list of possible applications, some studied others imagined, becomes
endless.

In this Thesis, we shall study the signal mixtures that are linear and time
invariant. We shall prove that the separation is possible if we assume that there are
as many sensors as sources, that the sources are statistically independent and that
at most one of them is gaussian distributed.

The Thesis will be exposed in two parts. Firstly, we present the algorithms
and methods that have been developed, as to date, using the assumption of
statistical independence among the sources. These methods are based on
maximum likelihood estimations of parameters of the mixtures and, for this reason,
they are efficient assuming that the statistical distribution of the sources is known
beforehand or has been estimated, though it increases the computational cost. In
any case, when this condition is not fulfilled, the source separation may not be
achieved. However, there are algorithms that estimate the statistics of the
observed signals in order to calculate the statistical distribution of the sources, but
they require a considerable computational effort.

Secondly, a set of necessary and sufficient conditions to obtain the source
separation is presented, from which we obtain a set of polynomic equations. Next,
we present an algorithm (Sevilla) to solve them efficiently. We shall show that the
separation can be achieved by solving linear equations and that the accuracy can
be increased as far as the data allow. Finally, we obtain very low computational

cost algorithms.
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1. La Separacion de Fuentes

1.1 Introduccion

Cuando he tratado de describir qué pretende esta Tesis Doctoral, a menudo he uti-
lizado el siguiente ejemplo: “sup6n que conversamos frente a un par de micréfo-
nos. Salvo que hablemos por turnos, los micréfonos recogeran la superposicion de
nuestras voces. Pues bien, tomemos las grabaciones y tratemos de separar tu voz
de la mia”. Esto es, a grandes rasgos, lo que se conoce como problema de “Sepa-

racién Ciega de Fuentes”.

Observaciones

A

Fuentes

Fuentes

Figura 1.1. Planteamiento del Problema. Sefiales fuente desconocidas se mezclan
dando lugar a las sefiales que llamamos observaciones. El propésito es la estima-

cion de dichas fuentes a partir de las observaciones.

Como muestra la Figura 1.1, el problema se plantea en los siguientes términos: un

determinado proceso combina, superpone o, genéricamente, “mezcla” sefiales a las
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que se conoce como “fuentes”. Las sefiales mezcladas reciben el nombre de “ob-
servaciones”. El adjetivo “ciega” enfatiza el hecho de que, por hipdtesis, tanto las
fuentes como el proceso de mezcla son, en cada situacion particular, desconoci-
dos. En estas condiciones, se desea disefiar un sistema capaz de invertir todo el
proceso de la mezcla y recuperar las fuentes.

La Separacién se debe basar tanto en el conocimiento de las observaciones
como en algunas hipétesis genéricas sobre la naturaleza de las fuentes y de la
mezcla.

En concreto, en esta Tesis se trabajard sobre la suposicién de que las fuentes
son estadisticamente independientes y la mezcla es lineal e invariante en el tiem-

po. Con estas hipétesis, se han identificado los siguientes campos de aplicacion:

- Estudio de sefiales de naturaleza biomédica. En particular, los algoritmos
de Separacién de Fuentes se han empleado para el andlisis del
electroencefalograma [Makeig96, Vigario96], de las resonancias magnéticas
[McKeown98] o para el registro del electrocardiograma fetal [Zarzoso98,
Martin97, Cardoso98b].

- Comunicacién de datos. Es el caso de tener sefiales que se mezclan al viajar
simultdneamente sobre el mismo canal de comunicaciones, sin estar
multiplexadas en tiempo o en frecuencia. Evidentemente, el ser capaces de
separar las distintas fuentes en condiciones reales tendria una enorme
trascendencia, ahora que el espectro radioeléctrico se encuentra tan saturado.
De hecho, algunos experimentos realizados en este campo han dado resultados
satisfactorios [Chevalier99]. El tratamiento de la sefial proveniente de un
sistema (’array’) de antenas también se beneficia de la investigacién en el
campo de la Separacién de Fuentes [Cardoso93].

- Codificacién y extraccion de caracteristicas de las sefiales. Mediante las
técnicas de Separacién de Fuentes, se trata de descomponer la sefial de interés
en otras, independientes entre si, que pongan mejor de manifiesto la

informacién. Esta aplicacion se considera una extension del clasico Anélisis de
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Componentes Principales [Haykin94b, pag. 363 y ss.]. Merece la pena destacar
la investigaciéon en el campo del tratamiento de imdgenes [Bell97] y sus
aplicaciones, por ejemplo, al reconocimiento de rasgos faciales [Barlett97] y la
lectura de labios [Gray98].

- Tratamiento de sefiales de audio. Evidentemente, la separacién de voces
(problema del ‘cocktail party’) parece ser una aplicacion natural de los
algoritmos de Separaciéon de Fuentes. Puede ser ttil en videoconferencias,
conciertos y, en general, en cualquier situacion en la que se desee destacar una

sefial sobre el nivel del ruido o de las interferencias [Te-Won98, pig. 94].

Se debe decir que la investigacion, en su mayor parte, se ha desarrollado en condi-
ciones de laboratorio y, por el momento, no hay productos suficientemente desa-
rrollados que tengan interés comercial. No obstante, al menos en lo que se refiere
a la separacién de voces, existen prototipos de pequefio tamafio, realizados elec-
tronicamente y que tienen un funcionamiento, en apariencia, satisfactorio.

El Capitulo se desarrolla como sigue: la Seccién 1.2 se dedica a la revisién
cronoldgica del problema y de las soluciones que se han propuesto. En §1.3 plan-
teamos formalmente el problema de la Separacion de Fuentes tal y como va a ser
abordado en esta Tesis. La Seccién 1.4 presenta la hipdtesis fundamental en la que
se basa la Separacion de Fuentes. En las Secciones 1.5 y 1.6 se discute sobre una
serie de indeterminaciones que tiene el problema asi como de la estimacién del ni-
mero de fuentes. En §1.7 se describe la aplicacién a un problema real, el anélisis
del electroencefalograma. Finalmente, la Seccién 1.8 fija las hipétesis y el alcance

de esta Tesis.

1.2 Un poco de Historia.

El primer articulo del que tenemos noticia sobre Separacion Ciega de Fuentes fue

publicado por dos profesores de la Universidad de Grenoble, J. Herault y C.
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Jutten, en las Actas del Congreso sobre “Redes Neuronales y Computacion” cele-
brado en Snowbird (EE.UU) en Abril de 1986 [Herault86]. En €l presentaban una
red neuronal que separaba una mezcla de dos fuentes, lo que corroboraban me-
diante experimentos. En palabras del propio Jutten, la motivacion para su trabajo
habria nacido tras una discusién informal, de cafeterfa, sobre los mecanismos que
tiene el cerebro para extraer informaci6n 1til de entre la amalgama de estimulos
que recibe.

Sin embargo, en aquel momento el algoritmo de Herault y Jutten pasé casi
desapercibido. Las causas hay que buscarlas en que, por una parte, la fundamenta-
cién del algoritmo era practicamente heuristica, con numerosas lagunas, y, por
otra parte, su aparicion practicamente coincidié en el tiempo con la de la red de
Hopfield (presentada en 1982) [Haykin94b] y la del algoritmo de retropropaga-
cién (publicado en 1986) [Haykin94b], que acapararon todas las atenciones.

La verdadera presentacion en sociedad del algoritmo de Herault y Jutten lle-
ga en 1991 de la mano de tres articulos [Jutten91, Comon91, Sorouchyari91]. En
ellos se formaliza la estructura de la red neuronal y su regla de aprendizaje; pero,
sobre todo, se estudia con rigor la convergencia del algoritmo. Desde entonces, €l
algoritmo de Herault y Jutten ha sido objeto de una gran atencién [Deville96],
[Macchi97].

En 1993, J.F Cardoso y A. Souloumiac dan a conocer el algoritmo JADE
[Cardoso93], que hoy se considera uno de los mds potentes y seguros. Como
anécdota, se cuenta que Cardoso se interesé por el problema de la Separacion des-
pués de ver cémo una implementacion electrénica de la red de Herault y Jutten se-
paraba un par de sefiales durante un Congreso. Finalmente, en 1994 P. Comon
sienta definitivamente los presupuestos y el alcance del problema de la Separacion
de Fuentes [Comon94).

De igual forma, queremos destacar la aportacién en estos afios de los espa-
fioles C. Puntonet y A. Prieto, que aportan un punto de vista fresco y muy original

con lo que ellos llaman “Procedimientos Geométricos” [Puntonet95, Prieto97].
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Finalmente, a partir de un trabajo preliminar del francés J.P. Nadal y el espa-
fiol N. Parga [Nadal94], los norteamericanos A. Bell y T. Sejnowski [Bell95] pro-
ponen en 1995 el algoritmo Infomax, en el que se ha fundado buena parte de la
investigacion posterior. En los ultimos afios, cabe citar la importantisima aporta-
cién del Profesor S.I. Amari [Amari97a, Amari98a].

En Enero de 1999 se ha celebrado en Aussois (Francia) ICA’99', el primer
Congreso monografico dedicado a la Separacién de Fuentes. Su continuacién se

espera este afio 2000 en Helsinki.

1.3 Planteamiento del Problema.

Pasamos ahora a formalizar mateméticamente el problema de la Separacion de
Fuentes. En §1.3.1 se precisa la definicién de las sefiales que intervienen en el pro-

blema y en §1.3.2 se hace una clasificacion de los procesos de mezcla.

1.3.1 Fuentes, Observaciones y Sefnales de Salida

En la literatura especializada parece haberse aceptado la siguiente notacién, que

serd mantenida a lo largo de la Tesis:

- Las fuentes serdn representadas por la letra s (del inglés ‘source’). Dadas M
fuentes distintas, las distinguiremos nombrandolas como s,(?), ..., s,(?). Para
manejarlas con comodidad, se agrupardn en el vector s(f) que se define como
s(®) = [ 8,8, ..., 5,40 1". En lo que sigue, supondremos que las fuentes son
realizaciones de procesos estocdsticos, de media cero y estadisticamente
independientes entre si. Que la media sea cero no es en absoluto restrictivo.

En cambio, la hipétesis de independencia entre las fuentes puede ser discutible

'ICA es acrénimo de ‘Independent Component Analysis’
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segiin qué aplicaciones; en todo caso, parece que se puede asumir cuando las
sefiales tienen un origen fisico distinto.

. Las observaciones serén representadas por la letra x. Dadas N observaciones,
generalmente la salida de N sensores, s€ denotaran como x,(£), ..., X(£) y serdn
agrupadas en el vector X(2) = [ x,(8), ..., xy(9) 1"

- El sistema de separacion nos devolverd M sefiales de salida y,(?), ..., () que
deben reproducir fielmente a las fuentes. Ahora bien, no se considera que

soluciones como la siguiente sean admisibles:

s t<T ] s() t<T
yl(t)_{sz(t) (T yzm_{sl(t) £>T

Se define el vector de sefiales de salida como y(£) = [ y,(8), ..., yu(D 1"

En una aplicacion real, cabe esperar que el nimero de fuentes sea desconoci-
do y, lo que es atin peor, varie con el tiempo. No obstante, estos problemas seran
tratados s6lo de forma marginal en esta Tesis.

Finalmente, una pequefia precision: es dificil distinguir entre fuente y ruido.
En general, se considera que fuente es toda sefial deseada que aparece en el regis-

tro de, al menos, dos sensores.

1.3.2 Clasificacion de la mezcla

Se considera que la mezcla es el proceso que transforma unas sefales, las fuentes,
en otras, las observaciones. En esta Tesis se considerard que la mezcla es lineal e

invariante en el tiempo, que, a su vez, se dividen en instantdneas y convolutivas:
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A ) Las Mezclas Lineales e Instantaneas.

Sea el vector s(£) = [ 5,(1), ..., s,(f) 1" que contiene a las M sefiales fuente, el vec-
tor X(£) = [ x,(5), ....xy(8) 1", con las N observaciones € y(t) = [ y,(1), ..., yu(2) " el

vector que contiene las M salidas. Se dice que la mezcla es lineal e instantdnea si
x() = A s(1) (1.1)
donde A es una matriz NXM que recibe el nombre de matriz de mezcla. Notese

que la transformacion es lineal e invariante en el tiempo. Como se dijo antes,

identificaremos

N < N°. de sensores
M < N°. de fuentes

Por hipétesis, tanto A como s(f) son desconocidos y s6lo se cuenta con las obser-
vaciones 'y la hipotesis de independencia estadistica entre las fuentes.

Las salidas se determinan como

y(0) = B x(2) (1.2)

siendo B una matriz MxN, que recibe el nombre de matriz de separacién. La rela-

cion que liga fuentes y salidas es, por lo tanto,

y(®O =B x(») =
=B As(H) =G s(») (1.3)
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donde G es una matriz MxXM a la que se llama matriz global de transferencia. La

Figura 1.2 muestra la relacion entre las distintas sefiales.

Figura 1.2. Modelo de la mezcla lineal e instanténea.

Por dltimo, hagamos una observacibn que es interesante: si
s(H)=[5,(D),...,5(H)]" €s un vector cuyas componentes no son fuentes diferentes sino
muestras de una misma sefial y A es una matriz de Toeplitz triangular inferior, en-
tonces (1.1) y (1.2) representan justamente un problema de Igualacion Ciega de
Canal [Comon94, Haykin94a]. De esta forma, la Separacion de Fuentes y el pro-
blema de Igualacién son, en cierta forma, problemas equivalentes. De hecho, bue-
na parte de los algoritmos de Separacidn de Fuentes son en parte deudores de los

métodos de Igualacion Ciega [Comon94, Delfosse95].

Ejemplo 1.1. Veamos un pequefio ejemplo para ilustrar el problema.
Supongamos tener las dos fuentes que se muestran en la Figura 1.3
(a), donde s,(t) es un tren de pulsos rectangulares y s,(t) un ruido de

distribucién uniforme. La matriz de mezcla se toma igual a
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Las observaciones se muestran en la Figura 1.3 (b), siendo las fuentes
irreconocibles. El algoritmo SEVILLA de Separacién de Fuentes,
tomando como entrada znicamente las observaciones, devuelve las

sefiales de la Figura 1.3 (c), muy parecidas a las fuentes originales.

Fuentes

AVAWAWAWAWAWAWAWAWAS
/\A/\/MW

Observaciones

AVANAVANVAVAVANINWAS
AN AN A WAV AVAVAR

Senales de Salida

AW AW ANWANWANWANANWAWAWAN
NAS SN AN A AN

Figura 1.3. De arriba a abajo: (a) fuentes (b) observaciones

(c) fuentes tal y como las estima el algoritmo.
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B ) Las Mezclas Lineales y Convolutivas

El modelo de mezcla lineal e instantdnea se generaliza suponiendo que las fuentes
son filtradas por el medio antes de llegar a los sensores. Es decir, la i-€sima obser-

vacion ahora se construye como
N
x(®) = 2 hit) * 5,(1) (1.4)
j=1

donde “* denota la operacién de convolucién y h(f) es la respuesta al impulso
del medio por el que se propaga la j-ésima fuente hasta llegar al i-ésimo sensor.

El modelo de mezcla convolutiva recoge basicamente dos fenémenos:

- Que las fuentes no alcancen simultdneamente todos los sensores. En este caso,
el medio de propagacién tan sélo retrasa las sefiales.

- Que las fuentes sean ademds distorsionadas por el canal.

La Transformada de Fourier permite convertir (1.4) en una relacion

algebraica:
M
Xf(f)=§H,-,~(f)S,-(f) (1.5)

por lo que, para cada frecuencia, (1.4) nos define una mezcla lineal e instantd-
nea. Por esta razén, nos centraremos en esta Tesis en el estudio de las mezclas li-
neales e instantdneas, que, aunque constituyen el problema més simple, son la

clave para estudiar los casos mas generales.
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1.4 Principios de Separacion

Se admite que las fuentes son estadisticamente independientes entre si. Recorde-
mos que las sefiales s,(f), 5,(9) , ..., sy(¥) son independientes si su funcion de densi-
dad de probabilidad (f.d.p) conjunta se puede factorizar en el producto de las
funciones de densidad marginal de cada una de las sefiales.

De igual forma, diremos que las mismas sefiales son independientes dos a
dos si la f.d.p conjunta de cada pareja de seiiales es el producto de las f.d.p mar-
ginales de ambas.

En general, la independencia dos a dos no implica la independencia de las
sefiales cuando se las considerada en su conjunto [Papoulis91, pag. 184 y proble-
ma 8.2, pag. 237).

La hipétesis de independencia resulta ttil porque da pié€ a toda una serie de
resultados interesantes. Empezamos por un teorema dado a conocer de forma in-

dependiente por Darmois y Skitovich alrededor de 1950 [Comon94, Ca096]:

Teorema 1.1 (Teorema de Darmois-Skitovich). Sea s = [s,(), s,(0), ...,
sy(H]" un vector de N sefiales estadisticamente independientes, siendo N

mayor que 1, y definamos

) =a, s +a,s,(t)+...+ a,y Sy

(0 = a,, 5,(t) + ay, s,(H) + ... + Ay S(D)

Supongamos que y, () e y,(f) son independientes. Entonces, todas las

variables s(f) para las que a,; a,, # 0 son de distribucion gaussiana.
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El Teorema 1.1 garantiza que y,(¢) € y,(?) no estdn compuestas de las mismas fuen-
tes (lo que es un primer paso hacia la Separacién) cuando y,(f) e y,(f) son indepen-
dientes, supuesto que a lo més una fuente tiene distribucién gaussiana.

A partir de este Teorema, Comon [Comon94] prueba otro que es fundamen-

tal en el problema de Separacion de Fuentes:

Teorema 1.2. (Teorema de Comon). Sea s(f) un vector aleatorio Nx1
de componentes independientes, de las cuales como mucho una es
gaussiana. Sea G una matriz ortogonal NXN e y(f) = G s(¢). Entonces,

las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. -Las componentes de y(¢) son independientes.

2.- Las componentes de y(¢) son independientes dos a dos.

3.- La matriz G tiene un solo elemento no nulo por fila y columna.

Es decir, cuando se impone que las componentes de y(¢) sean independientes o,
incluso, la condicién mds débil de independencia dos a dos, entonces se consigue
deshacer la mezcla de las fuentes. Este Teorema proporciona una base muy sélida
sobre la que construir los algoritmos de Separacién y hace que sea importante y
util la hipétesis de independencia estadistica entre las fuentes. Nétese que el Teo-
rema es aplicable sélo cuando el nimero de fuentes es igual que el niimero de
sensores (N =Men (1.1)).

De todas formas, merece la pena hacer comentar que la hipétesis de inde-
pendencia estadistica no es 1til si la mezcla no es lineal: Darmois [Taleb99] tam-
bién ha demostrado que hay infinitas transformaciones no lineales capaces de

transformar un vector de componentes independientes en otro cuyas componentes
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también lo son. Por ejemplo, supongamos una mezcla en la que las observaciones

se generan como x,(f) = §,(1) y x,(¢) = s%(t) + 5,(f). Tanto

v O =x,0=5()  0=x,0—-xI(t) = 5,0

como

YO =x10) =51 y() = x,(0) — x3(2) = 5,(0)

son pares de salidas estadisticamente independientes y, sin embargo, sélo en el
primer caso la solucién es satisfactoria. Por lo tanto, la hipétesis de independencia
entre las fuentes no es, en general, suficiente cuando hay no linealidades en el
proceso de mezcla o en el de separacién. Taleb y Jutten [Taleb99a, Taleb99b] han
estudiado ciertos casos; pero, en general, el problema de las mezclas no lineales es
poco conocido.

Por otra parte, puede haber situaciones en las que la hipétesis de indepen-
dencia estadistica de las fuentes no sea razonable. Merece la pena notar la existen-
cia de algoritmos que sustituyen esta hipétesis por otras relativas a las
caracteristicas temporales de las fuentes, su caracter discreto, etc. [Puntonet95,

Prieto97, Veen98].

1.5 Indeterminaciones del problema

Hay un par de indeterminaciones en este problema:

- En el modelo (1.1) podemos multiplicar cualquier columna de A por una
constante y dividir la correspondiente fuente por la misma constante, sin que
ello tenga ningiin efecto sobre las observaciones. En conclusién, la escala o

potencia de las fuentes no puede ser determinada.
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- Si permutamos el orden de las fuentes y, de igual manera, el orden de las
columnas de A, no alteramos las observaciones. Por lo tanto, no se puede

identificar ninguna relacién de orden entre las fuentes.

No es posible eliminar estas indeterminaciones haciendo uso tan sélo de la hipote-
sis de independencia estadistica entre las fuentes (de hecho, ambas estdn presentes
en la formulacién del Teorema 1.2, cuando no se afirma que G sea la matriz iden-
tidad). Por ello, se admite que la separacion es completa si G = P D, donde P es
una matriz de permutacion, es decir, que se obtiene permutando el orden de las fi-
las de la matriz identidad, y D es una matriz diagonal, pero no necesariamente la
matriz identidad, es decir, D modela los cambios en la escala de las fuentes. En

suma,

G=PD

es una matriz en la que hay un elemento (y sélo uno) distinto de cero por fila y co-
lumna, como aparece en el Teorema 1.2.

Por otra parte, como ya se menciond, el Teorema 1.2 implicitamente asume
que hay tantos sensores como fuentes. En general, la matriz de mezcla A serd una
matriz NxM, siendo N el nimero de sensores y M el nimero de fuentes. Con refe-

rencia a (1.3):

- Si M = N y Aes invertible, estd claro que siempre podemos separar las
fuentes: basta con que B sea la matriz inversa de A o, en general, que la matriz
B sea un producto de la forma P D A™.

- Si N > M, es decir, hay mds sensores que fuentes y el rango de A es
justamente M, reducimos este caso al anterior sin mds que desechar la

informacién de N — M de los sensores.
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- Si N < M, es decir, hay mds fuentes que sensores o bien el rango de A es
menor que el nimero de fuentes, no es posible encontrar una matriz B que
consiga que la separacion sea completa [Ca096]: por ejemplo, supongamos

tener N = 2 sensores y M = 3 fuentes con la matriz de mezcla:

A= 1 11
1 -1 1
No existe la matriz B, de dimensiones 3x2, tal que G = B A = I, la matriz identi-

dad (por extension, no se puede conseguir que G sélo tenga un elemento distinto

de cero por fila y columna). No obstante, consideremos el caso en el que

1 -1 010
B=%11 = G=|101
11 101

A la vista de G, hemos extraido perfectamente la primera fuente. Este ejemplo
muestra que resulta posible recuperar alguna fuente, incluso cuando el nimero de
sefiales es mayor que el de sensores. De todas formas, no podemos asegurar que
siempre vaya a existir tal matriz B [Ca096]. Atn en estos casos, se han propuesto
algoritmos que separan las fuentes, aunque para ello la hipétesis de independencia
no es suficiente y necesitamos otras adicionales, como el conocimiento de la fun-

cién de densidad de probabilidad de las fuentes [Te-Won99, Zhang99].

Ejemplo 1.2 ( Ruido en la mezcla ) Supongamos el siguiente modelo:

X(1) = A s(t) + r(d)

donde r(¢) es un vector de ruidos. Supongamos que s(f) y r(f) son

vectores de dimensiones N X 1 y A es una matriz N x N. Estas

ecuaciones se pueden transformar en
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x()=[AlI]u()

donde u(f) es el vector de dimensiones 2 N X 1 que se construye
concatenando s(f) y (), mientras que [ A | I'] es una matriz N X 2 N,
siendo I la matriz identidad. En esta situacién hay mads sefiales que
sensores, por lo que no se puede esperar separarlas todas
completamente. Incluso aunque la inversa de la matriz de mezcla fuese

conocida sélo obtendriamos

y(®) =A'x(0) =s(t) + A n(p)

de forma que el ruido seguiria presente en la salida y no se puede

eliminar con estos métodos.

1.6 Determinacion del niimero de Fuentes

La determinacion del nimero de fuentes es un problema poco tratado en este con-
texto. Habitualmente, se aprovechan resultados que son ya cldsicos del tratamiento
de la sefial en sistemas (’arrays’) de antenas y que se describen a continuacién. La

matriz de mezcla A, M X N, siempre puede ser descompuesta como

A=VxIU" (1.6)

donde V es M X M y unitaria, U es N X N y unitaria y X es M x N y diagonal, en
el sentido de que [ X ], = 0 a menos que i = j. En particular, resulta que el rango
de la matriz X es precisamente min(M, N). Esta es la conocida descomposicion en

valores singulares de la matriz [Noble89, pag. 375].
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En adelante supondremos que el nimero de sensores es mayor o igual que
el nimero de fuentes (M > N), de tal forma que el rango de Z (y, por extension,
de A) sea precisamente el nimero de fuentes presentes en la mezcla.

Debido a la indeterminacién en la potencia o varianza de las fuentes, pode-
mos suponer sin pérdida de generalidad que E[s(f)s()"] = I. Entonces, dado el

modelo de mezcla con ruido

(1) = A s() + 1(t) (1.7)

resulta que, de (1.6) y (1.7)

Ex(Dx(H)"] = A A" + E[r(O)r(t)"] =

= V E2" V¥ + E[r(Or(H)"] (1.8)

donde se ha supuesto que el ruido es estadisticamente independiente de las fuen-
tes. Es sencillo verificar que X" es una matriz M X M diagonal que sélo tiene N

elementos distintos de cero en su diagonal principal. Por simplicidad, se asume que

Elr(Hr(H"] =61

aunque esta hipétesis podria ser relajada. Entonces, resulta que

Ex(x(N"] =V (ZZ"+ 6’1 ) VH (1.9)

Como V es unitaria, E[x(6)x(1)"] y =" + 6 I son semejantes, esto es, tienen los
mismos autovalores y, ya que ¥ + 6 I es una matriz diagonal, se puede com-

probar ficilmente que esta matriz
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- Tiene exactamente M — N autovalores iguales a ¢°. Los autovectores de
E[x(1)x()"] asociados generan el llamado “subespacio de ruido” [Nikias93,
pag.341].

- Tiene tantos autovalores mayores que 6° como fuentes hay en la mezcla. Los
autovectores de E[x()x()"] asociados generan el llamado “subespacio de

sefial” [Nikias93, pag.341].

Por lo tanto, conocidos los autovalores de E[x(£)x(¢)"] se puede estimar con facili-
dad el nimero de fuentes. En la prictica, habida cuenta de que ¢” es desconocido
y la matriz E[x(£)x(1)"] no se puede determinar con exactitud, se emplean criterios
sofisticados para estimar el nimero de fuentes [Nikias93]. Estos criterios se deben
aplicar con precaucidn, ya que las expresiones que habitualmente se encuentran en
los libros [Nikias93] presuponen que la distribucién de las fuentes es gaussiana, lo
que, como se ha visto, no resulta apropiado en el problema de Separacién de
Fuentes.

Ademas, la determinacion del subespacio de sefial permite mejorar la calidad
de la Separacion: proyectando las observaciones x(#) en este subespacio se reduce
apreciablemente el ruido, especialmente cuando el nimero de sensores es bastante

mayor que el de fuentes [Nikias93].

1.7 Separaciéon de Fuentes: aplicacion al estudio del

EEG

Después de esta definicion del problema, cabe preguntarse hasta qué punto tiene
aplicacion préctica. Por ejemplo, parece natural que los discursos de hablantes di-
ferentes sean estadisticamente independientes entre si. De igual manera, se admite
bien que la mezcla de voces sea, normalmente, convolutiva. Sin embargo, hay pro-

blemas en los que el ajuste de los modelos a la realidad es la propia materia de
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investigacién. Nos parece especialmente llamativo el andlisis del electroencefalo-
grama (EEG) mediante algoritmos de Separacion de Fuentes y, por ello, lo descri-
biremos a continuacién. El contenido de esta Seccidn estév tomado de las
referencias [Makeig96, Makeig97, Jung98].

El EEG estd compuesto de 17 sefiales registradas simultineamente. En pri-
mera aproximacion, despreciando los efectos de la propagacién a través del cra-
neo, se puede considerar que estas sefiales son la mezcla lineal e instantdnea de
otras generadas en el cerebro, cuya naturaleza es desconocida. Por otra parte,
cuesta aceptar que los diferentes generadores cerebrales de las sefiales actien de
forma independiente. De igual manera, no se conoce el niimero de fuentes.

El andlisis del EEG se basa en la identificacion de una serie de patrones, que
se conocen como ondas alfa, beta, delta y theta. Las ondas alfa estdn presentes en
el EEG de cualquier adulto relajado. Las ondas beta aparecen cuando la mente se
concentra en algiin pensamiento. Las ondas delta y theta son propias del suefio y
su presencia en el EEG de un adulto en vigilia denota la existencia de alguna pato-
logia. Estas cuatro ondas aparecen repartidas por los 17 registros. Por otra parte,
el EEG es una sefial muy débil y, por ello, a menudo estd enmascarado por todo
tipo de interferencias (ruido de la red eléctrica, actividad eléctrica de los misculos
faciales, etc.).

Los algoritmos tradicionales de Separacién de Fuentes aplicados al EEG ob-
tienen 17 sefiales que son independientes entre si y cuyo significado no se sabe atn
interpretar. Probablemente, las fuentes que obtenemos ni siquiera han sido genera-
das en una regi6n cerebral bien definida, sino que tienen su origen en redes de neu-
ronas distribuidas por todo el cerebro.

Ahora bien, los algoritmos tienden a separar la sefial EEG propiamente dicha
de las interferencias. En opini6n de los autores [Makeig96, Makeig97], la elimina-
cion que se consigue de la interferencia de la red de potencia eléctrica es més que
notable, en comparacién con lo que consiguen otros algoritmos tradicionales. Por
otra parte, las ondas delta y theta tienden a quedar concentradas en unas pocas de

las sefiales de salida, facilitando asi su localizacién.
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En suma, en esta aplicacién es discutible que realmente se lleve a cabo una
separacién de fuentes reales. En su lugar, hemos de entender que se realiza una
transformacién sobre las sefiales que facilita la recogida de la informacion, lo que,
en si, es una nueva aplicacién de las técnicas de Separacién de Fuentes. De hecho,
en este caso se prefiere hablar de “Andlisis de Componentes Independientes”
(ICA, ‘Independent Component Analysis’) antes que de Separacion de Fuentes
[Hyvirinen98]. El “Andlisis de Componentes Independientes” a menudo se pre-
senta como una generalizacion del cldsico “Andlisis de Componentes Principales”

[Haykin94b, pag. 363].

1.8 Planteamiento y Estructura de la Tesis

La presente Tesis se va a dedicar al estudio del problema de Separacién Ciega de

Fuentes en las siguientes condiciones:

- Lamezclaes lineal e instantdnea.

- Las fuentes son realizaciones de procesos estacionarios, reales, de media cero
y estadisticamente independientes.

- Se considera que hay fantos sensores como fuentes en la mezcla.

Especificamente, esto excluye la presencia de ruido.

A este fin, se analizan las prestaciones de los algoritmos de Separacion ya existen-
tes, poniéndose especial cuidado en destacar tanto sus puntos fuertes como sus li-
mitaciones. De igual manera, intentaremos poner de manifiesto las relaciones que
existen entre los distintos algoritmos.

Después, desarrollaremos un algoritmo propio de Separacién de Fuentes,
SEVILLA (SEparacién por la VIa de una férmuLa LineAl), que compensa ciertas

deficiencias de las restantes aproximaciones al problema. En particular,
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presentaremos condiciones que garantizan la Separacién de las Fuentes en cual-
quier situacién y métodos computacionalmente simples de lograrlo.

En todo caso, la Tesis se centra en el campo de la investigacién tedrica, po-
niendo poco énfasis en las Aplicaciones.

Se desarrollard como sigue: en el Capitulo 2 se repasan brevemente las apor-
taciones fundamentales de otros autores. En el Capitulo 3 se estudiara el estimador
de méxima verosimilitud de la matriz de mezcla y, después, en el Capitulo 4 pre-
sentaremos una seleccién de los algoritmos de Separacién de Fuentes.

Nuestra aportacién se desarrolla en los Capitulos 4 y 5. El primero de ellos
elabora la teorfa en la que nos basaremos para separar las fuentes. En el segundo,
presentaremos el algoritmo SEVILLA.

Finalmente, el Capitulo 7 se dedica a las simulaciones y comparativa entre
los distintos algoritmos.

El Capitulo 8 se dejard para las Conclusiones y lineas futuras de

investigacion.



Parte Il: Revisidon de anteriores

aproximaciones




2. Fundamentos Estadisticos de la
Separacion de Fuentes

2.1 Introduccion

Recordemos el modelo de mezcla de las fuentes, en ausencia de ruido:
x(?) = A s(?)

siendo s(f) = [s,(?), ..., sN(t)]T un vector de N fuentes estadisticamente indepen-
dientes de media cero, A una matriz invertible N X N (matriz de mezcla) y, por ul-
timo, x(#) = [x,(®), ..., xN(t)]T el vector de observaciones, Gnico dato disponible.
Para separar las fuentes, tenemos primero que estimar la matriz de mezcla para
después multiplicar x(f) por la matriz inversa A". Por ello, se dedica este Capitulo
a revisar los métodos de estimacion de la matriz A.

El Capitulo se desarrolla como sigue: comenzaremos definiendo en la Sec-
cién 2.2 el concepto de funcion de estimacion de la matriz de mezcla y discutien-
do algunas de sus propiedades.

En la Seccion 2.3, se tratan los métodos basados en la optimizacion de un
determinado criterio, haciendo hincapié en las particularidades propias del proble-
ma de Separacién de Fuentes.

En la Seccion 2.4 se estudia el sesgo y la varianza de los estimadores de la
matriz de mezcla. El resultado fundamental de esta Seccién y, por ende, del Capi-
tulo entero, serd la obtencidn de las funciones de estimacion maés eficientes o de
varianza minima.

Por ultimo la Seccién 2.5 se dedica a las conclusiones.
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Recordamos de nuevo que las principales hipétesis que utilizaremos a lo

largo del Capitulo van a ser las siguientes:

4 N

- La matriz de mezcla A es invertible.
- Las sefiales fuente son realizaciones de procesos estocdsticos reales 'y
estacionarios, siendo estadisticamente independientes entre si y de me-

dia cero.

N )

Cualquier otra suposicién serd especificada en su momento oportuno.
En cualquier caso, ninguna introduccién al Capitulo es mejor que la escrita
por Sir Arthur Conan Doyle en su relato “The Adventure of the Blue Carbuncle”:

— “Ican see nothing ”, said I, handing it back to my friend

—~ “ On the contrary, Watson, you can see everything. You fail, however, to

reason from what you see. You are too timid in drawing your inferences

[Casella90].

2.2 Las Funciones de Estimacion

En el Apartado 2.2.1 introducimos el concepto de funcion de estimacion de la ma-
triz de mezcla. En el Apartado 2.2.2 se evalda la posibilidad de conseguir la Sepa-
racion utilizando sélo estadisticos de segundo orden de las sefiales. La propiedad
de equivarianza de los estimadores se presenta en el Apartado 2.2.3. El Apartado
2.2.4 trata de las llamadas funciones contraste, que son aquellos estimadores que

se basan en la optimizacion de un determinado criterio.
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2.2.1 Funciones de Estimacion de la Matriz de Mezcla

Dada una sefial aleatoria x(¢) = [x,(?), ..., xy(9)]" tal que la funcién de densidad de
probabilidad ( f.d.p) conjunta de sus componentes depende del pardmetro determi-
nista 8 € O, se llama funcion de estimacién a cualquier funcién F (generalmente

matricial) tal que
E[F(x(1);0)]=0 2.1)

donde la esperanza matematica se toma respecto de la variable aleatoria vectorial
x(#). En cuanto a la notacidn, tenemos que hacer un comentario: en la literatura
especializada (ver por ejemplo [Papoulis91]), es habitual reservar la letra negrita
para las variables aleatorias mientras que la cursiva se asocia a cantidades deter-
ministas. Sin embargo, no adoptaremos esta convencion. Por el contrario, x(f) de-
notard a la i-ésima observacion, que, evidentemente, es la realizaciéon de un
proceso estocastico. Las observaciones se agrupardn en un vector, X(¢), que se es-
cribe en letra negrita. Para cada instante #, x(f) y x(f) son variables aleatorias, es-
calar y vectorial, respectivamente. De hecho, fuentes, observaciones y salidas del
sistema serdn las unicas variables aleatorias que se manejen en nuestra exposi-
cion. Por lo demds, se emplea la cursiva para las cantidades escalares, la negrita
mindscula para los vectores y la negrita maytscula para las matrices.

Notese que (2.1) es una ecuacion para 8. Ahora bien, no todas las solucio-
nes de (2.1) tienen por qué ser aceptables, es decir, (2.1) es una condicion necesa-
ria pero no suficiente.

Suponiendo que los procesos son ergddicos, podemos sustituir la esperanza
matemdtica en (2.1) por un promedio temporal: dadas T muestras vectoriales
x(1),..., x(T), llamaremos 6, al valor del pardmetro que satisface la siguiente ecua-

cion de estimacion:

M=

1 8 )=
= Z F(x(;6,)=0 2.2)

=1

)
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En general, 6 # 0,; pero se espera que 0 = 0, si T es suficientemente grande.

En el problema de la Separacion de Fuentes, X(f) es precisamente el vector
de observaciones y © es el conjunto formado por la matriz de mezcla (o su inver-
sa, segtin los casos) y todas aquellas otras matrices derivadas de ella mediante la

permutacion y/o escalado de sus columnas (respectivamente, sus filas).

Ejemplo 2.1. Supongamos que las fuentes s6lo toman los valores 1y

sea y(f) = B x(¢) el vector Nx1 de salidas del sistema. Definamos

[Cardoso98a]
N
F(x(t);B) = g (i) - 1)?

Se cumple evidentemente que E[ F( x(¥); B) =051 B = A, por lo
tanto F( x(¢); B ) es una funcion de estimacion segtn (2.1). Podemos
considerar esta funcién de estimacidén como la extensién natural del
bien conocido criterio de “mddulo constante” que se utiliza en

deconvolucién ciega [Haykin94a, pag. 34].

Ejemplo 2.2. Si el valor de los estadisticos de las fuentes es conocido,
podemos utilizar una variante del conocido método de los momentos
[Borovkov88, pag. 90] para estimar la matriz de mezcla. Por ejemplo,

supongamos que las fuentes tienen media cero, varianza unidad y
denotemos por Ky la curtosis de la i-ésima fuente. Como los

cumulantes cruzados de cualquier orden de variables estadisticas

independientes valen cero (ver Apéndice B), definamos

c,(x(®);B) = Z |cum(yi(1),;(5)) - 8
ij
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2
(X B)= X |cum(yiH), y;0), y(8), yi(0) = KsiBijul
ikl
donde 3,y §,, son, respectivamente, los simbolos de Kronecker de 2°
y 4° orden. Resultard que c,( x(#); B ) = c,( x(¢); B ) = 0 cuando B es
una matriz de separacién correcta. Al determinar el gradiente de estas
cantidades c,( x(¢); B ) y c,( x(¢); B ) e igualarlo a cero se obtiene la

ecuacién matricial [Cardoso97b] (se omite la dependencia con £)

Elyy - I+o(y)y -yo(y)1=0

siendo @( y ) = [ =K1 ¥}, —KsY3s s —Keyya, 17, Asi, asociada a este

criterio se encuentra la funcién de estimacion

F(x;B)=yy -I+¢(y)y -yo(y)"

Los estadisticos de las fuentes son conocidos cuando se conoce la
naturaleza de estas sefiales. En la referencia [Cardoso96b]
encontramos la aplicacién de este método para mezclas de sefiales
16-QAM.

Junto al mértodo de los momentos, el estimador de mdxima
verosimilitud es el més utilizado en los problemas de inferencia

estadistica clasica. Estudiaremos este tltimo en el Capitulo siguiente.

Ejemplo 2.3. Supongamos que todas las fuentes tienen media cero y
varianza unidad, EJ[ siz(t) ] = 1 para todo i, siendo y(t) = B x(?) el

vector Nx1 de salidas del sistema. Definamos

F(x@®:B)=y® y'® -1
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siendo I la matriz identidad. Se verifica que E[ F(x(¢); B) ] =03si la
matriz B = A" por lo que F( x(7); B ) es otra funcién de estimacién.

Ahora bien, definiendo G =B A, esto es,

y(@®) =G s(?)

basta que G sea cualquier matriz ortogonal para que E[ y(©)y(®)' ] =1
y, por lo tanto, E[ F( x(¢); B ) ] = 0 sin que por ello hayamos separado
las fuentes. Este ejemplo ilustra que, en general, las ecuaciones para la
matriz de mezcla que se obtienen de E[ F( x(7); B ) ] = 0 pueden tener
soluciones no deseadas. De hecho, conseguir que E[ y©)y' ()1 =1 ya
es posible por medio del clasico Andlisis de Componentes Principales
[Haykin94b, pag. 363], cuyo objetivo no es separar componentes

independientes.

2.2.2 Separacion utilizando Estadisticos de Segundo Orden

La matriz de mezcla A puede ser descompuesta como A =V £ U", donde Vy U
son matrices unitarias de dimensiones N X N y X es una matriz diagonal, lo que se

conoce como descomposicion en valores singulares de la matriz [Noble89].

Como

E[x®)x"(®) 1=AA" =V " V"

donde la esperanza matematica se toma respecto a la variable vectorial x(), las
matrices V y X pueden ser identificadas a partir de los estadisticos de segundo
orden de las observaciones. Sin embargo, no contienen ninguna informacion
acerca de la matriz U. En conclusidn, los estadisticos de segundo orden no son,

en general, suficientes para resolver el problema de la Separacion de Fuentes. No
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obstante, siempre hay excepciones, aunque la hipétesis de independencia estadis-

tica entre las fuentes debe ser completada y/o substituida por otras. Por ejemplo,

Si las fuentes estdn incorreladas (no es necesario que sean independientes) y
la amplitud de una de ellas es mucho mayor que la de las restantes, entonces
esta fuente se puede estimar bien con el cldsico Analisis de Componentes
Principales [Haykin94b, pag. 363], incluso cuando sélo se dispone de un sen-
sor. Nétese que asi obtenemos la fuente de mayor potencia; pero no la matriz
de mezcla. Por ejemplo, en [Martin97] se aplica esta idea para la estimacién
del electrocardiograma fetal.

Si las fuentes estdn incorreladas y su densidad espectral de potencia es distin-
ta (pero desconocida, de manera que no sea posible discriminarlas mediante
filtros lineales), entonces es posible separarlas con la informacién contenida
en las matrices E[x(9)x"(z—7)] para distintos valores de 7 [Tong9l,

Belouchrani97, VanGerven95].

En todo caso, el conocimiento de los estadisticos de segundo orden de las obser-

vaciones siempre permite decorrelarlas, como sigue [Comon93, Cardoso94]:

Algoritmo de Decorrelacion de las Observaciones

Estimar la matriz R_= E[ x()x'(?) ]

Encontrar Jas matrices V y A tales que R_= V AV". Evidentemente, V
es una matriz ortogonal cuyas columnas son los autovectores de R y A
es una matriz diagonal que contiene los correspondientes autovalores.
Formar la matriz W = A2 V"'

Sea z(t) = W x(?). Por construccién, E[ z()z"(¢) ] = I, es decir, las com-
ponentes de z(f) estan incorreladas.

Sustituir x(¢) por z(t), esto es, X(¢) = z(¢).
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Tras aplicar este algoritmo, las componentes de X(f) en el instante ¢ estardn
incorreladas. En este caso, se puede demostrar que la matriz de mezcla correspon-
diente es ortogonal:

Ya que la escala de las fuentes no puede ser determinada, supondremos que

su varianza es la unidad, es decir, E[ s(f)s"(¥) ] = I. Dado que
x(1) = A s(p)
resulta que B[ x()x(8)' ] = A E[ s(9)s(®)' ] A" = A A", de donde
AA'=1

En conclusién, A es una matriz ortogonal y, por lo tanto, goza de excelentes pro-

piedades. Esto también implica que la matriz de separacion B debe ser ortogonal.

2.2.3 Equivarianza

Notemos una caracteristica de las observaciones que no por obvia deja de ser inte-
resante (en adelante omitiremos la dependencia explicita de las sefiales con el

tiempo ¢ en aquellos casos en los que no pueda haber confusién):

“Dado que la funcion de densidad de probabilidad (f.d.p) de x = A s est4 parame-
trizada por A, la f.d.p del producto x>’ =M x = ( M A ) s depende del pardmetro

M A, sea cual sea la matriz M”.

Debido a esta propiedad, se dice que la distribucién de x es equivariante (o inva-
riante) respecto al grupo de transformaciones lineales [Borovkov88, pag. 185],

[Cardoso96a]. Es decir, el parametro A de la distribucién se transforma de la
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misma manera que X. Resulta entonces muy natural y deseable que los estimado-
res de A compartan esta propiedad: formalmente, dado un conjunto de T observa-
ciones vectoriales X = {x(1), ..., X(T)} y un estimador cualquiera A de la matriz

de mezcla A, se dice que QA es equivariante si

AMX,)=MAX,) (2.3)

donde M X denota al conjunto {M x(1), ..., M x(T)}, siendo M cualquier matriz
invertible. Con otras palabras, si 2 es un estimador equivariante, entonces las ob-
servaciones X; y M X son equivalentes pues, en virtud de la definicion anterior,
las deducciones acerca de A en el primer caso pueden convertirse en deducciones
sobre M A en el segundo.

Sea S; = {s(1), ..., sS(T)} una realizacion particular de las fuentes 'y 2 un es-

timador equivariante, entonces:
A=A(X)=2A(AS;)=AAS,) (2.4)
Segun (2.4), las fuentes estimadas tienen la expresion:

S (1)=A"x(t)= A(S;) AT As(1)=
=RA(S;)'s(1) (2.5)

De esta manera, la Separacion de Fuentes mediante estimadores equivariantes
s6lo depende de la realizacion particular S, pero no de la matriz de mezcla. Por
eso no cabe esperar que la Separacion sea mejor si A es “casi” diagonal; pero, so-
bre todo, tampoco empeorard cuando A sea “defectuosa” (casi singular).

En general es mas sencillo verificar la relacion (2.5) que (2.3). Por esta ra-

z6n, a menudo se adopta (2.5) como definicién de equivarianza [Cardoso95].
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Es muy interesante notar que el propio modelo del problema condiciona la
existencia de estimadores equivariantes: recordemos que la varianza de las fuen-
tes es desconocida y, por ello, la escala de la matriz de mezcla estd indeterminada.
Para eliminar esta indeterminacién, es muy corriente suponer que la varianza de
las fuentes vale uno. Alternativamente, se puede convenir en que todos los ele-
mentos de la diagonal de B son iguales a la unidad, como se encuentra en la refe-
rencia [Jutten91a]; de esta forma, ademas, se reduce el nimero de coeficientes de
B que hay que estimar con lo que se simplifica el problema.

Sin embargo, este dltimo enfoque tiene un inconveniente, que explicaremos

mejor mediante un ejemplo tomado de [Cardoso95]: sea una matriz de mezcla tan

=[5

Hay dos posibles matrices de separacion que contienen unos en su diagonal:

1 -1/t 1 —¢
B = B =
! [—1/3 1 } o {—s 1 }

La relacién entre las fuentes originales y sus estimaciones esta fijada, en el primer

sencilla como

caso, por la matriz de transferencia C, =B, A=(e-1/e) 1. Si B = B, y € es muy
pequefio, la salida y(f) = C, s(#) se verd muy amplificada. Esto puede condicionar

el comportamiento de los algoritmos, especialmente si son adaptativos

[Cardoso95].
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2.2.4 Funciones “contraste”

Se debe a Comon [Comon94] la introduccién del concepto de funcion contraste
en el problema de la Separacién de Fuentes. En la literatura espafiola especializa-
da, se suele entender que un “contraste” es una regla de decisién que permite ele-
gir entre diferentes hipotesis. Sin embargo, en nuestro contexto el significado de
la palabra “contraste” es distinto: denotemos las observaciones con la letra x(#),
como es habitual. Entonces, se dice que la funcién escalar y( x(f) ) es un contras-

te si verifica [Comon94]:

-y x(?) ) sdlo depende de la distribucidn estadistica de x(z).
- y(x()) = y( Px(¢) ) si es P una matriz diagonal o de permutacion.
- w( B x(f) ) = y( M x(?) ) si las componentes de B x(f) son independientes,

esto es, B es una auténtica matriz de separacion, para cualquier matriz M.

Entonces, queda claro que un contraste es una funcién objetivo cuya optimizacién

lleva a la Separacion de las Fuentes. Veamos ahora un par de definiciones:

® Se dice que el contraste es discriminante [Comon94] si y( Bx(f) ) alcanza
un maximo global sélo cuando B es una matriz que separa las fuentes. Es de-
cir, fodos los maximos globales de un contraste discriminante son auténticas
matrices de separacién. Sin embargo, no afirmamos nada sobre el carécter de

los maximos locales.

® Se dice que el contraste es ortogonal [Comon94] si, como hipétesis de par-

tida, supone que las observaciones estan incorreladas, es decir,

E[x()x'(H) ] =1
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Recordemos que, sin pérdida de generalidad, esto equivale a suponer que tanto
la matriz de mezcla como la de separacion son ortogonales. Decorrelar las ob-
servaciones también es 1til para incrementar la relacién sefial a ruido de la

mezcla, como se vio en el Capitulo anterior (ver la Seccién 1.6).

Por dltimo, veamos la relacion que existe entre las funciones contraste y las
funciones de estimacion previamente definidas. Suponiendo que y( Bx(?) ) es di-

ferenciable, entonces de
Vo W(Bx(n)) = 0 (2.6)

se puede obtener una funcidn de estimacion, siendo V, y( Bx(?) ) la matriz cuya

componente en la posicion (i, j) vale —a—%—u/( Bx(?) ). Sin embargo, no es cierto
g

que toda funcion de estimacién se obtenga como la derivada de una funcién

contraste.

Ejemplo 2.4. El mismo Comon [Comon94], demuestra que

N
wy())=w(Bx(s))= % (5)?

es un contraste orfogonal para todo r 2 2, siendo Ky, el cumulante de

orden r de la salida y; es decir, cuando r = 2 tenemos la varianza;
para r = 3, el coeficiente de asimetria; con r = 4, la curtosis, etc. Es
mds, cuando r = 3 el contraste es discriminante siempre que, como
mucho, sélo el cumulante de orden r de una de las fuentes se anule
(por lo que, a lo mas, una fuente puede ser de distribucién gaussiana).
Esto da a entender que los estadisticos de orden mayor o igual que tres
contienen informacion suficiente para separar las sefiales, aunque los

cumulantes de orden impar son poco pricticos porque se anulan
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cuando las f.d.p son simétricas. En la prictica es corriente trabajar con
los cumulantes de orden cuatro [Comon94, Cardoso93].

Probar que W( y(?) ) es un contraste es prolijo y omitiremos
los detalles. En su defecto, repasaremos las lineas generales de la
demostracién, remitiéndonos siempre a la referencia original
[Comon94]:

La prueba sélo hace uso de las propiedades algebraicas de los
cumulantes. Sea y(f) = B x(f), donde E[ x(H)x(1)" ] = I y la matriz B es
ortogonal. Bajo estas condiciones, Comon demuestra que la suma del
cuadrado de fodos los cumulantes de orden r de y(1) es constante y no
depende de B. Por cumulantes de y(f) entendemos todos aquellos

cumulantes que involucran a las componentes del vector y(1), tanto los

cumulantes cruzados como los ya definidos cumulantes x,;. Por lo
tanto, maximizar W( y(f) ) equivale a minimizar la suma de los
cumulantes cruzados (al cuadrado) de las sefiales y,(f). Cuando B es
una matriz de separacién, las componentes del vector y(z) son
estadisticamente independientes y todos los cumulantes cruzados se
anulan, con lo que y( y(¢) ) alcanza, en efecto, su valor méximo.

De igual forma, omitimos la prueba de que y( y(¢) ) es un
contraste discriminante.

Por dltimo, diremos que en el Capitulo 4 se presenta el
algoritmo que ha propuesto Comon [Comon94] para la optimizacién

de su funcion contraste.

Sin embargo, se puede esperar que la distribucion estadistica de las fuentes
propicie la aparicion en los contrastes de maximos locales que no sean matrices
de separacion. Comon no puede probar lo contrario pero, basdndose en simula-
ciones, sostiene que es muy improbable que tales 6ptimos locales consigan que su

algoritmo fracase [Comon94].
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Ejemplo 2.5. Extendiendo el trabajo de Comon, Moreau y Macchi

[Moreau96] prueban que

N
w(y(n)=wBx(n) =2 |«
i=1
es un contraste ortogonal para todo r = 2. Como caso particular,
cuando todas las fuentes tienen curtosis de signo negativo, se obtiene

el contraste ortogonal
S 4
w(y(®) =~ E[»]
i=1

Igualando las derivadas del contraste a cero, Cardoso [Cardoso97b]

muestra que este contraste es equivalente a la funcion de estimacion

F(x(;B)=y® y ®-1+g®y ®—y@® g'®

siendo g(¥) = [ yf(t), ...,y3N(t) 1", en el sentido de que las raices de la

ecuacion E[F( x(r); B )] = 0 coinciden con los maximos del contraste.
Esta observacion serd de interés para el andlisis del algoritmo EASI
[Cardoso96a] en el Capitulo 4. Ademads, esta expresion es muy

parecida a la de la funcién de estimacion vista en el Ejemplo 2.2.

Ejemplo 2.6. Supongamos que las matrices A y B son ortogonales, o
bien, que E[ x(H)x(#)" ] = I. Ademds, ninguna de las fuentes tiene, por
hipétesis, una distribucién gaussiana. Sea b." la i-ésima fila de B y

definamos

y(t)=bx(®)
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Sea K;i la curtosis de y,( t ). Evidentemente, K‘;,- puede ser optimizada

respecto a b.", con la restriccién de que Il b, I, = 1. Pues bien, Delfosse

y Loubaton [Delfosse95] han probado que:

1.- Si al menos una fuente es super-gaussiana (curtosis positiva) y otra

es sub-gaussiana (curtosis negativa), entonces todos los mdximos y

minimos locales de K;i se alcanzan cuando B es una matriz de

separacidn correcta.

2.- Si todas las fuentes son sub-gaussianas, entonces los minimos
locales de la curtosis se alcanzan cuando B es una matriz de

separacion. Los mdximos locales no separan las fuentes.

3.- Si todas las fuentes son super-gaussianas, entonces los mdximos
locales de la curtosis se alcanzan cuando B es una matriz de

separacidn. Los minimos locales no separan las fuentes.

Gracias a este Teorema, Delfosse y Loubaton [Delfosse95] proponen

el contraste
)2
W) =(x )

cuya optimizacion les permite recuperar una de las filas de B. Las
restantes filas se obtienen mediante la aplicaciéon repetida del

algoritmo.

Como han propuesto, entre otros, Shalvi y Weinstein [Shalvi90], se puede identi-
ficar un sistema de fase no minima optimizando un criterio basado en la curtosis
de la sefial de salida del sistema. No podemos dejar de notar el parecido de esta

técnica con las que hemos presentado en los sucesivos ejemplos y es que parte de
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los métodos de Separacion se derivan de algoritmos de Igualacion Ciega de Canal
y viceversa [Comon96]. De hecho, ya hicimos notar en el Capitulo 1 la relacion
entre ambos problemas.

Los Ejemplos 2.1 a 2.6 se han escogido porque ofrecen una visién panora-
mica de los fundamentos de buena parte de los algoritmos de Separacién de Fuen-

tes. Esta panordmica serd completada en los dos Capitulos que siguen.

2.3 El Gradiente Natural

Los contrastes y( y(t) ) = w( Bx(¥) ) son, propiamente, funciones de una matriz B
de N? elementos, no funciones de N* variables escalares. Partiendo de esta obser-
vacién, Amari [Amari98a] ha presentado unos resultados muy interesantes sobre
la optimizacion de las funciones contraste.

En el Apartado 2.3.1 introducimos el concepto de distancia entre matrices
que servird en el Apartado 2.3.2 para dotar de una métrica al espacio de las matri-
ces. Conocida la métrica es posible determinar con exactitud la expresién del gra-
diente de las funciones contraste, como se verd en el Apartado 2.3.3, induciendo

ademds un algoritmo para su optimizacion.

2.3.1 Distancia entre matrices

Este Apartado examina los conceptos de matriz y de norma de una matriz, que,
como veremos, seran necesarios para entender los desarrollos posteriores.
Empezaremos notando que el conjunto de todas las matrices invertibles
NXN tiene la estructura de un espacio vectorial, esto es, se verifica que la suma de
matrices y el producto de matrices por escalares tienen propiedades bien conoci-

das (asociativa, conmutativa, etc.) [Noble, pag. 201].



Sec. 2.3. El Gradiente Natural 43

Es razonable preguntarse por la dimension de este espacio. Sobre el conjun-
to de todas las matrices NXN invertibles estd bien definida la operacién producto
entre matrices, que tiene la propiedad asociativa. Esta operacién es “suave” (dife-
renciable al menos dos veces) porque cada elemento de la matriz producto A B es
un polinomio de segundo grado en los coeficientes de A y B. Ademas, cada ma-
triz A tiene un elemento inverso A’ respecto a la operacién producto, siendo la
matriz identidad I el elemento neutro. Un conjunto con las propiedades descritas
recibe el nombre de grupo de Lie. Por lo tanto, el conjunto de las matrices NXN
invertibles forma también un grupo de Lie. En base a esta observacion, se de-
muestra que la dimension de este grupo y, por extension, del espacio de las matri-
ces es precisamente N* [Mishchenko88, pag. 217].

Definamos, en principio, el producto escalar o interno entre dos matrices A

y B de dimensiones NXN como:

<Al B>="Traza( AB") (2.7)

Sea E, la matriz NXN cuyos elementos son todos iguales a cero, exceptuando al
que se encuentra en la interseccién de la i-ésima fila y la j-€sima columna, que

vale uno. Puesto que podemos escribir
A=2ija; Ey, B=2,b,E,

resulta que el conjunto de las matrices E, es una base del espacio, a la que llama-
remos €, esto es, € = { E; }. De hecho, utilizando la definicién (2.7) de producto

interno, € es una base ortonormal. Como se verifica que
<Al B>=TI'8,Z8.(ABT)=Z,"]‘ a,./.b,.j,

reconocemos de inmediato que (2.7) es el producto escalar de las matrices cuan-

do sus coordenadas se expresan en la base ortonormal EU Ademas, cuando
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identificamos la matriz A con el vector A = X; a; Eij, podemos asociar a cada

matriz la norma euclidea del correspondiente vector: < A | A > =1l A I, siendo

precisamente || A I, la norma de Frobenius de A.

Fro
Dadas dos matrices A y B diremos estan separadas por una distancia igual a
la norma de su diferencia A — B, que vale: <A-Bl A-B>=%,,(q, - b,j)z.

Definida la distancia, el concepto de métrica aparece de forma muy natural:
sea ® ={ G, } una base del espacio distinta de €.. El hecho de que ® sea una

base permite escribir
A=Xio; Gy, B=%B;G,

Ahora bien, en general, la distancia entre A y B medida en la base €, es decir, la

cantidad 2;;(a; - b,.i)z, no parece coincidir con la distancia en la base & , que se-
ria, por definicién, X;; (0, — BU)Z. Sin embargo, la distancia es invariante en un

grupo de Lie [Amari98a], es decir, no depende de la base o sistema de referencia
utilizado. Por todo esto, la definicién de producto escalar dada en (2.7) no es

completamente apropiada. En su lugar, vamos a definir una nueva operacion en la

base &
<Al B>g =Zij1m &jm % Bin
siendo las cantidades g, tales que <A | B >4 es invariante, de tal forma que
<Al B>, =<Al| B>,

siendo <Al B>, =Traza(AB" ) = i a; b., como en (2.7). Por todo ello, se

dice que la distancia entre las matrices A y B, expresadas en la base &, es igual a

i

<A -BIlA-B>, Evidentemente, los coeficientes { g, } dependen de &.

ijlm

Se dice que, de esta forma, hemos inducido una métrica en el espacio de las

matrices [Amari98a].
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2.3.2 Determinacion de la métrica

Los coeficientes g, nos permiten medir distancias en &. Ahora bien, es necesa-
rio determinar su valor. El siguiente desarrollo se debe a Amari [Amari98a]:

Sea dX una ligera perturbacién de la matriz identidad I. Suponiendo sin
perder generalidad que dX estd expresado en la base €&, la distancia que separa I

de la matriz perturbada I + dX es
<dX| dX >, =3;;(dX;)" = Traza( dX dX") (2.8)

La siguiente transformacién convierte a dX en una perturbacion que puede ser

aplicada a cualquier matriz B:

(I+dX)B= B +dB (2.9)
Ahora bien, consideramos que multiplicar por B hace que cambie la base respecto
a la que se expresa la perturbacién. Es decir, dB = dX B son las coordenadas de

dX en otra base a la que llamaremos B , por ser “natural” a B.

Cualquier cambio de base debe conservar las distancias, por lo que
<dB|l dB>y=<dX | dX >, (2.10)
Como dX = dB B, resulta que, de (2.8),

<dX| dX >; = Traza(dB B"' (B") dB") (2.11)

pero, por otra parte, <dB | dB >y =X, 8;,, dB; dB,, por lo que, comparando

esta expresion con (2.11) se deduce que [Amari98al:
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8ijul B)=ZX, SikB-ljm B-llm (2.12)

siendo §,, la delta de Kronecker.
2.3.3 El gradiente natural

Sea y( B ) una funcién contraste. Supondremos que y( B ) es una funcién real y
diferenciable de B. Entonces, dadas dos matrices B, y B’ muy préximas, tales

que B’ =B, + AB = B_, podemos admitir el siguiente desarrollo de Taylor:

y(B,+AB)=y(B, )+<V,y | AB > (2.13)

siendo <Vpy | AB> = Traza( V,y AB"). Por su parte, V y fue definida en

9
T5rV(B)

Si AB = Vyy, donde [ es positivo y pequefio, a fin de que se siga verifi-

(2.6) como la matriz cuya componente (i, j) vale

cando que B’ = B, resulta al sustituir en (2.13)

Ay =y(B,+AB)—y(B,)=pll Vyy I, 20 (2.14)

siendo Il Vyy IP, = <Vyy | Voy > la norma de Frobenius de Vyy . Por lo tanto,
se deduce de (2.14) que W( B, + AB ) 2 y( B, ) y el contraste crece. En realidad,
la eleccion AB = [ Vyy no es sino, en apariencia, la expresién que tiene el tradi-
cional algoritmo del gradiente. Sin embargo, el incremento de B, no se ha llevado
a cabo, necesariamente, en la direccion de mayor crecimiento de v [Amari98a]
porque, a fin de cuentas, Il V y I, es una longitud, 1a del vector gradiente, para

cuya medida no se esté utilizando la métrica propia de la matriz B,
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Ejemplo 2.7. Sea f{ x, y ) una funcién de dos variables expresada en

las coordenadas cartesianas x € y. El gradiente de f{ x, y ) es el vector:

dfix,y). | dfxy) .
Vicr,y) = fgxxy) - fgxyy) i

y, como es bien sabido, este gradiente apunta en la direccién de mayor
cambio de f{ x, y ). Hagamos un cambio de las coordenadas, pasando
de las cartesianas x e y a coordenadas polares. En estas nuevas

coordenadas, el gradiente

of(r,0) of(r,0)
or r+ 20 0

Vf(r,0) #

sino que, por el contrario,

df(r,0) 1 9f(r,0) 0

Vf(r,e): Tl‘-i-r 30

siendo ry 0 los vectores unitarios en el nuevo sistema de referencia.
Resulta que la expresion correcta del gradiente en coordenadas
polares s tiene en cuenta la métrica. Pues bien, esta misma discusién

pretendemos plantearla en el campo de las funciones contraste.

Amari llama natural al gradiente que se calcula de acuerdo con la métrica
(aunque, técnicamente, se prefiere decir que el gradiente esta expresado en coor-
denadas contravariantes [Mishchenko88]).

Como ya hemos hecho notar, es un resultado bien establecido que el gra-
diente natural apunta en la direccién de mayor cambio de la funcién, indepen-

dientemente del sistema de coordenadas que se elija.
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Conocidos los coeficientes g, (9B ) es posible determinar el gradiente na-
tural sin ninguna dificultad. El desarrollo se puede encontrar en cualquier texto de

geometria diferencial ( [Mishchenko88]):

Teorema 2.1 [Amari98a] El gradiente natural calculado en B vale
VBnm \V = ( VBW ) ]30T Bo

siendo V¢ la matriz N X N cuyo elemento ( i, ) es a%\p( B).
i

L—

Demostracion. El siguiente razonamiento se debe a Te-Won Lee
[Te-Won98] y ha sido seleccionado por su sencillez. No obstante,
también remitimos al lector al escrito original de Amari [Amari98a].
El desarrollo de Taylor de la funcidn contraste nos lleva a la siguiente

aproximacion:

y(B,+AB)=y(B )+ <Vyy | AB>, (T2.1.1)

siendo <V yl AB>, =<V, y| AB> como en (2.7). Impongamos que

<Vy"wl AB >, = <V y| AB>, (T2.1.2)

Para cambiar las coordenadas de V"¢ y AB desde la base € a la

base B, basta con multiplicar ambas matrices por B desde la

derecha. Entonces,

<V, | AB >y = <V,"yB'| ABB' >, (T2.1.3)
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Por lo tanto, comparando (T2.1.2) y (T2.1.3) resulta que

<V,"wB'l ABB'>, = <V y| AB>,

De donde, tras varias operaciones, se obtiene el resultado final:

VBnat ll’ = ( VBW ) BoT Bo'

Corolario 2.1. El algoritmo del gradiente para las funciones

contraste \y tiene la expresion:

(2.15)

siendo L pequefio y positivo, si se pretende maximizar V.

El algoritmo (2.15) utiliza el gradiente correcto, adecuado a la matriz B.

La regla de adaptacién (2.15) también ha sido presentada, de manera inde-
pendiente, por Cardoso y Laheld [Cardoso96a]. No obstante, Cardoso y Laheld no
llegan a ella mediante un razonamiento tan formal como el de Amari, aunque su

punto de vista es muy interesante. Ellos proponen el algoritmo

AB=-uF(x();B)B (2.16)

Py
H
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siendo F( x(¢); B ) una funcién de estimacion. La regla (2.16) y el algoritmo del
gradiente natural (2.15) son equivalentes si se toma F(x(®);B)=—(Vyy) B'.La
matriz ( V4y ) B recibe el nombre de “gradiente relativo” en el trabajo de Cardo-
so y Laheld [Cardoso96a].

Si F se puede expresar como una funcién exclusivamente de las variables
de salida y(¢) = B x(t) = G s(2), siendo esta matriz G = B A la matriz global de

transferencia del sistema, es decir,

F(x(1);B)=F(y(®)=F(Gs@®))

entonces, multiplicando (2.16) por la matriz A, se obtiene la regla equivalente:

AG=-pF(Gs@®))G (2.17)

La ley de adaptacién (2.17) implica que la evolucién de la matriz G es indepen-
diente de la matriz de mezcla. En efecto, las matrices de mezcla A y A’ darén lu-
gar a la misma matriz G si, en algiin momento, se ven multiplicadas por matrices
B y B’ tales que B A = B’A’. Por ello, se dice que la adaptacion (2.16) (y, por
ende, la (2.15)) presenta una convergencia uniforme para todas las matrices de

mezcla [Cardoso96a]. Esto da pié al siguiente resultado [Cardoso96al:

Corolario 2.2. La propiedad de convergencia uniforme es la
extensién natural del concepto de equivarianza a un algoritmo

adaptativo.

2.4 Eficiencia de los estimadores

Nuestra aproximacién al problema de la Separacién de Fuentes estd basada en las

llamadas funciones de estimacién. Dada la funcién de estimacion F( x(1), B ), se
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cumple siempre, por definicién, que E[F( x(¢), B )] = 0 si B es una matriz que se-
para las fuentes, donde la esperanza matemadtica se calcula respecto de x(7). De
aqui se deduce que la estimacién de B no es sesgada. Complementariamente, se
desea conocer la varianza del error de estimacién y a ello dedicaremos la presente
Seccion.

En el Apartado 2.4.1 determinaremos genéricamente el orden de magnitud
que tiene la varianza de las estimaciones de B. Este estudio servird para caracteri-
zar en el Apartado 2.4.2 a las funciones de estimacién maés eficientes, esto es, de
menor varianza. Finalmente, en los Apartados 2.4.3 y 2.4.4 se presentaran condi-
ciones para que dicha varianza sea muy pequefia en, respectivamente, estimadores
de bloque y adaptativos.

Ademds de las hipétesis que se hicieron en la introduccién del Capitulo, se

suponec que:

4 N
- Las variables aleatorias s,(¢) tienen varianza unidad.
- Ademds, s(f)y s(t’) serdn variables aleatorias independientes e idénti-

camente distribuidas (i.i.d)sit#t .

La segunda hipétesis es muy restrictiva; pero necesaria para calcular con fa-

cilidad las propiedades asintéticas de la funciones de estimacion.

2.4.1 Determinacion de la varianza de las estimaciones

Sea X; = {x(1), ..., x(T)} la muestra disponible de T observaciones vectoriales.
De las hipétesis se deduce que x(1), ...y x(T) son muestras de variables aleatorias

vectoriales independientes e idénticamente distribuidas, como se pretendia.
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Sea B, el estimador de B, la inversa de la matriz de mezcla, que se obtiene a
partir de X y F( x(#), B ), la funcién de estimacion. Definimos el error relativo

de la estimacién como [Amari98b]:
AB™ = AB, B (2.18)

donde AB, = B, — B es un error absoluto. Por definici6n, la matriz B, es aquella

que satisface la ecuacién de estimacion (ver la ecuacion (2.2)):
T T
S F(x(t),B)=2F(x(t),B+AB*B )=0 (2.19)
=1 =1

siendo B + AB® B = B.. Si T es suficientemente grande, admitiremos que, en

efecto, B; = B = A, obviando con ello que las ecuaciones de estimacién pueden
tener otras soluciones, quizas no deseadas. Por ello, es posible hacer el siguiente

desarrollo en serie de Taylor de (2.19):
2 F(x(t),B)+AF(x(?),B)=0 (2.20)

donde AF (omitimos la dependencia explicita con x( ¢ ) y B por simplicidad) es la

matriz cuyo elemento (a, b) vale

[AF]ab=Zaf“b

> 5,481, 2.21)

siendo f,, =[F¥ ],y b,=[B ], (recordemos que [ - ], denota al elemento (i, j) de
la matriz entre corchetes). Ahora vamos a tratar de escribir AF en funcién de
AB™. Sea

af ab

[M], .= b (2.22)
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que, estrictamente, no denota las componentes de ninguna matriz; pero conserva-
remos esta notacién. Como AB = AB™ B implica, componente a componente,

que:
[AB],=Z; [AB],b, (2.23)
resulta, llevando (2.22) y (2.23) a (2.21),

[AF ]ub= Z;i [M ]ab,cd[AB ]cd= % [ M ]ab,cdbid[ABrel ]ci=

= Z (D], . [AB], (2.24)

que es una expresién que relaciona explicitamente AF y AB™ , como se pretendia,

siendo

[D], =24 [M], .. by, (2.25)

ab, ci

La expresién (2.24) que liga AF y AB™ se escribe de manera simbdlica como

[Amari98b]
AF = © AB™ (2.26)

donde D es un operador lineal que actia sobre el espacio de las matrices. Final-

mente, llevando (2.26) a (2.20) se obtiene:
S F(x(H),B)+DAB® = 0 (2.27)

A partir de (2.27) vamos a derivar las propiedades asintéticas de nuestro estima-

dor F( x(), B ). Para ello, reescribimos (2.27) como sigue
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ly page=—-L-LYF (2.28)
T4 T /T4
Como las muestras vectoriales x(1), ..., X(T) son independientes entre si e idénti-

camente distribuidas por hipétesis, se sabe que para T suficientemente grande

[Papoulis91, pag.213}, [Amari98b]

Y D=E D ]+0(—1¥) (2.29)

1
T JT

Por otra parte, el teorema central del limite [Papoulis91, pdg. 214] nos permite

asegurar que

2 F(x(®),B)
T ¢

5l

converge en distribucién hacia una matriz de variables aleatorias de distribucion

normal, media cero (pues E[ F ] = 0) y covarianzas dadas por:
E[F,(x(?), B) F,,(x(), B)] (2.30)

Es interesante hacer notar que la hipétesis, muy restrictiva, de que las muestras
vectoriales x(1), ..., X(T) son independientes también es necesaria para aplicar el
Teorema Central del Limite.

Combinando (2.28) y (2.29) se obtiene [Amari98b]:

AB® =——LE[ © 1'-L Y F(x),B) @2.31)

JT JT

siendo E[ © 1" el operador inverso de E[ © ]. Entonces, AB™ es también una

matriz de variables aleatorias normales de media cero, igual que X, F( x(), B)
t
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(pues al aplicar cualquier transformacién lineal a una matriz ¥ F de variables
aleatorias gaussianas su distribucién estadistica no cambia, siendo esto dltimo ca-
racteristico de los procesos gaussianos [Papoulis91, pag.309]).

Definimos la correlacion entre las componentes de AB™ del mismo modo

que en (2.30) se defini6 la correlacién entre las componentes de Y, F. Esta corre-
t

lacién viene dada por el siguiente resultado [Amari98b]:

Lema 2.1 (Varianza del Error en la Matriz de Mezcla) Sean
Aby y AbYY,

respectivamente, los elementos (a, b) y (c, d) de la matriz AB™.

Entonces
re re 1 1
E[ Ababl Abcdl 1= T sz,cd +O( F)

siendo G, ., un pardmetro que depende de la distribucién estadistica

de las observaciones y de la funcién de estimacién: pero no del

nimero de muestras T.

Es decir, aunque la varianza depende del propio estimador a través de 62, od

en general siempre podemos esperar que sea inversamente proporcional al nime-
ro T de muestras. La prueba del Lema 2.1 es inmediata a partir de (2.31)
[Amari985b].

La salida del sistema es igual a

Y(® =B x(t) = (B + AB, ) x(¢) (2.32)
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Como B =A™ y AB, = AB™ B, resulta que

y(0) = s(2) + As() (2.33)

siendo As(f) = AB™ s(¢). Se puede demostrar [Amari985b] lo siguiente:

Lema 2.2. (Correlacion cruzada de las salidas) Para i # j se verifica

que:

E[ As(As(t)] = X B[ Abj' Abj' 1E[s(0)]
| k

Si i # j, no es dificil probar que E[ As(?) Asj(t) 1=E[ y,.(t)yj(t)], la correlacién entre
las sefiales de salida, que, idealmente, deberia ser cero. De acuerdo al Lema 2.1,

resulta que

B[ As(HAs(0] = O 1)

Estos resultados son clésicos; pero poco operativos. Sin embargo, ayudan a enten-

der propiedades fundamentales del problema de Separacion de Fuentes.

2.4.2 Funciones de Estimacion Eficientes

El estimador de mdxima verosimilitud (MLE) es asint6ticamente eficiente, esto

es, alcanza la cota de Cramér-Rao (ver Apéndice C). Sin embargo, para formular



Sec. 2.4. Eficiencia de los Estimadores 57

las ecuaciones del MLE es necesario conocer la funcién de densidad de probabili-

dad de las sefiales fuente. A ello se refiere el siguiente Teorema:

Teorema 2.2 (El Estimador de Mdxima Verosimilitud) Sea g, la
funcion de densidad de probabilidad marginal de la i-ésima fuente

s(1). Definamos @;(y;(f)) = % log gqi(yi(?)). Entonces

F(x();B)=0(y®)y'®-L

donde @( y(1) ) = [¢,(0,(1), 9,,(1)), ""(pN(yN(t))]T5 es la funcion de

estimacion asociada al estimador de mdxima verosimilitud de la

matriz de mezcla.

Demostracion. Se deja la prueba para el siguiente Capitulo.

No obstante, la f.d.p marginal de las fuentes es, por definicién, desconocida. De

todas maneras, las funciones de estimacién no sesgadas que son de la forma

F(x(t);B)=o(y®)y'® -1 (2.34)

presentan siempre unas caracteristicas excelentes en cuanto a la varianza de sus
estimaciones, incluso aunque la eleccién de la funcién vectorial @ sea arbitraria.
Ello se va a establecer por medio del Teorema 2.3, que se presenta a continuacion.

Antes, nétese que para (2.34)

E[F(x(n);B)]=0
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equivale a

E[o(y®)y' ®1=1, (2.35)

lo que se interpreta como que y(f) y la variable aleatoria vectorial ¢( y(¢) ) estan
incorreladas. En particular, si las componentes de y(t) son independientes y estan
convenientemente escaladas, se satisface (2.35).

Si @( y(® ) = [y,(®), y,00), .. Y(D]", entonces (2.35) sélo fuerza a que las
componentes de y(7) estdn incorreladas; pero no que a sean independientes, asi
que no basta para separar las fuentes: en general, ¢ debe ser una funcion no lineal
de y(»).

Sea X el espacio de todas las funciones que son de la forma @y, y, (para i
distinto de j), incluyendo sus combinaciones lineales. Nétese que los elementos
no diagonales de la funcidn de estimacion (2.34) pertenecen a este espacio. Cual-
quier funcién escalar g( y(#) ) puede ser proyectada en el espacio X, es decir,
siempre se puede escribir g( y(f) ) como una combinacién lineal de funciones per-
tenecientes a X mas un resto que se dice ortogonal a este espacio. Los coeficientes
de este desarrollo se computan a partir del producto escalar de g( y(#) ) por las
funciones base de X, donde el producto escalar entre dos funciones cualesquiera

w,(2) y w,(f) se define como [Amari974]

<w (), wy() > =E[ w (1) wy(D) ]

Pues bien,
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Teorema 2.3. (Eficiencia de las Funciones de Estimacion) En el

problema de la Separacién de Fuentes, se verifica que

a ) La proyeccién de cualquier funcién de estimacion sobre X también

es una funcion de estimacion.

b ) Cualquier funcion de estimacion tiene siempre mayor varianza que

su proyeccion sobre X.

Demostracion. La prueba es compleja y aporta poco a esta exposicion.
Por ello, remitimos al lector al articulo de Amari y Cardoso
[Amari97al.

Este teorema es clave. Consideremos las funciones de estimacion que se constru-

yen a base de términos de la forma: @,(y)9,(y,), 9.0)0,(y)A,(y,), etc. Por ejemplo,

s€a

F(x();B)=o(y®)w(y®H) -1,

siendo @( y(1) ) y w( y(#) ) vectores de N X 1 elementos, es decir, imponiendo que

E[F(x(®»);B)]=0

se obtendria que
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E[ o(y0))y(y' ®H)]1=1

lo que parece ser una condicién mds fuerte que (2.35). Por ello, aparentemente,
estas funciones de estimacion son més generales que (2.34). Sin embargo, el Teo-
rema 2.3 afirma que con estas “generalizaciones” tan s6lo se consigue incremen-
tar la varianza de la estimacion.

Por esta razoén, a las funciones de estimacioén que tienen la forma (2.34) las
llamaremos de forma genérica “eficientes” en lo que sigue. Esta denominacién no
es del todo ortodoxa, por cuanto que, generalmente, se entiende que “eficiente” es
aquél estimador que alcanza la cota de Cramér-Rao. A pesar de todo, resulta natu-
ral llamar “eficientes” a las funciones (2.34) en el contexto de la Separacion de
Fuentes [Amari985b].

De todas formas, hay que decir que la prueba del Teorema 2.3 se basa en
aproximaciones locales de la funciones de estimacion. Por lo tanto, las funciones
de estimacién que no son “eficientes” podrian tener mejores propiedades globales
de convergencia (por ejemplo, cuando todas sus raices sean matrices que separen
las fuentes, lo cudl no se ha garantizado para (2.34)). También podrian ser més ro-
bustas frente al ruido y, en general, cuando hay menos sensores que fuentes. Esta

es una linea de investigacion que permanece abierta.
2.4.3 Estimacion Supereficiente
El Lema 2.2 afirma que, en general, una vez estimadas las fuentes
ELy(0) 30 1= O( )
para i #j, siendo T el nimero de muestras que se han utilizado para estimar la

matriz de mezcla. Interesa que E[ y(7) y(?) ] sea lo més pequefia posible para i # j;

de hecho, esta correlacién deberia anularse si y(7) e y(#) fuesen independientes.
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Sea, como ¢n (2.34),
F(x(®);B)=0(y®)y ® -1

donde @( y(¥) ) = [@,(y,(D), 9,(3,(2)), ...,q)l\l(y,\,(t))]T y supongamos que se satisface
la hipétesis

E[ ¢(s/(2)) 1 =0 paratodo i
lo que ocurre en cualquiera de los siguientes casos [Amari98b]:

1.- Que o;(s;) = —%log qi(s:), siendo g(s,) la f.d.p marginal de la
i

i-ésima fuente. De hecho, como se vio en el Teorema 2.2, asi se

obtiene el estimador de mdxima verosimilitud. Por desgracia, g( s,) es

desconocida y es dificil escoger @, para que cumpla este criterio.

2.- La f.d.p de las fuentes es una funcién par mientras que @, es una
funcién impar. Este es un caso que se puede suponer frecuente en la

préctica.

Entonces, la Funcidn de Estimacion (2.34) es supereficiente [Amari98b], esto es,

1
ELy( 30 1=0(=5)

para i #j. Esto explica los excelentes resultados que suelen tener los algoritmos
de Separacién de Fuentes basados en las funciones de estimacion de la forma
(2.34). Nétese que, en otros contextos, se llama supereficientes a aquéllos estima-

dores sesgados cuya varianza es menor que la del estimador de maxima
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verosimilitud (MLE) [Stoica96] (esto no es ninguna contradiccién: la cota de Cra-
mér-Rao para la varianza de los estimadores sesgados no es la misma (quizas es
menor) que la cota para la varianza de los estimadores no sesgados, que es alcan-

zada por el MLE [Stoica96, Johnson93, pag. 279]).

2.4.4 Supereficiencia de los Algoritmos Adaptativos

Los resultados anteriores se aplican sélo a algoritmos de bloque, es decir, a aqué-

llos que resuelven ecuaciones de estimacion como (2.2). Sea, como antes en

(2.34),

F(x(®);B)=(y®)y'®) -1

donde @( y(*) ) = [@,y,(1), ¢,(y,(2), ...,(pN(yN(t))]T. Al aplicar el algoritmo de
adaptacién (2.16) de Cardoso y Laheld para buscar las raices de F( x(¢¥) ; B ) se

obtiene
AB=-pF(x(®);B)B=p(I-o(y®)y'(®))B (2.36)
donde L es una constante positiva y muy pequefia. Si se cumple la condicién de

supereficiencia, esto es, E[ @(s(?)) ] = O para todo i, tras iterar un nimero sufi-

cientemente grande de veces se tiene que

E[y(®) y(® 1=0(n*)



Sec. 2.4. Eficiencia de los Estimadores 63

para i #j [Amari98b]. El resultado es vélido siempre que el algoritmo converja a

una matriz separe las fuentes, lo cudl no se puede garantizar a priori.

2.5 Conclusiones

A lo largo de este Capitulo, hemos presentado los fundamentos de la estimacion
de la matriz de mezcla. En realidad, se han aplicado las técnicas clésicas de Infe-
rencia Estadistica al problema de la Separacién de Fuentes, aunque empleando
una terminologia y casuistica propia. En particular, se ha tratado con detalle el
problema de la eficiencia de las Funciones de Estimacién, entendiéndose que un
estimador es mds eficiente que otro si su varianza es menor y se ha mostrado la
forma que deben tener los estimadores de varianza minima (entre los que se en-
cuentra el estimador de maxima verosimilitud). Sin embargo, no hemos podido
afirmar que estos estimadores siempre obtengan una matriz de separacién. De he-
cho, como se mostrard con detalle en el siguiente Capitulo, es muy probable que
las Funciones de Estimacion eficientes tengan raices que no consiguen la Separa-

cion de las Fuentes.



3. El Estimador de Maxima
Verosimilitud

3.1 Introduccion

Dentro de la teorfa clasica de la estimacién de parametros, el estimador de mdxi-
ma verosimilitud (MLE, acrénimo de ‘Maximum likelihood estimator’) es el esti-
mador no sesgado que goza de mejores propiedades, en el sentido de que su
varianza satisface asintéticamente la cota de Cramér-Rao (ver Apéndice C). En
este Capitulo vamos a plantear las ecuaciones del MLE de la matriz de mezclay a
discutir su utilidad y prestaciones.

En la Seccién 3.2 se presenta el MLE y su interpretacion en el contexto de
la Separaciéon de Fuentes. Después, en §3.3 se relaciona el MLE con los algorit-
mos basados en el “Principio de Maximizacion de la Informacién” (Infomax), que
ha ganado gran popularidad en los ultimos afios. La Seccién 3.4 se dedica a la dis-
cusion sobre el MLE. Finalmente, en §3.5 se presentan nuestras conclusiones.

Salvo indicacién en contra, se admiten las siguientes hipdtesis:

4 I

- Lamatriz de mezcla A es invertible.

- Las sefiales fuente son realizaciones de procesos aleatorios
reales 'y estacionarios, siendo estadisticamente independien-
tes entre si y de media cero.

- La varianza de cada fuente es igual a uno en todo instante.
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La primera y segunda suposiciones son las habituales. La tercera hipdtesis es una
simple convencién que normaliza las fuentes, sin mayor trascendencia.
Mantenemos la notacién del Capitulo anterior: se emplea la cursiva para las
cantidades escalares, la negrita mintscula para los vectores y la negrita mayuscula
para las matrices, sin perjuicio de que, a su vez, s(f) o x,(¢) (respectivamente s() o
x(?)) denoten realizaciones de un proceso aleatorio y, para un instante ¢ particular,

sean ademds variables aleatorias escalares (respectivamente vectoriales).

3.2 El estimador de Maxima verosimilitud

En 3.2.1 presentaremos las ecuaciones que tiene el estimador en si, para después,
en 3.2.2, estudiar la variante de que la matriz de separacién sea ortogonal. Final-
mente, en 3.2.3 se definiré la llamada *“distancia de Kullback-Leibler”, que servird
para dar una interpretacion al MLE.

En esta Seccién se utilizan las siguientes hipdtesis de trabajo, que se afiaden

a las formuladas previamente

a )
- En todo instante ¢, cada fuente s(t) es una variable aleatoria continua.
- Ademis, s(#) y s(t) estdn idénticamente distribuidas y son independien-

tes si t es distinta de ¢’.

- /

Se dice que una variable aleatoria Z es continua si su funcion de distribucion F, es
absolutamente continua (es decir, existe una funcién p: R = R, la funcion de
densidad de probabilidad ( f.d.p ) de Z, tal que

F(z)=Prob(Z <z)= JZ_'wpz(x) dx
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[Gnedenko75, pag. 132]. Esta definicién se supone conocida por el lector; pero
sirve para fijar nuestra notacién. En contraposicion, se dice que una variable alea-
toria es discreta si los valores que toma forman un conjunto numerable
[Gnedenko75, pag. 131]. El estimador de méaxima verosimilitud de A se obtendra
suponiendo que las fuentes para el instante ¢ son variables aleatorias continuas.
Sélo al final discutiremos la problematica asociada a las fuentes de naturaleza

discreta.

3.2.1 Formulacién de las ecuaciones del estimador

El modelo de mezcla lineal e instantdnea viene dado por la siguiente ecuacion,

sobre la que centraremos nuestro analisis:

x(f) = A s(f), 3.1

siendo A la matriz NxN de mezcla, s(f) = [ 5,(5), 5,(t), ... sy() ] el vector que re-
coge las N fuentes y X(1) = [ x,(£), x,(t), ... x(2) 1" el vector de las N observaciones.
Deseamos estimar la matriz de mezcla A a partir de un conjunto dado de T obser-
vaciones vectoriales, X, = {x(1), ..., X(T)}, como paso previo a la Separacién. El

modelo se representa en la Figura 3.1.

—> A ! B ——>

matriz de mezcla matriz de separacion

Figura 3.1. Modelo de Mezcla y Sistema de Separacidn.
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Sea g( - ) la f.d.p conjunta de las fuentes. Se puede demostrar facilmente

que la f.d.p conjunta de las observaciones es igual a [Papoulis91, pag.183]
pAX(® ;AT g)=1det ATl g( A" x(?)) (3.2)

Como ya hemos apuntado, no utilizamos simbolos distintos para referirnos a la
variable aleatoria y al valor instantdneo que toma. Dado que las fuentes s,(f) son
independientes, q(-) es igual al producto de sus funciones de densidad de probabi-

lidad marginal, denotadas a su vez por g(s(?)). Es decir,
N
q(s@®) =11 q(s®) (3.3)
i=1

Dada una muestra de T observaciones vectoriales independientes € idénticamente
distribuidas x(1), ..., x(T), el logaritmo de su funcién de verosimilitud (ver Apén-

dice C) toma el valor

T
I(B) =1 X log p,(x(t): B q) =

T
=log | det B +%Z log ¢( B x(?)) (3.4)
t=1

La matriz B es genérica y no tiene por qué coincidir con A™'; por otra parte, nétese
que I( B ) es un escalar. La estimacién de maxima verosimilitud de A™' es justa-

mente el valor de B que maximiza /( B ), es decir

A' =argmax I[(B)
B

Por lo tanto, admitiendo que /(B) es diferenciable, el MLE es una solucién de la

ecuacion:



Sec. 3.2. El Est. de Max. Verosimilitud 69

V,I(B)=0 (3.5)

siendo Vy I( B ) la matriz cuyo elemento ( i, j ) vale aaléB) , la derivada de I( B )
ij

respecto a la componente de B que estd en la posicion ( i, j ). Es posible demostrar

que [Bell95]

V,logldetBI=(B")" (3.6)
y, por otra parte, de (3.3),
N
Ve log q(y(®) ) = §4 Vg log g (1) (3.7)

donde y(1) = B x(?) representa la salida del sistema, como en la Figura 3.1. Por de-

finicién, el elemento (k, j) de la matriz V log ¢,( y,()) es, segtn (3.3), igual a

d 1 d 0

—logg(y.)=—— —q:(y;) =—Vy; 3.8

Dado que —ag—yi = 0, x,, donde §,, denota la delta de Kronecker, resulta
ki '
9 1og g(1() = — QL y(1) 8, x D) (3.9)
oby;
. 1 d . . )
siendo @;(y;) = ———= =—qi(y:) (“score function”’en inglés). Combinando todas
@i(yi) 700 i) ( S glés)

estas expresiones, se llega al sorprendentemente sencillo resultado:

Vilog g(y®)=—o(y®)x' (1) (3.10)

donde @( y() ) = [ 0,( y,(®) ), .., O ¥4 ) I". Utilizando (3.6) y (3.10), obtene-

mos las ecuaciones del MLE:
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T
Vi, (B)=(B")' - %;w(Y(t))XT(tFO (3.11a)

o bien, considerando que la funcién de verosimilitud es una funcion contraste y

aplicando la regla del gradiente natural [Amari98a] (ver el Teorema 2.1):

V™ I(B)=V,I(B)B"B=

T
= (11 2 0(y0)y'() ) B=0 (3.110)

Desde luego, (3.11a) y (3.11b) tienen exactamente las mismas raices, por cuanto
que B" B es invertible. Es mds, la funcién de estimacién (2.34), que reproducimos
a continuacién (el signo ‘~’ no es relevante y aparece sélo por conveniencia de

presentacion):

- F(x();B)=I-o(y®)y®

estd intimamente ligada a (3.11b) por cuanto que se puede considerar que (3.11b)
es un estimador de las matrices B que verifican E[F( x(¢) ; B )] = 0. De hecho,
ésta es la forma que, segtn dijimos en el Capitulo anterior, tienen las funciones de
estimacién eficientes (ver el Apartado 2.4.2 y, especificamente, el Teorema 2.2.
en la pagina 57. Ver también el Apartado 2.4.3). También resulta sugerente com-

parar (3.11b) con el algoritmo adaptativo (2.36), que pasamos a recordar:

AB=p(I-o(y®»)y'®)B
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y que también se puede utilizar para determinar el MLE, como se estudiard con
detalle en el Capitulo 4. Ademads, segin lo visto en el Apartado 2.4.3 (pag.60), el

algoritmo va a ser supereficiente.

Ejemplo 3.1. Probemos que el MLE es un estimador equivariante

[Cardoso95a]. La funcidén de verosimilitud de la muestra es igual a
| &
logpx(XT;B)=logdetIBI+T210gq( Bx(1r))
=1

La inversa de la matriz de mezcla se estima justamente como el valor

de B que hace méxima la expresion anterior:

A

A" =argmax log p(X;;B)
B
Definamos ahora la funcién

T
l(ST;C)=logdetlCI+—,}‘—Elogq(Cs(t))
=1

donde S, = {s(1), ..., s(T)} y sea C

max

(S;) =argmax I(S;;C) la
C

matriz C que la maximiza. Podemos comprobar con facilidad que
I(S;;BA)=logp(X,;B)+logdet! Al

por lo tanto, C, (S, ) = A" A, ya que A es un pardmetro constante

max

que no tiene efecto en la maximizacién. Asi,

s, (1)=A"x(t)= ATAs(t)=C,(S;)s(t)
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y, por lo tanto, la calidad de la Separacion no depende de la matriz de
mezcla, s6lo de S,. Esta es la condicién de equivarianza, como se

queria demostrar.

3.2.2 El1 MLE Como Contraste Ortogonal

Si suponemos que las observaciones estin espacialmente incorreladas y tienen va-
rianza unidad (esto es, E[x(?) x(n] = 9, ;), entonces tanto A como B deben ser ma-

trices ortfogonales, o sea, A A" = B B" = I. Se deduce que det( B B" ) = det(1I) o,
lo que es lo mismo, det( B )> =1 = log | det B | = 0. Por ello, la funcién de vero-

similitud se simplifica de forma apreciable, comparada con (3.4)

[(B)=

1T
=—2 logg(Bx)
TS

aunque ahora debe ser optimizada sabiendo que B es una matriz ortogonal.

Sea g,(B)=bb,—J,, siendo b;" la i-ésima fila de B. La condicién
BB =1
equivale al conjunto de restricciones
g( B )=0paratodoj, k (3.12)

El método de los multiplicadores de Lagrange ([Thomas87]) permite encontrar
los méximos y minimos locales de [ ( B ) sujetos a (3.12), satisfaciendo simulta-

neamente las ecuaciones:

Vel (B)=2 MV g, (B) (3.13a)

jk2j
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BB =1 (3.13b)

Ahora bien, resulta que 2, AxVy g,(B) = A B, siendo
j.k2f '

211 Az 0 AN
A= Az 2A22 -+ AoN

AN Aon oo 2ANN

Por lo tanto, al multiplicar (3.13a) por B” desde la derecha se obtiene, teniendo en

cuenta (3.13b):
Ve I(B)B"=A (3.14a)

y, trasponiendo, BV, I(B)=A"=A (3.14b)

B "o

Por lo tanto, al restar (3.14b) de (3.144) se elimina la dependencia con A. Sabien-

do que Vg I (B ) = @( y(® ) x'(¢) (ver (3.10)), se obtiene el par de sistemas de

ecuaciones

T
T Z0(¥0) Y0~y o(y'()) = 0 (3.150)
BB =1 (3.15b)

que sustituyen a (3.11). Por otra parte, como ahora BB" = I resulta que V,, [ (B) es

ya de por sf el gradiente natural y no tenemos que preocuparnos por este aspecto.
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3.2.3 Interpretacion del MLE: La Distancia de Kullback-Leibler

Dadas dos funciones de densidad de probabilidad p, y p,, se define la dis-
tancia de Kullback-Leibler ( dKL ) [Borovkov88, 207] entre las distribuciones

como

dKLLp,Ip,1= | pi(w logg;EE;du (3.16)
Debemos explicar la notacién: se entiende que, en general, p, y p, son f.d.p con-
juntas y, por lo tanto, funciones escalares de una variable vectorial u. El simbolo
‘integral’ en (3.16) representa una integral multiple extendida a toda la region en
la que el integrando est4 bien definido.

Resulta que dKL[ p, Il p, ] =2 0, ddndose la igualdad si y sélo si p, = p,, por lo
que a menudo se utiliza como una medida de la distancia entre las distribuciones,
apesar de que dKL[ p, Il p, 12 dKL[ p,lip, 1.

La distancia de Kullback-Leibler estd muy relacionada con el estimador de
mdxima verosimilitud, como veremos a continuacién [Cardoso97a]:

Sea x una variable aleatoria vectorial con f.d.p. conjunta igual a p.. Supon-

gamos que
M={p,10€ ©}

es un modelo paramétrico de p,, donde no necesariamente p, = p, para algin 6 €
©. Dadas T muestras de x, x(1), ..., x(T), todas independientes entre si, el MLE

del pardmetro se define como el valor de 8 que maximiza

(8)=

-

T
21 log p(x(®)) (3.17)
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Suponiendo que log p( x(#) ) estd bien definido para todo ¢, entonces I( ©) con-

verge en probabilidad' a L( 6 ) = E[log p( x )] [Papoulis91, pig. 213] :
(0) = L(8)=]p.(x)logp(x)dx

(como antes, se entiende que la integral se extiende a todo el espacio muestral).
Por ello, para T suficientemente grande, el error que se comete al sustituir /( 6 )

por L( 0 ) es, a efectos précticos, despreciable. Podemos reescribir L( 6 ) como:

L(8)=—H[ p.1-dKL[ p. Il p,]

donde H[ p, ] = — f p x ) log p. x) dx es la llamada entropia diferencial de la

variable x (ver Apéndice A). Entonces, al no depender H[ p. ] del pardmetro 0, el
MLE es el valor de 6 que minimiza la distancia de Kullback-Leibler entre p. y p,.
Esta relacién es conocida de antiguo por los matematicos [Borovkov88].

Para aplicar este resultado al problema de la Separacién Ciega de Fuentes
debemos identificar © = B (el estimador de la inversa de la matriz de mezcla) y,

de (3.2),
pLx(®))=p(x(t); A, q),  p(x(®))=p(x(®);B,r)

donde ¢( - )esla f.d.p conjunta de la fuentes, que, por definicién, es desconocida
y r(-) es una aproximacion a g( - ). Es decir, p.( x(f) ) es la auténtica distribu-
cion de x(#) mientras que p,( X(f) ) es la distribucion que se supone que tiene esta
variable. Si volvemos a (3.11), resulta que la funcién vectorial @( y(¢) ) debe de-
pender de g( - ); entonces, basta que la eleccién de ¢( y(¢) ) sea arbitraria para que,

de forma implicita, modelemos de forma errdnea la distribucién de las fuentes.

'Para todo € > 0, cuando T crece la probabilidad del evento | /(6 )-L(0)|<¢ tiende a uno.
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Incidamos en esta idea: no es necesario que g( - ) y r( - ) coincidan; ni si-
quiera cuando B = A™', para que el MLE pueda ser calculado: a la luz de esta dis-
cusién y para ser rigurosos, es mejor pensar que “las ecuaciones del estimador de
mdxima verosimilitud encuentran, en realidad, la matriz B que minimiza la dis-
tancia de Kullback-Leibler entre la auténtica distribucion de las observaciones y
la que, por hipétesis, suponemos que tienen”.

En consecuencia, podemos muy bien preguntarnos si las fuentes realmente
se llegan a separar cuando la discrepancia entre r( - ) y g( - ) es grande. A pesar de
que las matrices de separacién B correctas siempre son solucion de las ecuaciones
(3.11), puede que el minimo de la distancia de Kullback-Leibler no se correspon-
da con una matriz de separacién admisible. Este problema serd tratado en una

Seccion posterior. Por ahora, nos hemos limitado a mostrar su existencia.

Ejemplo 3.1. En su momento, nos apoyamos en el Teorema de
Darmois-Skitovich para argumentar que no es posible separar fuentes
de distribucién gaussiana; sin embargo, no llegamos a demostrar este
Teorema. La dKL servird para argumentarlo ahora [Cardoso96a].

La dKL entre dos variables vectoriales gaussianas,sey = Cs,
de media cero y matrices de covarianza I e Ry, = C C',

respectivamente, es igual a

dKL = (Traza(R, ) —logdet R, —N ) /2

[Cover91], siendo N es la dimensién de ambos vectores. Las
componentes de s son mutuamente independientes por hipétesis, asi

que la dKL serd cero s6lo cuando las componentes de y también sean

independientes. Denotemos por [, ..., My los autovalores de R,.
Como Traza( R, ) = X, Wy log det R, = X log W, resulta que dKL =
i=I,N i=I,N

Zioin(p, =1 —log u, ) /2. Ahora bien, y, -1 > log |, dandose la
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igualdad si y sélo si u,=1. Por lo tanto, dKL = 0 (alcanza su minimo)

s6lo si u, =1 para todo i, en cuyo caso Ry = I, por lo que C debe ser
forzosamente una matriz orfogonal pero no necesariamente una
matriz de separacién. En conclusién, el que las componentes de y
estén incorreladas ya implica su independencia estadistica. Esta

propiedad es exclusiva de las variables aleatorias gaussianas.

3.3 El Principio de Maximizaciéon de la Informacion

En 1994, en un trabajo conjunto, el francés Nadal y el espafiol Nestor Parga
[Nadal94] mostraron que, con relaciones sefial a ruido altas, la mdxima transfe-
rencia de informacion entre la entrada y la salida de una red de neuronas se pro-
duce cuando la distribucion estadistica de las sefiales de salida es factorial, es
decir, cuando su f.d.p conjunta puede ser factorizada en un producto de f.d.p mar-
ginales y, por lo tanto, las salidas son estadisticamente independientes. Casi de in-
mediato, se utilizé este principio para resolver el problema de la Separaciéon de
Fuentes [Bell95]. También merece la pena citar el trabajo precursor, aunque limi-
tado, de Ukrainec y Haykin publicado en 1992 [Haykin94b, pag. 466].

Sea una red de neuronas que puede ser representada como en la Figura 3.2

por las relaciones:
u(t) =g(y(®), donde y(®) =B x(9) (3.18)

conu(®) =g(y® ) =[g0,®), .... &xOn®)) I", siendo g+ ) una funcién monéto-
na, de modo que su inversa y, = g;'( u, ) estd siempre bien definida.

Dadas dos variables aleatorias vectoriales u, y u, cuya f.d.p conjunta se de-
nota por p( u,,u,) y las f.d.p marginales son, respectivamente, p,(u,)y p,(u,),

medimos su grado de independencia estadistica con la cantidad [Haykin94b, pig.

448]
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Mu,u,]=dKL[ pa,u)ll p(u,)p,(a,) ] (3.19)

que es llamada informacién mutua entre las variables. Se sabe que I{ u;, u, ] =0
siysélosi p(u,,u,)= p(u;)p(uw,)o,loqueeslomismo, cuando las variables
aleatorias son independientes. Para una exposicion detallada de las propiedades
de la informacion mutua y de otras magnitudes relacionadas con ellas, ver el

Apéndice A.

s b MN
y=Bx u = g(y)

Figura 3.2. Modelo de red neuronal utilizado por Infomax

Es muy sencillo demostrar que (3.19) equivale para las variables aleatorias

vectoriales x(7) y u(r) definidas en (3.18) a
Tu(),x(t) ] = H[ u(® 1 -H[ u(@) 1 x(0) ] (3.20)
donde H[ u(?) ] es la entropia diferencial de la variable aleatoria u(f) y

H{u@®) 1x(®) ] = H{ u(®), x(?) ]-H[ x(1) ]
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es la entropfa diferencial de u(f) condicionada al valor de x(¢#) [Haykin94b,
pag.448]. Se dice que H[ u(?) | x(¢) ] mide la incertidumbre remanente en u(?) su-
puesto que x(¢) es conocida. En el caso de nuestro interés, u(f) = g( B x(#) ) es una
funcién determinista de x(¢) y entonces H[ u(?) | x(¢) ] = 0.

Por lo tanto, de (3.20),

ITu(®), x(®) 1 =H[u@®) ] = Ve Ilu@®), x( 1=V, Hlu(® ] (3.21)

por lo que la transferencia de informacion a través de la red se optimiza hacien-
do mdxima la entropia de las salidas u(t) [Bell95]. Para hacer el desarrollo perti-

nente, el siguiente teorema es necesario:

Teorema 3.1 (Transformacion de la Entropia de variables
continuas). Sea X(¢) una variable aleatoria continua. Si u(t) = g(Bx(?)),

entonces

Hlu(®)1=H[x(@®) ]+EloglJI

siendo H[ x(7) ] y H[ u(?) ] las respectivas entropias diferenciales de

las variables y J es el Jacobiano de la transformacién que las liga.

Demostracion. En [Papoulis91, pdg. 565], se prueba el teorema pero
s6lo cuando las variables aleatorias son escalares. La demostracidn es
inmediata si x es un vector: por definicién, H{u ] =—E[ log p,(u) ].
Ahora bien, la ley de transformacién de variables continuas establece
que p(w)=p(x)/detl| ]I Entonces, resolviendo la integral con el
adecuado cambio de variables, obtenemos, efectivamente, H[ u ] =

~E[logp(x)/detl JI]=H[x]+Elog!JI.



Capitulo 3. El Estimador de Max.Verosimilitud

Usando el Teorema 3.1, (3.21) queda como

Vollu@®),x(® 1=V, (H[ x(®]1+EloglJI) (3.22)

Como H[ x(#) ] no depende de B, resulta que V I[ u(s), x(©) ] = V, E log 1 J I.

Ahora bien, por definicién, J es la matriz:

9uy duy
ox; 7 oxn
Y= & . (3.23)
axl o axN
siendo du; = du; 9% =g ’(y,;) b,. Se sabe que al escalar cualquier fila de una
ij d Vi a)Cj ' ! v

matriz, escalamos su determinante por la misma cantidad. Entonces, es sencillo

probar que
J=(det B)IIY, g’(¥,) (3.24)
y, por tanto, [Bell95]
EloglJI=logldetBI+EZXY, log g’(y,) (3.25)

Si los procesos y( ¢ ) son ergddicos, entonces podemos sustituir las esperanzas
matematicas en (3.25) por medias muestrales. Entonces, (3.25) resulta ser formal-
mente idéntica a (3.4) siempre que g, ( y(?)) = g(B x(?) ). Por lo tanto, la matriz
B que maximiza la transferencia de informacion en la red es justamente solucion
de las ecuaciones (3.11), las mismas que daban el MLE.

Sin embargo, hay una diferencia crucial: para obtener este resultado, hemos
supuesto que los procesos son ergddicos; pero no que las observaciones sean in-

dependientes entre si, esto es, x(f) y x(¢") no han de ser, necesariamente,
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independientes si ¢ # ¢* (lo que si se postulé para el MLE). Si, como caso particu-
lar, esto sucede, obtenemos el estimador de maxima verosimilitud de A™, que es
asintéticamente el mas eficiente.

Otra cosa distinta es que los procesos sean ergddicos pero x(f) y x(¢") no
sean independientes: entonces puede que la sustitucion de la esperanza matemati-
ca por la media muestral sélo sea apropiada (con un error pequefio) para un nime-
ro T de muestras muy grande [Papoulis91, pdg. 427]; pero esto no invalida el

desarrollo y el principio de funcionamiento de la red neuronal.

Relacion entre Infomax y el MLE.

Entonces, maximizar la transferencia de informacién en la red hace que se-
paremos las fuentes. Este resultado es sorprendente y debe ser estudiado con més

detalle. Es sencillo probar que [Bell95]

Hlu@®1=H[u®]+..+H[u®]1-1[u(@)] (3.26)

Por lo tanto, optimizar H [ u(f) ] es un compromiso entre buscar el maximo de la
suma H [ u,(t) ]+ ... + H[ uy(¢) ] y minimizar I [ u(?) ].

Cuando B = A" (separamos las fuentes), y(£) = s(¢) y, por consiguiente, las
variables u(f) = g y(1) ) = g( 5(¢) ) son estadisticamente independientes entre sf,
de maneraque I [u(?) ] = 0.

Por otra parte, la comparacion entre las ecuaciones del MLE vy (3.24) sugie-
re que la derivada de g( - ) coincida con g - ), de manera que g,( - ) debe ser la
funcion de distribucidn de la i-ésima fuente. Entonces, de u, = g( s, ) se deduce

que u, estd acotada y, ademds, es sencillo probar que se distribuye uniformemente

en el intervalo ( 0,1 ). Por lo tanto,

H[u(n)]=~-E[logp(u(t))]=0 (3.26)
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que es el maximo valor que puede tomar la entropia diferencial de una variable
que estd acotada en el intervalo (0, 1) [Te-Won99, pdg. 12]. En realidad, las varia-
bles aleatorias uniformes son las que tienen la mayor entropia de entre todas las
variables que estan acotadas en el mismo intervalo. Sin embargo, que la entropia
diferencial sea cero no quiere decir que la incertidumbre sobre la variable haya
desaparecido, todo lo contrario: aqui es méxima. No debe crearse confusién con
el hecho de que, para una variable aleatoria discreta, entropia nula implique
determinismo.

Finalmente, como I[ u(#) ] es minima y H [ u(¢) ] es maxima para todo i, re-
sulta que H[ u(?) ], la entropia de u(f), es mdxima cuando separamos las fuentes, -
como queriamos demostrar (coincide, ademas, que H[ u(z) ] = 0). Es decir, la
transferencia de informacion es méaxima cuando las salidas u, son estadisticamen-
te independientes.

Sin embargo, g( - ) es desconocida por definicién del problema. Si g,( - ) no
coincide con la funcién de distribucién de la fuente, cabe esperar que, ademas de
la raiz correcta B = A, las ecuaciones tengan soluciones que no sean matrices de
separacién. Este problema ya se puso de manifiesto en la Seccién anterior, con

otro enfoque. Ahora podemos ilustrarlo proponiendo el siguiente Ejemplo

Ejemplo 3.2. (adaptado de [Bell95]). Supongamos que el problema
nos da dos fuentes, s,() y s,(f), de distribucién uniforme. Por
definicion, se toma g(y,) =1/ (1 +exp(~y,)). SiA=1 Bell y
Sejnowski han apuntado que H[ u ] es mayor para y,(f) = s,(t) + s,(t) e
y,() = 5,(f) — 5,(t) que para y,(1) = 5,(f) € y,(f) = s5,(f). Se puede
argumentar que las fuentes son sub-gaussianas, mientras que g( - )

estd ajustada a una f.d.p super-gaussiana y, por ello, el resultado no es

satisfactorio.
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En cualquier caso, de la discusién anterior podemos extraer una consecuen-

cia muy importante: sea cual sea la funcién g( - ), u, debe estar acotada. De esta
forma, se garantiza que H [ u, ] tiene una cota superior ( H [ #,] < 0). Como, ade-
mas, I[ u] es siempre mayor o igual que cero, resulta que H[ u ] también estd
acotada superiormente: H[ u] < 0. En consecuencia, de maximizar H[ u ] me-

diante un algoritmo de optimizacién adaptativo, podemos confiar en que éste no

va a diverger [Bell95].
Comentarios sobre Infomax.
Finalmente, deseariamos hacer tres observaciones:

* En primer lugar, las conclusiones que se obtienen no son vélidas si las
variables aleatorias son discretas. En tal caso, se puede demostrar que la informa-
cién mutua IT u(®), x(¢) 1 = H[ u(?) 1 = H[ x(¢) ] (ver Figura 2.2), con independen-
cia del valor que tome B [Papoulis91, pag. 565]. Es decir, no tiene sentido

maximizar I[u(z), x(f) ] porque ésta siempre toma el mismo valor.

* En segundo lugar, veamos cémo se puede explicar la regla Infomax a
partir del concepto de distancia de Kullback-Leibler [Cardoso97a]. Sea v =
[V)>....vy]" una variable aleatoria vectorial cualquiera (es decir, no se la identifica

con ninguna de las que han aparecido en el desarrollo) con f.d.p conjunta:
q(v) =TI, gi(vi)

Sea una funcion g( - ) tal que su derivada g’( - ) = g, - ). Entonces, g( v, ) estd
distribuida uniformemente en el intervalo (0, 1) y, en consecuencia, w = g( v) se
distribuye uniformemente en (0,1)". Como p( w ) = 1 paraw € (0,1)¥, es evidente
que la entropia de u = g( Bx ), donde también se cumple que u € (0,1)", se puede

escribir como:
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Hlu]l=-dKL[ullw]

Ahora bien, la dKL es invariante ante las transformaciones invertibles del espacio
muestral (ver Apéndice A). Por lo tanto, dKL[ ull w]=dKL[g'()li g'(W)] =

dKL[ B x Il v ]. En consecuencia, maximizar la entropia de u es equivalente a mi-
nimizar la dKL entre la distribucion de las salidas y = B x y la distribucion su-
puesta de las fuentes; pero esto es lo mismo que dijimos para el MLE. Fue
Cardoso [Cardoso97a] el primero en notar la equivalencia entre Infomax y el
MLE, aunque restringi6 su estudio al caso en el que las observaciones son tempo-

ralmente independientes.

* Por ultimo, una curiosidad: Infomax modela matemdaticamente un
principio biolégico de funcionamiento de las neuronas. Para que el modelo sea
correcto, debemos sumar ruido a la salida de la neurona, como realmente ocurre
en cada sinapsis. Este ruido tiene una importante funcién en las tareas de aprendi-
zaje; no obstante, no altera el desarrollo previo, como veremos: sea el ruido aditi-
vo n, cuya f.d.p es p( n ). Suponemos que la de la red neuronal responde ahora a

la expresion:

z=u-+n

Resulta que

I[z,x]=H[z]—-H[n]

pues, como se definié en (3.20), [ z,x ]=H[z ] - H[ z|x ]. Si la entrada x de la
red es conocida, toda la incertidumbre sobre el valor de z se debe n. Por lo tanto,

p(zix)=p(z-u)=p(z-g(Bx))yhaciendo el cambio z=n +uenla
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expresién de H[ z | x ], resulta H[ z | x ] = H[ n ]. Ahora bien, dado que H[ n ] no
depende de B, obtenemos V, I[ z, x ] = V;, H[ z ], igual que en ausencia de ruido

[Bell95].

3.4 Discusidon sobre el estimador de maxima

verosimilitud

Para utilizar con propiedad el estimador de mdxima verosimilitud, tenemos forzo-
samente que conocer la distribucidn estadistica de las fuentes. Ahora bien, asi ne-
gamos la propia esencia del problema de la Separacion, enfatizada por el adjetivo
“ciega”. Por lo tanto, o bien se da un valor a priori a la f.d.p de las fuentes (con el
riesgo de que una mala eleccién nos dé peores resultados) o bien estimamos esta
f-d.p junto con la matriz de mezcla. Por ahora, tan s6lo mencionamos esta segun-

da posibilidad, dejando su andlisis para el siguiente Capitulo.

Indeterminaciones en el orden y el signo de las Fuentes

Sea r( - ) la f.d.p con la que aproximamos ¢g( - ), la auténtica f.d.p de las fuentes

(idealmente r( - ) = g( - )). Si r( - ) es una funcién par tal que

p(x(@®);B,r)=p(x();-B,r)

la funcién de verosimilitud tendra, al menos, dos méaximos globales y uno de ellos
cambia el signo de las fuentes estimadas. Del mismo modo, si p ( - ) es invariante
ante cambios en el orden de sus argumentos, tendremos nuevos maximos globales
que se corresponden con permutaciones en el orden de las fuentes. En cualquier

caso, todos pueden ser soluciones admisibles del problema.
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¢ Siempre separamos las Fuentes ?

Las ecuaciones (3.11), de las que se obtiene el MLE, presuponen que las ob-
servaciones x(f) son temporalmente independientes entre si. Pero ;Qué ocurre
cuando esto no se cumple? Afortunadamente, a partir del principio de Infomax
también se deducen las ecuaciones (3.11), las mismas del MLE, siempre que los
procesos sean ergddicos. Ahora bien, Infomax no es propiamente un principio de
Separacién de Fuentes: siempre preferird maximizar la entropia de las salidas an-
tes que extraer componentes independientes. Este inconveniente que presenta In-
fomax equivale al que tiene el MLE por presuponer el conocimiento exacto de la
f.d.p de las fuentes.

Entonces, acabamos de exponer dos problemas fundamentales:

¢ Se necesita un conocimiento exacto de la f.d.p de las fuentes. Si no es
asi (lo que sera frecuente), no podemos garantizar la Separacion.

¢ Las observaciones deben ser temporalmente independientes. Si no lo
son, Infomax garantiza que las ecuaciones (3.11) aln separan las
fuentes (suponiendo que su f.d.p es conocida); pero la estimacion no es

de verosimilitud méxima y, por ello, se pierde eficiencia.

Vamos a ilustrar mejor la discusion mediante experimentos. Sea, como
siempre, s(f) = A x(¢) el modelo de la mezcla. Dadas T observaciones indepen-
dientes x(1), ..., x(T), el MLE de A" es la matriz B que, de acuerdo con (3.4),

maximiza:

T
l(B)=10gIdetBl+%Zlogr(Bx) (3.27)
=1
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siendo r la ( supuesta ) f.d.p conjunta de las fuentes, que no tiene por qué coinci-
dir con la auténtica. Las siguientes figuras ilustran la dependencia de / con B, sin
variar r. Para cada experimento, utilizaremos dos fuentes y un nimero T = 1000

observaciones. La expresién (3.27) se va a evaluar en B = (A M( u, v ))", siendo

senhu coshu Senv Ccosv

M( u,v)=[coshu senhu }|i cosv —senv }

pues, para u y v pequeifias,

01 0 -1
M(u,v)zl+u[l 0}+vl:1 0 }

de forma que, variando u y v podemos “explorar” facilmente la vecindad de A™
[Cardoso98al. A u se la llama coordenada simétrica y a v coordenada

antisimétrica.

¢ Experimento 3.1. Las fuentes se generan elevando al cubo una
variable gaussiana de media cero, donde la varianza del resultado se
normaliza para que valga uno. El histograma de una de las fuentes se

muestra a continuacién en la Figura 3.3.
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HISTOGRAMA DE VAR. GAUSSIANA AL CUBO
500 T T T T T T T T

450 1

400 -

350 4

No. de Puntos
n n (5]
[=3 [6)] [«
(=] o o

T T T
1 1 1

-

[4:3

(=]
T
1

100 b

50 ~

Intervalo

Figura 3.3. Histograma de las fuentes del Experimento 3.1

Para la distribucion r de las fuentes se hacen dos presupuestos. En la hipotesis
A tomamos r( s, ) o< exp( — | 5,1 ) (fd.p de Laplace). En la hipétesis B, se

supone

r(s;)e< N(I'5,1)+N(-1'5,1)

(f.d.p bimodal), siendo N( 1, 1 ) una f.d.p gaussiana de media [ y varianza uni-

dad. Los resultados se muestran en las Figuras 3.4 ( hipétesis A ) y 3.5 ( hip6-

tesis B ). Claramente, el 6ptimo bajo la hipétesis A corresponde a una matriz
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de separacién. Por el contrario, la matriz A es un punto de silla de la funcion

de verosimilitud bajo la hipétesis B.

Figura 3.5. Funcion de verosimilitud. Hipbtesis B
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Interpretacion. A la vista del histograma de las fuentes, la f.d.p de Laplace pa-
rece una eleccién razonable de r, la supuesta f.d.p de las fuentes. De hecho, asi
lo confirma el experimento. Por el contrario, la eleccién B es catastréfica. Ya
que la curtosis es un pardmetro que caracteriza justamente la forma de las f.d.p
(ver Apéndice B), se tiende a pensar que basta con que la curtosis de r tenga el
mismo signo que la curtosis de las fuentes para que se alcance la Separacion
[Girolami97]. De hecho, las fuentes de nuestro experimento son super-gaus-
sianas, al igual que la f.d.p de Laplace mientras que la f.d.p bimodal es sub-
gaussiana. Sin embargo, esto no es rigurosamente cierto: al repetir el experi-
mento con nuevas fuentes, ahora de distribucién uniforme (sub-gaussianas) y
media cero, se obtiene bajo la hipétesis B el resultado de la Figura 3.6. Si bien
I( B ) alcanza su maximo en la matriz de Separacion, la superficie es demasia-
do plana como para poder pensar que los algoritmos de optimizacion van a te-
ner una convergencia rapida y exenta de problemas. De hecho, al sustituir la
f.d.p bimodal por r('s;) e N(2, 1)+ N(—2, 1), que también es sub-gaussia-

na, el maximo en el origen desparece.

-3.55—

-3.6~"

-365"

37"

-3.76

-0.2 -0.3 -1 Coord. Antisimétric

Coord. Simétrica

Figura 3.6. Func. de verosim. para fuentes uniformes bajo la hipdtesis B.
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¢ Experimento 3.2. Vamos a repetir el Experimento 3.1 tomando observaciones
que no son temporalmente independientes. Para ello, cada fuente generada en
dicho experimento se trata con un filtro paso de baja IIR de primer orden que
tiene un polo en z = 0°9. De esta forma, se introduce una fuerte correlacién
entre las muestras. La funcién de verosimilitud bajo la hipdtesis A se muestra
en la Figura 3.7, que debe ser comparada con la Figura 3.4. En efecto, A" ain
optimiza la funcién de verosimilitud; pero encontramos nuevos puntos de silla

que aparecerén en la solucién analitica de (3.11).

N P
; A

Coord. Simétrica -0.5 -15

Coord. Antisimétrica

Figura 3.7. Funcién de Verosimilitud. Observaciones no independientes.

Nétese ademds que las matrices de separacion han resultado siempre ser

mdximos o puntos de silla de I[( B ) (‘en general, también pueden minimizar I(B)).
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La razoén es sencilla: segin (3.11), cualquier matriz de separacién soluciona las
ecuaciones V, I(B ) =0.

Cabe preguntarse si del andlisis de las derivadas segundas, que distinguen
entre ptimo y punto de silla, puede extraerse alguna informacion util. En efecto,

asf es. No obstante, pospondremos este estudio hasta el Capitulo 5 de la Tesis.

Fuentes de Naturaleza Discreta y otros Problemas

Por tltimo, ya se discutié que el principio de Infomax no tiene sentido si las va-
riables aleatorias son discretas (porque, entonces, la entropfa de la salida no de-
pende de la matriz de separacién B). Desde el punto de vista de la estimacion de

maxima verosimilitud, resulta que
p(x;A", g)=q(A"x).

cuando s (y, por tanto, X) es una variable aleatoria discreta [Papoulis91]. Enton-

ces, la funcién de verosimilitud para fuentes discretas vale:

I(B)= log p(x(1); B, q) =

1
T £
% log g( B x(1)) (3.28)

IM_}IM’-&

(compdrese con la expresién (3.4) para fuentes continuas). Que las fuentes sean
discretas significa que B x pertenece al mismo espacio muestral que s si y s6lo si
B = A (0, en general, B igual a una matriz de separacién admisible). En otro

caso, la probabilidad ¢ de que s tome el valor B x es cero.

Ejemplo 3.3. Supongamos dos fuentes binarias s, y s,e{ -1, 1 }. Es

decir, s'e & = {[-1, -1}, [-1, 1], [1,-1],[1, 1]} de donde g(s ) =0 si
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s'¢ &. Las observaciones x vendrdn dadas por x = A s, donde la

matriz de mezcla vale

11 IR
= AI:—
A {1—1} - 2[1—1}

es decir, x"e {[-2, 0], [0, -2], [0, 21, [2, 0]}. Tomando y =B x, con B
=2 A" ;Cudl es la probabilidad de cada evento y? Pues bien, resulta
que yTe {[_29 —2]9 [_29 2]7 [27 _2]7 [2, 2]}9 YTE Ga por lo que Q( y ) =
0.

Entonces, la funcién de verosimilitud (3.28) no estd definida porque ¢( B x ) =0,
a no ser que, en efecto, B sea una matriz de separacién. Es decir, la funcién de ve-
rosimilitud (3.28) no es continua en sus maximos y, como resultado, estos no pue-
den ser determinados con las técnicas del cdlculo diferencial.

De todas formas, no queremos decir que con las ecuaciones (3.11) sea im-
posible obtener una matriz de separacién. De hecho, las matrices de separacion
son siempre solucién de (3.11) como se razond en la Seccién anterior. Lo que
ocurre es que, ahora forzosamente, » debe corresponder a la f.d.p de una variable
continua para no tener problemas y por lo tanto r # ¢, con todos los inconvenien-
tes que ello apareja. En particular, la varianza de las estimaciones ya no es mini-
ma porque ya no tenemos el MLE.

Esta discusion no puede ser trivial cuando advertimos que todas las sefiales
digitales son variables aleatorias discretas. Los métodos geométricos de Separa-
cién de Fuentes [Puntonet95a, Prieto97] han sido desarrollados especificamente
para sefiales discretas y no necesitan que las fuentes sean estadisticamente inde-
pendientes (ello no debe sorprendernos, la hipétesis de independencia es muy titil
gracias al teorema de Darmois-Skitovich; pero no tiene por qué ser la tinica opor-

tunidad de disefio de algoritmos).
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Belouchrani [Belouchrani94] ha afiadido ruido de distribucion continua a
las estimaciones de las fuentes. De esta manera convierte estas variables de dis-
cretas a continuas. Sin embargo, también debe estimar los pardmetros del ruido,
complicando la solucién.

En realidad, las fuentes de naturaleza discreta no son las dnicas con una
problematica especifica. Consideremos una variable aleatoria continua de distri-
bucién uniforme, es decir, g = constante. De resolver (3.11) tomando, como se
debe, 9;(y;) = . iq i(yi), resulta @( y(#) ) = 0. Si trasladamos este resultado

qi(yi) dyi
a las ecuaciones (3.11) resulta la identidad carente de sentido

(B')'= 0,

La raiz del problema se encuentra en que las observaciones x( ¢) parat =1,
... T no contienen informacion suficiente sobre la matriz de mezcla, salvo que

sean puntos de la frontera del espacio muestral.

Ejemplo 3.4 Supongamos que las fuentes pueden tomar cualquier
valor en el intervalo [ —1, 1 ] con igual probabilidad. Pensemos en una

situacién con sélo dos fuentes y la matriz de mezcla ortogonal

Lt

La distribucion de las fuentes en el plano se muestra en la Figura 3.8
a) mientras que la de las observaciones se muestra en la Figura 3.8 b).
Como vemos, se obtiene una a partir de ]a otra rotando las figuras un
angulo de m/4 rads. Mediante un giro, cualquier subconjunto abierto
de la regidén mostrada en la Figura 3.8 b) puede quedar comprendido
en la regién de la Figura 3.8 a). El problema es que, para ello, el

dngulo de giro no tiene que ser necesariamente —m/4 rads. Para
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entenderlo, es clarificador descomponer dicho giro en dos rotaciones:
una primera de —7t/4 rads y la otra del 4ngulo restante. Evidentemente,
este segundo 4dngulo serd tanto més pequefio cuanto mayor sea la
regién que giramos; pero ello no invalida el razonamiento.

Sea B el conjunto de todas estas matrices de giro permitidas
(que no son necesariamente matrices de separacion), entre las que se
encuentra A™'. Resulta que y(7) = B x(¢) es, para cada ¢, un punto de la
Figura 3.8 a). Como todos son equiprobables, g(y(#)) es constante y,
de nuevo, @(y(t)) = 0. Dicho de otra manera, todas las matrices de B
son equivalentes y el MLE no tiene preferencia por ninguna.

Asi, las unicas observaciones x(f) que identifican sin
ambigiiedad a las matrices de separacién son aquéllas que pertenecen
a la frontera del espacio muestral. De hecho, el analisis de estos
puntos recuerda bastante al que hicimos sobre las fuentes discretas,
pues los puntos de la frontera sélo pertenecen al espacio muestral de s

cuando la matriz de separacidn es correcta.

s(t) x(t)

15 15
1 1
0.5 0.5
0 0
-05 -05
-1 ~1

-5 -1 1 2 15 -1 1 2

Figura 2.8. a) Fuentes uniformes b) Mezclas

Esta discusién tendra validez, en general, siempre que la f.d.p conjunta de las

fuentes presente simetrias, teniendo especial interés el caso en el que, ademds, la
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regiéon de soporte de la distribucién sea finita, como ocurre con las variables

uniformes.

3.5 Conclusiones

En este Capitulo hemos formulado las ecuaciones del estimador de mdxima vero-
similitud de la matriz de mezcla. La forma de las ecuaciones muestra que este es-
timador es eficiente en el sentido descrito en el Capitulo anterior (ver la Seccién
2.4.2 y ss.). De hecho, el estimador de maxima verosimilitud es el estimador no
sesgado mds eficiente por cuanto que su varianza alcanza la cota de Cramér-Rao.
Sin embargo, las hipétesis que han llevado a la obtencion del MLE son restricti-

vas y su incumplimiento hace que aumente la varianza de las estimaciones:

¢ En primer lugar, no es vélido para fuentes de naturaleza discreta y tiene

problemas si la regién de soporte de las fuentes es finita, como ocurre

con las distribuciones uniformes.

En segundo lugar, se asume que las observaciones son estadisticamente
independientes entre si. Cuando esto no ocurre, ain podemos dar una
justificacién tedrica a las ecuaciones del MLE y viene dada por el
Principio de Infomax, aunque Infomax sea un algoritmo que prefiera

maximizar entropias antes que separar fuentes.

El inconveniente mds serio que tiene el MLE es que presupone
conocida la fd.p de las fuentes. Estrictamente, la f.d.p seria otro
pardmetro a estimar, al igual que la matriz de mezcla. Sin embargo,
mientras que la matriz de mezcla pertenece a un espacio de dimension

N?, el espacio de las funciones reales tiene dimension infinita. Si la
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estimacién de la f.d.p de las fuentes no es apropiada, no conseguiremos

estimar la matriz de mezcla.



4. Algoritmos de Separacion de
Fuentes

4.1 Introduccion.

Dedicaremos este Capitulo a presentar una seleccién de los algoritmos de Separa-
cion de Fuentes que se basan en las propiedades estadisticas de las sefiales. No
consideraremos otros criterios alternativos, como el uso de la caracterizacion alge-
braica o geométrica del problema [Puntonet95, Prieto97, Veen98, Zarzoso99].
Por criterios meramente formales, distinguiremos entre algoritmos adaptativos,
que se estudiaran en la Seccién 4.2 y no adaptativos o algoritmos de bloque, que
se tratardn en la Seccién 4.3. Finalmente, la Seccién 4.4 se reserva para las

Conclusiones.

4.2 Los Algoritmos Adaptativos de Separacion de Fuentes

En esta Seccion tratamos fundamentalmente el algoritmo de “Maximizacién de la
Informacién” (Infomax) y otros que guardan una relacién estrecha con él. En el
Apartado 4.2.1 se presenta el algoritmo Infomax propiamente dicho. En el Aparta-
do 4.2.2 se trata el algoritmo EASI, que puede ser considerado una variante de In-
fomax. En los Apartados 4.2.3 y 4.2.4 se estudia la seleccién de los pardmetros de
los algoritmos y su estabilidad asintética. Finalmente, en los Apartados 4.2.5 y
4.2.6 se presentan los algoritmos Infomax Extendido y MMI, que, como veremos,
corrigen las deficiencias de Infomax preservando su potencia. Los algoritmos se-
leccionados ofrecen una panordmica suficiente del estado actual de la investiga-
cién. De hecho, muchos otros métodos no vistos aqui son equivalentes a Infomax

[Te-Won98, pag. 67 y ss.] (por ejemplo, el algoritmo de maximizacién de la
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“Negentropia” [Girolami97]) o guardan una relacién muy estrecha con €l (PCA no
lineal [Karhunen94], algoritmos basados en la propiedad de ‘bussgang’

[Lambert97], etc.).

4.2.1 El algoritmo Infomax

En el Capitulo anterior hemos estudiado con detalle los fundamentos de Infomax,
que es el estimador de mdxima verosimilitud cuando las muestras de cada fuente
son independientes entre si. Con referencia a la Figura 4.1, decimos que Infomax
es el algoritmo que maximiza la entropia diferencial de la variable de salida u(?)

respecto a la matriz B.

> U

., Damd

' > Uy
y=Bx u=g(y)

Figura 4.1. Modelo empleado por Infomax

Sea H[ u(f) ] la entropia diferencial de la variable aleatoria vectorial u(z). De

acuerdo con lo estudiado en el Capitulo anterior,

Vy Hlu(?) 1= (B")' ~E[o(y(1)) x()"] (4.1)
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H[u]
obj

definido el vector de dimensiones N X 1 @(y(1) ) =[ @,( ¥,() ), ..., O ( (D)) ]"La

donde V H[ u(#) ] es la matriz N X N cuya componente ( i, j ) es J y hemos

optimizacién de H[ u(?) ] se lleva a cabo mediante el algoritmo de gradiente natu-

ral, es decir,
AB <V, H[u(t) |B"B =(I-E[o(y(?)y'(H])B 4.2)

Finalmente, se suprime el operador “esperanza matemdtica” para dar lugar a un al-

goritmo de gradiente estocdstico [Bell95]:

AB o< (I-@(y())y(®")B (4.3)

que es, propiamente, la expresién del algoritmo Infomax, donde ‘ < ‘ denota pro-
porcionalidad. Por otra parte, el algoritmo es idéntico al (2.36) (pag. 62) y, por
ello, puede ser supereficiente si se dan las condiciones apropiadas.

Los puntos estacionarios del algoritmo son precisamente aquéllos en los que

E[AB]=0= E[I-(y(®)y® 1=0,

entre los que se cuentan las matrices correctas de separacién, como ya se ha re-
marcado varias veces (ver la Seccién 2.4.2).

Cuando las muestras vectoriales de las fuentes son estadisticamente indepen-
dientes entre si, es decir s(f) es independiente de s(¢’) si ¢ es distinto de ¢’, Infomax
es el estimador de maxima verosimilitud de la matriz de mezcla [Cardoso974] (ver
la Seccion 3.2.1). Bell [Bell95] aconseja que se aleatorice el orden en que se pre-
sentan las observaciones al algoritmo, buscando asi romper su estructura temporal.

Sin embargo, al hacerlo dejamos de tener un algoritmo capaz de trabajar en tiempo
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real, puesto que tenemos que registrar las observaciones durante un periodo largo

de tiempo para poder barajar su orden de presentacion.
4.2.2 El algoritmo EASI

El algoritmo EASI (acrénimo de ‘Equivariant Adaptive Separation via Indepen-
dence’) fue desarrollado por Cardoso y Laheld [Cardoso96a]. Este algoritmo opti-
miza la funcion de verosimilitud de las observaciones bajo la restricciéon de que la
matriz de separacién debe ser ortogonal.

Se demostré en el Capitulo 3 (ver la Seccién 3.2.2) que la formulacion del

problema es la siguiente: resolver

T
S{O(yD) YO -y o(y'(®) )} =0 sujetoaBB' =1 (4.4)

-1

=

donde @( y(?) ) tiene la misma definicién que en (4.1) y T es el niimero de mues-
tras vectoriales x(1), ..., X(T) de que se dispone.
Como se sabe, para que B B' = I necesitamos que las observaciones estén

incorreladas, es decir

E[ x(H)x" (0 ]1=1 4.5)

supuesto que la varianza de las fuentes es la unidad. Denotemos, momentanea-
mente, por z(f) las observaciones tal y como se obtienen de los sensores y que ain
no estan incorreladas. De esta manera, reservamos la denominacién x(#) en exclu-
siva para las observaciones que verifican (4.5). La Figura 4.2 ilustra las relaciones

entre las variables.
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A1) x(t) y(®)
—» W |—>» B —
Matriz de Matriz de
Decorrelacion Separacién

Figura 4.2. Se detalla la decorrelacién de las observaciones dentro del esquema

general.

El algoritmo de decorrelacién que proponen Cardoso y Laheld [Cardoso96a] es:

AW < — (x(DX' () - 1) W (4.6)

En efecto, E[ AW ] = 0 cuando E[ x(£)x'(¢) ] = I. Merece la pena comentar que
multiplicando ( x(H)x"(#) — I ) por W se obtiene una regla de adaptacion en serie
como la presentada por Cardoso y Laheld (ver la expresién (2.16) en la pag. 49),

con su propiedad de comportamiento uniforme (Corolario 2.2 en la pag. 50). En

contraste, la ley de adaptacion

AW o< — (x(Ox"(H) - 1)
no gozaria de tal propiedad. El signo ‘menos’ que aparece en (4.6) afecta a la esta-
bilidad del algoritmo, que serd considerada mas adelante.

En un segundo paso, se intenta solucionar la ecuacién del estimador de md-

xima verosimilitud. Para ello, se propone el siguiente algoritmo estocdstico:

AB o —( @(y®)y'®-y®e(y'(H))B (4.7
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Se puede comprobar que esta regla preserva, en primera aproximacién, la ortogo-
nalidad de la matriz B [Cardoso96a].
Finalmente, sea U = B W la matriz que liga las observaciones originales z(t)

con la salida y(#) del sistema, esto es, con referencia a la Figura 4.2:

y(®) =Uz(r)

Combinando (4.6) y (4.7) es posible demostrar, tras algunas manipulaciones

[Cardoso96a], que

AU < = (y()y'() =TI+ @( y())y'(®) - y©)o(y'($) ) U (4.8)

la cudl también es una regla de adaptacion en serie. Los puntos estacionarios de
este algoritmo son aquéllos en los que B[ yy" - I+ o(y ) y" —y ¢(y )" 1= 0. Es
inmediato comprobar que es el caso de aquéllas matrices U que consiguen que las

componentes de y(#) sean independientes. Por otra parte, también deducimos que

F(x(®), B) =y@y®)" -1+ ¢(y®) y©" - yO)o( y() )’

es la funcion de estimacion asociada a EASI. Es interesante comprobar que esta
misma funcién de estimacién se asocia a otros estimadores, como los presentados

en los Ejemplos 2.2 y 2.5 (pdgs. 30 y 40 respectivamente).
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4.2.3 Seleccién de la no linealidad del algoritmo

Hemos visto que las funciones ¢, deben ser escogidas de acuerdo a la f.d.p de las
fuentes para tener un resultado 6ptimo; aunque, por definicion, esta f.d.p es desco-

nocida. En concreto,

Vo1 9
:0) qi(yi) ayiq,(y,)
donde g, es la f.d.p marginal de la j-ésima fuente. Para modelar fuentes cuya f.d.p

es simétrica, resulta habitual utilizar la distribucion de potencia exponencial o

gaussiana generalizada, que viene dada por la expresién [Haykin94q, pag. 12]:

’Y e_lY'Ti‘a

q"(s")=2r(1+é)

donde T es la funcién Gamma, o0 > 0 y 7> 0. Se demuestra que esta distribucién
tiene curtosis positiva para 1 < o < 2, para o0 = 2 la f.d.p es gaussiana y para ol > 2
la curtosis de la distribucién es negativa. Asi, por ejemplo, para o = 1 la distribu-
cion es de Laplace mientras que la f.d.p uniforme se obtiene haciendo tender o ha-
cia el infinito. La varianza de la distribucién se puede ajustar mediante el
pardmetro y [Haykin94a, pag. 12].

Entonces, resulta que

_q;(yi)

— . ; ; o—1 4.
o0 yausign(yi) |Yyil (4.9)

0i(yi)=

Volviendo a los ejemplos, para la f.d.p de Laplace (o = 1) se obtiene
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O (y;) ="7sign(y,;)
En cambio, cuando la f.d.p es gaussiana (0. = 2)

0Ly) =27y,
que, llevada al algoritmo Infomax da (tras el escalado de las sefiales)
AB o< (I-y(Oy®") B

que es meramente un algoritmo de decorrelacién (compérese con (4.6)). En efec-
to, variables gaussianas incorreladas también son independientes.
Por dltimo, cuando la f.d.p es uniforme encontramos que @, tiende a cero a

| o1

medida que o crece (piénsese que y, < 1y, por lo tanto, lyyi es muy peque-

fio). En este caso, se suele tomar o = 4 6 6, a fin de que ¢ y, ) sea una funcién
impar y, por lo tanto, la estimacion sea supereficiente (véanse las Secciones 2.4.3

y 2.4.4, pags. 60y ss.).

4.2.4 Estabilidad Asintética de los Algoritmos

Los puntos de equilibrio de la regla de adaptacion Infomax son aquéllos en los que
E[ AB ] = 0. Concretamente, las matrices de separacion son (convenientemente
escaladas) puntos de equilibrio de la iteracién. Sin embargo, ain no hemos estu-
diado la convergencia de los algoritmos. El estudio se lleva a cabo linealizando el

algoritmo en torno a alguna de las matrices de separacion. Definamos

& =E| @;(s) |[E[s?] — El@i(si)si] (4.10)
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donde (p;(s,-) denota a la derivada de la funcién @,(s;) respecto a s, Se puede de-

mostrar que el algoritmo Infomax es localmente estable si se verifican simultanea-

mente las condiciones [Amari97b, Cardoso98a]:

para 1 < i < j< n. Curiosamente, las condiciones de estabilidad dependen de las

relaciones que se establecen entre parejas de fuentes.
El algoritmo EASI es localmente estable si se satisface la segunda condi-

cidn; pero no necesita la primera de ellas [Cardoso96a].

Ejemplo 4.1. Si §; < — 1 pero ain se verifica que &; + &; >0, EASI es

localmente estable mientras que Infomax es inestable en las matrices

de separacién. En este sentido, se dice que EASI es mds robusto.

Para garantizar la estabilidad es suficiente que §; sea positivo para todo i.
Se puede demostrar [Amari97b] que, en efecto, §; es mayor o igual que cero si la

funcién @, se construye a partir de la auténtica f.d.p de las fuentes, dandose la

igualdad sélo si la fuente es gaussiana. En la prictica, la discrepancia entre las
funciones @, y la f.d.p de las fuentes no debe ser tan grande como para que &; sea

negativa. En todo caso, [Amari97b] propone algoritmos derivados de Infomax

que pueden ser estables cuando el algoritmo original no lo es.

Ejemplo 4.2. Consideremos una fuente de distribucion uniforme que

tiene media cero y varianza unidad. La Tabla 4.1 muestra el valor que
toma la cantidad &; cuando @:(y;)=yasign(y:)|yy:|*", como se

defini6 antes en (4.9). Se ha tomado ¥ =1, mientras que o es variable.
Recordemos que @, corresponde a una distribucion de curtosis positiva

para & < 2 y curtosis negativa para o > 2. En concreto, la distribucién
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uniforme tiene curtosis negativa y la expresion elegida para Q; se le

ajusta tanto mejor cuanto mayor sea oL

o« | 0 1 2 | 3 | 4 | s | . 17
& | 0 | 3| o | 2 43 | 45 | L |1sss0s
5

Tabla 4.1. Estabilidad del algoritmo Infomax para f.d. p uniforme

Como muestra la Tabla, Infomax es muy robusto al ser estable para
cualquier o > 2. Sin embargo, cuando @, no est4 ajustada con exacti-
tud a la f.d.p de las fuentes, se pierde eficiencia (aumenta la varianza

de la estimacion), como ya hemos discutido.

Ejemplo 4.3. Si ¢( 5,) = a s’, entonces
&i=a(3E[s{1-E[sf]) =-axy,

siendo K la curtosis de la i-ésima fuente. El algoritmo Infomax es es-
table si el signo de a es el opuesto al de la curtosis. Por lo tanto, cuan-

do se conoce el signo de las curtosis de las fuentes se puede garantizar
facilmente la estabilidad local del algoritmo. Una interpretacion intere-

sante se vio con el Ejemplo 2.5 (pag. 40).

4.2.5 Infomax Extendido

Como hemos visto, el comportamiento de Infomax depende de que las funciones
@, del algoritmo estén bien adaptadas a la f.d.p de las fuentes. En general, debemos
suponer que esta f.d.p es desconocida, por lo que se corre el riesgo de escoger mal
las funciones @, En [Pham96] se propone un algoritmo para proyectar ¢, sobre

una base previamente seleccionada del espacio de las sefiales. Otra alternativa la
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constituye el algoritmo Infomax Extendido, que aborda de manera sencilla este
problema [Girolami97].

Toda densidad de probabilidad simétrica y sub-gaussiana puede ser modela-
da de acuerdo con la siguiente expresién, propuesta originariamente por Pearson

en 1894 [Te-Won98, pag. 43]:
p(u)=%(N(u,02)+N(—u,62)) 4.11)

donde N( 1, 6° ) es una f.d.p normal de media i > O y varianza ¢”. La curtosis
puede ser ajustada variando L y ¢% pero se puede demostrar que siempre es
negativa.

Resulta que:

1 0p(w) _ y M

(p(u):_p(u) u o2 o

tanh( 8&2 u) (4.12)

donde tanh( x ) representa la tangente hiperbdlica de x.

Para fijar ideas, se toma i = 1 y ¢ = 1. Por lo tanto,

¢(y)=y—tanh(y) (4.13)

Llevando (4.13) a la ley de adaptacién (4.3) del algoritmo Infomax se obtiene
AB o (I-@(y)y" )B=(I+tanh(y)y —yy' )B (4.14)
Por las razones expuestas, cabe esperar que esta elecciéon de @( y ) sea apropiada
para la separacion de fuentes de curtosis negativa. De otro lado, gracias a una ca-

sualidad muy afortunada, resulta que:

AB o< (I-tanh (y)y' -yy' )B 4.15)
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estd ajustada a la f.d.p de curtosis positiva p( u ) «< p,( u ) sech’( u ), donde p(
u ) es una f.d.p normal de media cero y varianza unidad. De igual forma, se espera
que el algoritmo (4.15) nos permita separar una clase amplia de fuentes de curtosis
positiva.

Finalmente, aprovechando que, salvo por el signo de la tangente hiperbdlica,
las expresiones de (4.14) y (4.15) son idénticas, se propone el siguiente algoritmo

(Infomax Extendido) [Girolami97]:

AB o (I+Ktanh (y)y'—yy")B (4.16)

donde K es una matriz diagonal tal que K, = —1 si la j-ésima fuente a recuperar
tiene curtosis negativa o bien K, = + 1 en caso contrario. El signo de cada compo-
nente K, se actualiza iteracion a iteracién de acuerdo al criterio de estabilidad visto
en el Apartado 4.2.4, como sigue: resulta que (4.16) equivale al algoritmo Info-

max (4.3) con:

L y;) =y, + K, tanh( y,) (4.17)

Como se vio en el Apartado anterior, garantizamos la estabilidad local del algorit-

mo si
& =E[ ¢;(s) [BisH] - E[@i(s)si] >0 (4.18)

para todo i. Al sustituir (4.17) en (4.18) se obtiene una condicién suficiente para

que el algoritmo sea estable [Te-Won98, pag. 47]:
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K, = signo{ E[sech’( s, )] E[ s21—E[ s, tanh(s;) ] }

Puesto que los estadisticos de las fuentes son desconocidos, en la practica se supo-

ne que s(f) ~ y(?) y, por lo tanto, se toma
I{,',' = Sigl’lO{ E[SeCh2( Vi )] E[ }’,-2 ] - E[ Yi tanh( Yi ) ] }

donde la esperanzas se estiman a partir de varias muestras de la sefial. Las simula-

ciones muestran resultados satisfactorios [Te-Won98, pag. 51].
4.2.6 El algoritmo MMI

La informacién mutua entre las componentes del vector de salida y(¢) = B x(¢) se

puede escribir como:

Ily® 1= Hly®I+Hly,®1+..+Hy®]1-H y©] (4.19)

donde H[ y() ] es la entrop{ia diferencial de y(#) mientras que H[ y(?) ] es la entro-
pia marginal de la variable y(f). Como sabemos, I [ y(#) ] toma su valor minimo si
y s6lo si las componentes del vector son estadisticamente independientes. De aqui
que este algoritmo se plantee para minimizar la informacién mutua 7 [ y(¢) ] (MMI
es el acrénimo de ‘Minimum Mutual Information’) [Amari96].

Dada cualquier variable aleatoria Z, su entropia diferencial H[ Z ] se define
H(Z]=-] p(z)log p(z)dz (4.20)

siendo p( z ) la f.d.p de Z. Siempre podemos aproximar p( z ) con un desarrollo de

Gram-Charlier o Edgeworth y escribir (ver Apéndice B)
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p(z)=NO,1)(1+h(z)) (4.21)

donde N(0,1) es la f.d.p de una variable gaussiana de media cero y varianza uni-

dad, es decir,

N(0,1) = exp(-z?)

1

Jan

Llevando (4.21) a (4.20) se obtiene:
H[Z]~- J:QN(O,I) (1+h(z))log {NO,1) (1+h(z))}dz (422

Particularizando A( z ) para un desarrollo de Gram-Charlier (ver Apéndice B) se

obtiene, tras algunas aproximaciones [Amari96]

2 2 2 3
HIZ]=log Jime -5 Ko 2Kk K5

54 216 8 16 (4.23)

que es la entropfa expresada en funcion de los cumulantes de Z (en concreto, K3 €s
el coeficiente de asimetria mientras que K4 es la curtosis). Evidentemente, (4.23)

también nos permite calcular las entropfas diferenciales H[ y,() ] que aparecen en
(4.19) sin mds que sustituir Z por y(?).

Por otra parte, de y(f) = B x(1), resulta que aplicando el Teorema 3.1 (pag.
79)

Hly(H)1=H[x()] +log | det B 4.24)

donde HI[ x(¢) ] es la entropia diferencial de x(), que no depende de B. Por lo tan-
to, llevando (4.24) y la expresién aproximada (4.23) de las entropias diferenciales
H[ y(1) ] a (4.19), se obtiene la informacién mutua I[ y(¢) ] explicitamente en fun-
cién de los estadisticos de y(7) y de la matriz B. Entonces, se puede demostrar

[Amari96] que
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AB o< (1-9(y(®)y(®")B" (4.25)

es un algoritmo de gradiente estocéstico que minimiza I[ y(?) ], siendo

oY) =[0(y), .., QI

para

_ 311425 0 14 7 47 s 29 3 4.26
que es una funcién impar no monétona. Por dltimo, multiplicando por la derecha
(4.25) por B'B conseguimos un algoritmo de gradiente natural, llegando a la ex-

presién final:
AB o< (I-o(y(®)y'(r)B (4.27)

Como vemos, este algoritmo es justamente Infomax. La gran aportacién estd en
proponer una no linealidad (4.26) que es, en principio, apropiada tanto para fuen-
tes sub- como super-gaussianas. La potencia de la funcién (4.26) esta condiciona-
da a la validez de las aproximaciones hechas, especialmente del desarrollo de
Gram-Charlier. En el problema de la Separacién de Fuentes, el desarrollo de
Edgeworth es preferible al de Gram-Charlier [Comon94] y un algoritmo similar
que utiliza este altimo se puede consultar en la referencia [Harroy96]. De todas
formas, como (4.26) es una funcién impar, la estimacion siempre es supereficiente
(ver las Secciones 2.4.3 y 2.4.4, pags. 60 y ss.).

La equivalencia del criterio MMI con Infomax no debe sorprendernos. Con
relacién a (4.19), Infomax maximiza H[ y(#) ] y, bajo las condiciones expuestas en

el Capitulo 3, ello equivale a minimizar I [ y(¢) ].
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4.3 Algoritmos de Bloque

Esta Seccién se dedica a presentar algoritmos de ‘bloque’ o que no son adaptati-
vos. Todos tienen en comin que obtienen la matriz de mezcla a partir de la estima-
cién de un conjunto de estadisticos de las observaciones. En el Apartado 4.3.1 se
trata el algoritmo ICA de Comon. Después, en el Apartado 4.3.2 presentamos el
algoritmo FastIca. El Apartado 4.3.3 se dedica al algoritmo JADE. Finalmente, en

el Apartado 4.3.4 se estudian las relaciones entre algunos de estos algoritmos.
4.3.1 El algoritmo ICA.

Reescribamos la expresion (4.19) de la informacién mutua entre las componentes

del vector de salida y(7) = B x(#):

I[yn]l=Hly®1+Hly,®O1+..+Hy®O1-H y®] (4.28)

siendo H[ y(¢) ] la entropia diferencial de y(#) mientras que H[ y(f) ] es la entropia
marginal de la variable y,(). El algoritmo ICA [Comon94] minimiza I [ y(?) ] con
la restriccién de que B sea una matriz ortogonal, como también hacia EASI. Re-

cordemos que A también se supone ortogonal por lo que, en suma,
R =E[ x()x'() 1 =1 y, por consiguiente, Ry =E[y®y' ®]1=1 (4.29)
La negentropia de una variable aleatoria Z es la distancia de Kullback-Lei-

bler entre la correspondiente densidad de probabilidad p( z ) y la densidad p( z )

de la variable gaussiana que tiene los mismos momentos de primer y segundo
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orden (ver Apéndice A) y se denota por nH[ Z ]. Cuanto mds se parezca la distri-
bucién de Z a la gaussiana, menor serd nH[ Z ].
Como en (4.21), siempre podemos aproximar p( z ) con un desarrollo de

Gram-Charlier o Edgeworth y escribir (ver Apéndice B)
p(z)=N@O,1)(1+h(z)) : (4.30)

siendo N(0,1) la f.d.p de una variable gaussiana de media cero y varianza unidad.
Resulta que, de acuerdo a su definicion,
_(” p) [~
nH[Z]1= | p(z) log NoD %" [~ p@log 1 +h@)dz  (431)
Si A( y ) viene dada por la expansion de Edgeworth de tipo A (ver Apéndice B), se

puede demostrar [Comon94] que

1 1 7 1
nH[{Z]= EK% + ngi +&K;‘ + §K§K4 (4.32)

siendo K3y K4, respectivamente, el coeficiente de asimetria y la curtosis de Z. Si la
f-d.p de Z es simétrica, entonces K3=0y

nH[ Z ]~ 4_123K‘2‘ (4.33)

Se puede demostrar con relativa facilidad que, supuesto (4.29), entonces

[Comon94]

ITy(® 1=nH[y(®) ] - Zin nH[ y(®) ] (4.34)

siendo nH[ y(#) ] la negentropia de y(¢) y nH[ y(#) ] la negentropia de cada varia-
ble y(1).



116 Capitulo 4. Algoritmos de Sep. de Fuentes

Resulta que nH[ y(¢) ] es una distancia de Kullback-Leibler y, como tal, es
invariante ante cualquier transformacién invertible que se aplique a la variable vec-
torial y(#). Dicho de otra manera, nH[ y(¢) ] no depende de B [Comon94]. Enton-
ces, minimizar I [ y(¢) ] equivale a maximizar la suma de las negentropias de las
variables y(7). La interpretacién es muy interesante, planteada como alternativa al
principio de Maximizacién de la Informacién (Infomax): de acuerdo al Teorema
Central del Limite [Papoulis91, pag. 214] podemos admitir que las observaciones
tienen una distribucién asintéticamente gaussiana. Entonces, de (4.34) se deduce
que hemos separado las fuentes cuando las distribuciones de las sefiales de salida
y{?) son tan distintas de la gaussiana como es posible [Girolami97].

Finalmente, de (4.33) y (4.34)

Vo Iy 1= -3¢ 3 Yy ki) (4.35)

siendo V, el operador que calcula el gradiente con respecto a las componentes de
la matriz B y x4la curtosis de y(1).
Con un gusto encomiable por las cosas bien terminadas, Comon prueba que,

pese a todas las aproximaciones que ha hecho,

Yieal B) = > Kﬁ(i) (4.36)

i=l,N

es un contraste ortogonal discriminante [Comon94], es decir, todos los maximos
globales de esta funcidn son realmente matrices de separacién (ver la Seccion
2.2.4 y el Ejemplo 2.3). Finalmente, el contraste se optimiza por medio de un algo-
ritmo que estima las curtosis de las sefiales de salida en funcién de la matriz B y de

los estadisticos de las observaciones.
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4.3.2 EI Algoritmo Fastlca

Denotemos, como siempre, por x(f) = A s(#) al vector de observaciones. Se supo-
ne que las componentes de x(f) son estacionarias, tienen media cero y la matriz de
mezcla A es ortogonal (y, por lo tanto, la matriz de separaciéon B también lo es).

La curtosis de la observacién x(f) vale
Ka(xi) =E[x']-3E[x*T 4.37)

donde se omite la dependencia con el tiempo gracias a la hipétesis de estacionarie-

dad de las sefiales. Sea

y{t) =b," x(r) (4.38)

la i-ésima sefial de salida, donde b," es la i-ésima fila de la matriz de separacién B.

En particular,

b1, =1

La curtosis de y(7) serd precisamente igual que:

E[y!1-3Ely’ *=E[ (b x)*1-3E[(b/x )’ ’=

=E[(b"x)*]-31Ib.II5 (4.39)

Delfosse y Loubaton [Delfosse95] han probado que cuando, por lo menos, una de
las fuentes es super-gaussiana y otra es sub-gaussiana, todos los puntos extremos
de la curtosis de y(f) se alcanzan cuando y(#) coincide con alguna de las fuentes
(ver Ejemplo 2.6 en la pag. 40). Entonces, determinamos b, como alguno de los

extremos de la funcién de coste [Hyvirinen97]
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J(b,)=E[(bFx)*]-31Ib, I + F(IIb,1I,) (4.40)

siendo F( Il b, Il, ) un factor cualquiera de penalizacién que fuerza Il b, Il, = 1. Deri-
vando J( b, ) con respecto a b, e igualando a cero las derivadas se obtiene la ecua-

cion [Hyvérinen97]
E[x(b"x)*1-31b,1I3b,+fIIbl,)b,=0 (4.41)

donde f( Il b, Il, ) es la derivada de F( Il b, ll, )/2. Reordenando los términos, se ob-

tiene una nueva ecuacion:
b,=—-(E[x( b,.TX Y131 b, II% b,)/f(1Ib,1l,) (4.42)

que puede ser resuelta mediante una iteracién de punto fijo [Hyvirinen97]. Es
mds, la funcién f( Il b, Il, ) es irrelevante por cuanto que s6lo introduce un factor
de escala. Del mismo modo, el signo menos que aparece en (4.42) no juega ningin
papel importante ya que no podemos verificar el signo de las fuentes. De esta for-
ma, el algoritmo FastIca es aquél que resuelve mediante un algoritmo de punto fijo

la ecuacién [Hyvirinen97]

b,=E[x (b x)*]1-31b,1I3 b, (4.43)

con el cuidado de normalizar a uno el médulo de b, en cada iteracion.

Sea el vector

F=bTA (4.44)

Es decir,
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y(&) =b," x(t) = z"s(¢) (4.45)

., . - T
Por supuesto, Il z i, = 1. La separacién se consigue siempre que z' sea un vector
candnico (una fila de la matriz identidad). Sea z,(n) la i-ésima componente del vec-
tor z' en la n-ésima iteracién del algoritmo Fastlca. Se puede demostrar que

[Hyvérinen97]

lzim)| zi(0)] | 4, 4.46
Tl = T o) (40

siendo y el médulo del cociente de las curtosis de la k-ésima y la i-ésima fuentes.
Si

i = argmax | z;(0) I
i

entonces, teniendo en cuenta que Il z Il, =1, z(n) crecerd en cada iteracidn ten-
diendo a uno mientras que las restantes componentes del vector z se hardn cero,
con lo que z tenderd a un vector canénico. Es decir, el algoritmo siempre conver-
ge y separa las fuentes con independencia del signo de las curtosis de las sefiales
(siempre que a lo mds una de ellas sea gaussiana). Ademds, la convergencia es
muy rapida, ctibica, como muestra (4.46).

El algoritmo estima una de las filas de la matriz de separacién. Para determi-
nar las restantes, basta con ejecutar Fastlca varias veces, teniendo el cuidado de
forzar que las soluciones sean ortogonales a las filas de la matriz B que han sido
obtenidas previamente. Un estudio detallado de las propiedades estadisticas de
este estimador, asi como algunas generalizaciones, se puede encontrar en

[Hyvérinen99].
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4.3.3 Elalgoritmo JADE

Este algoritmo fue propuesto por Cardoso y Souloumiac [Cardoso93] en 1993. Se
ha considerado siempre un algoritmo potente y seguro. El andlisis se desarrolla
como sigue: en primer lugar, se presentan las ideas fundamentales como una gene-
ralizacién del cldsico Andlisis de Componentes Principales. A continuacion, se es-

tudia el algoritmo en si.

Una extensién del Analisis de Componentes Principales

Dada una matriz M cualquiera de dimensiones N X N y el vector N X 1 de obser-
vaciones x(f), que se suponen incorreladas (E[ x(Hx'(1) 1 = I), se define la matriz

N = Q(M) componente a componente como sigue
n,:,' = Zk,]:l,N Cum( x,‘(t)? xj(t)’ xk(t)9 x[(t) ) my (447)

para todo i,j, siendo n; el elemento ( i, j ) de la matriz N, m, el elemento ( [, k ) de
Ja matriz M y cum es la definicién usual de cumulante (ver Apéndice B). Cardoso

y Souloumiac [Cardoso93] prueban que la siguiente relacion siempre se satisface

BNB'=A (4.48)

donde B es una matriz ortogonal de separacién y A una matriz diagonal, cuyas
entradas dependen de M. Dicho de otra manera, las filas de la matriz de separa-
cién son los autovectores de cualquier matriz N construida como en (4.47). Este
resultado es muy potente por cuanto que de €l se induce de inmediato un algorit-

mo de Separacién de Fuentes:
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“Témese cualquier matriz M y constrilyase a partir de ella N = Q(M) como en
(4.47). Los autovectores de N forman las filas de la matriz de separacion

buscada”.

Sin embargo, una mala eleccién de M puede hacer que los autovalores de N
se repitan y, por lo tanto, no se pueda obtener un conjunto de N autovectores li-
nealmente independientes. De hecho, el primer algoritmo propuesto por Cardoso
[Cardoso89], que recibid el nombre de FOBI (Fourth-Order Blind Identification)
tenia este grave inconveniente y no era capaz de separar fuentes que tuviesen la
misma curtosis.

Por otra parte, los cumulantes en (4.47) no son conocidos y deben ser esti-
mados. Se debe esperar que los errores en la estimacién de los cumulantes se pro-
paguen a la matriz de separacién.

Debido a estas razones, Cardoso y Souloumiac deciden incrementar la ro-
bustez de su algoritmo utilizando la informacién de diferentes matrices N, todas
ellas definidas como en (4.47) para distintas M. Los detalles se dejan para el si-
guiente Apartado.

El Andlisis de Componentes Principales [Haykin94b, pag. 363] consiste en la
extraccion de componentes incorreladas de una sefial y, para ello, calcula los vec-
tores propios de la matriz de covarianza de los datos. En este sentido, se puede
considerar que Cardoso y Soulomiac definen con (4.47) el equivalente de la matriz
de covarianza para los estadisticos de cuarto orden y la utilizan para extraer com-

ponentes independientes.

Diagonalizacién conjunta de matrices

Cardoso y Souloumiac determinan la matriz de separacién como aquélla que mini-

miza el siguiente contraste [Cardoso93]:

Vipe(B) = 2 cum®( yi,yi i, y1) (4.49)

ikl=1N
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donde cum denota la definicién usual de cumulante. De hecho, Comon ha probado
que la suma del cuadrado de todos los cumulantes de orden r (r = 4 en este caso)
es independiente de B [Comon94] (ver Ejemplo 2.4 en la pagina 38). Entonces,
maximizar (4.49) equivale a minimizar la suma del cuadrado de los cumulantes
que tienen al menos dos indices distintos. Dicho minimo se alcanza cuando las va-
riables y(7) son independientes. Por otra parte, se debe notar el parecido de este

contraste con el propuesto por Comon (ver (4.36)):

Vel B)= X k30 = X cum?(yi, i, vi,yi)

i=1,N i=l,N

De hecho, como veremos, ambos se pueden considerar equivalentes. La eleccién
del contraste y,,,( B ) se justifica a continuacién. Resulta [Cardoso93] que exis-

ten P = N” matrices P, P,, ..., P, tales que

Q(P)=AP (4.50)

donde Q( P, ) es como la definida en (4.47). La prueba no es dificil [Cardoso93]:
cada par de matrices P, y Q( P, ) de dimensiones N x N puede ser transformado en
dos vectores p, y q( p, ) de dimensiones N* X 1 concatenando las columnas de las
matrices. De acuerdo con (4.47), existe una matriz de cumulantes ® de dimensio-

nes N* x N? tal que

q(p;) =Op, (4.51)

Como Q(P,) = A, P, entonces q( p,) = A, p,, de donde

A p,=0p, (4.52)
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En definitiva, p, es un autovector de ©. La matriz P, correspondiente se construye

a partir del vector p, sin ninguna dificultad afiadida. Convengamos en que
[A 12, [ 211202,

Cardoso y Souloumiac [Cardoso97] prueban que A, es igual a la curtosis de la i-é-
sima fuente para i = 1, ..., N, mientras que los restantes N ( N — 1) autovalores 7»1.

de © se anulan. Finalmente, se puede probar que [Cardoso97]
. 2
Vipe( B ) = 2 |dlag(BT Q(P;) B)| (4.53)
i=IN

(comparese con (4.49)). Precisamente, cuando B separa las fuentes también estd
diagonalizando las matrices Q( P, ), como se vio en (4.48). De hecho JADE es el
acrénimo en inglés de “Joint Approximate Diagonalization of Eigen-Matrices” o
“Diagonalizacién aproximada de Matrices Propias”. Las “matrices propias” a que
se hace referencia son las matrices Q( P, ) = A, P, ya definidas. El término “aproxi-
mada” enfatiza el hecho de que, debido a errores en la estimacion de los cumulan-
tes, no va a ser posible diagonalizar de forma exacta todas las matrices a la vez.

La diagonalizacién simultdnea [Therrien92, Cardoso93] puede ser llevada a
cabo con una generalizacion del algoritmo de Jacobi [Golub96] para obtener los
vectores propios de una unica matriz . El coste computacional es, aproximadamen-
te, N veces mayor que el de calcular los autovectores de una tnica matriz
[Cardoso93].

Por ultimo, diremos que es muy sencillo modificar JADE para que trabaje

con sefiales y matrices complejas [Cardoso93].

[ |




124 Capitulo 4. Algoritmos de Sep. de Fuentes

4.4 Relacion entre los Algoritmos

Recordemos el concepto de funcion de estimacion: como se vio en (2.1), es toda

funcién F( x(1), B ) tal que
E[F(x(),B)]=0 (4.54)
cuando B es una matriz de separacién. Dadas T muestras vectoriales de las obser-

vaciones, X(1), ..., x(T) y presuponiendo la ergodicidad de los procesos, es posible

sustituir (4.54) por la ecuacion de estimacion

M-

L3 pix(,B)=0 (4.55)
T 5

T

Si determinamos el gradiente natural del contraste ,,,( B ), definido en (4.49) y
lo igualamos a cero, estimando los cumulantes a partir de las T muestras de las ob-

servaciones, se obtiene [Cardoso975]

FFI' é Flpe( X(0, B ) + Oy (T7?) =0 (4.56)
siendo O,,,( T™*) una matriz cuyos elementos son del orden de T~ y, por tan-
to, despreciables si T es suficientemente grande, donde

Fos(X,B)=yy' -I+0(y)y -y o' (y) (4.57)
siendo Q(y ) = [ K1 Y1, ~Ks2Y3, ---»—KswYay 1"y Ky la curtosis de la i-6sima fuen-

te. Es decir, (4.57) es el mismo tipo de funcién de estimacién que se asocia a
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EASI (ver (4.8)). Ademds, esta eleccion de las funciones no lineales @( y(¢) ) ga-
rantizarfa la estabilidad local de EASI (ver el Ejemplo 4.3). También es la funcion
de estimacién que se asocia al “método de los momentos” (ver el Ejemplo 2.2 en
la pag. 30).

Si repetimos el mismo desarrollo para el contraste y,.,( B ), definido en

(4.36) se obtiene una funcién de estimacion tal que

M-

% Fo (X(0),B)+ 0. (T"?)=0 (4.58)
1

-
Il

. donde, asombrosamente, F..( x(¢), B ) = F,,,;( x(#), B ) [Cardoso97b]. Esto pone
de manifiesto la relacion entre ICA y JADE: asintéticamente, para T creciente, ob-
tienen las mismas estimaciones. No obstante, el algoritmo JADE es computacio-
nalmente mucho maés eficiente que ICA cuando el nimero de fuentes es moderado,
como prueban las simulaciones. Por otra parte, la relacién entre ambos algoritmos
y EASI (y, por extensidn, con Infomax y el MLE) no debe sorprendernos, pues, a
fin de cuentas, el algoritmo ICA de Comon y EASI se basan en el mismo princi-
pio: la minimizacién de la Informaciéon Mutua entre las variables de salida.

Por ultimo, el algoritmo Fastlca tiene una cierta relacién de parentesco con
ICA. Hyvirinen [Hyvirinen98] muestra que la funcién de coste (4.40) de su algo-
ritmo es una aproximacion a la negentropia (4.31) de las variables de salida. Por lo
tanto, Fastlca también minimiza la Informacién Mutua de las variables de salida.

Por lo tanto, es posible relacionar de forma clara unos algoritmos con otros.
No debe sorprendernos que, por lo tanto, en la préctica los resultados que ofrecen

sean muy similares.

4.5 Conclusiones

A lo largo de este Capitulo, hemos presentado una seleccién de los algoritmos de

Separacion de Fuentes. Implicita o explicitamente, son algoritmos que tratan de
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minimizar la informacién mutua de las variables de salida. La diferencia estriba,
por supuesto, en la implementacién final de cada uno de ellos.

Suponiendo que las muestras x(1), ..., X(T) sean independientes y que la
f.d.p de las fuentes estd correctamente estimada, la minimizacion de la informacion
mutua es una estimacion de maxima verosimilitud de la matriz de mezcla. Por ello,
cabe esperar que los algoritmos que estiman los estadisticos de las observaciones
tengan un mejor funcionamiento pues, implicitamente, utilizan dichos estadisticos

para aproximar la distribucién de las fuentes. A cambio, su coste computacional es

mayor.
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5. Ecuaciones Cuadraticas para la
Separacion de Fuentes.

5.1 Introduccion

La estimacion de mdxima verosimilitud est en la raiz de la mayor parte de los al-
goritmos de Separacién de Fuentes. No obstante, no hay garantia de que la solu-
cién obtenida sea siempre correcta, en especial cuando la distribucion estadistica
de las fuentes no se modela con exactitud.

De hecho, vimos ejemplos en el Capitulo 3 en los que las matrices de separa-
cién no optimizan la funcion de verosimilitud de las muestras. En realidad, en el
Capitulo 3 se prob6 que las primeras derivadas de la funcion de verosimilitud
siempre se cancelan cuando las evaluamos en las matrices de separacion; pero el
caricter de estos puntos criticos (mdximos, minimos y puntos de silla) depende
tanto de la distribucidn estadistica de las fuentes como de las funciones no lineales
que caracterizan a los algoritmos. Tampoco se ha podido probar que todos los mé-
ximos globales de las funciones de verosimilitud se correspondan con las matrices
que separan las fuentes.

Este Capitulo aborda el problema desde un nuevo enfoque; a través de ecua-
ciones, plantearemos condiciones que son necesarias y suficientes para garantizar
la Separaciéon de las Fuentes. Nuestra propuesta aprovecha la informacion que
contienen las derivadas de alto orden de los cumulantes de las salidas. El Capitulo
se desarrolla como sigue: en 5.2 presentamos una primera aplicacion, vélida para
dos fuentes, que servird para introducir las ideas principales. En 5.3 se generalizan
los resultados para cualquier nimero de fuentes. Finalmente, la Seccion 5.4 se de-

dica a las Conclusiones.
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5.2 Separacion de dos Fuentes mediante Ecuaciones

de Segundo Grado

En el Apartado 5.2.1 vamos a mostrar que la informacién que contienen las deri-
vadas de los cumulantes de las sefiales de salida es suficiente para garantizar la Se-
paracion. Después, en 5.2.2 se trata la Separaciéon de dos Fuentes mediante la
resolucion de ecuaciones de segundo grado. Finalmente, en 5.2.3 se presenta un

algoritmo adaptativo para la Separacién de dos fuentes.
5.2.1 Las Derivadas de los Cumulantes de Salida

Sean dos fuentes s,(7) y s,(¢), de media cero y estadisticamente independientes,

que se relacionan con las mezclas x,(¢) y x,(f) como sigue:

_ @ | 1 ap s1(8)
x(t) = A s(0): [xz(t)}—[am ! Hhm} 5.1)

siendo la matriz de mezcla invertible (1 — ajpaz; # 0). Para simplificar el desarro-

llo, hemos supuesto que los elementos de la diagonal de A valen uno.
Recuperamos las fuentes con el sistema que se indica en la siguiente

ecuacion:
s [ )
y(® =B x(1) L}z(t) by 1 ()

_ 1 blz 1 a|n sl(n)
L P S B
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La Figura 5.1 ilustra las relaciones entre las variables, de acuerdo con las ecuacio-

nes (5.1) y (5.2).

s, (1) > x (1) > y, (1)
a
§ b12 b21
021

s,(1) > x, (1) > v, (1)

Figura 5.1. Modelos empleados en el desarrollo

Sea G = B A la matriz global de transferencia, que relaciona s(r) e y(¢). Resulta

que

1+bnay biptan
G= (5.3)
[ by +az 1+byanp }

Segun (5.3), la separacion se consigue en cualquiera de los siguientes casos:

{ bip,=-an (5.50)
by =—ay
. b[z =—1/a21
b 5.5b
0 bien {bﬂ = Var ( )

Notese que las condiciones (5.5) implican que las fuentes se recuperan escaladas.
Esto no supone ningin problema, puesto que siempre podemos ajustar su potencia

a posteriori. Tomemos ahora la funcién de estimacién
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H(x(1; B) =(y(®)y' (®-D (5.6)

siendo @( y(©) ) = [ ¢,(3,(), ...0xOn(®)) 1y D una matriz diagonal. Supongamos,
como es habitual, que las funciones no lineales ¢, estin dominadas por una poten-

cia cubica, es decir:

P(y () = ¥ () (5.7)
Resulta sencillo entonces demostrar que (omitimos la dependencia con ?)

E[y}ys 1= g31821% + 882K (5.84)

E[ 3193 1=g11851 K + 81282 K2 (5.8b)

siendo g, la componente (i, j) de G y ¥, la curtosis de la i-ésima fuente.

Si suponemos que (5.5a) se verifica, resulta que g,, = g,, = 0 mientras que
(5.5b) lleva a que g,, = g,, = 0. En cualquiera de los dos casos, los estadisticos
(5.8) se anulan, como era previsible.

Para fijar nuestras ideas, vamos a centrar el estudio en (5.8a). Resulta que

agle[)’? 21 =3811821021 K51 +3gh,80Kn (5.9a)
az 3 2
E[y1y2] =06g118214)) Ko +6812822Ks2 (5.9h)
obi,
d° 3 3
OB’ E[y1y2] =6g21a3 K + 682K (5.90)
12

Notamos un hecho, cuando menos, sorprendente: si G garantiza la Separacion de
las Fuentes (es decir, g,, = g,,= 06 g,, = g,, = 0) tanto (5.9a) como (5.9b) se can-
celan. Por otra parte, obtenemos resultados similares al derivar (5.8b) respecto a

b,,. Todo ello con independencia de la distribucion de las fuentes.
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Entonces, el estadistico (5.8a) (respectivamente (5.8b)) es poco sensible a
las variaciones de b,, (respectivamente b,,) cerca de las matrices de separacion.
La Figura 5.2 muestra la forma de la superficie (5.8a) ((5.8D) es similar) en fun-
cién de las componentes de B, asi como sus curvas de nivel, supuesto que ambas
fuentes son uniformes (sus curtosis valen —1°2) y A es la matriz identidad, de for-

ma que la separacién se consigue cuando b,,=b, =0y B =1).

-2 0.5

(@]

0.5 e b21

b12

Figura 5.2. Representacién de la superficie E[ y} y, 1.

A la vista de la Figura 5.2, cabe esperar que la convergencia de un algoritmo adap-
tativo que busque la matriz de separacién sea lenta. Sin embargo, no tenemos un
mal resultado: (5.8a) y (5.8b) son polinomios de cuarto grado en los coeficientes
de B pero (5.9b) es sélo un polinomio de segundo grado. La complejidad de en-

contrar las matrices de separacion a partir de (5.9b) debe ser, por lo tanto, mucho
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menor. A este asunto vamos a dedicar el siguiente Apartado. Antes, consideramos
que es interesante destacar que los estadisticos (5.8) son en realidad cumulantes de

las sefiales de salida,

E[ () (0] = cumy, (y(1), y(1)), para i # j

Las funciones de estimacién basadas en la cancelacién de cumulantes han sido uti-
lizadas profusamente por Jutten y sus colaboradores [Mansour96], [Nguyen95].
De hecho, Jutten y Mansour [Mansour96] caracterizaron las matrices de separa-
cion, solo para una mezcla de dos fuentes, mediante una ecuacién polinémica de
segundo grado. Por otra parte, Jutten y Nguyen presentan resultados interesantes
sobre dichas funciones de estimacion en el articulo [Nguyen95].

Si las curtosis de todas las fuentes se anulasen, entonces (5.8a) y (5.8b)
siempre se cancelarian. De todas formas, esto no plantea ninguna dificultad: siem-
pre que la funcion no lineal @( y, ) est€¢ dominada por una potencia de y, de grado
mayor o igual que dos se llega a conclusiones similares. Nétese que, en todo caso,
no conviene utilizar estadisticos que involucren a los cumulantes de orden impar
de las fuentes, puesto que se cancelan siempre que las f.d.p sean simétricas respec-

to a su media.

5.2.2 Obtencion de las ecuaciones

Vamos a adoptar la siguiente notacion simplificada para los cumulantes cruzados

de las observaciones x,(1) y x,(f):

cumy( x,(2), x,() ) = ¢, (5.10)

Ademds, recordemos que la curfosis de la fuente s,(f) es, por definicion, el

estadistico:
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Ky = cum(st(n)) = E[s! (n)] — 3E[s7(n)] (5.11)

Utilizando (5.1), (5.2) y (5.11), es sencillo obtener las siguientes relaciones:

3
C31 =a21Ks1 +apKs (5.12a)
3
C13 =as Ky tapkKs (5.12b)
_ 2 2
Cp =ay¥Ks tapKe (5.12¢)
4
Kxl = Ca0 =Ks1 tapKe2 (5.12d)
4
Ky = Cos = a5 Ks] + K2 (5126)

Todos los cumulantes c,, pueden ser estimados con facilidad a partir del conjunto
de observaciones disponibles.
Operando de igual forma, se puede demostrar la validez de las siguientes ex-

presiones para los cumulantes cruzados de y,(f) e y,():

Cum(y31(n),y2(n)) = C31+b21Kx1+3b12[C22+b21c31]+3b212[Cl3+b21C22]+b312[Kx2+b21013]

(5.13)

cum(yl(n)’y32(n)) = ¢34 K, +3b,, [C22+b12013]+3b221 [C31+b12022]+b321 [ +5,,65)]

(5.14)

Al sustituir las relaciones (5.12) en (5.13) y (5.14), se encuentra que, en efecto,

(5.13) y (5.14) valen cero cuando b, = — a;0b;,=—-1l/a

i

parai,j=1,2¢ei # ],
como ya sabemos.

Resulta mucho més interesante el hecho de que las siguientes derivadas

parciales también se anulan al ser evaluadas en las matrices de separacion

2 3
J cum(yl(;’t),yz(n)) =6lci3 +hacnl+6bpplKn +briciz]l =0 (5.16)

12
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d2cum(y;(n),y;(n))
ob3,

=6[c31 + b2l +6b2i (K +b12c31] =0 (5.17)

como puede ser también demostrado trayendo (5.12) a (5.16) y (5.17). Este resul-
tado corrobora la argumentacién de los Apartados precedentes.
De las ecuaciones (5.16) y (5.17) se puede derivar una solucién inmediata.

Primero, despejamos b, de la ecuacion (5.17), obteniendo:

_C3tembyp

by =
Kx1 +¢31b12

(5.18)

Al sustituir (5.18) en (5.16) obtenemos la siguiente ecuacién de segundo grado (se

puede encontrar otra ecuacién similar para b,)):

X1 X2

2 2
13K, g— CpCayt K, K €l b+ ey K C13Cplb™, =0 (5.19)

cuyas soluciones,
bioa = —an, by = —1/ay,

son, efectivamente, los coeficientes de las matrices de separacion. Como
los cumulantes ¢ pueden ser estimados, se obtiene B facilmente resolviendo
(5.19). Por supuesto, la principal virtud de las ecuaciones (5.19) es que garantizan
que B es una matriz de separacion correcta.

Por supuesto, la exactitud de la solucién depende del grado de acierto en la
estimacién de los cumulantes. La Figura 5.3 ilustra este aspecto. En ella se mues-
tra la relacion sefial a ruido (SNR), definida como el cociente entre las potencias

de la fuente y del error residual tras la separacidn, frente al nimero de muestras
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utilizadas para estimar los cumulantes. Cada gréfica es el resultado de promediar
cincuenta experimentos independientes, en los que la matriz de mezcla y las fuen-
tes se generaron de forma aleatoria. Las fuentes tienen una distribucién uniforme.
Con linea punteada se muestra la SNR antes de la separacion, es decir, cuando se

supone que las fuentes coinciden con las observaciones.

SNR, FUENTE 1
40 T T

0 ! 1
0 500 1000 1500

SNR, FUENTE 2
40 T T

30

10 . . .

1
0 500 1000 1500
muestras utilizadas para estimar los cumulantes

Figura 5.3. Estudio experimental del error cometido al usar (5.19)

Complementariamente, podemos llevar a cabo el siguiente analisis: el error

de la raiz O, puede ser expresado en términos del error en el coeficiente O, de la
ecuacion como:
d

C;
AG; = ZiAq; ‘
o ajAOL, (5.12)
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Pues bien, resulta que la derivada parcial en (5.12) es proporcional a [Martin97]:

G; .
———parak #i
O;— O P

Por lo tanto, las raices son tanto mds sensibles cuanto mds proximas se encuen-
tren entre si. Dado que ambas raices son — a,, y —1/a,,, diremos que la precisién
disminuye cuando el producto a,a,, tiende a uno o, lo que es lo mismo, cuando la

matriz de mezcla A se hace singular. Ademads, en cualquier caso, la raiz
b, =—1/a,,

no estd bien condicionada si a,, tiende a cero. Ambos resultados se mantienen con
independencia de la distribucion de las fuentes.

Mansour y Jutten [Mansour96] han propuesto una ecuacién similar que pre-
senta los mismos problemas de sensibilidad. En realidad, que la matriz de separa-
cion B tenga los coeficientes de su diagonal fijados a uno no conduce a
estimadores equivariantes [Cardoso95a] (ver también el Apartado 2.2.3), por lo

que la calidad de la estimacion depende de la propia matriz de mezcla.

5.2.3 Resolucion adaptativa de las ecuaciones

Las ecuaciones anteriores también pueden ser resueltas mediante un algoritmo
adaptativo, como veremos. Vamos a suponer que la varianza de ambas fuentes
vale uno y que las observaciones estan incorreladas. Esto nos lleva a que la mez-

cla queda descrita por la siguiente relacién:

xi(®) | _| o B s1(2)
Lzm } - [—B o } [ s2(0) } G-
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siendo o’ + 3% = 1. Podemos decorrelar las observaciones en tiempo real utilizan-
do cualquiera de los algoritmos adaptativos propuestos para ello (ver, por ejem-
plo, [Douglas97] y las referencias que contiene), asi que la hipétesis no es, de
ninguna manera, restrictiva.

Para transformar (5.13) en (5.1) y asi aprovechar los resultados anteriores,

hacemos los siguientes cambios de variable:
s1(H) «—asi(r) y  s2(8) ¢ asa(f)

Entonces, (5.13) se convierte en

_ . xl(t) _ 1 a Sl(l‘)
x(t)—As(t),[xz(t) J = { 1 H 020 } (5.14)

siendo a =  / o Supondremos que | a | < 1; lo que significa que la primera fuente
estd mas cerca del primer sensor que la segunda fuente y viceversa (si no fuese asf,
bastarfa con intercambiar los subindices de las fuentes).

La matriz de mezcla en (5.13) es ortogonal, por lo que el problema de en-
contrar su inversa estd muy bien condicionado. Ello se refleja en que la matriz de
mezcla en (5.14) no puede ser singular.

Los resultados del Apartado anterior son perfectamente aplicables al modelo
(5.14). En particular, las matrices de separacién son aquéllas que tienen los

coeficientes
b,=-a 'y b,=a o bien b,==1/a 'y b,=1/a

Vamos a proponer el siguiente algoritmo para buscar las raices de las ecua-

ciones (5.8) y (5.9):
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b(n+1) =b(n) + U [e,(n) ez(n)]T (5.15)
siendo
b(n) = [b,,(n) b, (m)]" (5.16a)
e,(n) = ¥,(n)y,(mx, (M) by, (163,65, — 3 b(n)( 3, )’ (5.16b)
e,(n) = y,(n)y,(Wx, ()= b,(n)63, 6%~ 3 by, (n)( 62, )° (5.16¢)

donde 62 es la varianza de la i-ésima observacién. Resulta que:

19%cum(y (n),y3(n))
6 ob3,

102cum(y} (n), y2(n)
6 obt,

E[e,)]= yE[en)]=

por lo que, en efecto, E[ b(n+1) ] = E[ b(n) ] cuando estas derivadas parciales se
cancelan: justo en las matrices de separacion, como ya demostramos. Entonces,
las matrices de separacion son los puntos fijos o estacionarios del algoritmo.

El analisis de la convergencia del algoritmo se aborda a continuacion.

Lema 5.1. ( Estabilidad de los puntos de equilibrio ) Si ambas fuentes

tienen la misma curtosis, entonces el algoritmo (5.15) es globalmente

estable [Martin994].

Demostracion.
Se supone que ambas fuentes tienen la misma curtosis: Ky, = K, = K.

Entonces, seguin (5.12d) y (5.12e), las curtosis de las observaciones son
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Ky = Ky, = Ky ¥, segin (5.12a) y (5.12b), los cumulantes cruzados de las
salidas guardan la relacién c,; = — ¢;,. Ademds, por ahora, supondremos
que K, <0y U >0en (5.15). Vamos a usar la técnica ODE (Ordinary

Diferential Equation) [Benveniste90, pag. 40 y ss.], es decir,

estudiaremos la ecuacidén diferencial asociada a (5.15):
% b(t)= [E[e, () 1E[ e,() 11" (L5.1.1)
Sea V(1) la siguiente funcién de b (1) y b,,(?):
V(&) = (b)) +b,,(8))’20 (L5.1.2)

Derivando (L5.1.2) se obtiene (dejamos de indicar la dependencia con ¢,

para simplificar la notacién):

d_ 2V dby | 3V dby _
dt 8b12 dt 8b21 dt

db db
=2 (b,+b, ) dt‘z + 72‘ ) (L5.1.3)
que, operando, lleva a
%V=2(bl2+b21)2[1+2a2+a4]1<s (L5.1.4)
Como x, < 0, resulta que %V < 0: V(¢) decrece mondtonamente.

Ademas, segtin (L5.1.2), V(r) 2 0. Entonces, V(¢) = 0 para t > t,, siendo
t, suficientemente grande o, equivalentemente, b,,(t) = — b,,(¢) para t > t,
Desgraciadamente, V(#) no es una funcién de Liapunov ya que no se

anula en un tnico punto sino a lo largo de toda la recta b,,(t) = — b (),
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por lo que atin no hemos demostrado nada. Al sustituir b,,(t) por — b,()
en (L5.1.1) obtenemos la siguiente ecuacién diferencial, valida para ¢

mayor o igual que £

d%bu bo(Ke—cy)+(1-b% ey, (L5.1.5)
Sea v(f) = b,,(f) + a. Si v(?) tiende a cero entonces b, (?) tenderd a — a

(b,,(¢) tenderd a a) y las fuentes quedardn separadas. Se prueba que v(?)

satisface la ecuacion diferencial [Martin99a]:

d%v=v(A——cl3v) (L5.1.6)
siendo A =¥, —c,,+2ac,=(1-d*)x . Comolal<lyx <0,

resulta que A < 0. La ecuacion (L5.1.6) es equivalente a:

jv(A i = [ar (L5.1.7)

Aexp(At)
1+ Ccpzexp(At)’

integracién. Como A < O resulta que, en efecto, v(¢) tiende a cero y

cuya solucién es v(f) = C siendo C una constante de
separamos las fuentes. En conclusién, acabamos de probar que (L5.1.1)
es globalmente estable. Por lo tanto, el algoritmo estocdstico también
converge y es globalmente estable, siempre que [ cumpla algunas
condiciones nada restrictivas [Benveniste90]. La convergencia de este
algoritmo es independiente de la f.d.p de las fuentes, siempre que la
curtosis sea negativa. Ademds, el Lema es destacable por cuanto que la
mayoria de los autores sélo prueban la estabilidad local de sus
algoritmos.

Se ha supuesto k¥, < 0y W > 0. Si, por el contrario, K > 0

tomando U < 0, la prueba se mantiene. Si las curtosis de las fuentes son
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distintas (incluso en el signo) se puede probar que la estabilidad es local

haciendo un desarrollo similar.

5.3 Separacion de Fuentes mediante ecuaciones

polinémicas de segundo grado

Hemos probado, para dos fuentes, que los coeficientes de la matriz de separacion
satisfacen una ecuacion de segundo grado. Ahora vamos a generalizar este resulta-
do para cualquier niimero de fuentes. En el Apartado 5.3.1 se determina la segun-
da derivada de los cumulantes de cuarto orden. En el Apartado 5.3.2 discutimos la
conveniencia de suponer que las matrices de mezcla y de separacién son ortogona-

les. Por ultimo, en el Apartado 5.3.3 se prueba el resultado principal.
5.3.1 Derivadas de los cumulantes

Recordemos las ecuaciones del modelo, ahora para N fuentes:
x(1) = A s(r) 5.17)

donde s(#) y x(#) son, respectivamente, los vectores N X 1 de fuentes y observacio-
nes y A es la matriz N X N de mezcla. El vector de salida y(f) serd obtenido com-

binando las observaciones como sigue:
YO =B x(t) =G s(® (5.18)
donde G = B A es la matriz global de transferencia del sistema. Vamos a determi-

nar los cumulantes cruzados de las componentes del vector y(z). Utilizando las

propiedades de los cumulantes, se prueba que
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N
cum31(yi,y;) = Zlg?p gip Ksp (5.19)
p:
donde ¥, es la curtosis de la fuente 5, y g;, €s la componente (i,p) de G, es decir:
N
gip =2 buayp (5.20)
=1

Al igualar (5.19) a cero para todo i, j se obtiene un sistema de ecuaciones, que es
satisfecho por toda matriz G que implique que las fuentes estdn separadas (G dia-
gonal, por ejemplo). Desgraciadamente, los cumulantes (5.19) pueden cancelarse
aunque las sefiales y(f) € y(#) no sean independientes ([Nguyen95]).

Vamos a calcular las derivadas de (5.19). Resulta que, de (5.19) y (5.20),

1oen 3 g ZirtLip Ksp ) G2
6 ab,] p=l

Como cum(xi,xq, X, X;) = 2Zp al,,aq,,a]f,mp, lo que, de nuevo, es una consecuencia
directa de las propiedades de los cumulantes, podemos reescribir (5.21) como
sigue:

def N

N N
Xij = Zl 8ip gj,,a;, Kp = E Zl b,’lbjm cum(x[,xm,xj, xj) (5.22)
p= =1 m=

En realidad, (5.21) es vélida para i # j; no obstante, vamos a convenir que su con-
secuencia (5.22) se mantiene incluso para i = j, definiendo asi implicitamente la
cantidad .

Efectivamente, es sencillo comprobar que (5.22) se cancela para i # j cuan-
do G es una matriz asociada a la separacion de fuentes (volvemos a pensar en

una matriz G diagonal, por ejemplo).
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5.3.2 Separacién mediante matrices ortogonales

Si la matriz de separacion fuese completamente arbitraria, el problema tendria N*
incognitas a resolver, tantas como elementos hay en la matriz.

De suponer que todos los coeficientes diagonales de la matriz de separacion
son iguales a la unidad [Jutten91a, Martin97] como en (5.1) la estimacién podria
no ser equivariante [Cardoso95a].

Alternativamente, podemos admitir que la matriz de mezcla es ortogonal.
De esta forma se reduce también el nimero de grados de libertad del problema, ya
que los coeficientes de una matriz ortogonal no son completamente independientes
entre si. Ademds, una matriz ortogonal no puede ser singular y, sobre todo, no
estd proxima a ninguna matriz singular, en el sentido de que el nimero de condi-
cién de las matrices ortogonales es siempre pequefio. Asi evitamos el tipo de mez-
cla, a priori, més delicado. Por dltimo, las propiedades de las matrices ortogonales
(por ejemplo, que su inversa y su transpuesta coinciden) facilitan mucho el trabajo.

Recordemos que las hipétesis que se formulan son:

- Que la potencia de todas las fuentes vale uno, es decir, E[s(r)] = 1, sin perder
por ello generalidad.
- Que las observaciones estdn incorreladas y su varianza es uno, es decir,

E[x(9)x' ()] = L. En realidad, de x(¢) = A s(¢) resulta que
E[x(O)X(O]=AE[s()sO]AT=AA =1
Si la matriz de mezcla es ortogonal, entonces la matriz de separacion también ha

de serlo,

BB =1
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En todo caso, remitimos al lector al Capitulo 2 (ver el Apartado 2.2.2, pag. 32)

para una discusién mds detallada.

s(t)

Figura 5.4. Todas las matrices del problema son ortogonales

5.3.3 Ecuaciones polinémicas para la Separacion de Fuentes

x(t)

y(®)

Entonces, usando que E[ x(£)x"(1) ] = I y B es ortogonal, (5.22) se puede escribir

como:

N N
X = { E by by { E[xlzsz] —k}+ X b b, Elx x,, sz]}

(5.23)

siendo k, = 1 salvo cuando j = [ porque, en tal caso, k, = 3. Para estudiar (5.23) el si-

guiente lema nos serd de mucha utilidad:

Lema 5.2. Sea a," la i-ésima fila de la matriz de mezcla A. En particular,

a; denota la j-ésima componente de a'. Igualmente, sea A,la matriz

diagonal cuya entrada (j, j) es a,_.,.2 K,, siendo K la curtosis de la j-ésima

fuente. Entonces, se verifica:
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E[s(t)s(®'x’ (D] =A,+2a a’' +1

Demostracion.

s(), entonces (omitimos la dependencia con 1)

Por definicion, x(1) = %, a; s,

E[ss'x’]=E[ss'(Zq;5) 1=
=E[ss" (X a’s'+ X, a,a,5;5,)] (L5.2.1)

J

Las fuentes son independientes entre si, tienen media cero y varianza

unidad. Por lo tanto, se verifica

1.- E[ 5,5,5,5,1=0, ano ser que i = j, k =, en cuyo caso:
2.-Els;5,5,5, 1=E[s’1E[s’]1=1
3.-Els,s;5,5,1=E[s']1=x,+3.

[N A )

Teniendo en cuenta estas tres propiedades, se comprueba que
T 2.2
E[ss(Xa;s )]
es una matriz diagonal, cuya componente en la posicién ( p, p ) vale

a,’ (€, +3)+Z,

2 2 2 2 _ 2 2
sp ‘izp alj - aip K.\'p +2 aip + Zj aij - aip pr +2 aip +1

donde hemos utilizado que Il a, I, = 1. Por otra parte, resulta que el

elemento ( j, k ) de la matriz

T
Elss X, a,a,5:5.]
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es igual que 2 a; a, siempre que j # k. Por el contrario, todos los
elementos diagonales de esta matriz valen cero.
Uniendo todos estos resultados parciales, la demostracién del

Lema es inmediata.

Ya estamos en condiciones de presentar el resultado principal de este Capi-
tulo. Probaremos que se puede construir una funcion de estimacidn a partir de las
magnitudes y, definidas en (5.23). Es mds, no s6lo las matrices de separacion so-
lucionan las correspondientes ecuaciones de estimacion sino que son las dnicas

raices de las mismas.

Teorema 5.1. (Ecuaciones cuadrdticas para la Separacion de Fuentes).

Si, a lo mds, una fuente tiene curtosis nula, entonces el conjunto de

ecuaciones

%;=0

para todo i, j (i # j), estando X definida en (5.23), nos provee de

condiciones necesarias y suficientes para determinar una matriz de

separacion [Martin99b]

Demostracion.

Resulta que ; es igual a

%=b [C,—C; 1b, (T5.1.1)
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siendo b, la k-ésima fila de B, y las matrices (se omite la dependencia

con t)

C =E[xx" x’]=AE[ss x*] A" (T5.1.2a)

C=2ee +]1 (T5.1.2b)

donde I es la matriz identidad y e, el j-ésimo vector canénico, esto es, la
J-ésima columna de I La matriz C, contiene todas las esperanzas
matemdticas que aparecen en la expresion de X;» mientras que C, contiene

los términos k, de (5.23). El Lema 5.2 establece que
E[ss'x’]1=A+2a a"+1 (T5.1.3)

Entonces, llevando (T5.1.3) a (T5.1.2a) se obtiene:
C=AA AT+Cj (T5.1.4)

y,entonces,  x;=b/[C,~C, ]b.=b"AA A"b

; (T5.1.5)

La matriz A, sélo se va a cancelar cuando todas las fuentes
tengan su curtosis igual a cero o bien cuando a,;= 0 para todo j, lo que
significaria que la matriz de mezcla es singular. Sin embargo, ninguna de
estas hipdtesis es vélida.

Recordemos que A, es una matriz diagonal cuya entrada en la

. [l . . . 2
posicién (j, j) es igual a a; K,

8

siendo k,; la curtosis de la j-ésima fuente.
Ya que, como mucho, sélo una de las fuentes tiene su curtosis igual a
cero, podemos suponer sin pérdida de generalidad que todos los

elementos de la diagonal de A, son diferentes. De no ser asi, basta con
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ajustar la matriz de mezcla A multiplicando las observaciones por alguna
matriz ortogonal U; asf se obtiene una nueva matriz de mezcla, igual al
producto U A, para la que esta hipétesis sobre la diagonal de A, es
admisible. Cardoso encontré un inconveniente similar en el algoritmo
FOBI [Cardoso89], predecesor de JADE [Cardoso93]: este algoritmo ro
funciona a no ser que las curtosis de todas las fuentes sean diferentes.
Sin embargo, este problema no se puede solucionar, como en nuestro
caso, cambiando la matriz de mezcla.

Definamos un nuevo vector r, = A" b,. Como tanto A como B
son matrices ortogonales, se sigue que r,’ r, = 8,.], donde el simbolo &,
representa a la delta de Kronecker. Por otra parte, es inmediato
comprobar que X, = r| A r. La demostracion se concluye a

continuacion:

( Prueba de Necesidad ) Si B es una matriz de separacion,
entonces cada vector r, es un vector canénico diferente, por lo que, en

efecto, Xy = O paratodoi,j(i#j).

( Prueba de Suficiencia ) El vector A, r, puede ser escrito como
una combinacién lineal de los vectores r,, ya que el conjunto
{r,r,,...,ryconstituye una base ortonormal del espacio. Los coeficientes
del desarrollo serdn justamente el producto escalar de los vectores r, por
A, r; pero esto es, por definicién, el valor de x;: ¥, = r (A r ).

Entonces,

Ar=y,1+ Ziﬂ. X T (T5.1.6)

Supongamos que B es una matriz tal que, en efecto, ), = 0 para todo i, j

(i#). Entonces, de (T5.1.6) resulta que A, r; = X, r;, lo que implica que r;
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es un autovector de una matriz diagonal. Por lo tanto, r;, es un vector

candnico y, en consecuencia, B es una matriz de separacion.

5.4 Conclusiones.

Al igual que Mansour y Jutten [Mansour96], hemos propuesto una férmula que da
la matriz de separacidén para dos fuentes. Después, hemos ampliado este resultado
mostrando que, sea cual sea el nimero de las fuentes, las matrices de separacion
siempre satisfacen ecuaciones polinémicas de segundo grado.

Estas ecuaciones no tienen la forma de las funciones de estimacién eficien-

tes, es decir, las que son de la forma (ver la Seccién 2.4.2)

F(x(®),B)=9(y®))y'® -

pero, a cambio, garantizan la Separacion con independencia de la distribucion es-
tadistica de las fuentes. En cualquier caso, se mostrard que la precisién de las so-
luciones es més que suficiente y comparable a la de otros algoritmos.

Dada esta caracterizacion de las matrices de separacion, tenemos que encon-
trar una forma sencilla de solucionar las ecuaciones. Se propuso un algoritmo
adaptativo para dos fuentes; sin embargo, salvo que las curtosis de las fuentes fue-
sen idénticas, s6lo se pudo garantizar la estabilidad local. Este hecho hace que
optemos por desarrollar otro tipo de métodos, a los que se dedicard el siguiente

Capitulo.



6. Ecuaciones Lineales para Ia
Separacion de Fuentes

6.1 Introduccion

En el Capitulo anterior, hemos presentado el Teorema 5.1, que es fundamental en
lo que sigue. Lo enunciamos de nuevo ahora para comodidad del lector: sea, como

en (5.23),

N N
%= E b,b, { Elx’x'1-k } + X b,b, Elxx,x1}

m=1,m#l
=b] A A A", (6.1)
donde b/ es la i-ésima fila de B y A, = diag( a,> X, ..., a,’ K, ), siendo K, la

curtosis de la i-ésima fuente. La segunda igualdad de (6.1) coincide con (T5.1.5),

que, a su vez, aparece en la demostracion del Teorema 5.1. Entonces,

Teorema 5.1 (Ecuaciones cuadrdticas para la Separacion de
Fuentes). Si, a lo mds, una fuente tiene curtosis, entonces el conjunto

de ecuaciones

%;=0

para todo i, j (i # ), estando ), definida en (5.23), nos provee de
condiciones necesarias y suficientes para determinar una matriz de

separacion.
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Para que este resultado sea vilido, las observaciones deben estar incorrela-
das y tener varianza unidad, esto es E[ x(9)x'(#) 1 = L. En consecuencia, tanto la
matriz de mezcla como la de separacién son ortogonales (su transpuesta coincide

con su inversa).

6.2 Conjunto de ecuaciones lineales

Vamos a definir J( x(¢¥), B ) como la matriz cuyo elemento en la posicién (i, j) es

igual a la cantidad . Utilizando (6.1) se puede demostrar que

J(x,B)= E[diag(x3,....x% )Bxx"1B"-BB" -2 diag( by, ...,bnn ) B'
(6.2)

siendo N el nimero de fuentes (ndtese que, a lo largo del Capitulo, a menudo
omitiremos la dependencia explicita de las sefiales con el tiempo). Cuando se
satisfacen las hipétesis del Teorema, es necesario y suficiente que J( X, B) sea

una matriz diagonal, esto es,

J(x, B) = diag( %, Yo --or Yo ) (6.3)

para que B sea una matriz de separacién. No hemos determinado atn las
cantidades 7, para i = 1, ..., N; asf que, por el momento, supondremos que su
valor es conocido. Entonces, (6.3) es un sistema de ecuaciones polindmicas de
segundo grado del que se puede obtener B.

Como B es una matriz ortogonal, (6.3) da lugar a la expresion

E[ diag(xi,....xx) B x X" ] = (1+diag( %, Xo -+ Xon ) ) B =
=2diag(b“,...,bNN )
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que, reescrita fila a fila, resulta en

P b,=2b,e (6.4)

parai=1,2, .., N, donde b,.T es la i-ésima fila de B, b, es la i-ésima componente

de b, e, es el i-€simo vector canénico y hemos definido

P,= E[ xx" x’]— 0,1, donde (6.5a)
=1+, (6.5b)

Si P, es invertible, como probaremos, entonces b, # 0 ya que, en ofro caso, (6.4)

implicarfa que b, = 0. Definamos ahora un nuevo vector

v.=b,/2b, (6.7)

Llevando (6.7) a (6.6) obtenemos el conjunto de ecuaciones lineales:

Pv=e (6.8)

parai=1,2, ..., N. Estas ecuaciones no son idénticas a (6.4) o (6.3); sin embargo,
tienen, esencialmente, las mismas soluciones: nétese que b, y v, son, por
definicidn, vectores colineales o, si se prefiere, perpendiculares a las mismas
(todas salvo la i-ésima) N — 1 filas de la matriz P,, como indican las ecuaciones

(6.4) y (6.8). Por lo tanto, la fila b," de la matriz de separacién guarda la siguiente

relacion con v

b,= v, /llvl,
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no siendo el signo relevante. En resumen, (6.8) no contiene informacién sobre el
moédulo y sentido del vector b,; pero conserva su direccion. A cambio, (6.8) es un
sistema lineal de ecuaciones mientras que (6.3) es cuadrdtico.

De hecho, para determinar v, s6lo hacen falta N —~ | ecuaciones. Por ejem-

plo, tomando i = 1 se obtiene de (6.8):

abc Vil 1
P1V1=e1; def Vi2 = 0
ghi Vi3 0

Tan s6lo las dos ultimas ecuaciones -que dicen que v, es perpendicular a la
segunda y tercera filas de P - son relevantes, ya que determinan la direccién del
vector. Como la magnitud de v, es indiferente, podemos dar cualquier valor no

nulo a v, por ejemplo v, = 1/2, y resolver sélo para v, y v, :

]y

Esta observacién es importante porque gracias a ella reducimos el tamafio de los
sistemas de ecuaciones, disminuyendo con ello el tiempo de cémputo.

Es més, los N vectores v, son ortogonales entre si por lo que al conocer N—1
de ellos es posible determinar la direccién del restante, con un gasto computacio-
nal menor del que resultaria de resolver las ecuaciones para este vector. En conse-
cuencia, solo es necesario utilizar (6.8) parai=1, 2, ..., N-1.

Por todo ello, determinamos las N filas de la matriz de separacién resolvien-
do N-1 sistemas de ecuaciones con N—1 incégnitas cada uno. Esto supone un nu-
mero de operaciones del orden de (N—1)*, siendo N el nimero de fuentes. Notese

que no estd incluido el coste de estimar las matrices P,
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6.3 Analisis algebraico de las ecuaciones.

Vamos a estudiar el sistema de ecuaciones (6.8). En particular, nos interesa
caracterizar mejor sus soluciones y probar que las matrices P, no son singulares.

Para cualquier ndmero i entero comprendido entre 1 y N, si, como mucho,
una de las fuentes tiene curtosis nula, podemos suponer sin pérdida de generali-
dad que las cantidades alf K,; son diferentes para j =1, ..., N, siendo K, la curtosis
de la j-ésima fuente y a; la componente (i, j) de A. La validez de esta hipétesis se
discutié ya en la demostracién del Teorema 5.1, en el Capitulo anterior: al multi-
plicar las observaciones x(¢) por cualquier matriz ortogonal, implicitamente cambia
el valor de la matriz de mezcla. Entonces, A siempre puede ser ajustada por este
procedimiento hasta que ai/.2 K, # a,’ K, sij # k. De la misma forma, supondremos
que a; # 0 para todo j, aunque esta ultima hipdtesis podria ser relajada con facili-
dad. Ambas suposiciones se mantendran a lo largo de toda la Seccidn.

De acuerdo con (6.5a) y (6.5b), la matriz P, que contiene los coeficientes de

las ecuaciones se define como
. T .2
P=E[xx x"]1-o1

siendo o, = 1 + .. Segtn (6.1), y, = b A A, A" b, donde b," es la i-ésima fila de
By A, es la matriz diagonal cuya entrada en la posicion (i) vale a,” x,,. Cuando

B = A', la inversa de la matriz de mezcla, es inmediato comprobar que

x=al’K, (6.9)

1 8

de donde
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P =E[xx"x’]1-(1+a]x,)]I (6.10)

o bien, teniendo en cuentaque x=Asy A A" =1,

P =A(E[ss x’]1-(1+a’x,)I)A" (6.11)

El Lema 5.2 del Capitulo anterior afirma que

E[ss'x?]=1+A +2aa (6.12)

siendo A, = diag( a,’ K, ..., ay Ky ), donde a" es la i-¢sima fila de A. Entonces,

llevando (6.12) a (6.11) obtenemos

P=A(A-(a’x,)I+2aa")A" (6.13)

2

Por construccién, A, — ( a,> x, ) I es una matriz cuya i-ésima columna sélo

contiene ceros. Esto nos permite afirmar que

(A-(a’x)1)e=0

y, por lo tanto,

(A—(a’x,)I+22a,a7)e=2a,a, (6.14)

Retomemos ahora el argumento principal. Planteemos de nuevo el sistema de

ecuaciones lineal (6.8),

Pv=ce (6.15)
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que, trayendo (6.13) a (6.15), se convierte en:

A(A—-(a’x)I+2aa")A v, = ¢ (6.16)

de donde, tras multiplicar por A" ambos lados de la igualdad

(A—-(a’x)I+2aa")A"v, =a (6.17)

!

siendo a, la i-ésima fila de A. De la comparacion de (6.17) y (6.14), se deduce que

la solucién de (6.17) viene dada precisamente por
A"v=e/2a, = v,=Ae/2a, (6.18)

es decir, v, es proporcional a la i-ésima columna de A. Este resultado era, en
realidad, previsible atendiendo a la discusion realizada en la Seccion 6.2. Resulta
mads interesante la siguiente generalizacion:

Retomemos la matriz de coeficientes P, ,

P =E[xx"x’]-o,I

Siendo o, = 1 + .. Segtin (6.1)

Xi= biT A A A" b,

donde A, =diag( a,’x,, ..., ay’ Ky ). Al suponer que la matriz de separacién B

es igual que A", hemos obtenido que ¥, = a,” K

s

pero, en realidad, éste no es el
tnico valor admisible de B. En general, el producto A" b, puede ser un vector

canonico cualquiera, asi que x,, puede tomar los siguientes valores:
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a’x, (6.19)

para j= 1, ..., N. Pues bien, repitiendo los desarrollos previos resulta inmediato

demostrar el siguiente Lema:

Lema 6.1. Sea o, = 1 + a,/ x;, donde j es cualquier nimero entero
entre 1 y N y definamos P, = E[ x x" x* ] — o, L. Entonces, la solucién

del sistema de ecuaciones

donde i es cualquier nimero entero entre 1 y N es proporcional a la

j-ésima columna de la matriz de mezcla A,

v,=Ae/2a

. . . , . _ . 2 2
Es decir, si estimasemos la matriz A, = diag( a,” K, ..., @~ Ky ), €l Lema
6.1 nos garantiza que podremos separar con seguridad las fuentes. Abordaremos

este problema en la préxima Seccién. Antes, veamos un 1ltimo resultado.

Lema 6.2. Las matrices P, definidas en el Lema 6.1 son invertibles

para todo j.
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Demostracion. Del Lema 6.1 y (6.12) resulta que
P=A(A-(a’x,)I+2aa’)A"

SeaQ,=A" PA=(A —(ax;)I+2a a') Bastademostrar que

Q, es invertible, es decir, Q, r = 0 si y sélo si r=0. Que
Qr=0={A-(a’x,)I}r=-2a{a'r} (L62.1)

A la izquierda, multiplicamos r por una matriz cuya j-ésima columna
s6lo contiene ceros. En consecuencia, el j-ésimo elemento del vector

resultante es cero. Por lo tanto, la misma componente de 2 a, { a,' r }
se anula, 2 a; { a,.T r}=0y,como a;# 0 por hipétesis, = aiT r=0.

Llevando este resultado a (L.6.2.1) obtenemos
{A-(a’x,)I}r=0 (L6.2.2)

La columna j-ésima de la matriz { A, — ( a,> ;) I } se anula. Es mds,
s6lo esta columna vale cero debido a que las cantidades a,” k; son
distintas por hipétesis. Como esta matriz es diagonal, (16.2.2) s6lo se
va a satisfacer cuando r = A e, siendo A un factor de escala. Ahora
bien, como a' r=0y a; # 0 se concluye que A = 0. Por lo tanto,

necesariamente, r = 0. En conclusién, P, es, efectivamente invertible.
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6.4 Estimacion de los parametros de las ecuaciones

Hemos supuesto que los pardmetros o, de las ecuaciones son conocidos. Sin
embargo, en la prictica los pardmetros o, deben ser estimados a partir de las
observaciones x(z). Para ello, hay que relacionarlos con alguna cantidad que

podamos medir. Resulta que
E[xx x’]=AE[ss x A" (6.20)

Como A es una matriz ortogonal, las matrices E[ x x" x” ]y E[ s 8" x” ] tienen los
g i 1y ,

mismos autovalores. Ademads, el Lema 5.2 del anterior Capitulo afirma que
E[ss'x’]1=1+A,+2aa’

siendo A, = diag( a,” K, ..., ay K, ). Sabemos que o, puede tomar N valores
distintos (o, = 1 + aif K, j =1, .., N): fijémonos ahora que son justamente los
elementos de la diagonal de I + A,. Como en la Seccién anterior, suponemos que las
cantidades a,” K., ..., @, K, son todas distintas.

El siguiente Teorema es clave:

Teorema 6.2. ( Estimacion de los pardmetros @) Sea A, el i-ésimo

autovalor de  E[ x x" x’ ], donde A, > ... > A, Igualmente,
2 2

supondremos que a,” K, > ... > a,° K. Entonces,

a) OSKk—(Haiszxk)SZ,parak=l,...,N

b) Mell+a,’x,,1+a. %, parak=2,..,N
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Demostracion. Utilizando (6.20) y el libro de Golub y Van Loan
(Teoremas 8.1.5 y 8.1.8)

Por lo tanto, las cantidades o, pueden ser aproximadas (quizas de forma bur-
da) por los autovalores de E[ x x" x ]. De todas formas, veremos que esta carac-

terizacion es suficiente para desarrollar algoritmos muy robustos.

6.5 Analisis de Sensibilidad

El Teorema 6.2 no permite determinar con total exactitud el valor de los

pardmetros .. Teniendo esto en cuenta, dedicaremos esta Seccion a estudiar la

precision de las soluciones que se obtienen al resolver las ecuaciones (6.8).
Recordemos que o, debe tomar uno cualquiera de los siguientes valores,

como prueba el Lema 6.1:

1+ a,:,.2 K, paraj=1,..,N

Utilizando el Teorema 6.1 sélo se puede determinar ¢,” ¥, de forma aproximada,
asi que, en general, s6lo podemos afirmar que o, = 1 + a,.j2 K, para algtin (algunos)
valor (valores) de j. Sea

g;=1+a’K,~0 (6.21)

el error de estimaci6n. Se supone que €, # 0 para todo j.

A partir de (6.11) es sencillo introducir los errores €, en la expresion de la

matriz de coeficientes P,

P=A(E[ss' x*]-a,1)A"=
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=A(I+A -0, I+2aa’)A"=
=A(E+2aa)A" (6.22)

siendo E = diag( €,, €,, ..., €y )- El Lema de Inversion de Matrices [Golub96],

nos permite calcular la inversa de P

E'a;a’ E™

AT 6.23
1+2a] E™ a, ) (023

P =A(E-2

Llevando esta expresion al sistema de ecuaciones (6.8) se obtiene:
— —- -1
Pv=e=v=P"¢
de donde, tras algunas operaciones,

v,=AE'a/k=
=A[a,/e, ... anex "1k (6.24)

siendo k una constante escalar cuyo valor es irrelevante. Llegados a este punto, un

razonamiento cualitativo es suficiente para nuestros fines:
Si g, por ejemplo, fuese mucho més pequefio, en médulo, que €, ..., €, la

siguiente aproximacion serfa vélida
T _ T
[ail/eil’ s aiN/SiN I'= ail/eil [1,0,..0]

de tal forma que v, vendrd a ser una buena aproximacion a la primera columna de
A, salvo por el factor de escala a, / ( k €, ). En cambio, cuando I g, | = | g, | <</
g, | para j # 1, 2 obtenemos que v, es una combinacion de la primera y segunda
columnas de A. Que | €, | = | €, ocurre cuando a,” X, = a,,” K,,, lo que hace que

la matriz P, esté mal condicionada.
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Asi pues, el grado de acierto de las soluciones disminuye cuando las cantida-

des a,.j2 K,; no estdn bien diferenciadas.

Ejemplo 6.1. Consideremos una mezcla de dos fuentes uniformes, de media
cero y varianza unidad (sus curtosis son iguales, ¥, = K, = kx = — 1’2). La

matriz de mezcla ortogonal A se supone igual que

A=[“ b}, Ja+b? =1

-b a

Con esta notacién, resulta que a,> k,, = a> X y a,," K,, = b’ k. Si la mezcla no
es fuerte, esto es, por ejemplo, b ~ 0, entonces 1 + a” x ~ 0 y, por ello, parece
que tomar o, = O es una buena aproximacién al valor de 1 + a’ x. Cabe

esperar, por tanto, que las ecuaciones den un buen resultado. Por el contrario,
cuando @* y b* son parecidos, esto es, cuando @’ = 1/2 (a = 0°7), se debe

pensar que la calidad de la Separacion serd mala.

gll

T TN

Figura 6.1. Coeficiente de la matriz G del Ejemplo 6.1
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La matriz global del sistema G = B A se denotard como

—g12 811

G={ g1 812 } /g%1+g%2=1

La Figura 6.1 muestra la evolucién del coeficiente g,, de la matriz G en
funcién del pardmetro b de la matriz de mezcla. La Figura confirma que la

calidad de la Separacién es buena excepto cuando a y b son parecidos.

En todo caso, las soluciones del sistema (6.8) son ttiles atin cuando no sean

muy precisas. Segun (6.24), el producto escalar entre el vector v, y la observacion

x(¢?) vale
N
aijsi(t)
v X(0) o< [[a,/e,, ..., pfEn 17 8(D) = 21 T (6.25)
1:
donde o< denota “proporcionalidad”. Si, como antes, resultara que | €, | = | ¢, I<<

Isij | paraj # 1, 2, entonces viT x(?) seria una mezcla casi en exclusiva de la primera
y segunda fuentes. Es decir, al proyectar x(#) sobre v, eliminariamos la
contribucion de varias de las sefiales fuente.

Este razonamiento sugiere un procedimiento iterativo: definamos un nuevo
conjunto de observaciones x’(7) = [ x°,(2), ..., x"y(8) I, siendo x’ (1) = v," x(¥) para i
=1, ..., N. Cabe esperar que x’(f) sea mas parecido al vector de fuentes que x(z).
Si ahora utilizamos x’(f) para estimar las matrices P, y repetimos el mismo proce-

dimiento una y otra vez, es razonable confiar en que separaremos las fuentes.
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6.6 El Algoritmo SEVILLA

Vamos a proponer un algoritmo de bloques que es la implementacion obvia de las
ideas desarrolladas hasta ahora. Después, analizaremos sus prestaciones y
expondremos las lineas generales que hacen eficiente su implementacion

[Martin99b].

SEVILLA

(SEPARACION POR LA V1A DE uNa FORMULA LINEAL)

Paso 1. Sea x(7) el vector de observaciones, ya decorreladas.
Paso 2. Desde i = 1 hastai =N

Estimar la matriz P,

Resolver P, v,=e,

Tomar b,=v, /1l v,ll,, siendo b/ la i-ésima fila B.

Fin desde i

Paso 3. Convertir las filas de B en un conjunto ortonormal.
Paso 4. Sea x(t) = B x(7) el nuevo vector de observaciones.

Paso 5. Si B estd “suficientemente” proxima a una matriz de permutacion,

tomar y(#) = x(¢) y terminar. En otro caso, volver al Paso 2.

Debemos hacer algunos comentarios:
Para estimar P, en el Paso 2, tenemos que elegir primero un valor de o, apro-

piado. Una eleccion adecuada se basa en el criterio de estabilidad que presentare-

mos en la préxima Seccidn. Segiin se vio en la Seccidn 6.2, es suficiente resolver
las ecuaciones i = 1, ..., N — 1. De tal manera, donde dice ‘Desde i = 1 hasta i =

N’ podria decir ‘Desde i=1hastai=N —1°.
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Con el Paso 3 evitamos que varias filas de B converjan a la misma columna
de la matriz de mezcla, lo que podria ocurrir si la estimacion de o, es defectuosa.
También asegura que B es una matriz ortogonal, como se requiere. Por otra parte,
la estimacion de los estadisticos de x(¢) en una iteracién puede hacerse a partir de
los estadisticos y del valor de B calculados en la iteracion previa, con el consi-
guiente ahorro computacional (de hecho, el Paso 4 se suprime en una implementa-
cién eficiente). En este caso, se puede calcular con facilidad, aunque omitiremos
los detalles, que el algoritmo efectiia del orden de 2N°T operaciones de punto flo-
tante, donde T es el nimero de observaciones disponibles [Martin995b]. Para hacer
este célculo se ha supuesto, de acuerdo con las simulaciones, que el algoritmo ite-
ra aproximadamente N veces antes de separar las fuentes. Es importante destacar
que la mayor parte del esfuerzo computacional se emplea en la estimacién de los

estadisticos de las sefiales y no en la resolucién de las ecuaciones.

6.6.1 Analisis de Convergencia: ley de adaptacion

Reproduzcamos la ecuacién (6.24), por conveniencia:

v,=AE'a /k

donde E' es una matriz diagonal y k una irrelevante constante escalar. Por

definicidn, biT, la i-ésima fila de B, se toma

b,=+v,/v,Il,=sign(k)AE" a,/IIE"a,ll, (6.26)

donde Il E' a, ll, = Il A E"' a, Il, debido a que A es una matriz ortogonal. La

proyeccién del vector de observaciones x(¢) sobre b, da

(@ =b"x(={b A }s@®=
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= sign( k) (E" a, /11 E" a,1,)T s(2)

(6.27)

que nos sirve para definir xX’(1) = [x",(?), ..., x’(O]" que es, de hecho, el nuevo

vector de observaciones tal y como se calcula en el Paso 4 del algoritmo. En lo

referente a la matriz de mezcla, sea a" la i-ésima fila de la matriz de mezcla en la

n-ésima iteracién del algoritmo. Nétese que (6.27), en realidad, establece una ley

de recursion:

a™' = signo(k)E'a"/IIE"a/ll,

donde tanto signo( k ) como E son funciones de a.".

Ejemplo 6.2. En el caso de tener dos fuentes, tenemos para i = 1:

n
e _1 an
1 =
D 1+x,(a}))?—af
y
n
nel _ 1 ai
a —D no\?2 n
1+KS2(a12) —0(1
donde

1 \/( arlll )2 + ( arllz )2

~ signo(k)\ " 1+Ka(a")?—al 1+Kp(al,)* —of

6.6.2 Convergencia y estabilidad

(6.28)

A la vista de (6.28), queda claro que los vectores candnicos son puntos de

equilibrio de la iteracién. Es mds, si las filas de A llegaran a ser vectores canonicos

distintos, las fuentes quedarian naturalmente separadas. En la presente Seccién
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estableceremos las condiciones que garantizan que el algoritmo converja hacia
estos puntos de equilibrio.

Supongamos que existe un indice M ( de ‘Mayor’ ) tal que
(i) Ky > (@) *Ks; (6.29)

para todo M # j, donde X;,,> O (es decir, al menos una fuente es super-gaussiana ).
Al dividir ajj, entre aj; se obtiene

Jaz! = | Lig| T8 (6.30)
ij i
donde, segin (6.28)
af — 1 — (aj)?x,

M= 6.31

" 0‘? -1- (a?M)zKSM ( )
Elijamos un nimero %, tal que

X > (i) Ksy (6.32)

y tomemos o.f = 1 + . Esta eleccién garantiza que Lj; > 1 para todo j # M ya que
0 <y - (@)K < X — (aj)*xs;. En consecuencia, si j # M,

n+l

a; a?
— | " | (6.33)
a,-j a,'j
Por otra parte, el que tanto Il a"*' Il, como Il a* Il, valgan uno implica que
at! a’
(@3 )P+ (=) = (@) (1 + 2(=0)%) (6.34)
M Ay M Gim
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Por lo tanto, se deduce que |af‘;,1| > |ahy| v (@)%, > (af)x,,, por lo que

la misma discusién puede hacerse ahora en la iteracién n+1. En conclusion,

n+l

alt| > |aiy| para todo n (6.35)

Ya que la norma de a, es siempre igual a uno, esta desigualdad implica que |a|

crece mientras que los otros coeficientes tienden a cero. Es decir, a, tiende hacia
un vector candnico. Por lo tanto, se alcanza la separacion.

Por el contrario, supongamos que todas las fuentes son sub-gaussianas ( es
decir, K;; < O para todo j ). Entonces, debe existir un indice m ( de ‘menor’ ) tal
que (aj,)*K;, < (aj)*K,; paratodo j # m. Razonando como antes, la eleccién o

=14y con

garantiza igualmente la convergencia de a, hacia un vector canénico.

En conclusién, hemos probado que la convergencia del algoritmo a una so-
lucién que separe las fuentes es global, siempre que se respeten las condiciones
(6.32) 6 (6.36). Por otra parte, estas condiciones son suficientes; pero no se ha

probado que, ademds, sean necesarias.

Ejemplo 6.3. Supongamos una mezcla de fuentes de distribucién uniforme, de
curtosis Kk = —1°2. La aplicacion estricta del criterio (6.36) se asegura

tomando

X <X < (ah,)?Ks,,, es decir, Y < —1°2

lo que implica ] = 1 + % < — 0’2 para todo n. Esto garantiza la convergencia
global del algoritmo y la Separacién de las Fuentes. No obstante, numerosas

simulaciones corroboran que la eleccion of = O también consigue la
Separacién en el caso de tener dos o més fuentes, a pesar de que o} = 0 no
verifica siempre (6.36). Como se ha dicho, que o] < — 0’2 es suficiente pero

no necesario y una cierta relajaciéon de la desigualdad no parece afectar al



172

Capitulo 6. Ecuaciones Lineales para la Sep. de Fuentes

comportamiento del algoritmo. En cambio, se comprueba que o] > 0 hace

que el algoritmo diverja.

Ejemplo 6.4. El estudio clasico de estabilidad se basa en la linealizacion del
algoritmo alrededor de alguno de sus puntos de equilibrio. Por supuesto, este
analisis s6lo es local, es decir no aporta informacién sobre la convergencia del
algoritmo cuando las condiciones iniciales distan de los puntos de equilibrio.
Asi, suponiendo que a;" estd en las proximidades del equilibrio e, la

regla de adaptacion (6.28) se puede aproximar por la serie de Taylor
a™=e+J(a'—e)=(a"" —e)=J(a"-¢)
donde J es la matriz Jacobiana de la iteracion, es decir,

n+l
dajy

n
aa,-,

[J]1,=

Resulta que

(ain+l_ e,-)=Jn(a,~l_ e,-)

La norma de J" tenderd a cero y, por lo tanto, se alcanzara el equilibrio,
cuando todos los autovalores de J sean, en médulo, menores que la unidad. Es

posible demostrar que ello equivale a
o= 1] > |oui = 1=,

lo que, segiin (6.31), hace que L; sea mayor que uno. Esto mismo garantiza la

estabilidad global segtin nuestro analisis.
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En conclusién, el algoritmo es muy robusto. Converge aunque la estimacion
de o, sea grosera: basta que la magnitud de o, sea suficientemente grande para que
se satisfagan las condiciones (6.32) 6 (6.36), segtin corresponda. Ahora bien, para

escoger o, debemos tener en cuenta que

- El signo de las curtosis de las fuentes ha ser conocido o estimado, a fin de que
se pueda escoger entre la condicién (6.32) y la (6.36). Resulta interesante que
conocido el signo de las curtosis también se pueda garantizar la estabilidad
local del algoritmo EASI (ver el Ejemplo 4.3 en la pag. 108). Ante este
problema, la solucién habitual que se encuentra en la literatura es el método
de prueba y error hasta conseguir la convergencia del algoritmo
[Girolami97].

- Si la magnitud de o, es excesivamente grande, la velocidad de convergencia

del algoritmo serd pequefia, ya que L}; = 1como muestra su definicién (6.31).

Afortunadamente, el Teorema 6.2 es una herramienta poderosa: sea A, el

mayor valor propio de la matriz E[x x" x]. Entonces, este Teorema garantiza que

aﬁwKw < }\,M— 1
0 <Ay—(1+ajK,,)<2 = (6.37)
;\,M -3< aizMKXM

Entonces, proponemos un procedimiento heuristico pero muy simple y efectivo:

s€a

x=uRy,—3) (6.38)

y tomemos 0./ = 1 + . De (6.37) se deduce que Ay —3 < (a5,)X;,, . Por ello,
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Si Ay —3es positivo, entonces Ky, es positivo y se aplica la condicion de

estabilidad (6.32). Debe existir un ndmero U, = 1 para el que ) satisface
(6.32) siempre que | sea mayor o igual que [,

Si todas las fuentes son sub-gaussianas (es decir, todas las curtosis son
negativas), entonces Ay —3 es negativo y debe existir un nimero ', = 1 para

el que ¢ satisface (6.36) cuando | es mayor o igual que W',

Si Ay —3 es negativo pero Ky, es positivo (lo que se detecta porque, segin
(6.37), a%yKs,, < Ay — 1 es positivo, entonces existe un nimero W', < -1 para

el que 7 satisface (6.32) cuando | es menor o igual que U",,.

Por otra parte, no tiene sentido determinar con exactitud el autovalor A,, ya

que no conocemos M., W, o W'. Afortunadamente, el Teorema de Gersghorin

[Noble89], que enunciamos a continuacidn, permite obtener una aproximacion su-

ficiente a este autovalor.

Teorema 6.2 (Teorema de los Circulos de Gerschgorin) Todo
autovalor A de una matriz M de dimensiones N X N satisface cuando

menos una de las siguientes desigualdades

N
| A—m, 1< r,siendor,= 3 Im,l
=L i

donde m, es la componente (7, j) de M.

En la prictica, E[ x x" x ] es una matriz dominada por su diagonal. Por lo

tanto, el Teorema de Gersghorin nos permite aproximar los autovalores de esta

matriz por los elementos que estdn en su diagonal. En particular, A,, puede ser sus-

tituido en buena aproximacién por el mayor de los elementos diagonales de la
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matriz E[ x x” x? ], que suele ser [ P, 1, = E[ x,* 1. En conclusién, de acuerdo con

(6.38) proponemos:
X=UK, (6.39)

siendo x, = E[ x'] — 3 es decir, la curtosis de la observacién i-ésima y p se
escoge de acuerdo con la discusién hecha en la pagina anterior. En la préctica, la
elecciéon | 1L | € [1, 1’5] ofrece un buen resultado, como mostraremos a través de

simulaciones.

Ejemplo 6.5. Consideremos una mezcla de tres fuentes super-gaussianas que
son generadas elevando al cubo una variable aleatoria normal. La matriz de
mezcla (no ortogonal, de forma que, en primer lugar hay que decorrelar las

observaciones) se escoge de forma aleatoria como

1.61 —-1.76 0.09
M=| 1.05 1.68 0.65
0.43 -0.42 -0.67

Los estadisticos de las observaciones se computan a partir de 1000 muestras.
De acuerdo con (6.39), se toma a = 1 + x . Después de sdlo una iteracion,

el algoritmo SEVILLA consigue que la matriz global de separacién G (matriz

de separacion por matriz de mezcla) sea igual que

-0.99 0.11 0.016
G=| 0.10 099 -0.29
0.03 -0.04 -1.00

Como se aprecia, el resultado es bastante bueno y las fuentes estin
practicamente separadas. Este es s6lo un ejemplo favorable; pero ilustra la

potencia del método.
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6.7 Conclusiones

Presentamos un algoritmo de bloques para la Separacién de Fuentes. El algoritmo
converge y separa las fuentes siempre, con independencia de su distribucioén
estadistica. Ademas, como en todos los algoritmos de bloque, el ajuste de sus

parametros es muy simple.



7. Experimentos

7.1 Introduccion

Vamos a dedicar este Capitulo a caracterizar experimentalmente el
comportamiento del algoritmo SEVILLA. Basicamente, pretendemos estudiar
aspectos del algoritmo que serian muy dificiles de tratar analiticamente.

En la Seccién 7.2 presentamos los indices con los que vamos a medir la cali-
dad de la Separacion de Fuentes. Después, los experimentos se plantean en el or-
den que sigue:

- La Seccién 7.3 presenta una simulacién simple pero muy ilustrativa de la
capacidad del algoritmo SEVILLA.

- En la Seccién 7.4 exploramos las prestaciones del algoritmo en funcién del
numero de muestras que se utilicen para estimar los estadisticos.

- En la Seccién 7.5 se plantea un experimento en el que se trabaja con sefiales
no estacionarias.

- Enla Seccién 7.6 se compara SEVILLA con otros algoritmos.

- En la Seccién 7.7 se muestra la capacidad de manejar con SEVILLA un gran

nimero de fuentes.

Finalmente, la Seccién 7.8 se dedica a las Conclusiones.
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7.2 Medidas de Trabajo

Sea G = B A la matriz global del sistema, esto es, que relaciona las fuentes con las
salidas. Para medir la calidad de la Separacién de las Fuentes, Amari y sus

colaboradores han propuesto el siguiente indice

mm&@ﬂ— —1] +§(§'—g’|— 1] (7.1)

i=1 \j=1 MaXg |gik| =1 \i=1 aXg ngj| B

Es sencillo verificar que 1,,, 2 0, ddndose la igualdad si y s6lo si G = P D, donde P

es una matriz de permutacién y D es una matriz diagonal, o sea, I,,, = 0 cuando
hemos separado las fuentes. Es muy sencillo utilizar este indice, por cuanto no
requiere que las filas / columnas de la matriz G sean reordenadas y / o escaladas.

Un indice muy parecido ha sido propuesto por E. Moreau y O. Macchi:

IMM(G>=%[§[§—|§L —1J +§L§———|¢ —IH (7.2)

i=1 \j=I maxg |g,¢k|2 ==l manlgkj|2

En la literatura reciente es muy normal el uso de uno u otro indice para estudiar el
comportamiento de los algoritmos, por lo que nosotros usaremos ambos para que
sea mds sencilla la comparacion.

El indice de Amari es menos “vistoso” aunque, a nuestro parecer, mas fiable.
Veamoslo con un ejemplo: sea G la matriz 10 x 10 tal que los elementos de su dia-
gonal valen [ G ], = 1 para todo i, mientras que [ G ];= 0’1 para i distinto de j.

Para esta matriz
L,(G)=18

mientras que
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L (G)=09

Con esta matriz G cabe esperar que las fuentes estén bien separadas “casi siempre”

y asi lo indica el indice de Moreau y Macchi. Sin embargo, dado que

y(®) =G s()

si en un determinado instante las diez fuentes tienen magnitudes parecidas pero el
signo de s,(7) es el opuesto al de s,(1), 5,(f), ..., 5,,(), la primera salida y,(f) se
cancelard y la separacion es “mala”. De esto nos previene el indice de Amari.

Asi pues, utilizaremos el indice de Moreau y Macchi como una medida de la
calidad que, en condiciones normales, tiene la Separacién. Complementariamente,
el indice de Amari evaluara el comportamiento que tendria el resultado en una si-

tuacién desfavorable.

7.3 Separacion de cuatro fuentes con distinta

distribucion

En primer lugar, preparamos un experimento “vistoso” que permita visualizar los
resultados y comprobar in situ la calidad de la separacién. Generamos cuatro
fuentes con distribuciones estadisticas distintas: uniforme, binaria (ambas
sub-gaussianas), exponencial y el cubo de una variable normal (ambas
super-gaussianas). Las muestras de cada fuente son independientes entre si. La

matriz de mezcla se escoge como
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—1.475 1.432 -1.050 -0.246
0.602 —-0.190 0.162 -0.290
0.418 1.111 -0.170 -2.100
1.315 0.190 -1.990 1.349

Esta matriz tiene un nimero de condicién muy alto ¢(M) = 623’8 por lo que se
puede considerar casi singular. Las cuatro fuentes se muestran en la Figura7.1y
las correspondientes observaciones en 7.2 (sélo se representan las primeras cien
muestras). Obsérvese que las sefiales no tienen media cero ni varianza unidad y las
observaciones no estdn incorreladas entre si. Ademds, las mezclas estin
fuertemente dominadas por el cubo de la variable gaussiana.

Logicamente, el primer paso consiste en eliminar el nivel de continua de las
observaciones, normalizar su potencia a la unidad y decorrelarlas. Después se apli-
ca el algoritmo SEVILLA.

Se utilizan 1000 muestras de las observacionés para estimar todos los esta-

disticos. Después de la Separacidn, la matriz global G toma el valor

—0.0706 0.0079 —0.2565 0.1006
—0.0046 0.0008 —0.0196 —2.0013
-0.1176 0.972 0.0064 0.0277
3.4534 0.0498 —0.0007 —0.1629

p
I

La estimacién de las fuentes se muestra en la Figura 7.3. Nétese que el algoritmo
no puede distinguir entre s(¢) y — s{1). Ademds, el orden de presentacién de las
fuentes estd cambiado.

Como variante, sustituimos la cuarta fuente (binaria) por otra de distribucién

gaussiana (curtosis nula) y repetimos los calculos. La matriz global G es ahora

0.0611 -0.0073 0.2572 0.0095
0.1125 -0.0875 —0.0019 —1.0549
—-0.1210 0.9720 0.0059 -0.0985
3.4407 0.0544 0.0007 0.0491
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Como vemos, las fuentes se separan sin ningtn problema. Por tltimo, se sustituyen
la cuarta (binaria) y tercera (cubo de gaussiana) fuentes por otras dos de

distribucién gaussiana. El resultado es

-0.0996 0.9566 -0.1494 0.0111
—0.3985 0.1034 0.4364 -0.9134
-3.4189 —-0.0495 0.0090 0.1085
0.1224 0.1714 0.8569 0.5309

Hemos extraido las fuentes que no tienen una distribucién gaussiana, que se
corresponden con la primera y tercera sefiales de salida. En cambio, la segunda y
cuarta salidas son una combinacién de las fuentes gaussianas. Sin embargo, estas
dos sefiales estan incorreladas lo que, para una distribucién gaussiana, quiere decir
que son independientes. En conclusién, hemos extraido cuatro sefales
estadisticamente independientes aunque s6lo dos de ellas se corresponden con las

fuentes originales.

7.4 Experimentos en los que se varia el nimero de

muestras

Las prestaciones del algoritmo SEVILLA dependen por completo de la precision
con la que se estimen los estadisticos de las observaciones. Ahora preparamos una
serie de experimentos en los que se evalda la calidad de la Separacién en funcién
del nimero de muestras de que se disponga.

En 7.4.1 se considera que las muestras de cada fuente son independientes
entre si, esto es, 5(7) es independiente de s(t’) si ¢ es distinto de ¢’. Se experimenta
con mezclas de dos, cinco y diez fuentes y SEVILLA itera, respectivamente, cua-
tro, diez y veinte veces. Las Tablas que se presentan son el resultado de promediar
veinte experimentos independientes, en los que las matrices de mezcla fueron ge-

neradas de forma aleatoria.
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En 7.4.2 se introduce correlacion entre las muestras de cada fuente. En este
caso, la estimacion de los estadisticos tiene mayor varianza [Papoulis91, pag. 427

y ss.] y asi se refleja después en los resultados.

; Distribucién Uniforme 5 Distribucion Exponencial
0.8 4
0.6 fl 3
0.4 2
0.2 1
OO 20 40 60 80 100 00 20 40 60 80 100
n n

Cubo de Gaussiana

20 1 P& pas
10 0.8
0
0.6
-10
0.4
-20
-30 02
—40 0 EEBENED i 2
20 40 60 80 100 0 20 100

n

Figura 7.1. Sefiales Fuente del Experimento de la Seccién 4.3
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I
| - -
N (=] N > (=] o (=

|
=] Now S N O ON A ®

Qbservacion 1

n

Observacion 3

o

Cubo de Gaussiana

0 20 40 60 80 100
n

Exponencial

0 20 40 60 80 100

0 20 40 60 80 100

20 40 60 80 100

-2

-4

-6

-8

o

80

60

40

20

Observacion 2

T

Observacion 4

100

S

Binaria

100

Uniforme
4
3
2
1
0
-1
0 20 40 60 80

100



184 Capitulo 7. Experimentos

7.4.1 Las muestras de las Fuentes son independientes

La varianza en la estimacion de los estadisticos de las observaciones depende de la
propia distribucién de las fuentes. Por esta razén, vamos a experimentar con

fuentes:

-De distribucién uniforme

-Obtenidas elevando al cubo una variable gaussiana.

Las razones que nos llevan a elegir estas distribuciones se aclaran mediante el
siguiente ejemplo: por cinco veces, generamos cien muestras independientes de
una variable uniforme, de media cero y varianza uno, con el comando rand de
Matlab. La curtosis de la variable, estimada a partir de las cien muestras y para

cada uno de los cinco experimentos, es

-1°1025 —1’3559 -1°2882 -1’0702 -1°2649

La media es —1°2163 y la desviacién tipica 0°1238. La auténtica curtosis de la
variable vale —1°2.

Después, repetimos el mismo procedimiénto pero con la variable que es el
cubo de una gaussiana (obtenida, a su vez, con el comando randn de Matlab).

Los resultados son ahora

32’1179 11°5278 41°8815 5’5311 22°2470

cuya media es 22’6611 y su desviacién tipica 14’8022. Asi pues, resulta que los
estadisticos de la primera variable se pueden estimar con mucha mayor precisién
que los de la segunda. Esto justifica la elecciéon de ambas distribuciones: se

consideran representativas de los casos mas y menos favorable, respectivamente.
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Las Tablas recogen los valores medios de los indices de Amari (I,,) y de
Moreau-Macchi (1,,,,) asi como su desviacion tipica (entre paréntesis) en funcion

del nimero de muestras que se han utilizado para estimar los estadisticos de las

observaciones.

MEZCLA DE DOS VARIABLES UNIFORMES

Niumero de
muestras 50 100 250 500 1000 2000
Ly 0’38 0’38 0’24 0’15 0’093 0’067
(0°25) (0’34) (0°19) (0°08) (0°051) 0’041
J 0’03 0’03 0’01 0’0045 0’0018 0’00091
(0°03) (0°06) 0°02) (0°0047) | (0’0016) | (0°0013)
MEZCLA DE CINCO VARIABLES UNIFORMES
Niumero de
muestras 50 100 250 500 1000 2000
I 1’68 1°07 062 0’32 0’42 0’19
(3°69) (2’39) (1’70) (0°52) (1°84) (0°25)
J 0’33 0’15 0’062 0’0089 0’062 0’0030
(0°94) (0’51) (0°43) (0°016) (0’58) (0°0049)
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MEZCLA DE DIEZ VARIABLES UNIFORMES
Niumero
de 50 100 250 500 1000 2000 5000 10000
muestras
IAM 23’43 15°34 10°10 795 5’09 4’06 2’91 2’25
(8°20) | (4°80) | (2’35) (2°16) (1°03) (0’83) | (0°65) | (0’49)
IMM 3’87 2’00 094 0’59 020 011 0’075 0’036
(2°36) | (I’27) | (0°60) (0°42) 0’16) (0°077) | (0°064) | (0°022)
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MEZCLA DEL CUBO DE DOS VARIABLES GAUSSIANAS

Numero de
muestras 50 100 250 500 1000 2000
I 0’57 0’55 0’16 011 011 0’060
(0°94) (0°94) (0°097) (0°096) (0°15) (0°050)
Ly 015 0’15 0’0061 0’0035 0’0044 0’0010
(0°43) (0°39) (0°0064) | (0°’0057) | (0’015) | (0°0016)

MEZCLA DEL CUBO DE CINCO VARIABLES GAUSSIANAS

Niumero de
muestras 50 100 250 500 1000 2000
L 4’18 3°34 2’14 1’71 1’19 0’85
(2°18) (2°28) (r2n (0’95 (0°50) 0°29)
Ly 0’60 0’49 022 017 0’055 0’0020
(0°62) (0°79) (0’34) (0°26) (0°072) | (0°0174)
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MEZCLA DEL CUBO DE DIEZ VARIABLES GAUSSIANAS
Niimero
de 50 100 250 500 1000 2000 5000 | 10000
muestras
Lo 23’16 15°28 10’05 7’45 526 4’06 2’84 2’24
6°02) | (4°00) | 2°69) | (2°59) (1°66) (1'23) | (0’41) | (0’34)
L 3’76 1’93 0’87 0’48 024 0’18 0’050 | 0’038
(1°63) | (I'18) | (O’74) | (0’42) (0°29) ©0’34) | (0°020) | (0°042)

Como se podia esperar, los resultados mejoran a medida que crece el nimero de

muestras a partir de las que se estiman los estadisticos. Las desviaciones tipicas

son altas, lo que se debe a que algunos experimentos dan resultados bastante

peores que la media. Curiosamente, no se puede afirmar que la distribucién de las

fuentes sea claramente determinante en los resultados.

7.4.2 Las muestras de las Fuentes estan correladas

Como en el caso anterior, para obtener cada fuente se generan muestras

independientes distribuidas uniformemente, con media cero y varianza unidad.

Como paso previo a la mezcla, cada fuente se filtra con el sistema que tiene la

respuesta

H(z) =

0.5
1-0.5z7!
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cuyo tnico objeto es el de introducir correlacién entre las muestras. Después, se
repiten los experimentos del apartado anterior, aunque sélo con la variable

uniforme. A continuacién se recogen los resultados.

MEZCLA DE DOS VARIABLES UNIFORMES

Niimero de
muestras 50 100 250 500 1000 2000
I 1’31 1’00 0’60 0’53 0’50 020
(0’85) (0’85) (0°46) (0°64) (0°92) 0°12)
Lum 0’32 0’21 007 0’0085 0’13 0’0072
(0°40) (0’34) (0°10) (0°19) (0°43) (0°0075)

El algoritmo ha iterado cuatro veces. Comparados con los del experimento
anterior, los resultados evidentemente empeoran. En realidad, las propiedades de
SEVILLA no dependen de que las fuentes estén correladas o dejen de estarlo;
pero la estimacion que se hace de los estadisticos de las observaciones si
[Papoulis91, pdg. 427 y ss.]. Cualquier otro algoritmo de bloque va a tener el
mismo problema. De igual manera, los algoritmos adaptativos del tipo de
INFOMAX no van a ser estimadores de mdxima verosimilitud de la matriz de
mezcla en estas condiciones. En cambio, los algoritmos que sélo emplean

estadisticos de 2° orden pueden operar en esta situacién [Belouchrani97, Tong91].
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7.5 Senales no estacionarias

Una de las hipdtesis que se ha mantenido a lo largo de toda la Tesis es que las
fuentes son realizaciones de procesos estacionarios. Ahora vamos a mezclar cuatro
sefiales de audio que no verifican esta suposicién. Para ello, grabamos la voz de
tres personas distintas (un hombre y dos mujeres) mientras leen, por separado, un
texto. La cuarta fuente es un fragmento de una pieza musical. Las fuentes y su
correspondiente desviacién tipica ( 6 ), que sirve para tener una idea acerca de su

potencia, son:

- Fuente 1 (hombre): “ Desde muy nifio destacé ”, 6 = 13’76
- Fuente 2 (mujer): “ Bélgica, Bermudas, Brasil ”, 6 = 7’98
- Fuente 3 (mujer): “ Grupo poblacional ”, ¢ = 10’80

- Fuente 4: Fragmento de “ Las Cuatro Estaciones” de Vivaldi, 6=3"15

La frecuencia de muestreo de las sefiales es de 11.000 Hz. Las cuatro se muestran

en la Figura 7.4. La matriz de mezcla se toma

1.16 ~0.70 0.26 1.25
0.63 1.70 0.87 -0.64
0.07 0.06 -1.45 0.58
0.35 1.80 -0.70 -0.36

que tiene un nimero de condicién bastante alto, ¢(A) = 275°06. Las observaciones
estan en la Figura 7.5. En la primera, segunda y cuarta observacion, la mezcla es
fuerte y casi ininteligible.

Los estadisticos se estiman a partir de 12.500 muestras ( poco més de un se-
gundo ) de las observaciones. Tras la Separacion, se obtiene la matriz global de

transferencia
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0.075 0.003 -0.001 —-0.003
—0.002 0.125 0.003 -0.003
0.001 0.003 -0.092 0.002
—-0.001 0.003 -0.003 -0.318

G=

Las fuentes se han atenuado mucho; pero esto no es relevante. La calidad subjetiva
de la Separacién, tras la audicién de las sefiales, es muy buena. De hecho, los
indices de esta matriz G son I,,, = 0°0461 e I,;,, = 0’006. Las sefiales de salida se

presentan en la Figura 7.6.

Desde muy nifio destacé

400 T T T T T
200 ' .
O 1 1 1 1 |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
t (seg.)
Bélgica, Bermudas, Brasil
200 T T T T T
100 B
O 1 ] | i Il
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
t (seg.)
Grupo poblacional
200 T T T T T

100 'N w m‘* lm" w" ‘m it MW' il 4

O 1 ] 1 i 1
0 0.2 04 0.6 0.8 1 1.2
t (seg.)
Cuatro Estaciones
150 T T T T T
100 i 1 1 1 1
0 0.2 04 0.6 0.8 1 1.2
t (seg.)

Figura 7.4. Fuentes del Experimento 4.5
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Observacion 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
t (seg.)
Observacion 2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
t (seg.)
Observacién 3

0 ¥ T T T T
i 1

_200 1 i 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
t (seg.)
Observacion 4
400

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
t (seg.)

Figura 7.5. Observaciones del Experimento 4.5

Salida 1: Desde muy nifio destaco

20 T T T T T
10 - M—a%w 1
O 1 ] 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
t (seg.)
Salida 2: Belgica, Bermudas, Brasil
30 ¥ T T T T
1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
t (seg.)
Salida 3: Grupo poblacional
O T T T 3 T
10—y |
_20 1 1 1 i3 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
t (seg.)
Salida 4: Cuatro Estaciones
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

t (seg.)

Figura 7.6. Observaciones del Experimento 4.5
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7.6 Comparacion entre Algoritmos

A fin de comparar con otros algoritmos, hemos creado una mezcla de diez fuentes,
cinco de distribucién uniforme (sub-gaussiana) y cinco generadas como el cubo de
una variable gaussiana (super-gaussiana), cada una con 5000 muestras. La matriz
de mezcla se escogid aleatoriamente para ser estimada mediante cuatro algoritmos

de bloque:

- SEVILLA, presentado en esta Tesis.
- JADE [Cardoso093]

- Fastlca [Hyvirinen97]

- ICA [Comon94]

Para este fin, se han obtenido a través de Internet las implementaciones que los
propios autores han hecho de los algoritmos. Hemos utilizado los programas tal y
como se encuentran en la red, sin ninguna modificacién salvo en el caso del
algoritmo ICA de Comon, al que se han afiadido las oportunas lineas de cédigo
para que pueda manejar sefiales cuya media no es cero.

Se miden los siguientes pardmetros:

- La complejidad computacional, como el niimero de operaciones que realiza
el algoritmo, medidos con el comando ‘flops” de Matlab. Por convencién, la
complejidad de SEVILLA se toma igual a uno.

- La relacion sefial a ruido media (SNR) después de conseguir la Separacién

- Los indices de Separacién definidos en (7.1) y (7.2).

Los resultados de la siguiente Tabla son el promedio de 20 experimentos

independientes. Cada entrada en la Tabla consta de dos nimeros: el primero es la
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media del resultado mientras que el segundo, entre paréntesis, es su desviacion

tipica.
Operaciones | SNR (dB) I [
SEVILLA 1 (0) 14.40 (1.26) 1.88 (0.13) | 0.016 (0.003)
JADE 5.28 (0.19) 15.78 (1.11) 1.41(0.13) | 0.008 (0.001)
Fastlca 1.92 (0.08) | 14.42(1.35) 1.88 (0.13) | 0.016 (0.003)
ICA 2.57 (0.04) | 15.70 (0.41) 1.45 (0.14) | 0.010(0.002)

La Tabla muestra resultados similares para todos los algoritmos en cuanto a la
calidad de la Separacion. Sin embargo, SEVILLA es, computacionalmente, el mds
simple. También se muestra algo llamativo: se suele afirmar [Cardoso97] que
JADE es mucho mais eficiente que ICA; sin embargo, nuestros experimentos
muestran que sélo es asi cuando el nimero de fuentes es pequefio.

Tiene ya menos sentido comparar SEVILLA con algoritmos tipicamente
adaptativos. Los algoritmos INFOMAX, INFOMAX Extendido y EASI se en-
cuentran en la red Internet, programados respectivamente por los propios Bell,
Lee y Cardoso. Sin embargo, dificilmente se puede decir que mejoren los resulta-
dos obtenidos por los algoritmos de bloque, ni siquiera en lo referente al nimero
de operaciones: los algoritmos adaptativos dependen por completo del paso de
adaptacion que se escoja. Por ejemplo, cuando el paso de adaptacion es pequefio,
el MLE consigue resultados poco mejores (del mismo orden de magnitud) que SE-
VILLA; pero necesita muchas mas muestras de las observaciones para ello. No en-

tramos a valorar qué ocurre en entornos no estacionarios.
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7.7 Mezcla de un numero grande de fuentes

En este experimento, mezclamos 30 fuentes de distribucién uniforme. La matriz de
mezcla se escoge de forma aleatoria. La Figura 7.7 muestra la evolucién del indice
de Moreau y Macchi en funcién del nimero de iteraciones del algoritmo. La curva
es el resultado de promediar cinco experimentos independientes en los que los

estadisticos de las observaciones se estiman a partir de S000 muestras.

Evolucion del Indice
50 T T T T T T T T

Indice (dB)

5 10 15 20 25 30 35 40 45
Iteracion

Figura 7.7. Evolucién del Indice en el Experimento de la Seccién 4.7.
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7.8 Conclusiones

El algoritmo SEVILLA ha demostrado ser capaz de Separar las Fuentes de forma
satisfactoria en los experimentos que hemos llevado a cabo. En particular, merece
la pena que destaquemos su capacidad de tratar mezclas con un gran niimero de
fuentes, lo que no todos los algoritmos pueden hacer en la practica. Por otra parte,
ha funcionado bien con sefiales no estacionarias, aunque este aspecto no se ha
estudiado analiticamente. Finalmente, la comparacién con otros algoritmos
muestra que SEVILLA es muy competitivo.

Uno de los puntos fuertes de SEVILLA, que comparte con el resto de los
algoritmos de bloque, es que no tiene pardmetros que requieran un ajuste cuidado-
s0. Sin embargo, como los otros algoritmos de bloque, sus prestaciones se degra-

dan cuando las fuentes estan temporalmente correladas.



8. Conclusiones y Lineas Futuras de
Investigacion

8.1 Conclusiones

Hemos probado que la Separaciéon Ciega de Fuentes es perfectamente posible,
supuesto que el modelo de la mezcla es lineal, que las fuentes son
estadisticamente independientes y que, a lo mas, una de ellas tiene distribucion
gaussiana, siempre que el nimero de sensores sea igual que el nimero de fuentes
presentes en la mezcla.

Por supuesto, como también se ha apuntado, éstas no son las unicas hipéte-
sis a partir de las cudles es posible separar las fuentes (en particular, se puede sus-
tituir la de independencia estadistica por otras relativas a la forma de onda de las
seflales o a su cardcter discreto, por ejemplo); pero si son las dnicas con las que se
ha trabajado en esta Tesis.

El estimador de médxima verosimilitud de la matriz de mezcla es eficiente en
el sentido de que su varianza tiende asint6ticamente a la cota de Cramér-Rao. Sin
embargo, sus ecuaciones se formulan a partir de las funciones de densidad de pro-
babilidad de las fuentes, que, por hipétesis, son desconocidas. Aunque estas dis-
tribuciones de probabilidad podrian ser estimadas [Pham96, Amari96, Comon94],
la mayor parte de los algoritmos simplemente las aproximan por medio de funcio-
nes fijadas de antemano. Este procedimiento simple se justifica porque, bajo condi-
ciones muy generales, la estimacién es robusta (supereficiente) [Amari98b]. Sin
embargo, también es sabido que una mala eleccion impide la convergencia de los
algoritmos y la Separacion de las Fuentes [Bell95].

Alternativamente, en esta Tesis Doctoral hemos propuesto una nueva carac-

terizacion de las matrices de separacion que se basa en la cancelacion de las



198 Capitulo 8. Conclusiones y Lineas Futuras de Investigacion

derivadas de segundo orden de ciertos cumulantes cruzados. Se ha demostrado
que esta caracterizacién no sélo es necesaria, sino también suficiente. A partir de
ella se consigue un sistema de ecuaciones lineales cuya solucion es la matriz de se-
paracion deseada.

Finalmente, se ha propuesto un algoritmo iterativo (SEVILLA) que hace uso
de las ideas expuestas. Se ha probado que el algoritmo siempre converge a una
matriz de separacion, independientemente de sus condiciones iniciales (esto es des-
tacable, por cuanto que la mayor parte de los autores sélo prueban la convergencia
local de sus métodos). No es la tinica manera de utilizar la informacién que contie-
nen las derivadas de los cumulantes (ver por ejemplo en [Martin00b] un procedi-
miento alternativo, que separa las fuentes por parejas), aunque SEVILLA parece
ser la mejor opcion.

La practica muestra que el algoritmo resultante es capaz de trabajar con un
gran nimero de fuentes. Ademds, es fuertemente competitivo por cuanto que la
precisién de sus soluciones es similar a la obtenida por otros algoritmos, teniendo

un menor coste computacional.

8.2 Lineas Futuras de Investigacion

En primer lugar, suponer que el niimero de sensores es mayor o igual que el
nimero de fuentes es una hip6tesis demasiado restrictiva. Cuando no se cumple
(por ejemplo, en el caso de afiadir ruido a las observaciones), comprobamos
mediante simulaciones que los algoritmos y procedimientos presentados en esta
Tesis son, con frecuencia, capaces de extraer alguna(s) fuente(s) con una relacién
sefial a ruido aceptable. No obstante, la forma en la que operan los algoritmos en
estas condiciones debe ser investigada en profundidad. En particular, no se han
presentado atin condiciones que aseguren la convergencia de los algoritmos y la

separacién, por tanto, de alguna de las sefiales. El uso de informacién adicional
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sobre las fuentes, por ejemplo, su distribucidn estadistica en aquéllos casos en los
que se conozca [Te-Won99], parece dar buenos resultados y deberia ser
considerada en el futuro.

En lo que se refiere al algoritmo SEVILLA, es la estimacién de los
estadisticos de las sefiales y no la resolucion de las ecuaciones quien consume la
mayor parte del esfuerzo computacional. En [Martin99bh] se proponen métodos
para el célculo eficiente de estos estadisticos. Por otra parte, hemos presentado
una serie de condiciones necesarias y suficientes que garantizan la Separacion.
Ahora bien, comprobamos que se puede obtener un buen resultado utilizando un
subconjunto reducido de condiciones; es decir, forzando s6lo algunas de ellas (al
menos, la mitad del total), los algoritmos tienden a satisfacer de forma natural las
restantes. Este es un hecho experimental que debe ser confirmado por el estudio
analitico.

Por ultimo, hay que investigar en profundidad las consecuencias de que, en
la prictica, no se satisfagan todas las hipétesis de partida; en particular, que la
mezcla no sea lineal o invariante en el tiempo o que las sefiales no sean estaciona-

rias o completamente independientes entre sf.
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Algunos conceptos propios de la
Teoria de la Informacion.

La Distancia de Kullback-Leibler

Sean p, y p, dos funciones de densidad de probabilidad. Se llama distancia de
Kullback-Leibler ( dKL ) entre las correspondientes distribuciones a la magnitud

[Cover91, Borovkov88]

[~ piw
dKL[ p, I p,1=]" Iz:lgu)log =
I P2
=- [~ pw log 22 1 du (A.1)

(donde los argumentos de dKL se escriben entre corchetes y no entre paréntesis
para enfatizar el hecho de que dKL depende de las distribuciones estadisticas, no
de las variables en si). En realidad, ladKL[ p, Il p, ] no es realmente una distancia
0 una métrica en sentido estricto, ya que ni es una funcién simétrica de p, y p, ni
cumple la desigualdad del tridngulo. No obstante, veremos que dKL[ p, Il p, ]
caracteriza la desviacién de p, respecto a p,.

De la desigualdad log(1 + x) < x para x = —1, donde el signo de igualdad se
da s6lo para x = 0, se sigue que

1og§—f=log(1+(1’;—f—1))sz—f—1 (A.2)

y €l signo de igualdad sélo es posible si p, = p,. Entonces,
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~dKLL p, 1 py1 <, i - Ddu = [padu-fpidu = 0 (A3)

De aqui se deduce la propiedad mds importante de la distancia Kullback-Leibler:
“LadKL[ p, Il p,]=0,dandose la igualdad si y sélo si p,(u) = p,(u) (para casi
toda u)”. Otras propiedades interesantes de la dKL se enuncian a continuacién sin

ser demostradas [Cover91]

¢ LadKL es invariante ante cualquier transformacidn invertible g del espacio

muestral:

dKL[ p,(w) Il p,(w)]1=dKL[ p,(gw)) Il p,(g(w))]

¢ dKL[ pIl p,1=dKL[ p, Il q,1+dKL[ g, Il p,],donde g(u)=TL;pi(u;) y
p.(u) es la f.d.p marginal de la componente , de u, esto es,

plu)= [, p(u)du, ..du, du,, .. du,

Aprovechamos para definir la informacién mutua entre las componentes de u, que

se denota por I[ u ], como la cantidad
INul=dKL[ p, gl (A4)

Se sigue de inmediato que I[ u ] = 0, ddndose la igualdad si y sélo si las
componentes de u son mutuamente independientes.

Como se dijo, la dKL no es rigurosamente una distancia, a diferencia de, por
ejemplo, la raiz cuadrada de | JpPT —/p2)* (distancia de Hellinger)
[Borovkov88].

Definicién. Se llama negentropia [Comon94] de una distribucién a la distancia de

Kullback-Leibler entre la correspondiente densidad de probabilidad p y la densidad
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P de la variable gaussiana que tiene los mismos estadisticos de primer y segundo

orden. Denotaremos la negentropia por nH[ p ]. Asi:

nH{p1=dKL[ pll p,] (A.5)

De las propiedades de la dKL se deduce que nH[ p ] 2 0y, precisamente, de aqui

viene su nombre, como justificaremos ahora: por definicion

p(u)
pc(u)

nH{p | = [ pwlog L= sdu =~ H[ p 1~ [ pwlog po(w)du

ahora bien, como log p,( u ) es una forma cuadrética y los momentos de primer y

segundo orden de p y p, coinciden, resulta que
[ pwlog p(wydu = [ pe(w)logpa(w)du = — H( p, ]

por lo tanto, nH{pl= Hlp;1-Hlp],

asi que la negentropia no es mas que la entropia desplazada. Como nH[ p ] 2 0
mientras que H[ p ] £ 0, nH[ p ] se interpreta como la negacion de la entropia
(neg-entropia). Notese que hemos probado igualmente que H[ p; 12 H[ p ], que
es la conocida propiedad que dice que las variables gaussianas tienen la mayor

entropia de entre todas las variables aleatorias con igual media y varianza

[Cover91].
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Recordatorio de Estadistica

B.1) MOMENTOS Y CUMULANTES

Se llama funcién caracteristica de la variable aleatoria x a la funcién o definida por

la formula [Nikias93]:
o(t)=E[e"], conj= -1 (B.1)

Si existe el momento k-ésimo de la distribucidn, la funcién caracteristica puede

desarrollarse en serie de McLaurin:

k
a(r)=1+2%(jt)"+0(tk) (B.2)
g=1 1*

donde m, = E[ x? ]. Para la funcién log ( 1 + v ) tenemos el desarrollo

correspondiente
log(1+v)=v—=v2+..£vWk+ O(V) (B.3)

Si sustituimos en el desarrollo anterior 1 + v por o ¢ ), obtenemos, después de

ordenar de nuevo los términos, un desarrollo de la forma

k
logoc<t>=2%(jt>'*+0<t"> (B.4)

g=1
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Los coeficientes k, fueron introducidos por T. N. Thiele en 1903 [Cramér70] y
reciben el nombre de semiinvariantes o cumulantes de la distribucion. Para deducir

la relacién entre los momentos y los cumulantes, emplearemos la identidad

oo

logoc<t>=log(1+il% (jt)")=2%<jt>" (B.5)

g=1

que, sin prestar atencién a las cuestiones de existencia de los momentos o
convergencia de las series, muestra que los cumulantes son funciones polinémicas

de los momentos y viceversa. En particular:

K, = m, = | (esperanza de x)
_ 2_ 2 .
K, =m, —m,” =0 (varianza de x)
K, =m, —3 mm,+ 2 m,’ (coeficiente de asimetria o de deformacién)

K, = m,—3 m,’— 4 mm, + 12 m;> m,— 6 m,* (coeficiente de exceso o curtosis)

La variable aleatoria x se llama “platiciirtica”, “mesoctrtica” o “leptociirtica”
segiin que ¥, > 0, ¥, = 0 6 x, < O, respectivamente. Las variables aleatorias
gaussianas son mesoctrticas, es decir, su curtosis vale cero. Si bien “platicirtica”
y “leptociirtica” son los términos tradicionales, también son empleadas (aunque
con ciertas reservas [Mansour99]) las voces “super-gaussiana” (variable de
curtosis positiva) y “sub-gaussiana” (variable de curtosis negativa), tomadas
directamente del inglés. En esta Tesis preferimos utilizar estas Gltimas. La curtosis
es una medida del grado de “aplastamiento” de la funcién de densidad alrededor
de su moda (méaximo). Se supone que cuando la curtosis es positiva
(super-gaussiana) la curva de densidad es més alta y esbelta que la de la densidad
normal en las proximidades de la moda, ocurriendo lo contrario para las
sub-gaussianas. De todas formas, estas afirmaciones deben acogerse con reservas

[Cramér70].
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De igual forma que hemos definido los cumulantes de una variable, podemos

introducir el concepto de cumulante cruzado de un conjunto de variables aleato-

rias {x,, ..., xy}: la funcion caracteristica de las variables es ahora:
o a,...,ay)=E[expj(a, x+..+ayxy)] (B.6)
Los coeficientes del desarrollo en serie de log[o( a,, ..., ay )] reciben el nombre de

cumulantes cruzados entre las variables. En [Nikias93] se introducen como:

aNlog (X(al, . aN)
da...0an

cum(xy, ...,xn) = (=)N (B.7)

alu.aN=0

En particular, si todas las variables tienen media cero, resultan de especial interés

los cumulantes cruzados que vamos a definir ahora:

L.-cumy( x,,x,) = E[ x3x2] ~ 3 E[x?] E[ xx,]
2.-cum,( x,,x,) =E[ x1x3 1 -3 E[x3] E[ x,x2]
3-cum,( x,, x,) =E[ x{x3] —E[ x}1 E[ x3] — 2 E2[ x,x]

B. 2) PROPIEDADES DE LOS CUMULANTES

Entre otras, las mas interesantes para nuestros fines son [Nikias93]:

1.- Todos los cumulantes de orden superior a dos de una variable aleatoria
gaussiana se anulan. En particular, la curtosis de una variable gaussiana
siempre vale cero.

2.- Los cumulantes cruzados de variables aleatorias estadisticamente

independientes siempre se anulan.
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3.- El cumulante de una suma de N variables independientes es igual a la suma de
los cumulantes de orden N de cada una de ellas.
4.- Si la funcién de densidad de probabilidad de las variable aleatoria es par,

entonces se anulan todos sus cumulantes de orden impar.

B.3) DESARROLLOS DERIVADOS DE LA DISTRIBUCION
NORMAL

La manera usual de determinar de forma aproximada una f.d.p desconocida es
desarrollar la misma a partir de una f.d.p gaussiana de igual media y varianza.
Dada la variable aleatoria y, de media cero y varianza unidad, cuya f.d.p es p( y ),

se escribe [Cramér70, pag. 253 y ss.; Stuart93, pag. 228 y ss.]:

p(y)=NQO,D(I+h(y)) (B.8)

donde N(0,1) = ——exp( y*/2 ) y la funcién h( y ) depende de los estadisticos de

la variable y del tipo de desarrollo que se decida emplear.
El desarrollo ortogonal de Gram-Charlier

Escribamos p( y ) desarrollandola en lo que se conoce como serie A de

Gram-Charlier:

p(y) = ¢, N(O, 1)+C1 N(01)+ L NVO,1) + .

donde los ¢, son los coeficientes del desarrollo y el apdstrofe denota derivacion.

Resulta que

N(0,1)=(~1) CH(y)N(0, 1)
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donde CH,( y ) es el polinomio de Chebyshev-Hermite de orden k, que también se

define mediante la recursion [Comon94]:
CH(y)=1 CH(y)=y CH,(O)=yCH() - CHk(y)

Los coeficientes ¢, del desarrollo se obtienen multiplicando p( y ) por el polinomio
CH,( y ) e integrando a continuacién, de manera similar a como se evalian los
coeficientes de una serie de Fourier. Este procedimiento estd justificado por la
ortogonalidad de las funciones base del desarrollo de Gram-Charlier.

Asi, con referencia a la férmula anterior, se obtiene para los primeros térmi-

nos del desarrollo:

h(y)= CH<y>+—“CH4<y>

Puede demostrarse que la serie es convergente; aunque necesita sumar muchos
términos para que la aproximacién a p( y ) sea razonable, al menos cuando y es la
suma de unas variables aleatorias independientes, como es el caso en el problema
de Separacion de Fuentes. En esta situacion, resulta mas preciso el desarrollo de

Edgeworth, que introducimos a continuacién.
El desarrollo asintético de Edgeworth

El desarrollo de Edgeworth de tipo A y orden cuatro es aquél que define:

W)= S CHE) + ScH ) + 1 3CH6< )+

Ks 35K31<4 2801<3
5,CH(> =ECH () + =

S CHy) + 56‘;3“5 CH,(y) + 358|4CH8(y)+

CH,(y) +

6
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2100%3x 15400 2
+ o CHL) + =5 CH,(9)

Como vemos, los primeros términos coinciden con los de la expansion de
Gram-Charlier. No interesa afladir m4s términos al desarrollo de Edgeworth, pues
para 6rdenes superiores al cuarto puede haber excesivas fluctuaciones en la serie,
pudiendo ocurrir incluso que la f.d.p tome valores negativos. Si y es la suma de N
variables aleatorias independientes con cumulantes finitos, como va a ser el caso,
se puede demostrar que k; es del orden de N®”? [Comon94]. Entonces, los

coeficientes de la expansion de Edgeworth decrecen uniformemente.
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El Estimador de Maxima Verosimilitud

Sea una variable aleatoria X cuya distribucion estd parametrizada por 6, donde
este pardmetro no es una cantidad aleatoria. Dadas T muestras x(1), ..., x(T) de X

se define la funcién de verosimilitud de 1a muestra como [Johnson93, Casella90]

e( 0)=pi(1), ..., x(T); 0) (C.1)

siendo p la funcion de densidad de probabilidad conjunta de las T muestras.

Definicion. El estimador de mdxima verosimilitud (MLE) de 0 es aquél

valor del pardmetro que maximiza e( 0 ).

Nota. Ya que las funciones de densidad de probabilidad suelen depender

exponencialmente de sus variables, en la practica no se opera con la funcién de
verosimilitud sino con su logaritmo. Ello no altera las estimaciones pues e( 0 ) y

log{e( 8 )} tienen los mismos maximos debido a que el logaritmo es una funcién

mondtona creciente.
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Es importante destacar que, estrictamente, no se puede hacer una estimacion de
maéxima verosimilitud si no se conoce p, la funcion de densidad de probabilidad

conjunta de las muestras.

El MLE es el estimador mds utilizado debido a que:

1.- Asintdticamente (para un nimero de muestras creciente), no tiene sesgo. En
muchos casos, el estimador es insesgado para cualquier niimero de muestras.

2.- Es consistente, es decir, su varianza tiende a cero si el nimero de muestras
tiende a infinito.

3.- Es asintéticamente eficiente, es decir, su varianza tiende hacia la cota de
Cramér-Rao a medida que crece el nimero de muestras (en muchos casos, la
varianza del estimador coincide con esta cota independientemente del nimero
de muestras utilizado). Recordemos que la cota de Cramér-Rao [Cramér70,
pag. 549; Johnson93, pdg. 281]es la cota inferior de la varianza de cualquier
estimador, para un conjunto de muestras dado; es decir, en particular la cota
de Cramér-Rao depende del nimero de muestras disponibles, por lo que no
hay contradiccion con la propiedad de consistencia: si el nimero de muestras
crece, la cota de Cramér-Rao tiende a cero.

4.- El MLE asintéticamente se distribuye como una variable aleatoria gaussiana.

Estas definiciones y propiedades se extienden rdpidamente al caso en el que el

pardmetro 0 es un vector, del que hay que estimar sus componentes.

Ejemplo. Sea el proceso AR de primer orden

[Soderstrom89, pag. 199]:

y(t)+ay(t—1)= e(t),
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siendo |l al< 1y e(t)unruido blanco gaussiano de media
cero y varianza ¢”. En este caso, 8 = [ a 6 ]" y la funcién
de verosimilitud puede ser evaluada con facilidad

empleando la regla de Bayes:

p(y(1), ... y(T) ) =p(yQ2), ..., (D) I y(1)) p(y(1))=

= p(Y(3), .-y Y(T) L y(1) ¥(2) ) p(¥(2) I y(1) ) p(¥(1) ) =
= { T, p(y() | y(k=1) .. y(1)) } p(y(1))

donde, para k > 1,

p(yK) | y(k=1)...y(1))=p(e(k))=

= Z=oxp(-(y(k) +ay(k-1))207)

siendo

p(y(1))= ﬁexp( ~—y*(1) / 27*), con T = 6% /(1 — d).

Esta ultima expresién se debe a que y(f) es, para todo ¢,

una variable aleatoria gaussiana, de media cero y varianza

7%, como es sencillo probar.

Se ha escogido el ejemplo anterior por una razén: a menudo se utilizan los

estimadores de mdxima verosimilitud bajo la presuncién de que las distintas

muestras de la variable aleatoria son estadisticamente independientes entre si. Sin

embargo, como vemos, esto no es necesario.
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