TRABAJO FIN DE GRADO

Doble Grado en Matematicas y Fisica

PROGRAMACION MATEMATICA PARA LA
SELECCION DE CARTERAS DE VALORES

Javier Martin Chavez

Dirigido por:
Justo Puerto Albandoz

FACULTAD DE MATEMATICAS
Departamento de Estadistica e Investigacién Operativa

Sevilla, Junio 2023



CAPITULO 0




Indice general

[Abstractl 5
[Resumen 7
(1. Introduccionl 9
(L1, Bl Mercado Financierol . . . . . .. . . ... oo 9
[1.2. Cartera de Valores . . . . ... ... ... . ... ... ....... 10
[1.3. Optimizacion: Retorno y Riesgol . . . . . . . . ... ... ... ... 11
(.4, Bl modelo de Markowitz| . . . . ... ... ... ... .. ...... 15
[1.5. Medidas de seguridad| . . . . . . .. ... ... ... ... 17

[2. Modelos lineales para la seleccion de carteras de valores| 19
[2.1.  Discretizacion, escenarios y computabilidad LP| . . . . . . . .. .. 19
[2.2. Modelos lineales basados en medidas de riesgol . . . . . . . . . . .. 21
[2.3. Modelos lineales basados en medidas de seguridad| . . . . . . . . .. 26
3. Caracteristicas reales en la seleccion de carteras de valores| 35
[3.1. Restricciones en la inversion y seleccion de activos| . . . . . . . . .. 36
[3.2. Costes v lotes de transaccion|. . . . . . . ... .. ... ... .... 39
[3.3. Valor en riesgo condicional con caracteristicas reales| . . . . . . . .. 47
[3.4. Analisis de grupos para la seleccion de cartera de valores| . . . . . . 51
[3.4.1. Problemas de localizacion para el analisis de grupos| . . . . . 53

B.4.2. Marcounificadal . . . . . . . . ... 55

[4. Optimizacion del problema de cartera de valores con costes de tran- |
| = blos de decision 61
[4.1. Preliminares . . . . . . . . .. ... 62
[4.2. El problema de cartera de valores binivel: |

| intermediario-lider inversor-seguidor| . . . . . . . . . ... ... ... 63
[4.3. El problema de cartera de valores binivel: |

| inversor-lider intermediario-seguidor| . . . . . . . . . ... ... ... 72
[4.4. El problema de cartera de valores binivel: [

[ bienestar sociall . . . . ... ..o 7




4 CAPITULO 0

[6. Simulaciones computacionales| 83
[b.1. Modelos sin caracteristicas realesf . . . . . . ... ... 85
[5.2. Modelo con caracteristicas reales . . . . .. . ... ... ... ... .. 91
[5.3. Modelo basado en agrupamiento{. . . . . . . . ... .. ... ... ... 95

6. Conclusiones| 99

[Referencias 104



Abstract

The portfolio selection problem consists of determining the optimal combination
of financial assets to construct an investment portfolio. In this work, several linear
and integer programming models for portfolio selection are presented. Computational
simulations are performed to analyse the results obtained with these models. These
simulations contribute to a broader understanding of portfolio optimisation techniques
and their practical implications.
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Resumen

El problema de seleccién de carteras de valores consiste en determinar la combi-
nacion 6ptima de activos financieros para construir una cartera de inversién. En este
trabajo se presentan varios modelos de programacién lineal y entera para la seleccion
de carteras de valores. Se realizan simulaciones computacionales para analizar los resul-
tados obtenidos con estos modelos. Estas simulaciones contribuyen a una comprensiéon
mas amplia de las técnicas de optimizacion de carteras y sus implicaciones préacticas.
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Capitulo 1

Introduccion

La inversién de capital se ha convertido en un dilema usual para muchas personas y
empresas, ya que puede ser una excelente manera de hacer crecer su riqueza y aumentar
su patrimonio a largo plazo, asi como de proteger sus ahorrosl frente a fenémenos como
la inflacién. Sin embargo, invertir también conlleva riesgos, especialmente si no se tienen
los conocimientos adecuados o si se toman decisiones basadas en emociones en lugar de
en analisis y estrategias apropiadas.

Uno de los mayores desafios al invertir es decidir donde hacerlo. Hay muchas opcio-
nes diferentes disponibles, desde el mercado de valores hasta inversiones inmobiliarias,
negocios o criptodivisas. Cada opcién tiene sus propias ventajas e inconvenientes, y es
importante investigar y entender los riesgos y recompensas asociados a cada una de
ellas antes de invertir.

A lo largo de este trabajo nos centraremos en la inversion en el mercado financiero.
En esta introduccién definiremos los conceptos necesarios para abordar nuestro proble-
ma. La notacion que usaremos aqui y en los siguientes capitulos es la utilizada en la
obra de Mansini, Ogryczak y Speranza [24]. Se trata de uno de los libros méas destacados
en el ambito de la optimizacion de carteras de valores.

1.1. El Mercado Financiero

El mercado financiero es un sistema que permite comprar y vender instrumentos
financieros, como acciones, bonos, derivados y divisas, entre otros. Denominaremos
activo a cada uno de esos instrumentos financieros que son traspasables.

El precio de un activo financiero se denomina cotizacion o precio de mercado. Dicho
valor se fija a través de la oferta y la demanda en el mercado. Es decir, el precio de un
activo financiero se determina por el equilibrio entre los compradores y vendedores que
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estan dispuestos a comprar o vender ese activo en un momento dado. Cuando hay mas
compradores que vendedores, el precio tiende a subir, y cuando hay mas vendedores que
compradores, el precio tiende a bajar. Para poder evaluar el rendimiento de un activo
tenemos en cuenta como varia su cotizacién en un cierto intervalo de tiempo.

Definicién 1.1.1. Sean ¢; v ¢;—1 las cotizaciones de un activo en los instantes de tiempo
tyt—1,latasa de retorno r; de dicho activo en el intervalo de tiempo comprendido

entre t — 1 y t viene dada por r; = —qt;fl_l

Observacion 1.1.1. Trabajamos en nuestro caso con activos cuyas cotizaciones Son
positivas. En consecuencia, la tasa de retorno estd acotada inferiormente por -1. No
constderamos los posibles dividendos.

Cotizacién Meta Platforms, Inc. [META] Tasa de retorno diaria Meta Platforms, Inc. [META]
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Figura 1.1: Datos financieros Meta Platforms, Inc. periodo 01/04/22 - 01/04/23

El precio de mercado de un activo puede ser muy volatil y cambiar rapidamente.
Algunos factores que pueden influir en dicho precio incluyen las noticias econémicas y
politicas, las decisiones de las empresas y los gobiernos, o los cambios en las tasas de
interés, entre otros. Por ejemplo, la cotizacién de Meta Platforms, Inc. cayé un 24.6 %
el 27 de octubre de 2022, tras presentar sus resultados del tercer trimestre de 2022 y
obtener unos beneficios muy por debajo de lo esperado. Por el contrario, el 2 de febrero
de 2023 la compania experiment6 un crecimiento del 23.3% en su precio de mercado
tras anunciar un ambicioso plan de recompra de acciones de la empresa.

1.2. Cartera de Valores

El primer paso a la hora de invertir es saber con qué cantidad de dinero contamos
para realizar nuestra inversion. Dicha cantidad recibe el nombre de capital, C'. El capital
podré ser invertido en los diferentes activos que configuran el mercado financiero, ahora

'Datos extraidos de Yahoo! Finance https://finance.yahoo.com/

10
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bien, el inversor sélo estard interesado en un conjunto especifico, N = {1,2,...,n}, de
esos activos, a los que nombraremos como activos disponibles.

Una vez definidos el capital y los activos disponibles una cartera de valores no es
mas que un vector que nos indica que fraccién de nuestro capital es invertido en cada
uno de los activos disponibles.

Definicién 1.2.1. Sean C € [0,00) y N = {1,2,...,n}, respectivamente, el capital y el
conjunto de activos disponibles, diremos que el vector x = (x1, xa, ..., z,,) € R" es una
cartera de valores si ) ., z; =1y x; > 0 para todo i € N.

Nota 1.2.1. La restriccién a valores no negativos de las variables x;, denominadas
pesos, imposibilita la realizacion de ventas en corto. En una venta en corto el inversor
vende el activo que cree que va a bajar de precio, sin poseerlo previamente, obteniendo
asi una posicion corta o de venta en el activo. Para ello, el inversor pide prestado el
activo a un corredor o intermediario financiero y lo vende en el mercado. Si el precio
del activo cae, el inversor puede comprarlo de vuelta a un precio mas bajo y devolverlo
al corredor, obteniendo asi una ganancia. Sin embargo, si el precio del activo sube, el
inversor tendra que comprarlo de vuelta a un precio mas alto, lo que resultaria en una
pérdida.

La cantidad invertida en el activo ¢ vendra dada por X; = Cx;.

1.3. Optimizacion: Retorno y Riesgo

Nos enfrentamos al problema de encontrar la cartera de valores que nos permita
obtener el maximo rendimiento a nuestra inversiéon. Para ello, introduciremos los con-
ceptos de retorno esperado y riesgo asociado a una cartera de valores pero, en primer
lugar, debemos definir el conjunto donde pretendemos encontrar dicha cartera.

Definicién 1.3.1. Sean C' € [0,00) y N = {1,2,...,n}, el capital y el conjunto de
activos disponibles respectivamente, el conjunto de carteras de valores posibles,
Q, se corresponde con Q = {(x1,22,...,x,) €ER" : Y7 x; =1y x; >0Vie N}

Observacién 1.3.1. El conjunto ) es un conjunto convexo.

A la hora evaluar el rendimiento de una cartera de valores es de vital importancia
tener en consideracion la evolucion temporal de su composicién, ya que puede existir una
secuencia de momentos donde nuestra cartera sea reajustada. Denominaremos tiempo de
1nwversion al instante inicial en que es creada nuestra cartera, es decir, el instante donde
se realiza la compra de activos. Nos centraremos en el caso que no se permite el reajuste
de la cartera y en el que, por tanto, la cartera permanece invariante desde el tiempo de
inversion hasta el final del periodo considerado, instante al que nos referiremos como
tiempo objetivo. Esta estrategia recibe el nombre de comprar y mantener.

11



12 CAPITULO 1

Definicién 1.3.2. Sean C' € [0,00) y N = {1,2,...,n}, el capital y el conjunto de
activos disponibles respectivamente, sea x = (x1,Z2, ..., Z,,) una cartera de valores, la
tasa de retorno ry de x = (21, 29, ..., ), en el intervalo de tiempo comprendido entre
t — 1y t viene dada por rx = Y | 7.

A la hora de calcular la tasa de retorno de una cartera en nuestro periodo de in-
version nos encontramos con el problema de que no es posible conocer con exactitud la
cotizacion de un activo financiero en un instante futuro, en particular, en nuestro tiem-
po objetivo. Por ello, modelaremos la tasa de retorno de un activo como una variable
aleatoria, cuyo valor esperado consideraremos conocido.

Definicién 1.3.3. Sean C' € [0,00) y N = {1,2,...,n}, el capital y el conjunto de
activos disponibles respectivamente, sea x = (x1, s, ..., Z,,) una cartera de valores, la
tasa de retorno medio u de x en el intervalo de tiempo comprendido entre t — 1 y ¢
viene dada por

p) = E{Re} = 3 iz, (L1)

donde Ry = E?:l R;z; v R; es la variable aleatoria asociada a la tasa de retorno del
activo @ € N cuyo valor esperado es ;.

Uno de los objetivos del inversor serd seleccionar una cartera que le permita maxi-
mizar la tasa de retorno medio ya que esto le proporcinard mayores ganancias. Ahora
bien, jla tasa de retorno medio es suficiente para poder identificar que cartera es la
adecuada? Veamos un ejemplo:

Ejemplo 1.3.1. Sean x y x’ dos carteras de valores, sus tasas de retorno medio vendrén
determinadas por

1/3, sié=-3%
P(szg):{L sié=3% | P(Ry = £) — 1/3, si€=2% |
0, en otro caso 1/3, si&=10%

0, en otro caso

y, por tanto, pu(x) = u(x’) = 3 %. Desde el punto de vista del retorno esperado, ninguna
de las carteras es preferible a la otra. Sin embargo, a la hora de realizar una inversién
el inversor tiene otro objetivo principal, protegerla de la incertidumbre, es decir, de
la variabilidad de la tasa de retorno de dicha inversion. Esta incertidumbre es lo que
conocemos como riesgo, el riesgo de no ganar lo esperado. Por ello, aunque x y x’
presenten una tasa de retorno esperado idéntica, ningin inversor racional elegiria x’ en
lugar de x, ya que la tasa de retorno medio de x se conoce con seguridad (cartera libre
de riesgo), mientras que la de x’ presenta mas variabilidad y, por tanto, mayor riesgo.

Se pone de manifiesto entonces que necesitamos una manera de medir el riesgo. No
existe una tnica forma de cuantificar el riesgo y a lo largo de este trabajo veremos varias

12



SECCION 1.3 13

funciones que cumplen este cometido. Dichas funciones reciben el nombre de medidas
de riesgo, que denotaremos usualmente por o(-).

Definicién 1.3.4. Sea x una cartera de valores y o :  — R una medida de riesgo,
el riesgo asociado a x viene dado por o(x).

En este punto ya estamos en las condiciones de plantear el problema de optimizacién
que nos permita encontrar la cartera de valores ideal para el inversor. Dicho problema
consistira en maximizar la tasa de retorno esperado y minimizar el riesgo asociado.

Definicién 1.3.5. Sean C € [0,00), N = {1,2,...,n} y @, el capital y los conjuntos de
activos disponibles y carteras de valores posibles, respectivamente. Sea o(-) una medida
de riesgo, diremos que un problema es de optimizacion de cartera de valores si es
de la forma

max{[u(x), —o(x)] : x € Q} (1.2)

Definicién 1.3.6. Una cartera de valores posible x°, serd una solucién eficiente
de (1.2)), o una cartera u/g-eficiente si no existe x € @ tal que pu(x) > u(x%) y
0(x) < o(x") con al menos una desigualdad estricta.

La relacién ”no menos eficiente que” permite definir una ordenacién parcial en cual-
quier conjunto de carteras de valores posibles. Para el caso en el que el conjunto
{[1(x), 0(x)]} sea convexo, las soluciones eficientes se encuentran en la frontera del
conjunto, dicha frontera recibe el nombre de frontera retorno/riesgo y aunque conten-
ga todas las carteras u/p-eficientes también contiene carteras que no lo son . Esto
puede comprobarse facilmente de manera visual con la Figura Notese también que
al ser 1 una funcién lineal, para que el conjunto sea convexo bastard con que la medida
de riesgo p sea una funciéon convexa, caracteristica que cumplen la mayoria de estas
medidas.

Frontera retorno/riesgo

Tasa retorno medio

Riesgo

Figura 1.2: Frontera retorno/riesgo

13



14 CAPITULO 1

Como podemos observar en la imagen previa, dada una cartera de valores que no
se encuentra en la frontera (en nuestro caso Ps) cuyo retorno/riesgo sea (o(Ps), pu(Ps))
siempre podemos encontrar dos carteras, P, y P, que cumplan o(P;) < o(F3) con
p(Pr) = p(Ps) y w(P) > p(Ps) con o(Pr) = o(Ps), por tanto, Pi y P son mds
eficientes que Ps. Es mas, como P, y P estan en la frontera, no existen carteras con
menor riesgo e igual retorno que Py, ni carteras con mayor retorno e igual riesgo que P,
ambas son p/g-eficientes. Para ejemplificar que no todas las carteras pertenecientes a
la frontera de retorno/riesgo son eficientes podemos tomar la cartera Py, que pertenece
a la frontera pero que no es eficiente, ya que la cartera P; presenta un mayor retorno
con el mismo nivel de riesgo.

En general, una mayor tasa de retorno lleva asociado un mayor riesgo y, consecuen-
temente, no vamos a poder encontrar una cartera que al mismo tiempo sea la de mayor
retorno y menor riesgo. Por ello, a la hora de lidiar con el problema (|1.2)) vamos a uti-
lizar el enfoque de aproximacién mediante cotas . Este enfoque consiste en acotar
una de la variables a maximizar y resolver el problema de maximizacién para la otra.

Definicién 1.3.7. Sean C € [0,00), N = {1,2,...,n} y @, el capital y los conjuntos de
activos disponibles y carteras de valores posibles respectivamente. Sea o(+) una medida
de riesgo, diremos que un problema de optimizacion de cartera de valores es abordado
desde el enfoque de aproximacién mediante cotas si es de la forma

min{o(x) : u(x) = o, x € Q}, (1.3)

o bien,
max{pu(x) : o(x) < 0o, x € Q}. (1.4)

Enfoque de aproximacién por cota

{o(x) : u(x) = uo, x €EQ}

Tasa retorno medio

Riesgo
Figura 1.3: Enfoque de aproximacién mediante cotas

Dada una cota, resolviendo (|1.3)) obtenemos la cartera eficiente con menor riesgo
entre las que cumplen la cota establecida para el retorno, y variando el valor de la
cota podemos generar completamente el conjunto de las carteras u/p-eficientes, como

14



SECCION 1.4 15

se ilustra en la Figura . Resolver (1.4)) genera de manera andloga el conjunto de las
carteras ju/ o-eficientes.

1.4. El modelo de Markowitz

Nuestro problema de optimizacion de cartera de valores se engloba en la Teoria
moderna de las carteras de valores. Harry Markowitz desarrollé esta teoria en la década
de 1950, como parte de su tesis doctoral en la Universidad de Chicago [27]. En ella
introdujo la mayoria de conceptos que hemos tratado anteriormente y propuso como
medida de riesgo la varianza estadistica. La varianza da cuenta de la dispersién de los
valores de la variable aleatoria tasa de retorno, por tanto, de cuan volatil es nuestra
inversion. En reconocimiento a sus contribuciones y por el establecimiento de los fun-
damentos tedricos para tomar decisiones de inversién en condiciones de incertidumbre
Markowitz recibi6 el Premio Nobel de Economia en 1990, junto con William Sharpe y
Merton Miller.

Pasamos a describir el modelo de Markowitz que utiliza la varianza como medida
de riesgo.

Definicién 1.4.1. Sean C' € [0,00), N = {1,2,...,n} y @, el capital y los conjuntos
de activos disponibles y carteras de valores posibles respectivamente, la varianza de la
tasa de retorno de la cartera de valores x viene dada por:

0(x) = Var(Rx) = E{(Rx — 11(x))"} (1.5)

Veamos que podemos expresar la varianza como un funcién cuadratica de los pesos
x; de los activos disponibles.

Proposicion 1.4.1. Sea 0]2- la varianza de la tasa de retorno del activo j, R; y 05 =
E{(R; — 1;)(R; — p;)} la covarianza entre las tasas de retorno de los activos i y j
(podemos denotar o5 = 0;), entonces

n n

O'2<X) = Z Z OijXiTj.

i=1 j=1

15



16 CAPITULO 1

Demostracion. En efecto,

0%(x) = Var(Ry) = Var(z R;x;)

= zn: Var(Rixi) + zn: zn: COV(Rixiv ijj)
=1

i=1 j#1

= i Var(R;)z] + i i Cov(Ri, R;)x;
1=1

i=1 j#1

n n on

_ E : 2,2 E :E

= 0, + 045 T4
i=1

i=1 j#1

n n
= E E OijLilj,
i=1 j=1

llegando asi a la expresion buscada. O]

El modelo de Markowitz en su forma clasica viene dado por:

minzn: zn:aijxixj, (1.6a)

i=1 j=1
s.a: Zujxj > Lo, (1.6b)
j=1
ij =1, (1.6¢)
=1
2, >0, j=1,.n (1.6d)

Observacion 1.4.1. El modelo de Markowitz es un modelo para la optimizacion de
cartera de valores desde el enfoque de aproximacion mediante cotas.

Nota 1.4.2. Las restricciones (1.6c|) y ([1.6d)) pueden ser sustituidas por la condicién
x € Q.

Estudiamos ahora el significado de los posibles valores que puede tomar la conva-
rianza de dos activos.

Definicién 1.4.2. Sea o0;; la covarianza de dos activos i y j, sean o; y 0 sus respectivas
desviaciones tipicas, los coeficientes de correlacién de Pearson, p;; vienen dados por

Uij

Dii = ) 1.
Pij 0.0, ( 7)

16
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Observacion 1.4.2. El coeficiente de correlacion de Pearson toma valores comprendi-
dos entre -1 y 1.

Un valor positivo del coeficiente de correlacién indica que las tasas de retorno de
los activos ¢ y j tienden a moverse en la misma direccion. Por el contrario, un valor
negativo indica que las tasas de retorno tienden a moverse en direcciones opuestas, es
decir, cuando una aumenta, la otra tiende a disminuir. Cuanto mayor sea el valor del
coeficiente (en valor absoluto), mas fuerte serd la tendencia. Normalmente activos que
pertenecen al mismo sector suelen tener coeficientes de correlacién positivos. Si obser-
vamos el modelo de Markowitz, la forma de reducir la varianza, y en definitiva el riesgo,
es seleccionar activos que tengan un coeficiente de correlacién negativo. Esta estrategia
recibe el nombre de diversificacion y permite a los inversores construir carteras que
tienen un nivel de riesgo total menor que el riesgo de los activos individuales que la
componen, justificando asi la inversion en una cartera de valores en lugar de en un
activo en concreto.

1.5. Medidas de seguridad

A la hora de resolver podemos encontrarnos con algunos problemas para car-
teras de valores que presenten un retorno significativamente pequeno. Una cartera con
este tipo de retorno puede tener un riesgo asociado practicamente nulo por lo que desde
el punto de vista de minimizacién del riesgo sera preferible a otra cartera con mayor
riesgo aunque los posibles retornos de ésta sean mayores que los de la cartera libre de
riesgo. Esta situacién no es deseable pues incluso el peor escenario de la segunda cartera
mejora los resultados de la primera, veamos un ejemplo.

Ejemplo 1.5.1. Sean x y X dos carteras de valores, sus tasas de retorno medio vienen
dadas por,

1/3, si€=1%

P(szf)z{l’ 51520.25%7 P(Rx =€) = 1/3, sié¢=2%
0, en otro caso 1/3, si&=3%

0, en otro caso

En este caso el riesgo asociado a x es nulo, por lo que con seguridad obtendremos un
retorno del 0,25% de nuestra inversién. La segunda cartera, X, presenta una tasa de
retorno esperado mayor, del 2%, sin embargo, la dispersion de los posibles valores de
la tasa de retorno provoca que el riesgo asociado a X sea mayor que el de x. Por tanto,
desde el punto de vista del riesgo, x es preferible a X. Sin embargo, los posibles valores
de retorno de x son 1% , 2% y 3%, todos superiores al 0,25 % de x por lo que ningin
inversor racional elegiria antes x que X.

17



18 CAPITULO 1

Para solucionar este problema introducimos el concepto de sequridad que cuanti-
ficaremos, al igual que ocurre con el riesgo, con medidas de sequridad. Estas medidas
fueron introducidas por primera vez en 1963 por William J. Baumol [3].

Definicién 1.5.1. Sean C' € [0,00), N = {1,2,....,n} y @, el capital, los conjuntos
de activos disponibles y las carteras de valores posibles respectivamente. Sea o(-) una
medida de riesgo, su medida de seguridad asociada es una funcién ¢ : ) — R cuyos
valores vienen dados por ¢(x) = u(x) — o(x).

Por lo tanto, para lograr una mayor seguridad financiera, los inversores deben buscar
un equilibrio adecuado entre el retorno y el riesgo. Esto significa que deben identificar
inversiones que ofrezcan un retorno atractivo, pero que también tengan un nivel de
riesgo aceptable en funcién de su perfil de riesgo individual.

Mediante el uso de medidas de seguridad, el problema de optimizacion de cartera
de valores (1.2)) se modela como un problema de maximizacién retorno-seguridad,

max{[p(x),¢(x)] : x € Q} (1.8)

Proposicién 1.5.2. Dadas dos carteras de valores, x y x', tales que x es mds /-
eficiente que X', entonces X es mds p/s-eficiente que X'.

Demostracion. Por ser x més u/p-eficiente que x’ tenemos que p(x) > u(x’) y o(x) <
o(x') con al menos una desigualdad estricta. Entonces

§(x') = pu(%) — o(x') < p(x) — o(x) = s(x),

es decir, x es més p/c-eficiente que x’. H

De nuevo, podemos utilizar el enfoque de aproximacién mediante cotas para abordar

(1.8) y obtener asi el problema

max{¢(x) : u(x) > po, x € Q}. (1.9)
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Capitulo 2

Modelos lineales para la seleccion
de carteras de valores

A lo largo de este capitulo estudiaremos la viabilidad del uso de modelos lineales
para resolver nuestro problema de optimizacién de cartera de valores y veremos va-
rios ejemplos. En el capitulo anterior ya vimos un primer modelo para resolver nuestro
problema, el modelo de Markowitz, sin embargo, como podemos observar en la formu-
lacién , se trata de un modelo de programacién cuadrética y no lineal. Los modelos
lineales son preferibles a los cuadraticos debido a que son mas faciles de resolver compu-
tacionalmente ya que los algoritmos de resolucion de problemas de programacion lineal
son méas rapidos y eficientes en términos de tiempo y recursos computacionales que los
algoritmos de resolucién de problemas de programacién cuadratica. Ademaés, su solu-
cién y andlisis resulta mas simple y presentan ventajas en términos de adaptabilidad y
ajuste a diferentes situaciones y restricciones.

El primer modelo lineal propuesto no fue otro que el modelo de Markowitz pero
utilizando una aproximacién lineal para la varianza [34]. Para ello, puede utilizarse el
método descrito por G. B. Dantzig en [7], donde modificando algunas instrucciones
en el algoritmo simplex para programacién lineal se consigue resolver problemas de
programacion cuadratica convexos.

2.1. Discretizacién, escenarios y computabilidad LP

Nos planteamos ahora si es posible formular modelos lineales para la optimizacion de
carteras de valores que no estén basados en la aproximacién lineal de la varianza. ; Como
podemos medir el riesgo para obtener un modelo lineal? Una primera observacién es
que, para garantizar que una cartera aproveche la diversificaciéon, ninguna medida de
riesgo o seguridad puede ser una funcién lineal de los pesos de los posibles activos de
la cartera.
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20 CAPITULO 2

Proposicién 2.1.1. Sean C € [0,00), N = {1,2,....,n} y Q, el capital y los conjuntos
de activos disponibles y de carteras de valores posibles respectivamente. Sea o(-) una
medida de riesgo cuya expresion es de la forma

x) = ae,  xeQ. (2.1)
j=1

donde a; € R, Vj € N. Entonces la resolucion de conduce a una cartera de valores
no diversificada.

Demostracion. Basta observar que

000 = e, > min {a]}zx] ~ min o} = a,

j 1 7“ ,1

donde k es el indice para el que se alcanza el minimo. En consecuencia, esta cota inferior
se alcanza para la cartera cuyos pesos son z, = 1y el resto 0. Entonces la solucién viene
dada por una cartera que asigna el total de la inversién a un unico activo (el activo
k) y que es, por tanto, una cartera no diversificada. Dado que la cota dada por pg es
fijada por el inversor, hemos tomado aqui un valor lo suficientemente pequeno para que
la cartera anterior sea una solucion factible del problema. O

Existe, sin embargo, una forma que nos permite obtener modelos lineales a través
de la discretizacion de las variables aleatorias correspondientes a los retornos de cada
uno de los activos. Surgira asi el concepto de escenario.

En el capitulo anterior consideramos que los valores esperados f; correspondientes
a las variables aleatorias asociadas a las tasas de retorno de los activos, R; con j =
1,...,n, eran conocidos. Empleamos ahora una visién mas realista, supondremos que
a lo largo del tiempo de inversiéon pueden darse un numero finito 7" de situaciones
posibles, diferentes y mutuamente excluyentes. Cada una de estas situaciones tendra
una probabilidad conocida p;, t = 1,...,T, de ocurrir con Zthlpt = 1. Cada una de
dichas situaciones definirdan un valor de la tasa de retorno de cada uno de los activos
disponibles. Sean rj; con j = 1,...,ny t = 1,...,T dichos valores, entonces la tasa de
retorno esperado de cada uno de los activos viene dada por

T
[ = Zptrjt, ji=1,..,n. (2.2)
t=1

Consecuentemente, sea x = (z1, 9, ...,x,) una cartera de valores, la tasa de retorno
medio viene dada por

p(x) = B{Ry} = E{ZR v} = Z Zptnt Zum (2.3)

j=1 t=1
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SECCION 2.2 21

Definicién 2.1.1. Sean C' € [0,00), N = {1,2,...,n} y @, el capital y los conjuntos
de activos disponibles y carteras de valores posibles respectivamente. Diremos que un
problema de optimizacién de cartera de valores es abordado desde el enfoque de
discretizacion de retornos si el vector formado por las tasas de retornos de los
activos disponibles, R = (R, ..., R,), es un vector aleatorio discreto. Cada una de las
realizaciones muestrales de R recibe el nombre escenario.

Ejemplo 2.1.2. Consideremos N = {1,2, 3}, los activos disponibles y 7' = 3 el niimero
de escenarios posibles con p; = (p; = 0.3, ps = 0.3, p3 = 0.4). Las tasas de retorno
para cada uno de los escenarios estdn recogidas en la Tabla 2.1 Dada una cartera
x = (x1, T2, x3) su tasa de retorno medio viene dada por

3
p(x) =Y pyr; = 0.0057z; + 0.005925 + 0.00443.

J=1

Activos | Escenario 1 | Escenario 2 | Escenario 3 | Tasa de retorno esperada
1 1 = 0.020 T2 = —0.013 3 = 0.009 H1 = 0.0057
2 91 = 0.011 T99 = —0.002 To3 =— 0.008 Mo = 0.0059
3 r3; = 0.025 | r32 = —0.005 | r33 = —0.004 s = 0.0044

Tabla 2.1: Tasas de retorno en diferentes escenarios.

Definicién 2.1.2. Sean C' € [0,00), N = {1,2,...,n} y @, el capital y los conjuntos
de activos disponibles y carteras de valores posibles respectivamente. Diremos que una
medida de riesgo, o(-) o de seguridad, ¢(:), es LP computable si el problema de
optimizacién de cartera de valores asociado a dichas medidas, abordado desde el enfoque
de discretizacién de retornos, es lineal.

2.2. Modelos lineales basados en medidas de riesgo

La varianza es la forma clédsica de medir la dispersién respecto a cierto valor de
cualquier variable aleatoria, pero no la tinica. Una medida alternativa, aunque similar,
es la desviacién absoluta media o MAD (Mean Absolute Desviation) que fue una de las
primeras medidas de riesgo utilizadas en la teorfa de las carteras de valores [35].

Definicién 2.2.1. Sea @, el conjunto de carteras de valores posibles, la desviacion
absoluta media es la medida de riesgo ¢ : ) — R, que viene dada por

0(x) = E{|Rx — E(Ry)]} :EﬂZijj_M(X)l}? X € Q. (2.4)
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22 CAPITULO 2

Teorema 2.2.1. La desviacion absoluta media o MAD es LP computable y el modelo
lineal para el problema de optimizacion de cartera valores asociado es

T
min Z pedy, (2.5a)
t=1
S.a dt>yt Ly t:17 ,T (25b)
dtz—(yt_:u)a t=1, 7T 5¢
Yo=Y Tut; t=1,..,T (2.5d)
j=1
n = Z /’ij]7 (256)
j=1
d, >0, t=1,..,T (2.5g)
xeQ (2.5h)

Demostracion. Dada una medida de riesgo o(+), el problema de optimizacién de cartera
de valores asociado a dicha medida es

méx{[p(x), —o(x)] : x € Q},

que abordado desde el enfoque de aproximacion mediante cotas toma la forma

min{o(x) : u(x) > po, x € Q}. (2.6)

Sea x € () una cartera de valores, teniendo en cuenta el enfoque de discretizacién de
retornos, la desviacion absoluta media puede expresarse como

5(x) = E{|Rx —E(RII} = Y _ il ZTﬁx" —u(x))) =Y pid, (2.7)

donde denotamos y; = Y7 7jx; ¥ di = |y — pf con t = 1,..,T. Las variables y;
representan la tasa de retorno de la cartera en cada uno de los escenarios contemplados.
Y las variables d;, que reciben el nombre de desviacién en el escenario t, cuantifican
la diferencia entre dichos valores de la tasa para cada escenario y la tasa de retorno
esperada de nuestra cartera. Minimizando Z;‘FZI pd; estaremos, por tanto, reduciendo
la dispersién de los posibles valores de la tasa de retorno respecto de su valor esperado.
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SECCION 2.2 23

El problema ([2.6)) se expresa para nuestra medida de riesgo (2.7)) como

T
min Y " pedy,
t=1

s.a: dy = |y — pl, t=1,...T

yt:ertxj t=1,...T

Jj=1

= Z HiZjs
j=1

H’zu()a
x € Q,

dado que |y; — p| = max{(y; — p); — (v — 1)} este modelo es esquivalente a (2.5]). Basta
observar que si y; — p > 0, las restricciones son redundantes. En ese caso, la
minimizacion provoca que las variables d; tomen el minimo valor posible, que es
el que viene dado por la restriccién (2.5b)) y, por tanto, d; = v, — 1 = |y — p]. En caso
contrario, las restricciones seran las redundantes y, de manera analoga,
junto con (2.5¢) conducen a dy = —(y; — ) = |y — p|. De esta forma, queda demostrada
la equivalencia de ambos modelos y concluimos que la desviacion absoluta media es LP
computable y su modelo lineal asociado viene dado por (2.5)). O

Este modelo fue presentado y analizado por primera vez por Konno y Yamazaki en
1991 [17].

Otra medida de riesgo que nos permite cuantificar la variabilidad es la diferencia
media de Gini o GMD (Gini’'s Mean Difference). Esta medida no estd basada en la
dispersiéon respecto a cierto valor fijo como era la tasa de retorno esperada en el caso
de la desviacion absoluta media, sino que hace uso de las diferencias entre las tasas de
retornos en diferentes escenarios.

Definicién 2.2.2. Sea () el conjunto de carteras de valores posibles, la diferencia
media de Gini es la medida de riesgo I' : ) — R, que viene dada por

I(x) = %E{|Rx RN, xeQ (2.9)

donde R! es una variable aleatoria independiente e idénticamente distribuida a la tasa
de retorno de la cartera de valores x, Ry.

Teorema 2.2.2. La diferencia media de Gini o GMD es LP computable y el modelo
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24 CAPITULO 2

lineal para el problema de optimizacion de cartera valores asociado es

T
min Z Z pt’pt”dt’t”7 (210&)

t/:l t//#t/
S.a. dt’t” Z Yy — Yyrr t/,t” = 1, ...,T;t” 7é t/ (210b)
Yo=Y Tat; t=1,..,T (2.10¢)

j=1

n

=3 e, (2.100)

j=1
2 Z Ho, (2108)
dypen > 0, ot =1,..,T;t"#t (2.10f)
X € Q. (2.10g)

Demostracion. Sea x € () una cartera de valores, teniendo en cuenta el enfoque de
discretizacion de retornos, la diferencia media de Gini puede expresarse como

T T
1 1
F(X) = éE{’Rx - R;|} = 5 Z Z ‘yt’ — Yy |pt/pt//. (21].)
t=11"=1
donde y; = 377, rjix; es la tasa de retorno de nuestra cartera en el escenario ¢.

Si denotamos dyyw = |yy — yu| entonces el problema de optimizacién de cartera
de valores abordado desde el enfoque de aproximacién mediante cotas (1.3)) se expresa
para nuestra medida de riesgo (2.11)) como

s.al dt/t” = ]yt/ - yt//|, t/,t” = 1, ...,T

ytzzrjtxj t=1,....T
j=1

n = Z T,
j=1

NZHOa
X € Q.

Comprobemos que este modelo es equivalente a @ . Para ello, tomamos d; co-
mo variables de decisién, anadiendo las restricciones (2.10b)) y (2.10f). Al resolver el
problema de minimizacion %25:1 ZtT,,:l dypppyr, estas variables tomaran los valo-
res dt’t” = m&ix{yt/ — Yy, 0} con t/, t" = 1, ,T Dado que Yy — Yy = _(yt” - yt/), si
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dyynr = yp — Yy entonces dyry = 0. En consecuencia,

1 1
dypyr + dypry = |yt' - yt"| = §|yt’ - yt"| + §|?/t" - yt’|-

Obtenemos asi

1 T T T T T
5 Z Z dyrin Dy per = Z Z PPy dyryr = Z Z PPy dyyr,

t'=1t"=1 t'=1t"=1 t'=1t"#t

donde para la ultima igualdad hemos usado que dyy = méx{yy —yy,0} = méx{0,0} =
0. De esta forma, queda demostrada la equivalencia de ambos modelos y concluimos
que la diferencia media de Gini es LP computable y su modelo lineal asociado viene
dado por (2.10)). n

La diferencia media de Gini fue formulada por el profesor Corrado Gini en 1912
como medida de la variabilidad y se ha convertido en una de las medidas mas populares
en el &mbito de la optimizaciéon de carteras de valores. El modelo fue introducido
por Yitzhaki en 1982 [38].

Ejemplo 2.2.3. Sea x € ) una cartera de valores conocida y T" = 15 el ntimero de
escenarios posibles. En las siguientes graficas (Figura se recogen las tasas de retorno
de dicha cartera en los diferentes escenarios posibles. Realizamos una comparacién
visual entre el significado de las variables d; y dy utilizadas en los modelos MAD
y GMD respectivamente. Para ello nos fijamos por ejemplo en el escenario t=4. Para
el modelo MAD, la variable d, es la distancia desde el punto correspondiente a dicho
escenario hasta el retorno medio de la cartera. Sin embargo, en el modelo GMD las
variables dy»,t" =1, ..., 15, no se corresponden con distancias a un valor constante. En
este caso, cuantifican la diferencia en valor absoluto de la tasa de retorno del escenario
t=4 con las del resto de escenarios. Como podemos observar, para nuestro ejemplo la
diferencia maxima se corresponde con dy 7.

Visualizacién variable dy MAD Visualizacién variable dye» GMD

2 4 6 8 10 12 14 2 4 6 8 10 12 14

(a) d; en modelo MAD. (b) dpyr en modelo GMD.

Figura 2.1: Visualizacion de variables en modelos de dispersion.
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26 CAPITULO 2

2.3. Modelos lineales basados en medidas de segu-
ridad

En la seccién anterior nos centramos en el estudio de medidas de riesgo cuya mini-
mizacion nos permitia reducir la variabilidad de la tasa de retorno de nuestra cartera
de valores. Dejamos ahora de lado el estudio de la variabilidad, la dispersién y de la
tasa de retorno de esperado para centrarnos en modelos que protejan al inversor de los
peores escenarios, garantizando asi la seguridad de la inversién. La primera medida de
seguridad que consideramos para lograr este objetivo es la peor realizacion.

Definicién 2.3.1. Sea () el conjunto de carteras de valores posibles, la peor realiza-
cion es la medida de seguridad M : () — R, que viene dada por

M(X) - t:nll?.I,lTyt’ X € Q7

donde las variables y; = 2?21 ri1xj, con t = 1,...., T, representan la tasa de retorno de
la cartera en cada uno de los escenarios contemplados.

Teorema 2.3.1. La peor realizacion es LP computable y el modelo lineal para el pro-
blema de optimizacion de cartera valores asociado es

max y (2.13a)
s.a: ertxj >y, t=1,..,T (2.13b)
j=1
=3 e (2.130)
j=1
p > o, (2.13d)
x € Q. (2.13¢)

Demostracion. Dada una medida de seguridad ¢(-), el problema de optimizacién de
cartera de valores asociado a dicha medida es

méx{[u(x),s(x)] : x € Q},

que abordado desde el enfoque de aproximacién mediante cotas toma la forma

max{s(x) : u(x) > po, x € Q}. (2.14)

El problema ([2.14)) se expresa para nuestra medida de seguridad M (x) = . f{ﬁnTyt €como
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SECCION 2.3 27

max (t min_y;)

n

s.a: yt:ertxj, t=1,....T

J=1
n

= E HjTs
j=1

NZN07
X € Q.

Para comprobar la equivalencia de este modelo con (2.13) basta observar que T —
1 restricciones de las dadas por 2?21 ripx; > y con t = 1,...,T son redundantes y
pueden expresarse de forma unica mediante min y; > y. Ademas, al tratarse de un

problema de maximizacion, la variable y tomard en el éptimo el maximo valor posible,
por tanto, y = min ;. De esta forma, la maximizaciéon M (x) = min vy, es equivalente
t= t=1,..,T

goeey =1,...,

a la maximizaciéon de y, quedando asi demostrada la equivalencia de ambos modelos.
Concluimos de este modo que la peor realizacion es LP computable y su modelo lineal
asociado viene dado por ([2.13]). O

El modelo anterior basado en la peor realizacion recibe de nombre de “Modelo
Minimax” y fue introducido y analizado por Young en 1998 [39).

Una forma de generalizar la medida de seguridad de la peor realizacién es mediante
el uso de cuantiles (ver [1]).

Definicién 2.3.2. Dado € [0, 1], el cuantil de orden 3 de una variable aleatoria
R es el valor ¢ € R tal que

P{R < q} < B <P{R < q}. (2.16)

Observacion 2.3.1. En el caso en que R sea una variable aleatoria discreta, su funcion
de distribucion F(-) serd una funcion escalonada, de forma que existirdn valores B €
(0,1) tales que el cuantil de orden 5 no serd tunico, sino que serd un conjunto de valores
que formardn un intervalo cerrado [§].

Dado que en el enfoque de discretizacién de retornos trabajamos con variables alea-
torias discretas, nos vemos obligados a reformular la definiciéon del cuantil de orden
[ para que su valor sea unico. Con ello lograremos que las medidas de seguridad que
hagan uso de este concepto no sean funciones multivaluadas. La idea es que en el caso
de que exista mas de un valor posible para un 8 dado, tomaremos el valor del extremo
inferior del intervalo cerrado que forman todos los valores g.
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28 CAPITULO 2

Definicién 2.3.3. Sea x € @ una cartera de valores y dado 5 € (0, 1], el B-cuantil
de x es el valor gg € R que viene dado por

qs(x) = inf{n : Fr.(n) > B}, (2.17)

donde Fg,(-) es la funcién de distribucién de la tasa de retorno de la cartera de valores
X.

Ejemplo 2.3.2. Sea x € () una cartera de valores conocida y sean § = 0.7 y Ry
la variable aleatoria asociada a la tasa de retorno de dicha cartera cuya distribucion
es Ry ~ N(0.1,0.01). Al ser una variable cuya funcién de distribucién es continua y
estrictamente monotona el cuantil de orden 3, ¢, serd unico y su valor coincidird con el
valor de g, como podemos ver en la Figura Concretamente, sea Fg, (-) la funcién
de la variable aleatoria, entonces ¢ = qg = F_ () =~ 0.1524.

q'y qg con funcién de distribucién continua q y gp con funcién de distribucién discreta
1 T 1 4

1

I

I

0.8 /— 0.8 1 i

B 8 ; H
0.6 0.6 i
x x 1
& & —
0.4 0.41 : i
I 1
i i
0.2 0.2 1 — i

i ! q=1y3,y4]
1
0.0 0.0 ——-! i
03 02 01 0 Gs=q 03 04 05 yl v2  y3=qs y4
R Rx
(a) Cuantiles caso continuo (b) Cuantiles caso discreto

Figura 2.2: Visualizacién de variables en modelos de dispersion

Consideremos ahora que existen 7' = 4 escenarios posibles que conducen a 4 valores
posibles para la tasa de retorno de nuestra cartera, dichos valores son {y1,y2,y3,y4}
los cudles han sido ordenados en orden creciente y sus probabilidades asociadas son
{p1 =0.2, p2 =0.3, p3 = 0.2, p4 = 0.3}. Dado que se trata de una variable aleatoria
discreta su funcion de distribucién es una funcién escalonada como podemos observar

en la Figura[2.2b] Sea = 0.7, en este caso
qp(x) = mf{n : Fr(n) > 0.7} = infly3, 00) = y3,

mientras que ¢ = [y3, y4], ya que dicho conjunto de valores cumplen P{R < ¢} < 0.7 <
P{R < ¢}.

El f-cuantil es una medida de seguridad cuya maximizacion protege al inversor de
los peores escenarios. Veamoslo a partir de la definicion,

inf{n : Fr(n) = B} = f{n : P(Rx <n) > B}.

28



SECCION 2.3 29

Fijamos 8 = 0.95 y sea 1y el infimo del conjunto de valores tales que P(Ryx < n) >
0.95. El inversor esté interesado en que dicho valor sea lo méas grande posible pues la
probabilidad de que la tasa de retorno de nuestra cartera se encuentre por debajo de ese
valor es del 95 %, es decir, que si ese valor fuera pequeno lo més probable es que nuestra
cartera nos proporcione pérdidas o retornos pequenos. Por lo tanto, maximizando el (-
cuantil el inversor reduce el riesgo de sufrir pérdidas, aumentando asi la seguridad de
su inversion. Todo esto siempre y cuando el valor de [ sea lo suficientemente elevado,
pues para valores inferiores estariamos consiguiendo el resultado contrario. Podemos
definir una medida de riesgo asociada al [f-cuantil cuyo problema de minimizacién
sea equivalente al problema de maximizacién de ¢z(x). Esta medida de riesgo recibe el
nombre de valor en riesgo o VAR (Value-at-Risk) y es una de las medidas mas destacadas
en el ambito financiero. Esta medida fue popularizada en la década de 1990 por J.P.
Morgan, el mayor banco de Estados Unidos y una de mayores empresas financieras del
mundo [30].

Definicién 2.3.4. Sea @ el conjunto de carteras de valores posibles y sea a € [0, 1), el
valor en riesgo es la medida de riesgo VaR, : Q — R que viene dada por

VaR,(x) = —q1—a(x), x € Q. (2.18)

Nota 2.3.3. El valor a se denomina nivel de confianza del valor en riesgo. Debe ser un
valor pequeno de forma que 8 = 1 — « sea elevado, como ya comentamos anteriormente.
Usualmente o = 0.05.

Debido a las posibles discontinuidades de la funcién de distribucién de la tasa de
retorno, el valor en riesgo y el S-cuantil no son, en general, medidas LP computables,
es decir, no se puede encontrar un modelo lineal para su problema de optimizaciéon de
cartera de valores asociado. Sin embargo, si podemos encontrar un modelo lineal entero
mixto.

Teorema 2.3.4. Sea o € [0,1), el modelo lineal entero mixto para el problema de
optimizacion de cartera valores asociado a las medidas valor en riesgo, VaR,(-), ¥y
B-cuantil con f=1—«, q1_o(+), es

max y (2.19a)
s.ar Y rpw; >y — Mz, t=1,...T (2.19b)

j=1

T
Zptzt <l—-a-—m, (2.19c¢)

t=1
p=3" e, (2190)

j=1

f > o, (2.19¢)
X € Q, (2.19f)
Z € {07 1}7 (219g)

29



30 CAPITULO 2

donde M € R es una constante cuyo valor es elevado, mayor que cualquier tasa de re-
torno, y m € R es otra constante cuyo valor es pequeno y positivo, menor que cualquiera
de las probabilidades p;.

Demostracion. Los problemas de optimizacion de cartera de valores desde el enfoque
de aproximaciéon mediante cotas para nuestras medidas son

min{VaR,(x) : u(x) > po, x € Q}, (2.20)
misc{gra(6) 1) > o, x € Q). (2.21)
Dado que VaR,(x) = —q1-o(x), ambos problemas son equivalentes. Basta entonces

que comprobemos la equivalencia de los problemas (2.21)) y (2.19).

La restricciones implican que en el caso en el que y > Z?Zl TiT; = Y, la
variable binaria z; toma el valor 1. Ahora bien, dado que Zthl p: = 1, no todas la
variables z; pueden tomar el valor 1, ya que en caso contrario la restriccion (2.19¢|) no
se cumpliria. Como consecuencia, la variable y tomara en el éptimo el valor de una
de las variables y;. La pregunta es, jcual de ellas? Al estar maximizando la variable y,
dado que las variables y; fijan una cota superior para y en el caso en el que z; = 0, el
valor 6ptimo sera

?J:tnlqm {yt Zt—o}

Para lograr maximizar y, interesard entonces que las variables y; més pequenas tengan
2z = 1, siempre y cuando la restricciéon ((2.19¢) lo permita.

Sea {y', 9%, ...,yT} el conjunto de las variables y; pero ordenadas de menor a mayor,
es decir, y* <yl cont =1,...,T—1,y sean p' las probabilidades tales que P(Ry = ),
t=1,...,7T — 1. Entonces

ylv Si pl Z 1 - Q,
¥y= X {yt S ipt<1—a}, sip'<l—a. (2.22)

e

Para comprobarlo consideramos

k
— : = 1—
ye = min {y; 2 =0}, yr = max {y": E p'<1l-a}.

Sea z! la variable binaria z; asociada a y'. Hemos comentado que a la hora de maximizar
la variable y, nos interesa que las variables y; mas pequenas, tengan z; = 1. Las variables
y' son las variables v, en orden creciente, por tanto, nos interesa que las variables z!
t __ < ~ k—1 ¢
tales que z* = 1 sean aquellas con valores ¢t més pequenos. Dado que > ,_ ' p’ < 1
entonces z' = 1 parat =1,....k — 1 ya que son los 2! con los t més pequenos posibles.

Ademas ¥ = 0, ya que de otro modo tendriamos que Zt P < 1y ,en conse-

cuencia, y* # HllaX {y Zi 1 pt < 1—a}, pues y*** > ¢* cumplirfa las restricciones.
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SECCION 2.3 31

Llegariamos asi a una contradiccién. Por tanto, 2¥ = 0, de donde se deduce que y* es
el menor de los y; con z = 0, es decir, y* = min {y, : 2 = 0} = y.
t=1,..,T

Debemos fijarnos en el caso p' > 1 — «, porque el conjunto {y' : Zi: ph<1—a}
es vacio y no estaria bien definido y*. Para dicho caso tomaremos y* = y', ya que todos
los 2! serfan cero y, en consecuencia, y; = y*. De este modo, y* = s, concluyendo que
la expresion (2.22) es valida.

Si ahora tenemos en cuenta que la funciéon de distribucion de la tasa de retorno
viene dada por

07 si n € (—OO,:I/I),
FRx(U) - Z;‘:lpj7 s n € [_ytJyt+1>7 t= ]-7 JT - ]-7
1, sin € [yT, 00),

de la continuidad por la derecha deducimos

G1—o(x) =mf{n: Fr (n) >1—a}

t
— { t N A > —_—
,min_ {y Z;pj >1—a}
J:

y' sipt >1—a,
T ) max {yf it <1 —a}, sipt<l-—a
t=2,..T
Hemos probado asi la equivalencia de los problemas (2.19)) y (2.21)). ]

Como ya hemos comentando, estas medidas no son LP computables por lo que
buscamos ahora una medida basada en los cuantiles que si lo sea. Para ello podemos
considerar, como medida de seguridad a maximizar, el promedio de las peores realizacio-
nes de la tasa de retorno respecto de un  — cuantil dado. La medida que se basa en esta
premisa se denomina valor en riesgo condicional o CVaR (Conditional Value-at-Risk).

Definicién 2.3.5. Sea @ el conjunto de carteras de valores posibles y sea 8 € (0, 1], el
valor en riesgo condicional es la medida de seguridad M3 : ) — R que viene dada
por

T T
1
Mp(x) :I{gn{ﬁzytut : Zut:57oéut <p,t=1,.,T}, x€Q. (223
t=1

t=1

Observacion 2.3.2. Para wvalores para los que exista un unico valor del cuantil de
orden 3 esta expresion coincide con

E{Rx | Bx < qs(x)} = E{Rx [ =Rx > VaR 4(x)},

ya que todos los uy serdn 0 o p;. Aquellas variables uy # 0 serdn las correspondientes
a las realizaciones y; cuyos escenarios no se encuentran entre los peores. El nombre
utilizado para esta medida estd justificado por la expresion anterior [35).
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32 CAPITULO 2

Observacion 2.3.3. Esta medida coincide con medidas decritas anteriormente para
ciertos valores de 5. Por ejemplo, My(x) = u(x). Ademds para valores de 5 < t}{linTpt,

-----

Mp coincide con el peor escenario, esto suele representarse mediante M(-) = Bh'm+M5(-),
—0

y por ello se dice que Mgs(-) es una generalizacion de M(-) [39].

Teorema 2.3.5. Sea 5 € (0,1], el valor en riesgo condicional es LP computable y el
modelo lineal para el problema de optimizacion de cartera valores asociado es

T
. 1 -
max (n — 3 Zptdt ) (2.24a)
=1
s.a: dy >1n— Yy, t=1,....T (2.24b)
ye= > Tt t=1,..T (2.24¢)
j=1
p=>" (2244)
j=1
K= o, (2.24e)
7 >0, t=1,..T (2.24f)
n € R, (2.24¢g)
x e Q. (2.24h)

Demostracion. El problema de optimizacién de cartera de valores desde el enfoque de
aproximacién mediante cotas para nuestra medida es

max{Mpz(x) : u(x) > wo, x € Q}. (2.25)

Sea x € (@, dado el nivel de confianza § € (0, 1], el valor en riesgo condicional de x,
Mpz(x), es el valor 6ptimo obtenido al resolver el problema

1 T
min BZytut
t=1
T
s.a: Zut =0,
t=1
ur < P, t=1,...,T
up > 0, t=1,...,T

cuyo problema dual viene dado por

1 T
t=1

sa:n—d, <y, t=1,..T
neR,
d;, >0, t=1,..,T.
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SECCION 2.3 33

Dado que este problema tiene como valor éptimo Mgz(x), concluimos que los problemas
(2.26)) y (2.24) son equivalentes. La variable 7 tomard en el éptimo el valor del S-cuantil
(ver [31,37]). O

Ejemplo 2.3.6. Sean x y x’ dos carteras de valores, consideremos 7" = 5 el nimero
de escenarios posibles con p; = (p; = 0.2, py = 0.2, p3 = 0.3, py = 0.1, p5 = 0.2).
Las tasas de retorno para cada uno de los escenarios estdn recogidas en la Tabla [2.2]

Escenario | Probabilidad Ry Ry
1 p1 = 0.2 y; = 0.050 | v} = 0.033
2 P = 0.2 yo = 0.045 | y5 = 0.030
3 p3 = 0.3 ys = 0.035 | y5 = 0.035
4 ps = 0.1 ys = 0.019 | vy = 0.020
5 ps = 0.2 ys = 0.013 | y; = 0.020

Tabla 2.2: Tasas de retorno en diferentes escenarios.

Medida X x/
() 0.034 | 0.0291
M(-) |0.013 0.020

Myo(+) | 0.013 0.020

Mos(-) | 0.023 ] 0.024

Moys(+) | 0.030 | 0.027625
M;(-) |0.034 | 0.0291

Tabla 2.3: Valores de las diferentes medidas.

Podemos calcular los valores que toman las medidas que hemos descrito anteriormente
para este caso concreto. Para la cartera x tenemos

5
= paye = 0.0295,

.....

Para el valor en riesgo condicional utilizamos 5 = {0.2,0.5,0.8, 1},

Mpa(x) = mln{—Zytut Zut—OQ 0<u <p,t=1,..5}
t=1 t=1
My 5(x) mln{—Zytut Zut—O’é 0<u <p,t=1,..5}

1
= 55 (WsPs + yapa + 0.2y5) = 0.0230.

El resto de valores se encuentran recogidos en la Tabla [2.3
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Capitulo 3

Caracteristicas reales en la seleccion
de carteras de valores

Hasta ahora hemos considerado el mercado financiero como un mero sistema que
nos permite comprar y vender instrumentos financieros y que no juega ningin papel
en el problema de cartera de valores. La realidad, sin embargo, es que el uso de dicho
sistema conlleva unos costes adicionales a los de la propia inversién. Ademas, como en
todo sistema, habrda una serie de limitaciones en las operaciones o transacciones que
podemos realizar en él.

En capitulos anteriores considerabamos que los deseos de un inversor se limitaban a
superar un cierto nivel de beneficio o no sobrepasar un nivel de riesgo dado. Sin embargo,
el inversor puede estar interesado en que su inversién cuente con unas caracteristicas
concretas, distintas de las citadas, como por ejemplo limitar el nimero de activos en
los que quiere invertir.

A lo largo de este capitulo analizaremos en detalle estas restricciones y caracteristi-
cas, y estudiaremos la forma de anadirlas a un modelo de optimizacién de cartera de
valores.

En primer lugar, introducimos una nueva forma de caracterizar una cartera. Dado
N = {1,2,...,n} el conjunto de activos disponibles, en lugar de utilizar los pesos de
los activos usaremos la cantidad de capital invertido en cada uno de los activos. Deno-
taremos dichas cantidades por X; con j = 1,...,n, y nos refiriremos a cada X; por el
nombre de cantidad.

Por otro lado, hasta ahora todo el capital con el que contaba el inversor estaba des-
tinado a realizar la inversién, sin embargo, con la inclusion de nuevas caracteristicas,
que llevan asociados unos costes, nos vemos obligados a realizar distinciones. Deno-
minaremos capital disponible al capital inicial con el que cuenta el inversor, y capital
de inversion al que es utilizado exclusivamente en la compra y venta de activos. Con-
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36 CAPITULO 3

tinuando con la notacién de los primeros capitulos, denotaremos por C' al capital de
inversién y por C' al capital disponible. En muchas ocasiones ambos capitales coinciden,
pudiendo considerar, en ese caso, el capital de inversién como constante. En tales cir-
cunstancias, un modelo caracterizado mediante las cantidades X;,j = 1,...,n también
puede caraterizarse mediante los pesos z;,j = 1,...,n, ya que,

;=24 j=1,..n, (3.1)

de donde,
doaj=1= > X;=C (3.2)
=1 j=1

Asi, el uso de pesos o cantidades pasa a ser irrelevante. Sin embargo, habra casos en
los que el uso de las cantidades si sera necesario.

3.1. Restricciones en la inversién y seleccién de ac-
tivos

Con el objetivo de satisfacer las preferencias de un inversor restricciones adicionales
pueden ser consideradas en los modelos lineales de optimizacion de cartera de valores.
Se presentan a continuacion algunas de las mas comunes:

1. Restricciones de tipo umbral: Este tipo de restricciones consisten en imponer
limites inferiores y superiores a los valores que pueden tomar los pesos o cantidades. Su
principal utilidad es evitar obtener carteras compuestas por un gran nimero de activos
con inversiones muy pequenas en cada uno de ellos.

Definicién 3.1.1. Sean N = {1,2,....n} y @, los conjuntos de activos disponibles y
carteras de valores posibles respectivamente. Sea x = (1,2, ..., ;) € ) una cartera
de valores, diremos que una restriccion es de tipo umbral si es de la forma

lj S .%j S Uj, (33&)

o bien,
lij S X S Ujzj, (33b)

donde u; > l; > 0y z; es una variable de decisién binaria que vale 1 si el activo j esta
incluido en la cartera, es decir, si z; > 0, y 0 en otro caso.

La definicién es andloga para el caso en el que la cartera venga expresada en canti-
dades, simplemente cambiariamos las variables z; por X;,7 =1,...,n.

2. Restricciones de clase: En ocasiones, es relevante tener la capacidad de es-
tablecer restricciones de tipo umbral para conjuntos de activos, en lugar de para un
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SECCION 3.1 37

activo concreto. Una clase de activos es un grupo de activos que presentan caracteristi-
cas similares como pueden ser el riesgo y el retorno. Activos pertenecientes a diferentes
clases ofreceran retornos que estan débilmente correlacionados, mientras que los que
pertenecen a la misma clase tienen retornos altamente correlacionados. Usualmente, los
activos del mismo sector pertenecen a la misma clase; por lo tanto, la diversificacién en
diferentes sectores reducira el riesgo total de nuestra cartera.

Definicién 3.1.2. Sean N = {1,2,....n} y @, los conjuntos de activos disponibles y
carteras de valores posibles respectivamente. Sean x = (1, %2, ..., ¥,) € () una cartera
de valores y GG el conjunto de activos del mismo sector s, diremos que una restriccion
es de clase si es de la forma

<) x <, (3.4)

JEGs

donde u; > [; > 0.

La definicién es andloga para el caso en el que la cartera venga expresada en canti-
dades, simplemente cambiarfamos las variables z; por X;,j7 =1,...,n.

3. Restricciones de diversificacién: Un inversor puede estar interesado en impo-
ner restricciones adicionales para forzar que la cartera obtenida tenga un nivel minimo
de diversificacion. La forma mas sencilla de conseguir este objetivo es utilizar restric-
ciones de tipo umbral imponiendo un limite méaximo para los posibles valores de
los pesos. Sin embargo, este procedimiento nos conducird normalmente a una cartera
con pocos activos cuyos pesos son idénticos e iguales a ese limite superior establecido.

Una forma alternativa es acotar superiormente el valor de los k mayores pesos por
un porcetaje v, siguiendo un razonamiento similar al utilizado en la medida valor en
riesgo condicional (2.23). Esta idea fue propuesta por Mansini en [22].

Definicién 3.1.3. Sean N = {1,2,...,n} y @, los conjuntos de activos disponibles y
carteras de valores posibles respectivamente. Sean x = (x1, 3, ..., ,,) € () una cartera
de valores, diremos que una restriccion es de diversificacién si es de la forma

n
ks + Zdij <. con = Ti— Sk, dp; >0 j=1,..,n, (3.5)

j=1
donde k € N,v; € [0,1] y sx es una variable no acotada que en el 6ptimo toma el valor

del k-ésimo mayor peso.

Ejemplo 3.1.1. Sea N = {1,2,...,n} el conjuntos de activos disponibles, queremos
imponer que en la cartera x = (z1,29,...,2,) € @ seleccionada por nuestro modelo,
ninguno de los pesos de los activos sea superior a 0.15. Ademads, ningin conjunto de 5

pesos pueden sumar un peso total superior a 0.50 y ninguno de 8 uno superior a 0.70.
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38 CAPITULO 3

Las restricciones requeridas son entonces:

z; <0.15 j=1,..,n

Bss+ Y _di; <050, diy >a;—s5, di; >0 ji=1,..n
j=1

8ss+ Y _di; <070, di; >ax;—ss, dy >0 j=1,..,n
j=1

4. Restricciones de cardinalidad: En general, los inversores prefieren carteras
que cuenten con un numero limitado de activos debido a los gastos de gestion y a los
costes asociados a la compra y venta de un activo.

Definicién 3.1.4. Sean N = {1,2,...,n} y @, los conjuntos de activos disponibles y
carteras de valores posibles respectivamente. Sea x = (x1,Za, ..., ,,) € ) una cartera
de valores, diremos que una restriccion es de cardinalidad si es de la forma

Kinf S sz S Ksup7 (36)

Jj=1

donde Ky € N,Kg, € N con Ky, > Kiup y 25,7 = 1,...,n, son las variables de
decision que vienen dadas por

17 si X >O,

J
0, en otro caso.

Un anélisis del modelo de Markowitz (1.6)) con restricciones de cardinalidad pue-
de verse en [21]. Un estudio de los cambios que sufre la frontera eficiente al anadir
restricciones de tipo umbral y cardinalidad puede encontrarse en [6].

5. Restricciones légicas: Un inversor puede estar interesado en establecer res-
tricciones en la seleccion de ciertos activos en base a decisiones tomadas sobre otros
activos. Estas restricciones imponen relaciones entre activos que fuerzan su seleccién
o exclusién de acuerdo con preferencias especificadas. Se denominan restricciones de
dependencia de decisiones o restricciones logicas. Para su implementacién se requiere
el uso de las variables de decision z;, 7 = 1,...,n, que vienen dadas por

)L stz >0,
z; =
0, en otro caso.

Por lo general, estas restricciones toman una de las siguientes formas:

Definicién 3.1.5. Una restricciéon légica es del tipo conjunta si es de la forma

2 + Zj 2 22[. (37)

38



SECCION 3.2 39

Esta restriccién obliga a que los activos 7 y j sean seleccionados si el activo [ es
seleccionado.

Definicién 3.1.6. Una restriccién légica es del tipo mutuamente excluyente si
es de la forma

Esta restriccion no permite que los activos ¢ y j sean seleccionados al mismo tiempo
en una cartera de valores.

Definicién 3.1.7. Una restriccién légica es del tipo contingente si es de la forma

Zi S Zj. (39)

Esta restriccién obliga a que el activo j sea seleccionado solo si el activo ¢ es selec-
cionado.

Estas restricciones pueden ser combinadas dando lugar a relaciones mas complejas.

3.2. Costes y lotes de transaccion

Los inversores y entidades financieras suelen invertir su dinero en un niimero limitado
de activos, debido a los gastos de gestiéon y a los costes asociados a la compra y venta de
un activo. En los mercados financieros, estos costes se denominan costes de transaccion.
Incluyen comisiones y otros costes cobrados por los brékers e instituciones financieras,
que actian como intermediarios entre el inversor y el vendedor del activo. Son un
factor clave para los inversores, ya que afectan directamente a sus ganancias netas,
reduciéndolas y disminuyendo su capital disponible para futuras inversiones.

Los costes de transaccion pueden variar en estructura y complejidad. Para expresar
estos costes de forma lineal y poder incluirnos en nuestros modelos, se requiere el uso
de variables adicionales y restricciones especificas.

Denotaremos por K (X7, ..., X;,) la funcién que asigna a una cartera x = (X1, ..., X,,)
su coste de transaccion total, es decir, el coste asociado a comprar una cantidad X;
del activo 1, X, del activo 2, etc. Denotaremos por K;(X;) al coste transacciéon por
comprar una cantidad X; del activo j. Nos restringiremos al caso en el que los costes
de transaccion para cada uno de los activos son independientes entre si, en ese caso la
funcién de costes de la cartera es separable y tenemos que
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40 CAPITULO 3

Los costes de transaccion son fijados por los brokers y entidades financieras que
hacen de intermediarios en las operaciones en el mercado financiero, por ello, no existe
una estructura unica para dichos costes, ya que cada entidad o bréker usard aquella
que le parezca mas oportuna. Describimos a continuaciéon algunas de las mas comunes:

Definicién 3.2.1. Sea N = {1,2,...,n} el conjunto de activos disponibles, diremos que
un activo j € N tiene asociado un coste de transaccién fijo puro (PFC) si es de
la forma

fj7 si Xj > 0,

(3.11)
0, en otro caso,

donde f; € R" es el coste transaccién pagado si el activo j estd incluido en la cartera.

Esta estructura de costes es una de las mas utilizadas por las entidades financieras
de todo el mundo. En ella, se cobra una cantidad fija al inversor independientemente
de cuan grande sea el capital que estd invirtiendo. Para incluir este tipo de costes en
un modelo lineal, es necesario utilizar variables binarias de decision. Los costes pueden
expresarse en forma lineal como

Kj(X;) = fiz,
donde z; es la variable binaria de decisiéon tal que

1, =i Xj > 0,

Z]' =
0, en otro caso.

De forma que la restriccién lineal que tendran que ser anadida al modelo es
Lij S XJ’ S Uij,

donde L; y U; son las cotas inferior y superior respectivamente de la cantidad invertida
en el activo 7.

Si no queremos fijar limites al capital invertido en el activo, tomaremos la cota
superior como el total del capital de inversion y la inferior como un ntimero real positivo
muy pequeno, pero distinto de 0. Esto es necesario para una correcta modelizacion de
la variable z;, pues en caso contrario, serfa posible tomar X; = 0y z; = 1 y no se
incumpliria ninguna restriccion.

Si en funcién de la cantidad invertida, consideremos varios valores crecientes f;; de
costes de transaccién pagados, la funcién de costes sera una funcién escalonada. Un
analisis del problema de optimizacion de carteras de valores considerando esta estruc-
tura de costes puede encontrarse en [19].

Definicién 3.2.2. Sea N = {1,2,...,n} el conjunto de activos disponibles, diremos que
un activo j € N tiene asociado un coste de transaccién fijo proporcional (PPC)

si es de la forma
K;(X;) = ¢; X, (3.12)

con ¢; € R*, que se denomina coste de transaccién unitario.
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SECCION 3.2 41

En esta estructura los costes de transaccion, al contrario de lo que ocurre con la
estructura PFC, son proporcionales a la cantidad invertida en el activo, por lo que
una mayor inversién conllevara unos costes de trasaccion mayores. La inclusién de este
tipo de costes en un modelo lineal se realiza de manera andloga al caso anterior. Varios
modelos de programacion lineal entera mixta con estas estructuras de costes fijos pueden
encontrarse en [16].

Estas dos primeras estructuras pueden ser combinadas dando lugar a un nuevo tipo
de coste de transaccién. Dicho tipo de costes se caracterizard por tomar un valor fijo
en inversiones inferiores a una cantidad determinada. A partir de dicha cantidad, los
costes pasaran a ser proporcionales a la inversién realizada.

Definicién 3.2.3. Sea N = {1,2,...,n} el conjunto de activos disponibles, diremos que
un activo j € N tiene asociado un coste de transaccién proporcional con base
minima (PCMCQ) si es de la forma:

0, si Xj = O,

Kj(Xj) = fj7 si0< Xj < M, (313)
Cij si Xj > 0.

con fj,c;, M € RT.

Proposicién 3.2.1. Sea N = {1,2,...,n} el conjunto de activos disponibles, sea j € N
un activo que lleva asociado un coste de transaccion de tipo PCMC, entonces podemos
modelar los costes de forma lineal mediante las siguientes restricciones:

X; = Xj1 + Xjo, (3.14a)
Lz < X, (3.14b)
Mzjy < Xj1 < Mz, (3.14c¢)
0< Xjo < (C— M)z, (3.14d)
z;i € {0,1}, i=12, (3.14e)
X >0, i=1,2, (3.14f)

y los costes vendrdn expresados por:
K;j(X;) = fizjn + ¢; Xjo, (3.14g)

donde C' es el capital disponible y M, L;, fj,c; constantes reales con C>M > L; >0
_ I
y M =:.

Cj

Demostracion. Las variables binarias se corresponden con variables de decision que

vienen dadas por
1, si Xj > 0,
Zj1 =

0, en otro caso,

41



49 CAPITULO 3

1, si Xj 2 M,
Zi9 =
! 0, en otro caso.

Si en el 6ptimo z;; = zj2 = 0 las restricciones (3.14c|) y (3.14d) obligan a que X;; =
Xjo = 0y consecuentemente X; = 0. Entonces por (3.13) K;(X;) = 0, que coincide
con el valor obtenido con la expresion . Si por el contrario, en el 6ptimo tenemos
zj1 = zj2 = 1, entonces la restriccion obliga a que X;; = M y por (3.14d)) Xjo >
0. Asi, X; = X1+ X5 > M y el coste de transaccion serd K;(X;) = ¢;X; = f;+¢; X0
que coincide con el valor obtenido con . El caso zj; = 0y zj2 = 1 no es posible
pues la restriccién (3.14¢) no lo permite. Por ltimo, si zj; = 1y 2o = 0 la restriccién
3.14d)) obliga a que Xj» = 0 siendo entonces X; = X;; + X;5» = Xj;. Ademds, por
3.14b)) y (3.14c) M > X;; > 0 por lo que K;(X;) = f;, que de nuevo coincide con
el valor obtenido con . Por lo tanto, el conjunto de restricciones permite

modelar de forma lineal los costes de transaccién de tipo PCMC. [

En la Figura se exponen las distintas estructuras de costes de transaccion pre-
sentadas.

Costes de transaccién PPC

Costes de transaccién PFC

Ki(Xj)
Kj(X))

C=—————==

=

Xj Xi

(a) Costes de transaccién PFC (b) Costes de transaccién PPC

Costes de transaccién PCMC

Ki(Xj)

- S

Xj

(c) Costes de transaccién PCMC

Figura 3.1: Diferentes estructuras de costes de transaccion

Otro tipo de estructura de costes de transaccién es la que modela dichos costes
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mediante funciones convexas o céncavas lineales a trozos. Los costes de tipo convexo se

. . K;(X
caracterizan por que el cociente —=

- ) es una funcién creciente, de forma que penaliza
J
las grandes inversiones en un activo. Los de tipo céncavo logran el efecto contrario, pues

. K(X, ., .
el cociente % es una funcién decreciente.
J

Ahora que hemos descrito como expresar de forma lineal los costes de transaccién,
tenemos que estudiar como incluirlos en un modelo de optimizacién de cartera de valo-
res. Recordamos, en primer lugar, que independiente de la medida de riesgo o seguridad
utilizada su modelo asociado tiene una restriccion de la forma

p=> ;> po. (3.15)
j=1

Expresando el problema en cantidades en lugar de pesos pasa a ser

> X, > o0, (3.16)
j=1
con n
Y x;=C (3.17)
j=1

Existen diferentes formas de incluir los costes de transacciéon en un modelo de optimi-
zacion de cartera de valores. A continuacion, describimos algunas de las formas mads
comunes:

1. Costes tratados por separado: En este caso, todo el capital disponible sera
capital de inversién, es decir, C' = C'y los costes de transaccién seran sufragados con un
capital alternativo con el que cuenta el inversor. La tinica restricciéon que impondremos
es que dichos costes no superen una cota maxima dada,

D Ki(X)) < Kaa- (3.18)
j=1

Tomar un valor muy grande para K,,.. es, a efectos practicos, equivalente a no anadir
ninguna restriccién a nuestro modelo. Asi, estariamos resolviendo el problema de op-
timizacién de cartera de valores sin tener en cuenta los costes de transaccién, al igual
que en los capitulos anteriores. La principal ventaja de este método es que nos permite,
con simplemente variar el valor de K4, realizar un analisis del retorno esperado y
riesgo obtenidos, en funcién de los costes de transacciéon maximos que puede asumir un
inversor.

2. Costes sustraidos del retorno: En este caso, los costes de transaccién son
sufragados con las ganancias obtenidas, por tanto la restriccién (3.16)) deberd incluir
los costes, reduciendo el retorno esperado de la inversion,

DX =Y K(X)) = ol (3.19)
i =1
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Aqui todo el capital disponible es capital de inversiéon C' = C, pues no es necesario
reservar una parte del capital disponible para pagar los costes de transaccion, ya que
estos son descontados del retorno esperado obtenido de la inversion. Por tanto, estamos
asumiendo implicitamente que los costes de transaccion son abonados al final del periodo
de inversion.

La cota dada por pg establece ahora el retorno neto esperado minimo, es decir,
el retorno esperado bruto de la inversién, menos los gastos debidos a los costes de
transaccion. En el caso que estemos utilizando el enfoque de discretizacion de retornos,
también habra que sustraer los costes de transaccién de los retornos de cada uno de los
escenarios

go=Y Xy =) Ki(X)),  t=1,...T. (3.20)
1 =1

j=

3. Costes sustraidos del capital: En este caso, el capital de inversién es el capital
restante al descontar los costes de transaccién al capital disponible. El inversor destina
una parte de su capital disponible a sufragar los costes de las transacciones y el resto a la
compra y venta de activos. Consecuentemente el capital de inversién no sera constante,
pues dependera de los costes asociados a la inversion realizada. Tenemos por tanto que:

C=0C- zn: K;(X;), (3.21)

con
n

Y X =cC. (3.22)

=1

Dado que estamos descontando los costes de transaccion del capital disponible, estamos
asumiendo implicitamente que los costes de transaccién son abonados en el momento
en el que se realiza la compra de activos, es decir, en el tiempo de inversién. Ahora el
retorno esperado sera

f(x) = Z pi X — Z K;(X;), (3.23)

pues al ser el capital inicial C, los costes se contabilizan como pérdidas desde el punto
de vista del retorno. Asi, la restriccién (3.16)) pasa a ser

DXy =Y K(X)) = ol (3.24)
7j=1 J=1
En el enfoque de discretizacion de retornos el razonamiento es analogo,

go= riX; =Y Ki(X), t=1..T (3.25)
1 j=1

j=
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Como ya comentamos, realizar operaciones en el sistema financiero conlleva una
serie de limitaciones. Una de ellas es que a la hora de realizar una operacion, existe un
cantidad minima para la transaccién pueda ser llevada a cabo. Dicha cantidad recibe
el nombre de lote de transaccion y es impuesta por el mercado y especifica de cada
activo. En el mercado, los activos son cuantificados en unidades, de forma que un lote
de transaccién es el nimero minimo de unidades de un activo que pueden ser vendidas
o compradas. Consecuentemente, el capital que puede ser invertido en un activo es
siempre un multiplo del lote de transaccion de dicho activo, o equivalentemente, que
todas las transacciones son realizadas por lotes. La utilizacion de lotes de transaccion
permite a los mercados financieros estandarizar las cotizaciones de los diferentes activos,
logrando que un inversor pueda saber, con facilidad, el precio por unidad de cada activo.
De esta forma, comparar y valorar activos diferentes es mas sencillo.

Definicién 3.2.4. Sea N = {1,2,...,n} el conjunto de activos disponibles e [ =
{I*,1?,...,1"} sus respectivos lotes de transaccién, entonces el valor monetario por
lote de un activo j € N es

v, = Vg, (3.26)

donde ¢;,7 =1, ...,n, es la cotizacién del activo j en el tiempo de inversion. Sea x; €
Z*,7 = 1,...,n, el numero de lotes de transaccién del activo j seleccionados en una
cartera de valores x € (), entonces el capital de inversiéon vendra dado por

C=> xV (3.27)
j=1

Observacion 3.2.1. Al ser las variables x;,7 = 1,...,n, enteras, la ecuacion
puede no tener solucion para un C € R™ dado. Esto obliga a considerar C' como una
variable, para evitar que el conjunto de soluciones factibles de nuestro problema de
cartera de valores pueda ser vacio. Lo mas logico es permitir que C' pueda tomar valores
en un intervalo determinado por las cantidades minimas y mdximas que un inversor
esta dispuesto a invertir. Esto es

CL <C <y, (3.28)
con Cp,Cy € RY.

Observacion 3.2.2. Para problemas de optimizacion de carteras de valores basados en
medidas de sequridad, la cota inferior Cy, puede tomarse como 0. Esta cota solo sirve
para garantizar que, en los problemas basados en minimizacion de medidas de riesgo,
no se tome C' =0, ya que esto consigue que el riesgo de la inversion sea cero.

Para introducir de forma lineal, en un modelo de optimizacion de cartera de valores,
las restricciones relativas a la consideracion de los lotes de transaccién, es conveniente
distinguir los casos en los que la cartera es expresada mediante cantidades o mediante
pesos.
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46 CAPITULO 3

1. Problema expresado en cantidades: En los problemas de optimizacién de
carteras de valores, expresados mediante las variables X, 7 = 1,...,n, los lotes de tran-
saccion pueden ser modelados como

X; = Vi, j=1 ., (3.29a)
Y X =¢, (3.29b)
7j=1

C>Cy, (3.29¢)
C < Cy, (3.29d)
C >0, (3.29¢)
x; €ZT, j=1,..n, (3.29f)

con C' > Cy > Cp > 0.

2. Problema expresado en pesos: En los problemas de optimizacion de carteras
de valores, expresados mediante las variables z;,7 = 1,...,n, los lotes de transaccién
pueden ser modelados como

Cz; = Vjx;, j=1,..,n, (3.30a)
> a=1, (3.30b)
j=1

C >0, (3.30c)
C<Cy, (3.30d)
C >0, (3.30¢)
x; €EZ*, j=1,..,n, (3.30f)

CODC’ZCTUZCLZO.

Dado que la restriccion es de tipo cuadratico tenemos que hacer algunas
modificaciones a esta formulacién. Consideramos los pesos como la fraccion de un capital
constante, distinto del invertido y superior a él. Podemos tomar para este capital el valor
dado por la cota superior de C' en la restriccién (3.30d)). Dado que ahora los pesos son
relativos a un capital superior al capital de inversién, la restriccién pasara a ser
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una desigualdad,

Cuz; = Vix;, j=1,..,n, (3.31a)
» xy <, (3.31h)
j=1

C=Cy) (3.31c)

j=1

C >0y, (3.31d)
C < Cy, (3.31e)
C >0, (3.31f)
X; EZT, j=1,..,n, (3.31g)

con C' > Cy > Cp, > 0. Tendremos entonces que X; = Cyz;,j=1,...,ny1—=>"  z;
serd la fraccién del capital Cyr, que no ha sido invertida.

3.3. Valor en riesgo condicional con caracteristicas
reales

En esta seccién anadiremos, varias de las restricciones y caracteristicas descritas en
los apartados anteriores, al modelo lineal basado en la medida de seguridad valor en

riesgo condicional ([2.24]).

Teorema 3.3.1. Sean N = {1,2,...,n} el conjunto de activos disponibles, cuyos costes
de transaccion son de tipo PCMC, y V = {V1,Va,...,V,} sus respectivos valores mo-
netariores por lote. Sean Ki,f, Kg, € N el nimero minimo y mdzimo de activos de
los que puede estar compuesta la cartera x € Q y B € (0,1]. Entonces, el modelo lineal
para el problema de optimizacion de cartera valores asociado a la medida valor en riesgo
condictonal es

T
, 1
miix (7 - 3 > pidy), (3.32a)
t=1
s.a: dy zn—yt—i—ZKj(Xj), t=1,...T, (3.32b)
7=1
ye=>_ riXj, t=1,..T, (3.32¢)
j=1
=3 X, (3.324)
j=1
n=> Ki(X;) > pC, (3.32¢)
j=1
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Ki(X;) = fizjn + ¢;Xjo,
X; =Vix;

Vix; = Xj + Xjo,

Lizj < X,

Mzjo < Xj1 < Mzj,
0< Xjp <(C— M)z,

n
Kinf < szl < Ksup7

j=1
C >,

C < Cy,

C >0,

dy > 0,

X >0, i=1.2,
Xj €Z",

2 € {0,1}, i=1.2,

J=1
J=1
J=1
J=1
J=1
J=1
t=1,..
j=1,..
j=1,..
j=1,.

“ey

Y

)

T
N
n
n

Y

(3.32f)

(3.32g)

donde C' es el capital disponible y M, L;, f;,cj, Cy,CL constantes reales tales que C >
M>Lj>o,M:f—jj yC>Cy>CpL>0.

Demostracion. El modelo lineal (2.24) se formula para el caso de cantidades en lugar
de pesos como

T
) 1
max (n — 3 Zptdt),
=1

s.a: dy > n— Yy,

n

Y = erth7

J=1

n=> X,
j=1

1> puoC

ZX]‘ - O

=1

dt207
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t=1,
t=1,.
t=1,.

(3.33a)
(3.33D)

(3.33¢)

(3.33d)

(3.33¢)

(3.33f)

(3.33g)
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>0, (3.33h)

donde C' es el capital disponible, que coincide con el capital de inversién C. y; v
no se corresponden ahora con tasas de retorno sino que son cantidades. Anadimos
ahora los costes de transaccion de tipo PCMC. Estos costes pueden modelarse de forma
lineal mediante las restricciones ED Si incluimos los costes sustrayéndolos del capital
debemos sustituir la restriciéon @ por y en la restriccion debemos
sustituir la variable y; por . Ademas, ahora Z?:l X, = C, pues ya no coinciden
el capital disponible y el de inversion, ya que difieren en los costes de transaccion. Esto
queda reflejado mediante la inclusién de la restriccién . Realizando los cambios
comentados la formulacion del modelo lineal pasa a ser

T
) 1
méx (7 — E Zptdt)a (3.34a)
t=1
sardy >n—y+ Y K;(X)), t=1,..,T, (3.34b)
j=1
Y = erth, t=1,...T, (3.34c¢)
j=1
p=> wX;, (3.34d)
j=1
p= 3D KG) 2 ol (3.340)
j=1
C+Y Ki(X;)=C, (3.34f)
j=1
X =¢, (3.34g)
j=1
Kj(Xj) = szjl + CijQ, ] = 17 , N, (334h)
X] :Xj1+Xj27 ]: 1,.. ,n, (3341)
Ljzj1 < Xj, Jg=1..n, (3.34)
Mzjy < Xj1 < Mzj, J=1...,n, (3.34k)
OSXJ'Q < (é_M>Zj2, j: 1,. ,n, (3341)
d, >0, t=1,..,T, (3.34m)
ij ZO’ ]: 1,...,77/, 7/: 1,2, (33411)
z;; € {0,1} 1=1,..n, 1=1,2, (3.34n)

fi

Cj

donde M, L;, f;,c; son constantes reales tales que C>M> L; >0, M=

Para incluir la restriccién que limita el nimero de activos de los que puede estar
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compuesta la cartera, basta con anadir la restriccion de cardinalidad

n
Kinf S szl § Ksup7

j=1
pues las variables de decisiéon z;1,7 = 1, ..., n, vienen dadas por

1, si Xj > 0,
Zi1 —
! 0, en otro caso.

Por ultimo, procedemos a realizar las modificaciones necesarias al modelo para tener
en cuenta los lotes de transaccion. En primer lugar, introducimos las restricciones @
que modelan linealmente los lotes de transaccion. Por otro lado, la restriccién @
sera sustituida por la desigualdad

pues ahora el capital invertido no podra tomar cualquier valor, ya que esté restringido
a combinaciones enteras de los valores monetarios. Existirdan asi, valores del capital
disponible para los que la igualdad no serd posible y habra una cantidad de capital que
no serd invertida en ningin activo ni utilizada para sufragar los costes de transaccion.
Dicha cantidad es

C—C=Y KXy,
j=1

Habré que tener en cuenta esta cantidad en las restricciones que involucran tasas de
retornos, ya que no incluir este capital, significaria contabilizarlo como pérdidas. El
capital inicial antes de realizar la inversién es C. Finalizada la inversién en el tiempo
objetivo, el capital total sera

M+C+(C—C—in(Xj)) =M+O—in(Xj),

J=1

por tanto, el retorno obtenido serd

y la restriccion para el retorno esperado es

p=> Kij(X;) > noC.
=1

Asi, las restricciones (3.34b|) v (3.34¢]) quedan inalteradas.

Concluimos entonces que el modelo lineal para el problema de optimizacién de
cartera valores considerado viene dado por (|3.32)). [
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Una recopilacién de los trabajos que presentan modelos de optimizacion de cartera
de valores con caracteristicas reales puede encontrarse en [23].

3.4. Analisis de grupos para la seleccién de cartera
de valores

El andlisis de grupo o agrupamiento es una técnica utilizada en el campo de la
estadistica y el aprendizaje automatico para agrupar datos similares en conjuntos o
conglomerados. El objetivo principal del agrupamiento es identificar patrones o estruc-
turas inherentes en los datos, sin la necesidad de conocimiento previo sobre las clases o
categorias a las que pertenecen los datos [20)].

Una prometedora linea de investigacién relativamente reciente es explotar la infor-
macién de agrupacion de una red de activos para desarrollar nuevos paradigmas de
optimizacién de carteras.

Estos enfoques construyen una cartera resolviendo el modelo clasico de Markowitz
pero sustituyendo la matriz de correlacién original por una matriz ultramétrica de
agrupacion basada en la correlacion.

Definicién 3.4.1. Sean N un conjunto de n objetos y 6 una medida de distancia. Sea
D = (0;j)1<ij<n la matriz de distancias entre los n objetos, diremos que la matriz D
es ultramétrica si se verifica:

dij = 0js Vi,j € N, (3.35a)
5 = 0, Vi, j € N, (3.35)
0i; < max{dk, 0k}, Vi, j,k € N. (3.35¢)

La matriz ultramétrica se construye a partir de la matriz de correlaciéon original
mediante algoritmos de agrupamiento. Algunos de los méds comunes son, el algoritmo
de enlace simple y enlace medio [11].

Después de su aplicacién, normalmente se conserva un subconjunto de los distintos
elementos que componen la matriz original. Asi, el agrupamiento basado en correlacién
puede ser visto como un procedimiento de filtrado. Ademas, las carteras seleccionadas
por los algoritmos de agrupacion son bastante robustas con respecto al ruido de me-
dicién debido a la finitud del tamano de la muestra. Esto significa que, incluso si hay
fluctuaciones o variaciones en los datos de entrada o en las condiciones del mercado,
los algoritmos de agrupacién utilizados para seleccionar las carteras tienden a seguir
eligiendo las mismas carteras o carteras muy similares. Esto sugiere que las carteras
seleccionadas son menos sensibles a las fluctuaciones o al ruido de medicion, y que su
estructura o composicién generalmente se mantiene estable a pesar de las condiciones
cambiantes [306].
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52 CAPITULO 3

El agrupamiento esta intimamente relacionado con la teoria de grafos, pues los datos
se pueden representar mediante un grafo, donde los nodos representan los objetos y las
aristas representan las similitudes o relaciones entre ellos.

A principios de la década de 2000, algunos autores empezaron a abordar el problema
de seleccion de activos mediante teoria de grafos. Los activos se identifican con los
nodos y las aristas, identificadas por pares de activos i y j, incorporan la estructura
de dependencia basada en las correlaciones de los precios de las acciones. Se genera
asi grafos completos que pueden ser representados. En la siguiente figura se muestra el
grafo obtenido a partir de las principales componentes del IBEX-35.

Grafo de correlacion principales componentes IBEX-35

Figura 3.2: Grafo de correlacién principales componentes IBEX-35

Mantegna en fue uno de los primeros en construir este tipo de grafos para
detectar la organizaciéon jerarquica dentro de un mercado de valores. Demostré que
un arbol de expansion minima del grafo, proporciona una ordenacién de los valores,
seleccionando las conexiones més relevantes entre los activos. Un drbol de expansién
minima de un grafo es un subconjunto de las conexiones entre los nodos, que conecta
todos los nodos minimizando la suma de los pesos de las conexiones.

Ademas, el arbol de expansiéon minima proporciona de manera directa, la orga-
nizaciéon jerarquica ultramétrica subdominante de los activos en un mercado que se
agruparan en conglomerados que reflejan su relacion de similaridad. En la Figura [3.3
se representa el drbol de expansiéon minima del grafo de la Figura 3.2
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Arbol de expansién minima principales componentes IBEX-35
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Figura 3.3: Arbol de expansion minima principales componentes IBEX-35

3.4.1. Problemas de localizacién para el analisis de grupos

El problema de agrupaciéon puede modelizarse como un problema de localizacién
de instalaciones en una red. El problema de localizacion de instalaciones en redes o
FLP de sus siglas en inglés, es un tipo de problema de localizacion que se centra en
encontrar las ubicaciones 6ptimas para abrir instalaciones en una red o grafo. En este
problema, se considera una red con nodos y aristas, donde los nodos representan posibles
ubicaciones para las instalaciones y los aristas representan las conexiones o enlaces entre
los nodos. El objetivo es determinar qué nodos deben seleccionarse como ubicaciones
de las instalaciones, para minimizar o maximizar una métrica especifica.

Modelizamos el problema de agrupacion como un problema de red p-mediana, un
problema clasico de localizacion de instalaciones en una red. Este problema fue intro-
ducido por Kariv y Hakimi en [15].

Definicién 3.4.2. Sea G = (V, E) un grafo finito, conexo y no dirigido sin bucles
propios, con |[V(G)| = n y |E(G)| = m. Cada arista e € FE(G), identificada por un
par de nodos (7,7), con i,j € V(G), tiene asociada una longitud real y no-negativa
d(e) = d;;. Sea X, = {x1, 29, ..., x, } un conjunto de p puntos en G, donde un punto en G
es un punto a lo largo de cualquier arista de G que puede, o no, ser un nodo de G. La
distancia entre un nodo v € V(G) y el conjunto X, es

dy(X,) = min {d(v, z;)}, (3.36)

1<i<p

donde d(v, x;) = d,, es la longitud del camino mds corto en G entre v y x;. La suma
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54 CAPITULO 3

de todas las distancias de cada uno de los nodos de G al conjunto X, es entonces

F(X,) = > du(X,). (3.37)

ueV(G)

El problema de la p-mediana en G consiste en encontrar un conjunto de puntos X
de cardinalidad p tal que

F(X)= min {F(X,)}. (3.38)

Xp en G| Xp|=p

El conjunto X se denomina p — mediana de G.

El siguiente teorema garantiza que siempre puede encontrarse una p—mediana en el
conjunto de los nodos del grafo. Un demostracion de este teorema puede ser encontrada
en [13].

Teorema 3.4.1. Sea G = (V, E) un grafo finito, conexo y no dirigido sin bucles propios,
con |V(G)| = n y |E(G)| = m. Entonces existe un conjunto Vy C V(G), tal que
F(Vy) = F(X;). Existe por tanto, una p — mediana de G cuyos puntos son todos
nodos.

Como consecuencia, podemos redifinir el concepto de p-mediana de G imponiendo
que el conjunto de puntos esté formado exclusivamente por nodos.

Definicién 3.4.3. Sea G = (V, F) un grafo finito, conexo y no dirigido sin bucles
propios, con |V(G)| = ny |E(G)| = m. Lap — mediana de G es el conjunto VX C V(G)
de cardinalidad p < n tal que

F(Vr) = { F(V,)}. 3.39

(V;) =, amin  {F(V)} (3.39)
Observacion 3.4.1. Debemos asumir que p < n, ya que si p = n entonces V; =
V(G), F(Vy) =0, y p>n no tiene sentido ya que nimero de nodos es n.

El conjunto V© serd entonces, el conjunto de nodos que deben seleccionarse como
ubicaciones de las instalaciones en el problema de localizacion de red p-mediana.

El problema de la p-mediana puede interpretarse en términos de analisis de grupos.
En lugar de considerar las p-medianas como instalaciones, se reinterpretan como la
mediana de un conglomerado. En otras palabras, en lugar de encontrar ubicaciones
Optimas para las instalaciones, se busca encontrar conglomerados donde la mediana
del conglomerado representa la ubicacién central del mismo. Asi, el problema de la
p-mediana puede entenderse como una técnica de agrupamiento de datos.

De hecho, cuando se utiliza la distancia euclidea al cuadrado, el problema se convier-
te en una version del problema de las k-medias en el analisis de grupos. En ese caso, la
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solucién éptima conduce a una particién del conjunto de nodos en conglomerados [14].
A los nodos pertenecientes a la p-mediana los denominaremos representantes y cada
representante pertenecera a un conglomerado diferente. Sea j € Vp* un representante
de un cierto conglomerado, el resto de nodos de dicho conglomerado se dirdn que son
nodos asociados a j o representados por j.

3.4.2. Marco unificado

A la hora de utilizar el agrupamiento en el ambito de la optimizacion de cartera
de valores, generalmente se utilizan modelos de agrupacion y seleccion de carteras que
resuelven estos problemas en dos pasos distintos: primero la agrupacién y luego la
seleccion. Sin embargo, un punto de vista interesante es tratar el problema en una fase
unificada, que permita utilizar la fase de agrupamiento como una herramienta eficaz en
el proceso de determinacion de los pesos 6ptimos de los activos en la cartera. Esta idea
fue introducida por Puerto, Rodriguez-Madrena y Scozzari en [32].

Para lograr esto, modelizamos el mercado financiero como una red, es decir, como
un grafo G = (V, E) finito, conexo y no dirigido sin bucles propios, donde V(G) es
el conjunto de activos. Dotaremos a esta red de activos de una métrica basada en los
coeficientes de correlacién entre los rendimientos de los activos. Construiremos nues-
tra cartera seleccionando los activos de p-mediana de G, es decir, seleccionando el
representante de cada uno de los p conglomerados obtenidos al particionar la red G,
aprovechando asi, el enfoque de agrupamiento para diversificar nuestra cartera. Podre-
mos usar entonces, la funcién objetivo del problema de la p-mediana, para filtrar
la informacion relevante y medir el efecto de la fase de agrupamiento en los activos
seleccionados con respecto a los no seleccionados.

Definicién 3.4.4. Sean N = {1,2,...n} y @Q, el capital y los conjuntos de activos
disponibles y carteras de valores posibles, respectivamente. Sea o(-) una medida de
riesgo, diremos que un problema de optimizacién de cartera de valores es abordado
desde el enfoque de agrupamiento mediante la p-mediana si es de la forma

méx{[u(x), _Q(X)’ _FP(X)] 1x €Q, ‘/;) - V(G)7 |V;?| = p}7 (340)

donde F,(x) = F(V,) y V, es el conjunto de activos j € N tales que x; > 0.

El problema ([3.40) puede ser expresado como un problema de programacién ma-
tematica entero-mixto multi-objetivo cuya formulacion es
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max p(x), (3.41a)
min o(x), (3.41Db)
min F,(x) = Z Z di;Zij, (3.41c)
i=1 j=1
s.a: Z 2ij =D, (3.41d)
j=1
D z=1, i=1,..,n, (3.41¢)
j=1
Zij S Zjjs Z,j =1,...,Nn, (341f)
lijj S T S UjZjj5, ] = 1, o n, (341g)
x € Q, (3.41h)
zij €{0,1}, i,j=1,..,n, (3.41i1)

donde

{1, siz; > 0y j es un representante
ya =

0, en otro caso

{1, si x; > 0 pero es representado por j
Zij =

0, en otro caso

La restriccion garantiza la seleccién de exactamente p representantes. La
restriccion (3.41€) garantiza que cada activo pertenece a exactamente a un conglome-
rado, mientras que la restriccion asegura que un activo ¢ esta representado por
J sélo si j estd seleccionado como representante de un conglomerado. Las restricciones
@ unen los problemas de localizacién y seleccién de cartera. De hecho, la restric-
cién :3.41gb establece que si un activo j se selecciona como representante, entonces
invertimos en el activo x; una cantidad de capital que debe ser como minimo igual
al; > 0y como maximo u; > 0. Por tanto, las restricciones (3.41d) y (3.41¢) son
una combinacién de restricciones de cardinalidad y clase, la restriccion (3.41f) es una
restriccion 1ogica y la restriccion (3.41g) es de tipo umbral.

A la hora de lidiar con el problema ([3.41]) vamos a utilizar el enfoque de aproximacién
mediante cotas (1.3]). El modelo puede ser reescrito entonces como

min o(x), (3.42a)
s.a: pu(x) > po, (3.42D)
F,(x) < F), (3.42¢)
(x,2z) € I'g, (3.42d)
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donde I'g es la regién factible determinada por las restricciones (3.41d)-(3.411) y po y
FI? son, respectivamente, la cota inferior para u(x) y la cota superior para F,(x).

Dado que este modelo puede utilizarse para cualquier medida de riesgo podemos
considerarlo como un problema general de localizacion y seleccion de cartera.

Debemos especificar la métrica que utilizaremos para poder determinar las distancias
entre los activos y asi resolver el problema de agrupamiento. Una opciéon muy extendida
consiste en cuantificar la similitud entre dos activos con la correlacion de Pearson. Asi,
el grafo de los activos GG, representa la estructura de correlacion entre los diferentes
activos donde las distancias asociados a cada arista se refieren a la correlacion lineal
entre los activos que definen sus extremos. Sea e € E(G) representada por (i,j) con
i,7 € V(G), la distancia entre i y j es

dij =/ 2(1 = pij), (3.43)
donde p;; el coeficiente de correlacién de Pearson entre los retornos de los activos (1.7)).

Utilizamos ahora el enfoque de discretizacion de retornos y como funcién objetivo
usaremos el valor en riesgo condicional (2.23)). De esta forma, recordando el modelo

lineal ([2.24]) el problema ((3.42)) puede formularse como

T
méx (1 — % ; ped; ), (3.44a)
sa:d; >n—y, t=1,..,T, (3.44b)
Yy = Z’rﬁxj, t=1,..T, (3.44c)

j=1
=y, (3.44d)

j=1
J = po, (3.44e)
F,(x) < F), (3.44f)
d; >0, t=1,...T, (3.44g)
neR, (3.44h)
(x,z) € T'g. (3.441)

La siguiente proposicién fue enunciada y demostrada por Garcia en [9].

Proposicién 3.4.2. En un problema de la p-mediana en una red, la variable z;j, ¢ # 7,
toma en el dptimo el valor 1 para un representante j tal que d;; = ming.,,, {dix}.

Como consecuencia, podemos reducir el nimero de variables binarias en nuestro
modelo de O(n?) a O(n). Basta sustituir la restriccién (3.41i) en I'g por las siguientes
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58 CAPITULO 3

restricciones,

<jj < {07 1}7 ] = 1, o n,

Es claro, que la eleccién de la cota o depende exclusivamente de las preferencias
del inversor, sin embargo, la eleccién de FI? y cual puede ser su efecto en el problema de
agrupamiento no es tan obvio. Por ello, describimos a continuaciéon un procedimiento
para calcular su valor. Consideramos el problema

min F,(x), (3.45a)
s.a: [ > fo, (3.45b)
(x,z) € Lg. (3.45¢)

Sea F]ﬁ su valor éptimo, Fzﬁ es el minimo valor para F]? que hace el problema (|3.44))
factible.

Consideramos ahora el problema,

T
) 1 _
max (n — 3 Zptdt ) (3.46a)
t=1
sa:d;, >n—uy, t=1,..,T, (3.46D)
ye= Y Tt t=1,..,T, (3.46¢)
j=1
=3 e (3.460)
j=1
/Jf 2 ,LL07 (346@)

Z z; = p, (3.46f)
j=1

lizj <x; <wjzy, j=1,..n (3.46g)
d; >0, t=1,..T, (3.46h)
n€R, (3.461)
2 € {0,1} j=1,...n, (3.46§)
X € Q. (3.46k)

Sea X, el conjunto de los p activos seleccionados en el éptimo. Entonces F,(X,) = F!
es el mayor valor que podemos tomar para Fg, pues para FI? > [ la restriccion 1)
es despreciable.

Dado A € [0, 1], podemos tomar F; como

0 l u
FO = \E+ (1 - \)E™ (3.47)

p
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Variando el parametro A podremos estudiar y controlar el efecto del agrupamiento.
Para A\ = 0 recuperamos el modelo (3.46)) que no es mas que el modelo (2.24]) con una
restriccion de cardinalidad.

Hemos obtenido asi, una formulaciéon de programacién matemaética para el problema
de localizar un conjunto de p instalaciones en una red, seleccionando al mismo tiempo
un subconjunto de activos que minimizan una medida de riesgo dada.
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Capitulo 4

Optimizacion del problema de
cartera de valores con costes de
transaccion como variables de
decision

En el capitulo anterior considerdbamos que los costes de transaccion venian dados.
Ahora, estudiaremos el caso en el que costes de transaccién son variables de decision
fijadas por los brékers e instituciones financieras.

El objetivo de los intermediarios sera maximizar su beneficio como parte del proceso
de decisién que conduce a carteras 6ptimas para los inversores. Por lo tanto, tendremos
dos niveles de decisores: el intermediario financiero y el inversor.

Consideramos un problema de optimizacién de carteras basado en un modelo de
inversion de un solo periodo con una fase de fijacion de costes de transaccion. Suponemos
una relacion jerarquica entre las partes implicadas en el problema, es decir, uno de los
decisores toma la iniciativa y el otro lo sigue.

En primer lugar, consideramos el problema en el que intermediario fija primero los
costes unitarios de transaccion, tratando de anticipar la respuesta racional del inversor.
Una vez fijados los costes, el inversor elige su cartera 6ptima. Por otro lado, analizamos el
caso en el que el inversor elige primero su cartera y, a continuacién, el intermediario fija
los costes de transaccién. Ademas, consideramos un problema en el que el intermediario
y el inversor cooperan para maximizar beneficios. En este caso, no hay una relacién
jerarquica entre los decisores.

Asumimos que ambos decisores disponen de toda la informacion financiera o econémi-
ca. Para modelizar estos problemas utilizamos métodos de optimizacién binivel (ver |2,
[18]).
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62 CAPITULO 4

A lo largo de los siguientes apartados estudiamos las distintas situaciones planteadas
basdndonos en el trabajo realizado por Leal, Ponce, y Puerto en [20].

4.1. Preliminares

Sean N = {1,...,n}, el conjunto de activos disponibles, B C N el conjunto de los
activos disponibles en los que el intermediario puede establecer costes de transaccion y
R=N\B.

Consideramos costes de transaccion de tipo fijo proporcional , y suponemos
que el intermediario puede establecer, para cada activo j € B, un coste de transaccion
unitario ¢; elegido entre un conjunto discreto de costes admisibles K; = {cj1, ..., ¢, }
con |K]| = §;.

Como ya hemos comentado, el intermediario tiene como objetivo maximizar sus be-
neficios, es decir, maximizar los costes de transaccién que seran pagados por el inversor.
Dada una cartera de valores x = (X7, ..., X,,), sus costes de transaccién asociados son

K(Xl,...7Xn) :Zn:K](X]) :chXj :Czn:ijL’j. (41)

jeB jeB
Por lo tanto, el problema de maximizaciéon de beneficios para el intermediario puede
ser modelado de la forma

mMAax Z Ci; (4.2a)

jEB
s.a:¢j = chkajk, JjE€B, (4.2b)
k=1
8j
S an =1, j€B, (4.2¢)
k=1
Qi 6{0,1}, jEB,k‘Zl,...,Sj, (42d)

donde las variables a;;, j € B,k =1, ..., s;, son variables binarias de decisién que vienen

dados por
1, sic;=cj,
aj, = { 7k (4.3)

0, en otro caso.

En general podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que los costes unitarios
seleccionados por el intermediario ¢ = (¢;)jep puede restringirse a pertenecer a algin

. B . . . s
poliedro K. Tomamos el caso general K = RLF |, Para incluir esta restriccién en el
problema basta con anadir la siguiente restriccion

ceK (4.4)
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SECCION 4.2 63

El inversor, por su parte, intentara reducir el riesgo de su inversion, garantizando al
mismo tiempo que el retorno esperado esté por encima de un determinado nivel minimo.
Consideramos el valor en riesgo condicional como medida para cuantificar el riesgo
y consideramos que los costes de transaccién son sustraidos del retorno. Dado 8 € (0, 1],
en el enfoque de discretizacion de retornos el problema del inversor puede ser modelado
como

T
1
maxn — — » pid 4.5a
e (1o
sa:dy >n—yy, t=1,..,T, (4.5Db)
Y = Zfrjtxj — ch-xi, t=1,....T (4.5¢)
j=1 ieB
T
> " peye > ho, (4.5d)
t=1

» xy <, (4.5¢)
j=1

n € R, (4.5f)
dp >0, t=1,..T, (4.5g)
z; >0, j=1,..n. (4.5h)

4.2. El problema de cartera de valores binivel:
intermediario-lider inversor-seguidor

Analizamos en este apartado el problema en el que intermediario fija primero los
costes unitarios de transaccion, tratando de anticipar la respuesta racional del inversor.
Una vez fijados los costes, el inversor elige su cartera ptima.

Este problema puede ser modelado en el marco de la optimizacién binivel como

mAax Z i, (4.6a)

jeB
s.a:¢j = chkajk, Jj € B, (4.6b)
k=1
D ap =1, j € B, (4.6¢)
k=1
a;, € {0,1}, jEBk=1,..5; (4.6d)
ce K (4.6e)
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64 CAPITULO 4

T
1
T € arg max n — B Zptdt, (4.6f)
t=1
s.a: dy = n—y, t=1,..,T, (4.6g)
n
Yy = Z’I’jtl’j — Zcixi, t=1,..T, (4.6h)
j=1 icB

T
> " pr > o, (4.61)

t=1

j=1

n € R, (4.6k)
dy >0, t=1,..T, (4.61)
x; >0, j=1,..n. (4.6m)

Para resolver este problema vamos a plantear dos formulaciones distintas de pro-
gramacion lineal entera mixta de un solo nivel.

12 formulacién:

Como podemos observar, el problema del inversor en (4.6|) es lineal en las variables
x; cuando c¢ viene dado. Por ello, podemos calcular su dual exacto, que viene dado por

min v + pow (4.7a)
T
sarv— Y (rj—c;)d >0, j € B, (4.7b)
t=1
T
v—) b >0, jER, (4.7c)
t=1
T
> w=1 (4.7d)
t=1
oy > _%, t=1,..,T, (4.7¢)
’yt—{—(St +ptw:0, t= 1,...,T, (47f)
v <0, t=1,..T, (4.7¢)
w <0, (4.7h)
v>0. (4.71)

donde d;,w, vy, v son las variables duales asociadas a las restricciones (|4.6hl), (4.6i)),
(4.6¢) v (4.65).

Ahora podemos hacer uso del Teorema de Dualidad Fuerte para reformular el pro-
blema (4.6)). Para ello, anadiremos la ecuacién que iguala los valores de las funciones
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objetivo del problema primal del inversor (4.6f) y de su dual (4.7a)). Junto a esta ecua-
cién, incluimos las restricciones del problema dual (4.7]). De esta forma, el problema
(4.6]) es equivalente a

65

max Z cix;j (4.8a)
jeB
s.a: ¢ = Z Cik ik, j€B, (4.8b)
k=1
> ay =1, j € B, (4.8¢)
k=1
a;, € {0, 1}, jEBk=1,..5 (4.8d)
cekK, (4.8e)
L
n— 3 Zptdt =V + [ow, (4.8f)
t=1
dy 21— Yi, t=1,....T, (4.8g)
Y = ertxj — Zcixi, t=1,..,T (4.8h)
j=1 ieB
T
> b > o, (4.81)
t=1
> %<1, (4.8))
j=1
n € R, (4.8k)
d, >0, t=1,..T, (4.81)
xj >0, ji=1,..,n, (4.8m)
T
v— (rj—c)8 >0, j€B, (4.80)
t=1
T
v—) b >0, j €R, (4.801)
t=1
T
- Z %=1, (4.80)
t=1
Ve = _%7 t=1,..,T, (48p)
’7t+6t +ptu}:0, t= 17 ..,T, (48q>
7 <0, t=1,..T, (4.8r)
w <0, (4.8s)
v>0. (4.8t)
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La ecuacion (4.8f) es la correspondiente al Teorema de Dualidad Fuerte.

Podemos observar que en la formulacién anterior tenemos varios términos no lineales,
c;x;j y c;0;. Para eliminar dichos términos anadimos variables y restricciones adicionales
siguiente el método descrito por McCormick en [29].

S5 . . . , . .
Dado que ¢; = ), ¢jraji, Vj € B, vamos a sustituir los términos no lineales ¢;x;
S ~ . A . .
por > 0, ¢k, Vj € B, donde a;,5 € B,k = 1,...,s; son las nuevas variables que
vienen dadas por

ajr < xj, jeEBk=1,..,s,, (4.9a)
s < a, jEBEk=1,..s, (4.9)
ajr > x5 — (1 —aj), jeEBk=1,..,sj, (4.9¢)
as >0, jEBk=1,..s;. (4.9d)

A la hora de introducirlas en el modelo (4.8), podemos eliminar varias restricciones
. . . S5 A . ’ ’ . . .
intercambiando las variables x; por »_,” | a;, Vj € B. Asi, bastarfa con incluir exclusi-
vamente las siguientes restricciones

&jk: < aj, ] EB,kzl,...,Sj, (410&)
&jk 20, ] GB,kzl,...,sj. (410b)

De manera andloga, podemos linealizar los términos no lineales c;d; sustituyéndolos
por >3, ¢ixdikt,Vj € B donde las variables 0,4, 5 € B,k =1,...,8;,t =1,..., T, son las
nuevas variables que vienen dadas por

~

Sk < Ot jeEBk=1,.,5;,t=1,..T, (4.11a)
Sine < Mayy, jEBk=1,..s,t=1,..T, (4.11D)
Oine > 0y — (1 — ajp) M, jeBk=1,.,s;,t=1,.,T, (4.11c¢)
dje > 0, jEBk=1,..s;,t=1,.,T (4.11d)

(4.11e)

con M una costante que toma un valor suficientemente grande y positivo.

Por lo tanto, anadiendo las nuevas variables y restricciones, el problema (4.8)) puede
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SECCION 4.2 67
ser reformulado de la siguiente forma
5j
méx Y > ekl (4.12a)
jEB k=1
sar Yy ag =1, jeB, (4.12b)
k=1
ajr € {0,1}, jeEBk=1,...,s;, (4.12¢)
c e K, (4.12d)
1 T
= 5 2P = v+ juow, (4.12¢)
t=1
dy > 1 — Y, t=1,.,T, (4.12f)
Y = ert( ajk) + ert:vj - Z chkdjk, t=1,...,7, (4.12g)
jEB k=1 jER jEB k=1
T
> " pr > o, (4.121)
t=1
DDty w <L, (4.12i)
JEB k=1 JER
dy > 0, t=1,.,T, (4.12j)
z; >0, jER, (4.12k)
ajr < aji, jeEBk=1,.,s;, (4.121)
ar > 0, jeBk=1,..,s;, (4.12m)
neR, (4.12n)
T Sj
v— Z(Tjt5t - Z Cikljke) > 0, j€B, (4.12n)
t=1 k=1
T
v— Y b >0, jER, (4.120)
t=1
T
-> =1 (4.12p)
t=1
M= —%, t=1,...,7, (4.12q)
Ve + 0 + pw = 0, t=1,...7, (4.12r)
7 <0, t=1,...7, (4.12s)
w <0, (4.12t)
v >0, (4.12u)

67



68 CAPITULO 4

~

Okt < Oy, JeEB k=1, .,s;,t=1,..T,
8jkt§Majk, jeEB k=1, .,s;,t=1,..T,
Ojne > 0 — (1 — ajp) M, JEBk=1,.,s;,t=1,..T,
dje > 0, jEB k=1, s,t=1..T

22 formulacién:

Esta formulacion se basa en expresar el problema del inversor a partir de las variables
A~ . . S A
ajk, antes del obtener su dual. Realizando el cambio ¢;z; = >, ¢ra;x €l problema

1’ se expresa de la forma

1 Z
max 7 — E E Pedy
t=1

s.a:dy > n—y, t=1,..T,
Sj sj

yt:Z"’ﬁ< dfk)+zrjt$j_zzcjkdjk, t=1,..,T,
jeB k=1 JER JEB k=1

T
Z Pyt Z Mo,
t=1

5j
ZZ%k-FZ% <1,

JEB k=1 jER

dy > 0, t=1,..,T,
z; > 0, j € R,
ajr < aji, jEBk=1,..,sj,
ajr > 0, jeBk=1,..sj,
n € R.

Ahora podemos calcular su dual, obteniendo el siguiente problema

5
min v + pow + E E ;10 jik

JEB k=1
T T
s.a V—ertét—i—chkét—I—ajk > 0, jeEBk=1,.,s;j,
=1 =1
T
V—ert(StZO, J € R,
=1

T
- Z% =1,
t=1
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Dt

"z t=1,..T, (4.14¢)
'Yt+5t +ptw:0, t= 1,...,T, (414f)
v <0, t=1,..,T, (4.14¢)
w <0, (4.14h)
>0 (4.14i)
i >0, jeBk=1,..s (4.14j)

Por el Teorema de Dualidad Fuerte obtenemos que

Zptdt = V+,u0w+ZZa]kajk, (4.15)

JEB k=1

Siguiendo un proceso analogo al realizado en la 1# formulacion, eliminamos los términos
no lineales a;jz0;; mediante el uso de las variables . Asi, la 2% formulacién para el

problema (4.6)) es

méx Y Z m (4.16a)

jEB k=1
s.a: Zajk =1, jE€B, (4.16b)

k=1

ajr € {0,1}, je€Bk=1,..,s; (416c)

c e K, (4.16d)

U—BZPtdt—V+M0W+ZZUJk, (4.16¢)

JjEB k=1
dy 21—y, t=1,..,T, (4.16f)
v =y Zajk )+ D> — Zchka]k, t=1,.,T, (4.16g)
JjeB k= JER jEB k=1

> b > o, (4.16h)

22 aut) m<l, (4.161)

jEB k=1 jER

dy > 0, t=1,...,T, (4.16)
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z; >0, JjER, (4.16k)
ar < aj, JEBk=1,..s;, (4.161)
ar > 0, JEBk=1,..s;, (4.16m)
neR, (4.16n)

T T
v—> b+ Y by + o >0, jEBk=1,.,s, (4160
t;l t=1
V= ert(st > 0, JjER, (4.160)
72:—1
- =1, (4.16p)
t=1
M= —%, t=1,...,T, (4.16q)
Ve + 0t + piw = 0, t=1,..,T, (4.16r1)
% <0, t=1,..T, (4.165)
w <0, (4.16t)
v >0, (4.16u)
Ok < Ok, jeEBk=1,..s;, (4.16v)
G < Mayy, jeEBk=1,.,s,t=1..T,  (416w)
Ok > 0ji — (1 — aji) M, JEBk=1,..s;, (4.16x)
o > 0, JEBk=1,..,sj, (4.16y)
ok > 0, jJEBk=1,..s,. (4.162)

Tanto la 1% como la 22 formulacién requieren determinar un valor valido para el

constante M. El valor de esta constante condicionara el rendimiento del modelo.

Teorema 4.2.1. Dado c, el conjunto de los valores de los costes de transaccion uni-
tarios, denotamos por B(c) al conjunto de todas las submatrices de rango mdximo de
la matriz que representa las restricciones del problema en su forma estdndar.
Sea B®(c) el conjunto de todas las matrices resultantes al remplazar en cada matriz
de B(c) una columna por el vector de los términos independientes de cada una de las

restricciones de . Sean

A(c) = min{|det(A)| : A € B(c)}, (4.17a)
A®(c) = min{|det(A)| : A € B%(c)}, (4.17Db)
entonces,
_ A%
UBs = max A (4.18)

es una cota superior vdlida para M en .
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Demostracion. En primer lugar, fijados los costes ¢, observamos que por la restricciones
(@.12w)) y (4.12x]) tenemos que

Maj, > 0; — (1 — aji) M, jeB k=1 .,s;,t=1,..T.
Por tanto, siaj, = 1,5 € B,k =1,...,s;,
M > 6, jeEBk=1,.,s,t=1,..,T.
Por el contrario, si a;, = 0,7 € B,k =1,...,s;, también observamos que
0>0— M= M > 0, jeEBk=1,..,s,t=1,..T.
Bastard entonces tomar como U Bs cualquier cota superior de max;—; 7 9;.

Nos centramos en el problema dual del inversor , por la restriccion tene-
mos que d; > 0, pues v, w <0y p, >0, cont=1,..7T. Ademas, dado que la funciéon
objetivo representa el valor en riesgo condicional sabemos que v + pgw esta acotado Vw
y para cualquier conjunto de costes c. Concretamente,

Tmin — Cmax S v+ How S T'mazx,

donde 1,3, = mfﬂj:L...,n,t:l,...,T Tjty "max = méXj:l,‘..,n,tzl,...,T Tt Y Cmaz = méxj:l,...,n,k:l,..‘,Sj Cjk-
Dado que la funcién objetivo estd acotada, la solucion se alcanza en un punto extremo

de la region factible. Los puntos extremos son las soluciones de los sistemas de ecuacio-

nes de dimensién completa cogidos de la matriz de restricciones de en su forma
estdndar. Aplicando la regla de Cramer, en los puntos extremos tenemos que

5, < AAS((CC)), t=1,..T.
Si ahora tenemos en cuenta todos los posibles valores del conjunto de costes c,
0y Smgix AAS((CC;, t=1,...,T.
Por lo tanto,
s o S g = U

]

Corolario 4.2.2. Sea UBs la cota obtenida por el teorema anterior para el caso en
el que B(c) es conjunto de todas las submatrices de rango mdximo de la matriz que
representa las restricciones del problema Y sea

AS
LB, = min — (€) (4.19)

entonces,
UB, = max{T (" maz — Cmin)UBs — LB,,0}, (4.20)

es una cota superior vdlida para M en .
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72 CAPITULO 4

Demostracion. De forma andloga al caso anterior, tenemos que M > max;—; 7 9.

Centrandonos en el problema (4.14), dado que estamos minimizando v + pow +
ZJEB S ajx0k, la variables 0,7 € B,k = 1,..., s; tomaran en el éptimo el menor
valor posible. De esta forma

__Jo siv 4+ 3y (e — )0 > 0,
I v+ 30 (1 — )0, en otro caso.

Siv+ Zthl(Cjk — ;)0 < 0, entonces Zthl(Cjk —7,) < 0 pues v > 0y por lo tanto,
ST (rj— 1) > 0. Asi,

Ok S l’néX{O, —LBV + T(Tma:c — Cm,m)UBg} = UBo--

4.3. El problema de cartera de valores binivel:
inversor-lider intermediario-seguidor

Analizamos ahora la situacion inversa a la analizada en la seccién anterior. En este
caso, el inversor eligird primero una cartera y seguidamente el intermediario fijara los
costes de transaccion.

Esta situacién no es comun en la realidad, pero es interesante analizarla desde el
punto de vista tedrico.

Utilizamos, de nuevo, el valor en riesgo condicional para cuantificar el riesgo. El
problema para el inversor consiste en seleccionar una cartera sabiendo que una vez
seleccionada el intermediario maximizard sus beneficios fijando los costes de transaccion.
El problema puede modelarse como

T
1
maxn — — Zptdt, (4.21a)
b=
s.a: dy > n— 1y, t=1,....T, (4.21b)
Yp = ertxj - Zc,-:vi, t=1,..,T, (4.21c¢)
j:l i€eB
T
Zptyt 2 o, (4.21d)
t=1
d; >0, t=1,..T (4.21e)
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neR, (4.21f)
> a1, (4.21g)
j=1
z; >0, j=1,..n, (4.21h)
¢ € arg max chasj (4.211)
jeB
sar ¢ = chkajk, JjE B, (4.21j)
k=1
D ap =1, j € B, (4.21Kk)
k=1
aje € {0,1}, jE€EBk=1,..,sj (4.211)
ce K (4.21m)

Este problema puede ser simplificado en el caso en el que no se incluya la restriccién
(4.21m]), pues en ese caso, para una cartera x dada, tenemos que

Z cjxy < Z cfx; (4.22)
jeB jeB
donde ¢; = maxg_1,.s, ¢jt,¥j € B.Y dado que ¢ es una solucién factible de (4.2)), es

j
también una solucion éptima.

De esta forma, si eliminamos la restriccién (4.21ml) en el problema (4.21)), podemos
obtener la siguiente formulacion equivalente

T
1
maxn — — Zptdt, (4.23a)
b=
s.a:dy > 11—y, t=1,...T, (4.23b)
Yy = ertxj —Zc;rxj, t=1,..,T, (4.23c)
j=1 jeB
T
Zptyt 2 o, (4.23d)
t=1
d, >0, t=1,..T, (4.23¢)
nER, (4.23f)
Su<t, (1239
j=1
2 >0, j=1,..n (4.23h)

Obtenemos asi, una formulacién de programacién lineal entera mixta de un solo nivel.
En el caso que la restriccién (4.21ml) no sea eliminada, no puede obtenerse una formu-
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laciéon de programacion lineal entera mixta de un solo nivel. Para resolver [4.21] en este

caso mas general, utilizaremos el siguiente algoritmo iterativo:

Inicializacion:

» Elegir una solucién factible (x°,y%, ng, d°, °) de (4.21]). Denotar

X’ = (3 70, d°)  fijar X' = 1y Mf = co.

Iteracion: 7 =1,2,...

= Resolver el problema del intermediario para x”~!. Denotar la solucién éptima

por c’.

= Resolver la formulacion incompleta:

1 T
maxn — — Zptdt7
b=

s dy >n— 1y,

n

Yt = ZTjtl’j — A

J=1

T
> b > o,
t=1

dtz()?
n€R,

n

> w <,
j=1
'Ij Z Oa

A> Zcéwj,

jeB

t=1,
t=1,.
t=1,.
J=1
1 =1,

vy M,

ey T

(4.24a)
(4.24D)

(4.24c)

(4.24d)

(4.24¢)
(4.24f)

(4.24g)

(4.24h)
(4.241)

Denotar por (x7, A7) a la solucién 6ptima, donde x™ = (x7,y",n",d") y por

MF = Mg(x") al valor 6ptimo de la funcién objetivo.

e Si (X', A1) es factible en la formulacién incompleta (4.24)7, entonces
(X", ¢™) son las soluciones éptimas de 1} y Mj el valor éptimo de la

funcién objetivo. FIN.

e Si (X" ', A1) no es factible en (4.24)7, entonces seguir con la iteracién

T=7+ 1.

Algoritmo 1: Problema inversor-lider intermediario-seguidor

Este algoritmo presenta similitudes con el algoritmo de Benders, que utiliza pro-
cedimientos de particién para resolver problemas de variables mixtas (ver [4]). Para
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justificar la validez del algoritmo utilizamos el siguiente teorema.

Teorema 4.3.1. Denotemos por £ al conjunto de los costes ¢ € K que son soluciones
factibles del problema del intermediario. Cada uno de estos costes serdn denotados por

Cint- St definimos \ = ZjeB p;x; entonces, el problema es equivalente a

T
1
maxn — — pedy, 4.25a
e (120
s.a:dy >n— 1y, t=1,...T, (4.25b)
ye= Y Tati— A, t=1,..,T, (4.25¢)
> " peye > peo, (4.25d)
t=1
d; >0, t=1,...T, (4.25¢)
n € R, (4.25f)
> <l (4.25¢)
j=1
x; >0, j=1..n, (4.25h)
A Z Zcintxja Cint € Q (4251)
jeB

Demostracion. En primer lugar, dado que el problema (4.21)) es un problema de ma-
ximizacién, las variables d;,t = 1,...,T, tomaran en el 6ptimo el minimo valor posible.
Este valor viene dado por las restricciones (4.21b)) y (4.21¢]) y serd d; = max{0,n —y;}.
Si ahora denotamos k, =, % >0,donde T = {t =1,....,n:n—y, > 0}, la funcién
objetivo de puede reescribirse como

T T
. 1 . 1 .
mixn = 5> pd, = iy~ 5> pmix{0.1 - 1)
t=1 t=1

= méx7 — %Zpt(n — )

teT
= maxnmn 1——2]?15 521% ZT’jtlL’j—Zijj)
teT’ teT  j=1 jeB
= maxn(l — Zpt Z%t% Zpt Zcﬂy
B teT  j=1 6 teT’  jeB
= maxn(l — 5 Zpt Zr]txj — Cy .
teT’ Jj=1
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76 CAPITULO 4

Por tanto, dado que ¢, > 1y A > 0, en el problema de maximizacion A serd minimizado.

Ahora, fijada una cartera de valores x, denotamos por \ el valor ptimo del problema,

seguidor en (4.21)), es decir
A = méx Z CiT;

jEB
S5
S.a: Cj = ZCjkCij, j € Bv

k=1

8j

Za'jk = 1a .] € B)

k=1

aj, € {0,1}, jeB k=1, ..,sj,

ceK,

o equivalentemente,
A = méx{ g Cint,jTj * Cint € 2}
jeB
Dado que A esta siendo minimizado, podemos sustituir el problema seguidor por las
restricciones
A 2 E Cint,j Ty, Cint € Q?
jEB

obteniéndose asi el problema equivalente (4.25)). O

Si el conjunto de puntos en € fuera explicitamente conocido, el problema seria
una formulacién de programacion lineal entera mixta para el caso general de (4.21]). Sin
embargo, los puntos del conjunto suelen ser dificiles de enumerar. Por ello, la idea del
algoritmo es partir de la formulacion (4.25) pero con una unica restricciéon para A,
basada en un punto inicial, e ir anadiendo una nueva desigualdad, procedente de un
nuevo punto, en cada nueva iteracion del algoritmo.

Teorema 4.3.2. El algoritmo termina en un numero finito de pasos proporcionando

una solucion dptima del problema .

Demostracion. Comenzamos demostrando la finitud del algoritmo. Dado que nimero
de soluciones factibles del problema del intermediario es finito, se tiene que el nimero de
cortes A > > jeB cﬁxj, que pueden ser anadidos a la formulacién es también finito.
Por tanto, existird una iteracién 7 en la que se anadird un corte repetido. Entonces
x7 1 serd factible en el problema (4.24)7, pues (4.24)7 serd igual a (4.24)7!, como
consecuencia el algoritmo termina. Por lo tanto, el algoritmo termina en un nimero
finito de pasos.

Pasamos a verificar que la solucién obtenida es la solucién éptima de (4.21)). Deno-
tamos por M} al valor éptimo de la funcién objetivo de (4.21), que también es el valor
6ptimo de (4.25)) por el teorema anterior.
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En primer lugar, dado que (4.24)" es idéntico a (4.24)"~" excepto por una restriccién
adicional, tenemos que Mé < MZ{l, 7 =2,...,7. De hecho, como hemos fijado MY = oo

tenemos que Mj < Mg, 7 =1,...,7. Entonces, en el caso que (x™ ', A""") cumpla el
criterio de parada, es decir, en el caso que sea factible en T, también sera una
solucién éptima de T, ya que M < Mg_l, por lo que Mj = Mg_l. Es importante
destacar que (x", \%) nunca puede verificar el criterio de parada, ya que A’ < 0 y por
tanto Ms(x') = M é nunca tomara el valor oo, como es légico.

En segundo lugar, tenemos que Mj < M] siempre se cumple, ya que el poliedro que
describe la region factible de estd incluido en el que define la region factible de
T. Entonces, si (x™ 1, ¢7) es factible en 1) tenemos que Mz = Mj y serd una
solucién éptima. Por lo tanto, solo falta probar que (x" !, ¢") es factible en (4.21]).

Para comprobar la factibilidad solo hace falta verificar que (™!, ¢7) verifica todas
las restricciones de (4.21]). Es claro que cumple las restricciones (£.21D)), (4.21€]),(4.21g) v
(4.21h)) ya que estén incluidas en el problema T. Obviamente, (™1, ¢") cumple las
restricciones del problema del intermediario pues ¢’ se ha calculado resolviendo
dicho problema para la cartera 7. Por iltimo, falta verificar que se cumple la restric-
cién m Como ¢™ € argméx ), pc;x} ! se tiene que > ien CiT; 1> > e GT] !
para cualquier ¢ verificando las restrlccnones del problema del intermedario. Por lo tan—
to, dado que A toma el menor valor posible, Como ya se vio en la demostracion del
teorema anterior, tenemos que X" =Y., clal 'y la restriccién se cumple. []

]EB]J

4.4. El problema de cartera de valores binivel:
bienestar social

Consideramos, en ultimo lugar, el problema en el que ninguna de las partes tiene
una posicion jerarquica sobre la otra. En este apartado, supondremos que ambas partes
cooperan, compartiendo riesgos y beneficios y disenando una estrategia conjunta con
el objetivo de mejorar sus soluciones. Asi, el inversor y el intermediario trabajan jun-
tos para mejorar el bienestar social de la sociedad. La aplicaciéon real de este modelo
cooperativo es dificil en un mercado real competitivo, pero su analisis teérico puede
proporcionar resultados interesantes.

El problema cooperativo consistira en maximizar un suma ponderada de las funcio-
nes objetivos de las partes implicadas, es decir,

T
méXCZ cjxj+ (1 — - % Z (4.26)

jEB

con 0 < ¢ < 1. La region factible vendra delimitada por las restricciones de los proble-
mas de ambas partes. El pardmetro de ponderacion ( sera la tasa que indica a cuantas
unidades de una de las funciones objetivos puede renunciar una de las partes implica-
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78 CAPITULO 4

das, a cambio de las mismas unidades de la otra funcién objetivo, manteniendo asi, el
mismo valor global.

De esta forma, una formulacion para el problema de bienestar social es

s T
méx (Y > el + (1= () (n - % > pidy) (4.27a)
t=1

jEB k=1

sar Yy ag =1, jeB, (4.27b)
ajr € {0,1}, jeBk=1,..s;, (4.27c)
peP, (4.27d)
dt Zn_yta t= 1,...,T, (4278)
Yy = ZTﬁ Zaak + Zrﬁx] - chﬂf&jk’ t=1,..,7, (4.27f)

jeB k= JER jEB k=1

Zptyt 2 Ho, (4.27g)
d; > 0, t=1,..,7, (4.27h)
DY au+ )z <1, (4.271)
jEB k=1 jER
xj; >0, jE R, (4.27))
&jk: < aj, j € B k=1, ey S, (4271{)
&jk > 0, j S B, k= ]., ey Sy (4271)

Vamos a considerar el caso ( = %, es decir, la media aritmética de las funciones

objetivos. En este caso, en el problema 1} podemos sustituir CZjGB 227:1 CjkQjk +
(1=0n— % 23:1 pedy) por ZjGB Do Gk + (1 = % 23:1 pedy) pues

maXCZZCgkam—i—l C ﬁ——ZPtdt I—max ch]kajk+ W——Zptdt

JEB k=1 JjEB k=1

La siguiente proposicién nos garantiza que para ¢ = 2 el problema de bienestar social

2
es beneficioso para ambas partes.

Proposicion 4.4.1. Para el caso ( = 2, una solucion optima del problema
proporciona un valor de la funcion objetivo mayor o igual que la suma de los valores
optimos de cada una de las partes en el mismo problema binivel, independientemente
de la relacion de jerarquia.

Demostracion. Basta observar que cualquier soluciéon factible de (4.6) y (4.21)) es tam-
bién factible en (4.27)). Esto es debido a que la region factible de (4.27)) incluye las de

(4.6) v (4.21]), ya que todas las restricciones de (4.27)) aparecen en ambos problemas. []
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Podemos utilizar un algoritmo similar al algoritmo de Benders para tener una forma
alternativa de resolver el problema (4.27)). Para ello, necesitamos obtener una descom-
posicién de Benders para el problema (4.27)).

Para aplicar la descomposicion de Benders reformulamos el problema (4.27]) como

JEB k=1
5j
s.a: Z ajr = 1,
k=1
Ak € {07 1}7
peP,
55
Yt = Z rie( ) ) + Z Tjtx;
je€B k=1 JER

T
Zptyt = o,
t=1

S ap+d w4 <,

jEB k=1 jJER
-Tj 2 07

ajr < aj,

ajr > 0,

donde

T
) 1
q(y) = mdx n — 3 Zptdt,
t=1

de > — Yy,
dtzoa

Calculando el dual de ¢(y) obtenemos el siguiente problema

T
q(y) = min Y~y
t=1

s.a: Y = b

ﬁ )
T

—Z%:L

t=1
Yt S 07

79

J € R,

jE B,k’: 1,...78j7
jE B,]{I: 1,...,Sj.

(4.284a)

(4.28D)

(4.28¢)
(4.28d)

(4.28¢)

(4.29a)

(4.29b)

(4.29¢)

(4.29d)
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Por un razonamiento andlogo al utilizado para obtener la formulacién (4.25) tenemos

que (4.29) es equivalente a

q(y) = méxq (4.30a)
T

s.a: q< Z —Y" Y,y € Q. (4.30b)
=1

donde € es el conjunto de soluciones que son un punto extremo de la region factible de
(T.29).

Como consecuencia, el problema (4.27)) es equivalente a

max Z Z Ciklk + q (4.31a)

JEB k=1
sar Yy ag =1, jeB, (4.31b)
k=1
a;, € {0,1}, jE€EBk=1,..5;, (43lc)
p EP, (4.31d)
Yg = ert(zdjk) +ert$j _chjk’djka = 17"'aT7 (4318)
jEB k=1 JER jE€EB k=1
T
> b > o, (4.31f)
t=1
S et Y < (431¢)
JEB k=1 JER
z; >0, jE€R, (4.31h)
ajr, < Qj, jeEBk=1,..s;, (4.31i)
ajr > 0, jeBk=1,..s;. (4.31j)
T
<Y =V €Q (4.31k)
t=1

El algoritmo de Benders para el problema (4.31)) es

Inicializacién:
» Elegir una solucién factible 3° del problema (4.31)) y resolver, para dicha

solucién, el problema (4.29)). Sea 7° esa solucién éptima de (4.29) y q(3°) el
valor 6ptimo. Tomar T = {7°} e ir a la iteracién 7 = 1.
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Iteracion: 7 =1,2,...
= Resolver el problema (4.31)) sustituyendo 2 por Y. Sea (y*, ¢*) la solucién
optima de dicho problema.
e SiT=1yq(y’)=q¢" FIN.
e SiT>1yq(y*)=q" FIN.

e En otro caso, resolver el problema (4.29)) para y = y*. Denotar por v*
a la solucién 6ptima de dicho problema. Tomar 47 =~*, T =T U {77},
e ir a la iteraciéon 7 =7 + 1.

Algoritmo 2: Problema bienestar social
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Capitulo 5

Simulaciones computacionales

En este capitulo realizaremos varias simulaciones computacionales para algunos de
los modelos presentados en los capitulos anteriores.

A la hora de formular los distintos modelos contemplados, hemos considerado que
los datos necesarios eran conocidos. Abordamos ahora como obtener dichos datos, que
no son otros que los diferentes valores de las tasas de retorno de cada uno de los activos
en el periodo considerada. Estos datos daran lugar a los distintos escenarios posibles.
El proceso de obtencion de estos datos recibe el nombre de generacion de escenarios y
puede llevarse a cabo mediante varias técnicas. La utilizacion de una técnica adecuada
es esencial, pues datos de mala calidad daran lugar a simulaciones que arrojardan malos
resultados.

Una de los métodos mas utilizadas para la generacién de escenarios en un problema
de cartera de valores es el método de datos historicos. Este método es ampliamente
utilizado debido a su simplicidad. Se basa en la premisa de que los datos historicos
pueden representar posibles escenarios futuros. Cada escenario se corresponde con una
realizacion de la variable aleatoria de los rendimientos de los activos observados en un
periodo de tiempo pasado, como un dia o una semana. En este enfoque, se considera
que los escenarios son igualmente probables y no se requiere hacer suposiciones sobre
la distribucién de los rendimientos, es decir, es un método no paramétrico. Se pueden
obtener resultados significativos con un nimero relativamente pequeno de escenarios,
alrededor de cientos de escenarios, aunque un nimero mayor de escenarios siempre es
preferible. Esto significa que si se elige la semana como unidad de tiempo, utilizar los
datos histéricos de los 2 anos anteriores (104 semanas) puede dar lugar a resultados de
buena calidad. Es importante tener en cuenta que los escenarios futuros pueden diferir
significativamente de los observados en el pasado, siendo este el principal defecto de
este método [12].

Aunque existen técnicas alternativas para la generacién de escenarios, como las
basadas en métodos de remuestreo como el “Bootstrapping” o en métodos de simulacion
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Monte Carlo (ver [5,[10]), utilizaremos el método de datos histéricos por su buena
relacion calidad-simplicidad .

La simulaciones se han realizado para los activos que componen el indice bursatil
de referencia de la bolsa espanola, el IBEX 35. La lista de los activos utilizados es la

siguiente

Activo Empresa Simbolo Bursatil
1 Aena AENA
2 ACS ACS
3 Aceronix ACX
4 Amadeus AMS
5 Acciona ANA
6 BBVA BBVA
7 Bankinter BKT
8 CaixaBank CABK
9 Cellnex CLNX
10 Colonial COL
11 Endesa ELE
12 Enagés ENG
13 Fluidra FDR
14 Ferrovial FER
15 Grifols GRF
16 International Airlines IAG
17 Iberdrola IBE
18 Inditex ITX
19 Logista LOG
20 Mapfre MAP
21 Melid Hotels MEL
22 Merlin Properties MRL
23 ArcelorMittal MTS
24 Naturgy Energy Group NTGY
25 Red Eléctrica RED
26 Repsol REP
27 Banco Santander SAN
28 Banco Sabadell SAB
29 Telefénica TEF
30 Unicaja Banco UNI

Tabla 5.1: Componentes del IBEX 35 utilizadas

Para la resolucion de los modelos se ha utilizado el lenguaje de programacién Python
y concretamente la libreria gurobipy que permite utilizar el solver Gurobi. Se realizan
las simulaciones para el ano 2022. Para cada una de las 52 semanas del ano se resol-
veran los distintos modelos considerando que los posibles escenarios vienen dados por
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los retornos semanales de los activos en las T" = 104 semanas anteriores a la semana en
la que se construye la cartera. Asi, para cada modelo obtendremos 52 carteras distintas
que pueden interpretarse como una unica cartera que puede ser actualizada semanal-
mente durante un ano. Por lo tanto, requerimos de los datos del 2022, asi como de los
dos anos anteriores, 2021 y 2020. Estos datos han sido extraidos de Yahoo! Finance
https://finance.yahoo.com/, mediante la libreria yfinance de Python. Compararemos
los retornos de las distintas carteras con los del IBEX 35 para esa misma semana. La
cota pip se ha tomado como la media de los retornos semanales del IBEX 35 en el ano
2022, ese valor es py = —0.00076690.

Es conveniente considerar varias medidas para comparar los distintos modelos que
simulemos.

Definicién 5.0.1. Sea x un cartera de valores que puede ser actualizada periédicamente
durante el tiempo ¢ que dure la inversién. Denotamos por p!(x) al conjunto de las tasas
de retorno obtenidas por cada una de las actualizaciones de la cartera. El Ratio de
Sharpe (Sh) viene dado por

CE{u(x) — 1)
==y

donde 7 es un retorno constante, que en nuestro caso tomaremos como 0y o(u'(x))
es la desviacion estandar. El rendimiento de la cartera sera mayor mientras mayor sea
Sh. También podremos utilizar el retorno medio Rm = E{u’(x)} como medida para
evaluar el rendimiento de la cartera.

(5.1)

A lo largo de los siguientes apartados presentamos los resultados obtenidos.

5.1. Modelos sin caracteristicas reales

Comenzamos considerando varios modelos que no incluyen caracteristicas reales,
concretamente simularemos el modelo de Markowitz (1.6 y el modelo Valor en Riesgo
Condicional (CVaR) (2.24). Comenzamos con el modelo de Markowitz.

En la Figura [5.1] se representan las tasas de retorno obtenidas para cada una de
las carteras de valores calculadas, junto con los retornos semanales del IBEX 35. Como
podemos observar, en general, el modelo de Markowitz consigue reducir las pérdidas
en las semanas donde el IBEX 35 presenta las peores tasas de retorno. Esto puede
visualizarse en la semana 22 y especialmente en la semana 8, donde el modelo reduce
a 1/3 las pérdidas obtenidas por el IBEX 35. Por el contrario, el modelo de Markowitz
presenta peores resultados que el IBEX 35 en semanas donde el IBEX 35 obtiene grandes
retornos, como pude verse en las semanas 9, 20, 31 o 51. Sin embargo, hay algunas
excepciones entre las que destaca la semana 42 donde el modelo de Markowitz consigue
mejorar en un 50 % los resultados del IBEX 35.

85



36 CAPITULO 5

Resultados Modelo de Markowitz

0.075 A — lbex35

—— Markowitz

0.050 4

0.025 A

0.000 +

Retorno Semanal

—0.025 4

—0.050 1

—0.075 4

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51
Semana

Figura 5.1: Resultados Modelo de Markowitz

Para el modelo de Markowitz puede construirse la frontera retorno/riesgo que
se describié en el primer capitulo. Para ello, basta con seleccionar una semana al azar
y resolver el modelo para distintos valores de g, intercambiando la desigualdad
por una igualdad. Se obtienen asi, un conjunto de carteras que permiten construir la
frontera retorno/riesgo. En la Figura [5.2| podemos ver los resultados obtenidos. Se han
incluido adicionalmente los puntos correspondientes a cada uno de los activos y se ha
destacado la cartera de riesgo minimo.

Frontera Retorno/Riesgo Semana 30

® Activos
0.01004 Frontera Eficiente
0.0075 -
o
©
© 0.0050 4
[
o
g Cart
artera
g 0.0025 1 de riesgo
2 minimo
&
0.0000 -
—0.0025 -
—0.0050 -
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
Riesgo

Figura 5.2: Frontera retorno riesgo

Como ya se comenté al inicio de este capitulo, el nimero de escenarios suficiente
para obtener buenos resultados mediante el método de los datos historicos es del orden
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de cientos, sin embargo, siempre es preferible un niimero mayor de escenarios. Por ello,
es conveniente estudiar como se ven afectados los resultados ante una variacién en el
nimero 7' de escenarios utilizados. En la Figura [5.3| pueden observarse los resultados
obtenidos para los casos T = 104, 156, 204, es decir, utilizando 2, 3 y 4 anos respecti-
vamente. Como puede comprobarse los resultados obtenidos son muy similares, siendo
practicamente idénticos en los casos T = 156, 204.

Resultados Modelo de Markowitz

0.08 4

0.06

0.04

0.02 -

0.00 -

Retorno Semanal

—0.02 A

—0.04

—0.06 -

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51
Semana

Figura 5.3: Resultados Modelo de Markowitz distintos T

Pasamos ahora a analizar los resultados obtenidos para el modelo basado en el Valor
en Riesgo Condicional . Tomamos § = 0.05 y de nuevo, representamos las tasas
de retorno obtenidas para cada una de las carteras de valores calculadas, junto con los
retornos semanales del IBEX 35. En la Figura puede observarse que se consigue, al
igual que para el modelo de Markowitz, disminuir las pérdidas en las semanas donde
el IBEX 35 sufre caidas acusadas, en detrimento de las ganancias obtenidadas para las
semanas donde el IBEX 35 obtiene grandes retornos. Esto puede ejemplificarse en las
semanas 8 y 22 para las pérdidas y en las semanas 9 y 20 para las ganancias. Cabe
destacar la semana 42, donde el modelo mejora los resultados del indice, obteniéndose
el maximo retorno de la serie.

Podemos comparar los resultados obtenidos para distintos valores de S. Como ya
se comenté en el capitulo 2, M(-) = Bh’m+M,3(-) y Mi(x) = p(x). Por lo general,
—0

cuanto menor sea 3, mayor es la aversion al riesgo. En la Figura [5.5|se representan los
resultados obtenidos para § = 0.05,0.50,0.95. Como puede observarse, la volatilidad
de los retornos obtenidos, aumenta a medida que aumenta el valor 3. Asi, el riesgo es
mayor para valores de 8 més elevados.

Al igual que se realizé para el modelo de Markowitz, comparamos los resultados
obtenidos variando el nimero de escenarios utilizados. Lo hacemos tanto para § = 0.05
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Resultados Modelo Valor en Riesgo Condicional

0.06

0.04

0.02

0.00 -
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Retorno Semanal
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—0.06

—0.08 -

— lbex35
—— CVaR =0.05
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Semana

Figura 5.4: Resultados Modelo CVaR

como para f = 0.95. Los valores utilizados para el numero de escenarios son T =
104,156, 204. Los resultados pueden visualizarse en las Figuras [5.6] y

Dada la aparente similitud entre los resultados obtenidos para el modelo de Mar-
kowitz y el modelo CVaR para [ = 0.05. Representamos ambos modelos en el mismo
grafico para facilitar su comparacién. Como puede observarse en la Figura los re-
sultados obtenidos para ambos modelos son muy similares. Esto significa que ambos
modelos construyen carteras parecidas a pesar de tener formulaciones distintas.

Por 1ltimo, podemos comparar los rendimientos de todos los modelos simulados
mediante los valores obtenidos para el Ratio de Sharpe ({5.1)) y el retorno medio. Estos
datos se encuentran recogidos en la Tabla (}5.2)).

Modelo Sh-10% | Rm - 103
Markowitz, T = 104 0.474 0.107
Markowitz, T = 156 2.661 0.622
Markowitz, T = 208 2.860 0.661

CVaR g =0.05,T =104 | -7.650 -1.693
CVaR =0.05,T =156 | -2.745 -0.613
CVaR g =0.05,T =208 | 0.624 0.141
CVaR g =0.50,7 =104 | -1.733 -0.396
CVaR =0.95T =104 | -18.651 | -7.354
CVaR 8 =0.95,T =156 | -15.640 | -5.699
CVaR 8 =0.95T =208 | -8.354 -3.287

IBEX 35 -2.986 -0.767

Tabla 5.2: Valores del Ratio de Sharpe y retorno medio
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Retorno Semanal

Retorno Semanal

Resultados Modelo Valor en Riesgo Condicional
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Figura 5.5: Resultados Modelo CVaR distintos 3

Resultados Modelo Valor en Riesgo Condicional 8 = 0.05
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Figura 5.6: Resultados Modelo CVaR distintos T, g = 0.05
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Resultados Modelo Valor en Riesgo Condicional B = 0.95
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Figura 5.7: Resultados Modelo CVaR distintos T, g = 0.95

Comparacién de Modelos Markowitz-CVaR

0.000

—0.025 4

—— CVaR B=0.05
—— Markowitz

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51
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Figura 5.8: Comparacion resultados Markowitz y CVaR § = 0.05
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5.2. Modelo con caracteristicas reales

En este apartado presentamos los resultados obtenidos para el modelo basado en el
Valor en Riesgo Condicional con caracteristicas reales . Los valores predetermi-
nados para los diferentes parametros que intervienen en este modelo se recogen en la
Tabla 5.3

Parametro | S C Cuol| Co |Ksup | King | fi=fVj|ci=c|Lj=L
Valor 0.05 | 100000 | C' | 98000 | 20 10 1 0.0005 | 2500

Tabla 5.3: Pardmetros CVaR Real

A lo largo de este apartados realizaremos variaciones de estos pardametros y anali-
zaremos su influencia sobre los resultados obtenidos.

Comenzamos presentando los resultados para el caso predeterminado. En la Figura
5.9 se representan las tasas de retorno obtenidas para cada una de las carteras de va-
lores calculadas, junto con los retornos semanales del IBEX 35 y del modelo CVaR sin
caracteristicas reales. Como puede observarse, los resultados obtenidos para el modelo
CVaR con, y sin caracteristicas reales, es practicamente idéntico, excepto por una pe-
quena diferencia en el valor de los retornos debida a los costes de transaccién. Asi, el
modelo con caracteristicas reales obtiene, para todas las semanas, un retorno menor.

Resultados Modelo CVaR Real 8 =0.05

— lbex35
—— CVaR Real

0.06 -

0.04

0.02

0.00 -

—0.02

Retorno Semanal

—0.04

—0.06 -

—0.08 -

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51
Semana

Figura 5.9: Resultados Modelo CVaR Real

Las pequenas diferencias en los retornos pueden ser visualizadas con claridad en
un grafico en el que representemos el retorno acumulado. Dicha representacion se pre-
senta en la Figura [5.10] Es facil ver como ambos retornos se distancian a medida que
transcurren las semanas.
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Resultados Modelo CVaR Real 8 = 0.05

— CVaR

—— CVaR Real
0.00 -

—0.05 A

—0.10 A

Retorno Acumulado

—0.15 A

—0.20 A

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51
Semana

Figura 5.10: Comparacién retorno acumulado

Los pardametros K, v Ky determinan el nimero maximo y minimo de activos
que pueden componer la cartera de valores. Representamos los resultados obtenidos
para diferentes parejas de estos valores, concretamente tomaremos Kj,, = 5,20,30
y Kiny = 0,10,25. En la Figura podemos visualizar los resultados para el caso
£ = 0.05. Con este valor de [, el modelo tendera a construir carteras que reduzcan
el riesgo, por lo tanto, generard normalmente carteras bien diversificadas. Por ello, ha
medida que reducimos el valor Ky, los resultados presentan mayor volatilidad, ya que
limitar el niimero de activos en los que se puede invertir no permite realizar una buena
diversificacién. Por el contrario, con un valor = 0.95 el modelo tenderd a construir
carteras que maximicen el retorno esperado ya que M;(x) = p(x). Por ello, variar los
valores K, y Kins no deberia afectar en exceso a los resultados ya que para maximizar
el retorno esperado la diversificacién no es especialmente relevante. Esto concuerda con
los resultados obtenidos, que pueden visualizarse en la Figura [5.12]

Siguiendo con la variacién de los distintos parametros, realizamos simulaciones para
distintos valores de los costes de transaccion unitarios ¢;, j = 1, ..., 30. En primer lugar,
comentar que todos los costes de transaccién se han seleccionado idénticos, pues es lo
mas comun entre la mayoria de brokers. Concretamente, hemos tomado ¢ = 0.0005 que
es equivalente a cobrar una comisién del 0,05 % del capital invertido en cada activo.
Realizamos simulaciones para ¢ = 0.0005,0.005 y ademas, fijamos L = 1. El parametro
L determina la cantidad minima que ha de ser comprada de un activo que ha sido
seleccionado en la cartera. Disminuir L de 2500 a 1 aumenta el nimero de carteras
factibles, mientras que aumentar los costes reduce significamente la regién factible de
nuestro problema pudiendo ser incluso vacia. Por ello, disminuir L ayuda a atenuar la
reduccién del tamano de la region factible provocada por c.

En la Figura [5.13] se presentan las tasas de retorno obtenidas para los distintos
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Resultados Modelo CVaR Real 8 = 0.05

0.06 -

0.04 -

0.02

0.00

Retorno Semanal

—0.02

—0.04

— Kinr =10, Ksup = 20
— Kinr=0,Ksyp=5
—— Kinr=25, Ksup = 30

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51

Semana

Figura 5.11: Resultados modelo CVaR Real distintos valores Ky, v Kiny

valores de c¢. Como era de esperar, el aumento de los costes conlleva una reduccién

significativa de los retornos obtenidos.

Por 1ltimo, podemos comparar los rendimientos de todos los modelos simulados en
este apartado. Utilizamos el Ratio de Sharpe y el retorno medio. Los valores obtenidos

se encuentran recogidos en la Tabla (5.4]).

Modelo CVaR Real

Sh -10? | Rm -10°

B=0.05, Kiny = 0, Ksup = 5, ¢; = 0.0005, L; = 2500

-14.153 | -3.120

B =0.05, Kiny = 10, Ky, = 20, ¢; = 0.0005, L; = 2500

-10.628 | -2.276

B =0.05, Kins = 25, Kuup = 30, ¢; = 0.0005, L; = 2500

-10.499 | -2.235

B=0.95, Kiny = 0, Ksup = 5,¢; = 0.0005, L; = 2500 | -20.027 | -7.895
B=0.95 Kys = 10, Ky = 20, ¢; = 0.0005, L; = 2500 | -19.295 | -7.386
B=0.95, Kiny = 25, Kyup = 30, ¢; = 0.0005, L; = 2500 | -17.004 | -6.131

B =005, Kins = 10, Ky = 20,¢; = 0.0005, L; = 1 | -11.762 | -2.531

6 =0.05 K;,; =10, Ky, = 20,¢; = 0.005, L; =1
f P J J

-34.995 | -8.821

Tabla 5.4: Valores del Ratio de Sharpe y retorno medio
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Retorno Semanal

Retorno Semanal
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Figura 5.12: Resultados modelo CVaR Real distintos valores Ky, v Kiny
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Figura 5.13: Resultados Modelo CVaR distintos T, § = 0.05
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5.3. Modelo basado en agrupamiento

En este apartado realizaremos varias simulaciones para el modelo basado en agru-
pamiento (3.44]).

Este modelo permite variar el tamano del conglomerado que determina los activos
que conforman la cartera éptima. El tamano del conglomerado se representa mediante el
parametro p. El modelo permite también, controlar el efecto del agrupamiento variando
el parametro \. Para A = 0 recuperamos el modelo que no es mas que el modelo
CVaR con una restriccion de cardinalidad.

Comenzamos estudiando el efecto, sobre los resultados obtenidos, de la variacion
del parametro p manteniendo fijo el pardmetro A. Realizamos simulaciones para p =
5,10,15 con A = 1. En la Figura [5.14] se representan las tasas de retorno obtenidas
para cada una de las carteras de valores calculadas, junto con los retornos semanales
del IBEX 35. Como puede observarse, los mejores resultados se obtienen para p = 5,
seguido de p = 15 y p = 10. Destaca la semana 8, donde aunque el IBEX 35 presente el
menor retorno de la serie, el modelo de agrupamiento consigue reducir, practicamente
en su totalidad, las pérdidas obtenidas.

Resultados Modelo Agrupamiento A = 1

IBEX 35
p=5

0.075 A

0.050 -

0.025 -

0.000

Retorno Semanal

—0.025 4
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—0.075 1

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51
Semana

Figura 5.14: Resultados modelo agrupamiento distintos valores p

Para tener una visién mas clara de las diferencias entre los resultados obtenidos
para diferentes valores de p, podemos representar el retorno acumulado a lo largo de las
52 semanas del ano. Dicha representacion puede visualizarse en la Figura Cabe
destacar el caso p = 5, que mejora significativamente el rendimiento del indice. De
hecho, este modelo es el tinico que genera ganancias, a pesar de que el indice exhibe un
retorno claramente negativo. Esto destaca su eficacia y demuestra su capacidad para
obtener resultados positivos en condiciones adversas.
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Resultados Modelo Agrupamiento A =1
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Figura 5.15: Retorno acumulado para distintos valores p

Pasamos ahora a analizar la dependencia de los resultados obtenidos con el parame-
tro . Realizamos simulaciones para A = 0,0.5, 1 para cada uno de los valores de p con-
siderados con anterioridad. Los resultados obtenidos se presentan en las Figuras [5.16
y [5.18 Como podemos observar, a medida que aumentamos el valor p, los resulta-
dos obtenidos para los distintos A tienden a converger. Esto se debe a que la principal
virtud del agrupamiento es representar, mediante unos pocos activos, las caracteristicas
del conjunto total de las componentes del indice. Dado que el nimero de componentes
utilizadas es relativamente pequeno, concretamente 30 activos, para p = 15 el conglo-
merado contara con la mitad del total de los activos. Asi, solo 30 — p = 15 distancias
tomaran valores no nulos. Esto provoca que los valores le) y F}' sean muy similares y
por tanto, FS = )\Fé + (1 — A)F} permanecerd practicamente constante a pesar de que
A varie.

Por tltimo, podemos comparar los rendimientos de todos los modelos simulados
mediante los valores obtenidos para el Ratio de Sharpe y el retorno medio. Estos datos
se encuentran recogidos en la Tabla ({5.5]).

Medida A=0 | A=025 | A=050 [ A=0.75] A=1
Sh-10% (p=5) | -0.172 -0.095 -0.201 0.038 0.099
Rm-10° (p=1>5) |-78.523 | -42.853 | -87.871 17.063 | 34.056
Sh-10% (p=10) | -5.718 | -4.091 -7.159 -8.389 -9.750

Rm -10% (p=10) | -1.236 | -0.865 -1.514 -1.826 -2.424
Sh-10? (p=10) | -5.238 | -5.283 -5.342 -5.117 | -5.794
Rm-10% (p=10) | -1.136 | -1.146 -1.160 -1.111 | -1.309

Tabla 5.5: Valores del Ratio de Sharpe y retorno medio
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Retorno Semanal

Retorno Semanal

0.08 -

0.06 -

0.04

0.02

0.00

—0.02 A

—0.04 -

—0.06 -

Resultados Modelo Agrupamiento p=5

~ \

\ ; N
\V“ \ A A | /'\ |
WA \' \V/ Y \A\/ Y

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51
Semana

Figura 5.16: Resultados modelo agrupamiento p = 5
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Figura 5.17: Resultados modelo agrupamiento p = 10
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Retorno Semanal

Resultados Modelo Agrupamiento p =15
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Figura 5.18: Resultados modelo agrupamiento p = 15
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Conclusiones

A lo largo de este trabajo hemos modelizado el problema de optimizacién de cartera
de valores. Los distintos modelos planteados permiten adaptar el problema a las nece-
sidades y preferencias de diferentes inversores, obteniéndose carteras que se ajustan a
sus intereses.

Entre los distintos modelos, cabe destacar los buenos resultados obtenidos con el
modelo de Markowitz a pesar de su simplicidad. En cuanto al modelo de agrupamiento,
ha quedado demostrado en las simulaciones, que la fase de agrupamiento es una herra-
mienta eficaz en el proceso de determinacion de los pesos 6ptimos de los activos en la
cartera, mejorando incluso los resultados del indice. El modelo de optimizacién bi-nivel,
con costes de transaccion como variables de decisién, ha permitido tener una vision del
problema de optimizacion de cartera de valores desde el punto de vista de los brokers e
instituciones financieras, y comprender mejor las relaciones de jerarquia en el mercado
de valores.

Las simulaciones computacionales desempenan un papel crucial en la parte practica
de este trabajo, ya que permiten evaluar y comparar diferentes estrategias de seleccion
de carteras mediante la resolucién de los modelos planteados. Se ha puesto de mani-
fiesto que el método de datos historicos para generacion de escenarios, a pesar de su
simplicidad, es un método efectivo que ha arrojado resultados satisfactorios para la
selecciéon de cartera de valores.

En conclusion, este trabajo ha presentado una introduccion completa al problema
de seleccién de cartera de valores, abordando tanto su parte tedrica como practica con
simulaciones computacionales. Los modelos y las simulaciones proporcionan una base
solida para futuros estudios y aplicaciones en el campo de la gestién de inversiones.
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