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Abstract

The portfolio selection problem consists of determining the optimal combination
of financial assets to construct an investment portfolio. In this work, several linear
and integer programming models for portfolio selection are presented. Computational
simulations are performed to analyse the results obtained with these models. These
simulations contribute to a broader understanding of portfolio optimisation techniques
and their practical implications.
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Resumen

El problema de selección de carteras de valores consiste en determinar la combi-
nación óptima de activos financieros para construir una cartera de inversión. En este
trabajo se presentan varios modelos de programación lineal y entera para la selección
de carteras de valores. Se realizan simulaciones computacionales para analizar los resul-
tados obtenidos con estos modelos. Estas simulaciones contribuyen a una comprensión
más amplia de las técnicas de optimización de carteras y sus implicaciones prácticas.
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Caṕıtulo 1

Introducción

La inversión de capital se ha convertido en un dilema usual para muchas personas y
empresas, ya que puede ser una excelente manera de hacer crecer su riqueza y aumentar
su patrimonio a largo plazo, aśı como de proteger sus ahorrosl frente a fenómenos como
la inflación. Sin embargo, invertir también conlleva riesgos, especialmente si no se tienen
los conocimientos adecuados o si se toman decisiones basadas en emociones en lugar de
en análisis y estrategias apropiadas.

Uno de los mayores desaf́ıos al invertir es decidir dónde hacerlo. Hay muchas opcio-
nes diferentes disponibles, desde el mercado de valores hasta inversiones inmobiliarias,
negocios o criptodivisas. Cada opción tiene sus propias ventajas e inconvenientes, y es
importante investigar y entender los riesgos y recompensas asociados a cada una de
ellas antes de invertir.

A lo largo de este trabajo nos centraremos en la inversión en el mercado financiero.
En esta introducción definiremos los conceptos necesarios para abordar nuestro proble-
ma. La notación que usaremos aqúı y en los siguientes caṕıtulos es la utilizada en la
obra de Mansini, Ogryczak y Speranza [24]. Se trata de uno de los libros más destacados
en el ámbito de la optimización de carteras de valores.

1.1. El Mercado Financiero

El mercado financiero es un sistema que permite comprar y vender instrumentos
financieros, como acciones, bonos, derivados y divisas, entre otros. Denominaremos
activo a cada uno de esos instrumentos financieros que son traspasables.

El precio de un activo financiero se denomina cotización o precio de mercado. Dicho
valor se fija a través de la oferta y la demanda en el mercado. Es decir, el precio de un
activo financiero se determina por el equilibrio entre los compradores y vendedores que

9



10 CAPÍTULO 1

están dispuestos a comprar o vender ese activo en un momento dado. Cuando hay más
compradores que vendedores, el precio tiende a subir, y cuando hay más vendedores que
compradores, el precio tiende a bajar. Para poder evaluar el rendimiento de un activo
tenemos en cuenta como vaŕıa su cotización en un cierto intervalo de tiempo.

Definición 1.1.1. Sean qt y qt−1 las cotizaciones de un activo en los instantes de tiempo
t y t− 1, la tasa de retorno rt de dicho activo en el intervalo de tiempo comprendido
entre t− 1 y t viene dada por rt =

qt−qt−1

qt−1
.

Observación 1.1.1. Trabajamos en nuestro caso con activos cuyas cotizaciones son
positivas. En consecuencia, la tasa de retorno está acotada inferiormente por -1. No
consideramos los posibles dividendos.

(a) Cotización (b) Tasa de retorno

Figura 1.1: Datos financieros Meta Platforms, Inc. periodo 01/04/22 - 01/04/23 1

El precio de mercado de un activo puede ser muy volátil y cambiar rápidamente.
Algunos factores que pueden influir en dicho precio incluyen las noticias económicas y
poĺıticas, las decisiones de las empresas y los gobiernos, o los cambios en las tasas de
interés, entre otros. Por ejemplo, la cotización de Meta Platforms, Inc. cayó un 24.6%
el 27 de octubre de 2022, tras presentar sus resultados del tercer trimestre de 2022 y
obtener unos beneficios muy por debajo de lo esperado. Por el contrario, el 2 de febrero
de 2023 la compañ́ıa experimentó un crecimiento del 23.3% en su precio de mercado
tras anunciar un ambicioso plan de recompra de acciones de la empresa.

1.2. Cartera de Valores

El primer paso a la hora de invertir es saber con qué cantidad de dinero contamos
para realizar nuestra inversión. Dicha cantidad recibe el nombre de capital, C. El capital
podrá ser invertido en los diferentes activos que configuran el mercado financiero, ahora

1Datos extráıdos de Yahoo! Finance https://finance.yahoo.com/
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SECCIÓN 1.3 11

bien, el inversor sólo estará interesado en un conjunto espećıfico, N = {1, 2, ..., n}, de
esos activos, a los que nombraremos como activos disponibles.

Una vez definidos el capital y los activos disponibles una cartera de valores no es
más que un vector que nos indica que fracción de nuestro capital es invertido en cada
uno de los activos disponibles.

Definición 1.2.1. Sean C ∈ [0,∞) y N = {1, 2, ..., n}, respectivamente, el capital y el
conjunto de activos disponibles, diremos que el vector x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn es una
cartera de valores si

∑n
i=1 xi = 1 y xi ≥ 0 para todo i ∈ N .

Nota 1.2.1. La restricción a valores no negativos de las variables xi, denominadas
pesos, imposibilita la realización de ventas en corto. En una venta en corto el inversor
vende el activo que cree que va a bajar de precio, sin poseerlo previamente, obteniendo
aśı una posición corta o de venta en el activo. Para ello, el inversor pide prestado el
activo a un corredor o intermediario financiero y lo vende en el mercado. Si el precio
del activo cae, el inversor puede comprarlo de vuelta a un precio más bajo y devolverlo
al corredor, obteniendo aśı una ganancia. Sin embargo, si el precio del activo sube, el
inversor tendrá que comprarlo de vuelta a un precio más alto, lo que resultaŕıa en una
pérdida.

La cantidad invertida en el activo i vendrá dada por Xi = Cxi.

1.3. Optimización: Retorno y Riesgo

Nos enfrentamos al problema de encontrar la cartera de valores que nos permita
obtener el máximo rendimiento a nuestra inversión. Para ello, introduciremos los con-
ceptos de retorno esperado y riesgo asociado a una cartera de valores pero, en primer
lugar, debemos definir el conjunto donde pretendemos encontrar dicha cartera.

Definición 1.3.1. Sean C ∈ [0,∞) y N = {1, 2, ..., n}, el capital y el conjunto de
activos disponibles respectivamente, el conjunto de carteras de valores posibles,
Q, se corresponde con Q = {(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn :

∑n
i=1 xi = 1 y xi ≥ 0 ∀i ∈ N}.

Observación 1.3.1. El conjunto Q es un conjunto convexo.

A la hora evaluar el rendimiento de una cartera de valores es de vital importancia
tener en consideración la evolución temporal de su composición, ya que puede existir una
secuencia de momentos donde nuestra cartera sea reajustada. Denominaremos tiempo de
inversión al instante inicial en que es creada nuestra cartera, es decir, el instante donde
se realiza la compra de activos. Nos centraremos en el caso que no se permite el reajuste
de la cartera y en el que, por tanto, la cartera permanece invariante desde el tiempo de
inversión hasta el final del periodo considerado, instante al que nos referiremos como
tiempo objetivo. Esta estrategia recibe el nombre de comprar y mantener.

11



12 CAPÍTULO 1

Definición 1.3.2. Sean C ∈ [0,∞) y N = {1, 2, ..., n}, el capital y el conjunto de
activos disponibles respectivamente, sea x = (x1, x2, ..., xn) una cartera de valores, la
tasa de retorno rx de x = (x1, x2, ..., xn), en el intervalo de tiempo comprendido entre
t− 1 y t viene dada por rx =

∑n
i=1 rixi.

A la hora de calcular la tasa de retorno de una cartera en nuestro periodo de in-
versión nos encontramos con el problema de que no es posible conocer con exactitud la
cotización de un activo financiero en un instante futuro, en particular, en nuestro tiem-
po objetivo. Por ello, modelaremos la tasa de retorno de un activo como una variable
aleatoria, cuyo valor esperado consideraremos conocido.

Definición 1.3.3. Sean C ∈ [0,∞) y N = {1, 2, ..., n}, el capital y el conjunto de
activos disponibles respectivamente, sea x = (x1, x2, ..., xn) una cartera de valores, la
tasa de retorno medio µ de x en el intervalo de tiempo comprendido entre t− 1 y t
viene dada por

µ(x) = E{Rx} =
n∑

i=1

µixi, (1.1)

donde Rx =
∑n

i=1Rixi y Ri es la variable aleatoria asociada a la tasa de retorno del
activo i ∈ N cuyo valor esperado es µi.

Uno de los objetivos del inversor será seleccionar una cartera que le permita maxi-
mizar la tasa de retorno medio ya que esto le proporcinará mayores ganancias. Ahora
bien, ¿la tasa de retorno medio es suficiente para poder identificar que cartera es la
adecuada? Veamos un ejemplo:

Ejemplo 1.3.1. Sean x y x′ dos carteras de valores, sus tasas de retorno medio vendrán
determinadas por

P(Rx = ξ) =

{
1, si ξ = 3%

0, en otro caso
, P(Rx′ = ξ) =


1/3, si ξ = −3%

1/3, si ξ = 2%

1/3, si ξ = 10%

0, en otro caso

,

y, por tanto, µ(x) = µ(x′) = 3%. Desde el punto de vista del retorno esperado, ninguna
de las carteras es preferible a la otra. Sin embargo, a la hora de realizar una inversión
el inversor tiene otro objetivo principal, protegerla de la incertidumbre, es decir, de
la variabilidad de la tasa de retorno de dicha inversión. Esta incertidumbre es lo que
conocemos como riesgo, el riesgo de no ganar lo esperado. Por ello, aunque x y x′

presenten una tasa de retorno esperado idéntica, ningún inversor racional elegiŕıa x′ en
lugar de x, ya que la tasa de retorno medio de x se conoce con seguridad (cartera libre
de riesgo), mientras que la de x′ presenta más variabilidad y, por tanto, mayor riesgo.

Se pone de manifiesto entonces que necesitamos una manera de medir el riesgo. No
existe una única forma de cuantificar el riesgo y a lo largo de este trabajo veremos varias

12



SECCIÓN 1.3 13

funciones que cumplen este cometido. Dichas funciones reciben el nombre de medidas
de riesgo, que denotaremos usualmente por ϱ(·).

Definición 1.3.4. Sea x una cartera de valores y ϱ : Q −→ R una medida de riesgo,
el riesgo asociado a x viene dado por ϱ(x).

En este punto ya estamos en las condiciones de plantear el problema de optimización
que nos permita encontrar la cartera de valores ideal para el inversor. Dicho problema
consistirá en maximizar la tasa de retorno esperado y minimizar el riesgo asociado.

Definición 1.3.5. Sean C ∈ [0,∞), N = {1, 2, ..., n} y Q, el capital y los conjuntos de
activos disponibles y carteras de valores posibles, respectivamente. Sea ϱ(·) una medida
de riesgo, diremos que un problema es de optimización de cartera de valores si es
de la forma

máx{[µ(x),−ϱ(x)] : x ∈ Q} (1.2)

Definición 1.3.6. Una cartera de valores posible x0, será una solución eficiente
de (1.2), o una cartera µ/ϱ-eficiente si no existe x ∈ Q tal que µ(x) ≥ µ(x0) y
ϱ(x) ≤ ϱ(x0) con al menos una desigualdad estricta.

La relación ”no menos eficiente que”permite definir una ordenación parcial en cual-
quier conjunto de carteras de valores posibles. Para el caso en el que el conjunto
{[µ(x), ϱ(x)]} sea convexo, las soluciones eficientes se encuentran en la frontera del
conjunto, dicha frontera recibe el nombre de frontera retorno/riesgo y aunque conten-
ga todas las carteras µ/ϱ-eficientes también contiene carteras que no lo son [28]. Esto
puede comprobarse fácilmente de manera visual con la Figura 1.2. Nótese también que
al ser µ una función lineal, para que el conjunto sea convexo bastará con que la medida
de riesgo ϱ sea una función convexa, caracteŕıstica que cumplen la mayoŕıa de estas
medidas.

Figura 1.2: Frontera retorno/riesgo

13



14 CAPÍTULO 1

Como podemos observar en la imagen previa, dada una cartera de valores que no
se encuentra en la frontera (en nuestro caso P3) cuyo retorno/riesgo sea (ϱ(P3), µ(P3))
siempre podemos encontrar dos carteras, P1 y P2, que cumplan ϱ(P1) < ϱ(P3) con
µ(P1) = µ(P3) y µ(P2) > µ(P3) con ϱ(P1) = ϱ(P3), por tanto, P1 y P2 son más
eficientes que P3. Es más, como P1 y P2 están en la frontera, no existen carteras con
menor riesgo e igual retorno que P1, ni carteras con mayor retorno e igual riesgo que P2,
ambas son µ/ϱ-eficientes. Para ejemplificar que no todas las carteras pertenecientes a
la frontera de retorno/riesgo son eficientes podemos tomar la cartera P4, que pertenece
a la frontera pero que no es eficiente, ya que la cartera P1 presenta un mayor retorno
con el mismo nivel de riesgo.

En general, una mayor tasa de retorno lleva asociado un mayor riesgo y, consecuen-
temente, no vamos a poder encontrar una cartera que al mismo tiempo sea la de mayor
retorno y menor riesgo. Por ello, a la hora de lidiar con el problema (1.2) vamos a uti-
lizar el enfoque de aproximación mediante cotas [40]. Este enfoque consiste en acotar
una de la variables a maximizar y resolver el problema de maximización para la otra.

Definición 1.3.7. Sean C ∈ [0,∞), N = {1, 2, ..., n} y Q, el capital y los conjuntos de
activos disponibles y carteras de valores posibles respectivamente. Sea ϱ(·) una medida
de riesgo, diremos que un problema de optimización de cartera de valores es abordado
desde el enfoque de aproximación mediante cotas si es de la forma

mı́n{ϱ(x) : µ(x) ≥ µ0, x ∈ Q}, (1.3)

o bien,
máx{µ(x) : ϱ(x) ≤ ϱ0, x ∈ Q}. (1.4)

Figura 1.3: Enfoque de aproximación mediante cotas

Dada una cota, resolviendo (1.3) obtenemos la cartera eficiente con menor riesgo
entre las que cumplen la cota establecida para el retorno, y variando el valor de la
cota podemos generar completamente el conjunto de las carteras µ/ϱ-eficientes, como

14



SECCIÓN 1.4 15

se ilustra en la Figura 1.3. Resolver (1.4) genera de manera análoga el conjunto de las
carteras µ/ϱ-eficientes.

1.4. El modelo de Markowitz

Nuestro problema de optimización de cartera de valores se engloba en la Teoŕıa
moderna de las carteras de valores. Harry Markowitz desarrolló esta teoŕıa en la década
de 1950, como parte de su tesis doctoral en la Universidad de Chicago [27]. En ella
introdujo la mayoŕıa de conceptos que hemos tratado anteriormente y propuso como
medida de riesgo la varianza estad́ıstica. La varianza da cuenta de la dispersión de los
valores de la variable aleatoria tasa de retorno, por tanto, de cuán volátil es nuestra
inversión. En reconocimiento a sus contribuciones y por el establecimiento de los fun-
damentos teóricos para tomar decisiones de inversión en condiciones de incertidumbre
Markowitz recibió el Premio Nobel de Economı́a en 1990, junto con William Sharpe y
Merton Miller.

Pasamos a describir el modelo de Markowitz que utiliza la varianza como medida
de riesgo.

Definición 1.4.1. Sean C ∈ [0,∞), N = {1, 2, ..., n} y Q, el capital y los conjuntos
de activos disponibles y carteras de valores posibles respectivamente, la varianza de la
tasa de retorno de la cartera de valores x viene dada por:

σ2(x) = Var(Rx) = E{(Rx − µ(x))2} (1.5)

Veamos que podemos expresar la varianza como un función cuadrática de los pesos
xi de los activos disponibles.

Proposición 1.4.1. Sea σ2
j la varianza de la tasa de retorno del activo j, Rj y σij =

E{(Ri − µi)(Rj − µj)} la covarianza entre las tasas de retorno de los activos i y j
(podemos denotar σ2

j = σjj), entonces

σ2(x) =
n∑

i=1

n∑
j=1

σijxixj.

15



16 CAPÍTULO 1

Demostración. En efecto,

σ2(x) = Var(Rx) = Var(
n∑

i=1

Rixi)

=
n∑

i=1

Var(Rixi) +
n∑

i=1

n∑
j ̸=1

Cov(Rixi, Rjxj)

=
n∑

i=1

Var(Ri)x
2
i +

n∑
i=1

n∑
j ̸=1

Cov(Ri, Rj)xixj

=
n∑

i=1

σ2
i x

2
i +

n∑
i=1

n∑
j ̸=1

σijxixj

=
n∑

i=1

n∑
j=1

σijxixj,

llegando aśı a la expresión buscada.

El modelo de Markowitz en su forma clásica viene dado por:

min
n∑

i=1

n∑
j=1

σijxixj, (1.6a)

s.a:
n∑

j=1

µjxj ≥ µ0, (1.6b)

n∑
j=1

xj = 1, (1.6c)

xj ≥ 0, j = 1, .., n. (1.6d)

Observación 1.4.1. El modelo de Markowitz es un modelo para la optimización de
cartera de valores desde el enfoque de aproximación mediante cotas.

Nota 1.4.2. Las restricciones (1.6c) y (1.6d) pueden ser sustituidas por la condición
x ∈ Q.

Estudiamos ahora el significado de los posibles valores que puede tomar la conva-
rianza de dos activos.

Definición 1.4.2. Sea σij la covarianza de dos activos i y j, sean σi y σj sus respectivas
desviaciones t́ıpicas, los coeficientes de correlación de Pearson, ρ̄ij vienen dados por

ρ̄ij =
σij

σiσj

. (1.7)

16



SECCIÓN 1.5 17

Observación 1.4.2. El coeficiente de correlación de Pearson toma valores comprendi-
dos entre -1 y 1.

Un valor positivo del coeficiente de correlación indica que las tasas de retorno de
los activos i y j tienden a moverse en la misma dirección. Por el contrario, un valor
negativo indica que las tasas de retorno tienden a moverse en direcciones opuestas, es
decir, cuando una aumenta, la otra tiende a disminuir. Cuanto mayor sea el valor del
coeficiente (en valor absoluto), más fuerte será la tendencia. Normalmente activos que
pertenecen al mismo sector suelen tener coeficientes de correlación positivos. Si obser-
vamos el modelo de Markowitz, la forma de reducir la varianza, y en definitiva el riesgo,
es seleccionar activos que tengan un coeficiente de correlación negativo. Esta estrategia
recibe el nombre de diversificación y permite a los inversores construir carteras que
tienen un nivel de riesgo total menor que el riesgo de los activos individuales que la
componen, justificando aśı la inversión en una cartera de valores en lugar de en un
activo en concreto.

1.5. Medidas de seguridad

A la hora de resolver (1.2) podemos encontrarnos con algunos problemas para car-
teras de valores que presenten un retorno significativamente pequeño. Una cartera con
este tipo de retorno puede tener un riesgo asociado prácticamente nulo por lo que desde
el punto de vista de minimización del riesgo será preferible a otra cartera con mayor
riesgo aunque los posibles retornos de ésta sean mayores que los de la cartera libre de
riesgo. Esta situación no es deseable pues incluso el peor escenario de la segunda cartera
mejora los resultados de la primera, veamos un ejemplo.

Ejemplo 1.5.1. Sean x y x̄ dos carteras de valores, sus tasas de retorno medio vienen
dadas por,

P(Rx = ξ) =

{
1, si ξ = 0.25%

0, en otro caso
, P(Rx̄ = ξ) =


1/3, si ξ = 1%

1/3, si ξ = 2%

1/3, si ξ = 3%

0, en otro caso

.

En este caso el riesgo asociado a x es nulo, por lo que con seguridad obtendremos un
retorno del 0,25% de nuestra inversión. La segunda cartera, x̄, presenta una tasa de
retorno esperado mayor, del 2%, sin embargo, la dispersión de los posibles valores de
la tasa de retorno provoca que el riesgo asociado a x̄ sea mayor que el de x. Por tanto,
desde el punto de vista del riesgo, x es preferible a x̄. Sin embargo, los posibles valores
de retorno de x̄ son 1% , 2% y 3%, todos superiores al 0,25% de x por lo que ningún
inversor racional elegiŕıa antes x que x̄.

17



18 CAPÍTULO 1

Para solucionar este problema introducimos el concepto de seguridad que cuanti-
ficaremos, al igual que ocurre con el riesgo, con medidas de seguridad. Estas medidas
fueron introducidas por primera vez en 1963 por William J. Baumol [3].

Definición 1.5.1. Sean C ∈ [0,∞), N = {1, 2, ..., n} y Q, el capital, los conjuntos
de activos disponibles y las carteras de valores posibles respectivamente. Sea ϱ(·) una
medida de riesgo, su medida de seguridad asociada es una función ς : Q −→ R cuyos
valores vienen dados por ς(x) = µ(x)− ϱ(x).

Por lo tanto, para lograr una mayor seguridad financiera, los inversores deben buscar
un equilibrio adecuado entre el retorno y el riesgo. Esto significa que deben identificar
inversiones que ofrezcan un retorno atractivo, pero que también tengan un nivel de
riesgo aceptable en función de su perfil de riesgo individual.

Mediante el uso de medidas de seguridad, el problema de optimización de cartera
de valores (1.2) se modela como un problema de maximización retorno-seguridad,

máx{[µ(x), ς(x)] : x ∈ Q} (1.8)

Proposición 1.5.2. Dadas dos carteras de valores, x y x′, tales que x es más µ/ϱ-
eficiente que x′, entonces x es más µ/ς-eficiente que x′.

Demostración. Por ser x más µ/ϱ-eficiente que x′ tenemos que µ(x) ≥ µ(x′) y ϱ(x) ≤
ϱ(x′) con al menos una desigualdad estricta. Entonces

ς(x′) = µ(x̄)− ϱ(x′) < µ(x)− ϱ(x) = ς(x),

es decir, x es más µ/ς-eficiente que x′.

De nuevo, podemos utilizar el enfoque de aproximación mediante cotas para abordar
(1.8) y obtener aśı el problema

máx{ς(x) : µ(x) ≥ µ0, x ∈ Q}. (1.9)
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Caṕıtulo 2

Modelos lineales para la selección
de carteras de valores

A lo largo de este caṕıtulo estudiaremos la viabilidad del uso de modelos lineales
para resolver nuestro problema de optimización de cartera de valores y veremos va-
rios ejemplos. En el caṕıtulo anterior ya vimos un primer modelo para resolver nuestro
problema, el modelo de Markowitz, sin embargo, como podemos observar en la formu-
lación (1.6), se trata de un modelo de programación cuadrática y no lineal. Los modelos
lineales son preferibles a los cuadráticos debido a que son más fáciles de resolver compu-
tacionalmente ya que los algoritmos de resolución de problemas de programación lineal
son más rápidos y eficientes en términos de tiempo y recursos computacionales que los
algoritmos de resolución de problemas de programación cuadrática. Además, su solu-
ción y análisis resulta más simple y presentan ventajas en términos de adaptabilidad y
ajuste a diferentes situaciones y restricciones.

El primer modelo lineal propuesto no fue otro que el modelo de Markowitz pero
utilizando una aproximación lineal para la varianza [34]. Para ello, puede utilizarse el
método descrito por G. B. Dantzig en [7], donde modificando algunas instrucciones
en el algoritmo simplex para programación lineal se consigue resolver problemas de
programación cuadrática convexos.

2.1. Discretización, escenarios y computabilidad LP

Nos planteamos ahora si es posible formular modelos lineales para la optimización de
carteras de valores que no estén basados en la aproximación lineal de la varianza. ¿Cómo
podemos medir el riesgo para obtener un modelo lineal? Una primera observación es
que, para garantizar que una cartera aproveche la diversificación, ninguna medida de
riesgo o seguridad puede ser una función lineal de los pesos de los posibles activos de
la cartera.
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20 CAPÍTULO 2

Proposición 2.1.1. Sean C ∈ [0,∞), N = {1, 2, ..., n} y Q, el capital y los conjuntos
de activos disponibles y de carteras de valores posibles respectivamente. Sea ϱ(·) una
medida de riesgo cuya expresión es de la forma

ϱ(x) =
n∑

j=1

ajxj, x ∈ Q, (2.1)

donde aj ∈ R, ∀j ∈ N . Entonces la resolución de (1.3) conduce a una cartera de valores
no diversificada.

Demostración. Basta observar que

ϱ(x) =
n∑

j=1

ajxj ≥ mı́n
j=1,...,n

{aj}
n∑

j=1

xj = mı́n
j=1,...,n

{aj} = ak,

donde k es el ı́ndice para el que se alcanza el mı́nimo. En consecuencia, esta cota inferior
se alcanza para la cartera cuyos pesos son xk = 1 y el resto 0. Entonces la solución viene
dada por una cartera que asigna el total de la inversión a un único activo (el activo
k) y que es, por tanto, una cartera no diversificada. Dado que la cota dada por µ0 es
fijada por el inversor, hemos tomado aqúı un valor lo suficientemente pequeño para que
la cartera anterior sea una solución factible del problema.

Existe, sin embargo, una forma que nos permite obtener modelos lineales a través
de la discretización de las variables aleatorias correspondientes a los retornos de cada
uno de los activos. Surgirá aśı el concepto de escenario.

En el caṕıtulo anterior consideramos que los valores esperados µj correspondientes
a las variables aleatorias asociadas a las tasas de retorno de los activos, Rj con j =
1, ..., n, eran conocidos. Empleamos ahora una visión más realista, supondremos que
a lo largo del tiempo de inversión pueden darse un número finito T de situaciones
posibles, diferentes y mutuamente excluyentes. Cada una de estas situaciones tendrá
una probabilidad conocida pt, t = 1, ..., T , de ocurrir con

∑T
t=1 pt = 1. Cada una de

dichas situaciones definirán un valor de la tasa de retorno de cada uno de los activos
disponibles. Sean rjt con j = 1, ..., n y t = 1, ..., T dichos valores, entonces la tasa de
retorno esperado de cada uno de los activos viene dada por

µj =
T∑
t=1

ptrjt, j = 1, ..., n. (2.2)

Consecuentemente, sea x = (x1, x2, ..., xn) una cartera de valores, la tasa de retorno
medio viene dada por

µ(x) = E{Rx} = E{
n∑

j=1

Rjxj} =
n∑

j=1

(
T∑
t=1

ptrjt)xj =
n∑

j=1

µjxj. (2.3)
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Definición 2.1.1. Sean C ∈ [0,∞), N = {1, 2, ..., n} y Q, el capital y los conjuntos
de activos disponibles y carteras de valores posibles respectivamente. Diremos que un
problema de optimización de cartera de valores es abordado desde el enfoque de
discretización de retornos si el vector formado por las tasas de retornos de los
activos disponibles, R = (R1, ..., Rn), es un vector aleatorio discreto. Cada una de las
realizaciones muestrales de R recibe el nombre escenario.

Ejemplo 2.1.2. Consideremos N = {1, 2, 3}, los activos disponibles y T = 3 el número
de escenarios posibles con pt = (p1 = 0.3, p2 = 0.3, p3 = 0.4). Las tasas de retorno
para cada uno de los escenarios están recogidas en la Tabla 2.1. Dada una cartera
x = (x1, x2, x3) su tasa de retorno medio viene dada por

µ(x) =
3∑

j=1

µjxj = 0.0057x1 + 0.0059x2 + 0.0044x3.

Activos Escenario 1 Escenario 2 Escenario 3 Tasa de retorno esperada
1 r11 = 0.020 r12 = −0.013 r13 = 0.009 µ1 = 0.0057
2 r21 = 0.011 r22 = −0.002 r23 = 0.008 µ2 = 0.0059
3 r31 = 0.025 r32 = −0.005 r33 = −0.004 µ3 = 0.0044

Tabla 2.1: Tasas de retorno en diferentes escenarios.

Definición 2.1.2. Sean C ∈ [0,∞), N = {1, 2, ..., n} y Q, el capital y los conjuntos
de activos disponibles y carteras de valores posibles respectivamente. Diremos que una
medida de riesgo, ϱ(·) o de seguridad, ς(·), es LP computable si el problema de
optimización de cartera de valores asociado a dichas medidas, abordado desde el enfoque
de discretización de retornos, es lineal.

2.2. Modelos lineales basados en medidas de riesgo

La varianza (1.5) es la forma clásica de medir la dispersión respecto a cierto valor de
cualquier variable aleatoria, pero no la única. Una medida alternativa, aunque similar,
es la desviación absoluta media o MAD (Mean Absolute Desviation) que fue una de las
primeras medidas de riesgo utilizadas en la teoŕıa de las carteras de valores [35].

Definición 2.2.1. Sea Q, el conjunto de carteras de valores posibles, la desviación
absoluta media es la medida de riesgo δ : Q −→ R, que viene dada por

δ(x) = E{|Rx − E(Rx)|} = E{|
n∑

j=1

Rjxj − µ(x)|}, x ∈ Q. (2.4)
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22 CAPÍTULO 2

Teorema 2.2.1. La desviación absoluta media o MAD es LP computable y el modelo
lineal para el problema de optimización de cartera valores asociado es

mı́n
T∑
t=1

ptdt, (2.5a)

s.a: dt ≥ yt − µ, t = 1, ..., T (2.5b)

dt ≥ −(yt − µ), t = 1, ..., T (2.5c)

yt =
n∑

j=1

rjtxj t = 1, ..., T (2.5d)

µ =
n∑

j=1

µjxj, (2.5e)

µ ≥ µ0, (2.5f)

dt ≥ 0, t = 1, ..., T (2.5g)

x ∈ Q. (2.5h)

Demostración. Dada una medida de riesgo ϱ(·), el problema de optimización de cartera
de valores asociado a dicha medida es

máx{[µ(x),−ϱ(x)] : x ∈ Q},

que abordado desde el enfoque de aproximación mediante cotas toma la forma

mı́n{ϱ(x) : µ(x) ≥ µ0, x ∈ Q}. (2.6)

Sea x ∈ Q una cartera de valores, teniendo en cuenta el enfoque de discretización de
retornos, la desviación absoluta media puede expresarse como

δ(x) = E{|Rx − E(Rx)|} =
T∑
t=1

pt(|
n∑

j=1

rjtxj − µ(x)|) =
T∑
t=1

ptdt, (2.7)

donde denotamos yt =
∑n

j=1 rjtxj y dt = |yt − µ| con t = 1, ..., T . Las variables yt
representan la tasa de retorno de la cartera en cada uno de los escenarios contemplados.
Y las variables dt, que reciben el nombre de desviación en el escenario t, cuantifican
la diferencia entre dichos valores de la tasa para cada escenario y la tasa de retorno
esperada de nuestra cartera. Minimizando

∑T
t=1 ptdt estaremos, por tanto, reduciendo

la dispersión de los posibles valores de la tasa de retorno respecto de su valor esperado.
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El problema (2.6) se expresa para nuestra medida de riesgo (2.7) como

mı́n
T∑
t=1

ptdt,

s.a: dt = |yt − µ|, t = 1, ..., T

yt =
n∑

j=1

rjtxj t = 1, ..., T

µ =
n∑

j=1

µjxj,

µ ≥ µ0,

x ∈ Q,

dado que |yt−µ| = máx{(yt−µ);−(yt−µ)} este modelo es esquivalente a (2.5). Basta
observar que si yt − µ ≥ 0, las restricciones (2.5c) son redundantes. En ese caso, la
minimización (2.5a) provoca que las variables dt tomen el mı́nimo valor posible, que es
el que viene dado por la restricción (2.5b) y, por tanto, dt = yt − µ = |yt − µ|. En caso
contrario, las restricciones (2.5b) serán las redundantes y, de manera análoga, (2.5a)
junto con (2.5c) conducen a dt = −(yt−µ) = |yt−µ|. De esta forma, queda demostrada
la equivalencia de ambos modelos y concluimos que la desviación absoluta media es LP
computable y su modelo lineal asociado viene dado por (2.5).

Este modelo fue presentado y analizado por primera vez por Konno y Yamazaki en
1991 [17].

Otra medida de riesgo que nos permite cuantificar la variabilidad es la diferencia
media de Gini o GMD (Gini’s Mean Difference). Esta medida no está basada en la
dispersión respecto a cierto valor fijo como era la tasa de retorno esperada en el caso
de la desviación absoluta media, sino que hace uso de las diferencias entre las tasas de
retornos en diferentes escenarios.

Definición 2.2.2. Sea Q el conjunto de carteras de valores posibles, la diferencia
media de Gini es la medida de riesgo Γ : Q −→ R, que viene dada por

Γ(x) =
1

2
E{|Rx −R′

x|}, x ∈ Q. (2.9)

donde R′
x es una variable aleatoria independiente e idénticamente distribuida a la tasa

de retorno de la cartera de valores x, Rx.

Teorema 2.2.2. La diferencia media de Gini o GMD es LP computable y el modelo
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24 CAPÍTULO 2

lineal para el problema de optimización de cartera valores asociado es

mı́n
T∑

t′=1

∑
t′′ ̸=t′

pt′pt′′dt′t′′ , (2.10a)

s.a: dt′t′′ ≥ yt′ − yt′′ , t′, t′′ = 1, ..., T ; t′′ ̸= t′ (2.10b)

yt =
n∑

j=1

rjtxj t = 1, ..., T (2.10c)

µ =
n∑

j=1

µjxj, (2.10d)

µ ≥ µ0, (2.10e)

dt′t′′ ≥ 0, t′, t′′ = 1, ..., T ; t′′ ̸= t′ (2.10f)

x ∈ Q. (2.10g)

Demostración. Sea x ∈ Q una cartera de valores, teniendo en cuenta el enfoque de
discretización de retornos, la diferencia media de Gini puede expresarse como

Γ(x) =
1

2
E{|Rx −R′

x|} =
1

2

T∑
t′=1

T∑
t′′=1

|yt′ − yt′′ |pt′pt′′ . (2.11)

donde yt =
∑n

j=1 rjtxj es la tasa de retorno de nuestra cartera en el escenario t.

Si denotamos dt′t′′ = |yt′ − yt′′ | entonces el problema de optimización de cartera
de valores abordado desde el enfoque de aproximación mediante cotas (1.3) se expresa
para nuestra medida de riesgo (2.11) como

mı́n
1

2

T∑
t′=1

T∑
t′′=1

dt′t′′pt′pt′′ ,

s.a: dt′t′′ = |yt′ − yt′′|, t′, t′′ = 1, ..., T

yt =
n∑

j=1

rjtxj t = 1, ..., T

µ =
n∑

j=1

µjxj,

µ ≥ µ0,

x ∈ Q.

Comprobemos que este modelo es equivalente a (2.10). Para ello, tomamos dt′t′′ co-
mo variables de decisión, añadiendo las restricciones (2.10b) y (2.10f). Al resolver el
problema de minimización 1

2

∑T
t′=1

∑T
t′′=1 dt′t′′pt′pt′′ , estas variables tomarán los valo-

res dt′t′′ = máx{yt′ − yt′′ , 0} con t′, t′′ = 1, ..., T . Dado que yt′ − yt′′ = −(yt′′ − yt′), si
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dt′t′′ = yt′ − yt′′ entonces dt′′t′ = 0. En consecuencia,

dt′t′′ + dt′′t′ = |yt′ − yt′′ | =
1

2
|yt′ − yt′′ |+

1

2
|yt′′ − yt′ |.

Obtenemos aśı

1

2

T∑
t′=1

T∑
t′′=1

dt′t′′pt′pt′′ =
T∑

t′=1

T∑
t′′=1

pt′pt′′dt′t′′ =
T∑

t′=1

∑
t′′ ̸=t′

pt′pt′′dt′t′′ ,

donde para la última igualdad hemos usado que dt′t′ = máx{yt′ − yt′ , 0} = máx{0, 0} =
0. De esta forma, queda demostrada la equivalencia de ambos modelos y concluimos
que la diferencia media de Gini es LP computable y su modelo lineal asociado viene
dado por (2.10).

La diferencia media de Gini fue formulada por el profesor Corrado Gini en 1912
como medida de la variabilidad y se ha convertido en una de las medidas más populares
en el ámbito de la optimización de carteras de valores. El modelo (2.10) fue introducido
por Yitzhaki en 1982 [38].

Ejemplo 2.2.3. Sea x ∈ Q una cartera de valores conocida y T = 15 el número de
escenarios posibles. En las siguientes gráficas (Figura 2.1) se recogen las tasas de retorno
de dicha cartera en los diferentes escenarios posibles. Realizamos una comparación
visual entre el significado de las variables dt y dt′t′′ utilizadas en los modelos MAD
y GMD respectivamente. Para ello nos fijamos por ejemplo en el escenario t=4. Para
el modelo MAD, la variable d4 es la distancia desde el punto correspondiente a dicho
escenario hasta el retorno medio de la cartera. Sin embargo, en el modelo GMD las
variables d4t′′ , t

′′ = 1, ..., 15, no se corresponden con distancias a un valor constante. En
este caso, cuantifican la diferencia en valor absoluto de la tasa de retorno del escenario
t=4 con las del resto de escenarios. Como podemos observar, para nuestro ejemplo la
diferencia máxima se corresponde con d4,7.

(a) dt en modelo MAD. (b) dt′t′′ en modelo GMD.

Figura 2.1: Visualización de variables en modelos de dispersión.
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2.3. Modelos lineales basados en medidas de segu-

ridad

En la sección anterior nos centramos en el estudio de medidas de riesgo cuya mini-
mización nos permit́ıa reducir la variabilidad de la tasa de retorno de nuestra cartera
de valores. Dejamos ahora de lado el estudio de la variabilidad, la dispersión y de la
tasa de retorno de esperado para centrarnos en modelos que protejan al inversor de los
peores escenarios, garantizando aśı la seguridad de la inversión. La primera medida de
seguridad que consideramos para lograr este objetivo es la peor realización.

Definición 2.3.1. Sea Q el conjunto de carteras de valores posibles, la peor realiza-
ción es la medida de seguridad M : Q −→ R, que viene dada por

M(x) = mı́n
t=1,...,T

yt, x ∈ Q,

donde las variables yt =
∑n

j=1 rjtxj, con t = 1, ..., T , representan la tasa de retorno de
la cartera en cada uno de los escenarios contemplados.

Teorema 2.3.1. La peor realización es LP computable y el modelo lineal para el pro-
blema de optimización de cartera valores asociado es

máx y (2.13a)

s.a:
n∑

j=1

rjtxj ≥ y, t = 1, ..., T (2.13b)

µ =
n∑

j=1

µjxj, (2.13c)

µ ≥ µ0, (2.13d)

x ∈ Q. (2.13e)

Demostración. Dada una medida de seguridad ς(·), el problema de optimización de
cartera de valores asociado a dicha medida es

máx{[µ(x), ς(x)] : x ∈ Q},

que abordado desde el enfoque de aproximación mediante cotas toma la forma

máx{ς(x) : µ(x) ≥ µ0, x ∈ Q}. (2.14)

El problema (2.14) se expresa para nuestra medida de seguridad M(x) = mı́n
t=1,...,T

yt como
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máx ( mı́n
t=1,...,T

yt)

s.a: yt =
n∑

j=1

rjtxj, t = 1, ..., T

µ =
n∑

j=1

µjxj,

µ ≥ µ0,

x ∈ Q.

Para comprobar la equivalencia de este modelo con (2.13) basta observar que T −
1 restricciones de las dadas por

∑n
j=1 rjtxj ≥ y con t = 1, ..., T son redundantes y

pueden expresarse de forma única mediante mı́n
t=1,...,T

yt ≥ y. Además, al tratarse de un

problema de maximización, la variable y tomará en el óptimo el máximo valor posible,
por tanto, y = mı́n

t=1,...,T
yt. De esta forma, la maximizaciónM(x) = mı́n

t=1,...,T
yt es equivalente

a la maximización de y, quedando aśı demostrada la equivalencia de ambos modelos.
Concluimos de este modo que la peor realización es LP computable y su modelo lineal
asociado viene dado por (2.13).

El modelo anterior basado en la peor realización recibe de nombre de “Modelo
Minimax” y fue introducido y analizado por Young en 1998 [39].

Una forma de generalizar la medida de seguridad de la peor realización es mediante
el uso de cuantiles (ver [1]).

Definición 2.3.2. Dado β ∈ [0, 1], el cuantil de orden β de una variable aleatoria
R es el valor q ∈ R tal que

P{R < q} ≤ β ≤ P{R ≤ q}. (2.16)

Observación 2.3.1. En el caso en que R sea una variable aleatoria discreta, su función
de distribución F (·) será una función escalonada, de forma que existirán valores β ∈
(0, 1) tales que el cuantil de orden β no será único, sino que será un conjunto de valores
que formarán un intervalo cerrado [8].

Dado que en el enfoque de discretización de retornos trabajamos con variables alea-
torias discretas, nos vemos obligados a reformular la definición del cuantil de orden
β para que su valor sea único. Con ello lograremos que las medidas de seguridad que
hagan uso de este concepto no sean funciones multivaluadas. La idea es que en el caso
de que exista más de un valor posible para un β dado, tomaremos el valor del extremo
inferior del intervalo cerrado que forman todos los valores q.
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Definición 2.3.3. Sea x ∈ Q una cartera de valores y dado β ∈ (0, 1], el β-cuantil
de x es el valor qβ ∈ R que viene dado por

qβ(x) = ı́nf{η : FRx(η) ≥ β}, (2.17)

donde FRx(·) es la función de distribución de la tasa de retorno de la cartera de valores
x.

Ejemplo 2.3.2. Sea x ∈ Q una cartera de valores conocida y sean β = 0.7 y Rx

la variable aleatoria asociada a la tasa de retorno de dicha cartera cuya distribución
es Rx ∼ N(0.1, 0.01). Al ser una variable cuya función de distribución es continua y
estrictamente monótona el cuantil de orden β, q, será unico y su valor coincidirá con el
valor de qβ, como podemos ver en la Figura 2.2a. Concretamente, sea FRx(·) la función
de la variable aleatoria, entonces q = qβ = F−1

Rx
(β) ≈ 0.1524.

(a) Cuantiles caso continuo (b) Cuantiles caso discreto

Figura 2.2: Visualización de variables en modelos de dispersión

Consideremos ahora que existen T = 4 escenarios posibles que conducen a 4 valores
posibles para la tasa de retorno de nuestra cartera, dichos valores son {y1, y2, y3, y4}
los cuáles han sido ordenados en orden creciente y sus probabilidades asociadas son
{p1 = 0.2, p2 = 0.3, p3 = 0.2, p4 = 0.3}. Dado que se trata de una variable aleatoria
discreta su función de distribución es una función escalonada como podemos observar
en la Figura 2.2b. Sea β = 0.7, en este caso

qβ(x) = ı́nf{η : FRx(η) ≥ 0.7} = ı́nf[y3,∞) = y3,

mientras que q = [y3, y4], ya que dicho conjunto de valores cumplen P{R < q} ≤ 0.7 ≤
P{R ≤ q}.

El β-cuantil es una medida de seguridad cuya maximización protege al inversor de
los peores escenarios. Veamoslo a partir de la definición,

ı́nf{η : FRx(η) ≥ β} = ı́nf{η : P(Rx ≤ η) ≥ β}.

28
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Fijamos β = 0.95 y sea η0 el ı́nfimo del conjunto de valores tales que P(Rx ≤ η) ≥
0.95. El inversor está interesado en que dicho valor sea lo más grande posible pues la
probabilidad de que la tasa de retorno de nuestra cartera se encuentre por debajo de ese
valor es del 95%, es decir, que si ese valor fuera pequeño lo más probable es que nuestra
cartera nos proporcione pérdidas o retornos pequeños. Por lo tanto, máximizando el β-
cuantil el inversor reduce el riesgo de sufrir pérdidas, aumentando aśı la seguridad de
su inversión. Todo esto siempre y cuando el valor de β sea lo suficientemente elevado,
pues para valores inferiores estariamos consiguiendo el resultado contrario. Podemos
definir una medida de riesgo asociada al β-cuantil cuyo problema de minimización
sea equivalente al problema de maximización de qβ(x). Esta medida de riesgo recibe el
nombre de valor en riesgo o VAR (Value-at-Risk) y es una de las medidas más destacadas
en el ámbito financiero. Esta medida fue popularizada en la década de 1990 por J.P.
Morgan, el mayor banco de Estados Unidos y una de mayores empresas financieras del
mundo [30].

Definición 2.3.4. Sea Q el conjunto de carteras de valores posibles y sea α ∈ [0, 1), el
valor en riesgo es la medida de riesgo V aRα : Q −→ R que viene dada por

V aRα(x) = −q1−α(x), x ∈ Q. (2.18)

Nota 2.3.3. El valor α se denomina nivel de confianza del valor en riesgo. Debe ser un
valor pequeño de forma que β = 1−α sea elevado, como ya comentamos anteriormente.
Usualmente α = 0.05.

Debido a las posibles discontinuidades de la función de distribución de la tasa de
retorno, el valor en riesgo y el β-cuantil no son, en general, medidas LP computables,
es decir, no se puede encontrar un modelo lineal para su problema de optimización de
cartera de valores asociado. Sin embargo, śı podemos encontrar un modelo lineal entero
mixto.

Teorema 2.3.4. Sea α ∈ [0, 1), el modelo lineal entero mixto para el problema de
optimización de cartera valores asociado a las medidas valor en riesgo, V aRα(·), y
β-cuantil con β = 1− α, q1−α(·), es

máx y (2.19a)

s.a:
n∑

j=1

rjtxj ≥ y −Mzt, t = 1, ..., T (2.19b)

T∑
t=1

ptzt ≤ 1− α− π, (2.19c)

µ =
n∑

j=1

µjxj, (2.19d)

µ ≥ µ0, (2.19e)

x ∈ Q, (2.19f)

zt ∈ {0, 1}, (2.19g)
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donde M ∈ R es una constante cuyo valor es elevado, mayor que cualquier tasa de re-
torno, y π ∈ R es otra constante cuyo valor es pequeño y positivo, menor que cualquiera
de las probabilidades pt.

Demostración. Los problemas de optimización de cartera de valores desde el enfoque
de aproximación mediante cotas para nuestras medidas son

mı́n{V aRα(x) : µ(x) ≥ µ0, x ∈ Q}, (2.20)

máx{q1−α(x) : µ(x) ≥ µ0, x ∈ Q}. (2.21)

Dado que V aRα(x) = −q1−α(x), ambos problemas son equivalentes. Basta entonces
que comprobemos la equivalencia de los problemas (2.21) y (2.19).

La restricciones (2.19b) implican que en el caso en el que y >
∑n

j=1 rjtxj = yt, la

variable binaria zt toma el valor 1. Ahora bien, dado que
∑T

t=1 pt = 1, no todas la
variables zt pueden tomar el valor 1, ya que en caso contrario la restricción (2.19c) no
se cumpliŕıa. Como consecuencia, la variable y tomará en el óptimo el valor de una
de las variables yt. La pregunta es, ¿cuál de ellas? Al estar maximizando la variable y,
dado que las variables yt fijan una cota superior para y en el caso en el que zt = 0, el
valor óptimo será

y = mı́n
t=1,...,T

{yt : zt = 0}.

Para lograr maximizar y, interesará entonces que las variables yt más pequeñas tengan
zt = 1, siempre y cuando la restricción (2.19c) lo permita.

Sea {y1, y2, ..., yT} el conjunto de las variables yt pero ordenadas de menor a mayor,
es decir, yt ≤ yt+1 con t = 1, ..., T −1, y sean pt las probabilidades tales que P(Rx = yt),
t = 1, ..., T − 1. Entonces

y =

{
y1, si p1 ≥ 1− α,

máx
t=2,...,T

{yt :
∑t−1

t=1 p
t < 1− α}, si p1 < 1− α.

(2.22)

Para comprobarlo consideramos

yk = mı́n
t=1,...,T

{yt : zt = 0}, yk = máx
t=2,...,T

{yt :
t−1∑
t=1

pt < 1− α}.

Sea zt la variable binaria zt asociada a y
t. Hemos comentado que a la hora de maximizar

la variable y, nos interesa que las variables yt más pequeñas, tengan zt = 1. Las variables
yt son las variables yt en orden creciente, por tanto, nos interesa que las variables zt

tales que zt = 1 sean aquellas con valores t más pequeños. Dado que
∑k−1

t=1 p
t < 1

entonces zt = 1 para t = 1, ..., k − 1 ya que son los zt con los t más pequeños posibles.

Además, zk = 0, ya que de otro modo tendŕıamos que
∑k

t=1 p
t < 1 y ,en conse-

cuencia, yk ̸= máx
t=1,...,T

{yt :
∑t−1

t=1 p
t < 1− α}, pues yk+1 > yk cumpliŕıa las restricciones.
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Llegaŕıamos aśı a una contradicción. Por tanto, zk = 0, de donde se deduce que yk es
el menor de los yt con zt = 0, es decir, yk = mı́n

t=1,...,T
{yt : zt = 0} = yk.

Debemos fijarnos en el caso p1 ≥ 1 − α, porque el conjunto {yt :
∑t−1

t=1 p
t < 1 − α}

es vaćıo y no estaŕıa bien definido yk. Para dicho caso tomaremos yk = y1, ya que todos
los zt seŕıan cero y, en consecuencia, yk = y1. De este modo, yk = yk, concluyendo que
la expresión (2.22) es válida.

Si ahora tenemos en cuenta que la función de distribución de la tasa de retorno
viene dada por

FRx(η) =


0, si η ∈ (−∞, y1),∑t

j=1 p
j, si η ∈ [−yt, yt+1), t = 1, ..., T − 1,

1, si η ∈ [yT ,∞),

de la continuidad por la derecha deducimos

q1−α(x) = ı́nf{η : FRx(η) ≥ 1− α}

= mı́n
t=1,...,T

{yt :
t∑

j=1

pj ≥ 1− α}

=

{
y1, si p1 ≥ 1− α,

máx
t=2,...,T

{yt :
∑t−1

t=1 p
t < 1− α}, si p1 < 1− α.

Hemos probado aśı la equivalencia de los problemas (2.19) y (2.21).

Como ya hemos comentando, estas medidas no son LP computables por lo que
buscamos ahora una medida basada en los cuantiles que śı lo sea. Para ello podemos
considerar, como medida de seguridad a maximizar, el promedio de las peores realizacio-
nes de la tasa de retorno respecto de un β−cuantil dado. La medida que se basa en esta
premisa se denomina valor en riesgo condicional o CVaR (Conditional Value-at-Risk).

Definición 2.3.5. Sea Q el conjunto de carteras de valores posibles y sea β ∈ (0, 1], el
valor en riesgo condicional es la medida de seguridad Mβ : Q −→ R que viene dada
por

Mβ(x) = mı́n
ut

{ 1
β

T∑
t=1

ytut :
T∑
t=1

ut = β, 0 ≤ ut ≤ pt, t = 1, ..., T}, x ∈ Q. (2.23)

Observación 2.3.2. Para valores para los que exista un único valor del cuantil de
orden β esta expresión coincide con

E{Rx | Rx ≤ qβ(x)} = E{Rx | −Rx ≥ V aR1−β(x)},

ya que todos los ut serán 0 o pt. Aquellas variables ut ̸= 0 serán las correspondientes
a las realizaciones yt cuyos escenarios no se encuentran entre los peores. El nombre
utilizado para esta medida está justificado por la expresión anterior [33].
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Observación 2.3.3. Esta medida coincide con medidas decritas anteriormente para
ciertos valores de β. Por ejemplo, M1(x) = µ(x). Además para valores de β < mı́n

t=1,...,T
pt,

Mβ coincide con el peor escenario, esto suele representarse mediante M(·) = ĺım
β→0+

Mβ(·),

y por ello se dice que Mβ(·) es una generalización de M(·) [39].
Teorema 2.3.5. Sea β ∈ (0, 1], el valor en riesgo condicional es LP computable y el
modelo lineal para el problema de optimización de cartera valores asociado es

máx (η − 1

β

T∑
t=1

ptd
−
t ) (2.24a)

s.a: d−t ≥ η − yt, t = 1, ..., T (2.24b)

yt =
n∑

j=1

rjtxj, t = 1, ..., T (2.24c)

µ =
n∑

j=1

µjxj, (2.24d)

µ ≥ µ0, (2.24e)

d−t ≥ 0, t = 1, ..., T (2.24f)

η ∈ R, (2.24g)

x ∈ Q. (2.24h)

Demostración. El problema de optimización de cartera de valores desde el enfoque de
aproximación mediante cotas para nuestra medida es

máx{Mβ(x) : µ(x) ≥ µ0, x ∈ Q}. (2.25)

Sea x ∈ Q, dado el nivel de confianza β ∈ (0, 1], el valor en riesgo condicional de x,
Mβ(x), es el valor óptimo obtenido al resolver el problema

mı́n
1

β

T∑
t=1

ytut

s.a:
T∑
t=1

ut = β,

ut ≤ pt, t = 1, ..., T

ut ≥ 0, t = 1, ..., T

cuyo problema dual viene dado por

máx (η − 1

β

T∑
t=1

ptd
−
t )

s.a: η − d−t ≤ yt, t = 1, ..., T

η ∈ R,
d−t ≥ 0, t = 1, ..., T.
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Dado que este problema tiene como valor óptimo Mβ(x), concluimos que los problemas
(2.26) y (2.24) son equivalentes. La variable η tomará en el óptimo el valor del β-cuantil
(ver [31,37]).

Ejemplo 2.3.6. Sean x y x′ dos carteras de valores, consideremos T = 5 el número
de escenarios posibles con pt = (p1 = 0.2, p2 = 0.2, p3 = 0.3, p4 = 0.1, p5 = 0.2).
Las tasas de retorno para cada uno de los escenarios están recogidas en la Tabla 2.2.

Escenario Probabilidad Rx Rx′

1 p1 = 0.2 y1 = 0.050 y′1 = 0.033
2 p2 = 0.2 y2 = 0.045 y′2 = 0.030
3 p3 = 0.3 y3 = 0.035 y′3 = 0.035
4 p4 = 0.1 y4 = 0.019 y′4 = 0.020
5 p5 = 0.2 y5 = 0.013 y′5 = 0.020

Tabla 2.2: Tasas de retorno en diferentes escenarios.

Medida x x′

µ(·) 0.034 0.0291
M(·) 0.013 0.020
M0.2(·) 0.013 0.020
M0.5(·) 0.023 0.024
M0.8(·) 0.030 0.027625
M1(·) 0.034 0.0291

Tabla 2.3: Valores de las diferentes medidas.

Podemos calcular los valores que toman las medidas que hemos descrito anteriormente
para este caso concreto. Para la cartera x tenemos

µ(x) = E(Rx) =
5∑

t=1

ptyt = 0.0295,

M(x) = mı́n
t=1,...,5

yt = 0.013.

Para el valor en riesgo condicional utilizamos β = {0.2, 0.5, 0.8, 1},

M0.2(x) = mı́n
ut

{ 1

0.2

5∑
t=1

ytut :
5∑

t=1

ut = 0.2, 0 ≤ ut ≤ pt, t = 1, ..., 5}

= E{Rx | Rx ≤ q0.2(x)} = 0.013,

M0.5(x) = mı́n
ut

{ 1

0.5

5∑
t=1

ytut :
5∑

t=1

ut = 0.5, 0 ≤ ut ≤ pt, t = 1, ..., 5}

=
1

0.5
(y5p5 + y4p4 + 0.2y3) = 0.0230.

El resto de valores se encuentran recogidos en la Tabla 2.3.
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Caṕıtulo 3

Caracteŕısticas reales en la selección
de carteras de valores

Hasta ahora hemos considerado el mercado financiero como un mero sistema que
nos permite comprar y vender instrumentos financieros y que no juega ningún papel
en el problema de cartera de valores. La realidad, sin embargo, es que el uso de dicho
sistema conlleva unos costes adicionales a los de la propia inversión. Además, como en
todo sistema, habrá una serie de limitaciones en las operaciones o transacciones que
podemos realizar en él.

En caṕıtulos anteriores considerábamos que los deseos de un inversor se limitaban a
superar un cierto nivel de beneficio o no sobrepasar un nivel de riesgo dado. Sin embargo,
el inversor puede estar interesado en que su inversión cuente con unas caracteŕısticas
concretas, distintas de las citadas, como por ejemplo limitar el número de activos en
los que quiere invertir.

A lo largo de este caṕıtulo analizaremos en detalle estas restricciones y caracteŕısti-
cas, y estudiaremos la forma de añadirlas a un modelo de optimización de cartera de
valores.

En primer lugar, introducimos una nueva forma de caracterizar una cartera. Dado
N = {1, 2, ..., n} el conjunto de activos disponibles, en lugar de utilizar los pesos de
los activos usaremos la cantidad de capital invertido en cada uno de los activos. Deno-
taremos dichas cantidades por Xj con j = 1, ..., n, y nos refiriremos a cada Xj por el
nombre de cantidad.

Por otro lado, hasta ahora todo el capital con el que contaba el inversor estaba des-
tinado a realizar la inversión, sin embargo, con la inclusión de nuevas caracteŕısticas,
que llevan asociados unos costes, nos vemos obligados a realizar distinciones. Deno-
minaremos capital disponible al capital inicial con el que cuenta el inversor, y capital
de inversión al que es utilizado exclusivamente en la compra y venta de activos. Con-
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tinuando con la notación de los primeros caṕıtulos, denotaremos por C al capital de
inversión y por C̄ al capital disponible. En muchas ocasiones ambos capitales coinciden,
pudiendo considerar, en ese caso, el capital de inversión como constante. En tales cir-
cunstancias, un modelo caracterizado mediante las cantidades Xj, j = 1, ..., n también
puede caraterizarse mediante los pesos xj, j = 1, ..., n, ya que,

xj =
Xj

C
j = 1, ..., n, (3.1)

de donde,
n∑

j=1

xj = 1 ⇐⇒
n∑

j=1

Xj = C. (3.2)

Aśı, el uso de pesos o cantidades pasa a ser irrelevante. Sin embargo, habrá casos en
los que el uso de las cantidades si será necesario.

3.1. Restricciones en la inversión y selección de ac-

tivos

Con el objetivo de satisfacer las preferencias de un inversor restricciones adicionales
pueden ser consideradas en los modelos lineales de optimización de cartera de valores.
Se presentan a continuación algunas de las más comunes:

1. Restricciones de tipo umbral: Este tipo de restricciones consisten en imponer
ĺımites inferiores y superiores a los valores que pueden tomar los pesos o cantidades. Su
principal utilidad es evitar obtener carteras compuestas por un gran número de activos
con inversiones muy pequeñas en cada uno de ellos.

Definición 3.1.1. Sean N = {1, 2, ..., n} y Q, los conjuntos de activos disponibles y
carteras de valores posibles respectivamente. Sea x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Q una cartera
de valores, diremos que una restricción es de tipo umbral si es de la forma

lj ≤ xj ≤ uj, (3.3a)

o bien,
ljzj ≤ xj ≤ ujzj, (3.3b)

donde uj ≥ lj ≥ 0 y zj es una variable de decisión binaria que vale 1 si el activo j está
incluido en la cartera, es decir, si xj > 0, y 0 en otro caso.

La definición es análoga para el caso en el que la cartera venga expresada en canti-
dades, simplemente cambiaŕıamos las variables xj por Xj, j = 1, ..., n.

2. Restricciones de clase: En ocasiones, es relevante tener la capacidad de es-
tablecer restricciones de tipo umbral para conjuntos de activos, en lugar de para un
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SECCIÓN 3.1 37

activo concreto. Una clase de activos es un grupo de activos que presentan caracteŕısti-
cas similares como pueden ser el riesgo y el retorno. Activos pertenecientes a diferentes
clases ofrecerán retornos que están débilmente correlacionados, mientras que los que
pertenecen a la misma clase tienen retornos altamente correlacionados. Usualmente, los
activos del mismo sector pertenecen a la misma clase; por lo tanto, la diversificación en
diferentes sectores reducirá el riesgo total de nuestra cartera.

Definición 3.1.2. Sean N = {1, 2, ..., n} y Q, los conjuntos de activos disponibles y
carteras de valores posibles respectivamente. Sean x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Q una cartera
de valores y Gs el conjunto de activos del mismo sector s, diremos que una restricción
es de clase si es de la forma

lj ≤
∑
j∈Gs

xj ≤ uj, (3.4)

donde uj ≥ lj ≥ 0.

La definición es análoga para el caso en el que la cartera venga expresada en canti-
dades, simplemente cambiaŕıamos las variables xj por Xj, j = 1, ..., n.

3. Restricciones de diversificación: Un inversor puede estar interesado en impo-
ner restricciones adicionales para forzar que la cartera obtenida tenga un nivel mı́nimo
de diversificación. La forma más sencilla de conseguir este objetivo es utilizar restric-
ciones de tipo umbral (3.3a) imponiendo un ĺımite máximo para los posibles valores de
los pesos. Sin embargo, este procedimiento nos conducirá normalmente a una cartera
con pocos activos cuyos pesos son idénticos e iguales a ese ĺımite superior establecido.

Una forma alternativa es acotar superiormente el valor de los k mayores pesos por
un porcetaje γk, siguiendo un razonamiento similar al utilizado en la medida valor en
riesgo condicional (2.23). Esta idea fue propuesta por Mansini en [22].

Definición 3.1.3. Sean N = {1, 2, ..., n} y Q, los conjuntos de activos disponibles y
carteras de valores posibles respectivamente. Sean x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Q una cartera
de valores, diremos que una restricción es de diversificación si es de la forma

ksk +
n∑

j=1

dskj ≤ γk con dskj ≥ xj − sk, dskj ≥ 0 j = 1, ..., n, (3.5)

donde k ∈ N, γk ∈ [0, 1] y sk es una variable no acotada que en el óptimo toma el valor
del k-ésimo mayor peso.

Ejemplo 3.1.1. Sea N = {1, 2, ..., n} el conjuntos de activos disponibles, queremos
imponer que en la cartera x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Q seleccionada por nuestro modelo,
ninguno de los pesos de los activos sea superior a 0.15. Además, ningún conjunto de 5
pesos pueden sumar un peso total superior a 0.50 y ninguno de 8 uno superior a 0.70.
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Las restricciones requeridas son entonces:

xj ≤ 0.15 j = 1, ..., n

5s5 +
n∑

j=1

ds5j ≤ 0.50, ds5j ≥ xj − s5, ds5j ≥ 0 j = 1, ..., n

8s8 +
n∑

j=1

ds8j ≤ 0.70, ds8j ≥ xj − s8, ds8j ≥ 0 j = 1, ..., n

4. Restricciones de cardinalidad: En general, los inversores prefieren carteras
que cuenten con un número limitado de activos debido a los gastos de gestión y a los
costes asociados a la compra y venta de un activo.

Definición 3.1.4. Sean N = {1, 2, ..., n} y Q, los conjuntos de activos disponibles y
carteras de valores posibles respectivamente. Sea x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Q una cartera
de valores, diremos que una restricción es de cardinalidad si es de la forma

Kinf ≤
n∑

j=1

zj ≤ Ksup, (3.6)

donde Kinf ∈ N,Ksup ∈ N con Ksup ≥ Kinf y zj, j = 1, ..., n, son las variables de
decisión que vienen dadas por

zj =

{
1, si xj > 0,

0, en otro caso.

Un análisis del modelo de Markowitz (1.6) con restricciones de cardinalidad pue-
de verse en [21]. Un estudio de los cambios que sufre la frontera eficiente al añadir
restricciones de tipo umbral y cardinalidad puede encontrarse en [6].

5. Restricciones lógicas: Un inversor puede estar interesado en establecer res-
tricciones en la selección de ciertos activos en base a decisiones tomadas sobre otros
activos. Estas restricciones imponen relaciones entre activos que fuerzan su selección
o exclusión de acuerdo con preferencias especificadas. Se denominan restricciones de
dependencia de decisiones o restricciones lógicas. Para su implementación se requiere
el uso de las variables de decisión zj, j = 1, ..., n, que vienen dadas por

zj =

{
1, si xj > 0,

0, en otro caso.

Por lo general, estas restricciones toman una de las siguientes formas:

Definición 3.1.5. Una restricción lógica es del tipo conjunta si es de la forma

zi + zj ≥ 2zl. (3.7)
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Esta restricción obliga a que los activos i y j sean seleccionados si el activo l es
seleccionado.

Definición 3.1.6. Una restricción lógica es del tipo mutuamente excluyente si
es de la forma

zi + zj ≤ 1. (3.8)

Esta restricción no permite que los activos i y j sean seleccionados al mismo tiempo
en una cartera de valores.

Definición 3.1.7. Una restricción lógica es del tipo contingente si es de la forma

zi ≤ zj. (3.9)

Esta restricción obliga a que el activo j sea seleccionado solo si el activo i es selec-
cionado.

Estas restricciones pueden ser combinadas dando lugar a relaciones más complejas.

3.2. Costes y lotes de transacción

Los inversores y entidades financieras suelen invertir su dinero en un número limitado
de activos, debido a los gastos de gestión y a los costes asociados a la compra y venta de
un activo. En los mercados financieros, estos costes se denominan costes de transacción.
Incluyen comisiones y otros costes cobrados por los brókers e instituciones financieras,
que actúan como intermediarios entre el inversor y el vendedor del activo. Son un
factor clave para los inversores, ya que afectan directamente a sus ganancias netas,
reduciéndolas y disminuyendo su capital disponible para futuras inversiones.

Los costes de transacción pueden variar en estructura y complejidad. Para expresar
estos costes de forma lineal y poder incluirnos en nuestros modelos, se requiere el uso
de variables adicionales y restricciones espećıficas.

Denotaremos por K(X1, ..., Xn) la función que asigna a una cartera x = (X1, ..., Xn)
su coste de transacción total, es decir, el coste asociado a comprar una cantidad X1

del activo 1, X2 del activo 2, etc. Denotaremos por Kj(Xj) al coste transacción por
comprar una cantidad Xj del activo j. Nos restringiremos al caso en el que los costes
de transacción para cada uno de los activos son independientes entre śı, en ese caso la
función de costes de la cartera es separable y tenemos que

K(X1, ..., Xn) =
n∑

j=1

Kj(Xj). (3.10)
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Los costes de transacción son fijados por los brókers y entidades financieras que
hacen de intermediarios en las operaciones en el mercado financiero, por ello, no existe
una estructura única para dichos costes, ya que cada entidad o bróker usará aquella
que le parezca más oportuna. Describimos a continuación algunas de las más comunes:

Definición 3.2.1. Sea N = {1, 2, ..., n} el conjunto de activos disponibles, diremos que
un activo j ∈ N tiene asociado un coste de transacción fijo puro (PFC) si es de
la forma

Kj(Xj) =

{
fj, si Xj > 0,

0, en otro caso,
(3.11)

donde fj ∈ R+ es el coste transacción pagado si el activo j está incluido en la cartera.

Esta estructura de costes es una de las más utilizadas por las entidades financieras
de todo el mundo. En ella, se cobra una cantidad fija al inversor independientemente
de cuan grande sea el capital que está invirtiendo. Para incluir este tipo de costes en
un modelo lineal, es necesario utilizar variables binarias de decisión. Los costes pueden
expresarse en forma lineal como

Kj(Xj) = fjzj,

donde zj es la variable binaria de decisión tal que

zj =

{
1, si Xj > 0,

0, en otro caso.

De forma que la restricción lineal que tendrán que ser añadida al modelo es

Ljzj ≤ Xj ≤ Ujzj,

donde Lj y Uj son las cotas inferior y superior respectivamente de la cantidad invertida
en el activo j.

Si no queremos fijar ĺımites al capital invertido en el activo, tomaremos la cota
superior como el total del capital de inversión y la inferior como un número real positivo
muy pequeño, pero distinto de 0. Esto es necesario para una correcta modelización de
la variable zj, pues en caso contrario, seŕıa posible tomar Xj = 0 y zj = 1 y no se
incumpliŕıa ninguna restricción.

Si en función de la cantidad invertida, consideremos varios valores crecientes fji de
costes de transacción pagados, la función de costes será una función escalonada. Un
análisis del problema de optimización de carteras de valores considerando esta estruc-
tura de costes puede encontrarse en [19].

Definición 3.2.2. Sea N = {1, 2, ..., n} el conjunto de activos disponibles, diremos que
un activo j ∈ N tiene asociado un coste de transacción fijo proporcional (PPC)
si es de la forma

Kj(Xj) = cjXj, (3.12)

con cj ∈ R+, que se denomina coste de transacción unitario.
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En esta estructura los costes de transacción, al contrario de lo que ocurre con la
estructura PFC, son proporcionales a la cantidad invertida en el activo, por lo que
una mayor inversión conllevará unos costes de trasacción mayores. La inclusión de este
tipo de costes en un modelo lineal se realiza de manera análoga al caso anterior. Varios
modelos de programación lineal entera mixta con estas estructuras de costes fijos pueden
encontrarse en [16].

Estas dos primeras estructuras pueden ser combinadas dando lugar a un nuevo tipo
de coste de transacción. Dicho tipo de costes se caracterizará por tomar un valor fijo
en inversiones inferiores a una cantidad determinada. A partir de dicha cantidad, los
costes pasarán a ser proporcionales a la inversión realizada.

Definición 3.2.3. Sea N = {1, 2, ..., n} el conjunto de activos disponibles, diremos que
un activo j ∈ N tiene asociado un coste de transacción proporcional con base
mı́nima (PCMC) si es de la forma:

Kj(Xj) =


0, si Xj = 0,

fj, si 0 < Xj ≤ M,

cjXj, si Xj > 0.

(3.13)

con fj, cj,M ∈ R+.

Proposición 3.2.1. Sea N = {1, 2, ..., n} el conjunto de activos disponibles, sea j ∈ N
un activo que lleva asociado un coste de transacción de tipo PCMC, entonces podemos
modelar los costes de forma lineal mediante las siguientes restricciones:

Xj = Xj1 +Xj2, (3.14a)

Ljzj1 ≤ Xj1, (3.14b)

Mzj2 ≤ Xj1 ≤ Mzj1, (3.14c)

0 ≤ Xj2 ≤ (C̄ −M)zj2, (3.14d)

zji ∈ {0, 1}, i = 1, 2, (3.14e)

Xji ≥ 0, i = 1, 2, (3.14f)

y los costes vendrán expresados por:

Kj(Xj) = fjzj1 + cjXj2, (3.14g)

donde C̄ es el capital disponible y M,Lj, fj, cj constantes reales con C̄ > M > Lj > 0

y M =
fj
cj
.

Demostración. Las variables binarias se corresponden con variables de decisión que
vienen dadas por

zj1 =

{
1, si Xj > 0,

0, en otro caso,
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zj2 =

{
1, si Xj ≥ M,

0, en otro caso.

Si en el óptimo zj1 = zj2 = 0 las restricciones (3.14c) y (3.14d) obligan a que Xj1 =
Xj2 = 0 y consecuentemente Xj = 0. Entonces por (3.13) Kj(Xj) = 0, que coincide
con el valor obtenido con la expresión (3.14g). Si por el contrario, en el óptimo tenemos
zj1 = zj2 = 1, entonces la restricción (3.14c) obliga a que Xj1 = M y por (3.14d) Xj2 ≥
0. Aśı, Xj = Xj1+Xj2 ≥ M y el coste de transacción será Kj(Xj) = cjXj = fj + cjXj2

que coincide con el valor obtenido con (3.14g). El caso zj1 = 0 y zj2 = 1 no es posible
pues la restricción (3.14c) no lo permite. Por último, si zj1 = 1 y zj2 = 0 la restricción
(3.14d) obliga a que Xj2 = 0 siendo entonces Xj = Xj1 + Xj2 = Xj1. Además, por
(3.14b) y (3.14c) M ≥ Xj1 > 0 por lo que Kj(Xj) = fj, que de nuevo coincide con
el valor obtenido con (3.14g). Por lo tanto, el conjunto de restricciones (3.13) permite
modelar de forma lineal los costes de transacción de tipo PCMC.

En la Figura 3.1 se exponen las distintas estructuras de costes de transacción pre-
sentadas.

(a) Costes de transacción PFC (b) Costes de transacción PPC

(c) Costes de transacción PCMC

Figura 3.1: Diferentes estructuras de costes de transacción

Otro tipo de estructura de costes de transacción es la que modela dichos costes
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mediante funciones convexas o cóncavas lineales a trozos. Los costes de tipo convexo se
caracterizan por que el cociente

Kj(Xj)

Xj
es una función creciente, de forma que penaliza

las grandes inversiones en un activo. Los de tipo cóncavo logran el efecto contrario, pues
el cociente

Kj(Xj)

Xj
es una función decreciente.

Ahora que hemos descrito como expresar de forma lineal los costes de transacción,
tenemos que estudiar como incluirlos en un modelo de optimización de cartera de valo-
res. Recordamos, en primer lugar, que independiente de la medida de riesgo o seguridad
utilizada su modelo asociado tiene una restricción de la forma

µ =
n∑

j=1

µjxj ≥ µ0. (3.15)

Expresando el problema en cantidades en lugar de pesos pasa a ser

n∑
j=1

µjXj ≥ µ0C̄, (3.16)

con
n∑

j=1

Xj = C̄ (3.17)

Existen diferentes formas de incluir los costes de transacción en un modelo de optimi-
zación de cartera de valores. A continuación, describimos algunas de las formas más
comunes:

1. Costes tratados por separado: En este caso, todo el capital disponible será
capital de inversión, es decir, C̄ = C y los costes de transacción serán sufragados con un
capital alternativo con el que cuenta el inversor. La única restricción que impondremos
es que dichos costes no superen una cota máxima dada,

n∑
j=1

Kj(Xj) ≤ Kmax. (3.18)

Tomar un valor muy grande para Kmax es, a efectos prácticos, equivalente a no añadir
ninguna restricción a nuestro modelo. Aśı, estaŕıamos resolviendo el problema de op-
timización de cartera de valores sin tener en cuenta los costes de transacción, al igual
que en los caṕıtulos anteriores. La principal ventaja de este método es que nos permite,
con simplemente variar el valor de Kmax, realizar un análisis del retorno esperado y
riesgo obtenidos, en función de los costes de transacción máximos que puede asumir un
inversor.

2. Costes sustraidos del retorno: En este caso, los costes de transacción son
sufragados con las ganancias obtenidas, por tanto la restricción (3.16) deberá incluir
los costes, reduciendo el retorno esperado de la inversión,

n∑
j=1

µjXj −
n∑

j=1

Kj(Xj) ≥ µ0C̄. (3.19)
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Aqúı todo el capital disponible es capital de inversión C̄ = C, pues no es necesario
reservar una parte del capital disponible para pagar los costes de transacción, ya que
estos son descontados del retorno esperado obtenido de la inversión. Por tanto, estamos
asumiendo impĺıcitamente que los costes de transacción son abonados al final del periodo
de inversión.

La cota dada por µ0 establece ahora el retorno neto esperado mı́nimo, es decir,
el retorno esperado bruto de la inversión, menos los gastos debidos a los costes de
transacción. En el caso que estemos utilizando el enfoque de discretización de retornos,
también habrá que sustraer los costes de transacción de los retornos de cada uno de los
escenarios

ȳt =
n∑

j=1

rjtXj −
n∑

j=1

Kj(Xj), t = 1, ..., T. (3.20)

3. Costes sustraidos del capital: En este caso, el capital de inversión es el capital
restante al descontar los costes de transacción al capital disponible. El inversor destina
una parte de su capital disponible a sufragar los costes de las transacciones y el resto a la
compra y venta de activos. Consecuentemente el capital de inversión no será constante,
pues dependerá de los costes asociados a la inversión realizada. Tenemos por tanto que:

C = C̄ −
n∑

j=1

Kj(Xj), (3.21)

con
n∑

j=1

Xj = C. (3.22)

Dado que estamos descontando los costes de transacción del capital disponible, estamos
asumiendo impĺıcitamente que los costes de transacción son abonados en el momento
en el que se realiza la compra de activos, es decir, en el tiempo de inversión. Ahora el
retorno esperado será

µ̄(x) =
n∑

j=1

µjXj −
n∑

j=1

Kj(Xj), (3.23)

pues al ser el capital inicial C̄, los costes se contabilizan como pérdidas desde el punto
de vista del retorno. Aśı, la restricción (3.16) pasa a ser

n∑
j=1

µjXj −
n∑

j=1

Kj(Xj) ≥ µ0C̄. (3.24)

En el enfoque de discretización de retornos el razonamiento es análogo,

ȳt =
n∑

j=1

rjtXj −
n∑

j=1

Kj(Xj), t = 1, ..., T. (3.25)
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Como ya comentamos, realizar operaciones en el sistema financiero conlleva una
serie de limitaciones. Una de ellas es que a la hora de realizar una operación, existe un
cantidad mı́nima para la transacción pueda ser llevada a cabo. Dicha cantidad recibe
el nombre de lote de transacción y es impuesta por el mercado y espećıfica de cada
activo. En el mercado, los activos son cuantificados en unidades, de forma que un lote
de transacción es el número mı́nimo de unidades de un activo que pueden ser vendidas
o compradas. Consecuentemente, el capital que puede ser invertido en un activo es
siempre un múltiplo del lote de transacción de dicho activo, o equivalentemente, que
todas las transacciones son realizadas por lotes. La utilización de lotes de transacción
permite a los mercados financieros estandarizar las cotizaciones de los diferentes activos,
logrando que un inversor pueda saber, con facilidad, el precio por unidad de cada activo.
De esta forma, comparar y valorar activos diferentes es más sencillo.

Definición 3.2.4. Sea N = {1, 2, ..., n} el conjunto de activos disponibles e l =
{l1, l2, ..., ln} sus respectivos lotes de transacción, entonces el valor monetario por
lote de un activo j ∈ N es

Vj = ljqj, (3.26)

donde qj, j = 1, ..., n, es la cotización del activo j en el tiempo de inversión. Sea χj ∈
Z+, j = 1, ..., n, el número de lotes de transacción del activo j seleccionados en una
cartera de valores x ∈ Q, entonces el capital de inversión vendrá dado por

C =
n∑

j=1

χjVj. (3.27)

Observación 3.2.1. Al ser las variables χj, j = 1, ..., n, enteras, la ecuación (3.27)
puede no tener solución para un C ∈ R+ dado. Esto obliga a considerar C como una
variable, para evitar que el conjunto de soluciones factibles de nuestro problema de
cartera de valores pueda ser vaćıo. Lo más lógico es permitir que C pueda tomar valores
en un intervalo determinado por las cantidades mı́nimas y máximas que un inversor
está dispuesto a invertir. Esto es

C̄L ≤ C ≤ C̄U , (3.28)

con C̄L, C̄U ∈ R+.

Observación 3.2.2. Para problemas de optimización de carteras de valores basados en
medidas de seguridad, la cota inferior C̄L puede tomarse como 0. Esta cota solo sirve
para garantizar que, en los problemas basados en minimización de medidas de riesgo,
no se tome C = 0, ya que esto consigue que el riesgo de la inversión sea cero.

Para introducir de forma lineal, en un modelo de optimización de cartera de valores,
las restricciones relativas a la consideración de los lotes de transacción, es conveniente
distinguir los casos en los que la cartera es expresada mediante cantidades o mediante
pesos.
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1. Problema expresado en cantidades: En los problemas de optimización de
carteras de valores, expresados mediante las variables Xj, j = 1, ..., n, los lotes de tran-
sacción pueden ser modelados como

Xj = Vjχj, j = 1, ..., n, (3.29a)
n∑

j=1

Xj = C, (3.29b)

C ≥ C̄L, (3.29c)

C ≤ C̄U , (3.29d)

C ≥ 0, (3.29e)

χj ∈ Z+, j = 1, ..., n, (3.29f)

con C̄ ≥ C̄U ≥ C̄L ≥ 0.

2. Problema expresado en pesos: En los problemas de optimización de carteras
de valores, expresados mediante las variables xj, j = 1, ..., n, los lotes de transacción
pueden ser modelados como

Cxj = Vjχj, j = 1, ..., n, (3.30a)
n∑

j=1

xj = 1, (3.30b)

C ≥ C̄L, (3.30c)

C ≤ C̄U , (3.30d)

C ≥ 0, (3.30e)

χj ∈ Z+, j = 1, ..., n, (3.30f)

con C̄ ≥ C̄U ≥ C̄L ≥ 0.

Dado que la restricción (3.30a) es de tipo cuadrático tenemos que hacer algunas
modificaciones a esta formulación. Consideramos los pesos como la fracción de un capital
constante, distinto del invertido y superior a él. Podemos tomar para este capital el valor
dado por la cota superior de C en la restricción (3.30d). Dado que ahora los pesos son
relativos a un capital superior al capital de inversión, la restricción (3.30b) pasará a ser
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una desigualdad,

C̄Uxj = Vjχj, j = 1, ..., n, (3.31a)
n∑

j=1

xj ≤ 1, (3.31b)

C = C̄U

n∑
j=1

xj, (3.31c)

C ≥ C̄L, (3.31d)

C ≤ C̄U , (3.31e)

C ≥ 0, (3.31f)

χj ∈ Z+, j = 1, ..., n, (3.31g)

con C̄ ≥ C̄U ≥ C̄L ≥ 0. Tendremos entonces que Xj = C̄Uxj, j = 1, ..., n y 1−
∑n

j=1 xj

será la fracción del capital C̄U , que no ha sido invertida.

3.3. Valor en riesgo condicional con caracteŕısticas

reales

En esta sección añadiremos, varias de las restricciones y caracteŕısticas descritas en
los apartados anteriores, al modelo lineal basado en la medida de seguridad valor en
riesgo condicional (2.24).

Teorema 3.3.1. Sean N = {1, 2, ..., n} el conjunto de activos disponibles, cuyos costes
de transacción son de tipo PCMC, y V = {V1, V2, ..., Vn} sus respectivos valores mo-
netariores por lote. Sean Kinf , Ksup ∈ N el número mı́nimo y máximo de activos de
los que puede estar compuesta la cartera x ∈ Q y β ∈ (0, 1]. Entonces, el modelo lineal
para el problema de optimización de cartera valores asociado a la medida valor en riesgo
condicional es

máx (η − 1

β

T∑
t=1

ptdt), (3.32a)

s.a: dt ≥ η − yt +
n∑

j=1

Kj(Xj), t = 1, ..., T, (3.32b)

yt =
n∑

j=1

rjtXj, t = 1, ..., T, (3.32c)

µ =
n∑

j=1

µjXj, (3.32d)

µ−
n∑

j=1

Kj(Xj) ≥ µ0C̄, (3.32e)
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C +
n∑

j=1

Kj(Xj) ≤ C̄, (3.32f)

n∑
j=1

Xj = C, (3.32g)

Kj(Xj) = fjzj1 + cjXj2, j = 1, ..., n, (3.32h)

Xj = Vjχj, j = 1, ..., n, (3.32i)

Vjχj = Xj1 +Xj2, j = 1, ..., n, (3.32j)

Ljzj1 ≤ Xj1, j = 1, ..., n, (3.32k)

Mzj2 ≤ Xj1 ≤ Mzj1, j = 1, ..., n, (3.32l)

0 ≤ Xj2 ≤ (C̄ −M)zj2, j = 1, ..., n, (3.32m)

Kinf ≤
n∑

j=1

zj1 ≤ Ksup, (3.32n)

C ≥ C̄L, (3.32ñ)

C ≤ C̄U , (3.32o)

C ≥ 0, (3.32p)

dt ≥ 0, t = 1, ..., T, (3.32q)

Xji ≥ 0, i = 1, 2, j = 1, ..., n, (3.32r)

χj ∈ Z+, j = 1, ..., n, (3.32s)

zji ∈ {0, 1}, i = 1, 2, j = 1, ..., n, (3.32t)

donde C̄ es el capital disponible y M,Lj, fj, cj, C̄U , C̄L constantes reales tales que C̄ >

M > Lj > 0, M =
fj
cj

y C̄ ≥ C̄U ≥ C̄L ≥ 0.

Demostración. El modelo lineal (2.24) se formula para el caso de cantidades en lugar
de pesos como

máx (η − 1

β

T∑
t=1

ptdt), (3.33a)

s.a: dt ≥ η − yt, t = 1, ..., T, (3.33b)

yt =
n∑

j=1

rjtXj, t = 1, ..., T, (3.33c)

µ =
n∑

j=1

µjXj, (3.33d)

µ ≥ µ0C̄, (3.33e)
n∑

j=1

Xj = C̄ (3.33f)

dt ≥ 0, t = 1, ..., T, (3.33g)
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Xj ≥ 0, (3.33h)

donde C̄ es el capital disponible, que coincide con el capital de inversión C. yt y µ
no se corresponden ahora con tasas de retorno sino que son cantidades. Añadimos
ahora los costes de transacción de tipo PCMC. Estos costes pueden modelarse de forma
lineal mediante las restricciones (3.14). Si incluimos los costes sustrayéndolos del capital
debemos sustituir la restrición (3.33e) por (3.24) y en la restricción (3.33b) debemos
sustituir la variable yt por (3.25). Además, ahora

∑n
j=1 Xj = C, pues ya no coinciden

el capital disponible y el de inversión, ya que difieren en los costes de transacción. Esto
queda reflejado mediante la inclusión de la restricción (3.21). Realizando los cambios
comentados la formulación del modelo lineal pasa a ser

máx (η − 1

β

T∑
t=1

ptdt), (3.34a)

s.a: dt ≥ η − yt +
n∑

j=1

Kj(Xj), t = 1, ..., T, (3.34b)

yt =
n∑

j=1

rjtXj, t = 1, ..., T, (3.34c)

µ =
n∑

j=1

µjXj, (3.34d)

µ−
n∑

j=1

Kj(Xj) ≥ µ0C̄, (3.34e)

C +
n∑

j=1

Kj(Xj) = C̄, (3.34f)

n∑
j=1

Xj = C, (3.34g)

Kj(Xj) = fjzj1 + cjXj2, j = 1, ..., n, (3.34h)

Xj = Xj1 +Xj2, j = 1, ..., n, (3.34i)

Ljzj1 ≤ Xj1, j = 1, ..., n, (3.34j)

Mzj2 ≤ Xj1 ≤ Mzj1, j = 1, ..., n, (3.34k)

0 ≤ Xj2 ≤ (C̄ −M)zj2, j = 1, ..., n, (3.34l)

dt ≥ 0, t = 1, ..., T, (3.34m)

Xji ≥ 0, j = 1, ..., n, i = 1, 2, (3.34n)

zji ∈ {0, 1} j = 1, ..., n, i = 1, 2, (3.34ñ)

donde M,Lj, fj, cj son constantes reales tales que C̄ > M > Lj > 0, M =
fj
cj
.

Para incluir la restricción que limita el número de activos de los que puede estar
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compuesta la cartera, basta con añadir la restricción de cardinalidad

Kinf ≤
n∑

j=1

zj1 ≤ Ksup,

pues las variables de decisión zj1, j = 1, ..., n, vienen dadas por

zj1 =

{
1, si Xj > 0,

0, en otro caso.

Por último, procedemos a realizar las modificaciones necesarias al modelo para tener
en cuenta los lotes de transacción. En primer lugar, introducimos las restricciones (3.29)
que modelan linealmente los lotes de transacción. Por otro lado, la restricción (3.34f)
será sustituida por la desigualdad

C +
n∑

j=1

Kj(Xj) ≤ C̄,

pues ahora el capital invertido no podrá tomar cualquier valor, ya que está restringido
a combinaciones enteras de los valores monetarios. Existirán aśı, valores del capital
disponible para los que la igualdad no será posible y habrá una cantidad de capital que
no será invertida en ningún activo ni utilizada para sufragar los costes de transacción.
Dicha cantidad es

C̄ − C −
n∑

j=1

Kj(Xj),

Habrá que tener en cuenta esta cantidad en las restricciones que involucran tasas de
retornos, ya que no incluir este capital, significaŕıa contabilizarlo como pérdidas. El
capital inicial antes de realizar la inversión es C̄. Finalizada la inversión en el tiempo
objetivo, el capital total será

µ+ C + (C̄ − C −
n∑

j=1

Kj(Xj)) = µ+ C̄ −
n∑

j=1

Kj(Xj),

por tanto, el retorno obtenido será

µ−
n∑

j=1

Kj(Xj),

y la restricción para el retorno esperado es

µ−
n∑

j=1

Kj(Xj) ≥ µ0C̄.

Aśı, las restricciones (3.34b) y (3.34e) quedan inalteradas.

Concluimos entonces que el modelo lineal para el problema de optimización de
cartera valores considerado viene dado por (3.32).
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Una recopilación de los trabajos que presentan modelos de optimización de cartera
de valores con caracteŕısticas reales puede encontrarse en [23].

3.4. Análisis de grupos para la selección de cartera

de valores

El análisis de grupo o agrupamiento es una técnica utilizada en el campo de la
estad́ıstica y el aprendizaje automático para agrupar datos similares en conjuntos o
conglomerados. El objetivo principal del agrupamiento es identificar patrones o estruc-
turas inherentes en los datos, sin la necesidad de conocimiento previo sobre las clases o
categoŕıas a las que pertenecen los datos [26].

Una prometedora ĺınea de investigación relativamente reciente es explotar la infor-
mación de agrupación de una red de activos para desarrollar nuevos paradigmas de
optimización de carteras.

Estos enfoques construyen una cartera resolviendo el modelo clásico de Markowitz
pero sustituyendo la matriz de correlación original por una matriz ultramétrica de
agrupación basada en la correlación.

Definición 3.4.1. Sean N un conjunto de n objetos y δ una medida de distancia. Sea
D = (δij)1≤i,j≤n la matriz de distancias entre los n objetos, diremos que la matriz D
es ultramétrica si se verifica:

δij = δji, ∀i, j ∈ N, (3.35a)

δii = 0, ∀i, j ∈ N, (3.35b)

δij ≤ máx{δik, δkj}, ∀i, j, k ∈ N. (3.35c)

La matriz ultramétrica se construye a partir de la matriz de correlación original
mediante algoritmos de agrupamiento. Algunos de los más comunes son, el algoritmo
de enlace simple y enlace medio [11].

Después de su aplicación, normalmente se conserva un subconjunto de los distintos
elementos que componen la matriz original. Aśı, el agrupamiento basado en correlación
puede ser visto como un procedimiento de filtrado. Además, las carteras seleccionadas
por los algoritmos de agrupación son bastante robustas con respecto al ruido de me-
dición debido a la finitud del tamaño de la muestra. Esto significa que, incluso si hay
fluctuaciones o variaciones en los datos de entrada o en las condiciones del mercado,
los algoritmos de agrupación utilizados para seleccionar las carteras tienden a seguir
eligiendo las mismas carteras o carteras muy similares. Esto sugiere que las carteras
seleccionadas son menos sensibles a las fluctuaciones o al ruido de medición, y que su
estructura o composición generalmente se mantiene estable a pesar de las condiciones
cambiantes [36].
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El agrupamiento está ı́ntimamente relacionado con la teoŕıa de grafos, pues los datos
se pueden representar mediante un grafo, donde los nodos representan los objetos y las
aristas representan las similitudes o relaciones entre ellos.

A principios de la década de 2000, algunos autores empezaron a abordar el problema
de selección de activos mediante teoŕıa de grafos. Los activos se identifican con los
nodos y las aristas, identificadas por pares de activos i y j, incorporan la estructura
de dependencia basada en las correlaciones de los precios de las acciones. Se genera
aśı grafos completos que pueden ser representados. En la siguiente figura se muestra el
grafo obtenido a partir de las principales componentes del IBEX-35.

Figura 3.2: Grafo de correlación principales componentes IBEX-35

Mantegna en [25] fue uno de los primeros en construir este tipo de grafos para
detectar la organización jerárquica dentro de un mercado de valores. Demostró que
un árbol de expansión mı́nima del grafo, proporciona una ordenación de los valores,
seleccionando las conexiones más relevantes entre los activos. Un árbol de expansión
mı́nima de un grafo es un subconjunto de las conexiones entre los nodos, que conecta
todos los nodos minimizando la suma de los pesos de las conexiones.

Además, el árbol de expansión mı́nima proporciona de manera directa, la orga-
nización jerárquica ultramétrica subdominante de los activos en un mercado que se
agruparán en conglomerados que reflejan su relación de similaridad. En la Figura 3.3
se representa el árbol de expansión mı́nima del grafo de la Figura 3.2.
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Figura 3.3: Árbol de expansión mı́nima principales componentes IBEX-35

3.4.1. Problemas de localización para el análisis de grupos

El problema de agrupación puede modelizarse como un problema de localización
de instalaciones en una red. El problema de localización de instalaciones en redes o
FLP de sus siglas en inglés, es un tipo de problema de localización que se centra en
encontrar las ubicaciones óptimas para abrir instalaciones en una red o grafo. En este
problema, se considera una red con nodos y aristas, donde los nodos representan posibles
ubicaciones para las instalaciones y los aristas representan las conexiones o enlaces entre
los nodos. El objetivo es determinar qué nodos deben seleccionarse como ubicaciones
de las instalaciones, para minimizar o maximizar una métrica espećıfica.

Modelizamos el problema de agrupación como un problema de red p-mediana, un
problema clásico de localización de instalaciones en una red. Este problema fue intro-
ducido por Kariv y Hakimi en [15].

Definición 3.4.2. Sea G = (V,E) un grafo finito, conexo y no dirigido sin bucles
propios, con |V (G)| = n y |E(G)| = m. Cada arista e ∈ E(G), identificada por un
par de nodos (i, j), con i, j ∈ V (G), tiene asociada una longitud real y no-negativa
d(e) = dij. Sea Xp = {x1, x2, ..., xp} un conjunto de p puntos en G, donde un punto en G
es un punto a lo largo de cualquier arista de G que puede, o no, ser un nodo de G. La
distancia entre un nodo v ∈ V (G) y el conjunto Xp es

dv(Xp) = mı́n
1≤i≤p

{d(v, xi)}, (3.36)

donde d(v, xi) = dvxi
es la longitud del camino más corto en G entre v y xi. La suma
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de todas las distancias de cada uno de los nodos de G al conjunto Xp es entonces

F (Xp) =
∑

u∈V (G)

du(Xp). (3.37)

El problema de la p-mediana en G consiste en encontrar un conjunto de puntos X∗
p

de cardinalidad p tal que

F (X∗
p ) = mı́n

Xp en G,|Xp|=p
{F (Xp)}. (3.38)

El conjunto X∗
p se denomina p−mediana de G.

El siguiente teorema garantiza que siempre puede encontrarse una p−mediana en el
conjunto de los nodos del grafo. Un demostración de este teorema puede ser encontrada
en [13].

Teorema 3.4.1. Sea G = (V,E) un grafo finito, conexo y no dirigido sin bucles propios,
con |V (G)| = n y |E(G)| = m. Entonces existe un conjunto V ∗

p ⊂ V (G), tal que
F (V ∗

p ) = F (X∗
p ). Existe por tanto, una p − mediana de G cuyos puntos son todos

nodos.

Como consecuencia, podemos redifinir el concepto de p-mediana de G imponiendo
que el conjunto de puntos esté formado exclusivamente por nodos.

Definición 3.4.3. Sea G = (V,E) un grafo finito, conexo y no dirigido sin bucles
propios, con |V (G)| = n y |E(G)| = m. La p−mediana deG es el conjunto V ∗

p ⊂ V (G)
de cardinalidad p < n tal que

F (V ∗
p ) = mı́n

Vp⊂G,|Vp|=p
{F (Vp)}. (3.39)

Observación 3.4.1. Debemos asumir que p < n, ya que si p = n entonces V ∗
p =

V (G), F (V ∗
p ) = 0, y p > n no tiene sentido ya que número de nodos es n.

El conjunto V ∗
p será entonces, el conjunto de nodos que deben seleccionarse como

ubicaciones de las instalaciones en el problema de localización de red p-mediana.

El problema de la p-mediana puede interpretarse en términos de análisis de grupos.
En lugar de considerar las p-medianas como instalaciones, se reinterpretan como la
mediana de un conglomerado. En otras palabras, en lugar de encontrar ubicaciones
óptimas para las instalaciones, se busca encontrar conglomerados donde la mediana
del conglomerado representa la ubicación central del mismo. Aśı, el problema de la
p-mediana puede entenderse como una técnica de agrupamiento de datos.

De hecho, cuando se utiliza la distancia eucĺıdea al cuadrado, el problema se convier-
te en una versión del problema de las k-medias en el análisis de grupos. En ese caso, la
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solución óptima conduce a una partición del conjunto de nodos en conglomerados [14].
A los nodos pertenecientes a la p-mediana los denominaremos representantes y cada
representante pertenecerá a un conglomerado diferente. Sea j ∈ V ∗

p un representante
de un cierto conglomerado, el resto de nodos de dicho conglomerado se dirán que son
nodos asociados a j o representados por j.

3.4.2. Marco unificado

A la hora de utilizar el agrupamiento en el ámbito de la optimización de cartera
de valores, generalmente se utilizan modelos de agrupación y selección de carteras que
resuelven estos problemas en dos pasos distintos: primero la agrupación y luego la
selección. Sin embargo, un punto de vista interesante es tratar el problema en una fase
unificada, que permita utilizar la fase de agrupamiento como una herramienta eficaz en
el proceso de determinación de los pesos óptimos de los activos en la cartera. Esta idea
fue introducida por Puerto, Rodŕıguez-Madrena y Scozzari en [32].

Para lograr esto, modelizamos el mercado financiero como una red, es decir, como
un grafo G = (V,E) finito, conexo y no dirigido sin bucles propios, donde V (G) es
el conjunto de activos. Dotaremos a esta red de activos de una métrica basada en los
coeficientes de correlación entre los rendimientos de los activos. Construiremos nues-
tra cartera seleccionando los activos de p-mediana de G, es decir, seleccionando el
representante de cada uno de los p conglomerados obtenidos al particionar la red G,
aprovechando aśı, el enfoque de agrupamiento para diversificar nuestra cartera. Podre-
mos usar entonces, la función objetivo (3.37) del problema de la p-mediana, para filtrar
la información relevante y medir el efecto de la fase de agrupamiento en los activos
seleccionados con respecto a los no seleccionados.

Definición 3.4.4. Sean N = {1, 2, ..., n} y Q, el capital y los conjuntos de activos
disponibles y carteras de valores posibles, respectivamente. Sea ϱ(·) una medida de
riesgo, diremos que un problema de optimización de cartera de valores es abordado
desde el enfoque de agrupamiento mediante la p-mediana si es de la forma

máx{[µ(x),−ϱ(x),−Fp(x)] : x ∈ Q, Vp ⊂ V (G), |Vp| = p}, (3.40)

donde Fp(x) = F (Vp) y Vp es el conjunto de activos j ∈ N tales que xj > 0.

El problema (3.40) puede ser expresado como un problema de programación ma-
temática entero-mixto multi-objetivo cuya formulación es
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máx µ(x), (3.41a)

mı́n ϱ(x), (3.41b)

mı́n Fp(x) =
n∑

i=1

n∑
j=1

dijzij, (3.41c)

s.a:
n∑

j=1

zjj = p, (3.41d)

n∑
j=1

zij = 1, i = 1, ..., n, (3.41e)

zij ≤ zjj, i, j = 1, ..., n, (3.41f)

ljzjj ≤ xj ≤ ujzjj, j = 1, ..., n, (3.41g)

x ∈ Q, (3.41h)

zij ∈ {0, 1}, i, j = 1, ..., n, (3.41i)

donde

zjj =

{
1, si xj > 0 y j es un representante

0, en otro caso

zij =

{
1, si xi > 0 pero es representado por j

0, en otro caso

La restricción (3.41d) garantiza la selección de exactamente p representantes. La
restricción (3.41e) garantiza que cada activo pertenece a exactamente a un conglome-
rado, mientras que la restricción (3.41f) asegura que un activo i está representado por
j sólo si j está seleccionado como representante de un conglomerado. Las restricciones
(3.41g) unen los problemas de localización y selección de cartera. De hecho, la restric-
ción (3.41g) establece que si un activo j se selecciona como representante, entonces
invertimos en el activo xj una cantidad de capital que debe ser como mı́nimo igual
a lj ≥ 0 y como máximo uj ≥ 0. Por tanto, las restricciones (3.41d) y (3.41e) son
una combinación de restricciones de cardinalidad y clase, la restricción (3.41f) es una
restricción lógica y la restricción (3.41g) es de tipo umbral.

A la hora de lidiar con el problema (3.41) vamos a utilizar el enfoque de aproximación
mediante cotas (1.3). El modelo puede ser reescrito entonces como

mı́n ϱ(x), (3.42a)

s.a: µ(x) ≥ µ0, (3.42b)

Fp(x) ≤ F 0
p , (3.42c)

(x, z) ∈ ΓQ, (3.42d)
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donde ΓQ es la región factible determinada por las restricciones (3.41d)-(3.41i) y µ0 y
F 0
p son, respectivamente, la cota inferior para µ(x) y la cota superior para Fp(x).

Dado que este modelo puede utilizarse para cualquier medida de riesgo podemos
considerarlo como un problema general de localización y selección de cartera.

Debemos especificar la métrica que utilizaremos para poder determinar las distancias
entre los activos y aśı resolver el problema de agrupamiento. Una opción muy extendida
consiste en cuantificar la similitud entre dos activos con la correlación de Pearson. Aśı,
el grafo de los activos G, representa la estructura de correlación entre los diferentes
activos donde las distancias asociados a cada arista se refieren a la correlación lineal
entre los activos que definen sus extremos. Sea e ∈ E(G) representada por (i, j) con
i, j ∈ V (G), la distancia entre i y j es

dij =
√

2(1− ρ̄ij), (3.43)

donde ρ̄ij el coeficiente de correlación de Pearson entre los retornos de los activos (1.7).

Utilizamos ahora el enfoque de discretización de retornos y como función objetivo
usaremos el valor en riesgo condicional (2.23). De esta forma, recordando el modelo
lineal (2.24) el problema (3.42) puede formularse como

máx (η − 1

β

T∑
t=1

ptd
−
t ), (3.44a)

s.a: d−t ≥ η − yt, t = 1, ..., T, (3.44b)

yt =
n∑

j=1

rjtxj, t = 1, ..., T, (3.44c)

µ =
n∑

j=1

µjxj, (3.44d)

µ ≥ µ0, (3.44e)

Fp(x) ≤ F 0
p , (3.44f)

d−t ≥ 0, t = 1, ..., T, (3.44g)

η ∈ R, (3.44h)

(x, z) ∈ ΓQ. (3.44i)

La siguiente proposición fue enunciada y demostrada por Garćıa en [9].

Proposición 3.4.2. En un problema de la p-mediana en una red, la variable zij, i ̸= j,
toma en el óptimo el valor 1 para un representante j tal que dij = mı́nk:zkk{dik}.

Como consecuencia, podemos reducir el número de variables binarias en nuestro
modelo de O(n2) a O(n). Basta sustituir la restricción (3.41i) en ΓQ por las siguientes
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restricciones,

zjj ∈ {0, 1}, j = 1, ..., n,

zij ≥ 0, 1 ≤ i, j ≤ n, i ̸= j.

Es claro, que la elección de la cota µ0 depende exclusivamente de las preferencias
del inversor, sin embargo, la elección de F 0

p y cuál puede ser su efecto en el problema de
agrupamiento no es tan obvio. Por ello, describimos a continuación un procedimiento
para calcular su valor. Consideramos el problema

mı́nFp(x), (3.45a)

s.a: µ ≥ µ0, (3.45b)

(x, z) ∈ ΓQ. (3.45c)

Sea F l
p su valor óptimo, F l

p es el mı́nimo valor para F 0
p que hace el problema (3.44)

factible.

Consideramos ahora el problema,

máx (η − 1

β

T∑
t=1

ptd
−
t ), (3.46a)

s.a: d−t ≥ η − yt, t = 1, ..., T, (3.46b)

yt =
n∑

j=1

rjtxj, t = 1, ..., T, (3.46c)

µ =
n∑

j=1

µjxj, (3.46d)

µ ≥ µ0, (3.46e)
n∑

j=1

zj = p, (3.46f)

ljzj ≤ xj ≤ ujzj, j = 1, ..., n (3.46g)

d−t ≥ 0, t = 1, ..., T, (3.46h)

η ∈ R, (3.46i)

zj ∈ {0, 1} j = 1, ..., n, (3.46j)

x ∈ Q. (3.46k)

Sea Xp el conjunto de los p activos seleccionados en el óptimo. Entonces Fp(Xp) = F u
p

es el mayor valor que podemos tomar para F 0
p , pues para F 0

p > F u
p la restricción (3.44f)

es despreciable.

Dado λ ∈ [0, 1], podemos tomar F 0
p como

F 0
p = λF l

p + (1− λ)F u
p . (3.47)
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Variando el parámetro λ podremos estudiar y controlar el efecto del agrupamiento.
Para λ = 0 recuperamos el modelo (3.46) que no es más que el modelo (2.24) con una
restricción de cardinalidad.

Hemos obtenido aśı, una formulación de programación matemática para el problema
de localizar un conjunto de p instalaciones en una red, seleccionando al mismo tiempo
un subconjunto de activos que minimizan una medida de riesgo dada.
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Caṕıtulo 4

Optimización del problema de
cartera de valores con costes de
transacción como variables de
decisión

En el caṕıtulo anterior considerábamos que los costes de transacción veńıan dados.
Ahora, estudiaremos el caso en el que costes de transacción son variables de decisión
fijadas por los brókers e instituciones financieras.

El objetivo de los intermediarios será maximizar su beneficio como parte del proceso
de decisión que conduce a carteras óptimas para los inversores. Por lo tanto, tendremos
dos niveles de decisores: el intermediario financiero y el inversor.

Consideramos un problema de optimización de carteras basado en un modelo de
inversión de un solo periodo con una fase de fijación de costes de transacción. Suponemos
una relación jerárquica entre las partes implicadas en el problema, es decir, uno de los
decisores toma la iniciativa y el otro lo sigue.

En primer lugar, consideramos el problema en el que intermediario fija primero los
costes unitarios de transacción, tratando de anticipar la respuesta racional del inversor.
Una vez fijados los costes, el inversor elige su cartera óptima. Por otro lado, analizamos el
caso en el que el inversor elige primero su cartera y, a continuación, el intermediario fija
los costes de transacción. Además, consideramos un problema en el que el intermediario
y el inversor cooperan para maximizar beneficios. En este caso, no hay una relación
jerárquica entre los decisores.

Asumimos que ambos decisores disponen de toda la información financiera o económi-
ca. Para modelizar estos problemas utilizamos métodos de optimización binivel (ver [2],
[18]).
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A lo largo de los siguientes apartados estudiamos las distintas situaciones planteadas
basándonos en el trabajo realizado por Leal, Ponce, y Puerto en [20].

4.1. Preliminares

Sean N = {1, ..., n}, el conjunto de activos disponibles, B ⊂ N el conjunto de los
activos disponibles en los que el intermediario puede establecer costes de transacción y
R = N \B.

Consideramos costes de transacción de tipo fijo proporcional (3.12), y suponemos
que el intermediario puede establecer, para cada activo j ∈ B, un coste de transacción
unitario cj elegido entre un conjunto discreto de costes admisibles Kj = {cj1, ..., cjsj}
con |Kj| = sj.

Como ya hemos comentado, el intermediario tiene como objetivo maximizar sus be-
neficios, es decir, maximizar los costes de transacción que serán pagados por el inversor.
Dada una cartera de valores x = (X1, ..., Xn), sus costes de transacción asociados son

K(X1, ..., Xn) =
n∑

j=1

Kj(Xj) =
∑
j∈B

cjXj = C
n∑

j∈B

cjxj. (4.1)

Por lo tanto, el problema de maximización de beneficios para el intermediario puede
ser modelado de la forma

máx
∑
j∈B

cjxj (4.2a)

s.a: cj =

sj∑
k=1

cjkajk, j ∈ B, (4.2b)

sj∑
k=1

ajk = 1, j ∈ B, (4.2c)

ajk ∈ {0, 1}, j ∈ B, k = 1, ..., sj, (4.2d)

donde las variables ajk, j ∈ B, k = 1, ..., sj, son variables binarias de decisión que vienen
dados por

ajk =

{
1, si cj = cjk,

0, en otro caso.
(4.3)

En general podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que los costes unitarios
seleccionados por el intermediario c = (cj)j∈B puede restringirse a pertenecer a algún

poliedro K. Tomamos el caso general K = R|B|
+ . Para incluir esta restricción en el

problema basta con añadir la siguiente restricción

c ∈ K (4.4)

62
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El inversor, por su parte, intentará reducir el riesgo de su inversión, garantizando al
mismo tiempo que el retorno esperado esté por encima de un determinado nivel mı́nimo.
Consideramos el valor en riesgo condicional (2.23) como medida para cuantificar el riesgo
y consideramos que los costes de transacción son sustráıdos del retorno. Dado β ∈ (0, 1],
en el enfoque de discretización de retornos el problema del inversor puede ser modelado
como

máx η − 1

β

T∑
t=1

ptdt (4.5a)

s.a: dt ≥ η − yt, t = 1, ..., T, (4.5b)

yt =
n∑

j=1

rjtxj −
∑
i∈B

cixi, t = 1, ..., T (4.5c)

T∑
t=1

ptyt ≥ µ0, (4.5d)

n∑
j=1

xj ≤ 1, (4.5e)

η ∈ R, (4.5f)

dt ≥ 0, t = 1, ..., T, (4.5g)

xj ≥ 0, j = 1, ..., n. (4.5h)

4.2. El problema de cartera de valores binivel:

intermediario-ĺıder inversor-seguidor

Analizamos en este apartado el problema en el que intermediario fija primero los
costes unitarios de transacción, tratando de anticipar la respuesta racional del inversor.
Una vez fijados los costes, el inversor elige su cartera óptima.

Este problema puede ser modelado en el marco de la optimización binivel como

máx
∑
j∈B

cjxj (4.6a)

s.a: cj =

sj∑
k=1

cjkajk, j ∈ B, (4.6b)

sj∑
k=1

ajk = 1, j ∈ B, (4.6c)

ajk ∈ {0, 1}, j ∈ B, k = 1, ..., sj, (4.6d)

c ∈ K. (4.6e)
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x ∈ argmáx η − 1

β

T∑
t=1

ptdt, (4.6f)

s.a: dt ≥ η − yt, t = 1, ..., T, (4.6g)

yt =
n∑

j=1

rjtxj −
∑
i∈B

cixi, t = 1, ..., T, (4.6h)

T∑
t=1

ptyt ≥ µ0, (4.6i)

n∑
j=1

xj ≤ 1, (4.6j)

η ∈ R, (4.6k)

dt ≥ 0, t = 1, ..., T, (4.6l)

xj ≥ 0, j = 1, ..., n. (4.6m)

Para resolver este problema vamos a plantear dos formulaciones distintas de pro-
gramación lineal entera mixta de un solo nivel.

1ª formulación:

Como podemos observar, el problema del inversor en (4.6) es lineal en las variables
xj cuando c viene dado. Por ello, podemos calcular su dual exacto, que viene dado por

mı́n ν + µ0ω (4.7a)

s.a: ν −
T∑
t=1

(rjt − cj)δt ≥ 0, j ∈ B, (4.7b)

ν −
T∑
t=1

rjtδt ≥ 0, j ∈ R, (4.7c)

−
T∑
t=1

γt = 1, (4.7d)

γt ≥ −pt
β
, t = 1, ..., T, (4.7e)

γt + δt + ptω = 0, t = 1, ..., T, (4.7f)

γt ≤ 0, t = 1, ..., T, (4.7g)

ω ≤ 0, (4.7h)

ν ≥ 0. (4.7i)

donde δt, ω, γt, ν son las variables duales asociadas a las restricciones (4.6h), (4.6i),
(4.6g) y (4.6j).

Ahora podemos hacer uso del Teorema de Dualidad Fuerte para reformular el pro-
blema (4.6). Para ello, añadiremos la ecuación que iguala los valores de las funciones
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objetivo del problema primal del inversor (4.6f) y de su dual (4.7a). Junto a esta ecua-
ción, incluimos las restricciones del problema dual (4.7). De esta forma, el problema
(4.6) es equivalente a

máx
∑
j∈B

cjxj (4.8a)

s.a: cj =

sj∑
k=1

cjkajk, j ∈ B, (4.8b)

sj∑
k=1

ajk = 1, j ∈ B, (4.8c)

ajk ∈ {0, 1}, j ∈ B, k = 1, ..., sj, (4.8d)

c ∈ K, (4.8e)

η − 1

β

T∑
t=1

ptdt = ν + µ0ω, (4.8f)

dt ≥ η − yt, t = 1, ..., T, (4.8g)

yt =
n∑

j=1

rjtxj −
∑
i∈B

cixi, t = 1, ..., T (4.8h)

T∑
t=1

ptyt ≥ µ0, (4.8i)

n∑
j=1

xj ≤ 1, (4.8j)

η ∈ R, (4.8k)

dt ≥ 0, t = 1, ..., T, (4.8l)

xj ≥ 0, j = 1, ..., n, (4.8m)

ν −
T∑
t=1

(rjt − cj)δt ≥ 0, j ∈ B, (4.8n)

ν −
T∑
t=1

rjtδt ≥ 0, j ∈ R, (4.8ñ)

−
T∑
t=1

γt = 1, (4.8o)

γt ≥ −pt
β
, t = 1, ..., T, (4.8p)

γt + δt + ptω = 0, t = 1, ..., T, (4.8q)

γt ≤ 0, t = 1, ..., T, (4.8r)

ω ≤ 0, (4.8s)

ν ≥ 0. (4.8t)
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La ecuación (4.8f) es la correspondiente al Teorema de Dualidad Fuerte.

Podemos observar que en la formulación anterior tenemos varios términos no lineales,
cjxj y cjδt. Para eliminar dichos términos añadimos variables y restricciones adicionales
siguiente el método descrito por McCormick en [29].

Dado que cj =
∑sj

k=1 cjkajk,∀j ∈ B, vamos a sustituir los términos no lineales cjxj

por
∑sj

k=1 cjkâjk, ∀j ∈ B, donde âjk, j ∈ B, k = 1, ..., sj son las nuevas variables que
vienen dadas por

âjk ≤ xj, j ∈ B, k = 1, ..., sj, (4.9a)

âjk ≤ ajk, j ∈ B, k = 1, ..., sj, (4.9b)

âjk ≥ xj − (1− ajk), j ∈ B, k = 1, ..., sj, (4.9c)

âjk ≥ 0, j ∈ B, k = 1, ..., sj. (4.9d)

A la hora de introducirlas en el modelo (4.8), podemos eliminar varias restricciones
intercambiando las variables xj por

∑sj
k=1 âjk, ∀j ∈ B. Aśı, bastaŕıa con incluir exclusi-

vamente las siguientes restricciones

âjk ≤ ajk, j ∈ B, k = 1, ..., sj, (4.10a)

âjk ≥ 0, j ∈ B, k = 1, ..., sj. (4.10b)

De manera análoga, podemos linealizar los términos no lineales cjδt sustituyéndolos

por
∑sj

k=1 cjkδ̂jkt,∀j ∈ B donde las variables δ̂jkt, j ∈ B, k = 1, ..., sj, t = 1, ..., T, son las
nuevas variables que vienen dadas por

δ̂jkt ≤ δt, j ∈ B, k = 1, ..., sj, t = 1, ..., T, (4.11a)

δ̂jkt ≤ Majk, j ∈ B, k = 1, ..., sj, t = 1, ..., T, (4.11b)

δ̂jkt ≥ δt − (1− ajk)M, j ∈ B, k = 1, ..., sj, t = 1, ..., T, (4.11c)

δ̂jkt ≥ 0, j ∈ B, k = 1, ..., sj, t = 1, ..., T. (4.11d)

(4.11e)

con M una costante que toma un valor suficientemente grande y positivo.

Por lo tanto, añadiendo las nuevas variables y restricciones, el problema (4.8) puede
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ser reformulado de la siguiente forma

máx
∑
j∈B

sj∑
k=1

cjkâjk (4.12a)

s.a:

sj∑
k=1

ajk = 1, j ∈ B, (4.12b)

ajk ∈ {0, 1}, j ∈ B, k = 1, ..., sj, (4.12c)

c ∈ K, (4.12d)

η − 1

β

T∑
t=1

ptdt = ν + µ0ω, (4.12e)

dt ≥ η − yt, t = 1, ..., T, (4.12f)

yt =
∑
j∈B

rjt(

sj∑
k=1

âjk) +
∑
j∈R

rjtxj −
∑
j∈B

sj∑
k=1

cjkâjk, t = 1, ..., T, (4.12g)

T∑
t=1

ptyt ≥ µ0, (4.12h)

∑
j∈B

sj∑
k=1

âjk +
∑
j∈R

xj ≤ 1, (4.12i)

dt ≥ 0, t = 1, ..., T, (4.12j)

xj ≥ 0, j ∈ R, (4.12k)

âjk ≤ ajk, j ∈ B, k = 1, ..., sj, (4.12l)

âjk ≥ 0, j ∈ B, k = 1, ..., sj, (4.12m)

η ∈ R, (4.12n)

ν −
T∑
t=1

(rjtδt −
sj∑
k=1

cjkδ̂jkt) ≥ 0, j ∈ B, (4.12ñ)

ν −
T∑
t=1

rjtδt ≥ 0, j ∈ R, (4.12o)

−
T∑
t=1

γt = 1, (4.12p)

γt ≥ −pt
β
, t = 1, ..., T, (4.12q)

γt + δt + ptω = 0, t = 1, ..., T, (4.12r)

γt ≤ 0, t = 1, ..., T, (4.12s)

ω ≤ 0, (4.12t)

ν ≥ 0, (4.12u)
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δ̂jkt ≤ δt, j ∈ B, k = 1, ..., sj, t = 1, ..., T, (4.12v)

δ̂jkt ≤ Majk, j ∈ B, k = 1, ..., sj, t = 1, ..., T, (4.12w)

δ̂jkt ≥ δt − (1− ajk)M, j ∈ B, k = 1, ..., sj, t = 1, ..., T, (4.12x)

δ̂jkt ≥ 0, j ∈ B, k = 1, ..., sj, t = 1, ..., T. (4.12y)

2ª formulación:

Esta formulación se basa en expresar el problema del inversor a partir de las variables
âjk, antes del obtener su dual. Realizando el cambio cjxj =

∑sj
k=1 cjkâjk el problema

(4.5) se expresa de la forma

máx η − 1

β

T∑
t=1

ptdt (4.13a)

s.a: dt ≥ η − yt, t = 1, ..., T, (4.13b)

yt =
∑
j∈B

rjt(

sj∑
k=1

âjk) +
∑
j∈R

rjtxj −
∑
j∈B

sj∑
k=1

cjkâjk, t = 1, ..., T, (4.13c)

T∑
t=1

ptyt ≥ µ0, (4.13d)

∑
j∈B

sj∑
k=1

âjk +
∑
j∈R

xj ≤ 1, (4.13e)

dt ≥ 0, t = 1, ..., T, (4.13f)

xj ≥ 0, j ∈ R, (4.13g)

âjk ≤ ajk, j ∈ B, k = 1, ..., sj, (4.13h)

âjk ≥ 0, j ∈ B, k = 1, ..., sj, (4.13i)

η ∈ R. (4.13j)

(4.13k)

Ahora podemos calcular su dual, obteniendo el siguiente problema

mı́n ν + µ0ω +
∑
j∈B

sj∑
k=1

ajkσjk (4.14a)

s.a: ν −
T∑
t=1

rjtδt +
T∑
t=1

cjkδt + σjk ≥ 0, j ∈ B, k = 1, ..., sj, (4.14b)

ν −
T∑
t=1

rjtδt ≥ 0, j ∈ R, (4.14c)

−
T∑
t=1

γt = 1, (4.14d)
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γt ≥ −pt
β
, t = 1, ..., T, (4.14e)

γt + δt + ptω = 0, t = 1, ..., T, (4.14f)

γt ≤ 0, t = 1, ..., T, (4.14g)

ω ≤ 0, (4.14h)

ν ≥ 0 (4.14i)

σjk ≥ 0, j ∈ B, k = 1, ..., sj. (4.14j)

Por el Teorema de Dualidad Fuerte obtenemos que

η − 1

β

T∑
t=1

ptdt = ν + µ0ω +
∑
j∈B

sj∑
k=1

ajkσjk, (4.15)

Siguiendo un proceso análogo al realizado en la 1ª formulación, eliminamos los términos
no lineales ajkσjk mediante el uso de las variables σ̂jk. Aśı, la 2ª formulación para el
problema (4.6) es

máx
∑
j∈B

sj∑
k=1

cjkâjk (4.16a)

s.a:

sj∑
k=1

ajk = 1, j ∈ B, (4.16b)

ajk ∈ {0, 1}, j ∈ B, k = 1, ..., sj, (4.16c)

c ∈ K, (4.16d)

η − 1

β

T∑
t=1

ptdt = ν + µ0ω +
∑
j∈B

sj∑
k=1

σ̂jk, (4.16e)

dt ≥ η − yt, t = 1, ..., T, (4.16f)

yt =
∑
j∈B

rjt(

sj∑
k=1

âjk) +
∑
j∈R

rjtxj −
∑
j∈B

sj∑
k=1

cjkâjk, t = 1, ..., T, (4.16g)

T∑
t=1

ptyt ≥ µ0, (4.16h)

∑
j∈B

sj∑
k=1

âjk +
∑
j∈R

xj ≤ 1, (4.16i)

dt ≥ 0, t = 1, ..., T, (4.16j)
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xj ≥ 0, j ∈ R, (4.16k)

âjk ≤ ajk, j ∈ B, k = 1, ..., sj, (4.16l)

âjk ≥ 0, j ∈ B, k = 1, ..., sj, (4.16m)

η ∈ R, (4.16n)

ν −
T∑
t=1

rjtδt +
T∑
t=1

cjkδt + σjk ≥ 0, j ∈ B, k = 1, ..., sj, (4.16ñ)

ν −
T∑
t=1

rjtδt ≥ 0, j ∈ R, (4.16o)

−
T∑
t=1

γt = 1, (4.16p)

γt ≥ −pt
β
, t = 1, ..., T, (4.16q)

γt + δt + ptω = 0, t = 1, ..., T, (4.16r)

γt ≤ 0, t = 1, ..., T, (4.16s)

ω ≤ 0, (4.16t)

ν ≥ 0, (4.16u)

σ̂jk ≤ σjk, j ∈ B, k = 1, ..., sj, (4.16v)

σ̂jk ≤ Majk, j ∈ B, k = 1, ..., sj, t = 1, ..., T, (4.16w)

σ̂jk ≥ σjk − (1− ajk)M, j ∈ B, k = 1, ..., sj, (4.16x)

σ̂jk ≥ 0, j ∈ B, k = 1, ..., sj, (4.16y)

σjk ≥ 0, j ∈ B, k = 1, ..., sj. (4.16z)

Tanto la 1ª como la 2ª formulación requieren determinar un valor válido para el
constante M . El valor de esta constante condicionará el rendimiento del modelo.

Teorema 4.2.1. Dado c, el conjunto de los valores de los costes de transacción uni-
tarios, denotamos por B(c) al conjunto de todas las submatrices de rango máximo de
la matriz que representa las restricciones del problema (4.7) en su forma estándar.
Sea BS(c) el conjunto de todas las matrices resultantes al remplazar en cada matriz
de B(c) una columna por el vector de los términos independientes de cada una de las
restricciones de (4.7). Sean

△(c) = mı́n{|det(A)| : A ∈ B(c)}, (4.17a)

△S(c) = mı́n{|det(A)| : A ∈ BS(c)}, (4.17b)

entonces,

UBδ = máx
c

△S(c)

△(c)
, (4.18)

es una cota superior válida para M en (4.12).
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Demostración. En primer lugar, fijados los costes c, observamos que por la restricciones
(4.12w) y (4.12x) tenemos que

Majk ≥ δt − (1− ajk)M, j ∈ B, k = 1, ..., sj, t = 1, ..., T.

Por tanto, si ajk = 1, j ∈ B, k = 1, ..., sj,

M ≥ δt, j ∈ B, k = 1, ..., sj, t = 1, ..., T.

Por el contrario, si ajk = 0, j ∈ B, k = 1, ..., sj, también observamos que

0 ≥ δt −M ⇒ M ≥ δt, j ∈ B, k = 1, ..., sj, t = 1, ..., T.

Bastará entonces tomar como UBδ cualquier cota superior de máxt=1,...,T δt.

Nos centramos en el problema dual del inversor (4.7), por la restricción (4.7f) tene-
mos que δt ≥ 0, pues γt, ω ≤ 0 y pt ≥ 0, con t = 1, ..., T. Además, dado que la función
objetivo representa el valor en riesgo condicional sabemos que ν+µ0ω está acotado ∀ω
y para cualquier conjunto de costes c. Concretamente,

rmin − cmax ≤ ν + µ0ω ≤ rmax,

donde rmin = mı́nj=1,...,n,t=1,...,T rjt, rmax = máxj=1,...,n,t=1,...,T rjt y cmax = máxj=1,...,n,k=1,...,sj cjk.
Dado que la función objetivo está acotada, la solución se alcanza en un punto extremo
de la región factible. Los puntos extremos son las soluciones de los sistemas de ecuacio-
nes de dimensión completa cogidos de la matriz de restricciones de (4.7) en su forma
estándar. Aplicando la regla de Cramer, en los puntos extremos tenemos que

δt ≤
△S(c)

△(c)
, t = 1, ..., T.

Si ahora tenemos en cuenta todos los posibles valores del conjunto de costes c,

δt ≤ máx
c

△S(c)

△(c)
, t = 1, ..., T.

Por lo tanto,

máx
t=1,...,T

δt ≤ máx
c

△S(c)

△(c)
= UBδ.

Corolario 4.2.2. Sea UBδ la cota obtenida por el teorema anterior para el caso en
el que B(c) es conjunto de todas las submatrices de rango máximo de la matriz que
representa las restricciones del problema (4.14) y sea

LBν = mı́n
c

△S(c)

△(c)
, (4.19)

entonces,
UBσ = máx{T (rmax − cmin)UBδ − LBν , 0}, (4.20)

es una cota superior válida para M en (4.16).
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Demostración. De forma análoga al caso anterior, tenemos que M ≥ máxt=1,...,T δt.

Centrándonos en el problema (4.14), dado que estamos minimizando ν + µ0ω +∑
j∈B

∑sj
k=1 ajkσjk, la variables σjk, j ∈ B, k = 1, ..., sj tomarán en el óptimo el menor

valor posible. De esta forma

σjk =

{
0, si ν +

∑T
t=1(cjk − rjt)δt ≥ 0,

−ν +
∑T

t=1(rjt − cjk)δt, en otro caso.

Si ν +
∑T

t=1(cjk − rjt)δt < 0, entonces
∑T

t=1(cjk − rjt) < 0 pues ν > 0 y por lo tanto,∑T
t=1(rjt − cjk) > 0. Aśı,

σjk ≤ máx{0,−LBν + T (rmax − cmin)UBδ} = UBσ.

4.3. El problema de cartera de valores binivel:

inversor-ĺıder intermediario-seguidor

Analizamos ahora la situación inversa a la analizada en la sección anterior. En este
caso, el inversor eligirá primero una cartera y seguidamente el intermediario fijará los
costes de transacción.

Esta situación no es común en la realidad, pero es interesante analizarla desde el
punto de vista teórico.

Utilizamos, de nuevo, el valor en riesgo condicional para cuantificar el riesgo. El
problema para el inversor consiste en seleccionar una cartera sabiendo que una vez
seleccionada el intermediario maximizará sus beneficios fijando los costes de transacción.
El problema puede modelarse como

máx η − 1

β

T∑
t=1

ptdt, (4.21a)

s.a: dt ≥ η − yt, t = 1, ..., T, (4.21b)

yt =
n∑

j=1

rjtxj −
∑
i∈B

cixi, t = 1, ..., T, (4.21c)

T∑
t=1

ptyt ≥ µ0, (4.21d)

dt ≥ 0, t = 1, ..., T, (4.21e)
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η ∈ R, (4.21f)
n∑

j=1

xj ≤ 1, (4.21g)

xj ≥ 0, j = 1, ..., n, (4.21h)

c ∈ argmáx
∑
j∈B

cjxj (4.21i)

s.a: cj =

sj∑
k=1

cjkajk, j ∈ B, (4.21j)

sj∑
k=1

ajk = 1, j ∈ B, (4.21k)

ajk ∈ {0, 1}, j ∈ B, k = 1, ..., sj, (4.21l)

c ∈ K. (4.21m)

Este problema puede ser simplificado en el caso en el que no se incluya la restricción
(4.21m), pues en ese caso, para una cartera x dada, tenemos que∑

j∈B

cjxj ≤
∑
j∈B

c+j xj (4.22)

donde c+j = máxk=1,...,sj cjk, ∀j ∈ B.Y dado que c+j es una solución factible de (4.2), es
también una solución óptima.

De esta forma, si eliminamos la restricción (4.21m) en el problema (4.21), podemos
obtener la siguiente formulación equivalente

máx η − 1

β

T∑
t=1

ptdt, (4.23a)

s.a: dt ≥ η − yt, t = 1, ..., T, (4.23b)

yt =
n∑

j=1

rjtxj −
∑
j∈B

c+j xj, t = 1, ..., T, (4.23c)

T∑
t=1

ptyt ≥ µ0, (4.23d)

dt ≥ 0, t = 1, ..., T, (4.23e)

η ∈ R, (4.23f)
n∑

j=1

xj ≤ 1, (4.23g)

xj ≥ 0, j = 1, ..., n. (4.23h)

Obtenemos aśı, una formulación de programación lineal entera mixta de un solo nivel.
En el caso que la restricción (4.21m) no sea eliminada, no puede obtenerse una formu-
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lación de programación lineal entera mixta de un solo nivel. Para resolver 4.21, en este
caso más general, utilizaremos el siguiente algoritmo iterativo:

Inicialización:

Elegir una solución factible (x0, y0, η0, d
0, c0) de (4.21). Denotar

χ0 = (x0, y0, η0, d
0) y fijar λ0 = −1 y M0

β = ∞.

Iteración: τ = 1, 2, . . .

Resolver el problema del intermediario para xτ−1. Denotar la solución óptima
por cτ .

Resolver la formulación incompleta:

máx η − 1

β

T∑
t=1

ptdt, (4.24a)

s.a: dt ≥ η − yt, t = 1, ..., T, (4.24b)

yt =
n∑

j=1

rjtxj − λ, t = 1, ..., T, (4.24c)

T∑
t=1

ptyt ≥ µ0, (4.24d)

dt ≥ 0, t = 1, ..., T, (4.24e)

η ∈ R, (4.24f)
n∑

j=1

xj ≤ 1, (4.24g)

xj ≥ 0, j = 1, ..., n, (4.24h)

λ ≥
∑
j∈B

cijxj, i = 1, ..., τ. (4.24i)

Denotar por (χτ , λτ ) a la solución óptima, donde χτ = (xτ , yτ , ητ , dτ ) y por
M τ

β = Mβ(x
τ ) al valor óptimo de la función objetivo.

• Si (χτ−1, λτ−1) es factible en la formulación incompleta (4.24)τ , entonces
(χτ−1, cτ ) son las soluciones óptimas de (4.21) y M τ

β el valor óptimo de la
función objetivo. FIN.

• Si (χτ−1, λτ−1) no es factible en (4.24)τ , entonces seguir con la iteración
τ := τ + 1.

Algoritmo 1: Problema inversor-ĺıder intermediario-seguidor

Este algoritmo presenta similitudes con el algoritmo de Benders, que utiliza pro-
cedimientos de partición para resolver problemas de variables mixtas (ver [4]). Para
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justificar la validez del algoritmo utilizamos el siguiente teorema.

Teorema 4.3.1. Denotemos por Ω al conjunto de los costes c ∈ K que son soluciones
factibles del problema del intermediario. Cada uno de estos costes serán denotados por
cint. Si definimos λ =

∑
j∈B pjxj entonces, el problema (4.21) es equivalente a

máx η − 1

β

T∑
t=1

ptdt, (4.25a)

s.a: dt ≥ η − yt, t = 1, ..., T, (4.25b)

yt =
n∑

j=1

rjtxj − λ, t = 1, ..., T, (4.25c)

T∑
t=1

ptyt ≥ µ0, (4.25d)

dt ≥ 0, t = 1, ..., T, (4.25e)

η ∈ R, (4.25f)
n∑

j=1

xj ≤ 1, (4.25g)

xj ≥ 0, j = 1, ..., n, (4.25h)

λ ≥
∑
j∈B

cintxj, cint ∈ Ω (4.25i)

Demostración. En primer lugar, dado que el problema (4.21) es un problema de ma-
ximización, las variables dt, t = 1, ..., T, tomarán en el óptimo el mı́nimo valor posible.
Este valor viene dado por las restricciones (4.21b) y (4.21e) y será dt = máx{0, η− yt}.
Si ahora denotamos kx =

∑
t∈T′

pt
β
> 0, donde T′ = {t = 1, ..., n : η−yt ≥ 0}, la función

objetivo de (4.21) puede reescribirse como

máx η − 1

β

T∑
t=1

ptdt = máx η − 1

β

T∑
t=1

ptmáx{0, η − yt}

= máx η − 1

β

∑
t∈T′

pt(η − yt)

= máx η(1− 1

β

∑
t∈T′

pt) +
1

β

∑
t∈T′

pt(
n∑

j=1

rjtxj −
∑
j∈B

cjxj)

= máx η(1− kx) +
1

β

∑
t∈T′

pt(
n∑

j=1

rjtxj)−
1

β

∑
t∈T′

pt(
∑
j∈B

cjxj)

= máx η(1− kx) +
1

β

∑
t∈T′

pt(
n∑

j=1

rjtxj)− cxλ.
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Por tanto, dado que cx ≥ 1 y λ ≥ 0, en el problema de maximización λ será minimizado.

Ahora, fijada una cartera de valores x, denotamos por λ̄ el valor óptimo del problema
seguidor en (4.21), es decir

λ̄ =máx
∑
j∈B

cjxj

s.a: cj =

sj∑
k=1

cjkajk, j ∈ B,

sj∑
k=1

ajk = 1, j ∈ B,

ajk ∈ {0, 1}, j ∈ B, k = 1, ..., sj,

c ∈ K,

o equivalentemente,

λ̄ = máx{
∑
j∈B

cint,jxj : cint ∈ Ω}.

Dado que λ está siendo minimizado, podemos sustituir el problema seguidor por las
restricciones

λ ≥
∑
j∈B

cint,jxj, cint ∈ Ω,

obteniéndose aśı el problema equivalente (4.25).

Si el conjunto de puntos en Ω fuera expĺıcitamente conocido, el problema (4.25) seŕıa
una formulación de programación lineal entera mixta para el caso general de (4.21). Sin
embargo, los puntos del conjunto suelen ser dif́ıciles de enumerar. Por ello, la idea del
algoritmo es partir de la formulación (4.25) pero con una única restricción para λ,
basada en un punto inicial, e ir añadiendo una nueva desigualdad, procedente de un
nuevo punto, en cada nueva iteración del algoritmo.

Teorema 4.3.2. El algoritmo (1) termina en un número finito de pasos proporcionando
una solución óptima del problema (4.21).

Demostración. Comenzamos demostrando la finitud del algoritmo. Dado que número
de soluciones factibles del problema del intermediario es finito, se tiene que el número de
cortes λ ≥

∑
j∈B cijxj, que pueden ser añadidos a la formulación (4.24) es también finito.

Por tanto, existirá una iteración τ en la que se añadirá un corte repetido. Entonces
xτ−1 será factible en el problema (4.24)τ , pues (4.24)τ será igual a (4.24)τ−1, como
consecuencia el algoritmo termina. Por lo tanto, el algoritmo termina en un número
finito de pasos.

Pasamos a verificar que la solución obtenida es la solución óptima de (4.21). Deno-
tamos por M∗

β al valor óptimo de la función objetivo de (4.21), que también es el valor
óptimo de (4.25) por el teorema anterior.
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En primer lugar, dado que (4.24)τ es idéntico a (4.24)τ−1 excepto por una restricción
adicional, tenemos que M i

β ≤ M i−1
β , τ = 2, ..., τ . De hecho, como hemos fijado M0

β = ∞
tenemos que M i

β ≤ M i−1
β , τ = 1, ..., τ . Entonces, en el caso que (χτ−1, λτ−1) cumpla el

criterio de parada, es decir, en el caso que sea factible en (4.24)τ , también será una
solución óptima de (4.24)τ , ya que M τ

β ≤ M τ−1
β , por lo que M τ

β = M τ−1
β . Es importante

destacar que (χ0, λ0) nunca puede verificar el criterio de parada, ya que λ0 < 0 y por
tanto Mβ(x

1) = M1
β nunca tomará el valor ∞, como es lógico.

En segundo lugar, tenemos que M∗
β ≤ M τ

β siempre se cumple, ya que el poliedro que
describe la región factible de (4.25) está incluido en el que define la región factible de
(4.24)τ . Entonces, si (χτ−1, cτ ) es factible en (4.21), tenemos que M∗

β = M τ
β y será una

solución óptima. Por lo tanto, solo falta probar que (χτ−1, cτ ) es factible en (4.21).

Para comprobar la factibilidad solo hace falta verificar que (χτ−1, cτ ) verifica todas
las restricciones de (4.21). Es claro que cumple las restricciones (4.21b), (4.21e),(4.21g) y
(4.21h) ya que están incluidas en el problema (4.24)τ . Obviamente, (χτ−1, cτ ) cumple las
restricciones del problema del intermediario (4.21i) pues cτ se ha calculado resolviendo
dicho problema para la cartera xτ−1. Por último, falta verificar que se cumple la restric-
ción (4.21c). Como cτ ∈ argmáx

∑
j∈B cjx

τ−1
j , se tiene que

∑
j∈B cτjx

τ−1
j ≥

∑
j∈B cjx

τ−1
j

para cualquier c verificando las restricciones del problema del intermedario. Por lo tan-
to, dado que λ toma el menor valor posible, como ya se vió en la demostración del
teorema anterior, tenemos que λτ =

∑
j∈B cτjx

τ−1
j y la restricción (4.21c) se cumple.

4.4. El problema de cartera de valores binivel:

bienestar social

Consideramos, en último lugar, el problema en el que ninguna de las partes tiene
una posición jerárquica sobre la otra. En este apartado, supondremos que ambas partes
cooperan, compartiendo riesgos y beneficios y diseñando una estrategia conjunta con
el objetivo de mejorar sus soluciones. Aśı, el inversor y el intermediario trabajan jun-
tos para mejorar el bienestar social de la sociedad. La aplicación real de este modelo
cooperativo es dif́ıcil en un mercado real competitivo, pero su análisis teórico puede
proporcionar resultados interesantes.

El problema cooperativo consistirá en maximizar un suma ponderada de las funcio-
nes objetivos de las partes implicadas, es decir,

máx ζ
∑
j∈B

cjxj + (1− ζ)(η − 1

β

T∑
t=1

ptdt), (4.26)

con 0 < ζ < 1. La región factible vendrá delimitada por las restricciones de los proble-
mas de ambas partes. El parámetro de ponderación ζ será la tasa que indica a cuantas
unidades de una de las funciones objetivos puede renunciar una de las partes implica-
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das, a cambio de las mismas unidades de la otra función objetivo, manteniendo aśı, el
mismo valor global.

De esta forma, una formulación para el problema de bienestar social es

máx ζ
∑
j∈B

sj∑
k=1

cjkâjk + (1− ζ)(η − 1

β

T∑
t=1

ptdt) (4.27a)

s.a:

sj∑
k=1

ajk = 1, j ∈ B, (4.27b)

ajk ∈ {0, 1}, j ∈ B, k = 1, ..., sj, (4.27c)

p ∈ P, (4.27d)

dt ≥ η − yt, t = 1, ..., T, (4.27e)

yt =
∑
j∈B

rjt(

sj∑
k=1

âjk) +
∑
j∈R

rjtxj −
∑
j∈B

sj∑
k=1

cjkâjk, t = 1, ..., T, (4.27f)

T∑
t=1

ptyt ≥ µ0, (4.27g)

dt ≥ 0, t = 1, ..., T, (4.27h)∑
j∈B

sj∑
k=1

âjk +
∑
j∈R

xj ≤ 1, (4.27i)

xj ≥ 0, j ∈ R, (4.27j)

âjk ≤ ajk, j ∈ B, k = 1, ..., sj, (4.27k)

âjk ≥ 0, j ∈ B, k = 1, ..., sj. (4.27l)

Vamos a considerar el caso ζ = 1
2
, es decir, la media aritmética de las funciones

objetivos. En este caso, en el problema (4.27) podemos sustituir ζ
∑

j∈B
∑sj

k=1 cjkâjk +

(1− ζ)(η − 1
β

∑T
t=1 ptdt) por

∑
j∈B

∑sj
k=1 cjkâjk + (η − 1

β

∑T
t=1 ptdt) pues

máx(ζ
∑
j∈B

sj∑
k=1

cjkâjk+(1−ζ)(η− 1

β

T∑
t=1

ptdt)) =
1

2
máx(

∑
j∈B

sj∑
k=1

cjkâjk+(η− 1

β

T∑
t=1

ptdt)).

La siguiente proposición nos garantiza que para ζ = 1
2
el problema de bienestar social

es beneficioso para ambas partes.

Proposición 4.4.1. Para el caso ζ = 1
2
, una solución óptima del problema (4.27)

proporciona un valor de la función objetivo mayor o igual que la suma de los valores
óptimos de cada una de las partes en el mismo problema binivel, independientemente
de la relación de jerarqúıa.

Demostración. Basta observar que cualquier solución factible de (4.6) y (4.21) es tam-
bién factible en (4.27). Esto es debido a que la región factible de (4.27) incluye las de
(4.6) y (4.21), ya que todas las restricciones de (4.27) aparecen en ambos problemas.
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Podemos utilizar un algoritmo similar al algoritmo de Benders para tener una forma
alternativa de resolver el problema (4.27). Para ello, necesitamos obtener una descom-
posición de Benders para el problema (4.27).

Para aplicar la descomposición de Benders reformulamos el problema (4.27) como

máx
∑
j∈B

sj∑
k=1

cjkâjk + q(y) (4.28a)

s.a:

sj∑
k=1

ajk = 1, j ∈ B, (4.28b)

ajk ∈ {0, 1}, j ∈ B, k = 1, ..., sj, (4.28c)

p ∈ P, (4.28d)

yt =
∑
j∈B

rjt(

sj∑
k=1

âjk) +
∑
j∈R

rjtxj −
∑
j∈B

sj∑
k=1

cjkâjk, t = 1, ..., T, (4.28e)

T∑
t=1

ptyt ≥ µ0, (4.28f)

∑
j∈B

sj∑
k=1

âjk +
∑
j∈R

xj ≤ 1, (4.28g)

xj ≥ 0, j ∈ R, (4.28h)

âjk ≤ ajk, j ∈ B, k = 1, ..., sj, (4.28i)

âjk ≥ 0, j ∈ B, k = 1, ..., sj. (4.28j)

donde (4.28k)

q(y) = máx η − 1

β

T∑
t=1

ptdt, (4.28l)

dt ≥ η − yt, t = 1, ..., T, (4.28m)

dt ≥ 0, t = 1, ..., T. (4.28n)

Calculando el dual de q(y) obtenemos el siguiente problema

q(y) = mı́n
T∑
t=1

−γtyt (4.29a)

s.a: γt ≥ −pt
β
, t = 1, ..., T, (4.29b)

−
T∑
t=1

γt = 1, (4.29c)

γt ≤ 0, t = 1, ..., T, (4.29d)
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80 CAPÍTULO 4

Por un razonamiento análogo al utilizado para obtener la formulación (4.25) tenemos
que (4.29) es equivalente a

q(y) = máx q (4.30a)

s.a: q ≤
T∑
t=1

−γτyt, γ
τ ∈ Ω. (4.30b)

donde Ω es el conjunto de soluciones que son un punto extremo de la región factible de
(4.29).

Como consecuencia, el problema (4.27) es equivalente a

máx
∑
j∈B

sj∑
k=1

cjkâjk + q (4.31a)

s.a:

sj∑
k=1

ajk = 1, j ∈ B, (4.31b)

ajk ∈ {0, 1}, j ∈ B, k = 1, ..., sj, (4.31c)

p ∈ P, (4.31d)

yt =
∑
j∈B

rjt(

sj∑
k=1

âjk) +
∑
j∈R

rjtxj −
∑
j∈B

sj∑
k=1

cjkâjk, t = 1, ..., T, (4.31e)

T∑
t=1

ptyt ≥ µ0, (4.31f)

∑
j∈B

sj∑
k=1

âjk +
∑
j∈R

xj ≤ 1, (4.31g)

xj ≥ 0, j ∈ R, (4.31h)

âjk ≤ ajk, j ∈ B, k = 1, ..., sj, (4.31i)

âjk ≥ 0, j ∈ B, k = 1, ..., sj. (4.31j)

q ≤
T∑
t=1

−γτyt, γ
τ ∈ Ω. (4.31k)

El algoritmo de Benders para el problema (4.31) es

Inicialización:

Elegir una solución factible y0 del problema (4.31) y resolver, para dicha
solución, el problema (4.29). Sea γ0 esa solución óptima de (4.29) y q(y0) el
valor óptimo. Tomar Υ = {γ0} e ir a la iteración τ = 1.
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Iteración: τ = 1, 2, . . .

Resolver el problema (4.31) sustituyendo Ω por Υ. Sea (y∗, q∗) la solución
óptima de dicho problema.

• Si τ = 1 y q(y0) = q∗. FIN.

• Si τ > 1 y q(y∗) = q∗. FIN.

• En otro caso, resolver el problema (4.29) para y = y∗. Denotar por γ∗

a la solución óptima de dicho problema. Tomar γτ = γ∗, Υ = Υ ∪ {γτ},
e ir a la iteración τ = τ + 1.

Algoritmo 2: Problema bienestar social
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Caṕıtulo 5

Simulaciones computacionales

En este caṕıtulo realizaremos varias simulaciones computacionales para algunos de
los modelos presentados en los caṕıtulos anteriores.

A la hora de formular los distintos modelos contemplados, hemos considerado que
los datos necesarios eran conocidos. Abordamos ahora como obtener dichos datos, que
no son otros que los diferentes valores de las tasas de retorno de cada uno de los activos
en el periodo considerada. Estos datos darán lugar a los distintos escenarios posibles.
El proceso de obtención de estos datos recibe el nombre de generación de escenarios y
puede llevarse a cabo mediante varias técnicas. La utilización de una técnica adecuada
es esencial, pues datos de mala calidad darán lugar a simulaciones que arrojarán malos
resultados.

Una de los métodos más utilizadas para la generación de escenarios en un problema
de cartera de valores es el método de datos históricos. Este método es ampliamente
utilizado debido a su simplicidad. Se basa en la premisa de que los datos históricos
pueden representar posibles escenarios futuros. Cada escenario se corresponde con una
realización de la variable aleatoria de los rendimientos de los activos observados en un
peŕıodo de tiempo pasado, como un d́ıa o una semana. En este enfoque, se considera
que los escenarios son igualmente probables y no se requiere hacer suposiciones sobre
la distribución de los rendimientos, es decir, es un método no paramétrico. Se pueden
obtener resultados significativos con un número relativamente pequeño de escenarios,
alrededor de cientos de escenarios, aunque un número mayor de escenarios siempre es
preferible. Esto significa que si se elige la semana como unidad de tiempo, utilizar los
datos históricos de los 2 años anteriores (104 semanas) puede dar lugar a resultados de
buena calidad. Es importante tener en cuenta que los escenarios futuros pueden diferir
significativamente de los observados en el pasado, siendo este el principal defecto de
este método [12].

Aunque existen técnicas alternativas para la generación de escenarios, como las
basadas en métodos de remuestreo como el “Bootstrapping” o en métodos de simulación
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Monte Carlo (ver [5, 10]), utilizaremos el método de datos históricos por su buena
relación calidad-simplicidad .

La simulaciones se han realizado para los activos que componen el ı́ndice bursátil
de referencia de la bolsa española, el IBEX 35. La lista de los activos utilizados es la
siguiente

Activo Empresa Śımbolo Bursátil
1 Aena AENA
2 ACS ACS
3 Aceronix ACX
4 Amadeus AMS
5 Acciona ANA
6 BBVA BBVA
7 Bankinter BKT
8 CaixaBank CABK
9 Cellnex CLNX
10 Colonial COL
11 Endesa ELE
12 Enagás ENG
13 Fluidra FDR
14 Ferrovial FER
15 Grifols GRF
16 International Airlines IAG
17 Iberdrola IBE
18 Inditex ITX
19 Logista LOG
20 Mapfre MAP
21 Meliá Hotels MEL
22 Merlin Properties MRL
23 ArcelorMittal MTS
24 Naturgy Energy Group NTGY
25 Red Eléctrica RED
26 Repsol REP
27 Banco Santander SAN
28 Banco Sabadell SAB
29 Telefónica TEF
30 Unicaja Banco UNI

Tabla 5.1: Componentes del IBEX 35 utilizadas

Para la resolución de los modelos se ha utilizado el lenguaje de programación Python
y concretamente la libreŕıa gurobipy que permite utilizar el solver Gurobi. Se realizan
las simulaciones para el año 2022. Para cada una de las 52 semanas del año se resol-
verán los distintos modelos considerando que los posibles escenarios vienen dados por
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los retornos semanales de los activos en las T = 104 semanas anteriores a la semana en
la que se construye la cartera. Aśı, para cada modelo obtendremos 52 carteras distintas
que pueden interpretarse como una única cartera que puede ser actualizada semanal-
mente durante un año. Por lo tanto, requerimos de los datos del 2022, aśı como de los
dos años anteriores, 2021 y 2020. Estos datos han sido extraidos de Yahoo! Finance
https://finance.yahoo.com/, mediante la libreŕıa yfinance de Python. Compararemos
los retornos de las distintas carteras con los del IBEX 35 para esa misma semana. La
cota µ0 se ha tomado como la media de los retornos semanales del IBEX 35 en el año
2022, ese valor es µ0 = −0.00076690.

Es conveniente considerar varias medidas para comparar los distintos modelos que
simulemos.

Definición 5.0.1. Sea x un cartera de valores que puede ser actualizada periódicamente
durante el tiempo t que dure la inversión. Denotamos por µt(x) al conjunto de las tasas
de retorno obtenidas por cada una de las actualizaciones de la cartera. El Ratio de
Sharpe (Sh) viene dado por

Sh =
E{µt(x)− rf}

σ(µt(x))
, (5.1)

donde rf es un retorno constante, que en nuestro caso tomaremos como 0 y σ(µt(x))
es la desviación estándar. El rendimiento de la cartera será mayor mientras mayor sea
Sh. También podremos utilizar el retorno medio Rm = E{µt(x)} como medida para
evaluar el rendimiento de la cartera.

A lo largo de los siguientes apartados presentamos los resultados obtenidos.

5.1. Modelos sin caracteŕısticas reales

Comenzamos considerando varios modelos que no incluyen caracteŕısticas reales,
concretamente simularemos el modelo de Markowitz (1.6) y el modelo Valor en Riesgo
Condicional (CVaR) (2.24). Comenzamos con el modelo de Markowitz.

En la Figura 5.1 se representan las tasas de retorno obtenidas para cada una de
las carteras de valores calculadas, junto con los retornos semanales del IBEX 35. Como
podemos observar, en general, el modelo de Markowitz consigue reducir las pérdidas
en las semanas donde el IBEX 35 presenta las peores tasas de retorno. Esto puede
visualizarse en la semana 22 y especialmente en la semana 8, donde el modelo reduce
a 1/3 las pérdidas obtenidas por el IBEX 35. Por el contrario, el modelo de Markowitz
presenta peores resultados que el IBEX 35 en semanas donde el IBEX 35 obtiene grandes
retornos, como pude verse en las semanas 9, 20, 31 o 51. Sin embargo, hay algunas
excepciones entre las que destaca la semana 42 donde el modelo de Markowitz consigue
mejorar en un 50% los resultados del IBEX 35.
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Figura 5.1: Resultados Modelo de Markowitz

Para el modelo de Markowitz puede construirse la frontera retorno/riesgo (1.2) que
se describió en el primer caṕıtulo. Para ello, basta con seleccionar una semana al azar
y resolver el modelo para distintos valores de µ0, intercambiando la desigualdad (1.6b)
por una igualdad. Se obtienen aśı, un conjunto de carteras que permiten construir la
frontera retorno/riesgo. En la Figura 5.2 podemos ver los resultados obtenidos. Se han
inclúıdo adicionalmente los puntos correspondientes a cada uno de los activos y se ha
destacado la cartera de riesgo mı́nimo.

Figura 5.2: Frontera retorno riesgo

Como ya se comentó al inicio de este caṕıtulo, el número de escenarios suficiente
para obtener buenos resultados mediante el método de los datos históricos es del orden
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de cientos, sin embargo, siempre es preferible un número mayor de escenarios. Por ello,
es conveniente estudiar como se ven afectados los resultados ante una variación en el
número T de escenarios utilizados. En la Figura 5.3 pueden observarse los resultados
obtenidos para los casos T = 104, 156, 204, es decir, utilizando 2, 3 y 4 años respecti-
vamente. Como puede comprobarse los resultados obtenidos son muy similares, siendo
prácticamente idénticos en los casos T = 156, 204.

Figura 5.3: Resultados Modelo de Markowitz distintos T

Pasamos ahora a analizar los resultados obtenidos para el modelo basado en el Valor
en Riesgo Condicional (2.24). Tomamos β = 0.05 y de nuevo, representamos las tasas
de retorno obtenidas para cada una de las carteras de valores calculadas, junto con los
retornos semanales del IBEX 35. En la Figura 5.4 puede observarse que se consigue, al
igual que para el modelo de Markowitz, disminuir las pérdidas en las semanas donde
el IBEX 35 sufre cáıdas acusadas, en detrimento de las ganancias obtenidadas para las
semanas donde el IBEX 35 obtiene grandes retornos. Esto puede ejemplificarse en las
semanas 8 y 22 para las pérdidas y en las semanas 9 y 20 para las ganancias. Cabe
destacar la semana 42, donde el modelo mejora los resultados del ı́ndice, obteniéndose
el máximo retorno de la serie.

Podemos comparar los resultados obtenidos para distintos valores de β. Como ya
se comentó en el caṕıtulo 2, M(·) = ĺım

β→0+
Mβ(·) y M1(x) = µ(x). Por lo general,

cuanto menor sea β, mayor es la aversión al riesgo. En la Figura 5.5 se representan los
resultados obtenidos para β = 0.05, 0.50, 0.95. Como puede observarse, la volatilidad
de los retornos obtenidos, aumenta a medida que aumenta el valor β. Aśı, el riesgo es
mayor para valores de β más elevados.

Al igual que se realizó para el modelo de Markowitz, comparamos los resultados
obtenidos variando el número de escenarios utilizados. Lo hacemos tanto para β = 0.05
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Figura 5.4: Resultados Modelo CVaR

como para β = 0.95. Los valores utilizados para el número de escenarios son T =
104, 156, 204. Los resultados pueden visualizarse en las Figuras 5.6 y 5.7.

Dada la aparente similitud entre los resultados obtenidos para el modelo de Mar-
kowitz y el modelo CVaR para β = 0.05. Representamos ambos modelos en el mismo
gráfico para facilitar su comparación. Como puede observarse en la Figura 5.8 los re-
sultados obtenidos para ambos modelos son muy similares. Esto significa que ambos
modelos construyen carteras parecidas a pesar de tener formulaciones distintas.

Por último, podemos comparar los rendimientos de todos los modelos simulados
mediante los valores obtenidos para el Ratio de Sharpe (5.1) y el retorno medio. Estos
datos se encuentran recogidos en la Tabla (5.2).

Modelo Sh · 102 Rm · 103
Markowitz, T = 104 0.474 0.107
Markowitz, T = 156 2.661 0.622
Markowitz, T = 208 2.860 0.661

CVaR β = 0.05, T = 104 -7.650 -1.693
CVaR β = 0.05, T = 156 -2.745 -0.613
CVaR β = 0.05, T = 208 0.624 0.141
CVaR β = 0.50, T = 104 -1.733 -0.396
CVaR β = 0.95, T = 104 -18.651 -7.354
CVaR β = 0.95, T = 156 -15.640 -5.699
CVaR β = 0.95, T = 208 -8.354 -3.287

IBEX 35 -2.986 -0.767

Tabla 5.2: Valores del Ratio de Sharpe y retorno medio
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Figura 5.5: Resultados Modelo CVaR distintos β

Figura 5.6: Resultados Modelo CVaR distintos T, β = 0.05
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Figura 5.7: Resultados Modelo CVaR distintos T, β = 0.95

Figura 5.8: Comparación resultados Markowitz y CVaR β = 0.05
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SECCIÓN 5.2 91

5.2. Modelo con caracteŕısticas reales

En este apartado presentamos los resultados obtenidos para el modelo basado en el
Valor en Riesgo Condicional con caracteŕısticas reales (3.32). Los valores predetermi-
nados para los diferentes parámetros que intervienen en este modelo se recogen en la
Tabla 5.3.

Parámetro β C̄ C̄U C̄L Ksup Kinf fj = f ∀j cj = c Lj = L
Valor 0.05 100000 C̄ 98000 20 10 1 0.0005 2500

Tabla 5.3: Parámetros CVaR Real

A lo largo de este apartados realizaremos variaciones de estos parámetros y anali-
zaremos su influencia sobre los resultados obtenidos.

Comenzamos presentando los resultados para el caso predeterminado. En la Figura
5.9 se representan las tasas de retorno obtenidas para cada una de las carteras de va-
lores calculadas, junto con los retornos semanales del IBEX 35 y del modelo CVaR sin
caracteŕısticas reales. Como puede observarse, los resultados obtenidos para el modelo
CVaR con, y sin caracteŕısticas reales, es prácticamente idéntico, excepto por una pe-
queña diferencia en el valor de los retornos debida a los costes de transacción. Aśı, el
modelo con caracteŕısticas reales obtiene, para todas las semanas, un retorno menor.

Figura 5.9: Resultados Modelo CVaR Real

Las pequeñas diferencias en los retornos pueden ser visualizadas con claridad en
un gráfico en el que representemos el retorno acumulado. Dicha representación se pre-
senta en la Figura 5.10. Es fácil ver como ambos retornos se distancian a medida que
transcurren las semanas.
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Figura 5.10: Comparación retorno acumulado

Los parámetros Ksup y Kinf determinan el número máximo y mı́nimo de activos
que pueden componer la cartera de valores. Representamos los resultados obtenidos
para diferentes parejas de estos valores, concretamente tomaremos Ksup = 5, 20, 30
y Kinf = 0, 10, 25. En la Figura 5.11 podemos visualizar los resultados para el caso
β = 0.05. Con este valor de β, el modelo tenderá a construir carteras que reduzcan
el riesgo, por lo tanto, generará normalmente carteras bien diversificadas. Por ello, ha
medida que reducimos el valor Ksup los resultados presentan mayor volatilidad, ya que
limitar el número de activos en los que se puede invertir no permite realizar una buena
diversificación. Por el contrario, con un valor β = 0.95 el modelo tenderá a construir
carteras que maximicen el retorno esperado ya que M1(x) = µ(x). Por ello, variar los
valores Ksup y Kinf no debeŕıa afectar en exceso a los resultados ya que para maximizar
el retorno esperado la diversificación no es especialmente relevante. Esto concuerda con
los resultados obtenidos, que pueden visualizarse en la Figura 5.12.

Siguiendo con la variación de los distintos parámetros, realizamos simulaciones para
distintos valores de los costes de transacción unitarios cj, j = 1, ..., 30. En primer lugar,
comentar que todos los costes de transacción se han seleccionado idénticos, pues es lo
más común entre la mayoŕıa de brókers. Concretamente, hemos tomado c = 0.0005 que
es equivalente a cobrar una comisión del 0,05% del capital invertido en cada activo.
Realizamos simulaciones para c = 0.0005, 0.005 y además, fijamos L = 1. El parámetro
L determina la cantidad mı́nima que ha de ser comprada de un activo que ha sido
seleccionado en la cartera. Disminuir L de 2500 a 1 aumenta el número de carteras
factibles, mientras que aumentar los costes reduce significamente la región factible de
nuestro problema pudiendo ser incluso vaćıa. Por ello, disminuir L ayuda a atenuar la
reducción del tamaño de la región factible provocada por c.

En la Figura 5.13 se presentan las tasas de retorno obtenidas para los distintos
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Figura 5.11: Resultados modelo CVaR Real distintos valores Ksup y Kinf

valores de c. Como era de esperar, el aumento de los costes conlleva una reducción
significativa de los retornos obtenidos.

Por último, podemos comparar los rendimientos de todos los modelos simulados en
este apartado. Utilizamos el Ratio de Sharpe y el retorno medio. Los valores obtenidos
se encuentran recogidos en la Tabla (5.4).

Modelo CVaR Real Sh ·102 Rm ·103
β = 0.05, Kinf = 0, Ksup = 5, cj = 0.0005, Lj = 2500 -14.153 -3.120
β = 0.05, Kinf = 10, Ksup = 20, cj = 0.0005, Lj = 2500 -10.628 -2.276
β = 0.05, Kinf = 25, Ksup = 30, cj = 0.0005, Lj = 2500 -10.499 -2.235
β = 0.95, Kinf = 0, Ksup = 5, cj = 0.0005, Lj = 2500 -20.027 -7.895
β = 0.95, Kinf = 10, Ksup = 20, cj = 0.0005, Lj = 2500 -19.295 -7.386
β = 0.95, Kinf = 25, Ksup = 30, cj = 0.0005, Lj = 2500 -17.004 -6.131
β = 0.05, Kinf = 10, Ksup = 20, cj = 0.0005, Lj = 1 -11.762 -2.531
β = 0.05, Kinf = 10, Ksup = 20, cj = 0.005, Lj = 1 -34.995 -8.821

Tabla 5.4: Valores del Ratio de Sharpe y retorno medio
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Figura 5.12: Resultados modelo CVaR Real distintos valores Ksup y Kinf

Figura 5.13: Resultados Modelo CVaR distintos T, β = 0.05
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5.3. Modelo basado en agrupamiento

En este apartado realizaremos varias simulaciones para el modelo basado en agru-
pamiento (3.44).

Este modelo permite variar el tamaño del conglomerado que determina los activos
que conforman la cartera óptima. El tamaño del conglomerado se representa mediante el
parámetro p. El modelo permite también, controlar el efecto del agrupamiento variando
el parámetro λ. Para λ = 0 recuperamos el modelo (3.46) que no es más que el modelo
CVaR (2.24) con una restricción de cardinalidad.

Comenzamos estudiando el efecto, sobre los resultados obtenidos, de la variación
del parámetro p manteniendo fijo el parámetro λ. Realizamos simulaciones para p =
5, 10, 15 con λ = 1. En la Figura 5.14 se representan las tasas de retorno obtenidas
para cada una de las carteras de valores calculadas, junto con los retornos semanales
del IBEX 35. Como puede observarse, los mejores resultados se obtienen para p = 5,
seguido de p = 15 y p = 10. Destaca la semana 8, donde aunque el IBEX 35 presente el
menor retorno de la serie, el modelo de agrupamiento consigue reducir, prácticamente
en su totalidad, las pérdidas obtenidas.

Figura 5.14: Resultados modelo agrupamiento distintos valores p

Para tener una visión más clara de las diferencias entre los resultados obtenidos
para diferentes valores de p, podemos representar el retorno acumulado a lo largo de las
52 semanas del año. Dicha representación puede visualizarse en la Figura 5.15. Cabe
destacar el caso p = 5, que mejora significativamente el rendimiento del ı́ndice. De
hecho, este modelo es el único que genera ganancias, a pesar de que el ı́ndice exhibe un
retorno claramente negativo. Esto destaca su eficacia y demuestra su capacidad para
obtener resultados positivos en condiciones adversas.
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Figura 5.15: Retorno acumulado para distintos valores p

Pasamos ahora a analizar la dependencia de los resultados obtenidos con el paráme-
tro λ. Realizamos simulaciones para λ = 0, 0.5, 1 para cada uno de los valores de p con-
siderados con anterioridad. Los resultados obtenidos se presentan en las Figuras 5.16,
5.17 y 5.18. Como podemos observar, a medida que aumentamos el valor p, los resulta-
dos obtenidos para los distintos λ tienden a converger. Esto se debe a que la principal
virtud del agrupamiento es representar, mediante unos pocos activos, las caracteŕısticas
del conjunto total de las componentes del ı́ndice. Dado que el número de componentes
utilizadas es relativamente pequeño, concretamente 30 activos, para p = 15 el conglo-
merado contará con la mitad del total de los activos. Aśı, solo 30 − p = 15 distancias
tomarán valores no nulos. Esto provoca que los valores F l

p y F u
p sean muy similares y

por tanto, F 0
p = λF l

p + (1− λ)F u
p permanecerá prácticamente constante a pesar de que

λ vaŕıe.

Por último, podemos comparar los rendimientos de todos los modelos simulados
mediante los valores obtenidos para el Ratio de Sharpe y el retorno medio. Estos datos
se encuentran recogidos en la Tabla (5.5).

Medida λ = 0 λ = 0.25 λ = 0.50 λ = 0.75 λ = 1
Sh · 102 (p = 5) -0.172 -0.095 -0.201 0.038 0.099
Rm · 103 (p = 5) -78.523 -42.853 -87.871 17.063 34.056
Sh · 102 (p = 10) -5.718 -4.091 -7.159 -8.389 -9.750
Rm · 103 (p = 10) -1.236 -0.865 -1.514 -1.826 -2.424
Sh · 102 (p = 10) -5.238 -5.283 -5.342 -5.117 -5.794
Rm · 103 (p = 10) -1.136 -1.146 -1.160 -1.111 -1.309

Tabla 5.5: Valores del Ratio de Sharpe y retorno medio
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Figura 5.16: Resultados modelo agrupamiento p = 5

Figura 5.17: Resultados modelo agrupamiento p = 10
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Figura 5.18: Resultados modelo agrupamiento p = 15
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Conclusiones

A lo largo de este trabajo hemos modelizado el problema de optimización de cartera
de valores. Los distintos modelos planteados permiten adaptar el problema a las nece-
sidades y preferencias de diferentes inversores, obteniéndose carteras que se ajustan a
sus intereses.

Entre los distintos modelos, cabe destacar los buenos resultados obtenidos con el
modelo de Markowitz a pesar de su simplicidad. En cuanto al modelo de agrupamiento,
ha quedado demostrado en las simulaciones, que la fase de agrupamiento es una herra-
mienta eficaz en el proceso de determinación de los pesos óptimos de los activos en la
cartera, mejorando incluso los resultados del ı́ndice. El modelo de optimización bi-nivel,
con costes de transacción como variables de decisión, ha permitido tener una visión del
problema de optimización de cartera de valores desde el punto de vista de los brókers e
instituciones financieras, y comprender mejor las relaciones de jerarqúıa en el mercado
de valores.

Las simulaciones computacionales desempeñan un papel crucial en la parte práctica
de este trabajo, ya que permiten evaluar y comparar diferentes estrategias de selección
de carteras mediante la resolución de los modelos planteados. Se ha puesto de mani-
fiesto que el método de datos históricos para generación de escenarios, a pesar de su
simplicidad, es un método efectivo que ha arrojado resultados satisfactorios para la
selección de cartera de valores.

En conclusión, este trabajo ha presentado una introducción completa al problema
de selección de cartera de valores, abordando tanto su parte teórica como práctica con
simulaciones computacionales. Los modelos y las simulaciones proporcionan una base
sólida para futuros estudios y aplicaciones en el campo de la gestión de inversiones.
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