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Abstract

The aim of this work is to give an introduction to control and stabilization theory in finite-
dimensional spaces. It will be started exposing the basic concepts of controllability in finite-
dimensional spaces. Throughout this first part, it is intended to apply these controllability
concepts to different types of control systems. First, it will be studied the controllability of linear
systems, for both autonomous and non-autonomous cases, with and without control constraints.
It will be also seen the controllability of non-linear systems, but only local results. The main
idea will be to establish sufficient conditions that ensure the controllability of nonlinear control
systems. Finally, it will be also exposed the basic concepts of stability/stabilization in finite-
dimensional spaces. Firstly, it is intended to apply these concepts to autonomous linear systems
and it will be seen the difficulties that emerge when one tries to stabilize non-autonomous linear
systems. It will be also studied the stabilization of non-linear control systems, where the theory
of Lyapunov functions will be useful.



Resumen

El objetivo de este trabajo es presentar una introduccion a la Teoria de control y estabilizacion
en dimensién finita. Se comenzara exponiendo los conceptos béasicos de controlabilicad en espa-
cios de dimensién finita. A lo largo de esta primera parte, se pretende aplicar dichos conceptos
de controlabilidad a diferentes tipos de sistemas de control. Primero, se estudiard la controlabi-
lidad de sistemas lineales, tanto auténomos como no auténomos, con y sin restricciones en los
controles. También se vera la controlabilidad de sistemas no lineales, pero solamente resultados
locales. La idea principal sera establecer condiciones suficientes que aseguren la controlabilidad
de sistemas de control no lineales. Por dltimo, se expondran también los conceptos bésicos de
estabilidad /estabilizacién en espacios de dimensién finita. En primer lugar, se pretenderd aplicar
estos conceptos a los sistemas de control lineales auténomos y se veran las dificultades que emer-
gen al intentar estabilizar sistemas lineales no auténomos. También se estudiara la estabilizacién
de sistemas no lineales, siendo necesario el uso de la teoria de las funciones de Lyapunov.
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Introduccion

La teoria de control es el area de las matematicas que lidia con los principios subyacentes
al analisis y diseno de los sistemas de control. Controlar un objeto puede entenderse como la
accién de influir en su comportamiento con la finalidad de conseguir un objetivo determinado.
Para implementar dicha influencia en la respuesta del objeto en cuestién los ingenieros disenan
dispositivos que incorporan varias técnicas matemaéticas. Estos aparatos van desde el regulador
de la maquina de vapor de Watt, confeccionado durante la Revolucién Industrial inglesa, hasta
complejos controladores de microprocesador que se encuentran en articulos de consumo (tales
como los automdviles) o en robots industriales y pilotos autométicos en aviones.

Desde un punto de vista genérico, en la teoria de control han existido dos lineas de trabajo
que en ocasiones parece que han tomado direcciones opuestas, pero que en realidad son comple-
mentarias. La primera linea se basa en la idea de que un buen modelo del objeto que se quiere
controlar es asequible y la finalidad de dicho modelo es optimizar de alguna forma el comporta-
miento del objeto en cuestion. Por ejemplo, los principios de la Fisica y las especificaciones de la
Ingenieria, pueden emplearse (y de hecho, se emplean) con el fin de calcular la trayectoria de una
nave espacial que minimiza el tiempo total de vuelo o el consumo de combustible. Las técnicas
aqui empleadas estan intimamente relacionadas con el calculo de variaciones clasico y otras areas
de la teoria de optimizacion. Por otro lado, la segunda linea se fundamenta en las restricciones
impuestas por la incertidumbre asociada al modelo o al entorno en el que el objeto opera. La
herramienta principal aqui es usar la retroalimentacion con el fin de corregir desviaciones res-
pecto al comportamiento deseado. Por ejemplo, varios sistemas de control retroalimentados se
emplean en vuelos espaciales reales con el fin de compensar lo errores en la trayectoria precalcu-
lada. Desde un punto de vista matematico, la teoria de estabilidad/estabilizacién, los sistemas
dindmicos y especialmente la teoria de las funciones de una variable compleja han tenido una
fuerte influencia en este campo de estudio. Hoy en dia, se reconoce en un amplio rango que estas
dos grandes lineas de trabajo tratan con diferentes aspectos de un mismo problema.

No solo se puede realizar un recorrido en la historia de los sistemas de control, sino que estos
se encuentran de forma extensa en la naturaleza. Los mecanismos de control son empleados
por organismos vivos con el fin de mantener variables esenciales como la temperatura corporal
y los niveles de glucosa en sangre en unos puntos deseados. En la época de los romanos, ya
se encontraban niveles de agua en acueductos que se mantenian constantes mediante el uso de
varias combinaciones de valvulas. En el siglo XVII comenzaron los primeros desarrollos moder-
nos. En este periodo, las necesidades asociadas a la navegacién tuvieron una fuerte influencia
en las investigaciones cientificas y tecnolégicas. Se necesitaban relojes precisos para derterminar
la hora solar. El matematico y astrénomo aleméan Christiaan Huygens y su coetdneo Robert
Hooke compitieron a la hora de disenar relojes de péndulo con el fin de analizar el problema del
control de velocidad. Durante el siglo XVIII, la atencién se centré en los molinos de viento, y los
controles de velocidad basados en las ideas de los dos cientificos anteriores comenzaron a disenar-
se. La idea principal aqui era el empleo de los centrifugadores: dos bolas unidas a un eje giran
junto al molino de viento, de tal manera que la fuerza centrifuga debida a la velocidad angular
hace que se eleven; a su vez, este movimiento ascendente afecta a las posiciones de las aspas del
molino de viento. Por tanto, la retroalimentacion se implementoé por los enlaces del centrifugador
con las aspas. No obstante, no fue hasta la Revolucién Industrial, con la adaptacion realizada
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en 1769 por James Watt de los requladores centrifugos a la maquina de vapor, cuando los meca-
nismos de control empezaron a tener popularidad; el problema en aquel entonces era regular la
velocidad del motor a pesar de una carga variable. Un error en el estado estacionario era posible
por lo que varios inventores introdujeron variaciones de la idea de la retroalimentacion integral
con el fin de solventar este problema. Fue el matematico y astronomo George Airy, el que al-
rededor de 1840, intenté por primera vez llevar a cabo un anélisis del regulador y dispositivos
similares. En 1868, existian aproximadamente 75.000 reguladores Watt en uso; ese mismo ano,
el fisico escocés James Clerk Maxwell publicé el primer tratado matematico completo sobre sus
caracteristicas y fue capaz de explicar los comportamientos erraticos que se habian observado de
forma eventual ademas del efecto del control integral. Su trabajo dio lugar a la primera oleada de
investigaciones tedricas sobre el control, mientras que las caracterizaciones de la estabilidad se
obtuvieron de forma independiente por los mateméaticos A. Hurtwitz y E.J. Routh. Esta teoria
se aplicé en diferentes dreas como el estudio de los sistemas de direccién de los barcos. En los
anos 30 del siglo XX, los investigadores de los laboratorios de Bell Telephone desarrolaron la
teoria de los amplificadores de retroalimentacion, basados en el cumplimiento de la estabilidad y
de respuestas apropiadas de los circuitos eléctricos. Este trabajo realizado por H. Nyquist, H-W.
Bode, y otros, constituyen incluso en la actualidad, el fundamento de muchos de los disenos de
senial. Los ordenadores analdgicos también aparecieron alrededor de esta época y constituyeron
la implementacion de los controladores en las industrias quimicas y petroliferas. Durante la Se-
gunda Guerra Mundial, estas técnicas se emplearon en el disefio de las baterias antiaéreas y los
sistemas de control de incendios, aplicaciones que contintian desarrollandose hasta hoy. El ma-
tematico Norbert Wiener, que desarrollé una teoria de la estimacién de los procesos aleatorios
empleados en estas aplicaciones, acuno al final de la gerra el término cibernética para referirse a
la teoria de control y a areas relacionadas. Estas denominadas aproximaciones clasicas fueron en
su mayoria limitadas por su restriccién a los sistemas lineales auténomos con entradas y salidas
escalares. Solo durante la década de los afios 50, la teoria de control comenzé a desarrolar po-
tentes técnicas generales que permitieron tratar sistemas multivariable dependientes del tiempo,
al igual que muchos sistemas no lineales. La contribuciones por parte de Richard Bellman y
Rudolf Kalman en los Estados Unidos, y por L. Pontryagin en la Unién Soviética, formaron las
bases de un vasto esfuerzo de investigacién durante la década los anos 60, que contintda hasta
estos dias. La investigacién tedrica actual en teoria de control involugra una variedad de areas
de matemaéticas puras. Los conceptos y resultados de estas areas dan lugar a aplicaciones en
la teria de control; reciprocamente, preguntas sobre los sistemas de control dan lugar a nuevos
problemas en matemadticas que estdn todavia abiertos. En los articulos [11] y en el libro [12] se
pueden encontrar excelentes referencias de los primeros trasfondos histéricos, mientras que otras
referencias como los informes [13] y [14] contienen vistas globales de las investigaciones actuales
y problemas abiertos.

En relacién a este Trabajo Fin de Grado, se hard un estudio en profundidad de la segunda
linea de trabajo, con la particularidad de que se trabajard en dimensién finita. Se abordaran tres
puntos principales. En primer lugar, en un capitulo a modo de preliminares se presentard una
serie de definicones y resultados que se apoyan en ramas de las matematicas como el Algebra
Lineal, la Topologia y el Analisis Funcional y que se empleardn de forma auxiliar en las demos-
traciones de algunos teoremas que se mencionaran mas adelante y que forman parte del segundo
punto a tratar. Se veran conceptos como el bidual de un espacio vectorial, las topologias débil y
débil x (que se contruyen a partir del concepto de topologia minima para que un conjunto de apli-
caciones sean continuas), los espacios reflerivos, los espacios LP y los espacios de Sobolev WP,
En cuanto a los otros dos puntos, estos constituyen el contenido principal de este Trabajo Fin
de Grado. En el primero en cuestion, se tratard la nocién de controlabilidad, mientras que en el
segundo la de estabilizacion (en este punto se pondrd de manifiesto la segunda linea de trabajo
mencionada previamente).

En relacion al tema de controlabilidad, se comenzara definiendo qué es un sistema de control,
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junto con la nocién de conjunto accesible, esto es, el conjunto de los estados que se pueden
alcanzar, desde un estado inicial zo dado y en un tiempo 7T concreto mediante una funcién
control u que, junto con el estado inicial, determina la solucién del sistema de control. Esta
funcién control u podra tomar sus valores en todo el espacio, o por el contrario, estar restrigida
a un subconjunto 2. También se establecerd cuando un sistema de control es controlable en un
tiempo 7.

Una vez establecidas esta definiciones, se procederd a estudiar la controlabilidad de los
sistemas lineales auténomos sin restricciones en el control. Se dard una condicién necesaria y su-
ficiente que asegurara la controlabilidad de este tipo de sistemas de control. Recibe el nombre de
Condicion de Kalman y se trata de una comprobacion algebraica. Esta condicién serd a su vez,
equivalente a una serie de propiedades que se recogeran en el conocido Test de Hautus. Como
aplicaciéon de este resultado, se estudiard la controlabilidad del circuito RLC. Asimismo, se apor-
tardn dos resultados que arrojardan informacién acerca de la controlabilidad de sistemas de control
lineales auténomos con restricciones en el control. A todo esto se suma también un apartado de-
dicado al estudio de los sistemas similares. Este tipo de sistemas tendran gran importancia en la
parte de estabilizacion, pues se empleara el conocido Teorema de la forma normal de Brunovski
(permite establecer la similitud entre un sistema lineal auténomo cualquiera y un sistema li-
neal auténomo con unas matrices determinas) para probar el también conocido Teorema del
cambio de polo. En cuanto a sistemas lineales dependientes del tiempo, se vera el concepto de
matriz Gramiana. De forma anéloga al caso auténomo, una condicién necesaria y suficiente que
asegura la controlabilidad de un sistema de control no auténomo en un tiempo T es que dicha
matriz Gramiana sea invertible. Junto con esta condicién, se aportard también un resultado en
el que si se verifica una condicién algebriica concreta, se podrd asegurar de nuevo la controla-
bilidad en el tiempo 7. En este tipo de sistemas no se impondran restricciones sobre el control.
No obstante, se adjuntara un resultado que establece cémo es el conjunto accesible en el caso en
el que el conjunto de las restricciones €2 sea compacto y convexo.

Pasando ahora al estudio de la controlabilidad de los sistemas de control no lineales, se co-
menzard viendo cémo obtener el sistema linealizado a lo largo de una trayectoria asociada a
un control u del sistema de control no lineal. Si dicho sistema linealizado a lo largo de dicha
trayectoria es controlable en un tiempo 7', entonces se podra decir que el sistema no lineal es
localmente controlable en el tiempo 7. Con este resultado se deducirdn dos corolarios asocia-
dos a la controlabilidad local alrededor de un punto de equilibrio y el denomominado Método
de retorno, respectivamente. En el primero se tendra como hipétesis que el sistema linealizado
en el punto de equilibrio es controlable, por lo que se podréd asegurar la controlabilidad local
alrededor del punto de equilibrio para el sistema no lineal; mientras que en el segundo, se asu-
mird como hipotesis que el sistema linealizado es controlable a lo largo de una trayectoria en
bucle no trivial en el tiempo T'. Como aplicacién de este tltimo corolario, se estudira el modelo
del camino de Dubins. En este tipo de sistemas tampoco se considerardn restricciones sobre el
control, pero del mismo modo, se aportord un resultado que da informacién sobre la geometria
del conjunto accesible. Asimismo, tan solo se veran resultados de controlabilidad local, ya que
los de controlabilidad global requieren de un apoyo matemaético mas complejo.

Finalmente, se hard un estudio del tema de estabilizacion. En primer lugar, se vera la estabili-
dad de los sistemas lineales auténomos. Se comenzara viendo las nociones de punto de equilibrio
estable y asintoticamente estable aplicadas al origen, junto con un teorema de caracterizacion
basado en el estudio del signo de la parte real de los autovalores de la matriz que define al
sistema lineal auténomo. Seguidamente se pasara a ver el concepto de matriz Hurwitz (matriz
en la que todos los autovalores de tienen parte real negativa). Para ver si una matriz es Hurwitz,
se explicaran dos criterios, el de la tabla de Routh y el de Hurwitz. Como aplicacién de la tabla
de Routh, se estudiard la estabilizacién del requlador de Jenkin. Este dispositivo fue descrito por
Maxwell en uno de sus articulos sobre reguladores, un hecho que ya se mencioné previamente
a la hora de recorrer toda la historia de la Teoria de control. En segundo lugar, se vera cuando
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un sistema lineal auténomo es estabilizable de forma retroalimentada mediante un control de
retroalimentacion, que se define a partir de una matriz de ganancia y la solucién del sistema.
Mediante el ya mencioando Teorema del cambio de Polo se podra garantizar la existencia de
dicha matriz de ganancia. Pasando a la estabilizaciéon de los sistemas lineales no auténomos, se
describiran las grandes dificultades a la hora de intentar estabilizar este tipo de sistemas. Como
consecuencia de esto, no se podran establecer resultados concluyentes.

En cuanto a los sistemas no lineales, se partira de nociones como funcion de Lyapunov y los
bien conocidos Teorema de Lyapunov y Principio de LaSalle. Junto a todo esto, se mostrara
un resultado con el que se podra ver la estabilidad local del sistema no lineal en un punto de
equilibrio gracias al estudio del signo de la parte real de los autovalores de la matriz jacobiana
en el punto de equilibrio en cuestion del sistema linealizado. Este resultado recibe el nombre
de Teorema de linealizacion. Para finalizar, se verd un apartado dedicado a aplicaciones a la
estabilizacion de sistemas de control no lineal. Como ejemplo, se intentara estabilizar asintoti-
camente de forma retroalimentada y localmente al sistema fisico del péndulo inverso. En dicho
ejemplo no solo habrd un desarrollo tedrico, sino que también se desarrollarda un apartado en el
que se emplee el software Matlab con el fin de obtener representaciones graficas que muestren la
estabilizacion asintética local del sistema. También se verd el Método de Jurdjevic-Quinn, con el
fin de ilustrar el papel de las funciones de Lyapunov en el diseno de controles retroalimentados
para la estabilizacion de los sistemas de ecuaciones diferenciales ordindrias.



Glosario

En este glosario se lleva a cabo una serie de aclaraciones respecto a la notacion empleada a
lo largo de este documento.

» ||| £ se emplea para denotar la norma de un elemento perteneciente a un espacio normado
genérico E. Si E es un espacio LP, con 1 < p < oo entonces la norma de uno de los elementos
perteneciente a dicho espacio también puede denotarse por || - ||z» o simplemente || - ||,.

» (,-)g se emplea para denotar al producto escalar de dos elementos de un espacio vectorial
E genérico (ya sea de dimensién finita, como el caso de R”, con n € N; o de dimensién
infinita, como el caso de LP, con 1 < p < o0). Cuando no haya confusién y para simplificar
la notacién, se empleara simplemente en muchas ocasiones (-, ).

» |- |2, se emplea para denotar la norma euclidea de un vector n-dimensional, i.e.,

Zlom = VT2 + .+ 202, Vo= (21,...,22).

Cuando no haya confusién con el valor absoluto, esta notacion se puede simplificar, usando
Unicamente | - |.

s M, m (K) se emplea para denotar al conjunto de matrices de tamano n xm con coeficientes
en un cuerpo K (en este Trabajo de Fin de Grado, por lo general K = R).

» GL,(K) se emplea para denotar al conjunto de matrices invertibles de tamano n x n con
coeficientes en un cuerpo K.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introductorio se van a recoger una serie de definiciones, teoremas y propo-
siones de Topologia, Algebra lineal y Analisis funcional, que se empleardn en las demostraciones
de varios de los teoremas estudiados en este trabajo de fin de grado.

1.1. Definiciones y resultados del Algebra lineal

El contenido de esta seccién se recoge en [2, Capitulo 10, paginas 215-218]
Sea K =R o C y sea || - || una norma multiplicativa sobre M, «,(K) (i.e. ||AB|| < ||Al|||B]],
para todas las matrices A, B € My, xy(K)), definida como:

[|All :sup{‘A:ﬂ:m GK”,JL";&O}.

|z
El espacio vectorial M,,(K) := M, x,(K) es de dimensién n? sobre K, por lo que los elemen-
tos I, A, ...,A"2 son linealmente dependientes. Como consecuencia, existen unos polinomios P
anuladores de A, esto es, tales que P(A) = 0. El anillo K[ X] es principal y el ideal de polinomios
anuladores de A admite a un Unico generador normalizado, esto es, un Unico polinomio de menor
grado, con coeficiente lider igual a 1 tal que A lo anula; a este polinomio se le denomina poli-

nomio minimal de A y se denota por m4. Asimismo, el polinomio caracteristico de A, denotado

por x4(X), se define como:
xA(X) =det(XTI — A).

En particular, el polinomio minimal 74 divide al polinomio caracteristico x 4. Nétese que
grado x4 =ny grado ma < n.

Al escalar A € K se le denomina autovalor o valor propio, si existe un vector no nulo v € K",
denominado autovector o vector propio, tal que Av = Mv. El espacio propio asociado al autovector

A se define como:
E(\) = ker(A—\I)

v es el espacio generado por los autovectores asociados al autovalor A.
Cuando K = C, los autovalores de A son exactamente las raices del polinomio caracteristico
x4- En particular se tiene:

T T

xa(X) =[x =x)m v ma(x) = [J(x - 2%,

i=1 =1

con s; < m;. El entero s; (respectivamente m;) se denomina orden de nilpotencia (respecta-
vimente multiplicidad algebraica) del valor propio de ;. Asimismo, el orden de nilpotencia se

12
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define como el menor entero p > 1 para el que (A — AI)? = 0, con A autovalor de A. Con todo
esto, el espacio caracteristico del autovalor \; se define como:

N(\) = ker(X — A)%.

Se muestra a continuacién dos teoremas de gran relevancia [2, pagina 216, Teorema 10.2.1 y
pagina 217, Teorema 10.2.3, respectivamente].

La demostracién de este teorema se puede consultar en [15, Capitulo 4, pagina 147, Teorema
4.26].

Teorema 1.1. (Teorema de Hamilton-Cayley). xa(A) = 0, o equivalentemente:
A" + A v 4 an 1A+ anl =0,
donde ay, ..., an son los coeficiente del polinomio caracteristico de A.

La demostracién de este teorema se puede consultar en [15, Capitulo 5, secciones 5.2 y 5.3,
paginas 165-172].

Teorema 1.2. (Descomposicion de Jordan). Sea A € M, (K). Suponga que w4 es divisible en
K (siempre es el caso para C) tal que ma(X) = [[;_;(X — Xi)%. Entonces, existe una matriz
P € GL,(K) tal que:
A - 0
PTTAP =

donde A; son matrices por blogques:
0 - Jie

con Jip, 1 <1< r, 1< k< e los denominados blogues de Jordan, que son matrices cuadradas
de la forma:

N1 - 0
0 - 0 X\

No teniendo todos forzosamente el mismo orden |J; i|. Para todo i € {1,...,r}, se tiene e; =
dim E(\;) y maz |J; ;| = ;.
1<k<e;

1.2. El bidual E**

El contenido de esta seccién se recoge en [1, Capitulo 1, paginas 3, 4 y 8].

Definicion 1.1. Sea E un espacio vectorial sobre R. Un funcional es una funcion definida sobre
E o sobre algin subespacio de E con valores en R.
Se denota por E* al espacio dual de E, i.e.,

E*={f:E—=R| fesun funcional lineal y continuo },

con:

fl|e= = sup |f(z)].

[l <1
zeE

Dado f € E* yx € E, a veces se escribird (f,z) en vez de f(x). Se dice que { , ) es el
producto escalar para la dualidad E*, E.
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A continuacién, se adjunta la siguiente proposicién [1, pdgina 4, Corolario 1.4].

Proposicion 1.1. Para cada x € E se tiene que:

|lzllz = sup |[(f,z)| = maz|(f,z)].
lIf]1<1 lIfI1<1
fEE* feE*

Definicion 1.2. Sea E un espacio vectorial y E* su dual. El bidual, denotado por E**, es el
dual de E* con la norma:

€]+ = sup [(f)]
ILflI<1
feE*
Definicion 1.3. Eziste una inyeccion candnica J : E — E** definida como sigue: dado © € F,
la aplicacion f +— (f,x) es un funcional lineal y continuo en E*; es decir, es un elemento de
E**, que se denota por Jx. Se tiene que:

<J$,f>E**’E* = <f, w)E*7E, YV € E, Vf c B*.

Estd claro que J es lineal y J es una isometria, esto es, ||Jzx||p~ = ||z||g. En efecto, por la
Proposicion 1.1 se tiene que:

| Jz||g= = sup [(J, )| = sup [{f,2)| = [|z][e
I711<1 I711<1

fEE* fEE*
Puede ocurrir que J no sea sobreyectiva de E en E**. No obstante, es conveniente identificar E
con el subespacio E** usando J. Si J resulta ser sobreyectiva, entonces se dice que E es reflexivo
y E** se identifica con E (esto se verd con mds detalle en la seccion 1.3.4).

1.3. Topologias débiles. Espacios reflexivos

El contenido de esta seccién se recoge en [1, Capitulo 3, secciones 3.1, 3.2, 3.3, 3.4 y 3.5,
paginas 55, 57, 60, 67 y 72 (respectivamente)].

1.3.1. La topologia minima para la que un conjunto de aplicaciones son con-
tinuas

Sea X un conjunto (sin ninguna estructura) e {Y;};c; una coleccién de espacios topolégicos.
Sea {;}icr una coleccién de aplicaciones tal que para cada i € I, p; : X — Y. Se considera el
siguiente problema.

Problema 1.1. Construir una topologia en X que haga a todas las aplicaciones {p;}icr conti-
nuas. Si es posible, encontrar una topologia T que sea la mds econdémica en el sentido de que es
la que tiene menos conjuntos abiertos.

Se verd, que siempre hay una (tUnica) topologia “mds barata” T en X para la que cada
aplicacién ¢; es continua. Se denomina la topologia minima o débil asociada a la coleccién
{%’}z‘el .

Si w; C Y; es cualquier conjunto abierto, entonces goi_l(wi) es necesariamente un conjunto
abierto en 7. Como wj; recorre la familia de conjuntos abiertos de Yj e i recorre I, obtenemos una
familia de subconjuntos de X, cada uno de los cuales debe ser abierto en la topologia 7. A esta
familia se denota por {Uy}rea. Por supuesto, esta familia no tiene por qué ser una topologia.
Se tiene entonces el siguiente problema.

Problema 1.2. Dado un conjunto X y una familia {Ux}ren de subconjuntos de X, construir
la topologia “mds barata” T en X, en la que Uy es abierto para todo A\ € A.
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En otras palabras, se debe encontrar la familia més econdémica F, de subconjuntos de X que
sea estable bajo Ntinita ¥ Uarbitraria (i.e., la interseccién finita de conjuntos de F y la unién
arbitraria de conjuntos de F pertenecen ambas a F) y con la propiedad de que Uy € F para
todo A € A. La construccién es la siguiente. Primero, se consideran intersecciones finitas de
conjuntos en {Uy}xep, i-e., NaerUy donde I" C A es finito. De esta forma, se obtiene una nueva
familia, llamada ®, de subconjuntos de X, que incluye {U)}rea ¥ que es estable bajo Nfinitq. Sin
embargo, no tiene por qué ser estable bajo Uy pitraria- POr tanto, se considera ahora la familia
F obtenida a partir de la unién arbitraria de elementos de ®. Esta claro que F es estable
bajo Uarpitraria- NO estd claro que F sea estable bajo Ngnite. No obstante, se tiene el siguiente
resultado ([1, pagina 56, Lema 3.1]).

Lema 1.1. La familia F es estable bajo N¢inita-

Para resumir esta discusion se tiene que los conjuntos abiertos de F se obtienen considerando
primero M y;pitq de los conjuntos de la forma gofl(wi) v luego Ugrpitraria- S€ sigue que para cada
x € X, se obtiene una base de entornos de x para la topologia 7 considerando conjuntos de la
forma N fmitagpfl(Vi), donde V; es un entorno de ¢;(x) en Y;.

En lo que sigue, a X se le equipa con la topologia T que es la topologia minima o débil
asociada a la coleccién {p;}icr.

Se muestra ahora una propiedad simple que caracteriza la convergencia de sucesiones en la
topologia F ([1, pagina 56, Proposiciones 3.1 y 3.2]).

Proposicién 1.2. Sea {zy}nen una sucesion en X. Entonces x, — x (en F) si y solo si
o(xn) — @(x) para cada i € I.

1.3.2. Definicién y propiedades elementales de la topologia débil o(F, E*)

Sea E un espacio de Banach y sea f € E*. Se denota por ¢y : E — R al funcional lineal
o¢(x) = (f,z). Como f recorre E* obtenemos una coleccién {¢y} rcp+ de aplicaciones de E en
R. Se ignora ahora la topologia usual en E (asociada a || - ||g) y se define una nueva topologia
en el conjunto E como sigue:

Definicién 1.4. La topologia débil o(E, E*) en E, es la topologia minima asociada a la coleccion
{¢f}rer- (en el sentido de la subseccion 1.3.1 con X = E, Y; =R, para cada i, y [ = E*).

Observacién 1.1. Si una sucesion {Ty}neny en E converge a x en la topologia débil o(E, E*)
se escribird
Ty — T

Para evitar cualquier tipo de confusion, a veces se dird “c,, — x débilmente en o(E,E*)”. Con
el fin de ser completamente claro a veces se enfatizard la convergencia fuerte diciendo “r, — x
fuertemente”, significando que ||z, — x|| — 0.

En la siguiente proposicién ([1, pdgina 58 Proposicién 3.5]) se muestra unas caracterizaciones
de la convergengia débil en o(E, E*).

Proposicién 1.3. Sea {z,}ner una sucesion en E. Entonces:
1. [z, — x débilmente en o(E, E*)|<[(f,xn) — (f,z) V f € E*].
2. Si x, — x fuertemente, entonces x, — x débilmente en o(E, E*).
3. Sixy, — x débilmente en o(E, E*), entonces {||zn||}ner estd acotada y ||z, || < liminf ||z,]].

4. St xp — x débilmente en o(E, E*) y si f, — [ fuertemente en E* (i.e.,||fn — f]
entonces (f,xn) = (f,x).

E* —)0),
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Se sabe que todo conjunto débilmente cerrado es fuertemente cerrado, pero el reciproco es falso
en espacios infinito-dimensionales. No obstante, es muy 1til saber que para conjuntos convexos,
débilmente cerrado coincide con fuertemente cerrado, tal y como se muestra en el siguiente
teorema ([1, pagina 60, Teorema 3.7]).

Teorema 1.3. Sea C un subconjunto convexo de E. Entonces C es cerrado en la topologia débil
o(E,E*) siy solo si es cerrado en la topologia fuerte.

Como consecuencia de este teorema, se obtiene el Teorema de Mazur ([1, pagina 61, Corolario
3.8]).

Proposicién 1.4. (Teorema de Mazur). Asuma que la sucesion {xy}nen converge débilmente a
x. Entonces, existe una sucesion {yn fnen constituida por combinaciones convezas de los x,, que
converge fuertemente a x.

1.3.3. Definicién y propiedades elementales de la topologia débil *, o(E*, E)

Por ahora, se tienen las siguientes topologias en E*:
1. la topologia (fuerte) usual asociada a la norma de E*,

2. la topologia débil o(E*, E**), obtenida aplicando a E* la construccién de la subseccién
1.3.2.

Se va a definir ahora una tercera topologia en E* llamada topologia débil * y denotada por
o(E*, E) (la * se emplea aqui para recordar que esta topologia se define solo en espacios duales).
Para cada = € F se considera el funcional lineal ¢, : E* — R definido por f +— ¢, (f) = (f,x).
Como x recorre E obtenemos una coleccion {¢, }.cr de aplicaciones de E* en R.

Definicién 1.5. La topologia débil x, o(E*, E) es la topologia minima en E* asociada a la
coleccion {¢y}eer (en el sentido de la subseccion 1.3.1 con X = E*, Y; = R, para todo i e

I=E).

Observacion 1.2. Si una sucesion {f,} en E* converge a f en la topologia débil x se escribird:

fa = f.

Para evitar cualquier confusion algunas veces se enfatizard “f, — f en o(E*,E)”, “f — f en
o(E*, E*)z “f, — [ fuertemente”.

En la siguiente proposicién ([1, pdgina 63 Proposicién 3.13]) se muestra unas caracterizaciones
de la convergengia débil en o(E*, E).

Proposicién 1.5. Sea {f,} una sucesion en E*. Entonces:
1. [fo > f en o(E*, E)|&[(f,2,) — (f,x) ¥V x € E].

2. Si fn, — f fuertemente, entonces f, — f en o(E*, E*).

Si f, — f en o(E*, E**), entonces f, — f en o(E*, E).
3. Si fn = f en o(E*, E) entonces {||fn||} estd acotada y ||f|| < liminf||f,||.

4. Si fo > f eno(E* E) y si x, — x fuertemente en E, entonces (fn,2n) — (f, ).
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1.3.4. Los espacios reflexivos

Definicion 1.6. Sea E un espacio de Banach y sea J : E — E** la inyeccion candnica de E
en E** (wer definicion 1.3). El espacio E se dice que es reflexivo si J es sobreyectivo, i.e.,
J(E) = E*.

Cuando F es reflexivo, £** se identifica normalmente con FE.

Observacion 1.3. Muchos espacios importantes en andlisis son reflexivos. Claramente, los es-
pacios finito-dimensionales son reflexivos (dado que dim E = dim E* = dim E**). Los espacios
LP con 1 < p < oo son reflexivos ( ver seccion 1.4). Sin embargo, espacios igualmente im-
portantes en andlisis no son reflexivos; por ejemplo: L' y L no son reflexivos (ver seccion

1.4).
A continuacién, se adjunta un teorema de gran relevancia ([1, pagina 69, teorema 3.18]).

Teorema 1.4. Sea E un espacio de Banach reflexivo y sea {x,} una sucesion acotada en E.
Entonces existe una subsucesion {n, }ken que converge en la topologia débil o(E, E*).

1.4. Los espacios L”

Definicién 1.7. Se dice que la terna (2, M, p) es un espacio medible, si Q es un conjunto y:

1. M es un o—dlgebra en €, i.e., M es una coleccion de subconjuntos de §2 tales que:

a) ) e M.
b) Ae M= A°ec M.
c) Uyl A, € M, siempre y cuando A, € M, ¥n.

II. 4 es una medida, i.e., p: M — [0,+00] satisface:

a) p(0) = 0.

b) p(US 1 Ay) = US2 1u(Ay) siempre y cunado {Ay}nen sea una familia de miembros
de M disjunta y numerable.
Los miembros de M reciben el nombre de conjuntos medibles. Se puede escribir tam-
bién |A| en lugar de p(A).

L. Q es o-finita, i.e., existe una familia numerable {Qy,}nen en M tal que Q = U2, Qy, y
w(Qy) < oo, Vn.

Los conjuntos E € M con la propiedad de que pu(E) = 0, se llaman conjuntos de medida nula.
Se dice que una propiedad es cierta p.c.t (o para casi todo = € §2) si se cumple en todo € excepto
en un conjunto de medida nula.

De ahora en adelante se considerard familiar las nociones de funciones mediblesy funciones integrables
f:Q — R. Se denota por L(Q, i) o simplemente L' (£2) (o incluso L') al espacio de las funciones
integrables de €2 en R. Asimismo se tiene que:

|mm=wmzévw=4m.

Se procede ahora a definir los espacios LP.
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Definicion 1.8. Sea p € R con 1 < p < oo:
LP(Q):={f:Q—=R| fesmedibley |f|” € L*(Q)},
con:
1/p
Il =51l = | [ 1P|
Asimismo:
L*(Q) :={f:Q = R| fesmedibley existe una constante C tal que |f(z)] < C p.c.t x € Q},

con:

1 llzee = [[flloo = inf{C | |f(2)| <C p.c.txecQf.

A continucién se muestra una desigualdad que serd empleada con frecuencia ([1, pagina 92,
teorema 4.6]).

Definicién 1.9. Sea 1 < p < oo; se denota por p' al exponente conjugado de p, i.e., al nimero
que cumple:
p v
Teorema 1.5. (Desigualdad de Hélder.) Sea f € LP y g € L¥ con 1 < p < oo. Entonces
fge Ll y:
[ 1731 <1171 lsll-

Se adjuntan también una serie de teoremas que seran de gran utilidad a lo largo de este
documento ([1, pagina 90, teorema 4.2; pagina 93, teoremas 4.7 y 4.8; pagina 94, teorema 4.9;
pagina 95, teorema 4.10]).

Teorema 1.6. (Teorema de la convergencia dominada). Sea { fn}nen una sucesion de funciones
en L' que satisface:

1. fo(z) = f(z) p.ctx e Q.

b. existe una funcion g € L' tal que para todo n, |fn(x)| < g(z) p.c.t z € Q.
Entonces f € L' y ||fn — fll1 — 0.
Teorema 1.7. LP es un espacio vectorial y || ||, es una norma para cualquier p, 1 < p < oo.
Teorema 1.8. LP es un espacio de Banach para cualquier p, 1 < p < oo.

Teorema 1.9. Sea {f,}nen una sucesion en LP y sea f € LP tal que ||f, — f|lp = 0.
Entonces, existe una subsucesion { fnxtren y una funcion h € LP tal que:

1. fak(x) = f(x) p.c.tx €.

2. | fux| < h(x) p.ctx €.
Teorema 1.10. LP es reflexivo para cualquier p, con 1 < p < oo.
Teorema 1.11. (Teorema de representacion de Riesz).

» Seal <p<ooyseap € (LP)*. Entonces existe una unica funcion u € L¥ tal que:

<90,u>:/uf, Vfe L.

Ademas,
lully = llell(zrys-
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» Seap=1y sea p € (L')*. Entonces eriste una tnica funcién u € L tal que:

(o) = [ut, v e Ll
Ademas,
lulloo = 1lellzy-
Observacion 1.4. En lo que sigue, se pueden hacer las identificaciones siguientes:
(LP) =L,
con 1 <p < oo.
(LY* = L.

Observacién 1.5. Los espacios L' () y L>®(2) no son reflexivos. No obstante, L>=(Q) cumple
la siguiente propiedad de gran importancia.

Si Q) es un subconjunto medible de R™ y { f, }nen es una sucesion acotada en L*°(Q)), entonces
existe una subsucesion {fn,tren y un f € L>®(Q) tal que fn, — f en la topologia débil *
o(L>®, LY).

1.5. Los espacios de Sobolev W?

El contenido de esta seccién se recoge en [1, Capitulo 9, paginas 263 y 264].
Sea €2 C R™ un conjunto abierto y sea p € R con 1 < p < o0.

Definicién 1.10. El espacio de Sobolev WP(Q) se define como:

WP(Q) = {u e LP() | 3 g1, 92, ...,9n € LP(Q) tales que

U :—/QWVSDGCEO(Q), Vi:1,2,...,N}.

Cuando no haya confunsion se escribird a veces WP en vez de WHP(£2).
Se establece:
HY(Q) = WH(Q).

Para v € WHP(Q) se define C%’; = g;, y se escribe:

ou Ou ou

= du=(=—,—, ..., ——
Vu gradau (61'1’85627 7833]\7

).

El espacio WP (Q) esta equipado con la norma:

lullwrr) = [lullp

p

0 a veces con la norma equivalente (||u||h + SN | Hau Hp)l/p (sil1<p<oo)
El espacio H () estd equipado con el producto escalar:

ou 81} ou Ov
(u,v) g = UULQJFZ EP 6:U 12 /uv+za$'ax.

L(Z norma asociada:
N oy
Nl = (lall3 + D 5 —113)"
i=1 O

es equivalente a la norma de W12,
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Observacién 1.6. En la definicion de WP, C°(Q) es el espacio de las funciones test ¢, es
decir, el espacio de las funciones @ que pertenecen a C™ y tienen soporte compacto.

Observacion 1.7. La teoria de distribuciones aporta un significado a %, es un elemento del

espacio de las distribucines D'(Q). Usando el lenguaje de las distribuciones se puede decir que
WP(Q) es el conjunto de las funciones u € LP(Q2) para el que todas las derivadas parciales g—;ﬁ,,

1 <p< oo (en el sentido de las distribuciones) pertenecen a LP(€2).

Proposicién 1.6. WHP(Q) es un espacio de Banach para cada 1 < p < co. WHP(Q) es un
espacio reflexivo para cada 1 < p < oo.



Capitulo 2

Controlabilidad

Sean n y m dos nimeros enteros positivos. En este capitulo se considera un sistema de control
en R™:

:L'(t) = f(ta w(t)a u(t)) (2'1)

donde x es la variable estado, u es la variable control y f : R x R" x R™ — R” es una funcién
continuamente diferenciable con respecto a (x,u) y localmente integrable con respecto a t. Los
controles son funciones del tiempo, medibles y esencialmente acotadas que toman sus valores en
algun subconjunto medible Q de R™ (conjunto de las restricciones sobre los controles).

En primer lugar, dados un estado inicial g € R™ y un control u € L*°(0,T}; (), existe una
una unica solucién x, absolutamente continua en Iy, de (2.1) tal que z(0) = zp, maximamente
definida en algin intervalo Ip de R conteniendo al 0. Nétese que este teorema generalizado de
Cauchy-Lipschitz no es exactamente el usual dado que aqui la dindmica puede ser discontinua
(debido al control). Para una versién general de existencia y unicidad de este teorema, se recurre
a [2, Capitulo 11, paginas 219-225] y [3, Apéndice C.3, pagina 474]. La ecuacién diferencial (2.1)
se tiene para casi todo t del intervalo maximal. Dado un tiempo 7" > 0 y un punto inical zg, se
dice que el control u € L>®(0,T;£2) es admisible siempre y cuando la correspondiente solucién
z, tal que x(0) = x¢, estd bien definida en todo el intervalo [0,7]. El conjunto de controles
admisibles en [0, 7] se denota por Uy, 7.0.

Definicién 2.1. Sea o € R" y T > 0. El conjunto accesible Acc,,(xo,T) se define como el
congunto de todos los puntos x(T), donde x es una solucion del sistema de control (2.1), con
z(0) = o, asociada a algin control u € Uy, 1. De forma resumida:

ACCQ(x07T) = {.Z'(T) ‘ l‘(t) = f<t7x(t)7u(t))v .Z'(O) =g, U € Uxo,T,Q}-

Definicién 2.2. El sistema de control (2.1) se dice que es controlable en tiempo T si para todo
zo de R" se tiene que Accy,(zo,T) = R™.

El objetivo de este capitulo es estudiar la propiedad de controlabilidad para sistemas de
controles lineales y no lineales, con y sin restricciones en los controles.
2.1. Controlabilidad de sistemas lineales
Se dice que el sistema de control es lineal siempre que:
ft,z,u) = A(t)x + B(t)u + r(t),

con A € L2 (0,T; Mpxn), B € L2(0,T; Myxm) vy r € L2 (0,T;R") (en realidad, L' serfa
suficiente). El sistema lineal se dice que es no autdnomo siempre y cuando las matrices A y B

dependan de t, y se dice que es auténomo si A(t) = Ay B(t) = B, es decir no dependan del

21
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tiempo. Nétese que, para sistemas de control lineales no hay explosién en tiempo finito (i.e., la
admisibilidad es cierta en cualquier intervalo).

Haciendo referencia a los sistemas lineales auténomos, se distinguiran dos casos: en el primero
no habra restricciones sobre el control, mientras que en el segundo, si se impondran. En cuanto al
primer caso, se probard un condiciéon necesaria y suficiente para la controlabilidad, que se conoce
como condicion de Kalman. En cuanto al segundo caso, también se contemplard un resultado
de controlabilidad tomando la condicién de Kalman como hipétesis. En la subseccién referida
a este tipo de sistemas lineales también se verd la nocion de similitud entre sistemas, junto con
un resultado (Teorema de la Forma Normal de Brunovski) que garantiza la similitud entre un
sistema cualquiera y un sistema de una forma concreta que se especificara mas adelante.

Por otro lado, haciendo mencién a los sistemas lineales dependientes del tiempo, se demos-
traran dos importantes resultados que garantizaran la controlabilidad del sistema siempre y
cuando no se impongan restricciones sobre el control. Aunque en este caso no se podra estable-
cer un teorema que asegure la controlabilidad del sistema si se consideran restricciones sobre
el control, si serd posible estudiar la geometria del conjunto accesible sin més que imponer al
conjunto de las restricciones propiedades como la compacidad y la convexidad del mismo.

2.1.1. Controlabilidad de sistemas lineales auténomos

En esta seccién, se asume que A(t) = Ay B(t) = B.

Caso sin restricciones en el control: condicion de Kalman

El famoso teorema de Kalman ofrece una condicién necesaria y suficente para sistemas de
control lineales auténomos sin restricciones en el control.

Teorema 2.1. Supongamos que 2 = R™, zog € R® y T > 0. El sistema de control
{ #(t) = Ax(t) + Bu(t) + r(t),
z(0) = xo,
es controlable en el tiempo T si y solo si la matriz de Kalman (de tamano n x mn):
K(A,B) := (B, AB, ..., A" 'B),
es de rango mdzximo igual a n.

Observacién 2.1. La condicion de Kalman de arriba no depende ni de T, ni de xo. Esto implica
que si un sistema de control lineal autonomo es controlable en algin tiempo T, comenzando en
algun xq, entonces también es controlable en cualquier tiempo, comenzando en cualquier punto.
Notese que la condicion de Kalman es puramente algebraica y fdcil de comprobar.

Prueba. Para cada u se tiene un SDO lineal con coeficientes constantes:

{i@)zAmar+m@»

o(0) = 0. (2.2)

con by (t) := Bu(t) + r(t).
Se procede a obtener la tnica solucién z del sistema (2.2) asociada al control u y con valor
inicial 2(0) = z¢. E1 SDO homogeneo es:

(t) = Ax(t). (2.3)

La matriz fundametal asociada al SDO homogeneo (2.3) es Fa(t) = ¢4, donde €' es la expo-
nencial de la matriz A, esto es:

#:fww

n!

)

n=0
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con F4(0) = I,,. Por tanto, la solucién general del SDO homogeneo viene dada por:
zp(t) = Fa(t)cn,

con ¢, € R™,
Se busca ahora una solucién particular &(¢) del SDO no homogeneo (2.2) de la forma &(t) =
Fa(t)c(t) con ¢ € Wh*°(0, T; R"). Para obtener c(t) se impone:

Fat)e(t) + Fa(t)élt) = AFA(t)e(t) + bu(t).
Teniendo en cuenta que F'4(t) = AF4(t), se obtiene:
Fa(t)é(t) = bu(t),

o equivalentemente é¢(t) = F ()b, (t), con F'(t) = e~*4. Si se fija un punto ¢y (por ejemplo,
to = 0), se llega a:

Por tanto:

= Fa(t)ep + Fal(t) <c + / t Fgl(s)bu(s)ds>

0

t
— Fa(t)(en + &) + Fa(®) / Fr\(s)bu(s)ds
0
t
= ey +¢) + / et=94p,,(s)ds.
0
Como z(0) = xg, teniendo en cuenta la expresion anterior, se obtiene 29 = ¢ + ¢é. En definitiva:

T
z(T) = Tz +/ eT=9)4p, (s)ds
0

T T
= el gy + / T4 (5)ds + / eT=5)4 By(s)ds
0 0

T
= el gy + / eT=9)4r(s)ds + Lyu,
0

donde:
Ly : L0, T;R™) — R"

T
u+— Lpu = / eT=5)4 By(s)ds.
0

Este operador satisface las siguientes propiedades:
» Linealidad: se tiene por la linealidad de la integral. En efecto, para u, v € L>®(0,T;R™) y
a, B € R se obtiene:

T
Ly(ou + Bv) = /0 T B(au(s) + Bu(s))ds

T T
= a/ T4 By(s)ds + ﬁ/ eT=5)4By(s)ds
0 0

= aLTu + ,BLT’U.
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= Continuidad: hay que probar que existe una constate C' > 0 tal que:
|Lrul* < Cllul[F oo pmmys ¥ u € L0, T;R™).

En efecto, para v € L*°(0,T;R™) y usando la desigualdad de Holder (véase el Teorema
1.5) se tiene:

2

T
|Lyu|* = / eT=DABy(t)dt
0

n T
/ (eT=DABu(t));dt
i=1 170

< 'n ( /0 ! \(e(T_t)ABu(t)),;dt>2

=1

2

n T
<37 [T Bu) ar
=1

T
< T méx u(t)|2/ |04 B||12d¢
t€[0,T] 0

= CH“”%“’(O,T;R’")?

T
con O := T/ e T4 B||2dt.
0

En términos de este operador, estd claro que el sistema es controlable para el tiempo T si y
solo si L7 es sobreyectivo. Entonces, el teorema es una consecuencia inmediata del siguiente
resultado.

Lema 2.1. La matriz Kalman K(A,B) es de rango n si y solo si Ly es sobreyectivo.

Prueba. Se hace en primer lugar la implicacion de izquierda a derecha. Por reduccién al absur-
do, se supone que Ly no es sobreyectivo. Entonces Im(Ly) # R™ y en consecuencia, I'm(Lt) es
un subespacio cerrado de R™ y por lo tanto, R” = I'm(Lz) @ Im(Lr)*. De aqui se deduce que
Im(Lt)* # (). Por tanto, existe 1 € R™ \ {0} que es ortogonal a I'm(Lr), esto es:

T
wT/O eT=94Bu(s)ds = 0, Yu € L®(0,T;R™).

Esto implica:
YTeTDAB =0, vt € [0,T].

Tomando t = T se obtiene 1" B = 0. Entonces, si se deriva la ecuacién de arriba respecto a t y
se toma t = T se obtiene 1T AB = 0. Reiterando en la derivacién, se obtiene que ¢ A¥B = 0
para cada k € N. En particular 1" - K(A, B) = 0 y por consecuente el rango de K (A, B) es
menor que 7.

Se hace en segundo lugar la implicaciéon de derecha a izquierda. Por reduccién al absurdo, se
supone que el rango de K (A, B) es menor que n, luego existe ¢ € R™\ {0} tal que v " - K (A, B) =
0, y por tanto 1 A*B = 0, para cada k € {0,1,...,n — 1}. Por el Teorema de Hamilton-Cayley
(véase el Teorema 1.1), existen nimeros reales ag, ai,...,a,—1 tales que

n—1
A" = Z ap A
k=0
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Por tanto, se obtiene facilmente que 1" A” B = 0. Usando el hecho de que
n
ATl Zak—lAk,
k=1

se llega también a que " A"t B = 0. Por recurrencia inmediata, se infiere que 1" A*B = 0,
para cada k € N, y por tanto, usando la expansién en serie de la exponencial de A, se obtiene que
Y TeT=9)AB = () para cada s € [0, T]. Se concluye que " Lpu = 0 para cada u € L°(0,T;R™),
por lo que L1 no es sobreyectivo. ]

O]

Se va a ver ahora una aplicacion del teorema anterior. En este ejemplo, se va a estudiar el
circuito RLC, que estd modelado por un sistema de control lineal y auténomo.

Ejemplo 2.1. (Circuito RLC). En teoria de circuitos, un circuito RLC es un circuito lineal que
contiene una resistencia eléctrica de valor R, una bobina con inductancia L y un condensador
de capacidad C. Dicho circuito se modela mediante la siguiente EDO:

di q
L—+Ri+ ==
a Mt
t
donde q = i(s)ds es la carga del condensador, u es la fuerza electromotriz de un generador

0
e 1 es la intensidad de la corriente que circula por el circuito. Por tanto, se tiene el siguiente

SDO:
dg _ .
a "
di R, 1 1
T A o A

Ezxpresandolo de forma matricial:
- R 1 ; 1
AN (L “ze) (V)L (z
dt \q 1 0 q 0/’
B ) 5 (b
(v )= (6)

conn=2ym=1 (ie., hay un dnico control). La matriz de Kalman (de tamano 2 x 2 es:

se llega a que:

1 R
K(A,B) = (B,AB) = (L _1L2> .

0z
Esta matriz tiene rango mdzimo 2, ain cuando R =0 (es el caso en el que el circuito carece de
resistencia). Asimismo, el circuito RLC' es controlable independientemente del valor de la capa-
cidad C. También hay que destacar que para valores muy elevados de la inductancia, tendiendo
a infinito (en este caso, la intensidad de corriente seria constante en el circuito en cuestion y
la carga en el condensador seria una funcion afin, es decir, de la forma q(t) = c¢1 + cat, con 1 y
co constantes que dependen de las condiciones iniciales) la matriz de Kalman seria nula, por lo
que no seria controlable. Esto tiene sentido, ya que para estos valores elevados de L el control
también seria nulo.

A continuacién se adjunta un lema (junto con su prueba) que se empleard de forma auxiliar
para probar un resultado de caracterizacién. Dicho resultado de caracterizacién recibe el nombre
de Test de Hautus y en él se puede ver que una serie de afirmaciones, entre las cuales se encuentra
la condicién de Kalman, son equivalentes.
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Lema 2.2. Sean p y q dos numeros enteros positivos y A : RP — RY un operador lineal y
continuo que viene dado por una matriz A de tamarnio g X p. A es sobreyectivo si y solo si AT
es inyectivo, donde AT : R? — RP es el operador adjunto de A, que viene dado por la matriz
traspuesta AT de tamario D Xq.

Prueba. En primer lugar se hace la implicaciéon de izquierda a derecha. Supdngase que A :
RP — RY es sobreyectivo, esto es:

VzeR?, JweRP | Aw = 2.
Hay que probar que AT : R — RP? es inyectivo, esto es:
2eRI|ATz2=0=2=0.

Sea z € R? tal que ATZ = 0, entonces (ATZ,w) = 0 para todo w € RP. Como A es sobreyectivo,
se toma @ € RP tal que A® = z. Entonces (Z,Z) = 0 por lo que Z = 0. Por consiguiente A" es
inyectivo.

Se hace ahora la implicacién de derecha a izquerda. Supéngase por reduccion al absurdo que
A : RP — RY no es sobreyectivo. Entonces, se tiene que existe 2 € R? con z # 0 tal que
(Aw,Z) = 0 para todo w € RP. Esto implica que (w, ATZ) = 0 para todo w € RP, es decir,
ATZ =0 lo que es lo mismo que Z € kerAT. Como Z # 0, AT no es inyectivo. Se llega asf a un
absurdo. O

Proposicién 2.1. (Test de Hautus). Las siguientes aserciones son equivalentes:

~

. El par (A, B) satisface la condicion de Kalman, es decir, rg(K(A, B)) = n;
2. VA€ C rg(A\l —A,B)=n;

3. YA € Spec(A) rg(A\I — A, B) =n;

4. Yz autovector de AT, BTz # 0;

5.3¢>0|VAEC, Vze R [(M — AT)z|?> + |BT 2| > ¢|2|?;

Prueba. En primer lugar, se demuestra la equivalencia entre los puntos 1 y 4. Se hace primero
la implicacién de 1 a 4. Por reduccién al absurdo, supéngase que existe z) € R™ autovector de
AT (ie., zy € R"\{0} tal que ATz, = \z), donde A es autovalor de A") tal que Bz, = 0.
Por hipétesis se tiene que rg(K (A, B)) = n o equivalentemente que K (A, B) : R — R" es
sobreyectivo. Gracias al Lema 2.2, esto es equivalente a decir que: K(A4,B)" : R® — R" es
inyectivo. Por otro lado, tenemos que:

BT BTZ)\
BTAT AB Tz,
K(A,B)"zy=(B,AB,.., A" 'B) 2z, = : Z\ = . =0
BT (AT)" A1BT 2y

Se llega a un absurdo pues zy es no nulo y K (A, B)" es inyectivo.
Se realiza ahora la implicacién contraria. Por reduccién al absurdo supdngase que

rg(K(A, B)) < n.

Esto es equivale a decir que K (A, B) : R — R™ no es sobreyectivo. Por el Lema 2.2, equiva-
lentemente se tiene que K (A, B)T : R* — R™ no es inyectivo, es decir, existe z* € R” no nulo
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tal que K (A, B)"2* = 0. Se llega entonces a que existe z* € R™\{0} tal que:

BT
BTAT

BT (AT
de donde se deduce que BT z* = 0. Se considera ahora el conjunto:
N:={zeR"|2'A*B =0, V ke N}.

Se tiene que z* € N y por lo tanto N # {@}. En efecto, como K (A, B)'z* = 0, se tiene que
2*TA*B = 0 para todo k =0, ...,n — 1. Usando el Teorema de Hamilton-Cayley, se tiene que

n—1
A" = ZakAk.
k=0

Luego, se deduce que z*T A" B = 0. Por recurrencia, se obtiene entonces que z* A¥ B = 0 para todo
k € N. De aqui también se deduce entonces que z* € N. Por otro lado, se tiene que N es invariante
por el operador lineal y continuo AT : R® — R"™ dado por la matriz AT, es decir, ATz € N
para todo z € N. En efecto, dado z € N y k € N, se tiene que (AT2)TA*B = 2TA*1B = 0.
Se considera ahora la restriccién AT |y : N — N. Como C es algebraicamente cerrado, esto es,
todo polinomio sobre C tiene raiz, en particular, el polinomio caracteristico de AT\N tiene raiz,
por lo que existe Z € N\{0} tal que ATZ = \z. Ademés, BTz = 0, pues zZ € N. Se llega a un
absurdo pues existe un autovector zZ de A" tal que Bz = 0.

En segundo lugar, se demuestra la equivalencia entre los puntos 3 y 4. Se lleva a cabo primero
la implicacién de 3 a 4. Por reduccién al absurdo, se supone que existe zy € R™ autovector (no
nulo y asociado al autovalor \g) de AT tal que BT 2y = 0. Por hipétesis se tiene que:

VA € Spec(A), rg(M — A, B) =n,

o equivalentemente, (A — A, B) : R*"+t™) _ R” es sobreyectivo. Por el Lema 2.2, esto es igual
a decir que (A\] — A, B)T : R" — R™"™) s inyectivo. De ese modo, se obtiene:

Ml — AT Aozo — AT 2
(AOI—A,B)TZO—< OBT >zo_< 0 %TZO 0>_

Se llega a un absurdo pues zg es no nulo y (A — A, B) " es inyectivo.

Reciprocamente, por reduccién al absurdo supdéngase que existe A\g autovalor de A tal que
rg(Aol — A, B) < n o equivalentemente (A\gI — A, B) : R"™ — R" no es sobreyectivo. Por el
Lema 2.2, esto es igual a decir que (Al — A, B)T : R® — R™™™ no es inyectivo, esto es, existe
2o no nulo tal que (Al — A, B)"zy = 0. De aqui se deduce que (Ao — AT)zg =0y BTz = 0.
Se llega a un absurdo pues esto contradice el punto 4.

En tercer lugar, se demuestra la equivalencia entre los punto 2 y 3. Se lleva a cabo primero
la implicacion la implicacién de 2 a 3. Basta tomar en particular A\ € Spec(A).

Se lleva acabo ahora la implicaciéon contraria. Por reduccién al absurdo se supone que existe
Ao € C, tal que rg(AoI — A, B) < n. Por tanto, de modo equivalente, existe zg € R™\{0} tal que:

Nl — AT
BT 20 = 0.

Por consiguiente, A\gzg — A 29 = 0y BT 29 = 0. Luego, Ao € Spec(A). Como rg(A\ol — A, B) < n,
esto contradice el punto 3.
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Finalmente se prueba la equivalencia entre los puntos 2 y 5. Se tienen las siguientes equiva-
lencias: rg(A — A, B) = n para todo A € C si y solo si (A\[ — A, B) : R"*™ — R"™ es sobreyectivo
para todo A € C . Esto es equivalente a decir que (A — A, B) " : R® — R™™ es inyectivo para
todo A € C. Finalmente, esto es equivalente a decir que existe una constate ¢ > o tal que:

(M — A,B)" 2| > ¢|z|, Vz € R",
para todo A € C, o de otra manera:
(M — ATz + | BT 2> > ¢z, Vz e R,

para todo A € C.

Si se prueba esta ultima equivalencia, se tiene la equivalencia entre los dos puntos. Se hace
primero la implicacion de izquierda a derecha. Supéngase que el el operador lineal y continuo
entres espacios de dimensién finita, (A — A, B)" : R* — R™™ es inyectivo para todo A € C.
Se define ahora el siguiente subconjunto de los numeros reales:

U:={|{M—-AB) 2 : |z| =1}
Este subconjunto verifica las siguientes propiedades:

» U C (0, +00). En efecto, como z € R” con |z| = 1 es no nulo, se tiene que (A\I—A, B) "z # 0,
pues (A\I — A, B) T es inyectivo. Por consiguiente, |(A\ — A, B)"z| > 0 para todo z € R"
con |z|] = 1.

» U es cerrado. Hay que probar que dada una sucesion {z,}nen, con |z,| = 1 para todo
n € N, tal que [\ — A,B)"2,] — L, con L € R, entonces L € U. En efecto, como
R™ tiene dimensién finita y la sucesion {z, }nen estd contenida en un conjunto compacto,
existe una subsucesién {2, }jen C {2n}nen tal que z,; — 2 con |z| = 1. Asimismo, como
(M — A, B)T es continuo (la dimensién de R™*™ es finita), se obtiene que

(M —A,B) 2, (M —=AB)'2 y L=|(M—A,B)"z|, con |z| = 1.
En definitiva, L € U.

Para concluir que, como U es cerrado y acotado inferiormente, U tiene un minimo, luego existe
una constate ¢ > 0 tal que:

(M — A,B) 2| > ¢, V2 € R", con |z| = 1.
Tomando ahora un w € R™ no nulo y normalizandolo se llega a que:
(M — A, B)"w| > ¢jw|, Vw € R™\ {0}.

Reciprocamente, si se supone por reduccién al absurdo que (Al — A, B)T : R® — R™*™ no es
inyectivo, entonces existe un zg € R™\{0} tal que (A — A, B)" 29 = 0. Se llega entonces a que:

0=[(M — A,B) 2| > ¢|z|.

Esto es un absurdo.
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Caso con restricicones en el control

Noétese que, si el sistema es controlable en las condiciones del Teorema 2.1, entonces puede ser
controlable en un tiempo pequetio arbitrario. Esto es debido al hecho de que no hay restricciones
en el control. En el caso de restricciones en el control, tal y como se considera en este apartado,
no se puede esperar que L7 sea sobreyectivo en general. No obstante, se veran dos resultados: el
primero aportara informacion sobre el conjunto accesible cuando los controles estan restringidos
a un subconjunto §2; mientras que el segundo, asumiendo ciertas hipotesis, establecerd que el
punto 0 es accesible desde un punto inicial dado en un tiempo T suficientemente grande.

Proposicién 2.2. Asimase que r = 0, 0 € O y que la condicion de Kalman se verifica para
(A, B). Entonces, para cada T > 0 y cada zo € R", el conjunto accesible Acc,(xo,T) contiene
a un entorno del punto eTxg.

Prueba. Se tiene como hipdtesis que 0 € (02, ie.,

dr>0]B(0;r) C Q.
Se define el siguiente conjunto:
Kooy = A{x(T) : &(t) = Az(t) + Bu(t), z(0) = zo, u € L>(0,T;B(0;r))},
o equivalentemente:
Kuo 1 = e 2o + Koo,

. Kor, ={2(T): 2(t) = Az(t) + Bu(t), 2(0) =0, v e L>(0,T;B(0;7))}.

Se tiene que eldzg € Ky, 7r. En efecto, teniendo en cuenta que 0 € L*(0,7; B(0;7)), se

puede tomar el control u = 0, y por tanto, la solucién de &(t) = A(t)x(t), x(0) = xo satisface
.@(T) - eTAxO € KJ:O,T,T-

Teniendo en cuenta la definicién del conjunto K, 7., si se prueba que 0 € IO(O,T,T se tendria
el resultado. En efecto, existirfa 7’ tal que B(0,7") C Ko 1, y por tanto, B(eT4zy,7") C Koo 1
Para ello, se van a verificar los siguientes puntos:

= Ko, es convexo.

Para cada i = 1,2, sean z;(T") € Ko, donde z; satisface 2;(t) = Az;(t)+ Bu;(t), z;(0) =0
con u; € L>(0,7;B(0;r)). Dado A € [0,1], hay que probar que 2)(T) € Kor,, con
zZx = Az1 + (1 — A)z2. Por la definicién de z) y por la linealidad del SDO auténomo, se
tiene que z; satisface 2)(t) = Az\(t) + Bux(t), 2x(0) = 0 con uy = Auj + (1 — Nus.
Si se prueba que uy € L*(0,7;B(0;r)) se tendria lo que se querfa. En efecto, como
u; € L>®(0,T;B(0;7)), i = 1,2, se tiene que u;(t) € B(0,r), para todo t € (0,T) \ E;
con |E;| =0, i = 1,2. Si se define E)\ = E; U Ey, se tiene que |E)| = 0 y gracias a que
uy : (0,7) — B(0,r) es medible y B(0,r) es convexa, tambien se tiene que:

ux(t) € B(0,r) Vt € (0,T) \ Ej,
luego uy € L>(0,T; B(0;7)).

» Ko7, es simétrico.

Hay que ver que si 2(T') € Ko, entonces —z(T) € Kor,. En efecto, si z2(T) € Ko,
por defincién de dicho conjunto, se tiene que 2(t) = Az(t) + Bu(t) con 2(0) = 0y u €
L*>(0,7;B(0,7)). Si se toma w := —z y v := —u, se tiene que w(t) = Aw(t) + Bv(t)
con w(0) = 0. Por tanto, si se prueba que v € L*(0,7; B(0,7)), se tendria lo que quiere.
Efectivamente, siu € L>°(0,T; B(0,r)), entonces u(t) € B(0,7)Vt € (0,T)\E, con |E| = 0.
Pero como B(0;7) es simétrica, se tiene que v := —u € B(0;r) Vt € (0,T) \ E y por tanto
v e L>®(0,T;B(0,r)).
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Teniendo en cuenta estos dos puntos, se prueba ahora que 0 € Ky 7,. En primer lugar, se
toma {ey, e, ..., e, } una base cualquiera de R" y se define:

n

ey = — g €.

Gracias a la Condicién de Kalman, para cada i € {0, ...,n}, existe un control u; € L>(0,7;R™)
tal que x; es solucién del sistema:

{a‘si(t) = Az;(t) + Bu;(t),

Ahora bien, como 0 € fl, se toma p suficientemente grande tal que:
1
w; = —u; € L>(0,T;B(0,7)), Vi € {0,1,...,n}.
I
Luego, par cada i € {0,..,n}, se tiene:
1

e = ;ei =2i(T) € Ko,

donde:

—

#(t) = Axl(t) + Buj(t),
3(0) =0
Sean ahora €1, ..., €,, tales que 0 < ¢; < m para todo i € {1,...,n}. Se tiene entonces que:
n

" " 1—c¢ 1—c¢ 1—c¢ 1—c¢
/I B B ) I B . / B /
Zile"ei_zi - <n+1n+1+61) ei_z<n+1+ez) KRR

=1

con
- 1
€= z;ei (nétese que € < 2).
1=

Se trata de una combinacion convexa. En efecto:

n
) 1=¢ e —|—1_€—1_671—}—6—}—1_6—1_€(n+1)+6—1—6—|—6—1
—~\n+1 ‘ n+1 n+1 n+1l n+1 ’

En definitiva, como e; € Ko, para todo i € {0, ..., n}, y dicho conjunto es convexo, se tiene
que:

e+ ...+ —e, € Ko, para todo €; .

i ! i ” ! 2(n+1)

Asimismo, como Ky 1, es simétrico, se llega a que:

€1 €n 1
—e1+ ..+ —e, € K , para todo |¢| < ——,
L 1 1 n 0,T,r, P ‘ z‘ 2(n+1)
por lo que 0 € KoiTJ. Esto concluye la demostracion.
O

Proposicién 2.3. Asimase que r =0, que 0 € (02, que la condicion de Kalman se verifica y que
todos los autovalores de A tienen parte real negativa. Entonces, para cada xg € R", existe un
tiempo T > 0 y un controlu € L>°(0,T;Q) tal que la solucion de z(t) = Ax(t)+Bu(t), z(0) = xq,
satisface x(T) = 0.
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Prueba. En primer lugar, aplicando la definicién de matriz de Kalman al par (—A, B) se llega

a:
n(n—1)

K(-A,B)=(B,-AB,..,(-1)" A" 'B=(-1)" 2 K(A,B).

Por hipétesis, rg(K (A, B)) = n, por lo que también se tiene que rg(K(—A, B)) = n. Como
0e 502, si se aplica la proposicion anterior al punto inicial 0, se tiene que para un 77 > 0 dado,
existe 7 > 0 tal que:

B(0,r) C AECQ(O,Tl),

donde
Acc,(0,Th) :={z_(Th) : &_(t) = —Az_(t) + Bu_(t), 2_(0) =0, u_ € L>(0,T1; Q) }.

En segundo lugar, se tiene también por hipdtesis que todos los autovalores de A tienen parte
real negativa. Por consiguiente, aplicando un resultado que se verd con posterioridad en el
seguiente capitulo, se sabe que el punto 0 es asintéticamente estable, es decir, todas las soluciones

del sistema:
iy (t) = Azy (1),
x4(0) = xo,
(aqui se tiene el sistema original con u = 0) convergen a 0 cuando t — +o0.

Por tanto, teniendo en cuenta estos dos puntos, se deduce que existe Ty > 0 (lo suficientemente
grande) tal que x4 (Tp) € B(0,r) y existe u— € L*(0,71;) tal que la solucién z_ del sistema
T_(t) = —Az_(t) + Bu_(t) con z_(0) = 0 satisface x_(T1) = x4 (Tp).

Si se define ahora T :=T7 4+ T y se considera el sistema:

Ax(t) + Bu(t),

—N—
5w
=S
S~—
(I
S
e

para todo tiempo t del intervalo [0,7] y v € L*°(0,7T;) dado por:

B 0, sitel0,Tp),
u(t) = {—u_(T —t), site [Ty, T,

Lo primero nétese que z(t) = z4(t) en el intervalo [0,Tp] y por lo tanto verifica la ecuacién
arriba. En segundo lugar, observe que x(t) = x_(T — t) en el intervalo [Ty, T]. En efecto,
z(To) = z—(Th) = 2+ (Tp) y (T) = 2_(0) = 0. Por otro lado, en el intervalo [Ty, T], tenemos:

(t) = —a_(T —1t)
— Aw_(T —t) — Bu_(T —t)
= Ax(t) + Buf(t).

Esto concluye la prueba. O

Sistemas similares

En esta seccién se va a ver el efecto de un cambio de bases en sistemas de control lineales.
Se empezara definiendo ciiando dos sistemas de control lineales y auténomos son similares y
seguidamente, se adjuntaran dos resultados. El segundo es bien conocido y recibe el nombre de
Teorema de la forma normal de Brunovski. Establece la similitud entre un sistema de control
lineal y auténomo cualquiera y otro, cuyas matrices tienen una forma espécifica que se mostrara
posteriormente. Este teorema sera de gran utilidad cuando se estudie la estabilizacién de sistemas
lineales autonomos en el siguiente Capitulo, pues se empleard para probar otro resultado de gran
importancia.
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Definicién 2.3. Se dice que los sistemas de control lineales 1(t) = Ayxy + Biuy y 2(t) =
Agxo + Boug son similares siempre que exista P € GLy,(R), tal que A = PA P! y Bo = PBj.
Entonces se tiene que xg = Px1 y ug = uy. También se dice que los pares (A1, B1) y (A2, P2)
son similares.

Observacién 2.2. La propiedad de Kalman es intrinseca, es decir,
(Ba, AgBy, ..., Ay By) = P(By, A By, ..., A7"'By).
En efecto:

B2 = PB17
A9By = PA,P'PB, = PA, By,
A3By = PA\P 'PA By = PAB;,

ADT'By = PAY'By.
Por consiguiente:
(Ba, AoBa, ..., Ay 'By) =(PBy, PA1By, ..., PAY 'By) = P(By, A1 By, ..., AV"'By)

En particular, el rango de la matriz de Kalman es invariante bajo una transformacion similar,
ya que si la matriz K (Ay, By) tienen rango r, entonces la matriz K (Aa, By) también tiene rango
r, por ser P una matriz invertible.

Proposicién 2.4. Sea A una matriz de tamano n X n, y sea B una matriz de tamano n x m.
Entonces el par (A,B) es similar al par (A’,B’), con:

A} AL B
I __ 1 3 ! __ 1
w5 a) = (3),
donde Ay es de tamano r X r, By es de tamano r x m, y r es el rango tanto de K(A,B) como

de K (A4, BY).

Observacion 2.3. En otras palabras, este resultado dice lo siguiente. Denotando por y = (Z;)
las nuevas coordenadas, tales que, y = Px, con y1 de dimension r e yo de dimension n-r, el
sistema de control en las nuevas coordenadas se escribe como:

o1 = Alyr + Biu + A5y,
U2 = Ajyp.

Dado que el par (A}, BY) satisface la condicion de Kalman, se sigue que la parte del sistema en
y1 es controlable: se llama parte controlable del sistema. La parte en yo es no controlable y se
llama la parte no controlable del sistema.

Prueba. En primer lugar, se asume que el rango de K (A, B) es menor que n (en caso contrario,
no habria nada que probar).

En segundo lugar, se considera el subespacio generado por las columnas de la matriz de
Kalman. A este subespacio se le denota por F. Por consiguiente, dim F = rg(K(A, B)) = r.
También se considera el subespacio G de R”, tal que R” = F @ G. Sean By = {fi,..., fr} una
base de F'y By = {fr+1,..., fn}, una base de G, se tiene en cuenta la unién de dichas bases,
denotada por B = By U Bs. Sea P la matriz de cambio de base de B = {fi,..., fn} a la base
candnica de R", se tiene que:

sz = €4, 1= 1, ..y
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o equivalentemente:

es decir P~ = (f1]...|fn)-
En tercer lugar, el subespacio F' puede escribirse de la siguiente formas:

n—1
F={yeR":y=> aA*Bx, 2 €R", oy €R, k=0,..,n—1}.
k=0

Sea g : R® — R" el endomorfismo inducido por la matriz cuadrada de tamano n x n, es decir:
x € R" +— g(z) := Ax.

Se tiene que F es invariante por g, esto es, dado y € F, g(y) € F. En efecto, sea y € F, existen
r € R" y ag,...,a, € R tales que y = > ;- akAka Entonces, si se emplea el teorea de
Hamilton-Cayley se llega a que:

n—1

gly) = Ay = <Z akAkB:c> > ap1A*Br + Z 10, A¥Br = Z 3 Al B,

k=1

donde By := an—1a0 y B == oy—1 + ap—1a; con I = 1,....n — 1. Por tanto g(y) € F y F es
invariante por g.

En cuarto lugar, se estudia la forma que tiene la matriz de g respecto de la base B de R".
Para ello, hay que calclular las coordenadas respecto de B de las imagenes por g de los vectores
de la base B. Se observa que:

» g(f;) =iy bijfi (j =1,...,r) por ser F invariante por g.
w () =20 cifi (G=r+1,..,n).

Por tanto, la matriz de g respecto de la base B tiene la forma:

A, AL

’ -1 1 43
A= PAP™ " = < 0 ,2> .
Por otro lado, se define h : R™ — R", dado por:

v +— h(v) := Bu.

B’:PB:(Bi )
S

Finalmente, teniendo en cuenta observacién 2.2 esté claro que el rango de K(A}.B}) es igual
al rango de K (A, B) O

Como h(R™) C F, se llega a que:

Teorema 2.2. (La forma normal de Brunovski). Sea A una matriz de tamano n x n y sea
B una matriz de tamano n x 1 (ndtese que aqi m=1), tales que (A, B) satisface la Condicién de
Kalman. Entonces el par (A, B) es similar al par (A, B), con:

0 1 -0 0

N
I

<
ool
I

0 e 0 1 0
—Qn —0p-1 -+ —a1 1

donde los coeficientes a; son aquellos del polinomio caracteristico de A, es decir x4(X) = X™ +
a X"V Fap1 X + an.
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Observaciéon 2.4. Este resultado quiere decir que, en las nuevas coordenadas, el sistema es
equivalante a la ecuacion diferencial escalar de orden n con control escalar (™ (t)+a1x™=V () +
o+ anx(t) = u(t).

Prueba. En primer lugar, supéngase que existe una matriz P € GL,(R) tal que el par (4, B)
es similar al par (A, B). Entonces se tendria por definicién que:

» A=PAP ! = A=PlAP,
« B=PB = B=P!B.

También se tendria una base B = {f1,.., fn} de R™ en la que el par (A, B) tomaria la forma
(A, B), de modo que P seria la matriz del cambio de la base B a la base candénica de R", esto

es:
Pfi=e¢,i=1,...n & P_lei =fi,i=1..,n = pl= (f1’|fn)

Por tanto se tendria:
B=P 'B=f,
Afy = PTIAPf = P71 Aer = —ap fo,
Af; =P YAPf; = P ' Ae; = fi1 — an—isifn, i =2,...,m,

de donde se podria definir los vectores de la base B como siguen:

fn = Ba
fi=Afirin+an_ifni=n—1n—2..1

El conjunto {f1, ..., fn} serfa una base de R™, dado que:

Span{ f} = Span{B},
Span{ fn, fn—1} = Span{B, AB},

Span{fn,..., fi} = Span{B, ..., A" !B} = R™.

Esto tltimo se tiene gracias a la Condiciéon de Kalman.
Faltaria probar que Af; = —a,f, teniéndose asi el resultado. En efecto:

fi=Afo+an—1fn,

por lo que:

Afl = A2f2 + anflAfn
= A2(Af3 + an—2fn) + an—lAfn
= A3f3 + an—2A2fn + an—lAfn

= A"f + A+ o an1 Ay
= (A" + a1 A L F a1 A) S
- _anfna

dado que por el Teorema de Hamilton-Cayley se tiene que A" + a1 A" '+ ... +a,I =0. En esta
base, el par (A, B) toma la forma (A, B), concluyendo asi la prueba. O
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Observacién 2.5. Este teorema puede generalizarse al caso m > 1, pero la forma normal no es
tan simple. De forma mds precisa, si el par (A, B) satisface la condicion de Kalman, entonces
es similar a algin par (A, B) tal que:

Ay x * .
- B
A = 0 A2 ) BG = )
x B,
0 0 A

donde las matrices A; tienen la forma de la matriz A del teorema anterior, G es una matriz de
tamano m x s, y para cada i € {1,...,s}, todos los coeficientes de B; son iguales a 0 excepto
aquel en la ultima fila, columna i-ésima, que es igual a 1.

2.1.2. Controlabilidad de sistemas lineales dependientes del tiempo

En esta seccién se va a estudiar la controlabilidad de los sistemas lineales dependientes del
tiempo sin resctricciones en los controles:

{ i(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t),

Para ello, se van dar dos resultados. En el primero se dard una condicién necesaria y suficiente;
mientras que en el segundo, mediante una serie de hipétesis, de entre las cuales, una es una com-
probacion algebraica, se podré asegurar la controlabilidad del sistema. Tambien se llevara a cabo
un analisis de la geometria de los conjuntos accesibles cuando los controles estan restringidos.

En lo que sigue, se denota por M al resolvente o matriz fundamental del sistema lineal
i(t) = A(t)z(t), esto es, la tinica solucién del sistema lineal M(t) = A(t)M(t), M(0) = I,,.
Nétese que, en el caso auténomo A(t) = A, se tiene M(t) = e*4. Pero en general, el resolvente
no puede calcularse de forma explicita.

Teorema 2.3. Suponga que Q =R"™ (no hay restricciones en el control). El sistema de control
z(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t) es controlable en tiempo T (desde cualquier punto inicial xo)
st y solo si la matriz Gramiana:

T
Gr :—/ M) BOBE) T (ME)Y) dt
0
es invertible.

Observaciéon 2.6. Notese que esta condicion depende de T pero no del punto inicial. En otras
palabras, si un sistema de control lineal no auténomo es controlable en tiempo T, desde el punto
inicial xq, entonces es también controlable desde cualquier otro punto inicial (pero con el mismo
tiempo T').

Observacion 2.7. Se tienen las siguientes propiedades:

1. Gp = G7.

T
2. $TGrip = (G, ) = /0 B()T(M (&)™) Ty2dt >0, Vi € R™.

Esto es, Gr es una matriz simétrica no-negativa. La condicion de controlabilidad de arriba dice
que el sistema es controlable si y solo si Gt es definida positiva.

Por un argumento de diagonalizacion, esto es equivalente a decir que existe Cp > 0 (el
autovalor mds pequenio de Gr) tal que:
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T
| 1BOT O v = Crfu v e R (25)
0
Esto es lo que se conoce como desigualdad de observabilidad.

Observacion 2.8. Aunque no se desarrollard aqui una teoria general de observabilidad, puede
notarse que esta condicion es apropriada para generalizarse al conjunto infinito-dimensional y
serd un intrumento de importancia en el llamado método de HUM. Aunque no se ha definido
el concepto de observaabilidad, el sistema es controlable en tiempo T si y solo si, la desigualdad
de observabilidad de arriba se mantiene: esto se conoce como la dualidad entre controlabilidad y
observabilidad.

Prueba. Sea xy € R™ arbitrario. Para obtener la solucién z del sistema asociada a un control
u y con valor inicial z(0) = x( se sigue un rozanomaiento andlogo al empleado en la prueba del
Teorema 2.1, teniendo en cuenta ahora que la matriz fundamental asociada al SDO homogéneo

@(t) = A(t)x(t),

tiene una forma genérica M con M (t) = A(t)M(t), M(0) = I,,. Por tanto, cualquier solucién del
sistema de control, asociada a algin control u desde el punto xg, satisface en el tiempo T

T
z(T) =2+ M(T) /0 M (t) "' B(t)u(t)dt,

donde & = M(T)xo + fOT M) 1r(t)dt.

Se hace primero la implicacién de derecha a izquierda. Supdngase que la matriz gramiana Gt
es invertible. Hay que probar que el sistema de control es controlable desde xy en tiempo T,
esto es, Accg, (o, T) = R™ con Q = R™. Sea x1 € R" un punto objetivo. Se tiene que buscar un
control apropiado u, de forma que z(T') = z1. Se propone entonces u(t) = B(t)" (M (t)~1) T4,
con ¢ € R™ a determinar para que x(7) = z7. Si se sustituye dicho control en la expresién
de z(T) se tiene que z(T) = & + M(T)Grv, y dado que Gp es invertible, es suficiente tomar
=G M(T) (a1 — 2).

Reciprocamente, se procede por reduccién al absurdo. Supdéngase que G no es invertible.
Entonces, por la Observacién 2.7 se tiene que existe ¢» € R\ {0} tal que ¥ 'Gr¢ = 0y
por tanto, f(;f |B(t)TM(t)_1T1/J|dt = 0, de donde se obtiene que 1" M (t)"'B(t) = 0 para casi
todo t € [0,T]. Como consecuencia, se llega a que 1" fOT M(t)~'B(t)u(t)dt = 0 para cada
control u € L*(0,T;R™). Por consiguiente, ¢ " M (T) ™! (2, (T) — #) = 0, que significa que x,,(T)
pertenece a algin subespacio afin propio de R™, mientras u varia. Por tanto, el sistema no es
controlable, llegando asi a un absurdo. O

Observacion 2.9. Este teorema puede probarse de una forma mads fdcil y natural con el principio
mdzimo de Pontryagin (desde un punto de vista del control éptimo). En realidad, el control usado
en la prueba de arriba es dptimo para la norma de L?. La prueba de arriba también conduce, en
el caso infinito-dimensional, al método de HUM.

Observacién 2.10. Si el sistema es auténomo (A(t) = A, B(t) = B) entonces M(t) = e y
entonces:

T
G’T:/ e ABBT e A gt
0

En este caso, dado que la condicién de controlabilidad (Kalman) no depende del tiempo, se sigue
que G, es invertible si y solo si G, es invertible, que no es evidente por la forma integral de
arriba.

Se proporciona ahora un tltimo teorema que generaliza la condiciéon de Kalman en el caso no
autéonomo.



CAPITULO 2. CONTROLABILIDAD 37

Teorema 2.4. Suponga que Q@ = R™ (no hay restricciones en el control). Considere el sistema
de control:

&(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t),
donde t — A(t) yt — B(t) son de clase C*. Se define la secuencia de matrices
By(t) = B(t), Biy1(t) = A(t)Bi(t) — Bi(t), i € N.
Si existe t € [0,T)] tal que
Span{B;(t)v | ve R™, i € N} =R", (2.6)
entonces el sistema es controlable en tiempo T'.

Observacién 2.11. Sit — A(t) y t — B(t) son ademds analiticas (i.e., expandibles en una
serie de potencias convergente para cualquier t), entonces el sistema es controlable para cualquier
T si y solo si (2.6) se cumple para todo t € [0,T].

Prueba. Por reducciéon al absurdo, se supone que el sistema no es controlable en tiempo T'.
Entonces, por el Teorema 2.3, se tiene que la matriz gramiana, G, no es invertible, esto es:

Jy e R"\ {0} | Gry =0,

y en particular:
JyeR"\ {0} |y Gry =0.

Por tanto:

T
[ BT yipar=o
0

Ahora bien, como B € C*([0,T]; Muxm(R)) (por hipétesis) y M € C*([0,T]; L(R™)) (el resol-
vente es una aplicacién continua) se sigue que:

y ' M(@)"IB(t)=0VYte[0,T) (2.7)

Asimismo, el resolvente es una matriz invertible. En efecto, como M (t) es tal que cumple M (t) =
A(t)M(t), M(0) = I, usando la férmula de Abel-Liouville se obtiene:

/ﬁA /ﬁA /TrA
det M(t) = det(M —detIne =e #O,VtE[O,T],

donde Tr A es la traza de la matriz A. Por tanto, M (t) es invertible y existe M (¢)~!
Si se toma ahora t = t y se tiene en cuenta la igualdadd (2.7), en la que se incluye M (t) "M () =

I, se tiene:
yT MO M@EM() B =0,V t € [0,7],

y defininendo z := (M (£)~!) Ty, no nulo, se obtiene de forma equivalente:
2T M({)M(t)"IB(t) =0, Yt e[0,T).
Por definicién By(t) = B(t). Entonces:

2T ME)M(t) " By(t) =0, V t € [0,T],

y en particular, tomando t = t:
2" By(t) = 0.
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Derivando respecto a t, se llega a:
ST M@E[ME) ™ Bo(t) + ME) " Bo(t)] = 0, ¥ t € [0,T]. (2.8)

Se obtiene a continuaciéon una expresion para M (t)_l. Para ello, se parte de la igualdad I, =
M(t)"*M(t). Si se deriva respecto al tiempo, y se tiene en cuenta de nuevo que M(t) =
A(t)M (t), M(0) = I,, se consigue lo siguiente:

0= M(#)" M(#) + M) M (1)

= M) M(1) + M ()" A()M(1)

= M) + M6 AWM (),
y como M (t) # 0 para todo t € [0,T], se llega a que:

M)~ = —M () A®).
Por consiguiente, sustituyendo la expresién obtenida para M (i)f1 en (2.8):
2T M(E)M ()" [=A(t)Bo(t) + Bo(t)] = 0, ¥ t € [0,T].
y en particular, tomando t = £ se llega a que:
2 [~A()By(t) + Bo(f)] =0 < z' By() = 0.
En definitiva, se tiene que: Bo(f)Tz =0y Bl(f)Tz = 0. Por induccién, se puede llegar a que:
Bi(i) 2=0, VieN,

obteniendo un absurdo, ya que se tiene z € R™ \ {0} tal que:

Span{B;(t)" z, i € N} = 0.

2.1.3. Geometria de los conjuntos accesibles

No hay afirmaciones simples que aseguren la controlabilidad de los sistemas de control no
autonomos bajo restricciones en el control. En realidad bajo restricciones en el control, se puede
esbozar una imagen clara de las propiedades de controlabilidad estudiando la geometria del
conjunto accesible, tal y como se vera a continuacion.

Teorema 2.5. Se considera el sistema de control en R™
z(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t),

con controles u tomando sus wvalores en un subconjunto compacto y convero 2 de R™. Sea
zg € R™. Para cada T > 0, el conjunto accesible Accg,(zo,T) es compacto, convexo y varia
continuamente respecto a t.

Observacion 2.12. Aqui se establece la continuidad en tiempo gracias a la topologia de Haus-
dorff.

Observacion 2.13. Ndtese que la convezidad del conjunto accesible se sigue cumpliendo aunque
Q) no se asuma que sea convexo. Este punto sin embargo no es obvio y se sigue del lema de
Lyapunov (asimismo basado en el teorema de Krein-Milman en dimension infinita). En realidad,
esta discusion conduce a que Accy (%0, T) = AcCey,u g (0, 1), donde Conv(Q) es la envoltura
conveza de Q. En particular se tiene que Accyg, (20, T) = Accg(z0,T), donde 0N es la frontera
de Q). Este resultado ilustra el llamado principio bang-bang.



CAPITULO 2. CONTROLABILIDAD 39

Prueba. Se puede definir Acc,, (2o, T") como sigue:
T
Accg,(x0,T) = M(T)xzo + / M(T)M (t)"r(t)dt + Ly (L®(0,T;Q)),
0

donde Lg : L*™(0,T;R™) — R™ es un operador lineal y continuo (esto se puede ver de forma
analoga a como se hizo en la demostracién del Teorema 2.1, pero usando una matriz fundamental
genérica M (t)) definido como:

T
Lo = /0 M(T)M(t)~ B(t)u(t)dt.

= Convexidad.

Se va a comprobar que Accy, (7o, T") es convexo, es decir, sean z, (T'), xu, (T) € Accg (0, T)
(conu; € L*>(0,T59), i = 1,2 controloes admisibles), entonces: Az, (T) 4+ (1 —X)z,, (T') €
Accg,(x0,T) (con A € (0,1)). En efecto, teniendo en cuenta la linealidad de operardor Ly,
se tiene que:

Ay (T) + (1 = Ny, (T) = M(T)zo + /T M(T)M ()" r(t)dt + ALpuy + (1 — \) Lpus
0
T
= M(T)xo —i—/o M(T)M ()" r(t)ds + Ly (Muy + (1 — N)ug).

Si se comprueba ahora que Auy + (1 — Nug € L*(0,T;Q) (es decir, que L>(0,T;Q) es
convexo), se tendrd la convexidad de Acc,(z0,T"). En efecto, como para i = 1,2 se tiene
que, u;(t) € Q para todo t € [0,7]\ E; con |E;| = 0y ademds, Q es convexo, se llega a
que Au(t) + (1 — X)v(t) € Q para todo t € [0,T]\ E con E = E; U Ey. Por consiguiente
Aug + (1 — Nug € L*(0,T;9Q).

= Compacidad.

Se prueba ahora la compacidad de Acc (7o, T). Sea {zl},en una sucesién de puntos de
Accg, (20, T). Para cadan € N, sea u,, € L*(0,T; ) un control que dirige al sistema desde
T a z) en tiempo T, y sea x,, la correspondiente trayecctoria. Se tiene que:

T
zt = 2,(T) = M(T)xo + /0 M(T)M ()Y B(t)u,(t) + r(t))dt. (2.9)

En primer lugar, se tiene que la sucesion {uy, }nen estd acotada en L2(0, T; R™). En efecto,
Como €2 es un subespacio compacto de R™, por el Teorema de Heine-Borel, 2 es cerrado
y acotado. Por tanto:

AM >0 |uy, <M, VneN,

y con ello:
2 g 2 2
HU”HLZ(O,T;]RM) = /0 ‘Un(t)‘ dt < M*T ¥ néeN.
En segundo lugar, como L2(0,T;R™) es un espacio reflexivo y la sucesion {u, }nen estd
acotada en dicho espacio, por el Teorema 1.4 se tiene que existe una subsucesién {u,, }ren

de {un, }nen tal que:
Un, — u  (débilmente en L?(0,T;R™),

para algin u € L%(0,T;R™). Teniendo en cuneta la caracterizacién de convergencia débil
(Proposicién 1.3), se tiene de forma equivalente que:

(fyun,) — (f,u)  (en R) Vf € (L*(0, T;R™))*.
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Ahora bien, como L?(0,T;R™) es un espacio de Hilbert, por el Teorema de representacién
de Riesz, dado f € (L%(0,T;R™))*, se tiene que:

3 g € L0, T5R™) | (f,0) = (ug,0) 20 iy ¥ 0 € L2(0, T;R™),
Por consiguiente, se tiene que:
(’U), unk)Lz’(O,T;Rm) — (w, U)L2(07T;Rm) (en R) Yw € 1-12(07 1_'7 Rm),

esto es: - T
/ W - Up, dt — / w-udt (en R) Yw € L*(0,T;R™). (2.10)
0 0

En tercer lugar, se tiene que u € L*>°(0,7;€2). En efecto, como la subsucesién {un, }ren
converge débilmente a u, por el Teorema 1.4 (Teorema de Mazur), existe una subsucesion
{vn, }ren constiuida por combinaciones convexas de los u,, que converge fuertemente a wu.
Ahora bien, por el Teorema 1.9, existe una subsucesién {Unkj }ien tal que:

Uny, (t) = u(t), pcttel0,T].

Ahora bien, como €2 es un conjunto convexo y los v,, son combinaciones convexas de los
J
Up, , que son elementos de €2, entonces se tiene que vy, (t) € €2, para todo t € [0,T] \ Ej,
J J

con |Ej| = 0y para todo j natural. Pero como € es un conjunto cerrado, se tiene entonces
que u(t) € Q p.c.t t € [0,7T]. Con esto se concluye que u € L>(0,T;R™).

En cuarto lugar, se deduce que la sucesién de soluciones {z,, }nen estd acotada en HL(0, T; R™).

En quinto lugar, se sabe que H'(0,T;R™) es también reflexivo y ademads se inyecta de for-
ma compacta en CY([0, T]; R™). En particular, como la sucecion {z,(-)}nen estd acotada
en H'(0,T;R"), por la caracterizacién de los operadores compactos, existe una subsuce-
sién {xn, Jren tal que converge uniformemente a algtin z de C°([0, T]; R™) en [0, T]. Por
consiguiente, como la convergencia uniforme implica la convergencia puntual, se llega a
que:

zt =z, (T) = z(T).

Por otro lado, teniendo en cuenta la definicién de x} (ecuacién (2.9)) si se considera su
segundo sumando, por (2.10) se llega a que:

T T
/0 (M(T)M (1)~ B(t))un(t) - / (M(T)M (1)~ B(t))u(t).
En definitiva, se llega a:

T
z(T) = M(T)zo + / M(T)M () (B(t)u(t) + r(t))dt,
0
y en particular (una subsucesién) zl = z,,(T') converge a x(T) € Accg (w0, T). Se tiene asf
la propiedad de compacidad.

= Continuidad respecto a T'.

Se va a probar ahora la continuidad en tiempo T' de Accy,(z0,T), es decir: dado € > 0,
existe un § > 0 tal que, para todos los niimeros reales no negativos 77 y Ts, si [T} — Tz < 0
entonces di (Accg, (%0, Th), Accy, (20, T2)) < €, donde dy es la distancia Hausdorff, definida
€omo:

di (K1, K2) := maz{supyc,d(y, K1), supyer, d(y, K2)},

para todos los subconjuntos compactos K1 y K9 de R”, siendo d la distancia euclidea de
R™. Sin pérdida de generalidad se asume que 0 < T} < T5. Es suficiente probar que
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1. Vy € Accg (w0, T2) d(y, Accq (0, T1)) <€
2. Vy S ACCQ (m()aTl) d(ya ACCQ(I'O?T2)) <e

Se comprueba solo el primer punto. El segundo es andlogo. Sea y € Acc,(xo,12). Es
suficiente probar que existe z € Accy,(z0,11) tal que d(y,z) < e. Por la definicién de
Accg (z0,T2), existe u € L*(0,T;) tal que la trayectoria correspondiente, comenzando
en g, satisface 2(Th) = y. Por lo tanto, z = x(7T1) es el adecuado. En efecto, se tiene:

1>
x(Ty) —x(Ty) = M(T3)xo + ; M(Tg)M(s)_l(B(s)u(s) +7(s))ds
Ty
— M(Ty)zo — ; M(T)M(s)"Y(B(s)u(s) + r(s))ds
Ts

= M (T)M(s)"Y(B(s)u(s) 4 r(s))ds
T
T
+(M(Ty) = M(Ty))(wo + | M(s)""(B(s)u(s) + r(s))ds).
0
Si |Ty — T»| es pequeno entonces el primer término de la suma de arriba es pequeno por
continuidad, y el segundo término es pequeno por la continuidad de ¢ — M (t).

O]

Observacion 2.14. Si el conjunto de restricciones en el control ) es compacto, entonces el
congunto accesible es compacto (y convexo), y se tiene ademds la continuidad en tiempo. Con
estas condiciones obviamente Acc,,(xo,T) nunca puede ser igual a R™. En otras palabras, el
sistema nunca es controlable en tiempo T. Esto es natural en vista de las restricciones en el
control. En realidad el resultado del teorema permite definir el concepto de tiempo minimo:
dados xo y x1, dos puntos distintos de R™, no se puede conducir el sistema de control de xy a
x1 en un tiempo arbitrario pequeno. Un tiempo minimo es requerido.

Otra cuestion de interés es saber cuando el sistema de control es controlable en tiempo no

fijado, esto es: scudndo es la union de todos los conjuntos Accg,(xo,T'), sobre T' > 0 igual a
todo R™?

2.2. Controlabilidad de sistemas no lineales

En esta segunda seccion se estudiard la controlabilidad de los sistemas no lineales. En particu-
lar, en una primera subseccion se aportaran resultados de controlabilidad local con restricciones
sobre el control. Para ello, se mostrara como obtener el sistema linealizado del sistema no lineal.
Gracias al estudio de la controlabilidad del primero (que no es més que un sistema lineal depen-
diente del tiempo) se podra analizar la controlabilidad local del sistema no lineal. También habra
una segunda subseccién en la que se aportara informacion acerca de la geometria del conjunto
accesible, tomando como hipdtesis que el conjunto de las restricciones sea compacto.

La aplicacion punto final

Definicién 2.4. Sea 29 € R" y sea T' > 0 arbitrario. Un control uw € L*°(0,T;R™) se dice
que es admisible en [0,T)] si la trayectoria x, solucion de (2.1) correspondiente al control u, y
tal que z(0) = xo, estd bien definida en [0,T]. La aplicacion punto final Ey, r, definida sobre
el conjunto de los controles admisibles, se define como Ey, r(u) = x(T), donde u es un control
admisible.
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El conjunto de controles admisibles en [0, T'] se denotara por Uy, 7.rm, y €l conjunto de contro-
les admisibles en [0, 7] tomando sus valores en (2 se denotard por Uy, 1q. El conjunto Uy, 7rm
no es mas que el conjunto en el que E, 7 estd bien definida (en efecto, uno debe ser muy
cuidadoso con el fendmeno de explosién en tiempo finito, una vez que se estin tratando con
ecuaciones no lineales). Por otro lado, nétese que, para cada T' > 0, el conjunto accesible estd
caracterizado por Accy, (20, T) = Egzy 7(Usy,1.0). En lo que sigue, a menudo se denotara por
a la solucién de (2.1) correspondiente al control wu.

Observacién 2.15. No es dificil probar que el conjunto Uy, rrm, dotado con la topologia
estandar de L>°(0,T;R™), es un conjunto abierto, y con ello, E, 1 es de clase C' en Uzy T R™
(de hecho, es de clase CP siempre que f sea CP).

Teorema 2.6. Sean 9 € R", u € Upyrrm y f : R X R" x R™ — R" es una funcion

continuamente diferenciable con respecto a (x,u) y localmente integrable con respecto a t. La
diferencial (de Fréchet) dEy r(u) : L>(0,T;R™) — R™ viene dada por:

dEq, r(u) - du = 0z(T),
donde 61z es la solucion del llamado sistema linealizado a lo largo de (x,,u)
ni(t) = A(t)d1x(t) + B(t)du(t),
01z(0) =0,
con:

A0 = (4 a0),u), BO) = 9L (0 (0), 006,

(de tamanos nxn y nxm, respectivamente). Mds precisamente, si M es el resolvente del sistema
linealizado, esto es, la unica matriz de de orden n solucion de M(t) = A(t)M(t), M(0) = I,
entonces

By, 1(u) -8 / M=L(t) B(t)du(t)dt.

Prueba. Primeramente, se define la funcién dz(t) := xyqs,(t) — x4(t). Luego, haciendo un
desarollo de Taylor de primer orden, en la variables (x,u), de la funcién f, se obtiene que:

02(t) = f(t, Zuysu(t), u(t) + ou(t)) — f(E, zu(t), u(t))
= f(t, 2u(t) +0x(t), u(t) + oult)) — f(t, zu(t), u(t))
of of
= L (b (6), u(t)) 0 (0) + 51 (6 (6), (1)) - Gu(t) + o(|(3(), bu(t)).
Se escribe, dx = d1x+dox+. . ., donde d1x es la parte lineal en du, dox es la parte cuadractica en
du, etc. De modo que, identificando la parte lineal del desarrollo, se obtiene el sistema linealizado

51 (t) = Atz (t) + B(t)ou(t).

Teniendo en cuenta que dz(0) = 0, y por lo tanto 6;2(0) = 0, si resolvemos el sistema linealizado,
se llega a que:

o12(T / M~ (t)du(t)dt,

donde M es la resolvente del sistema linealizado homogeneo. Por otro lado, notemos que 612(7")
es lineal y continuo con respecto a du en la topologia de L*°(0,T; R™). De ese modo, se deduce
que 61x(T') es la diferencial de Fréchet de E,, 7 en u. O

Observacion 2.16. Este teorema dice que la diferencial de la aplicacion punto final en u es
la aplicacion punto final del sistema linealizado a lo largo de (x,,u). Esto es similar al bien
conocido resultado en teoria de sistemas dindmicos, que establece que la diferencial del flujo es
el flujo del sistema linealizado. Esta observacion tiene consecuencias interesantes en términos
de las propiedades de controlabilidad local, como se verd en breve.
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Controlabilidad local a lo largo de una trayectoria

Teorema 2.7. Sea g € R" y sea uw € Uy, mrm. St el sistema linealizado a lo largo de (z,,u) es
controlable en el tiempo T, entonces el sistema de control no lineal (2.1) es localmente controlable
en el tiempo T' desde xg. En otras palabras, existe un entorno V de x(T') en R™ tal que, para
caday € V, existe un control v € Uy, mrm tal que la solucion de (2.1), con x,(0) = x, satisface

z,(T) = y.

Observacién 2.17. Notese que, en el teorema anterior, v estd cerca de u para la topologia
L>®(0,T;R™), y las trayectorias x, y T, estdn cerca para la topologia de C°([0,T];R™). EI
teorema en realidad diria un poco mds, pues E, 7 es una submersion, significando que, para
unas cordenadas apropiadas, Ey, 1 es una proyeccion lineal.

Prueba. Sea zg € R" y sea u € Uy, 7 rm. Si el sistema linealizado a lo largo de (z,, u) es contro-
lable en el tiempo 7', entonces el conjunto accesible del sistema linealizado cumple la condicién
Accym (0,T) = R™. Pero como Accym (0,T) = Eo 7(Uprrm), se deduce que la aplicacién punto
final del sistema linealizado es sobreyectiva. Teniendo ahora en cuenta la Observacién 2.16, se
llega a que la diferencial de la aplicacién punto final en u: dE,, r(u) : L>®(0,T;R™) — R"
es sobreyectiva. Por un argumento estandar de la funcién implicita (teorema de la aplicacién
sobreyectiva), esto implica que la propia aplicacién punto final E,, 7 : Uy, 7rn — R", es una
submersién local. En particular, E,, v es localmente sobreyectiva y localmente abierta en w.
La sobreyectividad local de E,, 7 significa que el sistema de control general (2.1) es localmente
controlable en el tiempo T desde x. O

Observacién 2.18. Ndtese que aqui, este argumento de la prueba anterior funciona porque se
han considerado controles que toman sus valores en todo R™. El argumento sigue siendo vdlido
al considerar un conjunto ) de restricciones en el control, siempre que sea posible considerar
variaciones locales de w: esto es cierto siempre y cuando u esté en el interior de L>(0,T; )
para la topologia de L*>(0,T;R™) (ndtese que esta condicion es mds fuerte que requerir que u
tome sus valores en el interior de ).

Observacion 2.19. La controlabilidad en tiempo T del sistema linealizado
01&(t) = A(t)dx(t) + B(t)ou(t)

puede caracterizarse gracias a los Teoremas 2.3 y 2.4 . Se obtienen por tanto, condiciones sufi-
cientes explicitas para garantizar la controlabilidad local.

Se proveen ahora dos aplicaciones importantes del Teorema 2.7 (que son casos particulares):
controlabilidad local alrededor de un punto, y el método de retorno.

Controlabilidad local alrededor de un punto de equilibrio

Suponga que el sistema de control general (2.1) es auténomo, esto es, f no depende de t.

Suponga también que (Z,u) € R™ x R™ es un punto de equilibrio de f, i.e., f(z,u) = 0. En
ese caso, la trayectoria constante definida por z(t) = Z y u(t) = 4 es una solucién de (2.1). El
sistema linealizado a lo large de este punto de equilibrio viene dado por:
gi(x,u) y B= gi(x,u).
Se sigue del Teorema 2.7 que si este sistema de control linealizado es controlable en el tiempo 7',
entonces el sistema de control no lineal es localmente controlable en tiempo T desde z, i.e., existe
un entorno de T tal que T puede conducirse, por medio de un control, en el tiempo T a cualquier
punto de ese entorno. Revirtiendo el tiempo (que es posible porque estamos en dimensién finita),
existe un entorno de = tal que cualquier punto de ese entorno puede conducirse, por medio de
un control, a T en el tiempo 7. Se obtiene asi el siguiente resultado:

012(t) = Ad1x(t) + Bou(t), donde A =
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Corolario 2.1. Con la notacion de arriba, suponga que rg(A, B) = n y que u € Q. Entonces,
para cada T > 0, el sistema de control (2.1), con f independiente de t, es localmente controlable
en el tiempo T desde T en el siguiente sentido: para cada T > 0 existe un entorno V de T en
R™ tal que, para todo xo, x1 € V, existe un control u € Uz 1o tal que ,(0) = xo y 2, (T) = 1.

El método de retorno

En el Corolario 2.1, la condicién suficiente es que el sistema linealizado en el punto de equi-
librio sea. controlable. Astimase ahora que el sistema linealizado en el punto de equilibrio no es
controlable, y sin embargo se querria probar, usando condiciones alternativas, que el sistema de
control no lineal es localmente controlable. La idea del llamado método de retorno (inventado
por J-M. Coron) es asumir que existe una trayectoria en bucle no trivial del sistema de control,
que va desde g a zg en tiempo T, a lo largo de la cual el sistemea linealizado es controlable.
Entonces, el Teorema 2.7 implica que el sistema de control es localmente controlable alrededor
de zg.

Notese que el método no es restrictivo para puntos de equilibrios. Se tiene el siguinte Corolario.

Corolario 2.2. Sea xg € R"™. Suponga que eziste una trayectoria T del sistema de control (2.1),
correspondiente a un control @ en [0,T], tal que £(0) = Z(T) = z¢. Suponga también que G
estd en el interior de L*°(0,T;Q) para la topologia de L>°(0,T;R™). Si el sistema linealizado a
lo largo de (Z,u) es controlable en tiempo T, entonces el sistema de control no lineal (2.1) es
localmente controlable en tiempo T alrededor del punto xg.

A continuacién, se muestra un ejemplo en el que se aplicard los resultados de controlabilidad
local.

Ejemplo 2.2. En geometria, el camino de Dubins se refiere a la curva mds corta que conecta a
dos puntos en el plano euclideo dos-dimensional, con una restriccion en la curvatura del camino,
con una tangente al camino inicial y final preescritas y con la hipdtesis de que el vehiculo que
viaja lo hace solo hacia adelante. El camino de Dubins se emplea normalmente en el campo de
la robotica, como una forma de plantear caminos para robots con ruedas, aviones y vehiculos
submarinos. Por ejemplo, para un robot con ruedas, un modelo de coche cinemdtico (también
conocido como coche de Dubins) para el sistema viene dado por:

%1(t) = cosO(t), x1(0) =0,
Za(t) = cosB(t), x2(0) =0,
0(t) = u(t),6(0) =0,
conte[0,T] y:
x1(t) cos 0(t)
X = a2(t) |, fIX(H),ud) = | sind(t)
0(t) u(t)

(x1(t), z2(t)) es la posicion el coche en el instante t, 0 es el dngulo que forma el vector velocidad
(el coche se mueve en este caso con velocidad constante igual a 1) con una direccion fija y el
control tasa de giro u estd restringido.

Se ve de forma clara que se trata de un sistema de control no lineal auténomo.

Con el fin de probar que este sistema de control es localmente controlable de un entorno de
(0,0,0) a un entorno de (0,0,27)(en un tiempo arbitrario T > 0), se considera la trayectoria de
referencia dada por:

B 71(t) %sin%
X = :i“_g(t) = %(1 — cos %) ,
0(t) =
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y u(t) = 2. Se tiene que:

0 z1(T) 0
XO0)=|0|, X(T)=|z2(T)] =] 0
0 o(T) 27

Asimismo, el sistema linealizado estd representado por las matrices:

0 0 —sinf(t) 0
A = 2L Xm0y = [0 0 coso) |, B = 2o xu0),u(t) = [0,
0 0 0 1

por lo que el sistema linealizado a lo largo de la trayectoria (T,u) queda representado por:

. 2mt
At) = of —(t, X, u(t)) = 8 8 C(S)lsn%ig B(t) = af(zt Xaw, a(t)) = 8
0X a(t), U T ’ » Aa(t)s
0 0 0 1
Ahora bien, por el Teorema 2.4, es facil probar que el sistema linealizado es controlable en
cualquier tiempo T > 0. En efecto, si se construye la sucesion de matrices {B;(t)}ien que se
muestran en dicho teorema, se obtiene:

iB —Sln%
Bi(t) = A(H)Bo(t) — —2(t) = A()Bo(t) = | cos 3 |,
0
27t
B dByq dBy, . 2w oo olt
By(t) = A(t)By(t) — ?( ) _W( )= IHOT ,
2mt
dB dB 27_[_ 2 Sln Tﬂ_
By(t) = A(H)Bay(t) — —2 (1) = ——2(0) = () | —cos ),
0
dBs dBs or 3 [©F izf'ff
By(t) = A(t)Bs(t) — W( ) _W( ) _(7) s ==
0

De aqui se deduce de forma clara, que si se toma unt € (0,T) cualquiera se llega a que:

0 —sin 2%{ coS %
Span{B;(t)v | ve R, i € N} = Span{| 0 |, | cos2Z |, | sin Z Y = R3.
1 0 0

En definitiva, el sistema linealizado es controlable en cualquier tiempo T > 0 y por el Corolario

2.2, el sistema de control no lineal es localmente controlable de un entorno de (0,0,0) a un
entorno de (0,0,2m).
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2.2.1. Geometria de los los conjuntos accesibles

Se tiene el siguiente resultado, similar al Teorema 2.5. Teniendo en cuenta una serie de hipote-
sis expuestas a continuacién, se va a probar que el conjunto accesible es compacto y varia con-
tinuamente en el tiempo.

Teorema 2.8. Sea xg € R" y sea T > 0. Suponga que:
s ) es compacto;

» existe un b > 0 tal que, para cada control admisible uw € Uy 1., se tiene que |z, (t)] < b
para cada t € [0,T];

existe un ¢ > 0 tal que |f(t,z,u)| < ¢ para cada t € [0,T], para cada x € R™ tal que |x| < b
y para cada u € €);

el conjunto de velocidades V (t,x) = {f(t,z,u)|u € Q} es convexo, para todo (t,z);

f es globalmente Lipschitz en z en [0,T) x B(0,b) x €.
Entonces, el conjunto Accg,(xo,t) es compacto y varia continuamente en tiempo en [0,T].

Observacion 2.20. La segunda hipdtesis (acotacion uniforme de trayectorias) se hace para
evitar la explozion en tiempo finito de las trayectorias. Se satisface por ejemplo si la dindmica f
es sublineal en el infinito. La tercera hipdtesis se hace por motivos técnicos en la prueba, porque
al principio se asume que f es localmente integrable, solo, respecto at. La hipdtesis de convexidad
de V(t,x) se asume por ejemplo para sistemas de control afines (esto es, siempre y cuando f es
afin en u) y si Q es ademds convexo.

Prueba. En primer lugar, se va a comprobar que V(t,z) es compacto para todo (t,z), es-
to es, dada una sucesion {f(t,z,u,)}nen C V(¢,2), hay que ver que existe una subsucesion
{f(t,x,un,) }ken C V(t, ), tal que f(t,x,u,,) = f(t;2,u) en R", con u € €. Por la definicién
del conjunto V' (¢, z), se tiene que la sucesién {uy fneny C €2, pero como 2 es compacto, se obtiene
una subsucesién {un, tren C €2 tal que u,, — u en R™, con u € Q. Pero como f es una funcién
C! en (z,u), en particular es continua, por lo que se tiene que f(t,x,u,,) — f(t;2,u) en R™,
con u € €2, tal y como se buscaba.

En segundo lugar, se va a probar que Acc,,(xo,t) es compacto para cada t € [0, T]. Para ello,
es suficiente ver que para cada sucesién de puntos {z,, }nen de Accy, (20,t) se puede extraer una
subsucesion convergente. Para cada natural n, sea u, € Ug, o un control que dirija al sistema
desde xg a x,, en tiempo t y sea z,, : [0,t] — R™ la correspondiente trayectoria, se tiene que:

Ty = xp(t) = x0 —i—/o f(s,2n(8), un(s))ds.

Se define ahora ¢, (s) := f(s,zn(s), un(s)). Por hipétesis se tiene lo siguiente:

» como u, € Uy, 1o para todo n € Ny [0,¢] C [0,T], entonces ||z,(s)|| < b para todo
s €10,t].

» como s € [0,t] C [0,7], un(s) € Q para todo n € Ny z,(s) es tal que ||z, (s)|| < b para
todo n € N, entonces |gn(s)| = | f(s, zn(s), un(s)| < c.

En conclusién, |g,(s)| < ¢ para todo s € [0,t]. De aqui se deduce que la sucesién de funciones
{gn (") }nen estd acotada en L>°(0,t;R™). Ahora bien, por la Observacién 1.5, como {gn(*) }nen
estd acotada en L*>°(0,¢;R™), se tiene que existe una subsucesién {gn, (-) tren de {gn(:) tnen tal
que:

*

gn, — g (débilmente x en L>°(0,¢;R")),
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para algin g € L*°(0,¢; R™). Equivalentemente, teniendo en cuenta la identificacién L>°(0, t; R™) =
(L'(0,t;R™))* y la caracterizacién de la convergencia débil * (Proposicién 1.5)

(Gng,v) = {g,v), ¥ v € L'(0,1;R™).

Y de nuevo, de forma equivalente, teniendo ahora en cuenta el segundo punto del Teorema 1.11
(Teorema de representacién de Riesz para p = 1) se llega a que:

/ Gy, (s)v(8)ds — / ds (en R) Vv € L'(0,t;R"). (2.11)

Para cada 7 € [0, t], se define ahora z(7) := o+ fo s)ds. Por un lado se tiene que al ser g una
funcién definida en el intervalo [0, ¢] e integrable Lebesgue, x es absolutamente continua en [0, t].
Por otro lado, por la caracterizacién de la convergencia débil * (2.11), si se toma 1 € L'(0,¢;R")

se llega a que:
/ G, (s)lds — / s)lds (en R)

de donde se concluye que la sucesién de funciones {zp, }nen converge puntualmente a .

El objetivo ahora es probar que x es una trayectoria asociada a un control u que toma sus
valores en €2, es decir, probar que g(s) = f(s,z(s),u(s)) para casi todo s € [0,¢]. Para ello,
para todo natural k y para casi todo s € [0, 1], se define hy,, (s) := f(s,z(s), un,(s)) junto con el
siguiente conjunto:

V= {h e L*0,R") | h(s) € V(s,2(s)) p.c.t s €[0,t]}.

Nétese que h,, €V para cada entero k.
A todo esto se suma que el conjunto V es convexo y cerrado en L?(0,¢; R™) para la topologia
fuerte. Se ve a continuacion:

» Convexidad. Dados hi,hy € V y un A € [0,1], hay que ver que Ah; + (1 — A)ha € V, 0
equivalentemente que Ahy + (1 — A)ho € L2(0,£;R™) y Mhy(s) + (1 — Nha(s) € V(s,z(s))
p.c.t s € [0,t]. Por la definicién del conjunto V), se tiene para cada i = 1,2, que h; €
L%(0,t;R™) y hi(s) € V(s,x(s)) para todo s € [0,] \ E; con |E;| = 0, o equivalentemente
que hi(s) = f(s,z(s),ui(s)), con u;(s) € Q para todo s € [0,¢] \ E; con |E;| = 0. Ahora
bien, como L?(0,¢; R™) es un espacio vectorial, se tiene que Ahy + (1 —X)ho € L2(0,¢;R™).
Asimismo, por hipdétesis, se sabe que el conjunto de velocidades V (s, z(s)) es convexo,
luego Ahi(s) + (1 — Nha(s) € V(s,z(s)) para todo s € [0,t]\ E, con E := Ey U Ey y
|E| = 0.

» Para ver que V es un conjunto cerrado, hay que probar que dada una sucesion {l,}nen
contenida en V tal que I, — [ en L?(0,¢;R™), entonces [ € V, es decir, que [ € L%(0,t;R™)
(esto es evidente) y que I(s) € V(s,z(s)) p.c.t s € [0,t]. Ahora bien, como {l, }nen s una
sucesion que converge fuertemente en L2(0,t;R™), por el Teorema 1.9, se puede extraer
una subsucesién {l,, }ren que converge puntualmente a [ p.c.t s € [0,t]. Pero como I, €
V(s,z(s)) p.c.t s € [0,t] y para todo k € N y el conjunto de velocidades V' (s,z(s)) es
compacto, se tiene finalmente que I(s) € V(s,z(s)) p.c.t s € [0,¢].

Por tanto, como el conjunto V' es convexo y cerrado en L2(0,¢;R™) para la topologia fuerte, se
tiene por el Teorema 1.3 que V es también cerrado en L?(0,t; R™) para la topologia débil. Pero
al igual que {gn }nen, la sucesién {hn, }nen estd acotada en L?(0,¢;R™) y como dicho espacio es
reflexivo, existe alguna subsucesiéon {hnkj }jen que converge a algin h para la topologfa débil y
h debe pertenecer a V dado que V es débilmente cerrado.

Finalmente, se va a probar que g = h p.c.t s € [0,], es decir:

/ w(s)g(s)ds :/ ©(s)h(s)ds, ¥ ¢ € L*(0,t;R).
0 0
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Sumando y restando, se obtiene para cada o € L?(0,¢;R"):

| o000, 615 = [ 6, s+ [ o(6)am, () = by, (s (212)

Ahora bien, por hipétesis se sabe que f es globalmente Lipschitz en = en [0, 7] x B(0,b) x €, es
decir, existe una constate C' > 0 tal que:

\f(t,a;l,u) - f(t,.’lfg,'d)‘ < C‘I‘l - $2|, Vite [07T]7 T1,T2 € B(Ovb)au €.

Asimismo, la sucesién {z,, }jen estd contenida en B(0,b) y converge puntualmente a z p.c.t
J

s € [0,t]. Como el conjunto B(0,b) es compacto (por ser la clausura de un conjunto acotado en
R™), necesariamente z(s) € B(0,b) p.c.t s € [0,¢]. Por tanto, se llega a:

’gnkj (S)_h’nkj (3)‘ - ‘f(svxnkj (3)7 unkj (S)>_f(87x(8)ﬂ unkj (S))‘ < C‘xnkj (S)—l’(s)’ pctse [O,t].

Ahora se aplica el teorema de la convergencia dominada a la sucesién de funciones {2, }jen
J
definida como Zng, 1 Gy, hnkj- Por la desigualdad obtenida antes, se tiene que:

= la sucesién {xnk]_ }jen converge puntualmente a x p.c.t s € [0,¢], por lo que la sucesién
{anj }jen converge puntualmente a 0 p.c.t s € [0,¢].

. \znkj ()] = \gnkj(s) — hnkj (s)] < ]gnkj (s)| + \hnkj (s)] < 2c¢ para todo natural j y p.c.t
s €]0,¢].

Por tanto:

/0 cp(s)(gnkj (s) — hnkj (s)) -0 cuando j — oo,

de donde se sigue, usando la igualdad 2.12:

/ o(s)g(s)ds = / o(s)h(s)ds, ¥ o € L(0,:R),
0 0

es decir, g = h p.c.t s € [0,t]. En particlar, se tiene que g € V, y por tanto, p.c.t s € [0,¢]
existe u(s) € Q tal que g(s) = f(s,z(s),u(s)). Aplicando ahora un lema de seleccién medible
en teoria de la medida [5, Lemas 2A y 3A, pdgina 161] (nétese que g € L*°(0,t;R™)), u puede
elegirse para que sea medible en [0,7]. En definitiva, la trayectoria x se asocia en [0,¢] con el
control u tomando sus valores en , y z(t) es el limite puntual de los puntos Ty, - Se tiene asi
la compacidad de Accy,(xo,1).

Queda por probar la continuidad del conjunto accesible con respecto al tiempo. Sean t1 y to
dos numeros reales tales que 0 < t; < to < T y sea x2 € Acc,(zo,t2). Por definicién, existe un
control u que toma sus valores en {2, generando la trayectoria x, tal que:

to
T2 = x(tQ) = To + f(tv .%'(t), u(t))dt
0
El punto z1 = z(t1) = zo + fgl f(t,z(t),u(t))dt pertenece a Ace,(xo,t1) y usando la hipdtesis
en f, se obtiene:

o=l =| [ ft,w(t), u)dt] < / At (), u(t)dt < clty — ta).

t1 1

De aqui, se concluye facilmente. O

Observacion 2.21. Se pueden encontrar resultados de controlabilidad global en la literatura. No
obstante, no se mencionardn en este trabajo de fin de grado, ya que para realizar la demostracion
de los mismos se requiere de conocimientos avanzados de dlgebra (sobre los corchetes de Lie) y
variedades diferenciables.



Capitulo 3

Estabilizacion

El objetivo principal de este capitulo serd estabilizar un posible punto de equilibrio inestable
a través de un control de retroalimentacién.

Sean n y m do enteros positivos. En esta capitulo se considera un sistema de control auténomo
en R™:

o(t) = f(x(t), u(t)) (3.1)
donde f : R" x R™ — R™ es de clase C! con respecto a (x,u), y los controles son funciones del
tiempo, medibles y esencialmente acotadas que toman sus valores en algun subconjunto medible
Q de R™ (conjunto de las restricciones en el control)

Sea (z,u) € R™ x R™ un punto de equilibrio, esto es, f(Z,u) = 0, tal que u € O (interior de
Q). El objetivo serd disenar un control de retroalimentacién u(x) que estabilice localmente el
equilibrio (Z, ), esto es, tal que el sistema “lazo cerrado” &(t) = f(x(t), u(x(t))) sea localmente
asintoticamente estable en .

3.1. Estabilizacion de sistemas lineales auténomos

Esta seccién estd dedicada al estuido de la estabilidad de los sistemas lineales auténomos.
En primer lugar, se mostrard un resultado que permite establecer si el punto 0 de un sistema
lineal auténomo es un punto de equilibrio estable, asintéticamnte estable o por el caso contrario,
inestable, sin mas que estuidar el signo de la parte real de los autovalores de la matriz A del
sistema lineal. Asimismo, dicho resultado se complementard junto con dos criterios: el criterio
de Routh y el criterio de Hurwitz. Estos criterios permiten estudiar el signo de la parte real de
las raices del polinomio caracteristico de la matriz A del sistema lineal auténomo,es decir, de sus
autovalores. Finalmente, se vera la nocion de control de retroalimentacion y cuando un sistema
lineal auténomo se puede estabilizar de forma retroalimentada.

Al final de esta seccién se estudiaran los sistemas lineales dependientes del tiempo, donde se
presentaran las dificultades existentes a la hora de estudiar la estabilidad de dichos sistemas.

Se considera la siguiente definicién:

Definicién 3.1. Se considera el sistema lineal ©(t) = Az(t), con A € My(R). Se denota por
x(-, o) la solucion tal que x(0,xz9) = zo. Se dice que el punto 0, que es por supuesto un punto
de equilibrio (es el unico si A es invertible), es estable si:

Ve>03dn>0|VegeR": |xo| <n= |z(t)| <e Vt>0.
El punto 0 es asintdticamente estable si es estable y ademds x(t) — 0 cuando t — +o0.

Observacién 3.1. Para un sistema lineal, la estabilidad local es equivalente a la estabilidad
global.

Se tiene el siguiente y bien conocido resultado:

49
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Teorema 3.1. Se tiene lo siguiente:

» Si existe un autovalor (complejo) A de A tal que Re(\) > 0, entonces el punto de equilibrio
0 es inestable, esto es, existe xg € R™ tal que la solucion de (t) = Axz(t), x(0) = zo
satisface |x(t)| — +oo cuando t — +oo.

» Si todos los autovalores (complejos) de A tienen una parte real negativa, entonces 0 es
asintdticamente estable, esto es, todas las soluciones de (t) = Ax(t) convergen a 0 cuando
t — +oo.

= Fl punto de equilibrio 0 es estable si y solo si todos los autovalores de A tienen una parte
real no positiva y si un autovalor X es tal que Re(\) = 0 entonces \ es una raiz simple del
polinomio minimo de A.

Prueba. La prueba sigue de los siguientes puntos:

= Se comienza la prueba con el primer punto. Sea x ) un autovector (no nulo) asociado a
un autovalor A € C, tal que Re(\) > 0. Por definicién se tiene que Azg\ = Azg .

Sea ahora z)(t) = eMxg ). Se tiene que z5(0) = 0, #(t) = Azx(t) y Az(t) = Az)(t). Por
tanto, x es solucién de:

A(t) = Az (),
{xA(O) = Z0 ).
De ese modo, se concluye con:
A ()] = Wtz 5| = +oo, t — 400,
gracias a que Re(A) > 0. Por lo tanto, el punto de equilibrio 0 es inestable.

= El resolvente del sistema lineal 4(t) = Ax(t) es M(t) = e!4. Ahora bien, por el Teorema
1.2 (Teorea de descomposicién de Jordan), existe una matriz P € GL,(C) tal que

PAP™ = bloque diag[Jy, ..., J ],

donde J; es el bloque de Jordan asociado al autovalor A\; de A.

Por consiguiente, teniendo todo esto en cuenta, se obtiene un resultado (extraido de |2,
Capitulo 11, Proposicién 11.2.2, pagina 223]) que se enuncia en el siguiente lema:

Lema 3.1. Todas las soluciones del sistema i(t) = Axz(t) son de la forma:

x(t) = Z Z ettty

1<i<r 1<j<m;

donde m; es el orden del bloque de Jordan J;, v;; € N()\;), con N(X;) el espacio propio
asociado al autovalor \;.

Como en este caso, si Re()\;) < 0, para todo 1 <i <7, se llega a que:

@) < Y0 Y R g | <RG0 3TN T 0, £ — oo,

1<i<r 1<j<m; 1<i<r 1<j<m;
donde )\g es el autovalor cuya parte real es la més proxima a 0.

= Usando el Lemma 3.1, la norma de los términos de la suma asociados a un autovalor
con parte real negativa va a cero cuando t tiende al infinito. Por otro lado, la norma
de los términos de la suma asociados a un autovalor con parte real igual a cero, tienen
su comportamiento, cuando ¢ tiende al infinito, determinado por el orden del bloque de
Jordan asociado a dichos autovalores. De eso modo, si todos los autovalores con parte real
igual a cero son simples entonces el orden del bloque de Jordan asociado es igual a uno y
por lo tanto €' estd acotado. Luego 0 es un equilibrio estable.
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O

Definicién 3.2. La matriz A se dice que es Hurwitz si todos sus autovalores tienen parte real
negativa.

A continuacién se va a ver dos criterios cldsicos que aseguran cuidndo una matriz dada (con
coeficientes reales) es Hurwitz. Estos criterios son particularmente notables porque son pura-
mente algebraicos (condiciones polindémicas en los coeficientes de la matriz), y no requieren el
célculo de las raices del polinomio caracteristico de la matriz (que es imposible de conseguir
algebraicamente en general, para grados mayores que 5, como es bien sabido por el Teorema de
Abel-Ruffini).

Criterio de Routh.
Se considera el polinomio complejo:
P(2) = apz" +a12" '+ . 4 an_12 + an,

con coeficientes reales a;. Se va a formular una serie de condiciones bajo las cuales todas las
raices de este polinomio tienen parte real negativa (en dicho caso, se dice también que P es
Hurwitz). No6tese que A es Hurwitz si y solo si su polinomio caracteristico x4 es Hurwitz.

Definicion 3.3. La tabla de Routh se define como sigue:

ag as a4 ag ‘- completada por 0

ai az as a7 --- completada por 0

bl bQ b3 b4 s donde bl = 7‘11@2(1—1@0&3 s b2 = 7@(14&_1%@5 P
€1 Ccy €3 ¢4 -+ donde ] = 7171“3;1“162 , Cg = 7171“5;1“163 ,

El proceso sigue mientras el primer elemento de la fila es distinto de cero. El proceso finaliza
cuando se tienen construidas n + 1 filas.

La tabla de Routh se dice que es completa si tiene n+ 1 filas cuyos primeros coeficientes son
distintos de 0.

Si la tabla de Routh es completa, el criterio de Routh afirma que el nimero de raices en
el semiplano derecho (SPD) del polinomio P(z) es igual al nimero de cambios de signo en la
primera columna de la tabla. El semiplano derecho (semiplano izquierdo) se toma como la parte
del plano tal que Re(z) > 0 (Re(z) < 0). Resulta que no puede haber raices en el eje imaginario
(es decir, tal que Re(z) = 0). Esto se recoge en el Teorema 3.2. Reciprocamente, el criterio de
Routh implica que las raices de P(z) estén el el semiplano izquierdo (SPI) si y solo si todos
los elementos de la primera columna no son nulos y tienen el mismo signo. Esto se recoge en el
Teorema 3.3.

Teorema 3.2. (Criterio de Routh.) Si la tabla de Routh es completa entonces P no tiene raices
puramente imaginarias, y el numero de raices con parte real positiva es igual al numero de
cambios de signo en la primera columna.

Teorema 3.3. Todas las raices de P tienen parte real no negativa si y solo si la tabla de Routh
es completa y los elementos en la primera columna tienen el mismo signo.
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Explicacion de la tabla de Routh.
Las dos primeras filas de la tabla de Routh contienen los coeficientes de los polinomios:

2

Pi(2) = apz" + a2 + ...

Py(2) = a1z 1 4+ azz" 3 4 ...

donde los elementos que son nulos se omiten en la tabla por construcciéon. Uno de estos dos
polinomios es par (es decir, solo tiene potencias pares de z, incluyendo la potencia z°) y el otro
es impar (solo tiene potencias impares de z). Un polinomio Ps3(z) se define como el resto obtenido
al dividir Pj(z) por Py(z), esto es:

Pi(2) = Q1(2) P2(2) + Ps3(2),

donde Q1(z) = apz/a; es el cociente. La tercera fila de la tabla de Routh contiene los coeficientes
del resto:

aopaz apas

)22 4 (ag —

)z”74 4o =12 2 by L
aq ai

Si se repite el proceso, se obtienen un conjunto de polinomios Py (z) tales que:
Pi(z) = Qr(z)Pgy1(2) + Pria(z) parak=1,...,n—1,
o equivalentemente:

Prya(2) = Pip(2) — Q(2)Prya(2) parak=1,...,n—1.
Los polinomios Py (z) son de la forma:

Pk(z) = Ckzn_k+1 + ...,
donde ¢, es el coeficiente que lidera la k-ésima fila de la tabla de Routh, con ¢y = ag y ¢2 = a;.
Los cocientes Qg (z) vienen dados por:
Ck
Qr(z) = ——2z parak=1,...,n—1.
Ck+1

Los polinomios Py(z) se van alternando entre polinomios pares e impares de orden decreciente.
La tabla de Routh contiene los coeficientes de estos polinomios, omitiendo aquellos que son
siempre nulos debido a la propiedad par/impar. Si ningun ¢, es nulo, los dos iltimos polinomios
de la secuencia son P,(z) = cpz y Pot1(2) = cpt1-

Junto con los polinomios Py(z), dicho algoritmo también genera una secuencia de polinomios
Py (2) + Pyy1(2), comenzando con el polinomio original P(z) = Pi(z) + Pa2(z). El criterio de
Routh se origina a partir de una propiedad clave que se aplica a cada uno de estos polinomios
en cada paso del proceso en cuestiéon. Dicha propiedad clave se muestra en el siguiente lema.

Lema 3.2. Suponga que c1,...,cpr1 # 0, entonces el nimero de raices de Py(z) + Pr11(2) con
Re(z) <0 (o Re(z) > 0) es igual al nimero de raices de (14 Qk(2))(Prr1(2)) + Pri2(2)) con
Re(z) < 0 (o Re(z) > 0). Las raices con R(z) = 0 son iguales en ambos polinomios, incluidas
sus multiplicidades.

Noétese que el dltimo polinomio en la secuencia es P, (z) + Po4+1(2) = ¢nz + ¢pt1. Dado que
1+ Qk(2) = (ckz + cky1)/cky1, €l criterio de Routh se sigue de esta propiedad clave de forma
directa. Se concluye con los siguientes puntos:
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» Si el polinomio P(z) tiene raices imaginarias, la tabla de Routh no es completa. En efecto,
14+ Qr(2) ¥ ¢nz + cnt1 solo pueden tener raices reales, por lo que el proceso debe acabar
antes del ultimo paso si hay raices imaginarias.

» Sic¢ry1 = 0 para algun k, entonces Py(z) + Pr11(z) tiene raices tales que R(z) > 0. En
efecto, cxr1 = 0 si y solo si el segundo coeficiente de Py(z) + Pr11(2) es cero. El segundo
coeficiente es la suma de las raices de Py(z) + Pyx4+1(%2), lo que implica que algunas raices
deben estar en el plano imaginario o en el semiplano derecho. El polinomio original debe
tener al menos el mismo nimero de raices con Re(z) > 0.

» Reciprocamente, si P(z) tienes todas sus raices con Re(z) > 0 entonces la tabla de Routh
debe ser completa.

Prueba del lema. La prueba se sustenta sobre la naturaleza par/impar de los polinomios y
propiedades que se pueden demostrar de forma directa. Por un lado, un polinomio P,(z) se
dice que es par, si cumple que Pp(iw) (con w € R) es puramente real. Por tanto, se tiene que
P,(z) = Py(—=z) y sus raices deben ser pares de raices imaginarias (+iw), pares de raices reales
(+a) o cuddruplas de raices complejas (fa + ib). Por otro lado, un polinomio P;(z) se dice que
es impar, si cumple que P;(iw) (con w € R) es puramente imaginario. Por tanto se tiene que
P;(z) = zP,(2), donde P,(z) es un polinomio par. Sus raices deben incluir una raiz en z = 0, mas
el mismo tipo de raices que un polinomio par. Asimismo, se tienen la siguientes propiedades: la
suma de dos polinomios pares/impares es par/impar, el producto de dos polinomios pares o dos
polinomios impares es par, y el producto de un polinomio par con uno impar es impar.
A continuacioén se considera el siguiente polinomio:

Dy g(2) = Py(2) + Pry1(2) + 9Qr(2) Pri2(2)
= Prya(2) + Qi(2) Pir1(2) + Pera(2) + 9Qk(2) Prya(2),

con g € [0,1]. Para g = 0, Dyo(2) = Pi(2) + Prt1(2); mientras que para g = 1, Dy =
(1 + Qi(2))(Prt1(2) + Prya(2)). El polinomio Dy, 4(2) es la suma de Py(z) y dos polinomios de
menor grado. Por tanto, Dy, 4(2) tiene grado n — k + 1 para todo g € [0,1] y una rama continua
conecta los ceros de Dy, o(z) a los de Dy, 1(%).
Nétese ahora que una raiz de Dy, 4(2) pertenece al plano imaginario si y solo si, para algin
wo:
Pi1a(iwo) + Qg (iwo ) P11 (iwo) + Pry1(iwo) + gQp (1wo) Pry2(iwo) = 0.

Debido al alterne par/impar de los polinomios Py(z) y que Qk(z) es un polinomio impar, la
ecuacién anterior puede dividirse en una parte real y otra imaginaria, obteniéndose:

Pryo (iwo) + Qk(in)Pk+1(iw0) =0,

P11 (iwo) + 9Qr (iwo) Pry2(iwg) = 0.

Se sigue que:
(1 = 9QF (iwo)) P2 (ico) = 0.

Como (1 — gQ3(iwp)) = 1 + g(crwo/ck+1)* > 1, para todo g € [0, 1], se tiene que Py (iw) = 0
¥ Pry1(iw) = 0. En definitiva, cualquier raiz imagnaria de Dy, 4(z) para algin g € [0, 1] también
es raiz de Py (2) + Pry1(2), de Pyy1(2) + Pry2(2) v de Dy 4(2) para todo g € [0, 1]. Finalmente,
las raices imaginarias permanecen en su localizacién, y ninguna raiz de Dy, 4(z) puede moverse
desde el SPD o desde el SPI hasta el plano imaginario. Por tanto, ninguna raiz puede moverse
del SPD al SPI y viceversa. Con esto, el lema queda probado. O
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Ejemplo 3.1. Considerése el polinomio ciibico P(z) = 2% + a12% + asz + a3. La tabla de Routh
asoctada es:

apg ag 0 0
a; as 0 0
by b2 0 O
C1 C9 0 0
— — biaz—aib bias—a1b
donde by = 7“1“2111“0“3, by = 7‘11&4&1&0“5 =0, c = 71‘131)1“1 2 = a3 y co = 71‘15171“1 3 = 0. Por

consiguiente, la tabla de Routh queda como sigue:

1 a9 0 0

aq as 0 O
7“1“31_‘13 0 00
as 0 00

Ahora bien, por el Teorema 3.3, P es Hurwitz, si y solamente si se cumplen las siguientes
condiciones:
a1 >0, ag >0, ajas —az > 0.

Ejemplo 3.2. En uno de los primeros andlisis matemdticos de los sistemas de control con re-
troalimentacion, Mazwell (1868), en su articulo Sobre requladores [10] considerd el problema de
reqular la velocidad angular de los ejes motores. Se procederd a describir su estudio sobre el regu-
lador de Jenkin. Es bastante dificil entender la forma exacta de este regulador segun el articulo
de Mazwell, por lo que se ha usado el esquemdtico dado en Bennet (1979) [9] (ver Figura 3.1).
El experimento se realizo con el regulador en cuestion por Mazxwell, Balfour Stewart y Jenkin en
1863. Desafortunadamente, no se ha encontrado ninguna descripcion sobre el requlador de dicho
época, aunque el requlador se preserva en el Whipple Museum of Science en la Universidad de
Cambridge. El objetivo del regulador es asegurar que las desviaciones de la velocidad angular del
eje motor respecto de un valor nominal sean pequenas. Bdsicamente, se trata de un regulador
de friccion. Si la velocidad angular aumenta respecto de su valor nominal, las bolas voladoras se
alejan y la fuerza entre éstas y el anillo de friccion aumenta. Esto provoca que el anillo rote a
una velocidad angular incrementada, que da lugar a los siqguientes efectos:

n el peso en el fluido amortiguante se eleva con el fin de proveer un amortiguamiento hidrduli-
co.

» ¢l engranaje helicoidal dentado accionado por una espiral giratoria hace que el fremo de
cinta apriete el eje motor.

» un torque extra proporcional a la desviacion angular del anillo de friccion respecto de un
valor nominal se aplica al eje motor.

El anillo de friccion puede girar en ambas direcciones de modo que si la velocidad angular
disminuye por debajo de su valor nominal los dos tultimos efectos se invierten. A continuacion
se definen las siguientes variables:

w y =desviacion angular del anillo respecto de su valor nominal.

dx
dt

] = welocidad angular del eje.

P = torque del eje motor.

R = torque de carga fijo del eje motor.

s M = momento de inercia de la mdquina.

G = constante que relaciona el torque aplicado a la mdquina con y.
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» [ = coeficiente de friccion.
= Vi = wvelocidad de operacion fijada lo mds baja posible.

» B = momento de inercia del anillo

Y = coeficiente de amortiguamiento viscoso.

= W = torque debido al peso.

Teniendo en cuenta estas variables, Mazwell empled las siguientes ecuaciones:

Az dx
MEZ_p R F(Z _v)-q
dt? (dt 1) v

d%y dx dy
B—=F—-V)|-Y—=-W.
dt2 ( 1>

Si se toman como variables de estado:

dx dy
dt) 2 Y, I3 dt?

las ecuaciones anteriores pueden escribirse entonces como sigue:

Ir =

Mjc1:P—R—F($1—V1)—Gx2,
i2:x37
Bi’gZF(Jil—‘/i)—Yl’g—W

Para obtener los puntos de equilibrio se impone 1 =0, 2o =0, 3 = 0:

dg =0 < 2§ = 0;

w
t3=0& Fa{-V1)-Yas —-W=0<z]{ = — + Vi;

F
P—-—R—F(x§ -V P-R-W
i =06 P R—Faf— V) — G1§ = 0 & a5 = G@1 ) _ L8
Si se define ahora la variable x := x' + x°, las ecuaciones presentan la siguiente forma:
i = —Ex' — Eaj'
1 M 1 M 2
ih = b,
) F Y
o de forma equivalente:
& -F/M —-G/M 0 z}
| = 0 0 1 ),
ah F/B 0 -Y/B zlh

Los autovalores de la matriz de arriba satisfacen la siguiente ecuacion caracteristica:

F FY FG
> P

s =Y

Y
PO =X+ (=+—
(\) )\+<B+M

y por el ejemplo anterior, este polinomio es Hurwitz si y solo si:

Y F\FY FG_
B M)MB MB ’
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N

Y+F>G
B M~ Y’

Por tanto, el punto de equilibrio x€ serd asintdticamente estable si se cumplen las condiciones
anteriores. Fste es el resultado obtenido por Mazwell, a partir del cual, concluyo “Si no se
cumple, habrd un movimiento de balanceo por parte del requlador que aumentard hasta que sea
tan alto como los limites del movimiento del requlador. Para asegurar la estabilidad el valor de
Y debe ser lo suficientemente grande...”

G
ﬁ‘ # band brake

] —
T

worm gear —— [

[ PywwwWWG L fiction ring

~——— drive shaft

weight

damping fluid —

Figura 3.1: Regulador Jenkin (Imagen extraida de [6], pdgina 307).

Criterio de Hurwitz.

Considérese ap+1 = Gpt2 = ... = agp—1 = 0, y se define la matriz cuadrada de tamaifio n:
al a3 a5 “ e “ e a]2n71
0/0 a/2 0/4 “ e PEEErY a/2n_2
0 a]_ ag “ e “ e a2n73
H: 0 ao a9 aA2n—4
0 0 a - - asgms
0O 0 O * .. an

donde * = ag o aj, segin la paridad de n. Sean {H;};cf1,.. ) los menores principales de H,

definidos por
, Hy = |avasas| . H, = det(H).

aj a.
Hy=ay, Hy = |31 3 a2 o

Teorema 3.4. Si ayg > 0, entonces P es Hurwitz si y solo si H; > 0 para cada k € {1,...,n}.

Observaciéon 3.2. La prueba de este teorema no se va a realizar, ya que se necesita de una
amplia gama de nocienes sobre dlgebra de mdtrices y andlisis de variable compleja. No obstante,
todo este contenido puede consultarse en [6, Capitulo 3]. En particular, la demostracion de este
teorema se encuentra en [6, Capitulo 3, seccion 3.4, pdgina 339, Teorema 3.4.71].
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Observacién 3.3. Asiumase que ag > 0.

Si todas la raices de P tienen parte real no positiva, entonces ar > 0 y Hi > 0, para cada
ke{l,..,n}.

Sin<3,ar >0y Hg >0 para cada k € {1,2,3}, entonces todas las raices de P tienen parte
real no positiva.

Una condicion necesaria para la estabilidad es que ap > 0 para cada k € {1,...,n}. Esta
condicion es sin embargo insuficiente (témese por ejemplo P(z) = z* 4+ 22 +1).

Definicién 3.4. El sistema de control lineal auténomo i(t) = Axz(t) + Bu(t), con x(t) € R",
u(t) e R™, A e R"™™ B e R"™™ se dice que es estabilizable de forma retroalimentada si existe
K € R™"™ (llamada matriz de ganancia) tal que el sistema bucle-cerrado con la retroalimenta-
cion (lineal) u(t) = Kx(t),

&(t) = (A+ BK)x(t)

es asintdticamente estable. Esto es equivalente a exigir que A + BK es Hurwitz.
Observacién 3.4. Este concepto es invariante bajo transformaciones similares Ay = PAP™!,
B, =PB, K, = KP~ .

Teorema del cambio de polo.

Teorema 3.5. (Teorema del cambio de polo). Si (A, B) satisface la condicion de Kalman
rgK (A, B) = n, entonces para cada polinomio real de grado n cuyo coeficiente lider es 1, existe
K € R™" tal que xa1px = P, esto es, el polinomio caracteristico de A+ BK es igual a P. En
realidad, el reciproco es cierto.

Prueba. Para realizar la prueba de este teorema, se distinguen dos casos:

» Caso 1: m = 1. Se sigue tel Teorema 2.2 (Forma normal de Brunovski) que el sistema es

similar a:
0 1 e 0 0
A= CB=|"],
0 0 1 0
—Aap —Qp—1 -+  —a1 1

donde a; con i = 1,...,n son los coeficientes del polinomio caracteristico de A, x4(X). Se
considera ahora K = (k1 ---k,) y u = Kz, de modo que:

A+BK=| - o

0 0 1
ki —an ke —apn—1 - kp—a1
De aqui se obtiene que x a1 px (X) = X"+ (a1 — k,) X" ' +... + (a, — k1). Por tanto, para
cada polinomio P(X) = X"+ a3 X" 1 + ... + oy, es suficiente escoger ki = ap, — Q... kon, =
a] — .

s Caso 2: m > 1. Este caso puede reducirse al caso m = 1. Para ello, se considera el siguiente
Lema.

Lema 3.3. Si (A, B) satisface la condicion de Kalman, entonces existe y € R™ y C €
M xn(R) tales que (A + BC, By) satisface la condicion de Kalman.
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Atendiendo a este lema, se extrae lo siguiente: la matriz A es de tamafio n x n, la matriz B
es de tamano n x m y la matriz C es de tamano m x n. Por tanto, denotando A’ := A+ BC,
esta nueva matriz tiene tamano n X n. Asimismo, de nuevo, B tiene tamano n X m e y,
tamano m x 1. Por consiguiente, si se denota B’ := By, esta nueva matriz tiene tamano
n x 1. Entonces, el nuevo par (A’, B') satisface la condicién de Kalman con m =1y por el
caso 1, para cada polinomio P de grado n cuyo coeficiente lider es 1, existe K1 € My, (R)
tal que x a4+ B K, = XA+BC+Byk, = P,y por tanto, tomando K := C + yK; € My,xn(R),
se tiene xa+px = P, v el teorema queda probado.

O]

Prueba del lema. Sea y € R™ tal que By # 0. Se tiene x1 := By.
» Afirmacién 1: Existe o € Azy + Im(B) (y por tanto, existe y; € R tal que xo =
Azy + Byi) tal que dim(Span(z1,x2)) = 2.
En efecto, en caso contrario se tendria Az + Im(B) C Span(z1), y con ello, Azy €
Span(z1) e Im(B) C Span(zy). Por tanto:
Im(AB) = AIm(B) C Span(Az1) C Span(x1)

y de forma iterativa se obtendria que Im(A*B) C Span(z;), para cada entero k. Esto
implicaria que:

Im(B,AB, ..., A" 'B) = Im(B) + Im(AB) + ... + Im(A" "' B) C Span(z)

que contradeceria la condicién de Kalman.

» Afirmacién 2: Para cada k < n, existe x € Azy_1 + Im(B) (y por tanto, existe yx_1 €
R™ tal que xp, = Axg_1 + Byg—_1) tal que dim(Ey) = k, donde Ey = Span(zy, ..., zk).
En efecto, en caso contrario se tendria Axy_q + Im(B) C Fx_1, y con ello, Axy_1 € E_1
e Im(B) C Ej_1. Se prueba ahora que AFy_1 C Eji_1. En efecto, nétese que Ax; =
x9 — By € Ex_1 + Im(B) C Eji_1, y similar para Axg, etc, Axg_o = xx_1 — Byg—1 €
Ex_1 +Im(B) C Ex_1, y finalmente, Axy_1 € Fy_1.
Por tanto Im(AB) = AIm(B) C AEx_1 C Ei_1, y de forma similar se tiene que
Im(A*B) C Ey_1 para cada entero i. Se seguirfa que:

Im(B,AB, ..., A" 'B) C E}_,,

que contradeceria la condicién de Kalman.
Por consiguiente, se ha construido una base {1, ...,x,} de R™. Se define C' € M, xn(R)
mediante las relaciones:

Czri =1, Cxo=19s,..., Cxyy_1 =yn_1, Cx, arbitrario.

Entonces (A + BC, x;) satisface la condicién de Kalman dado que (A + BC)x; = Az +
By, = ZL‘Q,...,(A + BC)l‘n,1 = Ax,_1+ Byp_1 = Tp.

O]

Corolario 3.1. Si el sistema de control lineal ©(t) = Ax(t) + Bu(t) es controlable entonces es
estabilizable.

Prueba. Para probar este corolario, es suficiente tomar por ejemplo P(X) = (X +1)" y aplicar
el Teorema del cambio de polo. Como P tiene una raiz X = —1 con multiplicidad n, el Teorema
del cambio de polo garantiza la existencia de una matriz de ganancia K tal que xa+px = P.
Luego, A + BK es Hurwitz y entonces el sistema es estabilizable. O
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Se finaliza esta seccién con los sistemas lineales no auténomos. Lo primero, es que no hay
una teorfa para este tipo de sistemas & (t) = A(t)x(t) + B(t)u(t). Se va a explicar como emergen
dificultades al considerar el sistema @(t) = A(t)x(t) sin el control. A priori se podria pensar
que, si la matriz A(t) es Hurwitz para cada t, entonces el sistema es asintéticamente estable. No
obstante, esta idea es errénea. La afirmacion es incluso erronea bajo condiciones mas fuertes sobre
A(t). Por ejemplo, el sistema no serd asintéticamente estable aunque la matriz A(t) satisfaga las
siguientes condiciones: existe € > 0 tal que, para cada ¢, cada autovalor (complejo) A(¢) de A(t)
satisface Re(A(t)) < —e.

Un contraejemplo seria el siguiente:

—1—asintcost —1+ asin’t

At) = <

—1 + acos?t 1 — asintcos t)

con a € [1,2). De hecho, puede verse que:

(t) = pla=1)t ( cost ) ’

—sint

es una solucién de @(t) = A(t)z(t), y no converge a 0 siempre que a > 1. Ademads, se puede ver
que si a < 1 entonces el sistema es asintéticamente estable. Asimismo, el polinomio caracteristico
de la matriz A(t) es:

Pi(\) = det(\ — A(t))

et A+1—acost —1+asintcost
- 1+asintcost A+ 1— asin’

=(A+1)2—a(cos’t +sin?t)(A+ 1) + a® cos® tsin?t — [acos® tsin®t — 1]
=M+ —aA+D)+1=X+(2—-a)A+2—a,

mientras que la tabla de Routh queda:

1 2—a
2—a 0
(2—a)?

2—aa 0

. Por tanto A(t) es Hurwitz si y solamente si a < 2.

Se explica ahora el motivo de este error. Una forma simple para entenderlo es el siguiente
caso (no demasiado restrictivo). Asimase que, para cada t, A(t) es diagonalizable, y existe P(t)
invertible tal que P(t)"1A(t)P(t) = D(t), con D(t) diagonal, y P(:) y D(-) de clase C*. Si se
define X (t) = P(t)Y (t), se obtiene de forma inmediata que:

Y(t) = (D(t) - P() " PW)Y(2).

Si el término P(t)~'P(t) fuera igual a 0 (como es en el caso auténomo), entonces, obviamente,
la estabilidad asintética seria cierta tan pronto como los autovalores (diagonal de D(t)) tuvieran
parte real negativa. Pero, incluso si D(t) es Hurwitz, el término P(t)~!P(t) puede desestabilizar
la matriz y generar un error en estabilidad asintética.

En otras palabras, lo que provoca la divergencia es el hecho de que los autovectores (que
constituyen las columnas de P(t)) tal vez evolucionen répido en tiempo, implicando que la
norma de P(t) sea grande.

Para finalizar con un resultado positivo, puede notarse que, si la matriz A(t) varia lentamente
en el tiempo, entonces la norma del término P(t)~1P(t) es pequeiia, por lo que si somos capaces
de asegurar que esta norma es lo suficientemente pequenia con respecto a la de D(t), entonces
se puede establecer un resultado de estabilidad asintdtica.
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3.2. Estabilizacion de sistemas no lineales

3.2.1. Recordatorios de estabilidad: teoremas de Lyapunov y Lasalle

Considérese un sistema dindmico continuo #(t) = f(z(t)), donde f : R" — R" es localmente
Lipschitz. Se denota por x(-, zg) la inica solucién de este sistema tal que x(0, z¢) = z. Se asume
que T es un punto de equilibrio, esto es, f(z) = 0.

Definicion 3.5. = El punto de equilibrio T se dice que es estable si, para cada € > 0, existe
d > 0 tal que, para cada punto inicial xy tal que |zg — Z| < 0, se tiene |x(t,xo) — T| < €
para cada t > 0.

» El punto de equilibrio T se dice que es localmente asintoticamente estable (de forma abre-
viada, LAFE) si es estable y ademds x(t, o) — & cuando t — +00 para cada xo en algin
entorno de T.

» Si el entorno es todo R™ entonces se habla de estabilidad asintdtica global (de forma abre-
viada, GAE). Si un resultado de estabilidad asintdtica se establece en algin entorno V de
T, entonces decimos que T es GAE en V.

A continuacion, se muestra el concepto de la funcion de Lyapunov, junto con dos teoremas
bien conocidos: el Teorema de Liapunov y el Principio de LaSalle. Sus demostraciones no se
adjuntaran ya que estos teoremas seran empleados de forma auxiliar con el fin de proveer infor-
macién sobre los entornos de estabilidad.

Definicion 3.6. Sea Q un subconjuto abierto de R™ que contiene el punto de equilibrio T. La
funcion V : Q = R se dice que es una funcion de Lyapunov en T sobre 2 si:

» Ves de clase C' en Q;
» V(Z) =0y V(z) >0 para cada z € Q\ {z};

» (VV(2), f(x)) <0 para cada x € Q. Si la desigualdad es estricta en Q\ {Z} entonces se
dice que la funcion de Lyapunov es estricta.

Observacién 3.5. Notese que, a lo largo de una trayectoria del sistema dindmico dada, se tiene

que:
d
2V (@) =(VV(2), f(z))
Por tanto si V' es una funcion de Lyapunov entonces el valor de V' no aumenta a lo largo
de ninguna trayectoria. Una funcion de Lyapunov puede verse como un pozo de potencial, que

asegura la estabilidad.

Definicién 3.7. La funcion de Lyapunov V se dice que es propia siempre y cuando V ([0, L])
es un subconjunto compacto de Q, para cada L € V(Q); en otras palabras, la imagen inversa
de cada compacto es compacto. Cuando = R"™, esta propiedad es equivalente a decir que
V(z) = 400 cuando |x| — +oo.

Teorema 3.6. (Teorema de Lyapunov) Si existe una funcion de Lyapunov V en T sobre €2,
entonces T es estable. Si 'V es estricta entonces T es LAE. Si ademds V es propia, entonces T

es GAFE en (.

Observacion 3.6. Cuando la funcion de Liapunov no es estricta entonces se puede ser mds
especifico e inferir que la trayectoria converge a algin subconjunto.

Teorema 3.7. (Principio de LaSalle) Sea V una funcién de Lyapunov sobre €2, de clase C' que
es propia. Sea I el subconjunto mds grande de {x € Q | (VV(z), f(x)) = 0} que es invariante
bajo el flujo (en tiempo positivo) del sistema dindmico. Entonces, todas la soluciones convergen
aZ, en el sentido de que d(z(t),Z) — 0 cuando t — 400 (con d la distancia Euclidea).
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Observacion 3.7. Es interesante formular el principio de LaSalle en el caso particular en el
que el conjunto invariante I se reduce al conjunto unitario {Z}. El enunciado es entonces, como
sigue: sea V una funcion de Lyapunov en Q de clade C' que es propia tal que, si x es una
solucion del sistema &(t) = f(x(t)) tal que (VV(x(t)), f(x(t))) = 0 para cada t > 0, entonces
necesariamente x(t) = . Entonces el punto de equilibrio T es GAE en Q.

Ejemplo 3.3. Sea 19 R — R una funczon de clase O tal que g(0) =0 y zg(x) > 0 six # 0
y satisfaciendo fo g(s)ds =40 y f s)ds = —oo. Considerando la funcién de Lyapunov:

1 x
Vi) = 302+ | als)as

es facil probar que el punto (0,0) es GAE para el sistema & + & + g(x) = 0 (que tiene que ser
escrito como un sistema de primer orden).

En primer lugar, se escribe el sistema en cuestion como un sistema de primer orden. Para
ello, se considera el cambio de variables x1 = x y xo = &. Se tiene entonces que:

T = w2,

To = —X9 + g(xl).

Ezxpresdandolo ahora de forma matricial:

()= 2) G (),

En segundo lugar, se considera la funcion de Lyapunov reescrita en las nuevas variables, esto
es, V(21.22) = F(21) + 323, donde:

F:R—R

x1 — F(x1) = /Oxl g(s)ds.

Nétese en este caso, que @ = R%. Se comprueban ahora los siguientes puntos:

» V es de clase C' en R%. En efecto, 2 P Vo(zy,29) = F'(x1) = g(z1) es una funcién de clase

C! en R por hipdtesis; y %((L’l,l’g) = 29 es también una funcién de clase C' en R.

» Sea (Z1,%2) = (0,0), se tiene de forma clara que V(Z1,Z2) = (0,0).

Asimismo, si (z1,22) # (T1,T2), entonces V(x1,x2) > 0. En efecto, por una lado se tiene
que si xo # 0 entonces %x% > 0. Por otro lado, se sabe por hipdtesis que si x1 # 0 entonces
x19(x1) > 0. Por tanto, si x1 < 0, necesariamente g(x1) < 0 y si x1 > 0, necesariamente
g(x1) > 0. Teniendo en cuenta esto sixy > 0 entonces s € [0,x1], por lo que g(s) > 0 para
todo s de dicho intervalo y fo s)ds > 0. Por el contrario, si x1 < 0 entonces s € [x1,0],

por lo que g(s) < 0 para todo s de dicho intervalo y fo s)ds = —f g(s)ds > 0. En
definitiva, si 1 # 0, entonces F(x1) > 0.
n Se tiene que: VV(x1,22) = (g—;/l, %)t = (g(xl) 2)t. Por tanto: (VV (x1,22), (x9, —x2 —

9(x1))) = ga1)we — 22(x2 + g(1)) = —x3 < 0 para todo (x1,2) € R?\ {(#1, 72)}

sV oes pmpia En efecto, si |(z1,22)] — +00, necesam’amente x1 — +00 y w9 — +oo. Por
tanto, 5 —> +o0 cuando g — +oo y F(xq) fo s)ds — 400 cuando x; — +oo por
hipdteszs. En definitiva, V(x1,22) = F(z1) + 323 — +<>o cuando |(x1,z2)| — +o0.

n Sea (z1(t), z2(t)) tal que zo(t) = 0. Entonces, ©1(t) = 0 y g(x1(t)) = 0, por lo que x1(t) = 0.
Por consiguiente (z1(t), z2(t)) = 0.
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En definitiva, la funcion V' es una funcion de Liapunov. Por el quinto punto, también se deduce
que V es propia. Por tanto, por el Teorema 3.7, (Z1,Z2) es GAE en R?.

Finalmente, se adjunta un resultado que también serd de vital importancia. Mediante el
estudio de los autovalores de la matriz jacobiana del sistema linealizado en un punto de equilibrio
dado, se puede obtener un resultado de estabilidad loca alrededor de dicho punto. Sin embargo,
no se ofrece ningun tipo de informacion acerca de los conjuntos de estabilidad.

Teorema 3.8. (Teorema de linealizacion). Asimase que f es de clase C'. Sea A la matriz
jacobiana de f en el punto de equilibrio T del sistema i(t) = f(x(t)).

1. Si todos los autovalores de A tienen parte real estrictamente negativa, entonces el punto
de equilibrio T es localmente asintdticamente estable.

2. Si existe un autovalor de A cuya parte real es estrictamente positiva, entonces el punto de
equilibrio T es inestable.

Prueba. Sea el sistema auténomo #(t) = f(z(t)), donde f : R® — R"™ es una funcién de
clase C', se realiza un desarrollo de Taylor de primer orden alrededor del punto de equilibrio Z

(f(@) =0):
flz)=f(z)+ %(f)(x —Z)+ R(x— %) =A(x — %) + R(x — &),

donde A es la matriz jacobiana de f en el punto de equilibrio Z, i.e., A = %(i) y R(x — ) es

una funcién que cumple que:
Rlr —
7(96 z) —0
|z — 7

cuando |z —z| — 0.
Para continuar con la demostracion, se verifican las siguientes propiedades:

» Propiedad 1. Como todos los autovalores de la matriz A € M, (R) tienen parte real
negativa, para cualquier matriz ) simétrica definida positiva, existe una tnica matriz P
simétrica definida positiva que es solucién de la siguiente ecuacion de Lyapunov:

AP+ PA=-Q.

+oo AT
0 €

En efecto, se considera P := QetAdt. Como Q es una matriz definida positiva,

existe una matriz no singular Q% tal que Q = (Q%)TQ%. Teniendo esto en cuenta, se llega
a lo siguiente:

e Como Q es simétrica, es decir, QT = Q se obtiene:
(etATQetA)T _ (etA)TQT(etAT)T _ etATQetA7 Vt € (0, 400)

por lo que P es simétrica.
e Seav e R™\ {0}:

T T 1 1 1 1 1
vle Qettv =vTe (Q2)TQ2eMv = (Q2e ) TQ2e v = |Q2e0)? > 0, Vi € (0,400).
Por consiguiente, P es definida positiva.

e Se comprueba ahora que P satisface la ecuacién de Lyapunov:

T T AT AT A | HAT o tA T d AT A
AP—l—PA:/ {A" e Qe + e Qe A}dt:/ %(e Qe )dt
0 0
= lim ' Qe — Q = —Q.
n—oo
Por el Teorema 3.1, como A es Hurwitz, se tiene que lim; o ||e*42|| = 0, para todo
ro € R" y en particular, lfm, s ||e*}|| = 0. Por un razonamiento anslogo, se tiene

también que: 1im;, ;oo HetATH =0.
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Como (@ es cualquier matriz simétrica definida positiva, para el caso particular de Q) = I,,,
. . T .
se tiene que la matriz P es de la forma P := f0+°° et QetAdt y 1a ecuacién de Lyapunov

queda:
ATP+PA=—-1I,.

A partir de ahora, para las propiedades venideras se tiene en cuenta este caso particular
en el que Q = I,.

= Propiedad 2. Se considera la funcion V : R® — R definida como:
z—=V(z):=(r—z,Plx —x)).

V es una funcién de Lyapunov para el sistema @(t) = A(z(t) — z) en Z y ademads, el punto
de equilibrio  es GAE. En efecto:

e V es de clase C! en R™.

o V(z)=(x—z,P(z—1))=0y dado = # Z:
V(z)=(x—Z,P(xr—2)) = (x—2) Plx —Z) > 0,

por ser P una matriz definida positiva.

e Se calcula en este punto la derivada respecto al tiempo de la funcién de Lyapunov:

d d

7V (@) = 2 ({z(t) -z, P(2(t) - 7))
= (&(t), P(x(t) — 7)) + (x(t) — 7, Pi(t)))
= (A(z(t) — z), P(z(t) — 2)) + (z(t) — &, PA(x(t) — Z))
= (z(t) — &, AT P(z(t) — 2)) + (z(t) — &, PA(z(t) — T))
= {

con C' > 0. Este ultimo paso es posible porque P es invertible, por lo que P3 también
lo es.

Como z(t) = Z es la tinica solucién del sistema para la que £V (t) = (VV (z(t)), f(z(t))) =
0, por el Principio de LaSalle, el punto de equilibrio z es GAE.

= Propiedad 3. La funciéon V precedente es también una funciéon de Lyapunov para el
sistema #(t) = A(x(t) — ) + R(z — &) en el punto de equilibrio Z sobre un abierto Q de la
forma B(z,0) (con § una cantidad positiva lo suficientemente pequenia). Ademads, el punto
de equilibrio Z es LAE en €. En efecto, los dos primeros puntos se tienen ya. Tan solo hay
que ver que la funcién de Lyapunov es estricta en Q\ {z}.
(VV(2), f(x)) = (A(z — 2) + R(z — ), P(x — Z)) + (z — &, P(A(z — Z) + R(z — I)))
= (z—%,(A"P+ PA)(z — %)) + (R(x — %), P(x — ©)) + (x — T, PR(z — T))
=(r—z,—I,(x— 7))+ 2(x — 7, PR(x — 7))
—|z —z|* +2(x — 7, PR(x — 7))
< —|o = z* + 2z — Z/|| Pl m, )| R(z — 7)|

o af? (=14 2PlLag o)

IN
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Ahora bien, dado € := m, existe 6 = d(e) tal que si |z — Z| < J, entonces
P
Raw -5 _,
() — 7]

Teniendo esto en cuenta, si x € B(Z,0) se llega a que:

TV 1) < fo =31 (14 2Pl 2N

_ 1
< lz(t) — 2 (‘1 + 2HPHMH(R)4HPHM(R)>

1 2
< —Z|z(t) — 7>
< —5et) — 7]

Con esto se tiene que V es estricta en Q\ {Z} y por tanto, el punto de equilibrio z es LAE.

Con todas estas propiedades probadas se llega a que si los autovalores de la matriz jacobiana A
en el punto de equilibrio Z tienen parte real negativa, entonces  es localmente asintéticamente
estable, tal y como se enunciaba en el teorema.

Finalmente, la prueba del segundo item es parecida y hace uso de la propiedad 1 y de la
construccién apropiada de una funcién de Lyapunov tal que V > 0 (esto puede verse con gran
detalle en [16, Teorema 3.7, pagina 127]). O

3.2.2. Aplicacion a la estabilizacién de sistemas de control no lineal

Considérese el sistema de control no lineal general (3.1), y un punto de equilibrio (z,u) €
R™ x €2, tal y como se estableci6 al principio del capitulo. Se considera el sistema linealizado en
dicho punto:

di(t) = Adx(t) + Bdu(t),
donde:

:g :af,

A 8x(gﬁ,a) y B %(m’,ﬂ).

Si el sistema linealizado puede estabilizarse de forma retroalimentada, es decir, si se puede
encontrar una matriz K de tamaifio m x n tal que A+ BK es Hurwitz, entonces el Teorema 3.8
implica un resultado de estabilizacién local para el sistema de control no lineal (3.1). En otras
palabras, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.9. Si el par (A, B) satisface la condicion de Kalman, entonces existe una matriz K
de tamano m x n tal que el control de retroalimentacion v = K(x — &) + u estabiliza asintdtica-
mente al sistema de control no lineal (3.1) localmente alrededor de (z,u). En otras palabras, el
sistema bucle-cerrado z(t) = f(x(t), K(x(t) —Z) + u) es LAS en .

Noétese que el entorno tiene que ser lo suficientemeente pequenio como para que el control de
retroalimentazion u tome sus valores en el conjunto 2.

Ejemplo 3.4. (Estabilizacion del péndulo inverso).

Considérese un péndulo inverso como el de la Figura 3.2, de masa m y longitud | que estd
unido a un carro de masa M cuya aceleracion estd controlada por el control u. Asimismo, se
definen a continuacion las siguientes coordenadas:

» £: determina la posicion del carro. En este caso, el carro se modela como una masa puntual
M, con coordenada & en el eje horizontal.

m &0 determina la posicion de uno de los extremos del péndulo inverso en el eje horizontal
respecto al carro.
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m

M

O . O

oy
o
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Figura 3.2: Péndulo inverso. (Imagen extraida de [2], pdgina 80).

= Gy determina la posicion de uno de los extremos del péndulo inverso en el eje wvertical
respecto del carro.

= 0: determina el desplazamiento angular del péndulo inverso respecto del eje vertical.

. Las energias cinética y potencial son:
Ly o 1 2, -2
Ec= §M€ + iM(fz + <), Ep =mgs.
Por otra parte, se tiene que ¢o = lcosf y & = E+1sinf. Por consiguiente, el sistema en cuestion

tiene dos grados de libertad que estdn determinados por las coordenadas & y 0. Entonces, el
Lagrangiano del sistema es:

1 . 1 .
L=E —E,= §M§2+ —m(&2 4 ¢2) — mgl cos b

2
1 . 1 : . .
= §M£2 + 5??1[(5 + I(cos 0)8)% + (I(sin 0)8)?] — mgl cos 6
1 .. 1 .. . .. .
= §M§2 + 5m[g2 + 12 cos? 062 4 21 cos AEH + 1% sin® 60%] — mgl cos b
1 . .. 1 .
= §(M +m)E% + mléh cos  + iml262 — mgl cos .

De acuerdo con las Ecuaciones de Euler-Lagrnage:

doL_oL
dt &  Ox

st se aplican a cada una de las coordenadas, se obtienen las siguientes ecuaciones de movimiento:

+Fext

= Coordenada 0.

Primero se deriva el lagrangiano respecto a 6:

L . )
0 - = ml€ cos b + mi®0
00

y derivando respecto al tiempo t se llega a:

d 0L - S 2
praer) = ml& cosf — ml& sin 86 + mli-0.
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Ahora se deriva respecto a 0:

oL ..
20 = —ml&A sin 8 4+ mgl sin 6.
En este caso Fopy = 0. Por consiguiente se concluye:
mlfncos 0 -+ mi%6 — mglsinf = 0.

Se despeja 6 de la ecuacidn anterior:

mglsin @ — mlé cos 0

6 = — (3.2)
= Coordenada &.
Primero se deriva el lagrangiano respecto a §
oL : .
— = (M +m)&é 4+ mllcost
29
y derivando respecto al tiempo t se llega a:
d OL - . .
—— = (M +m)& 4+ mlf cos § — mlb? sin 6.
dt 9¢
Ahora se deriva respecto a &:
oL
— =0.
23
En este caso Fopy = u. Por consiguiente se concluye:
(M + m)E 4+ mlf cos @ — mlf?sin 6 = u.
Se despeja f de la ecuacion anterior:
£ = u — mlf cos 0 + mlb? sinﬁ. (3.3)

M+m

Se sustituye la ecuacion anterior en la ecuacion (3.2) obteniéndose asi la ecuacion de movimiento
para la coordenada 0

—mlf?sin @ cos O + (M + m)gsinf — u cosf

6 =
I(M + msin? 0)

(3.4)

Sustituyendo ahora esta ultima ecuacion en la ecuacion (3.3) se llega a la ecuacion de movi-
miento para la coordenada &:

- mlf?sinh — mgcosfsinb + u
£ = — (3.5)
M + msin“ 6

Se definen ahora las siguientes variables de estado: x1 = £, xo = £ (esto implica que x4 = i1 ),
x3 = 0 y xg = 0 (esto implica que x4 = &3). Por consiguiente, considerando el vector x :=
(.731,.732,:133,334)t se obtiene el siguiente sistema no lineal:

7l fi(z, u)
. 7. T _ fZ(xvu)
A P el i
Iy fa(w, u)
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donde:
fi(z,u) = 9,
mlaz?1 sinx3 — mgcosxssinxs + u
M + msin® z3

f2($7u) =

Y

f3(w,u) = 24,
—mlmi sinzg cosxs + (M + m)gsinzs — ucosxs
I(M + msin® x3) .

f4(x7 u) -

Una vez obtenido el sistema en las nuevas variables, se procede a obtener los puntos de equi-
librio del sistema. Para ello, se impone f(xz,u) = 0.

filz,u) =0 290 =0.

fo(zx,u) =0 u= —ml:ci sin x3 + mg cos x3 sin x3.

fa(x,u) =0 x4 =0.

fa(z,u) =0 & —mlwi sinzgcosxs + (M +m)gsinxs —ucosxs =0 <
(M +m)gsinz3 — mgcos® zzsinas = 0 <
—mlmi sinzgcosxs + (M + m)gsinxs — [—ml:ci sin x3 + mg cos xg sin x3| cos rg = 0 <
sinzg =0< 23 =0; 0 € [, 7).
En definitiva, £ = (21,0,0,0) con u = 0.

Ahora que se ha deducido el punto de equilibrio del sistema en cuestion, hay que determinar

el sistema linealizado en el punto de equilibrio. Para ello, se calcula primero la matriz jacobiana

del sistema, esto es, A = % y después se calcula aféi’a)-

» Derivadas de la primera componente de f:

vzfl(jaﬂ) = (Ov 1>070)'

» Derivadas de la sequnda componente de f:

0fs  0fs _0

dry  Omy

dfs _ (mila} cosxs —mgcos(2x3))(M + msin® x3)
dxy (M + msin® x3)2
(mlx?sinzs — mgcoszzsin(zs) + u)(M + msin 2z3)
(M + msin® x3)2

i

0fy  2mlxysinas
0ry M +msin?zs

Por consiguiente, V, fo(Z,u) = (0,0,0,1).

= Derivadas de la tercera componente de f:

mg

vwf?)(i'aﬂ) = (07 07 _ﬁ70)'
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s Derivadas de la cuarta componente de f:

o5 o _
a:L‘l7 81'2 ’
dfs _ [—miz?cos (2x3) + (M + m)g cos s + usinas|(M + msin? x3)
dry I(M + msin? x3)2
[—mlz? sinz3 cosxg + (M + m)gsinzs — ucos x3](M + msin (2z3))
B (M + msin? x3)2 ’

dfs  —2mlxysinxs

ory M + msin® x5

Por tanto, V. f1(Z,u) = (0,0, _W’ 0).

En definitiva, la matriz jacobiana en el punto de equilibrio queda como sigue:

0
mg
M
0
(m+M)g
M

_ of(z,u)
A= ox

o O o O
o O O =
O = O O

of (z,u)
Ja - En este caso, se

Falta por deducir la matriz B del sistema linealizado, es decir, B =
tiene lo siguiente:

Of1(z,u) _ Ofs(z,u)

ou ou 0
Ofa(z,u) 1
ou :M—1—7nsi]f12:1337
Ofa(z,u) —cos T3
ou :M—i—msin2x37
Yy por consiguiente:
0uf(2,8) = (0,50, ).

Entonces la matriz B en el punto de equilibrio tiene la forma:

0

of(z,u) o

B = ’ = M
ou 0

A modo de conclusion, el sistema linealizado presenta la forma:
di(t) = Adx(t) + Bdu(t),

con A € RY4 y B € R*™! con las formas mostradas mds arriba.

Una vez obtenido el sistema linealizado, se va a comprobar si se puede estabilizar de forma
retroalimentada, es decir, por la Definicion 3.4, se va a ver si exriste una matriz de ganancia
K € RY™ tal que el sistema bucle-cerrado con la retroalimentacion lineal du(t) = Kdx(t):

§i(t) = (A + BEK)dx(t)

es asintoticamente estable, esto es, la matriz A+ KB es Hurwitz, o equivalentemente, la parte
real de sus autovalores es negativa.

Para ver la existencia de la matriz de ganancia K, se hace uso del Teorema 3.5 (Teorema
del cambio de polo), que establece que si (A, B) satisface la condicion de Kalman, entonces para
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cada polinomio real de grado n con coeficiente lider igual a 1 (se denota a dicho polinomio por
P), existe K € R™™ (en este caso particular, m =1 yn = 4), tal que xa+Bx = P, es decir,
el polinomio caracteristico de A+ BK es igual a P. En efecto, la matriz de Kalman K(A, B),
para el sistema linealizado es:

01 0 0 i 0
mg 1
AB — 00 —3 0 0 | @
00 0 1 ﬁ 0 ’
(m+M)g 0 1
0 0 T 0 —7T
0
mg_
A*B=A-AB| " |,
_(m+M)g
(1M)?
mg
3 2
A°B=A-A“B _ (mtM)%g
M
0
Por consiguiente:
1
) omo
K(A,B) = (B,AB,A’B,A°B) = [ V1 "\ " niany
M (IM)?
0 0 ﬁ 0
Como detK (A, B) = —% % 0, esta matriz tiene rango mdximo igual a 4, por lo que se cumple

la condicion de Kalman. Por consiguiente, se garantiza la existencia de la matriz de ganancia
K € RY™ tal que A+ BK es Hurwitz. Se puede asegqurar por tanto que el sistema linealizado
es estabilizable de forma retroalimentada. Teniendo todo esto en cuenta, por el Teorema 3.8
(Teorema de linealizacion), como f es una funcion de clase C' y A+ BK es Hurwitz, entonces
el punto de equilibrio (Z,u) es localmente asintéticamente estable.

En definitiva, con todos estos pasos se ha conseguido estabilizar asintéticamente al sistema
de control no lineal (péndulo inverso) localmente alrededor del punto de equilibrio (Z,u), usando
para ello un control de retroalimentacion que se ha construido a partir de una matriz de ganancia
K € RY4,

A continuacién se adjuntan dos representaciones graficas que se han obtenido mediante el
software Matlab. El cédigo se ha extraido de [2, Capitulo 3, paginas 238-241].

En relacién al método directo, mediante el software maple se ha obtenido una expresion del
polinomio caracteristico de la matriz A+ BK, x o+ K. Posteriormente se ha calculado la tabla de
Routh asociada a dicho polinomio con el fin de obtener condiciones necesarias y suficientes sobre
K para que A+ BK sea Hurwitz. Finalmente se han determinado los valores de los elementos de
la matriz de K de tal modo que las raices de x4+ px sean igual a -1 (esta raiz tendria entonces
multiplicidad algebraica igual a 4). Por otro lado, en cuanto a la funcién place de matlab, ésta
situa a las raices del polinomio caracteristico xa4+pr en (—1,—2, -3, —4). Esta funcién es de la
formas:

K = placel[A,B,pl,

es decir, hay que dar las matrices A y B y un vector p que contiene a las raices. Como resultado,
devuelve una matriz de ganancia K.
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Figura 3.4: Uso de la funcién place de matlab.

Comparando ambos métodos, se puede ver de forma clara que el segundo es mas eficiente que
el primero. En la figura 3.3 se contempla como a medida que avanza el tiempo, las funciones que
describen la posicién y sus respectivas derivadas se aproximan al equilibrio (punto 0 para las
cuatro funciones) pero de forma oscilante. No obstante. en la figura 3.4 se infiere que, transcurrido
un tiempo considerable, las funciones tienden al equilibrio, indicando asi que se ha podido
estabilizar asintéticamente al péndulo inverso localmente de forma retroalimentada, mediante la
matriz de ganancia determianda por la funcién place.

3.2.3. El método de Jurdjevic-Quinn

Los teoremas de Lyapunov y LaSalle pueden aplicarse también a los sistemas de control de
una forma evidente, aportando informacién de los entornos de estabilidad. Por ejemplo, se tiene
la siguiente afirmacién: considérese como mas arriba el sistema de control no lineal (3.1). Se
asume que existe una funcién V : Q — R* de clase C!, tomando valores positivos en Q \ {z},
y tal que, para cada x € Q, existe u(x) € 2 tal que (VV(x), f(x,u)) < 0; entonces el control u
estabiliza al sistema de control globalmente en 2. Muchas otras afirmaciones similares pueden
derivarse facilmente, basadas en los teoremas de Lyapunov y LaSalle. Naturalmente, lo que es
dificil aqui, es ser capaz de asegurar una buena regularidad de los controles de retroalimentacién.
Esta cuestién no se discutird en este Trabajo de Fin de Grado, pero puede decirse que ha surgido
todo un campo de investigacién asociado a este tema. Para ilustrar el papel de las funciones
de Lyapunov en estabilizacion, se va a describir a continuacién una estrategia espectacular y
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ampliamente usada (y sin embargo muy simple) con el fin de disenar controles de estabilizacién
gracias a las funciones de Lyapunov.

Teorema 3.10. Considérese el sistema de control afin en R™

(1) = fa(t) + Y uit)gi(z(1)), (3.6)
i=1

donde f y g; (coni=1,...,m) son campos vectoriales “suaves’ en R™. Sea T tal que f(Z) = 0.
En otras palabras, T es un punto de equilibrio del sistema no controlable (esto es, con u; =0).

Asiumase que existe una funcion de Lyapunov en T para el sistema incontrolable, es decir, se
asume que existe una funcién V : R™ — R tal que:

1. V() =0 y V(z) > 0 para cada x # T;
2. V es propia;
3. LyV(x) = (VV(x), f(x)) <0 para cada x € R";
4. El conjunto:
{r eR" | LyV(x) =0y L§L,,V(x) =0,Vi € {1,...,m},Vk € N}
se reduce al conjunto unitario {Z}.

Entonces el punto de equilibrio * es GAE en R™ para el sistema de control blucle-cerrado con
el control de retroalimentacion definido como u;(t) = —Lg,V(z(t)), i =1,....,m

Observacion 3.8. 1. La notacion L;V se denomina la derivada de Li de V a lo largo de f.
Se define como LV (x) = (VV(x), f(x)). Es la derivada de V' a lo largo de la direccion f.

2. Si se denota por G; coni € {1,....,m} a la funcién dada por:

Gi R* - R
x— Gi(x) = Ly, V(x),

se tiene que:

L;Gi(z) = (VGy(x Zax]G Z%Lgy ()

I
M=

({02, VV (@), i()) + (VV (@), 0z,9:())) F (x)

n

(95,06 V (@)g () + 0,V (@), 6 (@) ) £ ().

.
Il
—

I
NE

1 k=1

<.
Il

Prueba. En primer lugar, se considera la siguiente funcién:

m

F(z) = f(x) = ) Lg,V(2)gi(x).

i=1

Nétese que F(z) = 0, es decir, T es un punto de equilibrio del sistema "lazo cerrado” (3.6) con
ui(t) = —Lg,V(z(t)) (con ¢ = 1,...,m). En efecto, por la hipétesis 1, V' es una funcién suave
y alcanza su minimo en Z, luego VV(:E) = 0, y por tanto Ly, V(Z) = (VV(Z),9:(Z)) = 0 para
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i =1,...,m. Asimismo, Z es un punto de equilibrio para el sistema no controlable (esto es, para
u; =0 con i =1,...,m), por lo que f(z) = 0. En definitiva:

F@) = Ly V(2)gi(z) = 0.
i=1
En segundo lugar, se tiene que:
LrV(z) = (VV(2), F(z)) = (VV(z), f(z) = Y Lg,V (2)gi(x))
i=1

= (VV(x )+ Z Ly, V(x (), gi(z))

= LiV(x i (L, V(2))? < 0.
=1

Aqui se ha empleado la hipétesis 3, esto es, LV (z) < 0 para todo z € R" y que (Lg,V(z))?
es positivo. Como conclusién, se obtiene entonces que la funciéon V' también es una funcién
de Lyapunov en el punto Z para el sistema ”lazo cerrado”(3.6) con u;(t) = —Lg,V(z) (con
i=1,..,m).

En tercer lugar, si se asume que LpV (x(t)) = 0 para cada t > 0, entonces necesariamente
LiV(x(t)) =0y Lg,V(x(t)) =0,i=1,...,m. Derivando con respecto a t y teniendo en cuenta
que ui(t) = Lg,V(2(t)) =0 con i = 1,...,m, se infiere que:

d

LoV (a(t) =

OV (), (1))
:<ZVV(@Dm(@D>+<VV@@%iﬁ@ﬂ»>

n r d ;
-3 ﬁamkv(:c(w)gf(x(t)) + 0V ((t) 2o k(w))]
=3 | 22000V () (k) + 0V (a(0) Y0 w(0)3 0
k=1 | j=1

n

I
M:

02,00,V (@(0)g (1)) + 00,V (2(0))0;98 (2(1)] F(2(2)

1 k=1
= LyGi(x(t)) = LyLg,V (x(t))-

Aqui se ha tenido en cuenta el desarrolo de la Observacién 3.8, punto 2. Por tanto, claramente,
se obtiene que L’}LgiV(x(t)) =0, para cada i € {1,...,m} y para cada k € N. Por tanto, por la
hipétesis 4, se tiene necesariamente que z(t) = &, y por el Principio de LaSalle, se llega a que
es GAFE, concluyendo asi la prueba. O

.
Il

Observacion 3.9. Cabe destacar que el método de Jurdjevic-Quinn también permite disenar
controles de retroalimentacion globalmente estabilizadores, que satisfacen ademds algunas res-
tricciones. Por ejemplo, en el marco del Teorema 3.10, se anade el requerimiento |u;| < 1,
1 =1,...,m. Entonces, con el control de retroalimentacion:

-1 st —LgV(x) < -1
uwj = sat(—Lg,V(z)) = ¢ —LgV(z) si —1<—LgV(z)<1;

1 st —Lg,V(z)>1,



CAPITULO 3. ESTABILIZACION 73

el punto de equilibrio T es GAFE, donde sat es la funcion de saturacion. En efecto, la prueba
de arriba es facilmente adaptable, teniendo en cuenta que zsat(—z) < 0 y la funcion F(x) del
sistema " lazo cerrado” es localmente Lipschitz.

Se provee a continuacién una aplicacién en el campo de la Biologia (control de poblaciones
en sistemas de Lotka-Volterra).

Ejemplo 3.5. (Sistema generalizado de Lotka-Volterra). Considérese el sistema generalizado de
Lotka-Volterra:

n
NZ:N’L bZ+ZaZ]N] ”[::1’,..,”,
j=1

donde b = (by, ...,bn)T y A es una matriz cuadrada de coeficientes a;; satisfaciendo b; > 0 y
ai; <0, para todot=1,...,n.

En primer lugar, ndtese que (0,400)™ es invariante para la solucion del sistema diferencial,
es decir, si el punto inicial Ny € (0,4+00)" entonces N(t) € (0,400)" para todo t > 0. En
efecto, se dard la idea en el caso n = 2. El caso general, no es mds que una adaptacion. Si uno
busca soluciones de la forma (N1,0) o (0, N2), se ve que cada N; es una solucion de la ecuacion
logistica .

En el espacio de fase, estas soluciones son lineas rectas en los ejes, comenzando en algin punto
del correspondiente eje y acercandose a (0,0), (0, N2) o (IN1,0). Asumiendo que el sistema tiene
una unica solucion para cada condicion inicial dada N1(0) = N1 > 0, Na(0) = Nag > 0, que se
sabe que estan definidas para todo t > 0, podemos mostrar por contradiccion que (Ni(t), Na(t))
permanecerd en el interior del primer cuadrante. Para eso, si admitimos que una solucion que
parte del interior del primer cuadrante llega hasta alguno de los ejes, la unicidad de solucion
nos dice que esta solucion debe coincidir con una solucion de la forma (N1,0) o (0, Na), lo que
obviamente es una contradiccion, debido a la unicidad de solucion. Por lo tanto la solucion no
llegard al eje y ambas componentes sequirdn siendo positivas.

Considérese el punto de equilibrio N = (N1, ..., N,,) ", definido por b+ AN = 0. Sean ci, ..., cy
algunos numeros reales. Sea C' la matriz diagonal cuyos coeficientes son los c;. Se establece:

n B B Nz
VIN)=> ¢ (Ni —N; — NilnN) .
i=1 ¢

En primer lugar, se va a comprobar las condiciones que se deben verificar para que V :
(0 + 00)™ — R sea una funcion de Lyapunov en N sobre (0 4 oco)™.

» V es una funcion de clase C' en (04 00)™. En efecto:

OV(N) N; .
N, —cz(l—>,z—1,...,N.

» V(N)=0yV(N) >0 para todo N € (0,+00)" \ {N}.

Por un lado:

n N7 n
V(N) :;Ci (Ni—Nz’—NiIH]VZ) :;ci (Ni—Ni—Nilnl) =0.

Por otro lado, se considera la funcion f(x) =z — 3 — Bln% con x>0y B una constante

positiva. Teniendo en cuenta ahora el cambio de variable y := % y la funcion g := %, se

obtiene:
g(y) =y —1—Iny,
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con y > 0. Se calcula ahora ¢'(y) y se impone ¢'(y) = 0:

1
g’(y)zl—g, Jdy)=0&y=1

Ahora bien, siy € (0,1), ¢'(y) <0 (g es mondtona decreciente en dicho intervalo); mien-
tras que siy € (1,400), ¢'(y) > 0 (g es mondtona creciente en dicho intervalo). Ademds
g(1) = 0. Por tanto, el punto (1,0) es un minimo global de la funcion g, de modo que dicha
funcion es estrictamente positiva en (0,+00) \ {1}. Deshaciendo el cambio de variable, se
concluye que el punto (3,0) es un minimo global de la funcion f, de modo que la funcion
en cuestion también es estrictamente positiva en (0,+00) \ {8}.

Teniendo este andlisis previo en cuenta, como el punto de equilibrio N es tal que N; > 0
para todo i = 1,...,n y la solucién N(t) cumple que N;(t) > 0 parta todo t > 0 y para todo
i=1,...,n por ser (0,+00)" invariante, se llega a que:

N; —N; — N;In=") >0, Vi=1,.
Por consiguiente, para que V(N) > 0 para todo N € (0,+00)" \ {N}, necesariamente
débese tener que ¢; > 0 para todo i =1,...,n
. %V(N(t)) < 0 para todo N(t) € (0,+00)™.

Con el siguiente cdlculo se llega a que:

C; (b +Zaw z_Nz)

Cz b —|— AN Nz _Ni>7

Il
AM:

Il
—

)

donde (le)Z es la componente i-ésima del vector AN. Teniendo ahora en cuenta que
bi + (AN); = 0, se deduce que:

i —V(N®) = ai(N;i = Ni)(bi + (AN)i) = > ei(Ni = Ni) (—(AN); + (AN);)

dt =1 i=1
= ci(N; = N)(AN = N))i = > ei(N; = Ny)ag;(N; — Nj)
i=1 ij=1
=5 Z Ni)ciaij(Nj — Ny) + ; > (Nj = Nj)agjei(N; — N;)
t,j=1 7,j=1
- %Z(m ~ N(CAN = W)+ 5 SN, — Np)(ATOW - Ry,

i=1 j=1

= (N =N, (ATC + CAYN — W),

Por tanto:



CAPITULO 3. ESTABILIZACION 75

Si la matriz ATC + CA fuera definida negativa, se tendria que la derivada seria negativa
n (0,400)" \ {N}. Por lo tanto, V seria estricta.

» V es propia. En efecto, en este caso Q = (0,+00)" y V(Q) = [0,+0c0), con V(N) =0y
V(N) > 0 para todo N € (0,+00)" \ {N}. Por tanto, dado L € [0,+0c0), V71([0,L]) =
B(N,V (L)) (bola cerrada de centro el punto de equilibrio y radio V (L)). Dicho subconjunto
es un subconjunto compacto de €.

En definitva, si se cumplieran las condiciones necesarias mencionadas previamente, se podria
garantizar que la funcion V' fuera una funcion de Lyapunov y por el Principio de LaSalle se infe-
riria que el punto de equilibrio N es GAE ya que seria el winico que verificaria que %V(N(t)) =0,
para todo t > 0 (este ejemplo es un caso muy particular ya que la derivada es ademds estricta,
una condicion que no se exige en las hipdtesis del Principio de LaSalle).

Ahora se introducen una serie de controles en las primeras n — 1 ecuaciones, es decir, el
sistema queda como sigue:

n
Nz:Nz bi—i-Zaiij—i—aiui ,1=1,...,n—1.
j=1

En este caso, m =n—1 y g;(N) = N;a;e;, donde e; es el i-ésimo vector de la base canénica de
R™. Vamos aplicar el Teorema 3.10. Para eso, solo resta verificar que el conjunto:

M ={N € (0,+00)" | LyV(N) =0y LYL, V(N) =0,¥i € {1,...,n — 1},Vk € N}
se reduce al conjunto unitario {N}. En efecto, sea N € M. En primer lugar, se tiene
0= LglV(N) = CiOéi(Ni - Nl), 1= 1,.. L, — 1.

Luego, si a; # 0 para todo i = 1,...,n — 1, entonces N; = N; para todo i =1,...,n — 1. Por
otro lado, LV (N) =0 implica que
_ LNy Noar D = SN Mean (N N — (N N2
0= (N =N, (ATC+CA)(N - N)) = > (N = Ni)eiaij(Nj — Nj) = (Ny = Ny)2enttnn.
i,j=1

Gracias al Teorema 3.10, es fdcil ahora disenar un control de retroalimentacion que estabiliza
globalmente al sistema en el punto de equilibrio N, bajo la hipdtesis de que el coeficiente a,, sea
nulo.



Conclusiones

Este Trabajo Fin de Grado se ha sustentado sobre un marco teérico muy especifico que tan
solo constituye una introduccion a la extensa Teoria de control y estabilizacién. Se han visto las
nociones de controlabilidad y estabilizacién en dimensién finita, existiendo toda una continuacién
de este campo en espacios de dimensién infinita. Asimismo, tan solo se ha abordado de forma
bésica una de las actuales lineas de trabajo explicadas en la introduccién: la estabilizacién de los
sistemas de control de forma retroalimentada, desarrollada en parte por los matematicos Routh
y Hurwitz. Existe otra linea de gran interés. Se trata de la Teorfa del control 6ptimo elaborada
por Pontryagin y que seria de gran interés para futuros trabajos.

No obstante, regresando al contenido de este trabajo fin de grado, no solo se ha podido poner
en practica diferentes nociones estudiadas en cursos de Algebm7 Algebra lineal, Anélisis de
variable compleja y Analisis funcional, sino que se ha llevado a cabo un estudio de conceptos
nuevos de Topologia y Anélisis funcional que se han podido aplicar de forma satisfactoria en
las demostraciones de diferentes resultados. Asimismo, estos resultados han podido emplearse
en modelos que describen el comportamiento fisico de sistemas reales, mostrando asi la gran
utilidad de estos y la fuerte conexion entre el mundo matematico y fisico.
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