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Resumen

Los espacios topoldgicos finitos son una clase de espacios que nos permiten ob-
tener informacién sobre espacios continuos gracias a su estrecha relacion con los
complejos simpliciales, ademéas de tener aplicaciones en topologia digital. En este
trabajo nos centraremos en comprender los conceptos principales que relacionan
espacios finitos y complejos simpliciales, y en dar una detallada exposicién de co-
nocidos modelos finitos de espacios topoldgicos relevantes y de aplicaciones entre
ellos.

Abstract

Finite topological spaces allow us to obtain information about continuous spaces
due to the fact that there exists a close relation between finite spaces and simplicial
complexes, in addition to they have applications in digital topology. This study
collects the main concepts needed to relate finite spaces and simplicial complexes and
give a detailed exposition of known examples of finite models of relevant topological
spaces and mappings between them.
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Introduccion

Los espacios de Alexandrov (A-espacios) proporcionan un lenguaje topoldgico
equivalente al de los conjuntos ordenados. Esto fue probado por primera vez en
1937 por P.S. Alexandrov ( [1]) e independientemente por A.W. Tucker ( [17]).
Posteriormente M. McCord ( [14]) y R. Stong ( |16]) demostraron en la década de
1960-1970 que los invariantes de la topologia algebraica de los poliedros compactos
podian ser representados por espacios finitos.

Mas recientemente, el estudio de la topologia de los A-espacios se reforzé con la
apariciéon en 2003 de unas notas de J.P. May ( [12]) que se fueron ampliando hasta
[13] en 2016, en las que se recoge mucho de lo conocido de la topologia algebraica de
los espacios finitos y dan aplicaciones en problemas relevantes y sus relaciones con
otras clases de objetos habituales de la topologia algebraica.

Junto con las notas de May la otra referencia con un contenido panoramico
de la topologia algebraica de los espacios finitos es la monografia debida a J.A.
Barmak [2]). Ambas aumentaron el conocimiento de la topologia algebraica y la
teoria de homotopia de los A-espacios.

Es interesante mencionar que antes de que la topologia algebraica de los A-
espacios alcanzase el nivel de desarrollo actual por May, Barmak y otros autores, los
A-espacios ya se utilizaban en topologia digital para dotar de un lenguaje topolégico
al andlisis de imagenes digitales ( [10]).

De manera inversa, el poder modelizar espacios topoldgicos y aplicaciones conti-
nuas por medio de objetos discretos tiene interés con vistas a un posible tratamiento
con ordenadores. En este trabajo exponemos con detalle las modelizaciones por me-
dio de espacios finitos hechas por K.A. Hardie y sus colaboradores J.J.C. Vermeulen
y P.J. Witbooi en [7] y [8]. Mds concretamente, la obtencién de modelos en la clase
de los espacios finitos de la multiplicaciéon de los niimeros complejos unitarios, la
conocida aplicacién de Hopf y el llamado cuadrado de Whitehead.

A continuacion pasamos a detallar el contenido de la presente memoria.

Los tres primeros capitulos forman una introduccién a la teoria de los A-espacios
y su equivalencia con los conjuntos ordenados. El material es un resumen de los
resultados basicos de [2] y sus versiones contenidas en varios Trabajos Fin de Grado
previos [3], [11]. En el primer capitulo se muestran los conceptos bésicos de Topologia
general y Topologia de A-espacios que usaremos a lo largo del trabajo. El segundo
se basa en el estudio de la analogia que existe entre los A-espacios Ty y los conjuntos
en los que define una relacion de orden parcial, debido a su equivalencia. Ya en el
tercero introducimos los conceptos de la Topologia simplicial basicos y su relacién
con los espacios de Alexandrov, donde se comenta el Teorema de McCord y sus
implicaciones mas importantes a nivel general.

El cuarto y quinto capitulo forman la aportacién original de esta memoria con
respecto a los Trabajos Fin de Grado que comparten gran parte del material intro-
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ductorio.

En el Capitulo 4 se da la definicién de modelo en la clase de A-espacio (A-modelo)
de un espacio topolégico siguiendo a Hardie y sus colaboladores en [7]. Una versién
méas general debida a Barmak estd dada en [2] que comentamos pero dejamos al
margen en este trabajo.

Se ve en este capitulo en qué condiciones un espacio admite un A-modelo y
que éste es unico salvo equivalencia de homotopia débil. Se termina con la descrip-
cién de distintos modelos modelos de las construcciones fundamentales en teoria de
homotopia: el cilindro, el cono, la suspension y el join.

El quinto capitulo esta dedicado a tratar la A-modelizacién de aplicaciones con-
tinuas. Se menciona el resultado de Hardie y Vermeulen que garantiza la existencia
tedrica de modelos para aplicaciones continuas entre poliedros. No obstante, no es
tarea facil encontrar A-modelizaciones explicitas. Como ejemplo, vemos en este tra-
bajo que si s6lo se usan aplicaciones entre A-modelos minimos de las esferas sélo
se puede modelizar una aplicacién homotopicamente trivial cuando las dimensiones
son distintas y homeomorfismos que intercambian puntos del mismo nivel en el caso
de la misma dimension.

El capitulo contintia con el desarrollo minucioso de las modelizaciones explicitas
hechas en [7] y [8] de la multiplicacién de complejos unitarios, la aplicacién de
Hopf y el cuadrado de Whitehead. Todas ellas son explicadas graficamente y con
demostraciones detalladas.



Capitulo 1

Espacios de Alexandrov

1.1. La nocién de espacio de Alexandrov

Recordemos que una topologia sobre un conjunto X es una familia de subcon-
juntos de X, T, que cumple las siguientes propiedades:

1. 0y X estdén en T.
2. La interseccion finita de conjuntos de 7 estd en 7.
3. La unién arbitraria de conjuntos de T esta en T.

Al par (X, T) se le llama espacio topoldgico. Los conjuntos de T son llamados
conjuntos abiertos de (X, T).

Notacion 1.1.1. Cuando la topologia T se supone implicitamente, o no es relevante
en el contexto, denotamos simplemente por X al espacio topoldgico, que también es
abreviadamente referido como “espacio”.

Un espacio topoldgico es un espacio de Alexandrov, (abreviado a A-espacio)
si la topologia T es cerrada también bajo intersecciones arbitrarias. Es decir, la
interseccién arbitraria de abiertos es un conjunto abierto.

Es obvio que todo espacio finito es un A-espacio, ya que toda interseccién de
abiertos se puede expresar como una interseccién finita. Por tanto, todo lo que se
establezca para A-espacios, seguird siendo valido para los espacios finitos. Histéri-
camente fue el estudio de los espacios finitos el origen de los espacios de Alexandrov
cuyas distintas denominaciones corresponden a los diferentes contextos donde han
sido estudiados; ver [1], [4]. De hecho, Alexandrov llamé “discretos” a los A-espacios,
pero esta terminologia se emplea actualmente sélo para la clase de A-espacios cuyos
puntos son todos abiertos.

La caracteristica distintiva de los A-espacios es la existencia de un abierto minimo
para cada uno de sus puntos.

Definicién 1.1.1. Sea X un A-espacio. Para todo x € X, se define el abierto
minimo de x, U,, como la interseccion de todos los conjuntos abiertos que contienen
ax.

Obviamente U, es el menor abierto que contiene a x. De hecho los A-espacios
pueden ser definidos como aquellos espacios con abiertos minimos. Esto es,
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Proposicion 1.1.1. X es un A-espacio si y solo si para todo punto x € X, existe
un abierto minimo U, que lo contiene.

Demostracion. Ya sabemos por la Definicién [I.1.1] que en todo A-espacio se puede
encontrar un abierto minimo para cada punto. Reciprocamente, sea {G,}aca una
familia cualquiera de abiertos de X, con NaepGao # 0 y tomemos z € NyepGa.
Entonces, x € G, para todo a € A. Por hipétesis, U, C G, para todo @ € A, y
por tanto x € U, C NaerGa, luego x € int(NaeaGa). Asi, NueaGo = int(NaerGa)-
Hemos probado que N,ep G, €s un abierto. O

La continuidad de aplicaciones entre A-espacios usando solamente los abiertos
minimos se expresa como sigue.

Proposicién 1.1.2. Sea f : X — Y una aplicacién entre A-espacios. Entonces f
es continua si y sélo si f(U,) C Uy () para todo z € X.

Demostracion. Si f es continua, entonces f~'(Uy(,)) es abierto y x € f~H(Uyw),

luego U, C fH(Ufw))- Esto es, f(Uy) C U

Reciprocamente, si € es cualquier abierto de Y y x € f~1(), tenemos f(x) € Q.
Luego f(U,) € Uyzy € Q. Aqui usamos la hipétesis y la minimalidad de Uy(,. Por
tanto, U, C f~1(Q) y = € int(f~1(2)). Hemos probado que int(f~1(2)) = f~1(Q),
y asi f71(€) es abierto, lo que quiere decir que f es continua. n

La demostracion de la siguiente proposicién es inmediata.

Proposicién 1.1.3. Si (X, 7)) es un A-espacio, entonces para todo conjunto Y C X
el subespacio (Y, 7y) es también un A-espacio. Ademés, para cada y € Y, el abierto
minimo de y en Y es U} = U, NY.

Proposicién 1.1.4. Sean X e Y dos A-espacios. Entonces la unién disjunta X UY
es un A-espacio para el que la familia de abiertos minimos es {Us, Uy }sex yey -

Demostracion. Recordemos que la topologia de X UY la forman los abiertos de X,
los abiertos de Y y todas las uniones (disjuntas) posibles de éstos. En particular, X
e Y son abiertos de X LY y si G es un abierto de X UY que contiene a v € X,
entonces GN X es también un abierto de X. Por tanto U, C G es también el abierto
minimo de z en X UY. Igualmente si tomamos y € Y. O]

Proposicion 1.1.5. Sean X e Y dos A-espacios. Entonces X X Y es un A-espacio.
Ademas, U, x U, es el abierto minimo de (z,y) en X x Y.

Demostracion. Sea G un abierto de X X Y con (z,y) € G. Por definicién en la
topologia producto sabemos que existen U,V abiertos de X e Y, respectivamente,
tales que (z,y) € U x V C G. Como X es un A-espacio, tenemos U, C U y U, C V.
Por tanto U, x U, C G. ]

Recordemos que dado un espacio topolégico X y una relacién de equivalencia R,
se llama espacio cociente por R al conjunto X/R dotado de la topologia cociente
Tr ={U C X/R | p}(U) es abierto de X }, donde p : X — X /R es la proyeccién
canonica. Obsérvese que p es continua para la topologia cociente.

Proposicién 1.1.6. Si X es un A-espacio, entonces X /R también lo es.
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Demostracién. Sea {Q4}aca una familia de abiertos en X/R, es decir, p~(£,) es
abierto de X para cada a € A. Entonces p~'(Naea€a) = Nacap () es abierto
de X por ser A-espacio. Por definicién de topologia cociente, Nyep€2, €s abierto de
X/R. O

Proposicién 1.1.7. En la proposicién anterior, p(U,) es abierto minimo de p(x) si
y s6lo si la aplicacion cociente es también abierta.

Recordemos que una aplicacién (continua o no) f : X — Y es abierta si para
todo abierto G’ de X su imagen f(G) es un abierto de Y.

Demostracion. Si cada p(U,) fuese abierto minimo, seria en particular un conjunto
abierto y como todo abierto G de X se puede expresar como la uniéon G = U, U,
se sigue que p(G) = Uesp(U,) es abierto.

Para probar el reciproco, sabemos que cada p(U,) es un abierto que contiene a
p(x). Si Upay es el abierto minimo de p(z) en Y dado por la Proposicién [I.1.6} la
continuidad de p nos dice que p(U,) € Uy, por la Proposicion . La minimalidad
de Uy nos da p(Uy) = Up(z). O

En lo referente a la convergencia, es bien sabido que la unicidad de puntos limite,
crucial en tantos resultados de analisis, es consecuencia de la conocida como propie-
dad de separacion de Hausdorff. Recordemos la siguiente escala de propiedades de
separacion.

Definicién 1.1.2. Sea (X,7) un espacio topolégico.

1. X es un espacio Ty si para dos puntos cualesquiera x,y € X, existe un entorno
abierto G € (X,7T) tal que,obienz e Gyy ¢ G,obieny e Gy x ¢ G.

2. X es un espacio 17 si dados dos puntos x,y € X, existen entornos abiertos
G1,Gy € (X, T) tales que: € G,y ¢ Gy, y también y € Gy, z ¢ Gs.

3. X es un espacio Ty o espacio de Hausdorff si existen abiertos GG; y G5 tales
quez € G, ye Goy GiNGy =)

Observacion 1.1.1. Ty, = T, = Ty.

En contraste con el punto de vista habitual, dominado por los espacios métricos,
los A-espacios solo tienen interés si ocupan el nivel mas bajo de la escala, el Tj. El
espacio discreto es el tinico entre ellos que aparece en un nivel superior como prueba
el siguiente lema.

Lema 1.1.1. Si un A-espacio es T7, entonces es discreto.

Demostracion. Dados x # vy, existe un abierto 2 de X con x € Q ey ¢ Q. En
particular, U, C Q e y ¢ U,. Asi pues U, = {x} se reduce al elemento x para todo
reX. [

En los A-espacios la propiedad T queda caracterizada como sigue.

Lema 1.1.2. Si X es un A-espacio, entonces U, = U, & {z} = {y}. En particular,
XesTysiysolosiU, =U, &z =y.
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Demostracion. Supongamos U, = U, y sea z € m Entonces U, N {z} # 0, es
decir, x € U,. Por hipétesis, U, = U, C U.. De aqui se sigue que y € U.. Por tanto
z € {y}. Hemos demostrado inclusién {z} C {y}. La otra inclusién se prueba de
forma anéloga.

Si ahora suponemos {z} = {y}, se tiene, en particular, y € {z}, y = € {y}.
Entonces U,N{z} # 0y U,N{y} # 0. Por tanto, z € U, e y € U,. Asi que U, C U,
y Uy, C U,; esto es, U, = U,,.

Si X fuese T entonces m = @ equivale a = y. En efecto, si x # y la
condicién Ty implica que oz ¢ Uy oy ¢ U,. Estoes, U,N{z} =0 o U.N{y} =0, es
decir, y ¢ m ox ¢ @ Reciprocamente, si X no es T entonces existen x,y € X
con x # y vy tales que todo abierto que contiene a x contiene a y y viceversa; en
particular, y € U, y « € U,, por lo que U, C U, y U, C U, y, por tanto, U, = U,
con x # . m

1.2. Conexién por caminos y homotopias en A-
espacios

Aunque los A-espacios son espacios con una pobre propiedad de separacién, en
lo referido a conexion son muy similares a los espacios de interés en la topologia
algebraica y la geometria: poliedros y variedades. Resulta que los A-espacios son,
como aquellos, espacios localmente contractiles y, como consecuencia, localmente
conexos por caminos. En particular, en los A-espacios la conexion y la conexion por
caminos sean equivalentes.

Recordemos que un espacio X se dice localmente contrdctil si para todo z € X
y todo entorno N de z, existe otro entorno N’ de x que es contractil y tal que
N’ C N. Obviamente, para A-espacios esto equivale a decir que el abierto minimo
es contractil.

Lema 1.2.1. Sean f,g: X — Y dos aplicaciones, donde Y es un A-espacio, de for-
ma que Uy(zy C Uyr) 0, equivalentemente, f(x) € Uy, para todo € X. Entonces
fy g son homotdpicas por una homotopia relativa al conjunto {x € X; f(x) = g(z)}.

Demostracion. Sea H : X x [0,1] — Y la aplicacién definida por H(z,t) = f(x)
sit <1,y H(xz,1) = g(z). Nétese que si f(z) = g(z) entonces H(z,t) = f(x) para
todo t. Para comprobar que H es continua, sea {2 cualquier abierto en Y. Dado
(x,t) € HY(Q), si t < 1 entonces H(z,t) = f(x) € Q. Como [ es continua, existe
un abierto V con x € V'y f(V) C Uppy € Q. Asi pues, H(V x [0,1)) = f(V) C Q.
Luego (z,t) € V x [0,1) € H}(Q). Es decir, (z,t) € int(H(Q)).

Por otro lado, si t = 1, H(z,1) = g(z) € Q, y como g es continua podemos
encontrar un abierto W conteniendo a z y contenido en el abierto V' dado maés
arriba tal que g(W) C Uy, € Q. Mas atin, por hipétesis Up,) C Uz C Q. Asi
pues, H(W x [0,1]) = HW x [0,1)) U HW x {1}) = f(W) U g(W) C Q. Esto es,
(r,1) € W x [0,1] € H~Y(Q) y también en este caso tenemos (z,1) € int(H()).
Por tanto, siempre H () es abierto y asi H es continua. ]

Corolario 1.2.1. Si Y es un A-espacio tal que para algin yy € Y se tiene Uy, =Y
o{yo} =Y, entonces Y es contractil.
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Demostracion. Sean f = idy y g = ¢, la identidad y la constante c,,(y) = yo para
todo y € Y. En el priner caso, U, C Y = Uy, para todo y € Y y asi por el Lema
se sigue que idy =~ ¢, es decir, Y es contrictil.

En el segundo caso, necesariamente {yo} N U, # () para todo y € Y y por tanto
Uy, € Uy. De nuevo por Lema [[.2.1] idy =~ ¢y,. O

Corolario 1.2.2. Todo A-espacio X es localmente contractil.

Demostracion. En efecto, para todo x € X sea Y = U, en el Corolario[1.2.1] Nétese
que en la topologia relativa de U,, él es el inico abierto que contiene a x. Entonces
U, es contractil. La minimalidad de U, asegura que X es localmente contractil. [J

Como todo espacio contractil es conexo por caminos, tenemos

Corolario 1.2.3. Todo A-espacio X es localmente conexo por caminos. En parti-
cular, la conexion y la conexién por caminos coinciden en la clase de los A-espacios.

Maés aun, tenemos la siguiente caracterizacion de la conexién para los A-espacios.
Teorema 1.2.1. Sea X un A-espacio X. Las siguientes condiciones son equivalentes.
1. X es conexo

2. Dados z,y € X, existe una secuencia v = 2y,...,2, = y tal que 2; € U, 6
ziv1 € U, para i < s.

3. X es conexo por caminos

Demostracion. Supongamos que X es conexo. Fijamos x € X y consideramos A
como el conjunto de puntos y tales que existe una secuencia como en el enunciado
de z a y.

Se tiene que si AN U, # 0 entonces U, C A. En efecto, dado w € U, e y €

ANU, veamos cémo modificar una secuencia z1, ..., z; de £ a y para encontrar una
secuencia entre x y w:
Siy € U,, ,, entonces la secuencia original se extiende a otra con dos términos

mAs, 241 =P Y Zey2 = W ya que y = 2, y w estdn en U, = U, ,. Si ahora z,_; € U,
entonces consideramos la nueva secuencia qp,...,¢s41 donde ¢; = 2581 <s—1y
s =PV gs+1 = w ya que en este caso 2,1 € U,, , CU, C U, y gs11 € U,,.

De la observacion anterior se sigue inmediatamente que y € A siy sélosi U, C A
y, como consecuencia, A es abierto y cerrado. Por ser X conexo, A =00 A= X.
Como z € A, se sigue que A = X y se tiene (2).

Si se cumple (2), usamos el Corolario para definir un camino o; entre z; y
z;+1 para todo 1 < ¢ < s. Se sigue entonces que existe un camino entre x e y y asi
X es conexo por caminos.

La implicacién (3) = (1) es valida en general. O

Otra interesante consecuencia del Lema es que podemos encontrar para
todo A-espacio X un A-espacio Ty que es homotdpicamente equivalente a él. Con
maés detalle,
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Teorema 1.2.2. Todo A-espacio X tiene un cociente canénico Xy que es Ty. Méas
aun, la aplicacion cociente p : X — X es una equivalencia de homotopia. Adem4s,
para todo x € X, p(U,) es el abierto minimo de la clase [z] € X.

Maés aun, X, se puede suponer un retracto de deformacion de X.

Demostracion. Se define la relacién x ~ y si U, = U,. Sea X, = X/ ~ el espacio
cociente correspondiente a esta relacién. Sabemos que X, es un A-espacio por la
Proposicién [I.1.6] Mds atin, la proyeccién candnica p : X — X es una aplicaciéon
abierta ya que p~!(p(U,)) = U,, pues si y € p~'(p(U,)) entonces existe z € U, con
p(y) = p(2), estoes, U, = U, C U, y asi y € U,. Tenemos, por Proposicién m, que
p(U,) es el abierto minimo de [z]. El espacio Xj es T como consecuencia inmediata
del Lema [1.1.2] pues p(U,) = p(U,) es equivalente a [z] = [y].

Para ver p es una equivalencia de homotopia definimos f : Xy — X, eligiendo
para [x] € X un representante cualquiera, pero fijo, z, ~ z y tomamos f([z]) = z,.
Para comprobar que f es continua. basta observar que para z € X, f~1(U,) =
{[*'] € Xo;2' ~ 2z € Uy} = {[2']; Uy C U} = p(Us).

Por otra parte, es obvio que p o f = idx,. Ademas, por definiciéon de f y la
relacion “~7, se sigue la igualdad Uy () = U, = U,, y obtenemos una homotopia
H entre fopy idx como consecuencia del Lema [1.2.1}

Finalmente, la restriccién de f a la imagen f : Xo — f(Xj) es un homemorfismo

yasi fop: X = Xog— f(Xo) es un retraccién de X sobre f(Xj) ya que para todo
F([z]) € f(Xo) tenemos f(q(f([z])) = f([z]). Ademés es un retracto de deformacién
pues si i @ f(Xp) — X es la inclusion, la homotopia H encontrada anteriormente
nos da una homotopia entre 7 o fo p = fopylaidentidad de X.

Para comprobar que f es un homeomorfismo sélo hay que ver que su inversa

1 f(Xo) — X es continua, pero esto es inmediato ya que f~! = p|f(X,). O

Nota 1.2.1. El teorema anterior es debido a M. McCord ( [14], Teorema 4) y nos
dice que, desde el punto de vista homotodpico, no hay pérdida de generalidad si nos
centramos en los A-espacios Tj.



Capitulo 2

La teoria del orden vista desde la
topologia

Los conjuntos parcialmente ordenados pueden ser estudiados topolégicamente
como A-espacios Tj, pues ambas clases de objetos mateméticos son equivalentes. En
la primera seccion estudiaremos este hecho con detalle. En las otras dos secciones se
estudia la teoria de homotopia de los A-espacios Ty con el lenguaje de la teoria del
orden.

2.1. Conjuntos ordenados y A-espacios

Definicién 2.1.1. Un preorden R en un conjunto X es una relacién reflexiva y
transitiva. Si un preorden R en X es ademas antisimétrico, se llamard orden par-
cial (o simplemente orden en X) y decimos que (X, R) es un conjunto parcialmente
ordenado o un poset. Se denota por x < y si (x,y) € Ry se escribird (X, <) por
(X, R).

Dos elementos z e y del conjunto preordenado (X, <) se dicen que estén relacionados
o que son comparables si x < y 6 x > y. De lo contrario, se dicen incomparables.

Si cada par de elementos son comparables, se dice que (X, <) es un conjunto to-
talmente ordenado. En general, cualquier subconjunto totalmente ordenado de un
poset se llamara cadena. Un subconjunto A C X se dice una anticadena si ningin
par de sus elementos son comparables.

Un elemento = de un conjunto preordenado X se dice mazimal (minimal) si para
cada z en X con x < z (z < x, respectivamente) implica x = z. Se denotard por
Max(X) (Min(X), respectivamente) al conjunto de los elementos maximales (mi-
nimales, respectivamente) de X.

Es inmediato comprobar que tanto Max(X) como Min(X) son anticadenas.

Definicién 2.1.2. Una aplicacién entre conjuntos preordenados f : (X, <) —
(Y, <) se dice que preserva el orden (o que es una aplicacion ordenada) si para
r < 2’ se tiene f(x) <X f(2’). Se dice que invierte el orden (o es antiordenada) si
para x < 2’ se tiene f(z’) X f(x).

La aplicacion anterior se dice que es un isomorfismo entre conjunto preordenados si
es una biyeccién tal que f y f~! son aplicaciones ordenadas. Si son antiordenadas
se llama antiisomorfismo.

15
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Definicién 2.1.3. Un subconjunto S C X se llama conjunto decreciente siy < x €
S implica y € S, para x,y € X. Paraz € X, | x = {y € X : y <z} es un conjunto
decreciente llamado ideal principal generado por x.

De igual manera, un subconjunto S C X se llama conjunto creciente si y > x € S
implica y € S, para z,y € X. Parax € X, 1t v = {y € X : y > z} es un conjunto
creciente llamado filtro principal generado por x.

Una vez establecidas las nociones principales de los posets, vamos a describir la
identificacién entre A-espacios y conjuntos preordenados, debida a Alexandrov ( [1])
y a Tucker ( [17]). Denotaremos por Alex a la clase de los A-espacios y aplicaciones
continuas, y por PreOrd a la clase de los conjuntos preordenados y aplicaciones
que preservan el orden.

Lema 2.1.1. Si < es un preorden en X, entonces, para todo x € X, el ideal principal

tr={yeX:y<a},

es el abierto base minima para una A-topologia sobre X tal que sus abiertos son
exactamente los conjuntos decrecientes (equivalentemente, los cerrados son los con-
juntos crecientes).

Maés atn, si < es un orden parcial, entonces esta topologia es T.

Definicién 2.1.4. La topologia anterior se conoce como topologia del preorden <y
se denota por T<.

Nota 2.1.1. También la familia de filtros principales 7 x son los abiertos minimos
para una A-topologia, que es justamente la topologia del preorden opuesto definido
por x <Py siy < x.

Reciprocamente, se tiene el siguiente resultado.

Lema 2.1.2. En todo A-espacio (X,7T) se puede definir un preorden < llamado
preorden de especializacion en T, estableciendo x <7 y si se cumple una de las
siguientes condiciones equivalentes:

y€ {2} <=1 cU, < {y} C {z}.
Més aun, si (X, T) es Tp, entonces el preorden < es, de hecho, un orden parcial.
El siguiente teorema da la equivalencia entre preérdenes y A-topologias.

Teorema 2.1.1. Toda relacién de preorden < sobre un conjunto X coincide con el
preorden de especializacion de su topologia. Mas aun, toda A-topologia 7 sobre X
es la topologia de su preorden de especializacién. Ademas, f: (X, <) — (Y, <) es
ordenada si y solo si f : (X, 7<) — (Y, 7<) es continua.

Nota 2.1.2. Obsérvese que el abierto minimo de un punto z, U,, puede definirse,
respecto al preorden de especializacion <, como

U :xl/ Z,
mientras que la clausura, {x}, puede definirse como

{z} =tz
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Nota 2.1.3. Dado un espacio finito X, una aplicacién inyectiva o sobreyectiva conti-
nua f : X — X es un homeomorfismo, ya que por ser X finito, f es una biyeccion
y por tanto una permutacién de X, luego existe un entero n > 1 tal que f" = Idx.

Nota 2.1.4. Los elementos minimales de un conjunto preordenado (X, <) son los
abiertos unitarios de la A-topologia asociada al preorden y a su vez, los elementos
maximales de X son conjuntos cerrados unitarios. En particular, Min(X) es un
subespacio abierto discreto y Max(X) es un subespacio cerrado discreto. Como
todo poset finito tiene algin elemento maximal y minimal, todo espacio finito T
posee al menos un punto que es subconjunto cerrado y otro punto que es abierto.

El Teorema puede reescribirse de la siguiente forma:

Teorema 2.1.2. Existe una equivalencia entre la clase Alex y la clase PreOrd,
que hace corresponder a un A-espacio (X,7) el conjunto preordenado (X, <r),y
a una aplicacién continua f : (X, Tx) — (Y, Ty) ella misma vista entre conjuntos
preordenados, f: (X, <7,) — (Y, <% ).

Esta equivalencia se restringe a una equivalencia entre los A-espacios Ty y los
conjuntos parcialmente ordenados.

Por tanto, para estudiar A-espacios Ty podemos dedicarnos a estudiar posets y
viceversa. Esto serd bastante utilizado en los proximos capitulos.

Terminamos esta seccién con las caracterizaciones de la conexién y la compacidad
que tenemos de los A-espacios vistas desde el punto de vista de los posets. Para la
conexion se tiene como consecuencia inmediata del Teorema [L.2.1

Teorema 2.1.3. Un A-espacio X es conexo (0, equivalentemente, conexo por ca-
minos) si y solo si existe una secuencia de elementos comparables para el orden de
especializacién entre dos puntos cualesquiera de X.

Para la compacidad se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.1.4. Un A-espacio es compacto si y solo si Maz(X) es finito, y todo
z € X es menor que algin elemento de Maxz(X).

Demostracion. Supongamos que X es compacto, entonces del recubrimiento de X
por abiertos minimos X = U,cxU, podemos extraer un subrecubrimiento finito
X = U, U---UU,,. Podemos suponer que ningin par en J = {x1,Z,...,2s}
es comparable, ya que si z; < z; entonces U, C U,, y podemos eliminar U,, del
subrecubrimiento obtenido. De ello se sigue inmediatamente que J = Maxz(X) y
que todo elemento de X es menor que algin z;.

Si se cumplen las condiciones del teorema, dado cualquier recubrimiento por
abiertos X = U,eaQ4, para cada x € Maz(X) consideramos un indice a(z) € A
tal que x € Qq ;). Entonces U, C €y, y tenemos, por la segunda condiciéon, X =
UzeMaz(x)Uz € Uzeraz(x)Sa(z), €8 decir X es compacto. O
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2.2. Homotopia en A-espacios y orden

Es natural buscar una formulacion de las homotopias entre aplicaciones continuas
de A-espacios en términos de alguna relacién de orden entre tales aplicaciones. Para
ello comenzamos observando que si X e Y son A-espacios (o, equivalentemente,
conjuntos preordenados), se puede dotar al conjunto Y de las aplicaciones continuas
de X en Y del orden:

f <gsif(x) <g(x)en el preorden de Y para todo x € X. (2.1)

Para espacios finitos esta relacién de preorden permite caracterizar la homotopia
entre aplicaciones. En efecto, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 2.2.1. Sea X un espacio finito e Y un A-espacio cualquiera. Entonces
dos aplicaciones f,g : X — Y son homotdpicas si y solo si existe una sucesion de
aplicaciones fo, ..., f, tales que fo = f, fn, = g v f; es comparable a f;,; para todo
0 <i<n—1respecto al orden en (2.1).

Demostracion. Sea H : X x I — Y una homotopia entre las aplicaciones f y g.
Por continuidad, para cada z € X y t € [ existe un € = €(x,t) > 0 tal que
H(U, x (t — €t +€)) € Upay (ver Proposicién [[.1.2). Como X es finito, para
cada t € I se puede tomar €(t) = min{e(z,t);x € X}. Tenemos entonces que dado
cualquier t € I,

H(U, x (t —€(t),t +€(t)) € Un(ay para todo x € X. (2.2)

Sea d > 0 el nimero de Lebesgue del recubrimiento de I por los intervalos
(t—e€(t),t+e(t)) (t€l). Ahorasea 0 = sy < s1 < --- < s, = 1 una particién de
tal que s;41 — s; < § para todo i. Asi pues para cada subintervalo [s;, s;11] existe un
t; € I con [s;, ;41| C (t; — €(t;), t; + €(t;)) y por

H(Uy %[5, 8i+1]) € Uni(a,,) para todo x € X.

En particular, para las aplicaciones continuas f; = H|xx{s,} ¥ 9i = H|xx{,} tenemos
filz) < gi(x) > fiqa(x). Estoes, f=fo<gp=>2fi<ga>fo<. . fo1 < g1 >
Jn=1y.

Reciprocamente, si tenemos una secuencia f = fy,..., f : n = g de aplicaciones
comparables por el orden , por la transitividad de la relaciéon de homotopia
podemos suponer que la secuencia se reduce a f < g (o g < f, que es un caso
andlogo) y el resultado sigue directamente del Lema[1.2.1] O

La secuencia en el Teorema se puede conseguir de manera que la diferencia
entres dos aplicaciones consecutivas de la misma sea solo en un punto. Esto es,

Proposicion 2.2.1. Sean f,g: X — Y dos aplicaciones homotopicas entre espa-
cios finitos Ty. Entonces existe una sucesion f = fo, f1,..., fn = ¢ tal que para todo
0 <17 < n existe un punto x; € X con las siguientes propiedades:

1. fi'y fiy1 coinciden en X — {z;}.
2. filws) < fixa(ws) 6 figa (i) < filzs).
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Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que f = fy < g pues el
caso fy > g es anadlogo y podemos razonar paso a paso en la secuencia dada entre f
y g por el |Corolariof[2.2.1].

Se define el conjunto A = {x € X : f(x) # g(x)}. Si A = (), entonces f = g y no hay
nada que probar. Supongamos, por tanto, A # ) y sea zy un punto maximal de A.
Se define f; : X — Y como fi(x) = f(z) si x # xo y fi(zo) = g(xp). Afirmamos
que fi es continua. En efecto, si x < 2’ con z, 2’ # xo, fi(x) = f(x) < f(2) = f1(2)
por ser f continua. Ahora, si x < xq entonces fi(z) = f(z) < g(x) < g(zo) = f1(x0),
usando la continuidad de g.

En caso de que zy < x, la maximalidad de xy es A nos dice que f(z ) g(x) a

menos que z = zo. Entonces si g < z, fi(zo) = g(x0) = f(x0) < f(z) = fi(z). Esto
demuestra la continuidad de f;. Més ain, fi < gy 4 = {z € X; fi(x) # g(x)} =
A— {.%0}

Ahora repetimos el razonamiento con A;. Reiterandolo llegamos a agotar A y obte-
nemos una secuencia f = fo < 1 <--- < f, =g. O

De acuerdo con el Teorema [2.2.1] para la topologia de Alexandrov asociada al
preorden en , la conexion por caminos corresponde a la conexion por secuencias
de aplicaciones comparables para ese preorden.

En teoria de homotopfa, si al conjunto YX de la aplicaciones continuas de X a Y’
se le dota de la topologia compacto-abierto, entonces la relacién de homotopia entre
aplicaciones en Y se corresponde con la conexién de la topologia compacto-abierto.

Recordemos que la llamada topologia compacto-abierto es la topologia generada
por todas las intersecciones finitas de la forma NP, (K;, U;) siendo, para cada i, K;
y U; conjuntos compactos y abiertos de X e Y, respectivamente, y (K,U) = {f €
YX f(K) C U}

Para la topologia compacto-abierto se tiene el siguiente resultado, conocido como
ley exponencial (ver [15]; Teorema 46.11). Recordemos que un espacio X se dice
localmente compacto si para todo punto x € X y para todo entorno N de x existe
un entorno més pequeno de x, K C N, que es compacto. El teorema dado en [15]
exige la propiedad de Hausdorff, pero esta no es necesaria (ver [11], Teorema 1.5.10).

Teorema 2.2.2. Sean Y y Z espacios topoldgicos cualquiera y sea X localmente
compacto (no necesariamente de Hausdorff). Entonces si Y estd dotado de la to-
pologia compacto-abierto, la continuidad de i : X x Z — Y es equivalente a la

continuidad de la aplicacién h : Z — YX. Es decir, que la aplicacién h — h induce
una biyeccién YX*Z = (YX)Z,

Como consecuencia inmediata del teorema anterior, si tomamos Z = [0, 1], el
intervalo unidad euclideo, se tiene la siguiente identificacién de las homotopias como
caminos entre aplicaciones.

Corolario 2.2.1. Sea X un espacio localmente compacto. Entonces para todo es-
pacio Y, dos aplicaciones continuas f,g: X — Y son homotdpicas si y solo si estan
conectadas por un camino en Y con la topologfa compacto-abierto.

En general, si X es un A-espacio localmente compacto, la topologia compacto-
abierto no coincide con la topologia para el preorden en , por lo que a una
homotopia no siempre se le podra asociar una secuencia de aplicaciones comparables.
Sin embargo, esto si ocurre para los espacios finitos, mas explicitamente:
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Proposicion 2.2.2. Si X es un espacio finito e Y es cualquier A-espacio, la topologia
compacto-abierto sobre Y coincide con la A-topologfa del orden en (2.1)).

Una demostracién de este resultado se encuentra en [3].

Habitualmente, la caracterizacion de las homotopias como secuencias de aplica-
ciones comparables dada en el Teorema se presenta como consecuencia inme-
diata del Corolario (ver [13], [2]). La demostracién que se da aqui del Teorema
es una demostracion directa que solo utiliza resultados topolégicos del Grado
de Matematicas. La hemos tomado de [3].

2.3. Espacios finitos minimales

Para los conjuntos finitos, la caracterizacién de aplicaciones homotopicas dada
en la Proposicién permiti6é a Stong (ver [16]) dar un método para reducir el
estudio de los tipos de homotopia de estos espacios al de tipos de homeomorfia. Para
ello usé la siguiente definicion en términos del orden de especializacion.

Definicién 2.3.1. Sea X un A-espacio. Un punto z € X se dice que es eliminable
ascendentemente si existe y € X con y > z tal que z > x implica z > y. De forma
similar, un punto x € X se dice que es eliminable descendentemente si existe y € X
con y < x tal que z < y para todo z < z. Se dird que un punto es eliminable si lo
es ascendentemente o descendentemente .

Siz € X es un punto eliminable, X —{z} se llamard una reduccion de X. Se dice
que X se reduce a Y si existe una secuencia de reducciones X = Xg,..., X, =Y. Un

A-espacio se dice minimal si es Ty y no tiene puntos eliminables. A todo subespacio
minimal de un A-espacio que sea retracto de deformacion de X se le llama un nicleo

de X.

Para los espacios minimales finitos los tipos de homotopia se reducen al los
tipos de homeomorfia. Més explicitamente, Stong (ver [16]) obtuvo los siguientes
resultados.

Teorema 2.3.1. Si X es un espacio minimal finito y f : X — X es homotépica a
la identidad entonces f es la identidad.

Demostracion. De acuerdo con el Teorema podemos suponer que idx < f o
[ <iidx. Supongamos idy < f.Por la Proposicién [2.2.1 podemos suponer que existe
zo € X tal que f(z) =x si x # xo.

Como zg < f(xg), si existe 1 € X con xg < x1 y g # x1, por la continuidad de
f se tiene z¢ < f(xg) < f(x1) = x1. Por tanto z( seria un punto eliminable gracias
a f(xo). Esto lleva a contradicciéon pues X es minimal.

La observacion anterior lleva a que xy debe ser un elemento maximal, pero enton-
ces f(xg) = xo y f es la propia identidad. El caso f < idy es andlogo , apareciendo
Zp como un punto eliminable descendentemente. O]

Corolario 2.3.1. Toda equivalencia de homotopia entre espacios minimales finitos
es un homeomorfismo.

Demostracion. Si f : X — Y es una equivalencia de homotopia, existe g : Y — X
tal que fog ~1idy y go f ~ idx. Entonces por el Teorema fog=idyy
go f=1idx. m
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Ademas del resultado anterior, Stong también probd en [16] la existencia de
nucleos para los espacios finitos. Empezamos con al siguiente proposicién.

Proposiciéon 2.3.1. Si z es un punto eliminable en X, entonces la inclusién ¢ :
X —{z} — X es un retracto de deformacién.

Demostracion. Supongamos que x € X es un punto eliminable ascendentemente y
sea y > x tal que para todo z > x se tiene z > y. Definimos entonces la retracciéon
r: X — X —{z} tomando r(z) = zsi z # x y r(x) = y. Es obvio que r > id.
Probamos ahora que r es continua y de esta forma ¢ o r ~ id por el Teorema [2.2.1]
Para ver la continuidad, supongamos que w < w’. Si w,w’ # x, por definicién
r(w) =w < w =r(w). Si w =z, entonces r(w) =y < w' = r(w’). Finalmente, si
w' =z tenemos r(w) =w <z <y = r(w).

En el caso en el que x sea eliminable descendentemente se razona de manera
analoga. O]

Teorema 2.3.2. Sea X un espacio finito. Entonces X admite un nicleo.

Demostracion. De acuerdo con el Teorema [1.2.2] X admite un retracto de defor-
macién que es Ty, por lo que se puede suponer que X ya es Ty. Ademas por la
Proposicién el quitar un punto eliminable se corresponde con un retracto de
deformacion. Podemos hacer asi desaparecer los puntos eliminables que nos vayan
apareciendo hasta llegar a un ntcleo de X tras una secuencia de retractos de defor-
macion. O

Corolario 2.3.2. Dos espacios finitos son homotépicamente equivalentes si y sélo si
tienen nucleos homeomorfos. En particular, todas los nicleos de un mismo espacio
finito son homeomorfos.

Demostracion. De la propiedadd transitiva de la relacion de homotopia se sigue que
los nicleos de X e Y son homotépicamente equivalentes. Entonces por el Corolario
2.3.] estos nticleos son homeomorfos. ]
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Capitulo 3
Topologia simplicial y A-espacios

Dado que vamos a usar triangulaciones de espacios, introduciremos los resultados
bésicos de la Topologia Simplicial en este capitulo.

Después de esto, veremos que existe una estrecha relacién entre los complejos
simpliciales y los espacios de Alexandrov.

3.1. Complejos simpliciales

Una coleccion de puntos {ag,...,a,} € R™ se dice afinmente independiente si
los vectores {a; — ag, . ..,a, — ap} son linealmente independientes.
El n-simplice generado por {ay,...,a,} es el conjunto convexo

o’ = {xeRm:x:i/\i(zi con i)\izl,)\iZO}.
i=0 i=0

Los coeficientes \; son llamados coordenadas baricéntricas y los puntos a; con 0 <
i < n se llaman vértices de o y se escribird o = (ay, . .., a,) para dar explicitamente
los vértices de o. Asi, un 0-simplice es un punto, un 1l-simplice es un segmento, un
2-simplice es un tridngulo y un 3-simplice es un tetraedro.
Dado un simplice o, el interior (afin) de o es el conjunto

3:{x€0:/\i>0paratod00§i§n}.

Definicién 3.1.1. Sean o y 7 dos simplices en R™. Se dice que 7 es cara de o y se
denota por 7 < o, si los vértices de 7 son vértices de o.

SiT#o0y7 <o sedice que 7 es una cara propia de o y se denota por 7 < 0.

Si T < o, se dird que 7 es una cara abierta de o.

La unién de caras propias de un n-simplice o = (aq, . .., a,) se llama borde de o, y se

denota por . Nétese que 0 = {z € 0 : & = Yoo Aia; tal que \; = 0 para algin j},

y por tanto o=0—0.
Lema 3.1.1. Se tienen las dos propiedades siguientes:
1. Todo simplice es unién disjunta de sus caras abiertas.

2. Dos caras de un mismo simplice o son disjuntas o se encuentran en una cara.

23
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Definicién 3.1.2. Se llama complejo simplicial a una coleccion K finita de simplices
en algin espacio euclideo R"™ verificando:

1. Si 01,09 € K entonces o1 Noy =0 6 01 N oy es una cara comun de o; y 0.
2. Sice Kyt <o entonces 7 € K.
Como consecuencia del [Lemal[3.1.7] se tiene:

Lema 3.1.2. Sean 0,7 € K con 6 N7 # 0. Entonces o < 7.

Definicién 3.1.3. La dimension de K es el nimero méx{dimo:0 € K}. Un
simplice o se dird que es un simplice marimal en K si es de maxima dimension
en K.

Un simplice o de un complejo K se dice principal si no existe ningin simplice 7 € K
tal que o < 7. En particular, los simplices maximales de K son simplices principales.

Nota 3.1.1. Noétese que todo simplice o determina un complejo simplicial al consi-
derar ¢ y todas sus caras.

En lo que sigue, o denotara indistintivamente un simplice o el complejo simplicial
determinado por él.

Definicién 3.1.4. Un subcomplejo L C K es un conjunto de simplices de K que es
a su vez un complejo simplicial. Se llama m-esqueleto de K y se denota por K™ al
subcomplejo

K" ={ce€ K:dimo <m}.

A KO se le llama el conjunto de vértices de K y los 1-simplices seran llamados las
aristas de K.

Definicién 3.1.5. El conjunto de los puntos de los simplices de K se denomina
poliedro subyacente de K,y se denotard por |K|. Se tiene que |K| =J{o:0 € K}.
Como consecuencia inmediata del Lema se tiene que todo = € | K| estd en el
interior de un unico simplice de K, llamado simplice soporte de x.

Definicién 3.1.6. Sean K; y K, complejos simpliciales y ¢ una aplicacion definida
entre los vértices de Ky y Ks. Se dice que ¢ es una aplicacion simplicial si dado
un simplice ¢ € K; con 0 = (v, ...,v,), los vértices p(vg),...,p(v,) estan en un
mismo simplice de K5. Una aplicaciéon simplicial entre K y L se denotara como
¢ : K — L. Nétese que la composicién de aplicaciones simpliciales es siempre una
aplicacion simplicial. Un isomorfismo simplicial entre dos complejos simpliciales K
y K, es una biyeccién ¢ entre los vértives tal que (vy, ..., v,) es un simplice de K;
si y solo si (¢(vg), ..., v(v,)) lo es de K.

Toda aplicacién simplicial ¢ : K; — K, da lugar a una aplicaciéon continua
que seguimos denotando ¢ : |K;| — |K5| definida por extension lineal. Esto es, si

T =" Av €0 =(vp,...,0,) sedefine p(x) =D Nip(v;).

Definicién 3.1.7. Sea K un complejo simplicial y 0 € K un simplice. Se llama
estrella de o en K al subcomplejo simplicial

st(o; K) ={1 € K : existe p € K con 7,0 < p}.
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Obsérvese que |st(o; K)|=U{p:p € K,o0 < u}.
Six € |K| se define la estrella de x en K como el subcomplejo

st(r; K)={r € K :existe p€ K conz € py 7 < p}.

Por otra parte, se define la estrella abierta de x € |K| como el conjunto

sot(x;K):U{ﬁ:,uEnyEM}.

La propiedad clave de la estrella abierta es que define un abierto de la topologia
de |K|. Esto se debe al hecho de que cuando la interseccién st(z; K)No no es vacia,

entonces r € o y esa interseccién es justamente la diferencia ¢ — o,, donde o, es el
simplice soporte de x, que es un abierto de o.

Definicién 3.1.8. Se define el engarce o link de ¢ en K como el subcomplejo
simplicial
lk(o;K)={pestioc;K):acnp=0}.

Asi mismo, se define el engarce o link de x € |K| como el subcomplejo
lk(x; K)={ocest(x;K):x¢o}.

Definicién 3.1.9. Dos conjuntos finitos A, B C R" se dicen unibles si AU B es
afinmente independiente. Se define la union simplicial de A y B como el simplice
de vértices AU B o equivalentemente, como el conjunto

AB={)da+pb:a€ Abe B\, u>0; A +pu=1}.

Dos complejos simpliciales, K y L se dicen unibles si todo 0 € K es unible con todo
T € L. Se define la union simplicial de K y L, denotada por K * L, como el complejo
simplicial:

KxL={o,r,or:0€ K,7 € L}.

Se define el cono de un complejo simplicial K € R™ como la unién simplicial de
K y un vértice v. Se denota como vK y se dira cono de vértice v y base K.

Anélogamente, se define la suspension de K como la union simplicial de K con
dos vértices u y v. Se denota por {u,v}K y se dird suspensién de K con vértices u

y 0.

Nota 3.1.2. Sean K, Ky, K3 complejos simpliciales unibles tales que cada uno de

ellos es unible a la unién simplicial de los otros dos. Es inmediato comprobar que
(Kl * KQ) * Kg = K1 * (KQ * Kg)

Corolario 3.1.1. La unién simplicial por un cono, es un cono.

Demostracion. Sean K = aZ un cono y L un complejo simplicial. Por la
KxL=(axZ)*L=ax(ZxL), que es un cono. O
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3.2. La subdivision baricéntrica

Definicién 3.2.1. Sean K y K’ complejos simpliciales. Se dice que K’ es una
subdivision de K si se cumplen las siguientes propiedades:

1. |K| = |K.

2. Todo simplice de K es unién de simplices de K’. En particular, los vértices de
K son vértices de K.

Se tiene especial interés al caso de la subdivision baricéntrica.

Definicién 3.2.2. Dado un n-simplice o se llama baricentro de o al punto

1
blo) = Z nr 1w

i=0
donde o = (ag, . .., ay).

Definicién 3.2.3. Sea K un complejos simplicial. Dada una secuencia de simplices
de K ordenada por la relacién de cara oy < 01 < --- < 0, € K, el conjunto de
sus baricentros {b(oy),...,b(0,)} es afinmente independiente y determina asi un
simplice contenido en o,. La subdivision baricéntrica de K, sdK, es el complejo
simplicial formado por estos simplices. De esta forma los vértices de sdK son los
baricentros de los simplices de K. En particular los vértices de K siguen siendo
vértices de sdK.

Nota 3.2.1.

1. Si 0 es de dimension n, los n-simplices de sdK contenidos en o estan en
biyeccién con las permutaciones de los vértices de o.

2. Para subdivisiones baricéntricas reiteradas se usa la notacién sd™ K = sd(sd™ ' K)
conm>1ysd’K = K.

3.3. Complejos simpliciales abstractos

Una vez introducidos los conceptos basicos sobre complejos simpliciales, vamos
a estudiar la relacion que tienen con los objetos de interés para nosotros, los A-
espacios.

La estructura combinatoria de un complejo simplicial puede ser definida sin hacer
referencia a ninguna representacion espacial.

Definicién 3.3.1. Dado un conjunto V', un complejo abstracto con vértices en V'
consiste en una coleccién no vacia de partes finitas de V', A, verificando las siguientes
condiciones:

1. A contiene todos los subconjuntos unitarios de V.

2. Dado X € A, todo subconjunto de X pertenece a A.
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A los elementos de V' se les llama vértices de A, y a los subconjuntos de A simplices
de A.

La dimension de A es el nimero (posiblemente infinito):
dim A = sup {card(X) : ¥ € A} — 1.

Es claro que todo complejo simplicial K determina un complejo abstracto A(K)
donde los vértices de A(K) son los vértices de K y los simplices de A(K') son los
conjuntos de vértices de K situados en un mismo simplice de K.

La definicion de aplicacion simplicial entre complejos abstractos es inmediata:
dados dos complejos abstractos A; y Ay una aplicacién entre sus conjuntos de vérti-
ces ¢ : Vi — Vi se dice aplicacion simplicial si para todo simplice s de A;, ¢(s)
es un simplice de Ajs. De esta forma, ¢ serd un isomorfismo simplicial si ademas es
una biyeccién entre Vi y V5. Una aplicacion simplicial se denota ¢ : A; — As.

Definicién 3.3.2. Una realizacion geométrica de un complejo abstracto A es un
complejo simplicial K cuyo complejo abstracto A(K) es simplicialmente isomorfo a

A.

Teorema 3.3.1. Todo complejo abstracto finito A con n vértices admite una rea-
lizacién geométrica en R™.

Demostracion. Sea V = {vy,...,v,} el conjunto de vértices de A. Consideremos el
(n —1)-simplice A C R™ de vértices los puntos e¢; = (0,...,1,...0) con 1 en el lugar
1 para 1 < ¢ < n.

Sea K el complejo simplicial formado por por aquellas caras de A, (e;,,. .., ¢€;.),

tales que {v;,,...,v;,} es un simplice de A. Es inmediato que K es una realizacién
de A en R™. O

Notacion 3.3.1. A partir de ahora todo complejo abstracto se identificara con una
realizacion geométrica suya.

3.4. Poliedros asociados a espacios finitos

Sea X un espacio finito Tj, se llama complejo orden de X al complejo abstracto
K(X) tal que los vértices de K(X) son los puntos de X y sus simplices son las
cadenas finitas del orden de especializacién de X (ver [Seccién|[2.1). Més atn, toda
aplicacion continua f : X — Y entre espacios finitos Ty define una aplicacion
simplicial IC(f) : K(X) — K(Y) que envia la cadena zy < 27 < --- < z,, en la
cadena f(xg) < f(z1) < --- < f(z,). Denotaremos también por K(f) a la aplicacién
continua inducida entre los correspondientes poliedros [IC(X)| y |[IC(Y)].

Para el poliedro |KC(X)| siempre es posible definir una aplicacién ¢ x : |[K(X)| —
X de la siguiente manera: dado z € [K(X)],sea s = {xg <z < --- < x,} el simplice
soporte de z en K(X). Entonces se toma

¥x(z) = xg = mins.

La continuidad de ¢x se sigue de que, para todoz € X, v~ (U,) = U, <, st(y, L(X)).
Mads ain, 1 x hace que el siguiente diagrama sea conmutativo:



28 CAPITULO 3. TOPOLOGIA SIMPLICIAL Y A-ESPACIOS

K(f)
[KX)| —=|K(Y)] (3.1)
wxl lwy
X Y
La conmutatividad sigue de la observacién de que si s = (xg < 27 < -+ < x,)

es el simplice soporte de z, entonces, por definicién, K(f)(z) tiene a K(f)(s) como
simplice soporte; ademds, por preservar f el orden, f(mins) = min f(s).
McCord demostré en ( [14], Teorema 1) el siguiente teorema:

Teorema 3.4.1. (Teorema de McCord). Para todo espacio finito X y Tp, la aplica-
cién 1 x es una equivalencia de homotopia débil.

Recordemos la nocién de equivalencia de homotopia débil:

Definicién 3.4.1. Si [X,Y] denota el conjunto cociente YX/ ~ por la relacién de
homotopia, toda aplicacién f : Y — Z induce una aplicacién f, : [X, Y] — [X, Z]
dada por f.([g]) = [f o g]. Obsérvese que si g ~ ¢' y f ~ f’, entonces se tiene que
fog >~ f'og' por la compatibilidad de la relacién de la homotopia con la composicién
de aplicaciones. En particular, f, estd bien definida y f, = f/.

Una aplicacién continua se llama una equivalencia de homotopia débil si para todo
complejo simplicial finito K se tiene que f, : [|K|, X] — [| K], Y] es una biyeccién.
Dos espacios X e Y son del mismo tipo de homotopia débil (o débilmente homotipi-
camente equivalentes) si existe una secuencia de espacios X = Xo, X1,..., X, =Y
tal que para cada 1 < ¢ < n hay equivalencias débiles X; — X; 11 6 X;11 — X;. Se
denotara por X ~; Y

Nota 3.4.1. Es claro que toda equivalencia de homotopia es una equivalencia de
homotopia débil. Mds atin, el reciproco es cierto para los poliedros ( [9]). Como
consecuencia se obtiene que si X e Y son espacios finitos Ty del mismo tipo de
homotopia débil, entonces sus complejos de orden definen poliedros del mismo tipo
de homotopia.

3.5. Espacios finitos asociados a complejos

De forma analoga a lo que hemos visto en la tltima seccion, dado un complejo
simplicial K podemos obtener un poset de manera natural X(K) = (X(K), <),
donde los puntos de X' (K) son los simplices y ”<”la relacién ser cara.

Si nos fijamos, en el espacio finito asociado a este orden, el abierto minimal U,
de s € X(K) coincide con el subcomplejo de K formado por s y todas sus caras.
Dada una aplicacién simplicial f : K — L, se define X' (f) : X(K) — X (L) por
X(f)(s) = f(s). Notese que X (f) preserva el orden y por tanto es continua entre
los espacios finitos. A X' (K) se le llama espacio finito asociado a K.

Existe un isomorfismo simplicial Ag : K(X(K)) — sd(K) que asocia a cada
cadena o < -+ < g, el simplice (b(oy),...,b(0,)). Mas atn, si ¢ : K — L es una
aplicacién simplicial, el siguiente diagrama es conmutativo, donde sd(y) : sd(K) —
sd(L) es la aplicacién simplicial inducida por ¢ que lleva el baricentro b(o) en el
baricentro b(y(0)):
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K(X(K)) 22 k(2 (L)) (3.2)
AKlg =Py’
K L

De acuerdo con el [Ieoremal|3.4.1] tenemos una equivalencia de homotopia débil
Vi ¢ IK(X(K))| — X(K).

Teorema 3.5.1. Mediante el isomorfismo simplicial Ax se obtiene una equivalencia
de homotopfa débil @ = thxx) 0 A\g' : |K| = |sdK| — |[K(X(K))|] — X(K).
De hecho, la aplicacién es natural en el sentido de que el siguiente diagrama es
conmutativo:

1sd(K)| 2L 1sd(L))| (3.3)
¢Kl~ Nl¢L
K X(p) L

donde ¢ : K — L es una aplicacién simplicial. Esto es consecuencia de la

conmutatividad de los diagramas (3.1) y (3.2)).

Nota 3.5.1. Aunque |K| = |sdK]|, el diagrama anterior no es conmutativo si se
sustituye sd(y) por @, pues en general, sd(¢) y ¢ no coinciden como aplicaciones
entre poliedros. No obstante, ¢ : K — L es aproximacién simplicial de sd(y) :
|K| = |sdK| — |sdL| = |L|, ya que el simplice soporte de sd(¢)(x) en L coincide
con el de p(z). Asi, ambas aplicaciones son homotépicas y se tiene, por tanto, que
$pop~X(p)odg.

Mediante los operadores X y K se definen y desarrollan, para espacios finitos
Ty, herramientas analogas a las de la topologia simplicial, basadas en las ideas de
subdivisién baricéntrica y aproximacion simplicial. Asi, se define la subdivision ba-
ricéntrica del espacio finito Ty X como el espacio finito sdy(X) = X o K(X). Esta
consecuencia se puede iterar y se obtiene la n-ésima subdivision baricéntrica de X
como sd%(X) = (X o K)"(X). Ademsds, toda aplicacién h : X — Y entre espacios
finitos Ty define una aplicacién sdyh = (X o K)™(h). Si el isomorfismo simplicial
Ak del diagrama se usa como identificacién, sd™ y sd% estan ligados por la
igualdad K o sd%(X) = sd™ o K(X).
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Capitulo 4

Modelos de Alexandrov de
espacios topoloégicos

En este capitulo vamos a dar algunos ejemplos de A-espacios que via el operador
KC, modelizan en la clase Alex importantes espacios de la topologia algebraico-
geométrica. Empezamos con el concepto diagrama de Hasse, que ayuda a trabajar
con los posets de una forma mas geométrica e intuitiva.

4.1. Diagramas de Hasse

Definicién 4.1.1. Dado un poset (X, <), el diagrama de Hasse asociado a X es el
grafo orientado H(X), en el que sus vértices son los elementos de X y sus aristas
son los pares ordenados (a, b) tales que a < b y no existe ¢ tal que a < ¢ < b.

Como cada espacio topoldgico finito (X, 7) puede ser identificado con un poset, se
llama diagrama de Hasse del espacio al diagrama del poset que determina.

Nota 4.1.1. Usualmente, H(X) se dibuja en el plano de tal manera que, si a < b,
entonces el vértice que representa a b estd arriba del vértice que represente a a,
quedando la direccién de la arista de a a b bien definida por el dibujo.

Veamos el concepto de nivel o altura, que estd directamente relacionado con la
dimensiéon del complejo asociado.

Definicién 4.1.2. Sea X un poset. Definimos el nivel o la altura de x € X como
la posicion que ocupa en la cadena mas larga de todas las que forma parte en X.
Equivalentemente,  tiene altura h si h es la longitud del camino orientado més largo
en H(X) de un elemento minimal a

Nota 4.1.2. Habitualmente se define la altura como una unidad menos que la aqui
definida. Asi, los elementos minimales para nosotros tienen altura 1.

Observacion 4.1.1. El nivel de un punto maximal nos da la dimension del complejo
asociado, de manera que si X es un espacio finito y € X es un punto maximal,
entonces dim(K(X)) = altura(z) - 1.

A continuacién damos los diagramas de Hasse de algunos espacios finitos de
interés.

31
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c d
a. .b
Figura 4.1: Modelo minimo de S*.

Ejemplo 4.1.1. (Esferas minimas en Alex) Sea X! el espacio finito cuyo diagrama
de Hasse es

Esto es, los abiertos minimos de X' son U, = {a }, Uy, ={ b}, U.= { a,b,c }
yUs={a,b,d}.

Podemos reiterar este proceso y continia el diagrama de Hasse de altura n

an-ﬂ bn+1
a b,
a b,
a b,

1
Figura 4.2: Modelo minimo de S™.

representando el espacio finito X" = { a;, b; }1<i<n41 de abiertos minimos Uy, = { a;
FU{anbi|i<j—1}yU,={b; }U{a;b|i<j—1} Obsérvese que K(X')
es la triangulacién de S' con cuatro vértices y, en general, K(X") es la triangulacién
de S™ obtenida como suspension reiterada de dos puntos K(X") = { apq1,bng1 | *

K(EY) = oo = { @np1,bpgr } %ok { a1, by } (ver Figura [4.3)

Figura 4.3: Triangulaciones de S! y S2.
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Los espacios finitos 3" son llamados esferas (finitas) minimas. La razén de este
nombre esta justificada por la |[Proposicion|4.2.1| que daremos mas adelante.

Consideremos el conjunto de los niimeros enteros Z. Sobre él, podemos construir
una topologia que da lugar a un A-espacio de la siguiente forma.

Definicién 4.1.3. La recta de Khalimsky es el espacio topoldgico (Z,T) donde sus
abiertos minimos son:

1. Sin € Z es impar, U, = {n}.

2.85in€Zespar,U,={n—1,n,n+1}.

Este espacio se corresponde con el poset K = (Z, <) donde 2k —1 < 2k = 2k +1
para todo k € Z.

La semirrecta de Khalimsky es el subposet de K, K>, = (Z>,,<). A su vez,
dados dos enteros n y m con n < m — 1 el arco de Khalimsky I'" es el subposet
de K formado por el intervalo [n,m] C Z. Para n = m, I'" = {n} se llama arco de
Khalimsky degenerado.

- NN

Figura 4.4: Recta de Khalimsky:.

-2 0 2
(] [J L]
0 2 4 6
1 3 5 7
(a) Semirrecta de Khalimsky (b) Arco de Khalimsky I'?

Figura 4.5: Subespacios de la recta de Khalimsky.

Observacion 4.1.2. Los extremos de cualquier arco de Khalimsky I'7" son puntos
eliminables. Esto significa que podemos ir eliminando los extremos izquierdos por
ejemplo para ver que {m} es un retracto de deformacién fuerte de I'".

Ejemplo 4.1.2. El plano de Khalimsky es el producto cartesiano de dos rectas de
Khalimsky. El orden de este nuevo poset viene dado por: (z,y) < (2,t) <=z < z
ey <t

El diagrama de Hasse del plano de Khalimsky es complicado de visualizar, por
lo que usaremos esta representacion grafica del plano, entendiendo que se extiende
hasta el infinito:
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< > < >
A A A A A
< > < >
° ° ° = ° = °
\% \" \2 \% \
< 2 < 2>
> » ° [
N A A I A
° s ° 2 ° s > >
v \" \2 \2 \%
< Ed < 2

Figura 4.6: Plano de Khalimsky:.

En general, el n-espacio de Khalimsky es el producto de n-copias de la recta de
Khalimsky K™ = K x ... x K. Se tiene que IC(K™) es una triangulaciéon de R"

Ejemplo 4.1.3. (Circunferencias y toros de Khalimsky). Una circunferencia de
Khalimsky de longitud n es una sucesién finita de puntos z, .., x, donde si z; es
un punto abierto, entonces x;,1 es un punto cerrado y viceversa, para todo i =
1,....,n—1; y ademas z; = x,.

Toda circunferencia de Khalimsky es de longitud par, dado que si consideramos
una circunferencia de longitud impar, el primer punto y el tltimo, al ser el mismo,

serfan un punto abierto y cerrado a la vez, lo cual no puede ocurrir en la topologia
de Khalimsky.

/
\

Figura 4.7: Circunferencia de Khalimsky de 8 puntos.

Usando las circunferencias de Khalimsky, se obtienen los toros de Khalimsky de
forma similar a como ocurria con el plano de Khalimsky a partir de la recta de
Khalimsky.

Dada una n—tupla m = (mq,...,m,) € (2Z)", donde m; > 4 para todo i =
1,...,n, se define el n-toro de Khalimsky como T,, = Zyp, X...X Ly, . Obviamente,
un 1-toro de Khalimsky es una circunferencia de Khalimsky:.

El diagrama de Hasse del 2-toro de Khalimsky es bastante complicado. Por tanto,
visualizaremos estos posets a partir del plano de Khalimsky de forma anédloga a como
representamos el toro como identificacion de una regiéon del plano.
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Figura 4.8: Diagrama de Hasse del 2-toro de Khalimsky T{s 4).

4.2. A-modelos de espacios

Definicién 4.2.1. Sea W un espacio topolégico y X un A-espacio Tj. Diremos que
X es un modelo de Alexandrov (o un A-modelo) de W si |IC(X)| es homotépicamente
equivalente a W. Diremos que X es un A-modelo minimo si es un modelo finito de
cardinal minimo.

En los ejemplos de la seccién anterior tenemos modelos de S, S, R, R? o el
toro.
Es interesante observar que %" es el modelo finito minimo de S™. Esto es,

Proposicion 4.2.1. El espacio finito X" es el modelo de S™ con menor cardinal.

Demostracion. Consideremos Y otro modelo finito de S™ con menor cardinal que
Y. Como |K(Y)| es homotépicamente equivalente a S™, tenemos que

Hy([K(Y)], Z2) = Ho(S™, Zy) = Zs.

Entonces necesariamente dim(|/C(Y')|) > n y el diagrama de Hasse de Y tiene al
menos n + 1 niveles. Como el cardinal de Y es < 2n + 1, algtin nivel s6lo contiene
un punto yo. En tal caso los puntos de nivel superior serian eliminables descenden-
temente por orden creciente de niveles. De esta forma, vemos que Y tiene como
retracto de deformacién fuerte a un cono de vértice yo y por tanto Y es contréctil.

Esta contradiccion demuestra la proposicion.
m

Es importante puntualizar que pueden existir varios A-modelos no homotépica-
mente equivalentes de un mismo espacio W. Esto se debe a la siguiente observacion.

Nota 4.2.1. Si bien 1x es siempre una equivalencia de homotopia débil, solo puede
ser una equivalencia de homotopia cuando |[K(X)| es una unién disjunta de poliedros
contractiles. Podemos suponer que X es conexo por caminos pues toda equivalencia
de homotopia preserva el niimero de componentes conexas e induce equivalencias de
homotopia entre ellas. En tal caso, si g : X — |K(X)| es una inversa homotdpica
de ¥x, la imagen de gox : [K(X)| — |[K(X)]| debe ser un subconjunto conexo de
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un poliedro y contener solo una cantidad finita de puntos. Esto solo es posible si es
un tnico punto, luego la identidad de |[IC(X)| es homotépica a una constante y por
tanto este poliedro debe ser contractil.

Adn siendo el poliedro |K(X)| contréctil, ¥x puede no ser una equivalencia de
homotopia, como muestra el siguiente ejemplo (puede encontrarse en el Ejemplo
4.2.1 de [2)).

Ejemplo 4.2.1. Sea X el espacio finito cuyo diagrama de Hasse aparece en la
. Es inmediato que no tiene puntos eliminables, por tanto es un espacio
minimal y no puede ser contractil. Sin embargo, su complejo simplicial asociado,
K(X), es la triangulacién del cuadrado que aparece en la [Figura 4.9 (b)l Entonces,
usando el [Teoremal|3.4.1, X es del tipo de homotopia débil de un punto, pero no es
contractil.

Este ejemplo muestra que la contractibilidad de un espacio finito X no equivale a
la contractibilidad de su complejo simplicial asociado K(X).

Figura 4.9: Espacio y su complejo asociado.

En particular, el espacio puntual tiene al espacio finito del ejemplo anterior como
A-modelo no homotépicamente equivalente al espacio puntual. Obsérvese que los
arcos de Khalimsky, la semirrecta o la recta de Khalimsky son modelos del punto
no homemorfos entre si pero son todos ellos contractiles.

Todas las circunferencias de Khalimsky son modelos de S* representando distin-
tos tipos de homotopia pues al ser espacios minimales, las equivalencias de homotopia
entre ellos serian necesariamente homeomorfismos por el Corolario [2.3.1

Sélo se puede asegurar que los A-modelos de un espacio topoldgico fijado tienen
todos el mismo tipo de homotopia débil. Esto es,

Proposicion 4.2.2. Si X; y X, son A-modelos de un mismo espacio topolégico W,
entonces X7 e X5 son del mismo tipo de homotopia débil.

Demostracion. De acuerdo con el teorema de McCord (Teoremal|3.4.1)) tenemos que
X; es débilmente equivalente a |K(X;)|. Como cada |[K(X;)| es homotdpicamente
equivalente a W, se sigue que X; y X5 son del mismo tipo de homotopia débil. [

También tenemos el siguiente resultado que determina los tipos de homotopia de
los espacios que admiten A-modelos finitos.

Proposiciéon 4.2.3. Un espacio W adimite un A-modelo finito X si y sélo si X
tiene el mismo tipo de homotopia que un poliedro.
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Demostracion. Obviamente la existencia del A-modelo X da lugar a una equivalen-
cia de homotopia W ~ |IC(X)].

Reciprocamente, si tenemos una equivalencia de homotopia W ~ |K/|, conside-
remos el espacio finito X = X(K), para el cual K(X) = sdK; ver Seccién [3.4]
Entonces tenemos una equivalencia de homotopia |[K(X)| = |sdK| = |K| ~ W.

]

Ejemplo 4.2.2. Sea Y = {1/n},>1 U{0} C R. Entonces Y es un espacio compacto
que no tiene un A-modelo finito pues no puede tener el tipo de homotopia de un
poliedro ya que los poliedros compactos sélo tienen un niimero finito de componentes
conexas y este niimero es invariante por equivalencias de homotopia.

Un ejemplo de espacio compacto y conexo por caminos que no posee un A-modelo
finito es el espacio X conocido como circulo de Varsovia

Figura 4.10: Circulo de Varsovia.

En efecto, de acuerdo con la Proposicion bastara ver que X no tiene el tipo
de homotopia de un poliedro |K].

Si suponemos que para cierto poliedro |K| tenemos una equivalencia de homo-
topia f : |K| — X, observamos que la imagen de f no puede ser todo X ya que en tal
caso X serfa localmente conexo por el Teorema de Hahn-Mazurkiewicz (ver Teorema
31.5 en [20], ver Teorema 2.15 [5]). Entonces por conexién y compacidad f(|K]) es
un arco cerrado y f : |K| — f(]K|) es homot6picamente trivial. Para una inversa
homotépica de f, g : X — |K]|, tenemos que fog =~ id|x| es homotSpicamente trivial
y por ello |K| y X deben ser contractiles.

Veamos que X no es contractil y habremos llegado a una contradiccion.

De existir una homotopia H : X x I — X entre idx y una aplicacion constante
Czy, POT Ser X conexo por caminos podemos suponer que xy es el punto indicado en
el dibujo. Entonces la restriccion a« = H |{IO}X ; define un lazo en X basado en z,
por lo que la imagen de « es un arco en X que contiene a xy. Esto significa que
debe existir un ng tal que para todo n > ng, z, no esta en la imagen de «. Por
otro lado, para cada n > ny, H]{xn}xl es un camino entre x, y xo y por tanto debe
existir t,, tal que H(x,,t,) = x,,. Por compacidad podemos suponer sin pérdida de
generalidad que t,, converge a algun t,. Por continuidad «(ty) = H(zo,to) = Xp,, lo
que nos lleva a una contradiccién.

Nota 4.2.2. En este trabajo, se ha definido un A-modelo siguiendo [7] en la Definicién
4.2.1] No obstante en [2] se define un A-modelo de un espacio topolégico X como un
A-espacio Y tal que X e Y tengan el mismo tipo de homotopia débil (ver Definicién
341).
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Si A—pgmodelo indica un A-modelo en el sentido Barmak, se tiene que un espacio
X admite un A—pgmodelo finito si y sélo si X ~; P, con P = |K| un poliedro
compacto.

En efecto, en tal caso X ~y P = |K| ~4 X(K) de acuerdo con el Teorema [3.5.1]
Reciprocamente por el Teorema de McCord (Teorema , siY es un A—p modelo
finito de X, entonces X ~; Y =~ [K(Y)].

Obsérvese que los espacios Y y X en el Ejemplo}4.2.2, que no admiten A-modelos,
st admiten A—pgmodelos, siendo en el caso de Y el conjunto de los nimeros naturales
con la topologia discreta y para X el punto.

Noétese también que la misma demostracién de la Proposicion prueba que
3" es también A—p modelo minimo de S™.

4.3. Algunas construcciones de la topologia y sus
A-modelos

Las construcciones béasicas topoldgicas tienen una analogia finita, de manera que
si por ejemplo tenemos un modelo finito de un cierto espacio, un modelo finito del
cono del espacio sera el cono finito del modelo finito del espacio.

Recordemos las construcciones topoldgicas elementales obtenidas como espacios
cocientes.

Sea X un espacio topoldgico y consideremos el intervalo I = [0, 1]. Se denomina
cilindro sobre X al espacio producto de ambos, notado por X x I.

Se define el cono sobre X al espacio cociente X x I/ ~, donde ~ denota la
relacion de equivalencia dada por: (z,1) ~ (y,1), para cualesquiera x,y € X. Se
denota por C'(X).

A su vez, se define la suspension sobre X como el espacio cociente X x I/ ~, donde
~ ahora denota la relacion de equivalencia siguiente: (z,0) ~ (y,0) y (z,1) ~ (y, 1),
para todo x,y € X. Se denota por S(X)

Observacion 4.3.1. Es facil ver que podemos definir la suspensiéon de un espacio
X a partir del cono directamente al identificar todos los puntos [z,0] € C(X). En
algunas ocasiones haremos uso de esta propiedad aunque no se diga explicitamente.

Las nociones de cilindro y cono para A-espacios estan dados en la siguiente
definicién.

Definicién 4.3.1. Dado un A-espacio X, un cilindro de X en Alex (abreviado a
A-cilindro) es un producto I"X = X x I'™ donde I es un arco de Khalimsky. Un
cono de X en Alex es un A-espacio C"X = X x I U {* },conn<m-—1y
siendo el orden el dado en X x I y (z,m — 1) < x para todo r € X.

Aunque cilindros y conos para distintos (n,m) y (n’,m’) no son homeomorfos
en general (pues no tienen el mismo numero de puntos), si son homotépicamente
equivalentes.

Lema 4.3.1. Cualquier cilindro I'* X tiene el mismo tipo de homotopia que X. Por
otro lado, cualquier cono C' X es contractil.

Demostracion. Como ya se menciond en la Observacion [4.1.2) todo arco de Kha-
limsky I')" tiene como retracto de deformacion fuerte cualquiera de sus extremos. Por
tanto, todo cilindro I X tiene el tipo de homotopia del propio espacio X = X x {m}.
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Para el caso de los conos, a continuacién veremos que todos tienen el tipo de
homotopia de CX := X U {*} (con z < % para todo x € X), que es contractil por
el Corolario [L2.1]

Supongamos entonces que n < m —2 pues sin =m — 1, C"X = CX. En tal
caso la inclusién j : {m — 1} < I'™ se extiende a j : CX — C™X con j(x) = * y
j(x) = (z,m—1). Més atin, la constante ¢,,_1 : I — ™1 con ¢p_1(i) = m—1
para todon < i < m—1, se extiende a una aplicacién continua ¢,,_; : C"'X — CX
dada por ¢, _1(x,7) = 2y Cp_1(%) = *.

Teniendo en cuenta que I'"! se retrae a {m — 1} al ir quitando una secuencia de
puntos eliminables, por la demostraciéon de la Proposicién podemos encontrar
una homotopia H : I~ ! x [ — T™1 tal que H(i,t) € {i,i+1} para todoi < m—2
y H(m —1,t) = m — 1 para todo t.

Esta homotopia da lugar a una homotopia H: CrX x I — C'X definida por
H((z,i),t) = (z, H(i,t)) sin <i <m—1y H(x,t) =  para todo ¢ € I. Es obvio
que H(—,0) = idemx y H(—=,1) =] 0Cn_1.

Notese que H es continua en . En efecto, el abierto minimo de * en C"X es
Ue = {x}UX x{m—1}simespary U, = {+}UX x{m—1,m—2} si m es impar. En
el primer caso la homotopia H cumple H (U, x I) C U, trivialmente. En el segundo
caso, H((x,m — 1),t) = (z, Hm — 1,t)) = (x,m — 1) € U, y H((z,m — 2),t) =
(x, Hm —2,t)) € U, x {m —1,m — 2} C U,.

O

Definicién 4.3.2. Al cono CX = XU { * } con z < x para todo z € X se le llama
el cono no Hausdorff de X.

Para las suspensiones tenemos la siguiente definicion.

Definicién 4.3.3. Dado un A-espacio X, una suspension de X en Alex (abreviado
A-suspension) es el A-espacio S"X = X x '™ 1U { %g,%; }, conn < m—1y donde
%o ¥ *1 no son comparables y (x,m — 1) < %, (x,m — 1) < %, para todo = € X.
Esto es la unién de dos copias del cono C”X a lo largo de X x T 1.

De manera andloga a lo hecho para el cono se puede probar que cualquier sus-
pensién S X es homotépicamente equivalente a la suspensién SX = XU { x,*; }
con r < %9y x < *; para todo x € X. A SX se le llama la suspension no Hausdorff
de X

Definicién 4.3.4. Sean X e Y dos espacios topolégicos. Se define el join de X e YV
como el subespacio de C'(X) x C(Y),

X*xY=XxCY)uC(X)xY.

Con esta definicién, el cono C(X) es homeomorfo al join de X con un espacio
puntual P = { p }. En efecto, C'(P) es homeomorfo al intervalo [p, x|, asi que el join
X %P es launion en el producto C'(X)x C(P) de los subespacios C(X)x P = C(X)x
{p}y X xC(P)= X X [p, %] con interseccién X x { p }. Graficamente
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CXe{p} X
Xx{p}

X
=
11

XX[p,ak] CX

Xk}

Figura 4.11: Cono visto como join por un punto.

Igualmente la suspension de X, S(X), es el join de X con el espacio discreto de
dos puntos D = { dy,dy }. En efecto, C(D) es homeomorfo a un intervalo [dy, da]
con el vértice del cono * correspondiendo a un punto del interior.

Asi que el join X * D es la unién en C'(X) x C(D) de los subespacios C(X) x
D=CX)x {dy }UCX)x {dy} y X xC(D)= X X [dy,ds] con interseccién
X x D= Xx {d,dy }. Gréficamente

CXx{d.}

Xe{d }

X¥D = XxCD

12

SX
X{d }

CXx{d:}

Figura 4.12: Suspension vista como join por dos puntos.

Nota 4.3.1. La construccion join tiene la siguiente definicion alternativa salvo ho-
meomorfismo.

Sea Z =X U X XY x I UY launiéon disjunta de los tres espacios indicados.
Sobre Z se define la relacién de equivalencia generada por (z,y,0) ~ zy (z,y,1) ~y
paratodor € X ey €Y.

Denotamos por X %, Y al espacio cociente Z/ ~, al que llamaremos join de
Whitehead.

Existe una aplicacién continua v : Z — X x Y dada por v(z) = (z,%,) €
X xCY), v(y) = (*z,y) € C(X) x Y, v(z,y,t) = (z,[y,1 — 2t])) € X x C(Y) si
0<t<1/2yv(z,yt) = (z,2t—1,y) € C(X)xY sil/2 <t <1 Aqui *, y
%, son los vértices de C(X) y C(Y), respectivamente. La relaciéon de equivalencia
inducida por v coincide con la generada por ~ y asi v induce una biyeccion continua
V:Xx*x,Y — XxY.

Se tiene entonces el siguiente resultado.
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Proposicion 4.3.1. La aplicacién v : X %, Y — X %Y es homeomorfismo cuando
X e Y son espacios compactos y Hausdorff. En particular, si X e Y son poliedros
compactos.

Demostracion. De la hipdtesis se sigue que X %, Y seria compacto y X xY C
C(X) x C(Y) seria Hausdorff. Es bien conocido que toda biyeccién continua de un
espacio compacto a otro Hausdorff es homeomorfismo. O

Observacion 4.3.2. Un resultado conocido de topologia simplicial visto en la asigna-
tura Homologia Simplicial del Grado en Matematicas es que el poliedro subyacente
de una unién simplicial de complejos K * L es homeomorfo al join | K| |L|. Esto es,
K % L es una triangulacion de |K|* |L|.

Dados dos A-espacios X e Y, a partir de conos cualesquiera CJ'X y CIY se
define un join en Alex (A-join) de manera natural. Todos los A-joins de X e Y son
homotépicamente equivalentes. Esto se debe a que C" tiene a CX como retracto
de deformacién fuerte como vimos en la demostracién del Lema [4.3.1] A partir de
aqui es directo que el join X ® Y hecho a partir de los conos de pares (n,m) y (p, q)
tiene como retracto de deformacién fuerte al join no-Hausdorff X ® Y definido en [7]
como sigue.

Definicién 4.3.5. Dados dos posets X e Y, se define el join no-Hausdorff X®Y =
CXxYUXxCYCCX xCY

En [2] se da la siguiente definicién de join en Alex.

Definicién 4.3.6. Dados dos A-espacios X e Y, el join de Barmak de X e Y es el
A-espacio X ®p Y = X UY donde las relaciones de X e Y se mantienen y ademas
x<yparatodox € X,yeY.

Es facil probar que X ®g Y no tiene en general el mismo tipo de homotopia que
X ® Y, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.3.1. Sean X = { z1,25 } e Y = { y1, 42 } dos espacios discretos con dos
puntos. Entonces X ®5Y = X! es el modelo minimo de S*.
De hecho, se tiene en general que X" ®p 2™ = Yrtmtl
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a e [
an m+1 bn+m 1
a, b,
a b,

1

Figura 4.13: Diagrama de Hasse de XM+,

Por el contrario, se puede comprobar que el join no-Hausdorff X ®Y" es el modelo
de S' dado por la circunferencia de Khalimsky de ocho puntos. Como ambos espacios
finitos son minimales y no homeomorfos, no pueden ser del mismo tipo de homotopfa.

Figura 4.14: Diagrama de Hasse de la circunferencia de Khalimsky de 8 puntos.

La nocién de join en Alex que imita a la definicién alternativa del join de Whi-
tehead en [4.3.1] es la siguiente.

Definicién 4.3.7. Se llama A-join de Whitehead de los A-espacios X e Y al A-
espacio X ®, Y = X U X x Y UY, donde para todo (z,y) € X XY tenemos
(z,y) <xy (x,y) <y, ademdas de mantener los érdenes de X, Y y X x Y.

Nota 4.3.2. El join de Whitehead es un caso particular de una construccion llamada
doble cilindro de un par de aplicaciones f: Z — X y g: Z — Y, denotado por
M(f,g). Para espacios topolégicos, M (f, g) es el espacio cociente

M(f,g)=(XUZxIUY)/~

donde ~ es la relacién de equivalencia generada por (z,0) ~ f(z) y (2,1) ~ g(2)
para todo z € Z. Asi, X ®, Y es el doble cilindro de las proyecciones candnicas
P Z=XXY —-Xyp:Z=XxY —Y.

Para A-espacios, el doble cilindro en Alex de dos aplicaciones f : Z — X y
g:Z — Y se define como M(f,g) = XU ZUY, donde z < f(z) y 2 < g(2) para
todo z € Z.
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Nota 4.3.3. La definicién de join de Whitehead en Alex (y, més generalmente, la
nocién de doble cilindro) puede generalizarse tomando cualquier A-cilindro I (X x
Y') como sigue:

Sea

X®rY =YUI™X xY)UX,

donde, para todo z € X ey € Y, (z,y,m) < z, (x,y,n) < y y manteniéndose el
orden en el A-cilindro.

Es una comprobacion directa que la equivalencia de homotopia natural de
I["(X xY) con X XY se extiende a una equivalencia de homotopia entre X ®" Y
y el join de Whitehead X ®,, Y

Proposiciéon 4.3.2. Si los espacios X e Y que consideremos tienen A-modelos
finitos entonces las construcciones anteriores en Alex son A-modelos finitos de las
correspondientes construcciones topolégicas.

Demostracion. En efecto, el operador K lleva el A-cilindro I’’’ X en una triangulacion
del cilindro topolégico |IC(X)| x I. Esto se debe a que, en general, dados dos espacios
finitos X e Y, (X xY) es una triangulacién del producto topolégico |IC(X)| x|/C(Y)]
(ver [2] Proposicién 2.7.5).

Anélogamente, dado el cono C" X se tiene que K(C(X)) es una triangulacién del
cono topoldgico C|IC(X)|. Obsérvese que para el cono no-Hausdorff C(X), K(C(X))
es precisamente el complejo cono de K(X).

En el caso de la suspension es analogo, siendo IC(S".X) una triangulacién de la
suspension S(|K(X)|). Ademds si S(X) es la suspensién no-Hausdorff, I(S(X)) es
justamente el complejo suspensién de K(X).

Finalmente, para el join X %Y se tiene que K(X *Y) es una triangulacién del
join topolégico [K(X)] * |K(Y)| (ver Observacion [4.3.2)). Si consideramos el join de
Barmak X ®p Y entonces K(X ®p Y) es exactamente la unién simplicial (X)) *
K(Y). O
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Capitulo 5

Modelos de Alexandrov de

aplicaciones continuas

Como una extension del capitulo anterior vamos a definir lo que es un A-modelo
de una aplicaciéon continua y dar algunos ejemplos de A-modelos de importantes
aplicaciones que aparecen en la topologia algebraico-geométrica. La definicion preci-
sa la establecemos en la primera seccién donde veremos que un teorema de Hardie y
Vermeulen asegura la existencia de un A-modelo para cualquier aplicacién continua
entre espacios con A-modelos finitos.

5.1. Aproximacion por subdivisiones

De manera anédloga a como hemos definido un A-modelo para un espacio topolégi-
co, podemos definir un A-modelo para una aplicacién continua. Més explicitamente,

Definicién 5.1.1. Si g : W — Z es una aplicacion continua entre espacios to-
poldgicos, una aplicacion entre A-espacios f : X — Y se dice un A-modelo de g si X
e Y son A-modelos de W'y Z y existen equivalencias de homotopia h; : [[C(X)| ~ W
y ho o [K(Y) ~ Z tales que el siguiente diagrama es conmutativo salvo homotopia.

(X)L e (v))

3 |

w A

g

Si trabajamos con A-modelos finitos con pocos puntos no podemos esperar re-
presentar muchas aplicaciones. Esto queda de manifiesto en la siguiente proposicion.

Proposiciéon 5.1.1. Todas las aplicaciones continuas entre A-modelos minimos de
esferas de distinta dimensién son homotopicamente triviales.

Demostracion. Sea f : ¥™ — 3™ una aplicacién continua, con m # n 'y denotemos
los elementos de ¥ y ¥" segun el Ejemplo 4.1.1]

En caso de que f no fuese sobreyectiva, f(X™) C X" — {p} para algin p, € 3"
y £" — {po} es contractil (ver Demostracién de la Proposicién [4.2.1]).

Supongamos pues que f es sobreyectiva (lo que implica m > n). Entonces
f(ams1) # f(bms1), pues en caso contrario, por ser f continua y sobreyectiva, todos

45
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los puntos de X" deberian ser menores o iguales que f(a;,+1) = f(bm1), pero esto
no ocurre para el otro elemento que se encuentra a la misma altura que f(am+1),
pues no esta relacionado con él.

Ademés, si f(am+1) ¥ f(bmy1) son distintos y ocupan distintos niveles, son com-
parables. Supongamos que f(a,11) < f(bma1) (el otro caso es anédlogo).

De nuevo por continuidad y sobreyectividad, todos los elementos de " serian
menores o iguales que f(b,,+1) y llegamos a la contradiccién de antes.

Asipues f(amy1) ¥ f(bma1) tienen el mismo nivel en X", Por continuidad y sobre-
yectividad, f debe preservar elementos maximales. Tenemos asi que { f (am11), f(bmi1)} =
{ant1,bnt1}. Méas ain, no existe x € X™ tal que f(z) = f(am+1) 0 f(z) = f(bmi1),
pues en uno de estos casos se llega a contradiccion. Por ejemplo el primero, como
< Qpy1, por continuidad f(ami1) = f(x) < f(bma1)-

Asi pues, f se restringe a una sobreyeccién continua f; : ¥ ! — X" ! si no
consideramos los elementos maximales de X™. Realizando el razonamiento analogo
al caso de Y™, llegamos a que f; preserva los elementos maximales de X™ ! y
ademds no existe otro elemento cuya imagen esté en {a,, b, }. Iterando este proceso
n veces, deducimos que f,_; se restringe a una aplicaciéon continua y sobreyectiva
fn i X — 3% 1o que nos lleva a una contradiccién por ser X" conexo y X°
no.

O

No obstante, existe un teorema de aproximacion por subdivisiones de espacios
finitos debido a Hardie y Vermeulen que permite aproximar cualquier aplicacién con-
tinua entre los poliedros asociados. Con ello toda aplicacién continua entre espacios
topoldgicos que admiten A-modelos finitos tiene un A-modelo. En detalle,

Teorema 5.1.1. (Teorema 2.3 en [6]) Sea f : |IC(X)| — |K(Y)| una aplicacién
continua, donde X e Y son espacios finitos Ty. Entonces existe un entero n y una
aplicacién continua g : sd% X — Y tal que K(g) es homotdpica a f.

Recordemos que sd% X := (X o K)"X denota la n-ésima subdivisién del espacio
finito X (ver Nota [3.5.1)).

Corolario 5.1.1. Sea f : W — Z una aplicacién continua y supongamos que W y
Z admiten A-modelos finitos. Entonces f admite un A-modelo.

Demostracion. Sean X e Y espacios finitos y equivalencias de homotopia h

IK(X)| = W y hy : [K(Y)| — Z. Elegida una inversa homotépica de hs, go :
Z — |K(Y)|,sea h = gao fohs: |K(X)| = [K(Y)]. Por el Teorema[5.1.1] aplicado a
h se puede encontrar un entero n y una aplicaciéon continua g : sd3 X — Y tal que

Kg) : [K(sdx X)| = |sd"K(X)| = [K(X)] = [K(Y)]

es homotépica a h. Es inmediato comprobar que el diagrama siguiente es conmuta-
tivo salvo homotopia, esto es, g es un A-modelo para f.

K(g)
KX = [K(Y))
hll h2
w Z
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5.2. A-modelo de la multiplicaciéon compleja

Recordemos que un grupo topolégico consiste en una terna (G, 7T, -) donde (G, T)
es un espacio topologico y (G, ) es un grupo tal que las aplicaciones G x G — G,
(r,y) =z -y, y G — G, z+ 7! son continuas.

Dos ejemplos clasicos de grupo topolégico vienen dados por la multiplicacién
de ntimeros complejos unitarios m : S x St — S* y la multiplicacién de niimeros
cuaterniénicos unitarios m : S® — S3. También existe otra multiplicacién para S*
a partir de los nimeros octoniénicos unitarios, la cual no es asociativa (ver [9],
Capitulo 3.C). De hecho, estas son las unicas esferas con estructura multiplicativa.

La siguiente proposicion prueba que no podemos modelar estas multiplicaciones
usando los modelos minimos de S*, S? y S7: ©!, 33 y X7,

Proposiciéon 5.2.1. No existe una aplicacién continua p : X" x X" — X" tal que
() sea homotépica a la multiplicacion compleja (n = 1), cuaternidnica (n = 3) u
octonidnica (n = 7).

Nota 5.2.1. En la proposicién anterior, la multiplicacién sobre |IC(X")| se hace via
el homeomorfismo h : |[IC(X")] — S™ dado por h(z) = x/||z| (ver Ejemplo |4.1.1]).

Para ello, veamos primero el siguiente resultado.

Proposicién 5.2.2. Si f : ¥" — ¥" es una aplicacién continua tal que K(f) no
es homotdpicamente trivial, entonces f intercambia puntos en algunos niveles del
diagrama de Hasse H(X").

Demostracion. Tenemos que f es necesariamente sobreyectiva, pues en caso contra-
rio tampoco lo es IC(f) y seria homotépicamente trivial.

Como f es sobreyectiva, necesariamente es una biyecciéon y por tanto es homeo-
morfismo (ver Nota . Al ser homeomorfismo, el nivel de cualquier z € 27!
es el mismo que el de f(x) pues en caso contrario U, y Uy = f(U,) no tendrian el
mismo cardinal.

]

Demostracion. (de la Proposicién [5.2.1)) Procederemos por reduccién al absurdo. En
caso de que existiese u, si fijamos un punto arbitrario x € X" | tenemos el diagrama
para el homeomorfismo h : [KC(X")| — S™, h(x) = z/||z||.

n K(iz) n n K(w) n
(S| == K(Z" x £m)| =K (=)

hls hxhlz :lh

S S™x S” S

Uh(x)

donde 7, : X" — X" x X" es i,(y) = (7,¥) € inw)(2) = (h(x), 2) y el diagrama de
la derecha es conmutativo salvo homotopia. En particular, m o iy(,) es la traslacion
z+— h(z) - 2.

Es bien conocido que una traslacion en un grupo topolégico conexo es siempre
homotdépica a la identidad y para el diagrama anterior lo mismo ocurre con K(u) o
K(iz) = K(p 0 iz).

Aplicando la Proposicion a iy = poi, : X" — X" llegamos a que pu,
intercambia puntos en algunos niveles de ™.
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Un razonamiento analogo nos lleva al mismo resultado para u* = p o j, con
Jz(y) = (y, ), esto es, para traslaciones a derecha.

Dados = e y en distintos niveles, tenemos que p,(y) es un elemento en el nivel
de y. Analogamente p¥(z) estd en el mismo nivel que z. Pero entonces p¥(x) =
p(x,y) = pe(y) estd en el mismo nivel que z, lo que nos lleva a contradiccion.

[

Nota 5.2.2. Como consecuencia de las Proposiciénes y tenemos todas las
posibles aplicaciones entre los modelos minimos de las esferas.

Al observar que el modelo finito més simple para S* no sirve, podriamos aplicar
para encontrar un modelo finito que nos sirva. Probaremos explicitamente que
mediante una sola subdivision, la aplicacion p : sd’ (2!) x sd} (3') — X! dada por
la tabla de la Figura[5.1] es un A-modelo de la multiplicacién. Ver Nota [5.2.3

-1 -i -i 1 i i i -1 -i

-1+ -1 -i -i -i 1 i i i

1+ i i -1 -i -i -i 1 i

I 1 1+i i -1+ -1 -1-4 -i 1-i

Figura 5.1: Tabla de la aplicacién pu

Nota 5.2.3. Para hacer mas comprensible las figuras representando a X! y su sub-
divisién, los elementos de X! y de sd%(X!) se denotardn con nimeros complejos
adecuados para que los vértices de K(X!) se correspondan con estos niimeros en el

plano complejo.
4° *

(a) B (b) sdl(ZV).

-1-i -1+ 1+i 1-i

Figura 5.2: Modelos finitos con notacién compleja.

Teorema 5.2.1. La aplicacién p es un moldelo finito de la multiplicacién de niimeros
complejos unitarios.

Nota 5.2.4. La multiplicacién de ntimeros complejos unitarios se entendera definida
sobre |K(sd% (X)) x |K(sd%(2))| mediante el homeomorfismo h de la Nota [5.2.1]
Ademas, en la demostracion del Teorema [5.2.1| usaremos los siguientes lemas.
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En primer lugar recordemos que al expresar los elemntos de S en coordenadas
polares, = €% la multiplicacién de traduce en la suma de los argumentos. De esta
forma la preimagen por m de p = ¢’ (fibra de p) corresponde a la recta 0, + 0, = «

Lema 5.2.1. Consideremos la triangulacién de S* x S' dada por K(sd%(X') x
sd}(X1)). Entonces, en la siguiente tabla

A NN TN
b NN N
NN
Zih NN
NA ‘Z'ﬂ

HZHVL |
ZANZNZh N

im

1 i -1 -i 1

Figura 5.3: Diagrama de bandas.

cada banda es mandada por m en la arista del mismo color en K(X!). En particular
la fibra de cualquier vértice de (') es una recta de K(sd% (1) x sdy(Z1)).

Demostracion. De acuerdo con las observaciones anteriores, cada banda esta descrita
por la desigualdad nr/2 < 0, +0, < (n+1)7/2 (n mod 4) y su imagen por m visto
como suma de argumentos es justamente la arista (n7/2, (n+ 1)7/2). En particular
la fibra de n7/2 es la recta 6, + 6, = nmw /2, como podemos ver en la siguiente figura.

Figura 5.4: En ella podemos ver que las rectas rojas son las preimagenes de los
vértices de K(X1).

]

Lema 5.2.2. Para (z,y) € [K(sd% (') x sd%(21))], se tiene que m(z,y) precede a
K(1)(z,y) respecto al sentido antihorario de S*. Més atin, el éngulo v(z, y) medido
desde m(x,y) hasta IC(u)(x,y) es menor estricto que .

Demostracion. Si (x,y) es un vértice que se encuentra en el borde de una banda
entonces una tediosa comprobacién de 36 casos (ver Apéndice [5.2.1)), nos dice que
m(z,y) = K(p)(z,y) o bien () (z,y) es el vértice posterior a m(x,y) en el sentido
antihorario. En particular v(z,y) < 7/2.

En el caso de que (z,y) sea un vértice interior a una banda (n—1)7/2 < 6,46, <
nm/2 se tiene que K(u)(z,y) = nw/2. Entonces m(x,y) es un punto interior de

((n—1)7/2,nm/2) por el Lema |5.2.1]
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Ahora, sea (z,y) € 0 con 0 = (wy,w,) una arista con w; en la recta 6, + 6, =
(n — 1)m/2 y wy en el interior de la banda. Entonces, por la observacién anterior,
K(p)(we) = nmw/2 y por ser K(u) simplicial (u)(wy) = (n—1)7/2 o nw/2.

Por tanto, K(u)(z,y) = nm/2 o estd en el interior de la arista ((n—1)7/2, nw/2).
En el primer caso K(u)(z,y) precede a m(z,y). En el segundo, observemos que si
(z,y) = (1 — AN)w; + Aw;y entonces se comprueba (Teorema de Pitagoras) que la
distancia de (z,y) a larecta (n —1)7/2, llamada [, es menor que A. Entonces por ser
K(u) simplicial K(p)(x,y) = (1 = ME(p)(w1) + AMC(p)(w2) = (1 = A)(n — D)m/2 +
Anm /2. Por tanto A es la distancia de K(u)(z,y) a (n — 1)7/2 y como [ sigue siendo
la distancia de (n — 1)7/2 a m(x,y) se concluye que m(z,y) precede a K(u)(z,y)

Supongamos ahora que (x,y) estd en el interior de un tridngulo o de vértices vy,
vy y vs con los dos primeros en la recta 0, + 0, = (n — 1)7/2 y vs en el interior
de la banda. Como hemos observado antes K(u)(v3) = nw /2y K(u)(v1) y K(p)(ve)
pueden tomar los valores (n —1)7/2 y nm/2 ya que m(vy) = m(ve) = (n—1)7/2. Si
K(p)(v1) = K(u)(ve) = nmw/2 ya tenemos que m(zx,y) precede a K(u)(x,y).

Si no, K(u) lleva o en la arista ((n — 1)7/2, nm/2). Més atn si (,y) = >0, Aiv;
con \; > 0, podemos escribir (z,y) = (1—p)p+pvz donde p = A3y p = A\ /(1—p)vi+
Ao /(1 —p)vg estd en la cara de o de vértices vy y vg. En particular m(p) = (n—1)m/2
y podemos repetir el argumento anterior con p en el lugar de wy y v3 en el lugar de
Wwa.

Para el caso en el que los vértices del borde de la banda aparezcan en la recta

6, + 0, = nm/2, el razonamiento es andlogo. Con ello se termina la demostracion.

[]

Demostracion. (del Teorema [5.2.1) Es una comprobacién directa (ver [5.2)) que la
aplicacion p preserva el orden, por tanto es una aplicacion continua entre espacios
finitos.

Ahora, usando la identificacién proporcionada por el homeomorfismo x +— z/||z||,
definimos para todo punto (z,y) € |K(sd%(X!) x sd% (21))| la aplicacion H((x,y),t)
como el punto del arco de m(z,y) a u(x,y) de dngulo arg(m(z,y))+ty(z,y), donde

~v(x,y) es el angulo proporcionado por el Lema [5.2.2, Esta aplicacién es continua y
define una homotopia entre m y K(u); esto es, p es un modelo finito de m.

[]

5.2.1. Apéndice

Aqui damos los valores para los 36 casos mencionados en la prueba del Lema

5.2.2| Denotaremos por [a + bi] = (a + bi)/||(a + bi)]|.
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m([~1+],[1]) = [~1 +

m([—1+ i%, [i])=[-1+1

5.3. H-espacios finitos

o1
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En el apartado anterior vemos en particular que un modelo de la multiplicacion
de un grupo topoldgico, no es sino una aplicacion que cumple las propiedades de
grupo salvo homotopia. Este fenomeno es habitual en topologia algebraica y llevé a
Hopf a presentar lo que hoy se conoce como un H-espacio.

Esta seccién recoge un importante resultado de Stong que nos dice que en
Alex los tnicos H-espacios conexos son los triviales. Recordemos la definicién de

H-espacio.
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Definicién 5.3.1. Sea X un espacio topoldgico y m : X x X una aplicacién conti-
nua que llamaremos multiplicacion. Un elemento e € X se dice elemento neutro ho-
motdpico para m si para las aplicaciones i1, 45 : X — X x X, dadas por i;(z) = (x,€)
e is(x) = (e, x), las composiciones m oy y m o iy son homotépicas a la identidad de
X. Un H-espacio es un espacio X dotado de una multiplicacién m con un elemento
neutro homotdépico e. Se denota por el par (X, e).

Nota 5.3.1. Obviamente todo grupo topoldgico es un H-espacio, pero existen mu-
chos ejemplos de H-espacios que no son grupos topoldgicos, siendo el espacio de
lazos el ejemplo clasico, el cual se ve en la asignatura Geometria y Topologia de
Superficies del Grado en Mateméticas. Recordemos que Q(X, z() denota el conjunto
de aplicaciones continuas « : [0,1] — X tales que a(0) = a(1) = xy. Entre estas
aplicaciones, llamadas lazos en xy, podemos definir la multiplicacion de la siguiente
forma: dados dos lazos a y 8, m(a, ) = a* (3 es el lazo (llamado yuztaposicion de

ay f)

a*ﬂ(t):{a<2t) si0<t<1/2

B2t —1) si1/2§t§1}

Esta multiplicacion tiene como elemento neutro homotopico el lazo constante en
T, pues «a * ¢, ~ « relativamente a {0,1}. Sin embargo, veamos que no podemos
encontrar un elemento neutro. En caso de que existiese un lazo e(t) tal que axe = «
para todo lazo «, tendriamos que

[ a(2t) si0<t<1/2
O‘*e(t)_{ e(2t—1) sil/2<t<1

Esto significa que a(2t) = «(t) para todo t € [0,1/2]. Entonces para t, arbitrario
en [0, 1] se tiene a(2(tp/2)) = a(to/2) = a(te/4) = ... = a(ty/2") para n un entero
positivo arbitrario. Luego, tomando limite a ambos lados

a(ty) = lim a(ty) = lim «a(te/2") = a(0) = o
n—oo n—oo

Por tanto, el lazo a sélo puede ser constante, lo que nos lleva a una contradiccién.
La primera observacién sobre la nociéon de H-espacio es que, por definicion, es
un invariante homotépico. Con més detalle, se tiene el siguiente resultado.

Lema 5.3.1. Sea f : X — Y una equivalencia de homotopia. Si (X,e) es un H-
espacio, también lo es (Y, f(e)).

Demostracion. Sea g : Y — X una inversa homotodpica de f. Si mx es la multiplica-
cién de (X, e) se define my : Y XY — Y como la composiciéon my = fomgo (g% g).
Para ver que (Y, f(e) es un H-espacio para la multiplicacién my, simplemente obser-
vamos que si : X xI — X es una homotopia entre go f y idx, entonces y(t) = H(e,t)
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define un camino entre gf(e) y e. Por tanto mx (z,7(t)) define una homoktopia entre

t)
id ~mx(x,e) y h(z,gf(e)). Ast pues my (y, f(e)) = f(mx(g(y), 9./ (€))) = flg(y) ~
idy (y). Anédlogamente my (e, y) =~ idy (y). O

Como una extensiéon de los resultados obtenidos en la secciéon anterior incluimos
aqui el estudio que hizo Stong de los H-espacios en [16] del que se deduce que, salvo
en casos triviales, no es posible que un A-modelo de un H-espacio topolégico W sea el
transferido por el operador C de un H-espacio en Alex, ya que para espacios finitos
la nocién de H-espacio es extremadamente restrictiva como muestra la siguiente
proposicion.

Proposicién 5.3.1. Sea (X, e) un H-espacio finito. Entonces la componente de e,
X,, es contractil.

Demostracion. Supongamos que X es minimal. En tal caso las aplicaciones m(z, e)
y m(e, x), al ser homotépicas a la identidad, coinciden con la identidad de X. Sea
p € X,y 7(t) un camino en X entre e y p. Entonces H : X x I — X dad por
H(z,t) = m(x,v(t) es una homotopia entre f(x) = m(z,p) y la identidad. Por
tanto f(x) vuelve a ser la identidad y x = m(z,p) para todo p € X.. De manera
andloga © = m(q, z) para todo q € X,. Por tanto, ¢ = m(q,p) = p y X, se reduce a
un punto.

Sea ahora (X, e) cualquier H-espacio finito y h : X — M una equivalencia de
homotopia donde M es minimal. También (M, h(e)) tiene estructura de H-espacio
por el Lema[5.3.1]y por ello la componente de h(e), My, se reduce a {h(e)}. Como
h es una equivalencia de homotopia define una biyecciéon entre componentes C', <—
Ch(zy v ademds una equivalencia de homotopia entre C, ~ Cj ). En particular,
Xe >~ My, llegdndose asi al resultado deseado. O

Corolario 5.3.1. Todo H-espacio finito conexo es contractil.

Nota 5.3.2. La proposiciéon anterior sélo garantiza la contractibilidad de la com-
ponente X.. Por ejemplo, si X = Y U {e} es la unién disjunta donde Y es cual-
quier espacio finito, se puede definir sobre X la estructura de H-espacio siguiente:
m(e,e) =e, m(y,e) =m(e,y) =y paratodoy € Y y m(y,y') =y paray,y €Y.

Un resultado mas fuerte que permite llegar a que todas las componentes son
contréctiles cuando el H-espacio no es conexo se consigue exigiendo al H-espacio los
analogos homotopicos de las otras dos propiedades de un grupo, esto es, asociatividad
y existencia de inverso.

Asi, se dice que un H-espacio es asociativo si las composiciones

mo(mxid) : (X XX)XxX - XxX — X ymo(idxm) : Xx(XxX) = XxX - X

son homotopicas.

Se dice que el H-espacio admite inverso homotdpico a la izquierda si existe una
aplicacién continua [ : X x X tal que parala diagonal A : X — X x X, A(z) = (2, x),
la composiciéon

mo(lxid)oA: X 5> X xX > XxX—>X

es homotopica a la constante c.(x) = e. Andlogamente se define inverso homotdpico
a la derecha como una aplicacion continua r : X — X para la cual la composicién

mo(idxr)oA: X - XxX—-XxX—=X
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es homotépica a c,.
Nota 5.3.3. En el ejemplo visto en la un lazo «(t) de Q(X,zo) tiene como
inverso homotdépico el lazo a(t) = a(1l —t).

Stong probé en [16] el siguiente resultado.

Teorema 5.3.1. Cualquier H-espacio finito asociativo que admite inversos ho-
motopicos a izquierda y derecha tiene todas sus componentes conexas contracti-
les. Esto es, los unicos (salvo equivalencia de homotopia) H-espacios finitos en las
condiciones anteriores son los espacios discretos.



Capitulo 6

A-modelos de las aplicaciones de
Hopf y cuadrado de Whitehead

En este capitulo estudiaremos cémo obtener un A-modelo de la aplicacion de
Hopf y del cuadrado de Whitehead, los cuales fueron publicados en [7] y en [§].

6.1. A-Modelo de la aplicacién de Hopf

La definicién por Hopf en 1931 de la aplicacién que lleva su nombre (la definicién
original de Hopf se diferencia de la que sigue en una reordenacién de cordenadas)

h:S*— S% hia,b,cd) = (a®+b* —c —d* 2(ad + be), 2(bd — ac)),

marcoé el inicio de lo que hoy se conoce como teoria de homotopia.
Las importantes propiedades geométricas y algebréicas de la aplicacion de Hopf
se estudian en varias dreas de las matemadticas y se aplican en fisica teérica ( [18]).
En teoria de homotopia la aplicacién de Hopf es un caso particular de la llamada
construccién de Hopf, que se define como sigue.

Definicién 6.1.1. Sean X, Y y Z espacios topolégicos y f : X XY — Z una
aplicacion continua. Se llama construccion de Hopf de f a la aplicacion

hy: X#Y =CXxYUX xCY — SZ

dada por

hy(lz 1], y) = [f(z.y), B v hy(z, [y, s]) = [f(z,y), 152

Si se usa la definicién alternativa de join X x, Y = (XUX xY x IUY)/ ~ vista
en [4.3.1] entonces hy queda definida simplemente por h¢([z,y,t]) = [f(x,y), t].

La aplicaciéon de Hopf aparece (salvo homotopia, ver XI.4. Ejemplo 1 en [19])
como la construccién de Hopf de f : S — S' la multiplicacién de nimeros complejos
unitarios. Si consideramos f : S — S la multiplicacién cuaterniénica aparece la
aplicacién de Hopf hy : 5% % 5% =2 §7 — S =~ §(5%).

La siguiente definicién es una réplica en la clase de los A-espacios de la construc-
cién de Hopf.

95
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Definicién 6.1.2. Sean X, Y y Z A-espacios y f : X XY — Z una aplicacion
continua. Se define la construccion de Hopf no Hausdorff de f como la aplicacion
hy: X ®Y — SZ dada por:

hi(z,y) = f(z,y), si(z,y) € X XY, he(Z,y) =ny hg(z,9) =3,

siendo z, ¢ los maximos de CX y CY, respectivamente, y n, § los elementos maxi-
males de SZ.

Queremos ver la compatibilidad de los A-modelos finitos con la construcién de
Hopf. Para ello usaremos los siguientes lemas.

Lema 6.1.1. Sean X, Y, Z espacios finitos y f : X x Y — Z continua. Entonces
Khy) : K(X®Y) = K(SZ) = SK(X)

es homotdpica a la construccién de Hopf de IC(f):

hicp = IR(X Y| = CIEX)] < [KY) U K(X)] x CIK(y)| = SIK(Z)] = [K(SZ)].

Demostracion. Bastard probar que para todo z € [K(X ® Y)| hay un segmento
uniendo K(hy)(x) v hic()(x) totalmente contenido en S|K(Z)| = |K(SZ)|. Asi ten-
dremos definida la homotopia lineal H(z,t) = (1 — t)K(hs)(z) + thip)(z).

Para ello observamos que K(X®Y) = K(CX xY )UK(X xCY') es un subcomplejo
simplicial de L(CX x CY') cuyos vértices son pares v; = (p;,q;) € CX x CY —
{¢x,cy)} y un simplice o = (vy, ..., vs) corresponde a una cadena A, en CX x CY'.
Notese que en A, pueden aparecer algunos p; o ¢; repetidos.

Siz € o, podemos suponer que algunos p; son cy ya que vs = (ps, ¢s) < (¢x,qs) =
Vs41 ¥ reemplazamos o por o’ = (vy,. .., Vs, vsp1). Por simplicidad supongamos que
pL= =D = Cx

Como x = Y7, \jv; con \; coordenadas baricéntricas (3 ;A\ =1y A > 0),
por ser IC(hy) simplicial y la definicién de hy, tenemos

T) =Y Nhp(pia) = Y Nif(ex,q) + Y Mif (i) = X+ (1= Ny,
i=1 i=1 i=mt1
donde A = Y™ Niey = > ., %f(pi,qi). Asi y es un punto del simplice
v € K(Z) de vértices f(p;,q) (m+1 <1i <s). Estoes, K(hf)(x) estéd en el simplice
n~y del cono superior de SK(Z).
Por otro lado, sabemos que si K(X) es un complejo simplicial en R™ el cono
topoldgico C|K(X)| es homeomorfo al cono geométrico (a € R* —R")

alK(X)| ={(1 —¢)z+ta;z € |[K(X)|} € R"™,

que lleva [z,t] en (1 —t)z +ta. En particular la clase [z, 1] se identifica con el vértice
a.

Ahora observamos que x = (z1,22) € 71 X T2 para los simplices de K(CX) y
K(CY)m = (p1,.-.-,ps) Yy T2 = (qu,...,qs). Asl pues, en coordenadas baricéntricas,

Zyz CX+ Z Vzpz_VCX+(1_prx2 Zﬁzq“
=1

1=m+1
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m s i
donde v =3 ", viyp=>_ .01 75D
Con la identificacién de conos de més arriba, x se escribe como el par ([p, ], z3) €

CIR(X)| < [KY)], ¥

hicp) () = [K(f)(p, 22),

Si tomamos el simplice 7] = (Ppi1,---,Ps) ¥ Ar ¥ Ar, denotan las cadenas en X e
Y correspondientes a estos simplices, tenemos que (p,z2) € [K(Ax)| x [K(A,)| =
IK(An x Ar,)| y por tanto (p, r2) pertenece a un simplice p asociado a una cadena
en Ay X Ay, (Djys Qry)s - - (Pjis Q> cOD i € {m + 1,8} y k; € {1,...,s}. Entonces
por la definicién de KC(f) y ser esta aplicacién simplicial se sigue que K(f)(p, z2)
estd en el simplice v, € K(SZ) de vértices f(pj,, @, )-

De nuevo usando la identificacion de conos se llega a que hx(s)(x) estd en el
simplice ny1, que es cara de Ny y asi hiepy(x), K(hy)(z) € ny. La convexidad de
este simplice concluye la demostracién ya que el caso en que p; = ¢y para algin i
es completamente analogo al anterior. O

1+v

| €KS2)] = SIK(2)]-

Lema 6.1.2. Sea X un espacio compacto y R una relacion de equivalencia tal que el
espacio cociente X/R es Hausdorff. Si se define la relacién de equivalencia R’ sobre
X x 1 por (z,t)R'(y, s) si tRy y t = s, entonces la aplicacién ¢ : X xI — (X/R)x 1
dada por ¥(z,t) = ([z],¢) induce un homeomorfismo v : (X x I)/R' — (X/R) x I.

Demostracién. La relacién de equivalencia definida por ¢ es justamente R’, por lo
que la aplicacién inducida ¢ : (X x I)/R" — (X/R) x I es una biyeccion continua.
Por la hipétesis, el espacio origen es compacto y el de llegada es Hausdorff, por lo
que ¥ es un homeomorfismo. O]

Lema 6.1.3. Sean X, Y y Z espacios topoldgicos tales que X e Y son compac-
tos y Z es Haudorff. Dadas dos aplicaciones homotépicas f,g : X x Y — Z, sus
construcciones de Hopf hy y hy también son homotépicas.

Demostracion. Sea H : X XY x I — Z una homotopia entre f y g. Usaremos la
definicién alternativa de la construccién de Hopf

hyhg: X*Y =X XY X1~ Z,
y definimos la aplicacion
F:(XxYxI)xI—ZxI, F(x,y,t s)=(H(z,vy,s),t),

que obviamente es continua. Sea la composiciéon de F' con la proyeccion 7 : Z x I —
SZ,
G=moF:(XxYxI)xI— Z

Si R =~ la relacién sobre X x Y x I que define X *Y y R’ la relaciéon dada en
el Lema[6.1.2] es inmediato comprobar que G es compatible con la relacion R’ por
lo que G induce una aplicacién continua G : (X x Y x I) x I/R' — SZ. Entonces
la. composicién de G con el homeomorfismo del Lema nos da una homotopia

entre hyy hy
H=Got: (X*Y)xI=((XxYXD)/R)XxIZ(XxY xIxI)/R —SZ

definida como H([z,y, 1], s) = [H(z,y, s), .
[l
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Ahora estamos en condiciones de probar el sigiente resultado.

Teorema 6.1.1. Sean X, X» e Y espacios finitos y sea g : [K(Xy)| x [K(X2)| —
IL(Y)| una aplicacién continua tal que existe una f : X; X Xy — Y continua tal
que K(f) ~ g (en particular f es un A-modelo de g). Entonces la construcciéon no
Hausdorff de f es un A-modelo de la construccién de Hopf de g.

Demostracion. En efecto, aplicando el Lemma tenemos que KC(hy) ~ hipy ¥
por el Lema [6.1.3], hy sy > hy. O

Corolario 6.1.1. Si i es el A-modelo de la multiplicacién compleja en la Proposicién
5.2.1] la construcciéon no Hausdorff de Hopf A, es un A-modelo de la aplicacién de
Hopf.

Demostracion. Ya vimos en la demostracion de la Proposicién que identifican-
do |K(sd}Xh)| con S* por el homeomorfismo z +— z/||z||, la multiplicacién m leida

en |K(sd}X")| es homotépica a la aplicacién p. El resultado sigue ahora directamente
del Teorema [6.1.1]

]

i

s .g'ﬁv;q.wﬁ‘ﬁ

v i
i

o

Figura 6.1: Representacion grafica del modelo finito de la aplicacién de Hopf

Para representar graficamente la aplicacién de Hopf y sus fibras (preimagenes
de puntos), se suele representar S® como R? y el punto del infinito co. Ahora la
descripcién de la descomposicién de S? en dos toros macizos es facil, se toma un
primer toro macizo T3 con su circunferencia guia la circunferencia unidad en el plano
OXY y el segundo toro macizo T tiene su circunferencia guia la formada al anandir
oo al eje OZ y hacer que su superfice exterior sea la misma que la T}, quedando
asi los paralelos (circunferencias trasladadas de la circunferencia guia) de T; identi-
ficados con los meridianos (circunferencias que bordean los discos transversales a la

circunferencia guia) de T5. Ver Figura
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Figura 6.2: Fibracién de Hopf en el caso continuo.

Ahora la fibra de un punto del hemisferio norte de S? es un paralelo de T}, siendo
la fibra del polo norte exactamente la guia de T;. Analogamente con el hemisferio sur
y el toro T5. De esta forma las fibras de los puntos del ecuador forman la superficie
térica que es la interseccion 17 N 'T5.

Para el caso finito que hemos estudiado en este trabajo, podemos establecer
una analogia: si nos fijamos en la aplicacion u, vemos que actia como en el caso
continuo, pues las circunferencias {*} x sd%(3') ejercen el papel de las circunferen-
cias guia. A su vez, el papel de superficie torica de contacto lo representa el toro
sd} (21) x sd% (X)), pues su imagen por la construccién de Hopf finita es el ecua-
dor de ¥2. También podemos visualizar las circunferencias que son las fibras de los
puntos del ecuador como indicamos en la Figura . Cada punto de Y? tiene como
preimagen una circunferencia de 16 puntos. Asi la fibra de cada punto de X2 es una
circunferencia de 16 puntos.

Figura 6.3: Fibras de los puntos del ecuador. Cada color representa una circunferen-
cia de 16 puntos.

6.2. A-modelo del cuadrado de Whitehead

La propiedad que desperté el interés por la aplicacién de Hopf en topologia
algebraica fue el hecho de que representa un generador del tercer grupo de homotopia

de SQ, 7T3<S2> = 7.
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A partir de este resultado se inicié el calculo de los grupos de homotopia de las
esferas. Se tiene que m;(S™) = 0si i < ny m,(S") = Z. Para i > n, Serre prob6
en 1951 que 7;(S™) es un grupo finito para i > n salvo my,_1(S?*), que es la suma
directa de Z y un grupo finito. Ain no se conocen todos los grupos de homotopia
de las esferas.

Recordemos que, dado un espacio X con un punto distinguido g € X y el n-
cubo I™ con borde 9I", los elementos del grupo 7,(X, zg) (n > 1) son las clases de
homotopia relativa a OI" de aplicaciones « : (I",01") — (X, zo) (llamadas n-lazos).

La operacién de grupo viene da por [«] - [3] = [« * (], donde
a2z, ze, .. 1) 0<z<1/2
(Oé*ﬁ)(l'ly""xn)_{ﬂ(Q.Tl—l,ﬁL'Q,...,.I'n) 1/2§l’1§1

es la yuxtaposicién de n-lazos. Ver [9] para comprobar que esta definicién define una
estructura de grupo (abeliano si n > 2). Para n = 1 tenemos la definicién del grupo
fundamental de Poincaré (no abeliano en general) que se estudia en la asignatura
Geometria y Topologia de Superficies del Grado en Matematicas.

Obsérvese que mediante homeomorfismos adecuados entre B™ e I"™, podemos ver
los n-lazos como aplicaciones o : (B",S"!) — (X,z0) y la yuxtaposicién de n-
lazos «, [ por la aplicacion inducida por a y [ en la bola obtenida al identificar el
hemisferio sur de la bola de o con el hemisferio norte de la bola de . Ver Figura
0.4l

Igualmente, todo n-lazo definido por « : (B",S™ ') — (X, z) define y estd
definido por la aplicacién & : (S™, py) — (X, z¢) resultante al identificar todo S~ ! a
punto. De esta manera un n-lazo se puede ver alternativamente como una aplicacién
de (S™,pg) en (X, xp) y la yuxtaposicién de n-lazos «, 5 : (S™,po) — (X, xq) es
entonces la composicién

(aVB)oupu,

donde S™ V S™ es la uniéon de dos copias de S™ por pg y n : S — S"V S” lleva
Sl C S™ a py y cada hemisferio de S™ a una copia de S™ en S™ \V S™. Ver Figura
6.41

[ I /P

X

(a) Cuadrado. (b) Disco. (¢) Unién de S? con S? por P,.

Figura 6.4: n-lazos vistos de distintas formas.

El producto de Whitehead es una operacién entre grupos de homotopia definida
como sigue.

Definicién 6.2.1. Dados los elementos de a € m,(Y, ) v b € (Y, yo) repre-
sentados por los n-lazos o : (B™,S™ 1Y) — (Y,y0) v 8 : (B",S") — (Y, ),
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consideramos la aplicacién
f . Sm+n—1 — Sm—l * Sn—l — B™ x Sn—l U Sm—l % B" — ij

dada por f(z,w) = a(z) en B™ x S" 'y f(z,w) = B(w) en S™ ! x B". Nétese
que f estd bien definida, pues la restriccién a S™! x S"~! es la constante y,. Aqui
los conos de S™! y S"7! se identifican con las correspondientes bolas B™ y B". Si
tomamos un punto py € S™ ! x S"71 el elemento de 7,4,_1(Y, o) representado
por f: (S™=1 py) — (Y, yo) v denotado [a, b] es el llamado producto de Whitehead
de a y b.

Ver [19] para los detalles y las propiedades del producto de Whitehead.

El cuadrado de Whitehead es el elemento de m3(S5?) definido como el producto
de Whitehead [tz,12] donde 15 es el generador de m3(S5?) representado por la iden-
tidad de S?. Se tiene que [i2, 2] es el doble (salvo signo) del generador de m3(S?)
representado por la aplicaciéon de Hopf (ver XI Teorema 2.5 [19]).

Terminamos este trabajo describiendo el A-modelo del cuadrado de Whitehead
dado en [8]. Para ello consideramos el cono con tres niveles del A-modelo minimo
de S', C2x! = I} 2! U {*}; ver Definicién [4.3.1]

Obsérvese que existe una aplicacién natural

g:Cixt — »? (6.1)

que lleva el elemento maximal en un elemento maximal de 32 (denotado por j en la
Figura , la copia X! x {1} en X! por la identidad y la copia X! x {0} en el otro
elemento maximal de X2 (es decir, —j).

Figura 6.5: Suspensién de 1.

Para el correspondiente join
et = (C2xh) x 2tu st x (€28

se define la aplicacién f : X! @} ©' — %2 dada por el diagrama en la Figura [6.6]
donde j y —j indica los elementos maximales de ¥? = S(X!) y los ntimeros indican
las iméagenes de los elementos del join con la representacién de ntimeros complejos

indicada en la Nota [(£.2.3]
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j 1l i 2 1 « -i =2 |1 Gle 4 =2 s 4 = |4
~ I » ~ A
j 1 i =2 1 s i 1 §l= j j R
W W v W W W v
j }, 1« 0 =2 1< 4= |1 \< gl 47 4 4z ]
~ A ”n ~ ~n A ~ ~ n
j 1|< [ 1 1 jls 4 _J‘ < -j B _j
v v v w W v W v W w
i 1< 0 =2 1< 4 =2 |1 Gl 4 o A 2 |
2y1 1
(a) Imagen de (CgX') x Xt
s osqo2
~z
jle 4 =2 A < 4 = |4 1ls 1 =2 1 « 1 =2 |1
A "~ "N A "
j|< g j o> |- [ S T T T R
w v v W w w

gls 402 R i >{ s 12 1 s -1 2 |

s n n A n ~ ” » ~ A

Gls o4 0z 4 s j = j i< i = (I i -i

v W W w v v

jle 4 G s 4 = |4 11«1 =21 <1 =2 |1

(b) Imagen de X! x (CZx1!).

Figura 6.6: Modelo del cuadrado de Whitehead.

Teorema 6.2.1. La aplicacién f : 3! @) £ — %2 es un A-modelo del cuadrado
de Whitehead en m3(S?).

En la demostracién del Teorema [6.2.1] usaremos el siguiente lema.

Lema 6.2.1. La aplicacién g : CZX! — 32 definida en |6.1] es un A-modelo de la
proyeccién natural 7 : C'ST — S(S') dada por 7 ([z, t].) = [z, t]s. Aqui los subindices
denotan el espacio cociente al que pertenecen las clases.

Demostracion. Empecemos indicando que
K(CEEh)| = [K(CE) UK(S! x {0,1})] = CIK(EH| U [K(EY)] x

se identifica de manera clara con el cono sobre |[K(X!)| de altura 2, denotado por
Co|KK(21)|. Igualmente, para simplificar la notacién identificaremos [K(%?)| con la
suspension de altura 2 Sp|K(31)].

Sea h : |[K(Z')| — S' el homeomorfismo habitual h(z) = z/||z|| y sean hy :
ColK(ZY| — C(SY) v hy = So(IJK(ZY)] — S(S') los homeomorfismos inducidos
hi(z,t].) = [h(x),t/2]. v hao([x,t]s) = [h(x),t/2]. Afirmamos que el diagrama si-
guiente es conmutativo salvo homotopia lo que probara el lema.

K
K(C25Y)] = Gyl (3Y) 22 K0(52)] = Syl(sY)]

| |

Cs! S(S1)
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La afirmacién anterior equivale a probar que K(g) es homotépica a la composicién
7 = hy ' omohy. Sobre |K(C(X!)| se tiene directamente la igualdad.

Ahora si (y,s) € [K(ZY)| x I, esto es, si visto en el cono Co|K(X1)] (y, s) estd
entre los niveles 0 y 1, T(y, s) estd situado en un segmento desde el polo sur a y.

Por otro lado, sea (a, b) un 1-simplice de K (2!) conteniendo a y. Supongamos a <
b (el otro caso es andlogo). Por definicién de K(3! x {0,1}), que es una triangulacién
del cilindro [IC(X!)| x I, tenemos que el punto (y, s) estd en dos posibles tridngulos
de K(Z! % {0,1}): (v1,v9,v3) 0 (w1, wa, w3), donde vy = (a,1), vo = (b, 1), v3 = (b,0)
y w; = (a,1), we = (a,0), ws = (b,0), ya que todo tridngulo corresponde a una
cadena de tres elementos.

Por ser K(g) simplicial, si (y, s) = 2?21 \iv;, entonces K(g)(y, s) = Zle Aif ()
es un punto del tridngulo de vértices vy, vy y el polo sur de la suspension. Anélo-
gamente, en el segundo caso K(g)(y, s) estd en la arista que une (a, 1) con el polo
sur.

En ambos casos, tenemos que 7(y, s) v K(g)(y, s) estdn en un mismo simplice y
el segmento que los une estd en Sy|KC(3!)|. Esto hace que la aplicacién H(y,s,t) =
(1 —t)7(y,s) + tK(g)(y, s) esté bien definida y da una homotopia entre 7 y K(g)
sobre || x I.

Obsérvese que esta homotopia se extiende a todo Cy|K(21)| por la homotopia
constante, ya que T y (g) coinciden en los puntos de la forma (y, 1). Nétese ademads
que esta homotopia es constantemente el polo sur en el nivel 0 de Cy|KC(Z1)]. ]

Demostracion. (del Teorema En primer lugar, es facil ver la continuidad, pues
como se puede comprobar en la figura, las imagenes respetan el orden al aplicar f.

Para ver que es un modelo finito del producto de Whitehead, recordemos en
primer lugar el siguiente hecho: si ¢ es el homeomorfismo B* = C'St, z — [z, 1—||z||],
y h: S(SY) — 5% es el homeomorfismo habitual z — z/||z||, entonces, si 7 es la

proyeccion del Lema [6.2.1], 1a composicion
homoty ™t :(B%SY — (S%p),

con pyg el polo sur, es un representante de la clase de la identidad ¢5. Esto nos permite
suponer, salvo homeomorfismo, que [i9, t5] esta representado por la aplicacién

(7] : ST+ St =CS' x StU St x CS' — S(Sh)
dada por [W’ W]([% t]wy) = 7T([$,t]c) = [m’ t]s y [W,?T] ($, [y’ S]C) = W([yv S]C) = [y’ 3]8'
Como anteriormente, los subindices denotan si la clase es del cono o la suspension.

Si hacemos una definicién analoga con la aplicacién g : C2X! — X! del Lema
0.2. 1] tenemos

[9,9] : '@y B =Cixt x tUX x CEnt — S(2Y)

que lleva. ((+,2), ) y (&, (+,)) en el polo norte de (=), (4, 1),9) ¥ (2, (a,1)) en ay
((a,0),y) y (z,(a,0)) en el polo sur. Esto es, f = [g, g]. Mediante una comprobacién
directa a partir de las definiciones se llega a que

K(f) = [K(9),K(g)] : IK(E"@p%")] = Cof K(E) x| K(EDUIL(EN) X Col K(Z1)] = Sl K5

Terminamos la demostracién comprobando que un diagrama analogo al del Lema
(donde R} y kY son las extensiones naturales de los homeomorfismos en aquel
diagrama)
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Kot @d o1 L 5, k(8]

a |

Cs? S(SY)

[ 7]

es conmutativo salvo homotopia.

En efecto, si H es la homotopia entre K(g) y la composiciéon 7 obtenida en la
demostracion del Lemadeﬁnimos una homotopia H entre K(f) = [K(g), K(g)]
y hy o [, ] o b} tomando H(([x,t1]e,y),t2) = H([x,t1]e,t2) v H((z, [y, t1]e), t2) =
H(ly,hlert2). )

La buena definicion de H sigue de que H es constantemente el polo sur en todos
los puntos de la base del cono. Es inmediato comprobar que la homotopia deseada

es H. 0

Concluimos comentando cémo se pueden visualizar las fibras sobre los puntos
de ¥?: Si volvemos a la representacién de S® como unién de dos toros macizos,
estos toros se corresponden en el modelo finito con los productos cuya unién forman
Y ® X!y asf cada toro macizo finito estd formado por la circunferencia gufa y dos
superficies toricas, una de ellas comun. La fibra del polo norte es justamente las
dos circunferencias guia de 4 puntos y la fibra del polo sur es la superficie térica de
16 puntos compartida por los dos toros macizos. Obsérvese también que las fibras
de los puntos del ecuador de X2, 41, 44, son pares de circunferencias de 4 puntos
entrelazadas ya que cada una de ellas es un paralelo de un toro macizo.
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