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INTRODUCCION

Cuando tenemos la necesidad de estimar una magnitud desconocida m realiza-
mos una muestra de mediciones sobre la magnitud, X, X,,..., X,, Yy procede-

mos a calcular un valor, M, a partir de la mediciones, por medio de algin cri-
terio que nos asegure una buena estimacion de la magnitud.

La cuestion de estimar una magnitud a partir de un conjunto de mediciones,
era denominada en el siglo XVIII el problema de elegir un promedio.

Laplace (1749-1827) abordara el problema en 1772 y lo recogerd, como
problema 3,en su memoria de 1774 “Mémoire sur la probabilité des causes par
les évenemens”. Laplace ha encontrado una solucién al problema, de elegir un
promedio, en 1772 pero no lo incluird en su memoria de 1772 “Sur les Séries
récurrorécurrentes” por creer que era de poca utilidad. S6lo, después de leer en
la revista de astronomia de Jean Bernoulli, que el problema es de gran impor-
tancia en astronomia y que Daniel Bernoulli y Lagrange han considerado el
problema en sus trabajos de investigacion, retomara la solucion encontrada en
1772 y la recogera en su memoria de 1774.
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Laplace partird de que las mediciones son realizaciones independientes de
una variable aleatoria X tal que X - m=2Z, donde Z es una variable aleatoria

(v.a.) con una funcidn de densidad conocida f (z). La v.a. Z sera la Ley de los

Errores. El supuesto de que los errores deben seguir una Ley aleatoria ha sido
aceptado por muchos investigadores, aunque cada uno de ellos ha propuesto su
propia funcion de densidad.

Como explicaremos mas adelante, Laplace desarrollard su propuesta Unica-
mente para tres mediciones. Ordenando las tres mediciones X,, X,, X; en los
estadisticos ordenados, y, £y, £ y,, Laplace calculara la densidad conjunta de
observar las tres mediciones cuando provienen de una Ley f (Y - n), para todo

valor de la magnitud m es decir,
f(YpYz:Ys)‘Xf(yl' rr)f(yz' m)f(ys' m)
que es nuestra funcion de verosimilitud.

Para Laplace, el valor a priori de la magnitud mes una v.a. con una funcién
de densidad p(m. Con lo que la densidad de la v.a., m condicionada a las

mediciones, vendra dada por nuestra férmula de Bayes
P(MI Y1, Y2, Ys) K P(M f (Y1, Yo, Y5 I M

Ahora bien, Laplace se apoyara en el principio de la Razon Insuficiente (“si
no tenemos una causa para asignar diferentes probabilidades a priori, debemos
suponer que todas las probabilidades son iguales de verosimiles™) para suponer
que p(m =1, es decir, una funcién a priori imparcial. Stigler (1986) sefiala

que el principio de razén insuficiente es mas que un axioma metafisico, un
método para simplificar los célculos.

Bajo el supuesto de tomar una funcion a priori imparcial, Laplace obtendra
la siguiente funcién de densidad a posteriori, una vez observadas las tres medi-
ciones,

Pl Y, YosYa) M (YL Ya,Ys 1M

y al considerar que la integral
c\j (Y1, ¥2r Y3 [ dm

es finita, obtiene la densidad a posteriori siguiente

f(y,Y2,¥5 1M
c\j (Y15 Va5 Y3 M) dm

P(Ml Y, Yy, Ys) =
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Esta Gltima formula es la que propondra Laplace, al comienzo de su memo-
ria, como un Principio para poder invertir, llamado principio de la probabi-
lidad inversa, el proceso que va de las causas a los sucesos, se invierte para ir
de los sucesos a las causas.

A partir de aqui, Laplace introducira la siguiente funcion de pérdida
g(m M) = |-
donde m es una estimacion de m Laplace tomara como la mejor estimacion del

valor de la magnitud, m el valor m* que haga minima la pérdida esperada a
posteriori. Es decir, el valor esperado de la funcién de pérdida cuando msigue
la funcion a posteriori. Por razonamientos geométricos, Laplace probard que
N debe ser la mediana de la densidad a posteriori de la v.a. m Es decir,

me

N 1
go(ml Y11 Y2, Y3) dm=§

Ahora bien, si queremos que esta formula sea Util necesitamos especificar la
funcién de densidad f (z), es decir debemos elegir la Ley o Curva de los

Errores.

Laplace rechazara la hipdtesis de que la curva de los errores es uniforme,
f (z) = k en un intervalo finito centrado en el cero. La razén es que son mas
probables errores pequefios que grandes. Igualmente rechazara la hipétesis de
que la curva sea triangular, |fﬂ(z)| =k en un intervalo finito centrado en el
cero, ya que cree que esta derivada debe disminuir cuando aumenta z.

Laplace supondra que la curva de los errores debe verificar que sea simétri-
ca respecto de cero y que f®z)/f (z) =-k para z>0. Estas hipotesis le con-
ducira a que la curva de los errores sea

k -Kz|
f(z)=—e
() 2

que hoy denominamos distribucion de Laplace o doble exponencial.

Una vez elegida la curva de los errores, Laplace obtiene la siguiente for-
mula para la mediana a posteriori,
el eMo

1 &
m=y +p+—Incl+—- —~=
Yt p K g 3 3
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donde p=vy,- V¥, q=Y;-Y,, suponiendo que p>q. La constante k es co-

nocida. Laplace observa que cuando k tiende a cero, entonces nt se aproxima a
la media aritmética. Igualmente, cuando k tiende a infinito, entonces nt se
aproxima a la mediana de las mediciones, que es el maximo de la funcién de
verosimilitud.

Resuelto el problema, Laplace emprende estimar mcuando el parametro k
es desconocido. De nuevo Laplace utiliza el principio de la razon insuficiente
para el vector (m k), proponiendo como funcién a priori p(m k) =1. EIl prin-

cipio de la probabilidad inversa le lleva a la siguiente distribucién a posteriori,
P(M K[ Y1, Y2, ¥3) o< f (Y1s ¥z, Yol M K)

donde la distribucién a posteriori para m es

¥

P(Mly1.Y2:¥s) = (P(MK Y12, ¥5) dk
0

y la mediana de esta distribucion es el valor n que verifica la siguiente ecua-
cion,
me

N 1
O (Ml Yi,Yz, ¥5) =2

-¥

y esta Ultima ecuacion es equivalente a la siguiente,

¥ nr ¥ ¥
N N\ 1 N N\
OO (MK1Y1,Yz,Ys) dmdk =2 P (MK Y1, ¥z, Ys) dmdk
0-¥ 0-¥

que haciendo el cambio de variable g =m- y,, y teniendo en cuenta las defini-
ciones de p y g se transforma en

¥ q* ¥ ¥
N N\ — 1 N N\
Q02 (@ k[p.a)dadk == Op(a k|p. q) dg dk
0-¥ 0-¥
gue a su vez es equivalente a
¥ q* 1¥ ¥
chf(q' k|p, @) p(k[p,q)dg dk=50(x¥]0(q|k, p. a) p(k|p. a) do dk

Ahora, teniendo en cuenta que se verifica
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p(a p,qlk) K p(a.k] p.q) *)

(ver formulas (1) y (2) més adelante), donde la proporcionalidad actda sobre
ambas funciones y las funciones dependen de las variables q y k, obtenemos la
siguiente ecuacion

¥ g*

¥ ¥

N N\ 1\\
(0, p,qlk) dgdk == (0, p,qlk) dgd P
0-¥ 2O ¥

¥ ¥
- kp -ka G
b (e ke dk = c‘j(ze-k(wq)a‘i+ e _ & %%
€ 3 35
0 0

que conduce a la ecuacion de grado tres:

-1

3 _ 3, @2p+q)® (p+2g)°0

2p+4 - 8 = ( + 3+( - =
(2p+q-q°) gp a) 3 3

donde hemos supuesto que p >q .

Ahora bien, segun sefiala Stigler(1986), Laplace ha cometido un error al
calcular g*, ya que en vez de utilizar la expresion (*), utilizé la siguiente:

p(alp. 9. k) = p(a, p, q|k)

lo que le llevé a la ecuacion

¥ g ¥ ¥
N N\ 1 N N\
Q0> (@ p.alk) p(klp. a) dadk == (. p.alk) p(k|p. a) dg dk
0-¥ 0-¥
¥ ¥

-k -k
e p q

NP N o k(e e 0
b O(ze k(2p+a-q°) p(k|p,q)dk=0<2e k(p q)81+T- TBP(HP,Q) dk
0 0

que finalmente le condujo a la ecuacién de grado 15:

(3p+2q- g°)s - (AP+20- q)° (Bp+3q-q7)° _
3 3
2(2p+39)° _(4p+29)°  (2p+4q)”°
3 9 9
donde hemos supuesto que p >q. Laplace probard que so6lo existe una raiz

valida (que la mediana sea una raiz de una ecuacion de grado 15 explica por
qué Laplace tomo sélo tres mediciones).

=(3p+2q)° -
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Stigler conjetura que este error fue debido a que, en tiempos de Laplace, no
se tenia una idea clara del concepto de probabilidad condicionada. No obstante,
analizando el camino seguido por Laplace, tal vez pueda darse otra interpreta-
cion al error cometido y que le llevo a la ecuacion erronea.

En primer lugar, Laplace calcula la distribucion marginal a posteriori de Kk,
obteniendo

- +q) B e-kp e'kQG
p(klp.a)u ke P el - = - s
€ 2

donde se observa que depende s6lo de p y g. A continuacién, obtiene una ecua-
cion que le permite calcular la mediana a posteriori para cada valor de k cono-
cido, valor que Laplace llamé x y que nosotros vamos a llamar g*(k), ya que se
trata de una funcién que depende del valor de k. Dicho valor ha de verificar

el e Mg

k2e-K(@P+a-a"(K) = | 2g-K(p+a) fﬁJ, 9
e 3 3 g

y al tomar esperanzas en ambos miembros, obtenemos

¥ ¥
-k -k
e e

< ) U N\ R +q) & 0
dZe k (2p+g- g*(k)) p(kl p’q) dk — dZe k(p+q) 91+T - T—p(kl p,Q) dk
0 0 © 7

Laplace resolvera las integrales pero considerando un g* fijo que no depen-
de de k, lo que le conduce a resolver la ecuacién incorrecta indicada anterior-
mente. Aunque las soluciones que se obtienen son diferentes, célculos realiza-
dos por Stigler y por nosotros, nos llevan a sostener que la diferencia entre
ellas es muy pequefia.

A partir de aqui, nuestro trabajo consta de la seccién 2, donde obtenemos,
para k conocida, los resultados de Laplace. En esta seccion discutimos la ob-
tencion de la funcién a priori imparcial p(n) =1, seflalamos que p y q son

estadisticos conjuntamente auxiliares y demostramos que los intervalos bayesia-
nos se comportan como intervalos de confianza, en muentras condionadas a los
estadisticos auxiliares p y q. En la seccion 3 consideramos que k es desconoci-
do, discutimos la funcion a priori de Laplace p(m k) =1 y probamos que si

eligimos una funcion a priori imparcial del tipo p(m k) =1/k, entonces los

intervalos bayesianos se comportan como intervalos de confianza, cuando se
condiciona a los estadisticos auxiliares p y g. Por Gltimo, finalizamos el trabajo
con una discusioén del trabajo de Laplace.
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ESTIMACION DE mCUANDO k ES CONOCIDO

A partir de la curva de errores
f (x| mk) =ge'“'”*

donde ml R, k>0 y xI R,y los estadisticos ordenados y :{yl, Yo, y3},
obtenemos la siguiente funcién de verosimilitud
3
-ka [vi-m

i=1

L(mlk,y)pe

que posee un maximo en M=y, que denominamos estimador maximo verosi-
mil.

Llamando p=vy, - ¥, q=Y; - Y,, podemos escribir la funcion de verosi-
militud de la forma siguiente,

k(| m p|+ i m+ g+ m)

L (m] p,q,mk) p e

que si ahora tomamos como funcién imparcial, p(n) =1, obtenemos la si-
guiente distribucion a posteriori

L(m] p,q,mk)

p(mlp,q,mk) =~
O-(mlp.a.mk) dm
-¥

y haciendo el cambio de variable g =m- y, obtenemos
-k (| al+ p- a|+/p+g-q])

I (p, d, k)

palp, g k)=

donde

| (p’ g, k) :ge'k(P"Q)g_ Lkp- ﬂg
k & 3 3 5

Ahora, si consideramos la funcion de pérdida absoluta de Laplace, podemos
probar que el valor de mque minimiza la perdida esperada a posteriori es la
mediana de la distribucion a posteriori. Llamando n¥ al valor de la mediana,
éste debe ser solucion de la ecuacion siguiente,
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n¥

N ~ 1
Y kd:_
o (mlp.a,mk)dm=2

-y
y, si suponemos que los tres estadisticos ordenados son diferentes, entonces se
demuestra que para p>q resulta y <n¥<y,, si p<q entonces
Y, <mF <y, ysi p=q entonces m* =y,.

Si ahora suponemos que p > (¢, entonces es facil probar que

1, & e elp
nt =y + p+—|n91+—- —
k & 3 3 g
Estos resultados de Laplace contienen ideas que han sido fundamentales pa-
ra el desarrollo posterior de la inferencia estadistica. En primer lugar vamos a
obtener la distribucién conjunta de los estadisticos ordenados,

3
.3 'ké.\Yi'r'd
f (Y1, Y2, Ya Ik, M :3!%2 g =l
&5

que si hacemos el cambio de variables: {q=m- y,, p=Yy, - ¥, q =Y, - Y,}
obtenemos

aé(63 - +| p- |+ p+Q-
f@ P glk)=3lgos e e ()

que no depende de m La distribucién marginal de los estadisticos p y g, es

.3
f(p,qlk)=3!§§§ 1 (p. g K)

que al no depender de mson denominados estadisticos auxiliares. La distribu-
cion de la v.a. g, condicionada a los estadisticos auxiliares, no depende de la
cantidad desconocida m

-k(|al+ p- g/ p+g-q))
I (p, q, k)

que coincide con la funcion p(q] p, g, k) . Al depender g de my del estadistico
y, , recibe el nombre de cantidad pivotal. Igualmente se prueba que la marginal
de q no depende de m

f(@lp,q k)=
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Laplace ha resuelto el problema de elegir un promedio para una curva doble
exponencial. Construye una funcion de densidad sobre el pardmetro ma partir
de la muestra observada, y esta funcién mide la incertidumbre que tenemos
sobre dicho parametro. En cambio, Lagrange ha tomado la media aritmética y
ha calculado su distribucién en el muestreo, con el objeto de apoyar su elec-
cion. Todas las muestra del mismo tamafio intervienen en la solucion de La-
grange, la observada y el resto. Sabemos que la estadistica que se impuso en el
primer cuarto de nuestro siglo va a seguir el camino de Lagrange. Ahora bien,
Fisher va a retomar los resultados de Laplace y va a proponer un camino in-
termedio, entre una muestra y todas las muestras. Fisher propondra el Princi-
pio de Condicionar a estadisticos auxiliares. Este principio consiste en traba-
jar con muestras que tienen los mismos valores para los estadisticos auxiliares
calculados en la muestra observada. Es decir, si p=2 y q =1, sélo conside-

raremos muestra de tamafio n=3 donde p=2 y gq=1. Por lo tanto, en la

construccion de un intervalo de confianza para m deberemos utilizar la distri-
bucion f(q] p, g, k) .

Fisher también retomara la idea de asignar una funcién de densidad al pa-
rametro desconocido m Ahora bien, Fisher rechazara las funciones a priori
uniformes de Laplace por cambiar frente a transformaciones de los pardmetros.
Es decir, si p(m) =1, el principio de razén insuficiente conduce a que

p(nf) =1, que no esta de acuerdo con la regla del cambio de variable. Fisher

inventara la denominada Inferencia Fiducial, cuyo objetivo es determinar una
funcién de densidad para ma partir de una muestra observada.

Una solucién al problema de determinar la funciones a priori de Laplace va
a surgir de Jeffreys (ver su libro de 1961). La idea de Jeffreys consiste en defi-
nir en el conjunto de los modelos de Laplace,

f(x|mk)=ge'“'”*

con conocido, la denominada distancia de Hellinger entre dos modelos dis
tintos, es decir

¥
<z 2
H(m,m) = ¢ f (yIm, k)Y - £ (yIm, k)" )d dy
-¥
que llamando h =m, - m, obtenemos que la distancia de Hellinger vale

ol o). e
H(rr1,rr})=541-e2 - 2khe 2
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Esta distancia considerada por Jeffreys es invariante a cambios de parame-
tros. Esta propiedad es necesaria ya que la distancia no debe depender del tipo
de parametro considerado. Por ejemplo, el modelo de Laplace puede definirse
en funcion de n =exp(m).

Jeffreys definird una funcion a priori sobre m p(nj, observando (con nota-
ciones muy diferentes) que H (m m+h) =1(m) h? +o(h?) (donde I(n) repre-

senta la Informacion de Fisher y se supone que el modelo es regular), con lo
que la distribucién a priori

p(M o |1 (M) = Fim MM+ &

T

resulta ser invariante ante reparametrizaciones. En Ortega, J. Se generaliza esta
definicion, proponiendo

donde z =1 si el limite existe y es distinto de cero e ¥, en otro caso z =2 si

el correspondiente limite existe y es distinto de cero e ¥, etc. En los modelos
regulares, resultara ser z =2 y en los no regulares se obtiene z =1. En nues-

tro caso se prueba que debemos tomar z = 2, donde el limite vale k2/4 , que al

no depender de m conduce a tomar como distribucion a priori la funcion
p(m =1, que es la elegida por Laplace. Ahora bien, si representamos el mo-

delo de Laplace por un nuevo parametro, n =exp(m, la aplicacién de esta
regla de Jeffreys, conduce a que p(n) o p(r’r)| dr’r]/dn| , que esta de acuerdo con
la formula de cambio de variable, y ya no es uniforme.

Podemos relacionar la distribucion p(n) =1 con el concepto de distribucion
imparcial. En Basulto (1998) introducimos el concepto de funcién a priori im-
parcial, que esté relacionado con los estadisticos auxiliares. En nuestro modelo
de Laplace, la funcion p(m =1 es imparcial porque es solucion de la siguiente
ecuacion integral,

& e gl

+¥

5
L@k y) T & 3 34

es decir, la funcién p(m) =1 hace que la integral sea constante para todas las
muestras de tamafio n =3 que tenga los mismos valores que p y g. La funcion



