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Capitulo 1

Introduccion

Los fenémenos de fallo mecénico han estado presentes en la vida del hombre desde
que éste comenzé a construir. La fractura, caracterizada por la formacién de
nuevas superficies en un material, es uno de los modos més caracteristicos de fallo

mecanico.

Los valores criticos que se utilizan de forma convencional en los criterios de
resistencia se miden normalmente a partir de resultados obtenidos en laboratorio
con probetas sometidas a cargas de traccién, flexién o torsién simples. Los mate-
riales de estas probetas, cuidadosamente preparadas, se consideran homogéneos y
continuos, sin los defectos mecénicos inherentes a las piezas reales. Dado que la
respuesta del material y la distribucién de tensiones alrededor de los defectos son
muy diferentes a las de las probetas, los criterios de fallo convencionales pueden ser
inadecuados cuando se aplican a elementos estructurales susceptibles de contener
defectos iniciales o producidos en servicio. La finalidad de la Mecénica de la Frac-
tura es tener en cuenta el tamafio, posicién y forma de los defectos del material

y determinar la carga o el desplazamiento criticos que aplicados de forma remota



2 Introduccién

sobre el defecto causa el fallo de la estructura.

El hecho de que algunas estructuras construidas por los egipcios y los romanos
permanezcan ain en pie es una prueba de la habilidad de los primeros arquitectos
e ingenieros. El instinto y la experiencia eran las tnicas guias en la eleccién de
materiales y en el diseno de estructuras y mecanismos. Bésicamente, nuestros
antepasados empleaban el procedimiento de prueba y error. Pero en la actualidad,
dado el aumento de la complejidad tecnolégica, los problemas son més complejos y
variados que en los primeros siglos. Gradualmente durante los tres dltimos siglos, el
hierro y los metales en general han sustituido a la madera y la mamposteria como
materiales estructurales bésicos, pero a pesar de su aparente mayor capacidad
resistente, las estructuras y componentes metdlicos no han funcionado siempre
satisfactoriamente y han sufrido fallos catastréficos inesperados (véanse, Anderson,
1995 y Erdogan, 2000). Estos fallos catastréficos proporcionan grandes ingresos a
abogados e ingenieros, sin embargo son perjudiciales para la economia del conjunto
de la sociedad. Un estudio econémico (Duga et al., 1983) estimé en 119 miles
de millones de délares el coste debido a la fractura en los Estados Unidos en
1978, aproximadamente el 4% del producto interior bruto. Ademads, dicho estudio
estimé que el coste anual podia reducirse en 35 miles de millones si se aplicaban los
conocimientos existentes, y que investigaciones futuras en el campo de la mecénica

de la fractura podrian reducir adicionalmente esta cifra en 28 miles de millones.

La necesidad de entender y controlar la rotura de sélidos ha motivado nu-
merosos esfuerzos desde muy temprano. Leonardo da Vinci esbozé en sus notas
un posible ensayo para determinar la resistencia al alargamiento de un cable, y
encontré que variaba inversamente con la longitud del mismo. Estos resultados,
aunque de forma cualitativa, implican que los defectos en el material controlan su
capacidad resistente. Galileo investigé las cargas de rotura de barras sometidas a
traccién y concluyé que dichas cargas eran independientes de su longitud y pro-

porcionales al area de la seccién, esto supuso un primer paso en el concepto de



tensién. Sin embargo, las teorias de la fractura basadas en el crecimiento de grietas
requieren conceptos mateméticos de tensién y deformacién que no se obtuvieron
hasta el siglo XIX.

En 1920 Griffith publicé un trabajo en el que se establecia una conexién cuan-
titativa entre las tensiones de fractura y el tamaiio de los defectos (Griffith, 1921).
Fue éste el primero que empled una aproximacién energética para proponer un cri-
terio de rotura para sélidos fragiles con defectos, estableciendo un balance entre la
energia eldstica almacenada y la energia superficial del material. Este modelo era
aplicable tinicamente a sdlidos fragiles ideales. Irwin extendi6 el modelo de Griffith
a metales, incluyendo la energia disipada por plastificacién local (Irwin, 1948). En
1956, Irwin desarrolld el concepto de indice de liberacién de energia, el cual est4
relacionado con la teorfa de Griffith pero de una forma més adecuada para resolver
problemas de ingenierfa. Con anterioridad, Westergaard (1939) habia desarrolla-
do una técnica semiinversa para analizar tensiones y desplazamientos en el vértice
de una grieta . Irwin utilizé estos resultados de Westergaard (Irwin, 1957) para
demostrar que las tensiones y desplazamientos en las proximidades del vértice de
una grieta pueden obtenerse a partir de una tnica constante relacionada con el
indice de liberacién de energia. Este pardmetro que caracteriza el vértice de una
grieta se conoceria més tarde como factor de intensidad de tensién. El campo de
la Mecéanica de la Fractura, sobre todo a partir de la 2° Guerra Mundial, pasé
de ser una curiosidad a convertirse en una disciplina dentro de la ingenierfa, su

desarrollo durante los tltimos 40 afios ha sido continuo.

La rotura fragil de un material se produce con muy pequeiia deformacién, y nor-
malmente el proceso de separacién de los componentes estructurales en dos o més
piezas ocurre rdpidamente. El modelo de Irwin para un material elasto-pléstico
ideal, permite aprovechar la solucién elastica ideal de los campos de tensiones y
desplazamientos en las inmediaciones del vértice de una grieta, suponiendo una
grieta de longitud mayor que la verdadera. Cuando la deformacién plastica que

experimenta el material abarca una zona pequeiia, la solucién predicha con el mo-
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delo de Irwin es suficientemente aproximada. Esto es cierto en muchas situaciones
bien por la naturaleza fragil del material en estudio, o bien por las condiciones
de carga existentes que impiden que en las cercanfas del vértice de la grieta se
desarrolle una extensa zona plédstica. Asi{, puede afirmarse que las tensiones cerca
del vértice de una grieta varfan asint6ticamente con 1/+/7, siendo r la distancia al
vértice, y se pueden calcular mediante la Teorfa de la Elasticidad Lineal. Esta es

la llamada Mecanica de la Fractura Eldstico-Lineal (MFEL).

Hay dos grupos de problemas de grietas en los que los efectos dinamicos son
significativos, i.e. sélidos con una grieta estacionaria sometidos a una carga de
impacto, y sélidos con una grieta propagéndose a una velocidad suficientemente
alta. En el primero, el campo de tensiones asintético cerca del borde de la grieta
es idéntico al problema elastostdtico correspondiente y generalmente, aparece un
salto en el valor del factor de intensidad de tensién dindmico respecto al estético.
En el segundo, el comportamiento asintético en el borde de la grieta depende ex-
clusivamente de la velocidad instantnea de crecimiento de la grieta (véase articulo
de revisién de Rosakis y Ravichandran, 2000). Una aplicacién importante de la
elastodindmica es el ensayo no destructivo de componentes estructurales, que ge-
neralmente implica la determinacién del tipo, tamafio, posicién y orientacién de
defectos en el medio a partir de emisiones ultrasénicas y acisticas (Achenbach,
2000).

En los tltimos 50 afios se ha producido un auge importante en la aplicacién
de materiales con propiedades eldsticas anis6tropas con fines estructurales. El
empleo de nuevos materiales puede ofrecer enormes ventajas, pero también ma-
yores problemas potenciales dado el desconocimiento que inicialmente se tiene
de su respuesta en servicio. De ahi que su estudio esté tan extendido entre la
comunidad de investigadores de medios continuos y materiales. Originalmente,
los materiales compuestos o composites reforzados unidireccionalmente con fibras,

se emplearon en la industria aeroespacial dada la buena relacién existente entre



su peso y propiedades mecénicas, i.e. rigidez y resistencia, alta resistencia a la
corrosién y flexibilidad en el disefio. No obstante en la actualidad el 4&mbito de
aplicacién de estos materiales se ha ampliado considerablemente.

La rigidez y resistencia de estos materiales pueden verse alterados bruscamente
por la existencia de microgrietas. Estas microgrietas pueden haberse producido
por rotura de las fibras, desvinculamiento de fibras de la matriz o delaminacién
entre laminas contiguas, bien durante el proceso de fabricacién, o bien en servicio.
Por ello, el estudio de la propagacién de ondas en materiales compuestos que
contienen microgrietas, es tan importante para la deteccién y caracterizacién del
dafio en composites mediante anilisis no destructivo con ultrasonidos, y para la
determinacién del inicio y crecimiento de una macrogrieta bajo condiciones de
carga dindmica aplicando la MFEL. Aunque en una situacién real pueden aparecer
numerosos efectos, dado que la longitud de onda de una onda eldstica es mucho
mayor que la longitud caracteristica del material compuesto, i.e. el didmetro y
la distancia entre fibras, o el espesor de la capas, respectivamente, los composites
reforzados unidireccionalmente con fibras y los laminados pueden modelarse como

materiales transversalmente is6tropos u ortétropos.

A partir de los afios 70 hubo un notable interés por la aplicacién de la teoria de
la mecénica de la fractura a problemas reales que inherentemente son tridimensio-
nales. Los numerosos intentos por obtener soluciones para este tipo de problemas
han dado lugar a una gran variedad de métodos, algunos de los cuales son dificiles
de seguir y extremadamente costosos en tiempo. A menudo las soluciones exac-
tas de problemas tridimensionales fisurados presentan numerosas dificultades y se
hace necesario recurrir a soluciones simplificadas. Estas simplificaciones podrian
deberse a algin tipo de simetria en la geometria y/o las cargas. Con frecuencia
el problema puede formularse satisfactoriamente pero las expresiones matemaéticas
que resultan solo pueden ser resueltas de forma aproximada. En los problemas
de grietas tridimensionales, que implican grandes singularidades en las tensiones

continuamente se hace necesario interpretar fisicamente de forma sensata los re-
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sultados numéricos obtenidos.

Los métodos numéricos de mds amplia aplicacién en la Mecénica de los Medios
Continuos son, el Método de las Diferencias Finitas (MDF), el Método de los
Elementos Finitos (MEF) y el Método de los Elementos de Contorno (MEC).

El método de los elementos de contorno puede aplicarse a problemas de mecénica
de la fractura sin las limitaciones asociadas con el método de los elementos finitos,
i.e. necesidad de generar mallas muy refinadas en las proximidades de la grieta y
continuo remallado interior para problemas con propagacién de grietas. Sin em-
bargo, la aplicacién del MEC en forma estandar a sélidos fisurados da lugar a una
degeneracién matemdtica en la solucién numérica, al ser las superficies de la grieta
coplanarias. Durante un largo periodo de tiempo la tinica técnica de elementos
de contorno general para el estudio de grietas ha sido el empleo de subregiones
(Blandford et al., 1981). Esta técnica divide el dominio en regiones introduciendo
un contorno ficticio que pasa a través de la grieta, esto introduce nodos y elementos
internos adicionales que conectan el vértice de la grieta con el contorno exterior.
Otros autores extendieron la técnica de las subregiones en combinacién con la
ecuacion integral en desplazamientos a problemas bidimensionales y tridimensio-
nales en elasticidad, termoelasticidad, propagacién de ondas, medios isétropos y
anis6tropos, y otros campos (véase el articulo de revisién de Aliabadi, 1997).

Para simular numéricamente el crecimiento de una grieta se hace necesario
rediscretizar las distintas regiones, usando bien un remallado manual, altamente
costoso en tiempo, o bien una sofisticada técnica de remallado automético. La
dificultad aumenta si tenemos en cuenta el especial cuidado que requiere la zona
cercana al vértice de la grieta. Para un modelo tridimensional real, generar una
malla de elementos de contorno con subregiones resulta laborioso y la obtencién

de los resultados excesivamente costosa.

En esta tesis se va a aplicar la Mecénica de la Fractura Eldstico-Lineal al estu-

dio de problemas tridimensionales de sélidos fisurados bajo condiciones de carga



estatica o de impacto, para materiales isétropos o transversalmente isétropos, me-
diante una formulacién sin subregiones enmarcada dentro del Método de Elementos
de Contorno y que tiene su origen en la representacién integral de las tracciones,

también conocida como formulacién hipersingular.

Durante los tltimos quince afios el nimero de trabajos dedicados a la formu-
lacién hipersingular del MEC ha crecido rapidamente. Dicha formulacién surge
como alternativa al empleo de subregiones y se basa en derivar la ecuacién integral
estdndar de elementos de contorno para obtener las tracciones en el contorno.

Los elementos de contorno hipersingulares se aplican principalmente a proble-
mas de grietas, para los que se simplifican enormemente las discretizaciones y en
muchos casos se mejora la precisién de los resultados.

El uso de este tipo de elementos de contorno presenta dos dificultades signi-
ficativas: una es la condicién de continuidad que deben satisfacer las funciones de
densidad; y la otra, la integracién de nicleos fuertemente singulares e hipersingu-
lares que aparecen tras derivar los niicleos cldsicos. Ambos aspectos han atraido
la atencién de los investigadores de elementos de contorno a partir de las primeras
publicaciones en las que se aplicaron formulaciones hipersingulares de ecuaciones
integrales de contorno a problemas estaticos de grietas (Cruse, 1975) , propagacién
de ondas (Burton y Miller, 1971) y dispersién de ondas a través de grietas (Sladek y
Sladek, 1984, Nishimura y Kobayashi, 1988). Para salvar estas dificultades se han
presentado diferentes propuestas por parte de Sladek y Sladek (1984), Budreck
y Achenbach (1988) y algunos otros. La mayoria de estos trabajos son validos
Unicamente para geometrias sencillas. Pueden encontrarse revisiones completas
y muy interesantes del trabajo realizado hasta 1992 y 1994 en los articulos de
Krishnasamy et al. (1992) y Tanaka et al. (1994), respectivamente.

La existencia de un limite en el contorno, en la representacién integral de las
tracciones, establece una condicién de continuidad sobre los desplazamientos en los
puntos de colocacidn, éstos deben cumplir la condicién de continnidad de Holder

de tipo C1:*. Estos requisitos representan una dificultad seria cuando se utilizan
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discretizaciones estindar de elementos de contorno cuyas variables de contorno
en el borde de los elementos presentan continuidad C° dnicamente. Sin embargo,
los requisitos de continuidad C* han sido claramente establecidos, tras rigurosas
discusiones, por Martin y Rizzo (1989), Martin y Rizzo (1996), Krishnasamy et
al. (1990), Tanaka et al. (1994) y muy recientemente por Martin et al. (1998).
Cabe destacar el trabajo de Cruse y coautores, Huang y Cruse (1994), Cruse y
Richardson (1996) y Richardson et al. (1997), en el que los autores defendian
la no necesidad de condiciones de continuidad C1'® para los desplazamientos del
contorno en la formulacién de ecuaciones integrales de contorno en tracciones. No
obstante, después del mas reciente trabajo de Martin y Rizzo junto con Cruse
(Martin et al., 1998), parece estar claro que la condicién C1'* es estrictamente
necesaria, a pesar del hecho de que se han obtenido buenos resultados con algunas

condiciones de continuidad menos estrictas.

Para satisfacer los requisitos de continuidad en las derivadas de superficie de los
desplazamientos en los puntos de colocacién del contorno (Martha et al., 1992), se
han propuesto muchas estrategias. Algunas de ellas basadas en el uso de elementos
especiales que hacen continuas las derivadas de las variables de contorno (Sladek
et al., 1992, Young, 1996). Estos elementos son bastante complicados y dificiles de
incluir en un programa general de elementos de contorno. Portela et al. (1992) y
Mi y Aliabadi (1992) han propuesto una alternativa conceptualmente més simple,
basada en el uso de elementos discontinuos. El tamaiio del sistema de ecuaciones
que se genera para problemas tridimensionales es mucho mayor cuando se utilizan

estos elementos.

En esta tesis se propone una estrategia diferente. Es una extensién a tres
dimensiones de la idea propuesta por Gallego y Dominguez (1996) para problemas
bidimensionales. Los elementos son continuos y las variables se representan de
forma clasica; i.e. con nodos situados en el contorno de los elementos. Sin embargo,
se coloca en puntos dentro del elemento en los que se satisfacen las condiciones

de continuidad C'* exigidas. Usando esta técnica se evitan las dificultades ori-



ginadas por los requisitos de continuidad en los puntos de colocacién y el niimero

de incégnitas nodales es el mismo que en la formulacién clésica.

Entre los objetivos de este trabajo no estd la solucién de los problemas de
continuidad de las variables de contorno, que se resuelven con la estrategia de
colocacién mencionada, pero si la segunda dificultad importante en la formulacién
hipersingular de elementos de contorno; i.e., la integracién de los nicleos fuerte-
mente singulares e hipersingulares. Este problema ha sido abordado desde dife-
rentes puntos de vista y se han desarrollado numerosas técnicas de regularizacién

(véase el articulo de revisién de Tanaka et al., 1994).

Algunas de las ideas del presente trabajo estén relacionadas con las propuestas
por Rudolphi (1991) y Rudolphi et al. (1988), sin embargo la formulacién de
estos autores falla cuando se trata de medios abiertos, como es el caso de muchos

problemas de grietas.

Por otra parte, Guiggiani et al. (1992) y Mantic (1994) presentaron una apro-
ximacién basada en regularizaciones usando desarrollos de Taylor de los desplaza-
mientos sobre el punto de colocacién como proponen Aliabadi et al. (1985). En
este método, se regulariza después de discretizar y las integrales se realizan de
forma general, lo cual precisa una laboriosa transformacién de coordenadas. Mi y
Aliabadi (1992) resolvieron problemas tridimensionales de fractura por el método
dual de elementos de contorno utilizando el método de integracién propuesto por

Guiggiani et al. (1992).

En la tesis que se presenta, se obtiene la ecuacién integral de contorno hipersin-
gular en elasticidad llevando la representacién integral de tracciones al contorno.
La regularizacién se lleva a cabo usando dos términos del desarrollo en serie de Tay-
lor de los desplazamientos en el punto de colocacién, y un término para el desarrollo
de las tracciones. Todas las integrales resultantes que contienen niicleos fuerte-
mente singulares e hipersingulares se transforman por procedimientos analiticos en
integrales con micleos regulares o débilmente singulares integrables numéricamente

mediante cuadratura de Gauss estdndar (véase Cerrolaza y Alarcén, 1989).
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El método que se presenta es general para superficies de contorno y elemen-
tos de contorno de cualquier forma. La regularizacién se hace antes de cualquier
discretizacién del contorno. Todas las integraciones en el proceso de transfor-
macién de los nicleos se realizan analiticamente de forma directa sin cambio de

coordenadas.

La extensién de las formulaciones de la Ecuacién Integral de Contorno (EIC) en
tracciones a problemas de mecanica de la fractura dindmica para dominios infinitos
es muy sencilla. De hecho, algunas de dichas formulaciones fueron obtenidas direc-
tamente para problemas de difraccién de ondas a través de grietas. Sladek y Sladek
(1984), (1986) obtuvieron el FIT para un grieta circular bajo condiciones de carga.
simétrica arménica. Budreck y Achenbach (1988) presentaron una formulacién
similar para grietas planas de geometria y condiciones de carga mds generales.
Hirose y Achenbach (1988), (1989) resolvieron el problema de una grieta circular
bajo condiciones de carga transitoria trabajando directamente en el dominio del
tiempo. Nishimura y Kobayashi (1988), (1989) trabajaron en la regularizacién de
las expresiones hipersingulares dindmicas y en el uso de funciones spline para sa-
tisfacer los requisitos de continuidad en la representacién de los desplazamientos.
Obtuvieron resultados para grietas circulares y elipticas. Zhang y Gross (1988)
y Krishnasamy et al. (1990) también estudiaron problemas dindmicos de grietas
inmersas en dominios infinitos bidimensionales usando la EIC en tracciones.

El nimero de trabajos relacionados con la solucién de problemas dindmicos
de grietas en dominios finitos usando la EIC en tracciones es bastante limitado.
En dos dimensiones cabe destacar el trabajo de Fedelinski et al. (1993), (1995),
(1996) que extendié la formulacién mixta presentada previamente por Portela et
al. (1992) para problemas dindmicos de grietas rectas usando aproximaciones en el
dominio del tiempo y la transformada de Laplace. También Gallego y Dominguez
(1997) extendieron a dindmica la formulacién mixta de Sdez et al. (1995) para
problemas bidimensionales de grietas de geometria arbitraria. En los 1ltimos afios

Wen et al. (1998), (1999) han desarrollado una formulacién mixta de elemen-
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tos de contorno en dindmica para grietas tridimensionales en dominios finitos.
Discretizan las superficies de la grieta con elementos cuadréticos discontinuos y
calculan el FIT a partir de los desplazamientos de apertura de grieta aplicando
el método de Reciprocidad Dual y la transformada de Laplace. Estos autores
evalian las integrales hipersingulares y fuertemente singulares usando un sistema
de coordenadas polar (véase Mi y Aliabadi, 1992).

En esta tesis la formulacién y solucién se realizan en el dominio de la frecuen-
cia. Se estudian problemas de grietas sometidas a cargas armdénicas inmersas en
dominios finitos o infinitos, pudiendo introducirse ficilmente el amortiguamiento
interno del material por medio de valores complejos de las constantes eldsticas del

material.

La mayoria de los composites de fibra pueden modelarse como materiales
transversalmente isétropos con un campo de tensiones definido por cinco cons-
tantes elasticas (Christensen, 1979). Hace mds de 30 afios Kassir y Sih (1968)
establecieron los conceptos bésicos de mecéanica de la fractura para sélidos transver-
salmente isétropos. Demostraron que el orden de la singularidad en las tensiones en
las cercanias de grietas tridimensionales, bien conocida para materiales isétropos,
continta siendo /7 para sélidos transversalmente isétropos, aunque las tensiones
dependen del grado de anisotropia (Sih y Chen, 1981). De igual forma la magnitud
de las tensiones locales puede expresarse en términos de los factores de intensi-
dad de tensién. Kassir y Sih obtuvieron expresiones para los campos de tensiones
y desplazamientos en las proximidades del vérice de una grieta para grietas de
geometria arbitraria contenidas en un plano perpendicular al eje de simetria del
material. Sih et al. (1965) obtuvieron 3 afios antes expresiones para los campos
de tensiones y desplazamientos cerca del vértice de grietas en medios anisétropos
para el caso bidimensional. Numerosos autores incluyendo Chen (1966) y Chen
y Soni (1964) han estudiado el problema de una grieta circular sometida a car-
ga estatica en un material transversalmente is6tropo. Para el caso de una grieta

eliptica, caben destacar los trabajos de Shield (1951) para carga de traccién y
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Chen (1966) para carga cortante. Todas estas soluciones estdn recopiladas en los

textos de Sih y Chen (1981) y Kassir y Sih (1975).

Més recientemente Rajiyah y Atluri (1991) generalizaron la solucién analitica
del FIT para una grieta eliptica sometida a estados de carga arbitrarios sobre la su-
perficie de la grieta, ya que la solucién previa obtenida por Kassir y Sih era v4lida
Unicamente para tracciones constantes o variables linealmente. Rajiyah y Atluri
estudiaron problemas de grietas elipticas interiores y superficiales contenidas en el
plano perpendicular al eje de simetria del material e inmersas en medios transver-
salmente isétropos de dimensiones finitas aplicando su solucién generalizada en

combinacién con la técnica de elementos finitos alternativos.

El nimero de trabajos de elementos de contorno centrados en el estudio de
problemas de mecénica de la fractura en materiales no isétropos es realmente re-
ducido. Caben destacar los trabajos de Snyder y Cruse (1975) y més recientemente
Chan y Cruse (1986). Cruse y sus coautores desarrollaron una aproximacién de
elementos de contorno para el estudio de problemas de grietas bidimensionales en
sélidos totalmente anis6tropos. En 1990, Ishikawa present6 una formulacién tridi-
mensional de elementos de contorno para el estudio de problemas de grietas en
medios transversalemente is6tropos y anisétropos. Esta aproximacién se basa en
el empleo de subregiones y elementos a un cuarto en combinacién con elementos
de transicién colocados a continuacién de éstos. No se introducen elementos singu-
lares para representar las tracciones en el frente de la grieta. Los FIT se calculan
a partir de una aproximacién bidimensional del desplazamiento de apertura de

grieta y Unicamente se obtienen resultados para modo I (Ishikawa, 1990).

Més recientemente, Sdez et al. (1997) presentaron una formulacién de elemen-
tos de contorno en la que se extendia la implementacién del elemento a un cuarto
singular cuadrético desarrollado por Ariza et al. (1997) al estudio de problemas de
grietas contenidas en materiales transversalmente isétropos. Emplearon la solucién
fundamental correspondiente a una carga unidad aplicada en el origen de coorde-

nadas de un dominio tridimensional infinito transversalmente is6tropo obtenida
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en 1976 por Pan y Chou. Se obtienen valores del FIT en modos I, II y III para
grietas tridimensionales contenidas tanto en dominios finitos como infinitos, inter-
nas y de borde. Pan y Yuan (2000) utilizando también la solucién fundamental de
Pan y Chou (1976) y resolviendo las hipersingularidades presentes en la ecuacién
integral en tracciones que platean sobre una de las caras de la grieta mediante
la aplicacién de cuadraturas de Kutt, presentaron valores del FIT para grietas
circulares y cuadradas inmersas en dominios infinitos transversalmente isGtropos.

En esta tesis se han obtenido las expresiones de los nicleos de la solucién funda-
mental correspondiente a la EIC en tracciones derivando la solucién fundamental
obtenida explicitamente por Pan y Chou (1976), aplicindoseles la misma técnica
de regularizacién que en el caso isétropo. Se han obtenido los FIT en modos I, II
y III para grietas de distinta geometria, internas o de borde, inmersas en dominios

tanto finitos como infinitos y para distintos materiales transversalmente isétropos.

Pueden encontrarse en la bibliografia pocos resultados relacionados con la ob-
tencién del FIT dindmico cuando ondas eldsticas arménicas inciden sobre las su-
perficies de grietas contenidas en materiales transversalmente is6tropos. En dos
dimensiones Ohyoshi (1973) y Zhang y Gross (1993) presentaron resultados para
problemas antiplanos y Dhawan (1982), (1983) y Ohyoshi (1973) para problemas
planos. Para problemas tridimensionales tinicamente se han estudiado grietas cir-
culares en medios infinitos (conocidos por el autor). Tsai (1982), (1988), (1989)
obtuvo numéricamente FIT dindmicos a baja frecuencia, y Kundu (1990) y Kundu
y Bostrém (1991), (1992) estudiaron la difraccién de ondas longitudinales y tor-
sionales a través de la grieta. En el dominio del tiempo cabe destacar el trabajo de
Rizza y Nair (1999). Utilizando las transformadas de Laplace y Hankel, reducen
las ecuaciones de la elasticidad para una grieta circular en medio infinito transver-
salmente isétropo sometida a cargas de impacto no axisimétricas, a ecuaciones
integrales para los tres modos de fractura.

En esta tesis se han obtenido los FIT dindmicos para grietas de geometria

circular y eliptica, tanto a baja y como a alta frecuencia. Los resultados se com-
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paran favorablemente con los obtenidos por otros autores para el caso de la grieta
circular, sin embargo no hay otros resultados hasta el momento para grietas de
geometria eliptica, conocidos por el autor, para poder contrastar los obtenidos en

esta tesis.



Capitulo 2

Aspectos Generales de la

Formulaciéon Hipersingular

Tridimensional del MEC

2.1 Introduccién

En este capitulo van a tratarse algunos aspectos generales de la formulacién
hipersingular tridimensional de Elementos de Contorno desarrollada en esta tesis,
comunes tanto a problemas eldsticos como de potencial, estiticos o dindmicos,

dominios finitos o infinitos, materiales is6tropos o transversalmente isétropos.

En el apartado 2 se aplica la técnica a problemas que cumplen la ecuacién
de Laplace. Se ilustra de esta forma sobre un problema gobernado por soluciones
fundamentales relativamente sencillas, el procedimiento de obtencién de los niicleos
hipersingulares y fuertemente singulares de la EIC en flujo a partir de las derivadas
de los nicleos de la EIC clasica, y la técnica de regularizacién de los mismos para

obtener términos integrables numéricamente. Aunque en cada tipo de problema

15
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son distintas las expresiones a regularizar, la técnica que se emplea no difiere en
gran medida de la aplicada en este caso.

El proceso de discretizacién del contorno del problema, que permite su reduc-
cién a un sistema de ecuaciones integrales del cual se obtienen las variables sobre
dicho contorno, es el mismo que el empleado en la formulacién estandar del MEC,
véase Dominguez (1993). Sin embargo, en la formulacién hipersingular del MEC
deben cumplirse ciertos requisitos de continuidad de las funciones de densidad so-
bre el contorno que obligan a desarrollar una técnica diferente de la estdndar para
obtener este sistema de ecuaciones, llamada Método de Colocacién Multiple, su

planteamiento se aborda en el apartado 3.

2.2 Ecuacion integral de contorno en flujo. Pro-

blemas de potencial

La representacién integral para un problema de Laplace del potencial « en un
punto y en el interior de un dominio €, con superficie de contorno regular I' y

vector normal unitario n (x) en el punto del contorno x viene dada por

u(y)+ /r ¢ (%,y) u (x) dT — /F w*(%,y) g (x)dl = 0 (2.1)

siendo u(x) y g(x) = Ou/dn(x) el potencial y el flujo normal en el punto del
contorno X, respectivamente, y u*(x,y) y ¢*(x,y) las soluciones fundamentales de
potencial y flujo normal, respectivamente.

Derivando la ecuacién anterior en un punto y a lo largo de una direccién

definida por el vector unitario N(y) y llamando ¢(y) = (8u/8y;)Ni(y) se obtiene

0+ [ SN ued - [ S Nmama=0 @2

Si en cambio se deriva la ecuacién (2.1) con respecto tinicamente a la coordena-
da cartesiana y;, como se hace en Guiggiani et al. (1992), puede conseguirse una

representacion integral similar para cada derivada del potencial du/dy; en y. En
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esta tesis se ha preferido utilizar la derivada con respecto a una direccién general
N para asi obtener més adelante una ecuacién integral en términos del potencial
u y el flujo normal q.

Considerando ahora un punto de colocacién en el contorno, y € T, y aplicando
la ecuacién (2.2) al dominio ligeramente modificado que se muestra en la figura

2.1, se tiene

) oq* ou*
o+ tim § [N - G NG a )] dr =0
o (T—e.)+0. LOYi Yi
(2.3)
Para obtener una ecuacién integral, la existencia de este limite en el contorno
establece unos requisitos de continuidad en y del tipo u € C1+%; i.e., u es derivable
en y, satisfaciendo su primera derivada la condicién de Holder y siendo a una
constante positiva (normalmente, & = 1) como fue puesto de manifiesto por Martin

y Rizzo (1996) y Martin et al. (1998).

Figura 2.1: Dominio modificado alrededor de un punto del contorno.

Cabe destacar que la solucién fundamental u* presenta una singularidad débil

1

del tipo »~* cuando r — 0, siendo r la distancia entre el punto de colocacién y y

el punto de integracién x (r = |x — y|). Las soluciones fundamentales correspon-

dientes al flujo normal ¢* y a la derivada du*/dy; presentan una singularidad fuerte

2

del tipo r=* cuando r — 0, y la derivada 0¢*/3y; tiene una hipersingularidad del

3

tipo r = cuando r— 0.
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La superficie I se utiliza para alejar el punto y del contorno, siendo regular
puede tener cualquier geometria, por simplicidad se elige una superficie esférica.
La ecuacién (2.3) se escribe para puntos suaves del contorno, siendo N la normal
exterior unitaria en el punto y al contorno I'. Para puntos no suaves del contorno,
no es posible derivar una ecuacién integral dnicamente en términos del potencial y
el flujo normal en el contorno siguiendo un proceso de paso al limite en el contorno.
Sin embargo, puede seguirse este proceso para las derivadas con respecto a las
coordenadas cartesianas del potencial.

Usando una notacién similar a la empleada por Guiggiani et al. (1992):

ou* 1
i= 51‘/: = 4—7"'3"",1'

0 ow -1 [0
‘/z = ayl = mnj (X) = dnrd [37',1 an nz] (24)
donde r; = Or/dz; = — dr/dy;, la ecuacién (2.3) puede escribirse como:
¢(y)+ lim { /( e [Vi(x,y) Ni(y)u (x) - Wi(x,y)Ni(y) g (x)] dT +
+ [ Vi) N ) = Wi )N a (] ) = o (25)

Teniendo en cuenta que el potencial cumple condiciones de continuidad del tipo
C"*, en y, puede realizarse un desarrollo en serie de éste alrededor del punto de

colocacién
u(x) = u(y) + u(y)(zx — yx) + O(r'+2) (2.6)
El desarrollo en serie de la derivada normal del flujo en ese mismo punto y
sobre la superficie I'; es:

q(x) = u i (X)nk(x) = ur(y)nk(x) + O(r®) 2.7)

Nétese que la normal unitaria ny(x) es una variable continua sobre la superficie I'.

con valores -1 < nx(x) <1. Sin embargo, sobre la superficie €, correspondiente a la



2.2 Ecuacién integral de contorno en flujo. Problemas de potencial 19

huella de la esfera sobre el contornoI',  ng(x) = ng(y) = Nx(y) cuandoe — 0.
Por otro lado, el producto r;(x) N;(y) = 0r/0n = 0(r), cuando r — 0, sobre la
superficie I" — e, Wi(x,y) Ni(y) es débilmente singular cuando r — 0, y no es
necesario desarrollar el flujo ¢(x) sobre la superficie I' — e,. Cabe destacar ademds
que cuando se desarrolla u(x) sobre I' — e, hay que entender las componentes del
gradiente u x(y) como las componentes del gradiente tangencial (Bonnet y Bui,
1992); ie., como T = (uy — nkg—g). En adelante, se omitird el simbolo ("),
teniendo en cuenta que cuando se integre sobre la superficie ' — €., u x(y) van

a ser las componentes del gradiente tangencial y como tal se representard en la

discretizacién de elementos de contorno.

Figura 2.2: Sistema local de coordenadas.

Introduciendo los desarrollos (2.6) y (2.7) en la ecuacién (2.5) se obtiene:
ﬂﬂtﬂg{A_[WNmNﬂ—UWF%Hw@k—MH—WWWﬂﬂNF+
[ N0 ) = u(3) =4 9) ok = 90)] = Wil g () =) G T+

w) [ ViNidD +u(y) / ViNidl +us(y) [ ViNi(on — yu)dl+
I'—e, r. I'—e,
u,k(y) . Ni [%(xk - yk) — ka(x)] dF} = 0 (28)

g¥)+T+ T+ T3+ Ty +T5+T6 =0 (2.9)
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Los nicleos de la integrales T y T, son débilmente singulares. Por lo tanto:

T = /r‘ {ViN; [u (x) — u(y)—u i (y)(zr — yx)] — WilNig (x)}dT (2.10)

T, =0 (2.11)

Para evaluar los términos T35 a Tg, se va a utilizar un sistema de coordenadas
centrado en el punto y, con ejes 1 y 2 situados en el plano tangente al contorno y

el eje 3 en la direccién de la normal N(y) (figura 2.2).
Asi,

Ty = u(y) lim ViN;dl = u(y) lim 1 3r ia_r —n;| Nidl'  (2.12)
e—ot Jp, " on

e—ot T. 473

Teniendo en cuenta que r =¢, Ny = Ny =0, N3 =1, 0r/0n =1, r 3 = cosp,

ng = cosp y dI’ = r? sin pdypdd, la integral Ty queda

) 27 w/2 1 ) ) 1
Ty = u(y)lim ; [/0 ~ g COssin godgol dé = u(y)El_l)rlr)l+ (—%> (2.13)

El término T3 se expresa como:

T3 =u(y) lim ViN;dl =
e—ot T—e,
1 or
li —_— 2N —N; =
U(Y)E_I)I‘I)l+ e, pry— [37‘,1, on Nz nzNz] drl’

i 3 or : niV;
1 - p,N;— .
U(y) {5_1>I¢I)1+ /F—ee 47”,3 T, Nz andF + 51—1)I¢I;1+ ‘/I:—e; 471"[‘3 dF} (2 14)

La tdltima integral de la ecuacién (2.14) puede calcularse analiticamente usando

el teorema de Stokes (véase Apéndice A).
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lim nilVi o / S(N:r)(n-r) o
e—ot Jp_,, 4773 e—rot Jp_e, 47rd
1 rx N

dl (2.15)

m —
e—ot+ 4T (T —e.) r3

donde la primera integral es débilmente singular y se cancela con la primera integral
del lado derecho de la ecuacién (2.14). El borde 8(T" — e.) es la linea que cierra la
superficie I' — e.. Cuando I' es una superficie cerrada, (I — e.) pasa a ser Je.,

que es la circunferencia de radio ¢ alrededor del punto de colocacién y.

En general:
1 N 1 N N
im — XNl XN im L XN
e—otdm (T —e.) r3 47 T r3 e—ot4m Bee r3
1 rx N 1
— dl+ lim — 2.16
i fy s Ot lim o (2.16)

donde la integral de linea se extiende sobre el contorno exterior de T', siendo cero

cuando I" es una superficie cerrada.

Sustituyendo la ecuaciones (2.15) y (2.16) en la ecuacién (2.14) se obtiene:

. 1 rxN .1
T3 = u(y)el_l)rtrjl+ ., ViN;dl' = u(y) {E ép 3 dl+51ir¢r’1+2—€} (2.17)

donde la integral de linea solo existe para contornos abiertos.

El término T puede escribirse como
Ts =ui(y) lim N,-/ Vi(zr — yx) — Wing]dl =
e—ot Fe

. 1 or
ui(y) im N; . {—Z7rr_3 [31‘),%(1']@ —yr) —ny(zk —yr)| -

e—ot

1
— r,mk} ar (2.18)

En la ecuacién (2.18) puede observarse, considerando el sistema de coordenadas
de la figura 2.2, que la integral sobre I'; es cero parai # k. Dado que N; = Ny =0

y N3 =1, el dnico término no nulo se obtiene cuando ¢ = k = 3.
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Asi,
Ty =us(y) lim [~ Bra(es —vs) — ns(as )] — gogroms | T =
6—U,3y5_1m+ - ~Inr 73(T3 — Y3) — N3(T3 — Y3 Iz 3T =

2x 7I'/2 3
u3(y) lim / —~— cos? psin pdp| df = (2.19)
0 0 4

e—ot

1 1
= 5uay) = —354ly)
Nétese que la ecuacién (2.19) es vilida no inicamente para el sistema de coorde-

nadas local de la figura 2.2, sino para cualquier sistema de coordenadas.

Queda por evaluar el término T5 de la ecuacién (2.9).

T5 =u k(y) hm Vi(zg — yg)dl = (2.20)
e,

3 or 1
u k(y)£1_l)r(f)1+ {/P_e‘ ——mr,iNi-a—n(mk —y)dl + /P_e! WNinir,de}

Teniendo en cuenta que 7 ;N; = O(r), 9r/0n = O(r) y (zx —yx) = O(r) cuando
r =+ 0, puede concluirse que la primera integral de la ecuacién (2.2) es regular. La
segunda presenta una singularidad fuerte pero puede transformarse usando, como

anteriormente, el teorema de Stokes de la siguiente forma (véase Apéndice A):

) 1
i, [ gt =
Npngr, 1
li — =T qr 7{ N 2.21
ot {/r e T dmr? dr’ + 8(T—ee) anr (ex x N)dl (2:21)

donde e es el vector unitario en la direccién k. La primera integral del lado
derecho de la ecuacién (2.21) es débilmente singular. La segunda se extiende sobre

la linea que cierra la superficie " - e,.

1
lim — 7{ E —(ex x N)dl =
e—ot 47!' T—e) T

1 1
E% — (e, x N) dl+51_1)r£1 E - (ek x N)dl (2.22)
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donde IT" es el contorno exterior de I' y de. es la circunferencia de radio ¢ alrededor
de y. El dltimo limite de la ecuacién (2.22) es cero, y la integral sobre OI' es
también cero cuando I" es un contorno cerrado. Por otro lado, para un contorno

abierto general, la ecuacién (2.21) se expresa como

Nomitm g o f 1 ey x N)dl  (2.23)

lim !
4rr? ar 47T

e—ot Jp_e, 47r?

Ninir,de=/
r
Sustituyendo la ecuacién (2.23) en la ecuacién (2.22) se obtiene

Ty =uu(y) { / Nigr(on = p)dr + [ PRy

——° ,.N;
r 4nr3 " 'on 47y

743 i :1-71;; (ex x N) dl} (2.24)

Sustituyendo las ecuaciones (2.10), (2.11}, (2.13), (2.17), (2.19) y (2.24) en
la ecuacién (2.9), se obtiene una representacién integral de la derivada del flujo
normal en el punto del contorno y, en la que todas las integrales hipersingulares y
fuertemente singulares se han transformado en integrales regulares y/o débilmente

singulares.

34) + [ {VN: [u ) = u(y)=u(5) (o — )] = Wil (9} T+

or Nmkr,i

3
"’»k(Y)/F"WT,iNi%(-Tk —yx)dl + u x(y) e dl+
rx N 1
u(y) }i - T Atuk(y) ?i Tor (ex x N)dl =0 (2.25)

La ecuacién {2.25) representa una ecuacién integral de contorno que no contiene
integrales de superficie fuertemente singulares o hipersingulares. Las dos integrales
de linea se extienden sobre el borde del contorno I' cuando este contorno es abierto
y son cero cuando éste es cerrado. Discretizando esta ecuacién integral se obtiene
una formulacién de elementos de contorno cuyas integrales sobre los elementos

pueden realizarse sin especiales dificultades numéricas.
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2.3 Elementos de contorno

En el apartado anterior, para obtener las ecuaciones integrales de contorno en
flujo correspondientes al problema de Laplace, se ha planteado sobre el contorno
la representacién integral de dicho flujo normal. A pesar de que estas ecuaciones
se han transformado de manera que las expresiones que resultan no contienen
ninguna integral hipersingular o fuertemente singular, no son en general resolubles
analiticamente, y se debe recurrir por tanto al empleo de herramientas mas po-
tentes como son los métodos numéricos. El Método de los Elementos de Contorno
(MEC) se ha implantado firmemente en numerosos campos de la ingenieria como
una competitiva técnica numérica alternativa a métodos tales como el Método de
los Elementos Finitos o el Método de las Diferencias Finitas (véanse, Brebbia y
Dominguez, 1992, y Dominguez, 1993).

Las transformaciones realizadas sobre la ecuacién (2.5) han simplificado con-
siderablemente la formulacién de elementos de contorno, ya que se ha resuelto uno
de los problemas més complicados de abordar por las técnicas numéricas, como es
la integracién de hipersingularidades y singularidades fuertes.

El planteamiento numérico que aqui se propone se basa en la idea de utilizar la
ecuacién integral de contorno en flujo en combinacién con la ecuacién integral de
contorno clisica para obtener de este modo una aproximacién mixta de elementos
de contorno muy apropiada para tratar problemas con dos superficies coplanarias
en los que la aplicacién del MEC da lugar a una degeneracién matemadtica en
la formulacién numérica (matriz singular). Este planteamiento tiene aspectos en
comin con el Método Dual de Elementos de Contorno de Mi y Aliabadi (1992).
En la aproximacién que se propone, tanto el contorno exterior como cualquier otro
contorno interior distinto de las superficies coplanarias se discretiza con elementos
cuadréticos estdndar y se plantea la ecuacién integral de contorno clésica. La
ecuacién de elementos de contorno en flujo se plantea inicamente sobre una de las
superficies coplanarias, mientras que sobre la otra se escribe la ecuacién integral

en potencial.
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X4

Figura 2.3: Elementos cuadriticos curvos. Nodos geométricos y de interpolacién

(o); puntos de colocacién (x).

Los dos hechos que hacen diferente la discretizacién de la ecuacién integral de

contorno en flujo de la ecuacién integral de contorno cldsica son:

e el potencial en el contorno u debe satisfacer la condicién de continuidad de

Holder u € CY°, en y; y

¢ las derivadas, en y, del potencial aparecen en la ecuacién integral de contorno.
Como consecuencia de la primera de estas dos caracteristicas, no se pueden

utilizar elementos estandar lineales o cuadréticos con colocacién en puntos nodales

situados en el borde de los elementos. Debido a la segunda, no se pueden emplear
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elementos constantes.

Siguiendo la idea de Gallego y Dominguez (1996) para dos dimensiones, la
ecuacién integral de contorno en flujo se discretiza con elementos de superficie
cuadraticos de seis o nueve nodos situados en sus posiciones habituales tanto para
representar la geometria como las variables de contorno. Sin embargo, no se coloca
en los nodos del borde; i.e. en &, & = 1, sino en ciertos puntos cercanos a los

nodos pero en el interior del elemento (figura 2.3).

Cabe destacar que los elementos de este tipo son continuos C?, mientras que las
variables de contorno se escriben, como es habitual, en términos de sus valores en
los nodos situados en el borde de los elementos. Tan solo los puntos de colocacién
se desplazan hacia el interior de los elementos. El flujo y potencial en cada punto
de colocacién se expresan en términos de los valores nodales y de los valores de
las funciones de forma en los puntos de colocacién. Las derivadas del potencial
se expresan en términos del potencial nodal y de las derivadas de las funciones de

forma en los puntos de colocacién.

Como consecuencia de la estrategia de colocacién, se pueden tener dos o més
ecuaciones por cada nodo, obtenidas al colocar en tantos puntos como elementos
contienen al nodo. Estas ecuaciones se suman para obtener una tnica por nodo.
Merece la pena destacar que este Método de Colocacién Miiltiple (MCM) se utiliza,
unicamente para los nodos que pertenecen a una de las superficies coplanarias,
excepto para aquellos situados dentro del elemento y los nodos del borde de las
superficies coplanarias en los que no es necesario ningiin punto de colocacién (ut =
u”).

Es también importante destacar que dado que el proceso de regularizacién da
lugar a expresiones de las integrales de contorno con mayor niimero de términos que
las integrales hipersingulares y fuertemente singulares originales, las expresiones
regularizadas de las integrales se van a utilizar dnicamente sobre una parte de la
superficie I' cercana al punto de colocacién, mientras que las expresiones originales

de las integrales de contorno se plantean en el resto del contorno donde éstas son
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no-singulares. Asi, la expresién que hay que discretizar en elementos de contorno

para problemas que cumplen la ecuacién de Laplace es:

1
3900+ [ (VN[ () = uy) —us(y)on — )] = Wiiog (0} I+
3 or Ningr ;
u,k(y) /r ~gopaTilNig- @k —yr)dl +ur(y) | —p=—=dl+
rxN 1
wy) § ES M) § e N
/ (ViNyu (x) — WilNi g (x)} dT = 0 (2.26)
I'-I',

donde I', es una parte del contorno cercana al punto de colocacién, i.e., los ele-
mentos que contienen al nodo en el que se esta escribiendo la ecuacién mediante
colocacién multiple, y I'—T', es el resto del contorno. Mencionar también que todas
las integrales de superficie sobre I', que multiplican a las derivadas del potencial,
u (y), son cero cuando las superficies son planas (8r/dn = 0). En estos casos, los
Unicos términos adicionales introducidos en la ecuacién integral de contorno como

consecuencia del proceso de regularizacién son varias integrales de linea sencillas.



Capitulo 3

Elasticidad Estatica. Medios

Is6tropos

3.1 Introduccion

Como se ha visto en el capitulo anterior, en la formulacién mixta de elementos
de contorno para un dominio tridimensional is6tropo, homogéneo y eldstico-lineal
se combina el planteamiento sobre el contorno de dos tipos de ecuaciones inte-
grales. Una de ellas la EIC estdndar, cuyas soluciones fundamentales y tratamien-
to numérico son ampliamente conocidos y pueden consultarse en numerosa bi-
bliografia y la otra, la EIC en tracciones cuyas soluciones fundamentales se ob-
tienen bésicamente derivando las soluciones fundamentales que gobiernan la prime-
ra, esto es, desplazamientos y tracciones. La integracién de los micleos fuertemente
singulares e hipersingulares que aparecen en las soluciones fundamentales de la
ecuacién en tracciones son el objeto del segundo apartado de este capitulo. Este
problema ha sido abordado por la comunidad cientifica desde diferentes puntos de
vista y se han desarrollado numerosas técnicas de regularizacién (Tanaka et al.,

1994).

29
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La aproximacién mixta de elementos de contorno es muy apropiada para el
estudio de problemas de Mecénica de la Fractura. En el tercer apartado se tratan
algunos aspectos generales de los campos de tensiones y desplazamientos en las
cercanias del vértice de una grieta tridimensional y los elementos de contorno que
permiten caracterizar dichos comportamientos.

Por dltimo, en el apartado 4 se presentan resultados para algunos problemas de
mecénica de la fractura estdtica que validan el procedimiento desarrollado, dado
el buen acuerdo que en general mantienen con las soluciones analiticas, o en su

defecto con los resultados numéricos propuestos por otros autores.

3.2 Ecuacion integral de contorno en tracciones

La representacién integral cldsica de los desplazamientos para un punto interno y
de un cuerpo eldstico  cuyo contorno es una superficie regular I" con normal exte-
rior unitaria n(x) bajo condiciones de fuerzas de volumen nulas, puede escribirse
como:
w@)+ [P yud - [unEn@d=0 @y
para l, k = 1, 2, 3; donde uy y px representan la componente k de los vectores
de desplazamientos y tracciones, respectivamente, y uj,, pj;, son los tensores de
desplazamientos y tracciones de la solucién fundamental, respectivamente.
Las tensiones en puntos internos pueden obtenerse derivando los desplazamien-
tos en un punto y e introduciendo las deformaciones correspondientes en la relacién
tensién-deformacién. Las componentes del vector de tracciones en un punto y so-

bre una superficie con normal exterior unitaria N son

1Y) = o1m(y) N (y) (3.2)

La representacion integral de las componentes de las tracciones se obtiene derivan-

do la ecuacién (3.1) y haciendo uso de la ley de Hooke y de la ecuacién (3.2).

pily) + /F 51 (% ¥) Non (¥ ) ()T /F A%, V) N (¥)Pu(@)dT = 0 (3.3)
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donde dj,.; ¥ Sf,,;, son combinaciones lineales de derivadas de v}, y pj;, respecti-

vamente. Se tienen las siguientes expresiones:

* 1 1
dimi (X, Y) =SS0t (1= 20)(Buarm + Semts — inr 0) + 37 mr k) (3.4)
* 1 67‘
Simk (X, Y) =ﬁ;§ {3% (1 = 20)0imr i +

V(OkiT m = OkmT 1) = 5747 mT k) + 3V(r mr g + N yr )+ (3.5)

(1 = 20)(3ngr 7 m + bk + Mdmk) — (1 — 4vV)nkbim }

donde r; = Or/0z; = -0r/dy;. El nicleo df,,, tiene una singularidad fuerte de

orden 7~2 mientras que s},,; es hipersingular de orden 7—2, cuando r — 0.

Para obtener la representacién integral para un punto suave del contorno y, se
realiza un proceso de paso al limite en el contorno. Usando la geometria modificada

de la figura 2.1, puede escribirse la siguiente expresién:

pi(y) + lim { / [87mk (%, ¥) Non (¥ )ur (%) —
E0 (F_C;)+Fe

Gimi (%,¥) N(y)pr(x)] T } =0 (3.6)

De forma similar al caso de la derivada normal del potencial tratado en el
capitulo anterior, deben destacarse algunos aspectos relacionados con esta repre-

sentacién de las tracciones:

e los desplazamientos deben ser diferenciables en y, satisfaciendo sus derivadas

primeras la condicién de Hélder, uy € C1:2;

¢ en puntos no suaves del contorno no es posible obtener una representacién

integral de las tracciones en términos iinicamente de los desplazamientos y trac-
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ciones en el contorno siguiendo el proceso de paso al limite en el contorno. Sin
embargo, puede seguirse dicho proceso para las derivadas de los desplazamien-
tos y tras invertir la matriz ¢ obtener una representacion de las tracciones por
combinacidn lineal de la representacién de las derivadas de los desplazamientos.
La necesidad de procedimientos especificos para puntos del contorno con discon-
tinuidad en la normal no solo aparece en la formulacién en tracciones sino que est4
asociado al uso de éstos como variables del sistema, como fue puesto de manifiesto

en la formulacién clisica por Alarcén et al. (1979);

e la superficie I'c que se utiliza para eliminar el punto y del contorno puede
tener cualquier forma, dado que es una superficie regular. Por simplicidad se ha

elegido una superficie esférica.

Teniendo en cuenta que u; € C1', en y, éste puede desarrollarse como

up(x) = ur(y) + up,n(y)(@n — yn) + O ) (3.7)

y las tracciones

Pr(X) = opp(X)na(X) = opp(y)na(x) + O(r®) (3.8)

Cabe destacar que este desarrollo particular de pi(x) alrededor de y, con n(x)
como variable, es necesario para la superficie I'¢, donde -1 < n(x) < 1, pero no

para I' — e, donde n(x) — N(y), cuando r — 0.

Haciendo uso de los desarrollos (3.7) y (3.8), la ecuacién (3.6) puede escribirse
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como

mi(y) + El_igl+ {/r— {87mi Nm [ur (%) — ur(y) — ur,n(y)(@n — yn)] —
@t N [pr (%) — pe(¥)]} dT +

/F (35N [0 (%) — () — e (¥) (@n — )] —

Bt N [P (%) = 0 (y) ()]} dT +

) [ sVl + () [ s N+

wen(y) /F e Non (@1 — y)dT + wi (y) /F St Non (2 — yn)dT =
—€g €

pk(y)/r: dz‘mkdeF - akh(y) /F dfmkNmnhdF} =0 (39)

) AN+ T+ T+ T+ Ts+Te+ T+ Ts =0 (3.10)

Las componentes de la derivada de ux en y, i.e., uga(y) en los términos Ty
y T correspondientes al desarrollo de ug(x) sobre la superficie I' — e., deben
entenderse como componentes de la derivada tangencial. Dichas componentes
pueden representarse ocasionalmente como las derivadas de la representacién de

los desplazamientos sobre los elementos de contorno.

Dado que sj,,, es hipersingular de orden r~3, y que dj,,, es singular de orden

r=2, cuando r — 0, los niicleos de las integrales Ty y T% son débilmente singulares.

Por lo tanto, T} puede calcularse numéricamente sobre el contorno T’

T = A {37mkNm ['U/k (X) - Uk(y)—uk’h(y)(zh - yh)] (311)
— dfut N [pr () — p(y)]} dT

Ty =0 (3.12)
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Para evaluar T3 a Ty se utiliza el mismo sistema de coordenadas centrado en
el punto de colocacién y que se emple6 en el capitulo 2 para evaluar las inte-
grales correspondientes al problema de potencial. Considérense en primer lugar
las integrales sobre la superficie esférica I'c (T4, T¢ y Ts). Para estas integrales
(figura2.2) r = ¢, Ny=Ny =0,N3 =1,9r/0n = 1,13 = n3 = cosp y dI' = r2
seny dy df. Sustituyendo estas simples relaciones geométricas, pueden evaluarse
analiticamente las integrales sobre I'; (ver detalles en Apéndice B).

T * _ H (U - 2) 1
Ty = lim {Uk (¥) /F Stmk (X, .Y)deF} = W(Y)m&kgljgg (3.13)

T, = lm {uk,h<y) / srmk(x,y)Nm(wh—yh)dr}=
e—ot I.

Su—-17
_g()((Tl—)j)-uk’th(&k&hm + 5km6hl) (3.14)
7y = - lim {ou®) [ s y)Namdr | =
e—ot r.
4 - 5v
“00-0) Uk, h N Stk Onm + OkmOni) (3.15)
paral=1,2,y
_ —2p .1
T4 = Uk(y)m(s;k;.l_g‘l’g (316)
- 2+ 10v 14 - 10
Ts = ] ——'uv [Tukvh&kh‘s’m + -——3—6—Euk,h51k5hm] N, (8.17)
1 S5u—1 8 - 10v
Li=-1— |:"“3'6_0'kh5kh51m + —30-—Gkh51k5hm] Nm (3.18)
paral = 3.

En ambos casos, sumando (3.14) y (3.15) o (3.17) y (3.18), se obtiene:
1 1
Ts +Ts = ~ 501m(¥)Nm = —5m1(y) (3.19)

Haciendo uso del teorema de Stokes y algiin dlgebra sencilla (véase Apéndice

B), el término T3 puede transformarse en una suma de integrales de superficie
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regulares y débilmente singulares, integrales de linea sobre el borde del contorno y

un término no acotado que cancela el término no acotado que resulta de Ty. Asi,

T3 = lim ug(y) Simp Nmdl =
e—ot I'—e.
we(¥) ———{ I + lim = [2+v 0y — 1)] 6 (3.20)
Y =) L T e 8 e '

con

I, = 3(1- 2v)/ (67" Nerg+ 7 m Npngr, t) dr' +
r’

P
1/8
v 7‘3 (%Nﬂ"k +r‘mNmmr,k> dl’ +
r
mNom
3(1—0)5,k/ 12 rN dI‘+15(v—1)/M————dF+
N N
3v 7{ L adl+ (1 - 20) ?{ e
ar ear T
N
(40— 1) f{ EX N4 (1 - 20) }4 rxelk g (3.21)
or r ar r

donde las integrales de linea se extienden sobre el borde OI' de la superficie T" y

son cero cuando I" es un contorno cerrado.

El término T5 se transforma de forma similar usando el teorema de Stokes
(véase Apéndice B), para dar lugar a una suma de integrales de linea y de superficie

que son al menos débilmente singulares. Asi,

Ts = lim {uk,h(y)/ Stk Nm(zp, —yh)} dl =
e—ot T—e.

Uk, n(Y) ] Jink (3.22)

B
dr (1 -v
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donde

(r m NV, +N
T = 3(1_2)/r17‘h ;miVmTlg ka")dl"+

r2

30 /Tk"'h(r mm+Nz )dI‘—15/rlT’°rhf2"r mNom ™ T+
r

T hie (7 g Ni—r N, N,
3(1_3U)/p ,han( ,krzt T k)dl‘+3v/rr”r"‘n::’m ™ T 4

v% LA (er X N) dl—v/ Nar (s = NknmNm)dl" -
er T r r

2
—’UNhNk/ %T;—]!'ﬁdr‘—thNk% il-((-‘51 XN)dH—
r r or T

(1- 2v)/ Nirn(ru —'2NlnmNm)dF_
T T

(1-3v) [ Nir n (i = NN gy v, / ALLLY
r r r r

ar
8 r mN,
UNtNk}{ 2 (en x N)dl+5kl3U/ ALY
ar T I r2

ékl{(l—v)/ﬂﬁg&ﬂ+(l—v)£ri-(eth)dl}+
S {v/r%df+v}érl(elxN)dl} (3.23)

El término T7 puede transformarse ficilmente usando el teorema de Stokes

(véase Apéndice B).

i * 1
Ty = ~lim {pk(Y) /F N d,mkder} = m(y)mmk (3.24)

con

Ky, = —i/r’mN [(1—2U)51k+37‘17‘k]dr—
T

% (1-20) /F =5 (N = ma) r = (Ny = ) ] T =

1
Eelkj (1 - 2'()) ldz, (3.25)
ar T

donde €5 es el simbolo de permutacién, es igual a 1 (-1) si el subindice permuta
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ciclicamente (anticiclicamente).

Sustituyendo las ecuaciones (3.11) a (3.25) en la ecuacién (3.10) se obtiene
una ecuacién integral de contorno de tracciones general en términos tnicamente

de integrales regulares o débilmente singulares.

G0+ [ Lot Vo [k () = w(3) =3 o 3] —
Bk N [pr (x) — pr(y)]} T + (3.26)

A (1“_ U) [uk(Y)Ilk + ’uk,h(y)thk +pk(Y)Klk] =0

donde Ijx, Jipk y Kix vienen dadas por las ecuaciones (3.21), (3.23) y (3.25),
respectivamente. Esta ecuacién integral de contorno es valida para contornos
abiertos o cerrados, contornos planos o curvos y puede ser discretizada de forma

directa usando una formulacién de elementos de contorno.

3.3 Mecanica de la fractura

Los materiales de uso en ingenieria pueden presentar pequefios defectos o imper-
fecciones en su interior como consecuencia del proceso de fabricacién o de la propia
naturaleza del material. Normalmente estos defectos permanecen inalterados a lo
largo de la vida de la pieza y no afectan a su resitencia. En otros casos, sin embar-
go, crecen en forma de grietas como consecuencia de la fatiga, corrosién, cargas
subitas, etc., pudiéndose producir el fallo a tensiones por debajo de aquellas para
las que la estructura o pieza han sido disefiadas.

En una aproximacién macroscépica de la fractura se asume generalmente que
el medio es un continuo homogéneo en el sentido de que el tamafio del defecto
dominante es grande en comparacién con la dimensién microestructural carac-
teristica del material. El problema consiste entonces en estudiar la influencia de
las cargas aplicadas, la geometria del defecto, las condiciones ambientales y el
comportamiento del material en el proceso de fractura del sélido, esta disciplina

se conoce como Mecdnica de la Fractura (véase Erdogan, 2000).
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Es pues enormemente importante el conocimiento del estado de tensiones que
aparece en las proximidades de las grietas estacionarias, como determinante de
su posible propagacién, y de las grietas en propagacién, como determinante de su

evolucidn.

En este apartado se presentan en forma general los campos elastostaticos de
desplazamientos y tensiones en las proximidades del vértice de una grieta inmersa
en un material isétropo, los elementos utilizados para discretizar esta zona de la
grieta y la obtencién de los Factores de Intensidad de Tensiones (FIT) de for-
ma directa a partir de los valores de las variables nodales correspondientes a los

elementos a un cuarto.

3.3.1 Desplazamientos y tensiones en las cercanias del vértice

de una grieta en un material isétropo

El campo de tensiones y desplazamientos en las proximidades del borde de una
grieta contenida en un sélido elastico lineal, y bajo condiciones de carga generales

es de naturaleza asintética (Irwin, 1957).

Definiendo unos ejes de coordenadas polares con origen en el vértice de la grieta
(figura 3.1), puede verse que el campo de tensiones, para todo cuerpo eldstico lineal
que contiene una grieta, a una distancia pequeiia desde el borde de la misma puede

expresarse comao:
K
7ij = (—==)£;(6) (3.27)

donde f;; es una funcién adimensional de 8, que representa la variacién angular

de cada una de las componentes del tensor de tensiones.
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GRIETA

Figura 3.1: Definicién de los ejes de coordenadas en el vértice de una grieta.

Conocidas las funciones f;;(6), y dado que éstas son independientes de la geo-
metria de la grieta y de las condiciones de carga, se tiene que K, el factor de
intensidad de tensién, caracteriza completamente el campo asintético de tensiones
y desplazamientos alrededor del vértice de la grieta. Irwin también demostré
que las tensiones y desplazamientos en las cercanias del contorno interno suave
de una grieta plana contenida en un sélido lineal, bajo condiciones generales de
carga, puede expresarse en términos de tres factores de intensidad de tensién, i.e.,
K, Krr1, K11, asociados con los modos de deformacién de apertura simétrica,

deslizamiento plano y deslizamiento antiplano, respectivamente (véase figura 3.2)

En la ecuacién (3.27) puede verse que aparece un término dominante propor-
cional a % Cuando r tiende a cero, este término dominante tiende a infinito,
mientras que los otros términos permanecen finitos o tienden a cero. Por lo tanto,
las tensiones cerca del vértice de una grieta varian con % independientemente de

la forma del sélido que la contiene.

El campo de desplazamientos asociado se obtiene a partir del tensor de ten-
siones, sin mas que aplicar las leyes de comportamiento correspondientes; siendo

en las cercanias de una grieta proporcionales a /7.
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Las expresiones correspondientes al tensor de tensiones y desplazamientos estin

ampliamente recogidas en numerosa bibliografia (véase Anderson, 1995).

Modo I Modo 11 Modo III

Figura 3.2: Modos de apertura de una grieta.

3.3.2 Elemento cuadréitico tridimensional con nodo a un

cuarto

Para poder representar adecuadamente el comportamiento de los campos de des-
plazamientos y tensiones en las proximidades del vértice de una grieta, es necesario
discretizar el vértice de la grieta con elementos cuyas caracteristicas geométricas

sean tales que permitan que se cumpla este comportamiento (Ariza et al., 1997).

El elemento es de tipo cuadrildtero de nueve nodos (figura 3.3). Los nodos 4,
8 y 9 estén situados en linea recta y a distancia un cuarto entre los 3y 5,1y 7y
2 y 6, respectivamente. Los lados 1, 8, 7 y 3, 4, 5 son perpendiculares a la curva
1, 2, 3 que se ubica sobre el vértice de la grieta. La distancia 1, 7 es la misma que
la 3, 5.
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7 6
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1 5 4
X 3

X4

Figura 3.3: Elemento tridimensional a un cuarto.

Si se satisfacen estas condiciones geométricas, existe una relacién entre la va-

riable natural & (figura 3.4) y la distancia al borde de la grieta ¥ del tipo

(3.28)

—© ~
)
S

&zl——v
8 9 (L]

&
O © 9]
2 3
Dominio cartesiano 3-D Dominio transformado

Figura 3.4: Transformacién de coordenadas cartesianas a naturales del elemento

a un cuarto.

Introduciendo esta relacién en las expresiones de las funciones de forma que
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permiten interpolar los desplazamientos en un punto de ese elemento a partir de
los valores nodales, se tiene una variacién con la distancia ¥ al borde 1, 2, 3 del
tipo:

u; = al + a,?\/f + af(z) (3.29)

L L

donde a son combinaciones de los valores nodales de u; y la coordenada natural
& (figura 3.4). Asi, a lo largo de la linea 1, 8, 7 (& = -1) la ecuacién (3.29)
representa la variacién de los desplazamientos u; con la distancia 7 al borde de la

grieta con

a? = —-3u} —ul + 4ud (3.30)
a? = 2u} + 2uZ - 4ui-3
Anilogamente, a lo largo de la linea 2, 9, 6 (£, = 0)

1,2
a; = u;

.

2

? 2 —uf + 40} (3.31)

a; = —3u

a? = 2u? + 2uf — 4u
Finalmente, a lo largo de la linea 3, 4, 5 (¢, = 1)

a; = u;

1 3
?
a} = —3uf — u + 4u} (3.32)

a? = 2u? + 2ub — du!

Queda asi garantizado el comportamiento del orden de +/7 de los desplaza-
mientos.

Esta geometria permite igualmente representar, utilizando unas funciones de
forma modificadas, la variacién 1/+/7 de las tensiones en las proximidades del
vértice de la grieta, pero en la formulacién hipersingular estas tensiones en el
interior del material no son incégnitas del sistema de ecuaciones, ya que ademés

del contorno exterior se discretizan unicamente las dos caras de la grieta.
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3.3.3 Discretizaciéon de problemas de fractura y cdlculo de

los factores de intensidad de tensién

El Factor de Intensidad de Tensién define la amplitud de la singularidad en el
vértice de una grieta. Por lo tanto, si K es conocido, es posible determinar todas
las componentes de tensiones, deformaciones y desplazamientos como funcién de
Ty®o.

u=Kf(0,Cij)VF (3.33)

o =Kg(0,Ci;)/VF (3.34)

donde 7 y 6 son coordenadas polares centradas en el vértice de la grietay fy g
son funciones universales del 4ngulo 6 y las constantes eldsticas del material C;;.
En este apartado se nota por 7 la distancia al borde de la grieta, para diferenciarla
de la distancia r entre el punto de colocacién y el punto de observacién empleada
en la formulacién de elementos de contorno.

Como se ha puesto de manifiesto en el primer capitulo, la formulacién hipersin-
gular de elementos de contorno es muy adecuada para resolver problemas de frac-
tura. Se pueden asi estudiar problemas con falta de simetria prescindiendo de
técnicas de divisién en subregiones y posterior acoplamiento de las mismas. Sin
embargo, ya que no es necesario hacer pasar una seccién a lo largo de la grieta,
cuando se resuelva el sistema de ecuaciones no se va a disponer directamente de
valores nodales correspondientes a puntos cercanos al borde de la grieta y en el
interior del material. Se van a utilizar entonces como variables nodales béasicas en
la grieta, para el cilculo de los FIT, los Desplazamientos de Apertura de Grieta
(DAG).

Dependiendo del tipo de dominio en estudio y de la posicién de la grieta, la
discretizacién del contorno y las ecuaciones integrales minimas que hay que escribir
van a ser diferentes.

Los elementos empleados en la discretizacién son de tipo cuadritico normal

salvo los que estén en contacto con el borde de la grieta que tienen simplemente la
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ubicacién de los nodos a un cuarto antes descrita (elementos a un cuarto). Asi los
desplazamientos se representan mediante la ecuacién (3.29). Para los elementos
que discretizan la superficie de la grieta se emplea una estrategia de colocacién

especifica (MCM) distinta de la estandar, como se ha descrito en el apartado 2.3.

Si el dominio objeto de estudio es infinito solo se discretiza una superficie
de la grieta y se plantea sobre estos elementos tinicamente la ecuacién integral de
contorno en tracciones. La variable nodal que se emplea para resolver el sistema de
ecuaciones es el DAG. En cambio, si el dominio es finito se discretizan el contorno
exterior y una o dos caras de la grieta, dependiendo si ésta es interior o de borde,

respectivamente.

Cuando la grieta es de borde se mantienen como variables independientes las
componentes de los desplazamientos en ambos labios de la grieta, ya que existen
nodos que pertenecen a una de las superficies de la grieta y al contorno exterior.
Asi por simplicidad, si se discretizan las dos superficies de la grieta, sobre una
de ellas se plantea la ecuacién integral en tracciones y sobre la otra la ecuacién

integral en desplazamientos.

Una vez resuelto el problema de contorno, i.e. conocidos los desplazamientos y
tracciones nodales, los valores numéricos de los FIT se obtienen a partir de ellos.
Asi, teniendo en cuenta que en la representacién del MEC los desplazamientos en
el elemento a un cuarto evolucionan con 7 de la misma forma que lo hacen en el
caso teérico, no hay mds que particularizar la expresién tedrica, en funcién de las
coordenadas polares, r y 8, K; y las propiedades eldsticas del material, de las tres
componentes de u para cada nodo situado a un cuarto del borde de la grieta (i.e.
los nodos 4, 8 y 9) e igualarlas a los valores numéricos obtenidos. As{ se obtienen
Ky, Krr y Kyy1 para el punto del vértice de la grieta en la perpendicular al nodo

que se estd considerando.
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-k |2
Kr=ga—gy\ TAu
__m
K[[ = 2(1_1/) I Aun (335)
2

7
K= =1/ —A
11 2VL Ut

donde p es el médulo de elasticidad transversal del material, v el médulo de
Poisson, Au; el desplazamiento de apertura de grieta del nodo a un cuarto del

borde y L la longitud del elemento en la direccién normal al borde de la grieta.

3.4 Resultados numéricos

En este apartado se analizan diversos problemas de Mecénica de la Fractura
estatica tridimensional de sélidos is6tropos haciendo uso de la formulacién desa-
rrollada en apartados anteriores. Se han obtenido resultados para dominios tanto
finitos como infinitos, y distintas geometrias de grieta. Los resultados se han com-
parado con soluciones analiticas, caso de existir, o con resultados obtenidos por

otros autores aplicando diferentes técnicas numeéricas.

3.4.1 Dominios infinitos
Grieta circular

Este es un problema clésico en Elastostatica para el que existen soluciones analfticas
(Sneddon, 1946, Kassir y Sih, 1966). Las propiedades del dominio eldstico infinito
son: médulo transversal, u= 10% Pa y médulo de Poisson, v= 0.3. La malla de
elementos de contorno consta de 64 elementos cuadrilateros, como se muestra en

la figura 3.5.
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Figura 3.5: Discretizacién de elementos de contorno de una grieta circular en

medio infinito.

En primer lugar se somete la grieta a presién interna uniforme. El factor de
intensidad de tensién correspondiente al modo I se evaliia a partir de los valores
de la apertura de grieta de los nodos a un cuarto situados en la primera fila de

nodos a partir del borde de la grieta (ecuacién (3.35)).
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Figura 3.6: FIT modo II. Grieta circular en medio infinito.
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El valor del FIT en modo I obtenido usando la malla de elementos de contorno
de la figura 3.5 es K1 = 1.9890 \/E , presenta una desviacién respecto de la solucién
analitica obtenida por Sneddon (1946) (K; = 20,/2) inferior al 1%, siendo a el

radio de la grieta y o la carga aplicada.

En segundo lugar se aplica una traccién cortante sobre la superficie de la grieta
circular para obtener el FIT en modos II y III. La malla de elementos de contorno
es la misma que la empleada anteriormente. El FIT correspondiente al modo IT
y modo III se calcula a partir de la ecuacién (3.35), siendo Au, y Au; los des-
plazamientos relativos de los nodos a un cuarto en la direccién perpendicular y
tangencial al frente de la grieta y contenida en el plano de la misma, respectiva-

mente.

0,6
04}
&
o’\
©
£
=
= 0,21
v = HBEM
Analitico
0'0 L 1 i 1 i 1 A 1 i
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Figura 3.7: FIT modo III. Grieta circular en medio infinito.

En las figuras 3.6 y 3.7 se muestran los valores normalizados del FIT en modos

II y III, respectivamente. Se comparan con las expresiones analiticas obtenidas

por Kassir y Sih (1966)
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4senb
K][ = -(ETV—);TV mTa
Ky = 2 =vjcosb o (3.36)
2-v)r

el 4ngulo @ se mide sobre el plano de la grieta desde la direccién perpendicular
a la de aplicacién de la carga. Los dos grupos de resultados muestran muy buen

acuerdo entre ellos.

oLy
N

Figura 3.8: Geometria de grieta eliptica.

Figura 3.9: Discretizacién de elementos de contorno de una grieta eliptica en medio

infinito.

Grieta eliptica

Otro problema cldsico para el que también existen soluciones analiticas (Irwin,
1962 y Kassir y Sih, 1966), es el de una grieta eliptica inmersa en un medio infinito

isétropo. Muchos de los defectos internos que aparecen en un sélido tienen formas
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geométricas irregulares y se desvian sustancialmente de un perfil circular. De
ahi que un contorno eliptico pueda considerarse una buena aproximacién para una
grietareal. Las propiedades del dominio eldstico son las mismas que en el problema
anterior, siendo la relacién entre el semieje mayor, a, y el semieje menor, b, 2.5
(figura 3.8). El contorno de la grieta se discretiza con 84 elementos cuadrilateros,

como se observa en la figura 3.9.
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Figura 3.10: FIT modo I. Grieta eliptica en medio infinito.

En primer lugar se aplica una traccién uniforme sobre la superficie de la grieta
de valor o, y se calcula el factor de intensidad de tensién correspondiente al modo I

(ecuacién (3.35)) a partir de la apertura de grieta (Au,) de los nodos a un cuarto.

Los resultados se comparan con la solucién exacta de Irwin (1962) obtenida
con el método de la funcién de tensién (figura 3.10). La posicién a lo largo del
vértice de la grieta viene definida por un dngulo ¢ medido con respecto al radio

mayor de la elipse (figura 3.8).
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Figura 3.11: FIT modo II. Grieta eliptica en medio infinito.
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Figura 3.12: FIT modo III. Grieta eliptica en medio infinito.
En segundo lugar se aplica una traccién cortante sobre la superficie de la grieta,

en la direccién del semieje menor, para obtener el FIT en modo II y modo III. Los

resultados se comparan con la solucién exacta para este mismo problema obtenida
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por Kassir y Sih (1966) ( figuras 3.11 y 3.12). En todos los casos existe un buen

acuerdo entre los resultados numéricos aqui obtenidos y las soluciones analiticas.

Grieta cilindrica

Se considera una grieta cilindrica con la geometria que se muestra en la figura 3.13,
inmersa en un dominio infinito y sometida a un estado de tensién bidimensional
en la direccién z. Se ha elegido esta geometria para reproducir aproximadamente
condiciones de tensién plana en la seccién media de la grieta. Las propiedades del

material son las mismas que en los ejemplos anteriores.

o =45°

Figura 3.13: Grieta cilindrica en medio infinito.

La malla de elementos de contorno se muestra en la figura 3.14 siendo los
elementos situados en el borde de la grieta elementos a un cuarto.
A pesar del hecho de que este tipo de elementos tinicamente representa exacta-

mente la variacién /7 de los desplazamientos cerca del vértice de la grieta cuando
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el elemento es plano, se han utilizado para casos en los que la curvatura no es muy
grande. Los resultados obtenidos muestran que no hay una pérdida de precisién
importante a causa de la curvatura del elemento.

Los FIT en modo I y modo II se calculan a partir de los DAG de los nodos
a un cuarto usando las expresiones de la ecuacién (3.35). Cabe destacar que las
componentes del vector de desplazamiento que se utilizan en estas ecuaciones son
la normal y tangencial, respectivamente, a la superficie de la grieta en la linea del

borde de la grieta.

Figura 3.14: Discretizacién de elementos de contorno de grieta cilindrica en medio

infinito.

Los valores obtenidos del DAG muestran una pequeiia variacién a lo largo de
los dos bordes de grieta rectos, salvo en las primeras filas de elementos préximos
a los extremos en los que el efecto del borde de grieta curvo es apreciable.

Los resultados obtenidos a partir de las expresiones de la ecuacién (3.35) y los

desplazamientos de los nodos a un cuarto situados en la seccién media de la grieta

son:
K =o./mpsena 0.539 (3.37)
Kir =oy/mpsena 0.604 (3.38)

Estos valores presentan una diferencia menor del 1 % con respecto a la solucién

exacta (ecuacién (3.39)), para un arco de grieta circular bajo condiciones de de-
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formacién plana, obtenido por Atluri et al. (1975) usando funciones de tensién.

_ o/Tpsenc
Kt = 1 seni(ayzy F1 (@A)

_ oy/mpsena
K= HTM(a/ESFH(a’ B) (3.39)

con
Fi(a, 8) =%{cos(a/2) ~ cos(28 + a/2) — cos(28 + 30/2)
- sen*(a/2) — 2sen(28 + 3a/2)sen(a)sen’(a/2)}
Fir(a, B) =%{sen(a/2) + sen(28 + a/2) + sen(28 + 3a/2)

- sen*(a/2) + 2sen(28 + 3a/2)cos(a)sen?(a/2)} (3.40)

siendo f el 4ngulo que forma la direccién de aplicacién de la carga y la tangente

al arco de la grieta en el extremo de ésta (5= 45°).

-------
-----
- = -

Figura 3.15: Grieta esférica en medio infinito.
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Grieta esférica

A continuacién se considera una grieta con forma esférica inmersa en un dominio
infinito de las mismas propiedades que los ejemplos anteriores. La curvatura de
la grieta se define por el dngulo &, como se puede ver en la figura 3.15. Se han
obtenido resultados para grietas con curvaturas desde o = 0° hasta a = 45°.

La malla de elementos de contorno que se ha utilizado para este problema, es
similar a la empleada para la grieta circular, pero incluyendo la curvatura de la
superficie de la grieta (figura 3.16). La segunda fila de nodos a partir del vértice de
la grieta estdn ubicados a un cuarto de la longitud del arco que forma la primera

fila de elementos que discretizan la superficie de la grieta.

Figura 3.16: Discretizacién de elementos de contorno de una grieta esférica en

medio infinito.

En la figura 3.17 se muestran los valores obtenidos del FIT en modo I y modo
II, para diferentes curvaturas de grieta, normalizados con el factor de intensidad de
tension en modo I para una grieta circular plana (Ky = 2 a\/g ). Para evaluar la
precision de estos resultados nétese que la variaciéon de K; y K7 con la curvatura de
la superficie de la grieta tal como se muestra en la figura 3.17 es aproximadamente
la misma que se obtiene para una grieta bidimensional con forma de arco (véanse
los resultados obtenidos para a = 45° en el ejemplo anterior). Puede establecerse
otra comparacién considerando una grieta circular en un medio infinito inclinada

con respecto a la direccién de aplicacién de la carga el mismo angulo que el frente
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de grieta en la grieta esférica.
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Figura 3.17: FIT modo I y modo II para grieta esférica con diferentes curvaturas.

Como puede verse en la figura 3.17 a pesar de las diferencias geométricas entre
los problemas que estamos comparando, la solucién analitica de este problema
(Rooke y Cartwright, 1976) es muy parecida a la solucién de elementos de contorno

obtenida.

Kr= za Tacos>¢
i
4
w(2—v

K= ov/rasengcospcosw (3.41)

siendo ¢ el d4ngulo que forma la normal a la superficie de la grieta con el €je vertical

z y w el dngulo medido a lo largo del borde de la grieta.

3.4.2 Dominios finitos. Grieta interna

Cuando el dominio que se estudia es finito y la grieta es interior, se discretiza
Unicamente una superfice de la grieta para cuyos nodos se escribe la EIC en tra-
cciones, usando el método de colocacién multiple para aquellos que pertenecen a

mas de un elemento, y la EIC clésica para los nodos del contorno exterior.
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Grieta circular en barra cilindrica

Con este problema se pretende poner a punto la formulacién mixta desarrolla-
da. En primer lugar se modela una grieta circular en un medio infinito haciendo
R=10a, siendo R y a el radio de la barra cilindrica y de la grieta, respectivamente.
Los resultados se comparan con los obtenidos anteriormente y con la solucién
analitica de este problema. A continuacién se reduce el didmetro del cilindro has-
ta hacerlo doble que el de la grieta. La altura total del cilindro es dos veces su

didmetro en cualquier caso.

(0 -
==

Figura 3.18: Grieta circular en barra cilindrica.

El cilindro se somete a traccién uniforme, o, aplicada en sus caras superior e
inferior (figura 3.18). La discretizacién de elementos de contorno para la grieta es
la misma que para medio infinito y la del contorno exterior es similar a la que se
muestra en la figura 3.20.

El factor de intensidad de tensién en modo I calculado a partir de los valores de
la apertura de grieta de los nodos a un cuarto situados a lo largo del vértice de la

grieta es para el primer caso K;=1.9870+/a/7 y para el segundo K;=0.7050+/7a.
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Estos resultados presentan un buen acuerdo con los analiticos de Sneddon (1946),
(Kr=20+/a/7), y con los obtenidos por Banks-Sills y Sherman (1992) usando el
método de la integral J y la derivada de rigidez para un cilindro de radio 2a

(K;=0.7060+/7a).

Grieta circular inclinada en barra cilindrica

Se considera una grieta circular de radio a en el interior de una barra cilindrica de
radio R y situada en un plano inclinado un 4ngulo ¢ respecto al eje de la barra.
Las propiedades del material son las mismas que en los ejemplos anteriores. La
geometria se define en la figura 3.19 (R=10a, h=30a, $=45°). La superficie de la
grieta se discretiza con la misma malla que en el caso de una grieta circular en
medio infinito (figura 3.5) y la superficie exterior del cilindro tal como se muestra

en la figura 3.20.

Figura 3.19: Grieta circular inclinada en barra cilindrica.

El cilindro se somete a traccién uniforme, o, aplicada en sus caras superior e

inferior. El FIT para los tres modos se calcula a partir del DAG de los nodos a
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un cuarto y se normalizan con respecto al FIT en modo I para una grieta circular
plana en medio infinito, Ky = 20\/§ . En la figura 3.21 se comparan los resultados
obtenidos con la solucién analitica de Rooke y Cartwright (1976) para un dominio

infinito.

2
Ki=-—0o 1raco.92¢
T

4
Ki; = ————0+/masengcosdcosw

(2 —v)
K= Ma\/ﬁsend)cosd)senw (3.42)
(2 - v)

siendo w el dngulo a lo largo del borde de la grieta.

N

Figura 3.20: Discretizacién de elementos de contorno de la superficie exterior.

El acuerdo entre los resultados es muy bueno, dado que el radio del cilindro es
mucho mayor que el de la grieta cabe esperar que el campo de tensiones cerca de

la grieta sea muy parecido al que existe en un medio infinito.
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Figura 3.21: FIT modo I, modo II y modo III. Grieta circular inclinada en barra

cilindrica.

Grieta eliptica en el interior de barra prismatica

Los problemas de grietas en placas han recibido en los 1ltimos afios una gran
atencion por parte de investigadores e ingenieros dada su importancia en el disefio

y mantenimiento de estructuras en general.

h

A

Figura 3.22: Grieta eliptica inmersa en un dominio finito cerca de un borde libre.

Con objeto de evaluar el efecto de un borde libre préximo a una grieta interna,
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vamos a considerar un grieta eliptica, de semieje mayor a y semieje menor b,
contenida en una placa de espesor finito y situada en una posicién arbitraria con
uno de sus ejes principales paralelo a la superficie de la placa (figura 3.22).

El tamafio de la placa es 80x80x40 y la relacién entre los semiejes b/a=0.4,
siendo a=10. Las propiedades del material son las mismas que en ejemplos ante-
riores. La discretizacién de elementos de contorno para el contorno exterior se ha

refinado en la cara de la placa mas cercana a la elipse (figura 3.23).

L LT T T

AN NN NN N NN

Figura 3.23: Discretizacién de elementos de contorno exterior.

Los valores del FIT para modo-I aqui obtenidos, normalizado con respecto
a los valores correspondientes a la misma elipse inmersa en medio infinito, se
comparan con los resultados numéricos de Kassir y Sih (1975) para una grieta
eliptica contenida en un semiespacio y situada a una distancia h del borde libre.
Los valores de K;/K$° se representan frente al dngulo ¢ medido sobre la superficie
de la grieta, desde el punto A, més préximo al borde libre, hasta el punto B (figura
3.22).
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En la figura 3.24 se observa que la forma descrita por las curvas correspon-
dientes a valores de b/h igual a 0.4, 0.6 y 0.75 guardan un buen acuerdo con las
obtenidas por Kassir y Sih (1975) aunque los valores numéricos presentan cierta

discrepancia entre si con una diferencia maxima inferior a 2.5%.
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Figura 3.24: FIT normalizado modo I. Grieta eliptica en el interior de barra

prismatica.

b/h | 05 | 06 | 08
Isiday Noguchi M , | 1.043 | 1.079 | 1.239
Mp | 1.019 | 1.031 | 1.063

HBEM M 4 | 1.047 | 1.084 | 1.233
M p | 1.023 | 1.035 | 1.0731

Tabla 3.1: Amplificacién del FIT para grieta eliptica en el interior de barra

prismatica.
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Isida y Noguchi (1984) obtuvieron una expresién polinémica del factor de in-
tensidad de tensién para el problema de una grieta eliptica contenida en un sélido
semi-infinito, mediante un método modificado de las fuerzas de volumen, para un
amplio rango de valores de b/h y b/a. En la tabla 3.1 se comparan los resultados

para valores de b/h comprendidos entre 0.5 y 0.8, y b/a=0.4.

3.4.3 Dominios finitos. Grieta de borde

En este tipo de problemas hay un contorno exterior en contacto con la grieta. Tanto
la superficie de la grieta como el contorno exterior se discretizan con elementos
cuadréticos, el tinico requisito que debe cumplir la malla es que los elementos del

frente de la grieta tengan los nodos centrales a un cuarto de su longitud.

Dado que los nodos comunes a la grieta y el contorno exterior para las caras
superior e inferior de la grieta son independientes, los desplazamientos de los no-
dos de las superficies superior e inferior de la grieta se tratan como incégnitas

independientes.

Se plantean dos tipos de ecuaciones integrales de contorno:

e la EIC clasica en desplazamientos para la superficie de la grieta y el contorno

exterior; y

¢ la EIC en tracciones para la superficie de la grieta.

En cada direccién cartesiana se escriben dos ecuaciones para cada nodo de la
superficie de la grieta, excepto para los del frente de la grieta que se escribe la EIC
en desplazamientos colocando directamente en ellos. Para ser congruentes, en el
resto de nodos, incluso aquellos que pertenecen a la grieta y al contorno exterior,
se aplica la técnica ya descrita de colocacién miltiple cuando el nodo pertenece a

mas de un elemento.
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2b

2c¢c
e

Figura 3.25: Grieta de borde semieliptica en barra prismética.

N
N7
™

Figura 3.26: Discretizacién de elementos de contorno para grieta semieliptica en

barra prismatica.
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Semielipse en pieza prismética

Se considera una grieta plana semieliptica contenida en la seccién media de una,
barra prismatica de altura 2h sometida a traccién uniforme aplicada en dos caras
opuestas de la barra en direccién perpendicular a la grieta. La geometria de la
seccién media se muestra en la figura 3.25.

La configuracién de la grieta y la barra estudiada, se caracteriza por las si-
guientes relaciones geométricas: a/c = 0.4; a/t = 0.2; a/b = 0.1. Las propiedades
del material son: médulo de Poisson v = 0.3 y mddulo de elasticidad transversal
p = 108 Pa. La malla de EC del problema se muestra en la figura 3.26, con 16

elementos a lo largo del frente de la grieta.
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Figura 3.27: FIT modo-I a lo largo de grieta de borde semieliptica en barra

prismatica.

La figura 3.27 muestra el FIT normalizado en modo I a lo largo del frente
de la grieta semieliptica, siendo Q el cuadrado de la integral eliptica completa
de segundo tipo (el 4ngulo ¢ se muestra en la figura 3.25). Estos valores se han
obtenido a partir de la ecuacién (3.35) siendo Au la apertura de grieta normal de

los nodos a un cuarto. Los resultados presentan un buen acuerdo con los obtenidos
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por Raju y Newman (1979) para el mismo problema mediante el método de los
elementos finitos. En el trabajo de Isida et al. (1984) aparecen resultados para
esta misma configuracién geométrica y se establece una comparacién del FIT en

el punto de maximo valor (¢ = 90).

Isida et al. 1.104
Raju & Newman | 1.138
HBEM 1.126

Tabla 3.2: Comparacién del FIT para grieta semieliptica (¢ = 90).

Grieta recta central en pieza prismadtica

Figura 3.28: Grieta recta central en pieza prismética.

Este problema ha sido resuelto en dos dimensiones por Isida (1975) para distintas
relaciones geométricas entre la longitud de la grieta, altura y longitud de la placa.

La geometria del problema se muestra en la figura 3.28, siendo 2a/W = 0.5 y
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2H/W = 1.
Dada la simetria existente, solo se ha discretizado la mitad de la placa y se han
empleado dos mallas de elementos de contorno, con 2 y 4 elementos a un cuarto a

lo largo del frente de la grieta en cada una de las superficies (figura 3.29).

L]
|

Figura 3.29: Discretizacién de EC para grieta recta central en pieza prismética.
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Para el modelo tridimensional se toma una placa de ancho t = 0.25W y se im-
ponen condiciones de deformacién plana prescribiendo desplazamientos normales
nulos en cada una de las caras en las que la grieta alcanza la superficie exterior.
Los resultados se obtienen para un material con las mismas propiedades que el

ejemplo anterior.

El valor normalizado del FIT en modo I, Fy=K;/o+/ma (siendo a la semilon-
gitud de grieta y o el valor de la traccién aplicada en los extremos de la placa),
para las dos discretizaciones se calcula a partir de los valores nodales de los des-
plazamientos de los nodos a un cuarto. Los resultados aquf obtenidos, F;=1.3307
y 1.3348, para 2 y 4 elementos a lo largo del frente de la grieta, respectivamente,
se comparan con los correspondientes de Isida (1975), Fr=1.334, que son precisos
con un 1% de error. Estos valores del FIT son bastante precisos y muestran escasa

dependencia respecto del tamafio de los elementos de la malla empleada.

2H

Figura 3.30: Grieta recta de borde en pieza prismatica.
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Figura 3.31: Discretizacién de EC para grieta recta de borde en pieza prisméatica

(H/a=1.75).

Grieta recta de borde en pieza prismaitica

La distribucién de los campos de tensiones y desplazamientos en las inmediaciones

del vértice de una grieta, descrita en el apartado 3.3.1, es vélida para zonas cer-
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canas al borde de la grieta pero alejadas de intersecciones con superficies libres, en
caso contrario las singularidades dejan de ser de tipo 1/+/7 y /7, respectivamente
(Folias, 1975, Benthem, 1977, Bazant et al., 1979 y Folias, 1980).

En este problema, dada la geometria del mismo y a pesar de que es puramente
del tipo modo I, el factor de intensidad de tensién varia a lo largo del frente
de la grieta desde el valor en el plano medio de la pieza prismética, cercano al
correspondiente a condiciones de deformacién plana, y el valor en la interseccién del
vértice de la grieta con la superficie libre en la cual la intensidad de la singularidad
es menor de /T y por lo tanto el factor de intensidad de tensién (definido en el

sentido habitual) tiende a cero.
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Figura 3.32: Grieta recta de borde (H/a= 1.75). Comparacién del FIT norma-

lizado modo 1.

La geometria de la barra se muestra en la figura 3.30. Se han obtenido resul-
tados numéricos para dos configuraciones, H/a = 1.75 y 6, W/a =3, t/fa =2y
médulo de Poisson v = 1/3. Para representar los valores del FIT, llamamos s a la

longitud a lo largo del frente de la grieta medida desde el centro de la misma, i.e.,
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s = W/2 corresponde a ambos vértices.

Vamos a centrarnos en primer lugar en la pieza con relacién geométrica H/a
= 1.75. Se han realizado tres discretizaciones de EC diferentes (figura 3.31). Las
mallas (b) y (c) se diferencian principalmente en la discretizacién de la superficie de
la grieta, tienen el mismo niimero de nodos y elementos. En ambos casos a lo largo
del frente de la grieta se han colocado 12 elementos a un cuarto, pero mientras
que en la primera todos los elementos tienen la misma forma y tamafio, en la
segunda el tamafio de los elementos situados en el borde de la grieta disminuye en
la direccién del frente de grieta y a medida que se acerca a la interseccién con la

superficie libre.
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Figura 3.33: Comparacién del FIT normalizado modo I para grieta recta de borde.

En la figura 3.32 se comparan los valores del FIT normalizado obtenidos para
estas tres discretizaciones. Los resultados para la malla (c) reflejan un descenso del
valor del FIT més acusado. Dichos resultados se comparan en la figura 3.33 con los
obtenidos por otros autores para el mismo problema utilizando distintos métodos

(Raju y Newman, 1977, elementos finitos, Mi y Aliabadi, 1992, formulacién dual
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de elementos de contorno, y Li et al., 1998, formulacién simétrica de elementos de

contorno) y con el valor correspondiente a condiciones de deformacién plana.

==

/

/

/

~l

Figura 3.34: Discretizacién de EC para grieta recta de borde en barra prismatica
(H/a=6).

En la figura 3.35 se comparan los resultados para las dos geometrias (H/a=1.75
y 6) con los obtenidos por Raju y Newman (1977) y Mi y Aliabadi (1992). Véase
que el valor del FIT para una grieta recta de borde no depende de la altura de la

placa que la contiene.
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Figura 3.35: Comparacién del FIT normalizado modo I para grieta recta de borde.

Dos grietas rectas de borde en pieza prismdtica

Utilizando las mismas discretizaciones de elementos de contorno del problema
anterior y cambiando tnicamente las condiciones de contorno, es posible obtener
la variacién del FIT en modo I a lo largo del borde de grieta cuando en una placa

prismatica aparecen dos grietas de borde como se muestra en la figura 3.36.

Nétese que a diferencia del problema anterior, al aumentar la altura de la placa
el valor del FIT normalizado disminuye (figura 3.37). Los resultados se comparan
con los obtenidos por Raju y Newman (1977) y Mi y Aliabadi (1992) para el mismo

problema.
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Figura 3.37: Comparacién del FIT normalizado modo I para dos grietas rectas de

borde.



Capitulo 4

Elasticidad Dinamica.

Medios Isétropos

4.1 Introduccién

Las grietas no son dnicamente un concentrador de tensién, sino que producen
difraccién de las ondas que sobre ellas inciden cuando el material que las contiene
estd sometido a acciones dindmicas. Por ello, los valores del Factor de Intensidad
de Tensién dindmicos son mayores que los obtenidos cuando una carga de igual

amplitud se aplica de forma cuasi-estatica sobre el mismo sélido fisurado.

El método de la ecuacién integral de contorno aplicado a un dominio tridi-
mensional is6tropo que se encuentra sometido a una solicitacién de tipo arménico,
constituye una aplicacién clasica en Elastodindmica (Cruse y Rizzo, 1968). La
obtencién de las soluciones fundamentales para problemas bidimensionales y tridi-
mensionales en Elastodindmica arménica puede verse en Dominguez y Abascal
(1984). Estas soluciones fundamentales arménicas convergen a las estaticas cuan-
do la frecuencia de excitacién tiende a cero. Asf, es posible expresar las soluciones

fundamentales arménicas para dominios tridimensionales como la suma de las co-

75
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rrespondientes al problema estatico y otros términos, dependientes de la frecuencia
y que se anulan cuando ésta tiende a cero.

En el apartado 2 se presentan la obtencién y regularizacién de la EIC en tra-
cciones en Elastodindmica arménica y como, de forma andloga al comportamiento
de los ntcleos de la ecuacién clasica, es posible obtener sus nicleos correspon-
dientes a la solucién fundamental como la suma de los del problema esttico y una
serie de términos que dependen de la frecuencia de manera que se anulan cuando
w— 0.

Para comprobar la eficacia de la técnica desarrollada, en el apartado 3 se presen-
tan resultados para problemas tridimensionales con grietas de diferente geometria,
inmersas tanto en dominios infinitos como finitos, sobre los que actdan cargas

variables arménicamente en un amplio rango de frecuencias.

4.2 Ecuacién integral de contorno en tracciones

La representacién integral cldsica de los desplazamientos para un punto interno
y de un cuerpo eldstico £ cuyo contorno es una superficie regular I' con normal
exterior unitaria n(x) sometido a una carga arménica y bajo condiciones de fuerzas

de volumen nulas, puede escribirse como:

ul(y’w) + /I‘p;k (x) y,UJ)’U/k (X, w)dr - / u’?k (X, Y3w)pk (x,w)dF =0 (41)
T

para I, k = 1, 2, 3; donde uj y px representan la componente k de los vectores de
desplazamientos y tracciones, respectivamente, w es la frecuencia de excitacién y
ujy, P}, son los tensores de desplazamientos y tracciones de la solucién fundamental
armonica isétropa, respectivamente.

Las tensiones en puntos internos se obtienen de forma similar al caso estatico

(apartado 3.2), teniendo las componentes del vector de tracciones en un punto y
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sobre una superficie con normal exterior unitaria N la siguiente expresién

1Y, w) = Oim (¥, w) N (y) (4.2)

Asi, la representacién integral de las componentes de las tracciones se expresa

como,

Pt(y,w)'f‘/r S?mk(x’yaw)Nm(y)uk(x,w)dF_/Fd;(mk (X, Y w)Nm(Y)pk(xaw)dF =0
(4.3)

donde dj,,;. v $j,,; Obtenidos combinando linealmente las derivadas de u}, y pjj,

respectivamente, tienen las siguientes expresiones:

1 (A
d;‘mk(xa y,w) = E {; 5lm"',k (_w,r + X,r + 2%) + (Jklr,m + 6kmr,l)
X X X
(; - 1/J,r) + T AT T (2x,., - 4;) + 275,mr,,c} (4.4)

* H
slmk(xv y,w ) = :1— {a— [47‘,17‘7",1‘,]‘, (—-5
(6lk'r,m + dmkr,l) ( "/’ rr 3er + "/),'r - 6"%) +
A w r X,r X X X,r
251"17‘,’9[;( 1/’rr+er+T+T 42 -4 +2-—T— ]+
A r T
2T,l7',mnk ( r 4—— - ; ("/) rr — X,or — 1/)’ - X, +42'C2->) +

Tk (T m + Nt y) ( Yor + == Yr +3%’1 - 61) +

T2
X,r X 1/’,
‘Slmnk l:__ <¢ rr — X,rr =~ 47 - 2,’__2 + 277') - (45)
( 4¥r 4’“ - sé) +412} + 2(Rmbik + NuOpmi) (-”—”i + %)}
[l r T r T

siendo 1 y x funciones de la frecuencia de excitacién w, de las velocidades de onda

del material, ¢; y cg, y de la distancia r entre el punto de aplicacién de la carga, x,
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y el punto en el que se representa la ecuacidn integral, y. Sus expresiones pueden
verse en el Apéndice C.
Cada uno de los niicleos de la representacién integral de las tracciones puede

expresarse como
d;mk (X, Y w) = dl}}nk (X, Yy, W) + dlsmk (X, y) (46)

8k (s ¥, W) = 8fmp (X, ¥, W) + 8hink (X, ¥) (4.7)
donde df¥ ,(x,y,w) y sft..(X,y,w) — 0 cuandow — 0 y a5 (%, Y) ¥ sk (X,¥)
se corresponden con las soluciones fundamentales estaticas y por lo tanto presen-
tan la misma singularidad fuerte de orden r~2 e hipersingularidad de orden r—3,
respectivamente, cuando r — 0.

La parte regular de las soluciones fundamentales, s, y df,,, se obtienen
restando al desarrollo en serie de los nicleos arménicos dj,,; ¥ S, los nicleos
estéticos di . (X,¥) ¥ Sinx(X,¥), pueden escribirse como la suma de un término
regular y débilmente singular, respectivamente, y una serie infinita regular (véase
Apéndice C).

Para obtener la representacién integral para un punto suave del contorno y,
se realiza un proceso de paso al limite en el contorno, caben hacerse las mismas
consideraciones respecto a los requisitos de continuidad para las componentes de
los desplazamientos que en el caso estitico. Usando nuevamente la geometria
modificada de la figura 2.1 y las expresiones (4.6) y (4.7), puede escribirse:

p(y,w) + lim { / [8f7ak (%, ¥, W) Nim (¥) u (%, w) =

(T—ee)+Te

dfe (%, Y, w) N (y) pr(x,w)] dT+ (4.8)
/ [sigmk (X, Y)Nm (Y)uk(x’ w) - dismk(xi y)Nm (Y)Pk (X,LU)] dr} =0
(T~ec)+TFe

En esta representacién de las tracciones, los integrandos de la primera integral
son todos regulares o débilmente singulares. Sin embargo, los niicleos de la segunda

integral son hipersingulares o fuertemente singulares, para hacerlos integrables
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numéricamente es preciso aplicarles el mismo proceso de regularizacién empleado

en el apartado 3.2 para el caso estatico.

Las componentes de los vectores de desplazamientos y tracciones se desarrollan

en y como

up (X, w) = ug(y,w) + ura (¥, w)(@h — yn) + O(r'*+*) (4.9)

Pr(X,w) = opn (X, w)na(X) = okn(y,w)na(x) + O(r*) (4.10)

Sobre estos desarrollos caben hacerse las mismas consideraciones que para el
caso estdtico. Introduciendo los desarrollos (4.9) y (4.10) en la ecuacién (4.8), ésta

puede escribirse como

ni(y,w) + ng?+ {/F-es {sf 5 N (x,w) — dﬁnkNmpk(x,w)} dr+
/1‘ {sﬁnkNmuk(x,w) - dﬁnkNmpk(x, w)} dl'+

[ Aouao () = ua(9,0) = s (7,0) o = )] -
df;nkNm [pr (%, w) — pg (y,w)]} dr'+

[ Ao e ,0) = (9,0) = w3, 0)n — )] =

d,‘s;nkNm [pr(x,w) — akh(y,w)nh(x)]} dl'+

uk(y,w) SigmkdeF + 'U'k(yaw)/ sigmkdeF+
I“—e, Fs

uk,h(y,w)/ S5k N (T — yn)dT + Uk,h(y,w)/ Simk Nom (zh — yp)dl—
I'—e, r.

pr(32) [ iVl = oun(3,) /F dﬁnkNmnhdr}=0 (4.11)
I‘—e, €

Py WATE+ T+ TS+ TS + TS+ TP+ TS+ TS+ TE + TS =0 (4.12)



80 Elasticidad Dindmica. Medios Is6tropos

La integral T§ no presenta ninguna dificultad, puede calcularse numéricamente
sobre el contorno I' ya que las soluciones fundamentales se comportan de manera

débilmente singular.

TR = /F {58 Ntk (X, w) — dft Nynpi(x,) } T (4.13)
En cuanto a la integral T¥ sobre I';; al ser las soluciones fundamentales sft .
y df . como méximo débilmente singulares (i.e. ~ 0() ) y siendo dI’ ~ 0(¢?), la

integral tenderd a cero segin € — 0,

Tf =0 (4.14)
El tratamiento aplicado a las ocho integrales singulares, T a Ty, es el mismo

que en el apartado 3.2 para el caso estdtico. Asi se tiene

TS = /r {5tk Nm [ur (%,w) — ug(y,w)—us,n(y,w)(@n — yn)] (4.15)
~ dimiNem [pr (%,w) — pi(y,w)]} dT
TS =0 (4.16)
TP = lim Sup(y,w) | spoi(X,¥,w)Npdl } = ug(y w)ﬂ—(y——?—)& lim1
4 ot k\Y)> T Imk\™ Y m k\J 4 (1 _ ’U) lke—)oé‘
(4.17)
paral =1,2,y
-2 1
S _ o im =
T4 = uk(y,w)4 (1 — ’U) 51]92{)1})6 (4.18)
paral = 3.
1 1
Tg + T3 = —50m(¥,w)Nm = =5pi(y,w) (4.19)

TS = lim ux(y, w)/ 85 o Nppdl =
e—ot r

—ee

b o
Uk(Yaw)m {Ilk + El_l)fgg [24 v (3 — 1)) 5zk} (4.20)
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Tss = lim {uk,h(y’w)/ sfmkNm(xh _yh)} dl' =
IT'—e,

e—ot

uk,h (Y, w) Jink (4.21)

—
4m (1 —v)

T’;g = —lim {pk(ya LU)/ d'lgmkdeF} = pk(Ya CU) . K, (422)
T'—e,

_ Lt

e—o 1-v)

donde Ik, Jinx y K vienen dadas por las ecuaciones (3.21), (3.23) y (3.25),
respectivamente.

Sustituyendo las ecuaciones (4.13) a (4.22) en la ecuacién (4.12) se obtiene

una ecuacién integral de contorno general arménica en tracciones en términos

dinicamente de integrales regulares o débilmente singulares.
%pl(y,w) + /F {sﬁnkNmuk(x,w) - dﬁnkNmpk(x,w)} dl'+
o (5,0) = i 3,0) =t (v, @ = )] -
ik Nom [P (%,w) — pr(y, w)]} dT+ (4.23)
Z‘ﬁ [ur(y, w) ik + wi,n(y, w) Jink + Py, w)Kix] = 0

Al igual que la ecuacién (3.26) correspondiente al caso estético, esta ecuacién
integral de contorno es vilida para contornos abiertos o cerrados, contornos planos
o curvos y puede ser discretizada de forma directa usando una formulacién de

elementos de contorno.

4.3 Resultados numéricos

En este apartado se analizan una serie de problemas arménicos de Mecéanica de
la Fractura tridimensional empleando la técnica desarrollada anteriormente. Al
igual que en el capitulo anterior, el contorno del problema se discretiza mediante
elementos cuadraticos estdndar, cuadrildteros o triangulares, a excepcién de la fila

de elementos colocados en el borde de la grieta que son elementos a un cuarto.
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Se ha estudiado la propagacién de ondas a través de grietas de distintas geo-
metrias inmersas en dominios infinitos y se han comparado los resultados, de forma
satisfactoria, con los obtenidos por otros autores para baja y alta frecuencia. Dada
la escasez en la bibliografia de resultados arménicos para problemas en los que
la grieta estd contenida en un dominio finito, ya sea interna o de borde, se ha
aplicado la transformada de Fourier a los resultados obtenidos en el dominio de la
frecuencia para problemas con esta configuracién geométrica y se han comparado
con las soluciones dadas por otros autores para los mismos problemas en el dominio

del tiempo o aplicando la transformada de Laplace a resultados arménicos.

4.3.1 Dominios infinitos

Grieta circular

Hace mds de 30 afios Robertson (1967) estudié analiticamente la difraccién de
ondas longitudinales a través de una grieta circular inmersa en un dominio infini-
to isétropo. Desde entonces y dada la simplicidad de esta geometria, han sido
numerosos los resultados tanto analiticos como numéricos que se han presentado
para este problema, en algunos casos porque los autores emplean técnicas validas
Unicamente para este problema y en otros, como es nuestro caso, para validar la

técnica desarrollada y determinar su eficacia.

La grieta estd sometida al efecto de una onda de apertura propagindose en
una direccién perpendicular a la superficie de la grieta. La malla de elementos de
contorno (figura 4.1) es la misma que la empleada en el capitulo anterior. Todos
los elementos son cuadrilateros de nueve nodos, teniendo los que se sitian en el

frente de la grieta sus nodos intermedios a un cuarto de su longitud.
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Figura 4.1: Discretizacién de elementos de contorno de una grieta circular en

medio infinito.

En la figura 4.2 se muestran resultados correspondientes al Desplazamiento de
Apertura de Grieta (DAG) para diferentes posiciones a lo largo del radio, normal-
izados con respecto a la apertura en el centro de la grieta para una carga estdtica
uniforme de la misma amplitud. Los distintos grupos de curvas corresponden a
diferentes valores del pardmetro aky, donde kr es el niimero de onda asociado a
los movimientos transversales que se propagan en la direccién perpendicular a la
superficie de la grieta,

akr = a2 (4.24)
C2

siendo, a el radio de la grieta, w la frecuencia de excitacién y ca la velocidad de
onda longitudinal del material. El médulo de Poisson del material es v = 0.25.
Los valores aqui obtenidos presentan un buen acuerdo con los presentados por
Mal (1970) mediante un método iterativo para resolver las ecuaciones integrales,
Budreck y Achenbach (1988) usando una forma regularizada de la EIC en trac-
ciones, Nishimura y Kobayashi (1988) usando funciones B splines para resolver sus
EIC regularizadas y Séez y Dominguez (1999) usando una formulacién clésica de
elementos de contorno en combinacién con elementos a un cuarto y a un cuarto

singulares para discretizar el vértice de la grieta (figura 4.2). Se observa que a
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medida que aumenta la frecuencia aparecen mayores diferencias entre los distintos

autores para los valores miximos y minimos.

—— HBEM
20F X Mal

o Budreck & Achenbach
---------- Saez & Dominguez
Nishimura & Kobayashi

1.5

1.0

COD

g
0.5

0.0

r/a

Figura 4.2: Desplazamiento de apertura de grieta normalizado. Grieta circular en

medio infinito.

Para el mismo problema y un rango de frecuencias 0 < wa/c¢; < 1.5, se repre-

senta en la figura 4.3 el Factor de Intensidad de Tensién en modo I normalizado,
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K;/K;s, obtenido a partir del desplazamiento de apertura de grieta de los nodos
a un cuarto (ecuacién (3.35)), siendo Kjg el FIT asociado al problema estético
equivalente. Estos resultados se comparan con los obtenidos por Sladek y Sladek
(1986), usando el método de la derivada de la ecuacién integral de contorno y
Parton y Boriskovsky (1989) usando un método semianalitico de ecuaciones inte-

grales.

= HBEM
08f | Parton & Boriskovsky
Sladek & Sladek
0.6 i H A 1 i 1 " 1 M [ M [ A ‘l‘\.l
0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0 1.2 1.4
walc,

Figura 4.3: FIT normalizado modo I. Grieta circular en medio infinito.

El médulo de Poisson de un material influye en el valor de la frecuencia de
excitacién de la carga que actuando sobre una pieza que contiene una grieta, hace
que se alcance el valor mdximo del FIT y en la magnitud del mismo. En la figura
4.4 pueden verse los FIT en modo I normalizados, para distintos valores de » y su
comparacion con los resultados obtenidos por Parton y Boriskovsky (1989), para

un rango normalizado de frecuencias 0 < wa/e¢; < 1.5.
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Figura 4.4: FIT normalizado modo I para distintos valores de v. Grieta circular

en medio infinito.
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Figura 4.5: FIT normalizado modo II y modo III. Grieta circular en medio infinito.
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A continuacidn la grieta se somete al efecto de una onda cortante propagandose
en direccién normal a la superficie de la grieta. La malla de elementos de contorno
es la misma que la empleada anteriormente, siendo en este caso el médulo de
Poisson del material ¥ = 0.3. Los valores de FIT normalizado en modo II y modo
III se comparan con los obtenidos por Parton y Boriskovsky (1989), para un rango

normalizado de frecuencias 0< wa/cs < 3 (figura 4.5).

Figura 4.6: Discretizacién de elementos de contorno de una grieta circular en

medio infinito (refinada).

A medida que aumenta el valor de la frecuencia se atentia la amplitud del FIT.
En los problemas estudiados, el primer mdximo es un maximo absoluto, y el resto
se repiten a intervalos constantes de la frecuencia reducida. En las figuras 4.7,
4.8 y 4.9 se representan los FIT normalizados para modo I, modo II y modo III,
respectivamente, para un rango de frecuencias 0 < kra < 5. El valor del médulo
de Poisson del material es v= 0.25. Se han empleado dos mallas de elementos

de contorno (figuras 4.1 y 4.6), ya que al ser la longitud de onda ), inversamente
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proporcional a la frecuencia de excitacién hay que disminuir el tamafio de los ele-
mentos situados en las proximidades del borde de la grieta, para que se cumpla la
condicién L < A/10, siendo A la menor longitud de onda. Los resultados se com-
paran con los obtenidos por distintos autores, Mal (1970), Nishimura y Kobayashi
(1988) usando funciones B splines ciibicas para resolver sus EIC regularizadas y
Zhang y Gross (1998) mediante una formulacién no hipersingular de elementos de
contorno en el dominio de la frecuencia partiendo de la integral de conservacién
elastodindmica arménica presentada por Zhang y Achenbach (1989) y Zhang y
Gross (1992).

er — HBEM
141 Zhang & Gross
o Nishimura & Kobayashi
12} 4 Mal
K 1.0
o &
< i
X osf
06
04}
0 1 2 3 4 5
k;a

Figura 4.7: FIT normalizado modo I. Grieta circular en medio infinito.
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1.4
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Figura 4.8: FIT normalizado modo II. Grieta circular en medio infinito.
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Figura 4.9: FIT normalizado modo III. Grieta circular en medio infinito.
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Grieta eliptica

A continuacién se considera una grieta eliptica de semieje mayor a y semieje menor
b. La malla de elementos de contorno consta de 142 elementos (figura 4.10) y el

médulo de Poisson del material es v= 0.3.

Figura 4.10: Discretizacién de elementos de contorno de una grieta eliptica en

medio infinito (a/b=2).

En la figura 4.11 se muestran los valores del FIT modo I, normalizado con
respecto al valor estitico correspondiente, obtenidos cuando una onda plana lon-
gitudinal de presién actia en la superficie de la grieta eliptica, para un rango
normalizado de frecuencias 0 < kra < 5. Los resultados para 8 = 0° y 6 = 90°,
siendo € el 4ngulo medido desde el semieje mayor al menor, se comparan de forma,
satisfactoria con los obtenidos por Nishimura y Kobayashi (1989) y Zhang y Gross
(1998).

En las figuras 4.13 y 4.14 se representan los desplazamientos de apertura de
grieta, normalizados con el valor estatico en el centro de la grieta para el problema
equivalente, frente a la distancia radial normalizada para cuatro valores de la
frecuencia de excitacién. La relacién entre semiejes es a/b= /2 (figura 4.12) y el

médulo de Poisson del material se toma v= 0.25.



Figura 4.11: FIT normalizado modo 1. Grieta eliptica en medio infinito.
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Figura 4.12: Discretizacién de elementos de contorno de una grieta eliptica en
medio infinito (a/b=v/2).
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Figura 4.13: Desplazamiento de apertura de grieta normalizado. Semieje mayor

de elipse en medio infinito.

HBEM k,a=4
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Figura 4.14: Desplazamiento de apertura de grieta normalizado. Semieje menor

de elipse en medio infinito.
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Los resultados se comparan con los obtenidos por Budreck y Achenbach (1988)
para el mismo problema usando una forma regularizada de la EIC en tracciones.
Las figuras 4.13 y 4.14 muestran que existe una gran dependencia entre la forma
geométrica de la grieta y los desplazamientos de apertura de grieta; el DAG es

claramente diferente de la solucién que resulta para una grieta circular (figura

4.2).

Grieta cuadrada

Finalmente vamos a considerar una grieta cuadrada de lado 2a. El médulo de
Poisson del material se ha tomado v= 0.2. La discretizacién de elementos de
contorno se muestra en la figura 4.15. La grieta se somete a una onda arménica

plana incidiendo perpendicularmente a la superficie de la misma.

Figura 4.15: Discretizacién de elementos de contorno de una grieta cuadrada en

medio infinito.

En las figuras 4.16 y 4.17 se representa la variacién del FIT modo I normalizado,

frente a X/a y kra respectivamente, siendo X una coordenada con origen en el
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centro de uno de sus lados y que recorre el frente de la grieta, y kr la frecuencia

normalizada.
—— HBEM X=0
14c e HBEM X=0.5
L . o  Zhang & Gross X=0
1.2 I ogiia & Zhang & Gross X=0.5
ok = Jtou X=0
] Itou X=0.5

- 0.8
« —
x AR e
z— 0.6
0.4
! .
0.2
- =]
0.0 " 1 n 1 N 1 M 1 i ]
0 1 2 3 4 5
k;a

Figura 4.16: FIT normalizado modo I frente X/a. Grieta cuadrada en medio

infinito.

Los resultados se comparan con los obtenidos por Zhang y Gross (1998), y
por Itou (1980) usando la transformada de Fourier para plantear dos ecuaciones
integrales duales que resuelve desarrollando los desplazamientos en la grieta con

la serie doble de polinomios de Jacobi y aplicando el método de Schmidt.
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Figura 4.17: FIT normalizado modo I frente kra. Grieta cuadrada en medio

infinito.

4.3.2 Dominios finitos. Grieta interna
Grieta circular en barra prismdtica

En primer lugar se estudia una barra de seccién cuadrada que contiene una grieta
circular centrada sometida a traccién uniforme aplicada en caras opuestas paralelas
ala superficie de la grieta. La geometria y las condiciones de contorno del problema
se muestran en la figura 4.18. El radio de la grieta es a, siendo a/w=0.5y h/w=2.

Las propiedades mecanicas del material son: médulo de elasticidad transversal
p=76.923 GPa, médulo de Poisson v= 0.2 y densidad p= 5000 kg/m3. Ademas de
las propiedades puramente eldsticas del material, se considera un amortiguamiento
interno utilizando un médulo de elasticidad transversal complejo p. = (1 + 241),

se han tomado para 3 los valores 0 y 0.01. En la figura 4.19 se muestra la malla
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2h I Moo

Figura 4.18: Grieta circular en barra prismética.
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Figura 4.19: Discretizacién de elementos de contorno de barra prismatica.
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de elementos de contorno correspondiente el contorno exterior, la discretizacién de

la superficie de la grieta circular puede verse en la figura 4.1.

100

T
=
]

o

80

T

60

K/K

40

20

1.0 15 20 2 30 35 40

walc,

Figura 4.20: Variacién del FIT modo I normalizado frente a la frecuencia adimen-

sionalizada.

No se han encontrado en la literatura resultados en el dominio de la frecuencia
para este problema, sin embargo si ha sido estudiado por otros autores en el
dominio del tiempo, bien directamente o aplicando la transformada de Laplace.
En la figura 4.20 se muestran los valores del FIT en modo I en el dominio de la
frecuencia, normalizados con la solucién analitica est4tica para una grieta circular
en medio infinito. A frecuencias bajas las diferencias entre los resultados para el
problema sin amortiguar y con amortiguamiento de 1% aparecen iinicamente en los
valores maximos de los picos. Sin embargo a medida que aumenta la frecuencia las

diferencias entre ambas curvas se hacen més notables. Aplicando la transformada
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de Fourier a los resultados para amortiguamiento de 1% se obtiene el FIT modo
I normalizado en el dominio del tiempo. Puede verse que existe un buen acuerdo
con las soluciones de Wen et al. (1998) usando una formulacién dual de EC en
el dominio de la frecuencia y aplicando la transformada de Laplace, y de Marrero

(2001) usando una formulacién clasica de EC en el dominio del tiempo.

4.0
3.5
3.0
25
20 -
1.5 -
1.0 -
0.5 [
0.0 -

—— HBEM
---------- Wen et al.
--------- Marrero

K/K,

05}
ol : ' : : : '
0

c,t/h

Figura 4.21: Variacién del FIT modo I normalizado frente al tiempo adimension-

alizado.

4.3.3 Dominios finitos. Grieta de borde
Grieta recta de borde

El siguiente ejemplo ha sido resuelto en dos dimensiones originalmente por Chen
(1975). La geometria y condiciones de contorno se presentan en la figura 4.22,

donde a=4.8 mm, W=20 mm, H=40 mm y t=3.2 mm. Para simular el proble-
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ma bidimensional, se han aplicado condiciones de contorno de deformacién plana
impidiendo el desplazamiento normal de las superficies de la placa en las que la

grieta intersecta la superficie exterior.

Figura 4.22: Grieta recta centrada en placa prismaética.

Las propiedades mecénicas del material son: médulo de elasticidad transversal
p=76.923 GPa, médulo de Poisson v= 0.3 y densidad p= 5000 kg/m?. Aligual que
en el problema anterior se ha considerado un amortiguamiento interno tomando
B=0.01. Dada la simetria del problema se discretiza unicamente la mitad del
mismo (figura 4.23). La discretizacién de elementos de contorno se ha realizado
teniendo en cuenta que la longitud de los elementos de la grieta y su cercania sea
menor que la décima parte de la longitud de las ondas s en el material de la placa

(1< A/10), siendo X la longitud de onda de la mayor frecuencia estudiada.
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I

Figura 4.23: Discretizacién de elementos de contorno de grieta recta centrada en

placa prismatica.
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El problema se estudia en primer lugar para una variacién arménica de la carga
aplicada en los extremos de la placa. En la figura 4.24 puede verse el FIT modo
I, normalizado con respecto al valor estatico del problema equivalente, frente a la
frecuencia normalizada. Los resultados se comparan con los obtenidos por Chirino
y Dominguez (1989) para el mismo problema en dos dimensiones. Se observa
una ligera alteracién de la frecuencia del primer pico, si bien ambas funciones de

respuesta en frecuencia se encuentran en notable acuerdo.

50

40

— HBEM
--------------- Chirino & Dominguez 2-D

K/K,

06 08 10 12
walc

Figura 4.24: Variacién del FIT modo I normalizado frente a la frecuencia adimen-

sionalizada.

Dado que los resultados del problema resuelto por Chen (1975) corresponden
a una carga de impacto, se ha aplicado la transformada de Fourier a los resultados
anteriores para obtener la respuesta en el dominio del tiempo. Esta respuesta
puede verse en la figura 4.25 donde también se recogen las obtenidas por Chen
(1975) y Chirino y Dominguez (1989) para el problema 2-D. En todos los casos el
FIT aparece normalizado con p(t)/7a.
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Figura 4.25: Variacién del FIT modo I normalizado frente al tiempo adimension-

alizado.



Capitulo 5

Elasticidad Estatica. Medios

Transversalmente Isétropos

5.1 Introduccion

Los materiales transversalmente isétropos se caracterizan por presentar propiedades
de isotropia en todos los planos normales a una direccién determinada. Entre ellos
se cuentan aquellos cuya estructura cristalina es de tipo hexagonal, asi como un
importante nimero de materiales compuestos.

Como se ha puesto de manifiesto en anteriores capitulos, la implementacién del
MEC requiere del conocimiento de una solucién fundamental que permite trans-
formar las integrales de dominio en integrales sobre el contorno. En el caso que nos
ocupa, esta solucién viene definida por los campos de desplazamientos y tracciones
en un dominio transversalmente isétropo infinito generados por la aplicacién de
una carga concentrada en un punto interno, para la EIC estdndar en desplazamien-
tos, y combinaciones de las derivadas de los anteriores, para la EIC en tracciones.
Tan sélo existen en la bibliografia expresiones en forma explicita de soluciones fun-

damentales para problemas bidimensionales y para ciertos casos tridimensionales.

103
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Rizzo y Shippy (1970) presentaron la primera aplicacién del MEC a problemas
anistropos planos. Vogel y Rizzo (1973) propusieron una representacién integral
para problemas tridimensionales, aunque la técnica desarrollada posteriormente
por Wilson y Cruse (1978) para la implementacién numeérica de una solucién fun-
damental anisétropa expresada en forma de integrales de linea resulté de caracter
més general. Fueron Pan y Chou (1976) quienes obtuvieron en forma explicita
una solucién fundamental estitica para sélidos tridimensionales transversalmente
is6tropos.

En este capitulo, partiendo de la solucién fundamental de Pan y Chou para los
campos de desplazamientos y tracciones, se van a obtener expresiones explicitas
para los niicleos de la EIC en tracciones. La aplicacién de la técnica de regu-
larizacién descrita en el capitulo 2 va a permitir integrar numéricamente dichos
nicleos, que al igual que en el caso isétropo van a ser originalmente hipersingu-
lares y fuertemente singulares. En el tercer apartado se tratan algunos aspectos
generales de los campos de tensiones y desplazamientos en la cercania del borde
de una grieta tridimensional para materiales transversalmente isétropos.

Por dltimo en el apartado cuarto se presentan resultados para algunos pro-
blemas de mecanica de la fractura estitica, y se comparan bien con soluciones

analiticas, caso de existir, o en su defecto numéricas, obtenidas por otros autores.

5.2 Ecuacidon integral de contorno en tracciones

El planteamiento de la ecuacién integral de contorno, tanto en desplazamientos
como en tracciones, para un punto interno y el posterior proceso de paso al limite
en el contorno para obtener la representacién integral para un punto suave del
contorno, no depende como es sabido del tipo de material, siempre que se trate
de un cuerpo con comportamiento eldstico-lineal y homogéneo, y cuyo contorno
sea una superficie regular (vednse ecuaciones (3.1), (3.3) y (3.6)). Sin embargo

las expresiones que gobiernan el comportamiento de un sélido, i.e. campos de
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desplazamientos y tracciones, si son funcién del tipo de material.

Aparecen en la bibliografia distintas técnicas para la obtencién de las solu-
ciones fundamentales anisétropas estdndar, cabe destacar el método desarrollado
por Wang y Achenbach (1995) para problemas elastodindmicos en el dominio de
la frecuencia (la solucién estatica se corresponde con la parte singular de la solu-
cién dindmica). Este método, basado en la transformada de Radon, proporciona
los desplazamientos y tracciones en forma de integrales sobre la superficie de una
esfera de radio unidad. Para que su implementacién en un cédigo de elementos
de contorno resulte eficiente, debe emplearse la técnica desarrollada por Wilson y
Cruse (1978) consistente en evaluar dicha solucién numeéricamente y generar asi
una base de datos en la cual interpolar. A pesar de que este método ha sido uti-
lizado con éxito en numerosos trabajos, en esta tesis se ha optado por emplear
la solucién fundamental explicita obtenida por Pan y Chou (1976) mediante la
consideracion de tres potenciales que gobiernan los desplazamientos. Las expre-
siones resultantes son aplicables a todos los materiales transversalmente isétropos
estables y, a diferencia de otras soluciones existentes, no presentan singularidad
alguna en el eje de simetria del material.

Asi, los nicleos de la solucién fundamental de la EIC en tracciones, d},,, y
Simk> S€ han obtenido combinando linealmente las derivadas de los nicleos de la
solucién fundamental de la EIC estédndar, uj;, y pj, de Pan y Chou.

Dada la equivalencia que existe entre los nicleos dj,, . y las componentes de

las tracciones, i.e.
d;mk = _pZml (51)

no se incluyen en este texto sus expresiones, tan solo mencionar que tal y como

ocurre en el caso isétropo, el orden de la singularidad que aparece en estos términos

-2

es r~ %, cuando r—0.

Las expresiones correspondientes a los niicleos s}, se recogen en el Apéndice D

de este documento. Analogamente, dichos términos son hipersingulares de orden

-3

r=°, cuando r—0. Cabe destacar que estas expresiones se simplifican conside-
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rablemente si se tiene en cuenta que la mayoria de las grietas objeto de estudio
en la bibliografia, cuando se trata de materiales transversalmente isétropos, son

planas y contenidas en el plano perpendicular al eje de simetria del material, i.e.

x3=n1=n2=N1:N2=0
or
5 =0 (5.2)
R1=R2=R3= ;=R;=R§=T

La técnica desarrollada en esta tesis es igualmente vilida para otras configu-
raciones geométricas.

Con respecto a la representacioén de las tracciones y el proceso de regularizacién
que es preciso aplicar para integrar numéricamente los términos hipersingulares y
fuertemente singulares, caben hacerse las mismas consideraciones que las tenidas
en cuenta para el caso isétropo.

De las ocho integrales que aparecen en la ecuacién (3.9) vamos a centrarnos
en los términos Iz, Jink y Kix de las integrales Ts, T; y Tz, respectivamente, ya
que son los tinicos que pueden incluir hipersingularidades o fuertes singularidades,
y el tratamiento de las otras integrales, salvo algtin 4lgebra, no presenta ninguna,
dificultad afiadida. A diferencia del caso isétropo, no se han obtenido expresiones
compactas de los nicleos s}, ¥ por lo tanto tampoco para los términos Lik, Jine
y Kik.

Aplicando el teorema de Stokes y algtin algebra a los términos de la integral
T3 de la ecuacién (3.9), ésta se transforma en una suma de integrales de superficie
regulares y débilmente singulares, integrales de linea sobre el contorno exterior del
dominio y un término no acotado correspondiente a las integrales de linea sobre el
contorno interior (huella de la semiesfera sobre el dominio), que se cancela con el
término no acotado que se deriva de la integral T4. Los términos hipersingulares
que aparecen son: (r7,knmNm)/r® y (nyNy;)/r?, su transformacién analitica puede

verse en las ecuaciones (B.15) a (B.17) del Apéndice B. Asi,



5.2 Ecuacién integral de contorno en tracciones 107

Ty = lim u(y) / 5 NodD = ug(y) {Iix + £()} (5.3)
e—ot I‘—e;
siendo
Li = —Cu (—- + Ci4(De1 D3y + D62D32))
or
mdVm
[3/ ——T3———dI‘+% d stdl] +
r T T r
7 mNm N
3C3,(Dg1 D31 + Dg2D3s) [5/ %"—3d1‘ rzlr x3 dl| +
r r er T
2 9r
30441/3 l5/ Tzanrsm dI‘+% T22r X3Ndl] (5.4)
47T r T or ! r
Ly = —Cu <— + C14(De1 D31 + D62D32))
ar N
[3/T—3d1“ }{ rXNon| 4+
r r or T
2 7‘22 3; ,TxN
3C14(De1 D31 + DgaD32) 5/ —S—dI‘—f- ry———dl| +
r r ar r
2 mNm
3C'441/3 [5/ TanT:; dF+7{ rzlr del] (5.5)
471' T T ar ’ ’I'
Iz = - (2013(’/114,11)51 + V2A,2D52) - 033(V12A1D51 + V§A2D52))
or mNm
r r ar T
= _vu
Ly = 3Cuy (044(D41D31 +D42D32) 47r)

mNm N
5 / rar2gptmlm o ?{ LA (5.7)
r ar T

r3
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Ly = 3Cy (044(D61D51 + De2Ds2) — 47r)
ar
N
s / BLEE ALY +j4 rar gt Ndl (5.8)
r r ar

para materiales cuyas propiedades elasticas cumplen que P13-C13-2C4q4 #0, y

ar
72T .mNm N
L = —Cu (V3+Vl +u1 D —D2> |:3/ Bnr»g dT + r X dl:‘
47 r 3 A
2 6’!‘ mNm N
r ar
2 61‘ N
= [5/ A 5.9
r 8T
or
or, N, N
(g o B 150
A7 r r e T
2 Or
scutnds-py+ 2 [s [ et f raNal
r 8T
r N N
302:13 [5/ Tlanr:;m dF+7{ ir;( dl (5.10)
r oT

or
Is = D, (%+033) [3/ Mﬂdﬂf rXNdl] (5.11)
14} r 7' Eo r

Iis = 3Cy (I/lDl — Dy + Y- Vl)
47

or
rire _3_7{7‘7mNm rx N
5/ —_ﬂ——dr-l- T1T 2 3
r ar

dl] (5.12)

Iy = I (5.13)
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para materiales cuyas propiedades elasticas cumplen que P13-C;13-2C44 = 0.

Siendo
113 = 123 = 131 = 132 =0 (514)

para ambos casos. Todas las integrales de superficie incluyen el término %’;, por
lo tanto son nulas para la configuracién geométrica que vamos a estudiar. Las
integrales de linea se extienden sobre el borde OI' de la superficie I" y son cero
cuando I' es un contorno cerrado. Las expresiones para D; y D;; pueden verse en
el Apéndice D.

En los términos de la integral T no existen hipersingularidades, los términos
fuertemente singulares se transforman usando el teorema de Stokes para dar lugar
a una suma de integrales de linea y de superficie que son al menos débilmente

singulares (véase Apéndice B). Asi,

e—ot

T: = lim {uk,h(y)/ Sk N (Th —yh)} dl' = up p(y)Jine  (5.15)
I'—ee

siendo

14

Jint = —Cua (== + Cua(De1 D31 + Dg2D3p)
47

[/ Ngr,h(n3 ’2N3nmNm)dI‘+N32% ep X Ndl:| +
r r or r

NgT?lr,h(n3 — N3’nmNm) dF

3CZ4(D61D31 + D62D32) [/ +
T

7-2
2 N
1 2}5 r2lthNdl+6h1—N32}{ e X dl]+
or T T 3 “Jor T

Ciavs [/ Nsr?r p(ng — NsnmNm)d
r 72

'+

N 2 N
Ly }( LR, W N 7{ & X dl] (5.16)
ar C T 3 ar T
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Jona = —Cuy ( + C44(Ds1 D31 + D62D32))

[/ N37',h(n3 2N3nmNm) dF-{—Ng%
r r ar

Ngr?ﬂ"h(ng - NgnmNm)
r2

N
1N2}{ r22thNdl+6h22N§}{ & X d1]+
sr | r 3

€y XNdl]

dlr'+

3C34(De1 D31 + De2D32) [/
r

8T T

Cuvs l/ N3r37 p(ns — Nanp Np,)
r

> dT'+

lNgj[ r2 Sh X Ndl+5h12N32}{ Eh X Ndl] (5.17)
ar ' r 3 oar T

Jans = —(2C13(11 A} D5y + oAy Dsy) — Caz (Vi A1 Dsy + V§A2D52))
[ / Narn(ng = NsnmlNom) . 2 ]{ X Ndl] (5.18)
r r ar

2 T

1%
Jine = 3Cy (044(D41D31 + D4y D3y) — 4;)
[/ Nar 17 o7 p(ng — N3npNp)
r

= dT'+

N
Sr N2 f 282X N s e }{ 28X Nl (5.19)
3 ar ' r 3 sr T

14
Joni = 3Cy (044(D61D51 + Dg2D52) — 4;)
[/ Narirorp(ng — Nsnp Np,)

o dT+

N
Sr L2 ?4 2 82 XN s e j‘é 2 8L X dl] (5.20)
3 “Jor " T 3 " Jor 7T
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para materiales cuyas propiedades eldsticas cumplen que P13-C13-2Cy4 #0, y

Jipp = -‘044( - +V1D1—D2)

|:/ N3’I’,h(n3 _2N3nmNm)dI‘+N§}{ ep X Ndl] +
r T or T

[/ Nsr?r p(ng — NanmNp)
r

v
3C1(n1 Dy — Dy + —)

i dI'+

r2

1
"N:)??{ r21e"XNdl+6hlgN32?§ e’”<Nd1]+
ar ' r 3 or T

30441/3 [/ N3’f',227',h(’n3 —N;g’ﬂmNm)dP
r

r2 +

lNgf rg, Sh X Nd1+5h23N327{ & x Ndl] (5.21)
or T 3 ar T

v3 + v
Jopa = —044< 347r L + D, —D2)

|:/ Ngr,h(n3 —2N3nmNm)dF+N§% ep X Ndl:| +
T T or T

/ Narir p(ns — Nanpm Np)
r r?

5

47r)

1 ep x N 2 ep X N

SN2 i dl + 6y 2 N2 f dl

3 3%{;1_‘7‘,1 r +5h13 3 g r +

Cuavs l/ Nsr?zr,h(m — N3nmNp)
r

4n r2

3Cu(v1 Dy — Dy + dr'+

3 dl'+

1 N 2 N
N3 ?i ) r3 : dl + 652z N3 }i ) Sh : dl] (5.22)

C
Jans = Dy (—1—3 + C33>
V1

{/ Nsrp(ng — NsnmNm)dI‘+N32}{ Er X Ndl] (5.23)
r

r2 ar T
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_ N. _
Jing = 3Cy (V1D1 — D5 + u347ru1) [/ 3r,17‘,2r,h(n:2 Nanm Nom) dr'+
T

1 N 1
Sh1 = N2 f r2 2 X 0 Gpy s N2 f ry SLx Ndl] (5.24)
3 or | r 3 or ' T
Jon1 = Jine (5.25)

para materiales cuyas propiedades elasticas cumplen que P13-C;3-2Cy44 = 0.

Siendo
Jins = Jans = Jap1 = J3p2 =0 (5.26)

para ambos casos.

Tampoco existen hipersingularidades en los términos de la integral T.

T7 = —lim {Pk(Y)/
E—0 T

Los términos Kj; son no nulos tnicamente para 1#k e igual a 3. Las singu-

dfmkdeF} = pe(¥) Kk (5.27)

—ee

laridades fuertes que aparecen son del tipo r ;N3/r? (i=1,2), que se regularizan

aplicando el teorema de Stokes como sigue:

T,1N3 _ ’I',iNg(l - nmNm)
r2 - r2

1 N :
+ NsV x (~e; x N)-n+ Ng-ﬂ‘-:;m—'“ (5.28)

dando lugar a integrales de linea y términos débilmente singulares que se integran
numéricamente.

La ecuacién integral de contorno en tracciones general en términos vinicamente
de integrales regulares o débilmente singulares, valida para contornos abiertos
o cerrados, contornos planos o curvos, con las grietas contenidas en un plano

perpendicular al eje de simetria del material, tiene la siguiente expresién:

G0+ [ sl 1 () = 04 (¥) e () 1 = )] =
Bk Nen [Pr (%) — pe(¥)]} dT + (5.29)

[ur () ik + wr n(y) Jink + pr(y)Kik] =0
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puede ser discretizada de forma directa usando una formulacién de elementos de

contorno.

5.3 Factor de intensidad de tension estatico para

materiales transversalmente isétropos

De acuerdo con los trabajos de Kassir y Sih (1968) y (1975), el orden de la sin-
gularidad de las tensiones en las cercanias de grietas tridimensionales continta
siendo /7 para sélidos transversalmente isétropos y los factores de intensidad de
tensién K; (J=I, II, III) para grietas contenidas en un plano perpendicular al
eje de simetria del material se pueden definir en términos de la distribucién de

tensiones en la forma habitual

K, = lin%) V2rr{o;2)e=0
>
Ky = lirrb V2rr(opn:)e=0 (5.30)
T
Krr = lim vV2ar(oe;)e=o
r—=0

donde las componentes de las tensiones se refieren a un sistema de coordenadas
local con origen en el punto arbitrario P situado en el frente de la grieta donde
se calcula el FIT (figura 5.1). El eje n estd situado a lo largo de la normal al
frente de la grieta, el eje t a lo largo de la tangente al frente de la gieta, y el eje z

perpendicular al plano de la grieta.

Las expresiones de las componentes de los desplazamientos y tensiones en las
proximidades del frente de una grieta para estados de carga simétricos y anti-
simétricos al plano de la grieta, en funcién de los FIT, las constantes elasticas del

material y las coordenadas polares r y 8, pueden verse en Kassir y Sih (1968).
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Figura 5.1: Sistema de coordenadas local de referencia para una grieta tridimen-

sional.

La técnica segida para la obtencién numérica de los FIT es la misma que se
ha aplicado en el capitulo 3 para materiales isétropos, aunque las expresiones en
términos de los desplazamientos de apertura de grieta en los nodos a un cuarto

son las siguientes

7" P
Kr = 4578 ——

2L : I+m; ~ 14ms
T Caa (V12 — 17) (1 + ma)(1 + my)

K = = Au,
2 (me = my)y/ning

. ™ 044
K = 2LAUt\/n—3 (5.31)

siendo n,, ng, n3, B, m; y my funcién de las constantes eldsticas del material.

Asi, n; y ny son las soluciones de la ecuacién caracteristica

C11Cun?® + [C13(C13 + 2C44) — C11C33) + C33C44 =0 (5.32)

e = (Ci3 + C44)le

= . j=1,2 5.33
7 033 _ C44nj J ( )
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B1 = Cua (v/n1 — /nz) (5.34)
20y
m = G (5.35)

5.4 Resultados numéricos

El nimero de problemas de s6lidos transversalmente isétropos fisurados estudiados
por otros autores es muy reducido si se compara con el caso isétropo. En este
apartado se presentan resultados para dominios tanto finitos como infinitos y dis-
tintas geometrias de grietas, contenidas en el plano perpendicular al eje de simetria,
del material. Unicamente existen soluciones analiticas para grietas inmersas en do-

minios infinitos.

5.4.1 Dominios infinitos
Grieta circular

Vamos a estudiar el mismo ejemplo numérico analizado en el capitulo 3 y para el
que también existe una solucién analitica en materiales transversalmente is6tropos
(véase Kassir y Sih, 1975). La malla de elementos de contorno empleada en la
discretizacién de la grieta es la que se muestra en la figura 4.1. Se considera un

material composite grafito-epoxy de propiedades elasticas

Ci1 =1392 GPa

Cs3 = 160.7 GPa

Ci12 =692 GPa (5.36)
Ci3 =644 GPa

Cu =707 GPa

Se van a aplicar sobre la grieta dos estados de carga. En primer lugar se somete a

presién interna uniforme produciendo FIT en modo I, el cual resulta independiente
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de las propiedades del medio considerado. El valor analitico normalizado viene
dado por

K 2
Fp=—L -2 (5.37)
o/ TTa ™

El factor de intensidad de tensién correspondiente al modo I se evalia a partir
de la apertura de grieta, en direccién normal a la superficie de la misma, de los
nodos a un cuarto situados en la primera fila de nodos a partir del borde de la
grieta (ecuacién (5.31)). En la tabla 5.1 se comparan los resultados obtenidos
para el FIT normalizado en modo I utilizando la formulacién hipersingular, con
la solucién analitica de Kassir y Sih (1975) y los resultados de Séez et al. (1997)
usando una formulacién estandar de elementos de contorno, con elementos a un
cuarto singulares y a un cuarto a ambos lados del borde de la grieta para la

discretizacién del dominio.

Fr
HBEM 0.633

Saez et al. | 0.643 (t)

0.634 (u)

Kassir y Sih | 0.637

Tabla 5.1: FIT normalizado modo I. Grieta circular en medio infinito.

En segundo lugar se aplica una traccién cortante sobre la superficie de la grieta
que nos proporciona los FIT en modo II y modo III. A partir de las expresiones
de la ecuacién (5.31), siendo Au, y Au; los desplazamientos relativos de los nodos
a un cuarto en las direcciones perpendicular y tangencial al frente de la grieta
y contenidos en el plano de la misma, respectivamente, se obtienen los FIT en
modos II y IIT que se comparan, igual que anteriormente, con los valores analiticos
de Kassir y Sih (1975) y los obtenidos por Sdez et al. (1997) a partir de las

tracciones en los nodos a un cuarto singulares.
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1.0
0.8} )
S 08f
©
&
=< 04
&
o HBEM
02l x Saezetal.
’ Analitico
00(, " 1 n L i 1 L L n
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

26/n

Figura 5.2: FIT modo II. Grieta circular en medio infinito.

La solucién analitica para los FIT normalizados en modos II y III viene dada

para materiales is6tropos por

P - Ky 4senf
=7 Ta (2-v)m
K 4(1 — v)cosf
Frp=—2L = ( ) (5.38)

T/Ta (2-v)w

siendo 8 el dngulo polar medido respecto del eje perpendicular al que se aplica la
carga cortante sobre la superficie de la grieta. Para materiales transversalmente

isétropos basta sustituir v por 1-N* en las expresiones anteriores, donde

N* = (mz = m1)/v/ms (5.39)
(1 +my)(1 4+ mg) (\/+l—1 - —\/—171——2)

Los FIT normalizados obtenidos con la formulacién mixta aqui desarrollada, a
partir de los valores nodales de los desplazamientos, se representan en las figuras
5.2 y 5.3 frente al dngulo 8, que indica la posicién sobre el vértice de la grieta. El

acuerdo con la solucién analitica resulta muy bueno en todos los casos.
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0.6
o HBEM
05} .
¢ x  Saez et al.
X e
Analitico
04}
's]
OA
T o3}
X
X 02}
01
0.0 i | L il " 1 " 1 L J
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

26/

Figura 5.3: FIT modo III. Grieta circular en medio infinito.

Grieta eliptica

La solucién analitica para los FIT de una grieta eliptica inmersa en un dominio
infinito transversalemente is6tropo puede encontrarse en el trabajo de Kassir y Sih
(1975). Las propiedades del dominio eldstico son las mismas que en el problema
anterior, siendo la relacién entre los semiejes mayor y menor 2.5 (figura 5.4). La
malla de elementos de contorno para la discretizacién de la superficie de la grieta

que se muestra en la figura 5.5 es la misma que se emple6 para el caso isétropo.

m 8)

Figura 5.4: Geometria de grieta eliptica.
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Figura 5.5: Discretizacién de elementos de contorno de una grieta eliptica en medio

infinito.

Se obtienen resultados para los dos estados de carga considerados en el ejemplo
anterior: traccién uniforme sobre las superficies de la grieta, lo que produce FIT en
modo I; y traccién cortante sobre los labios de la grieta en dos direcciones opuestas

a lo largo del semieje mayor de la elipse, lo que da lugar a FIT en modos II y III.

1.0
09
3 08f
fe)
£
3]
= 07}
X
HBEM
0.6 x Séezetal
Analitico
05 L 1 L [ 2 L i 1 "
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

20/

Figura 5.6: FIT modo I. Grieta eliptica en medio infinito.
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Figura 5.7: FIT modo II. Grieta eliptica en medio infinito.
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Figura 5.8: FIT modo III. Grieta eliptica en medio infinito.

Los FIT, para diferentes posiciones a lo largo del vértice de la grieta, obtenidos

a partir de los valores nodales de los DAG mediante las ecuaciones (5.31) se com-
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paran con los analiticos de Kassir y Sih (1975) y los resultados numéricos de Sdez
et al. (1997). En las figuras 5.6, 5.7 y 5.8, se muestran los resultados correspon-
dientes a la grieta cargada en modos I, II y III, respectivamente. La posicién a
lo largo del vértice de la grieta se define por el 4ngulo ¢ medido con respecto al
semieje mayor de la elipse (figura 5.4). En todos los casos existe un buen acuer-
do entre los resultados obtenidos para un material grafito-epoxy y las soluciones

analiticas.

5.4.2 Dominios finitos. Grieta interna

Dada la escasez de resultados para problemas con geometrias de este tipo y mate-
riales transversalmente is6tropos -conocidos por este autor-, algunos de los resul-

tados que se presentan en este apartado son inéditos.

Cuando el dominio que se estudia es finito y la grieta es interior, se escribe
la EIC en tracciones para los nodos de la grieta, usando el método de colocacién
miltiple para aquellos que pertenecen a méas de un elemento, y la EIC cldsica para

los nodos del contorno exterior.

Grieta circular en barra cilindrica

Con este ejemplo se pretende poner de manifiesto el efecto de contornos exteriores
sobre el valor del FIT, se comparan los resultados para dos materiales transver-
salmente isétropos, grafito-epoxy y composite laminado, con los obtenidos en el
capitulo 3 para un material isétropo. En la figura 5.9 puede verse la geometria del
problema, la altura total del cilindro es dos veces su didmetro. Las propiedades

eldsticas para el material grafito-epoxy pueden verse en la ecuacién (5.36) y para
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el composite laminado

C11 =537 GPa

Cs3 = 251.168 GPa

Ci2 =134 GPa (5.40)
Ci3 =3.35 GPa

Cuu=5 GPa

El cilindro estd sometido a traccién uniforme, o, aplicada en sus caras superior
e inferior. La discretizacién de elementos de contorno para la grieta circular es la
misma que se ha utilizado para medio infinito (figura 4.1), la del contorno exterior

se muestra en la figura 5.10.

(o -
== —

Figura 5.9: Geometria de cilindro con grieta circular simétrica.

En la figura 5.11 puede verse como disminuye el valor del FIT en modo I

a medida que aumenta la relacién entre los radios del cilindro y de la grieta.
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Se normaliza respecto al valor obtenido para una grieta circular inmersa en un

dominio infinito con las propiedades eldsticas de cada material.

<<

[ [/

7 L

f
f

NANANAY

Figura 5.10: Discretizacién de elementos de contorno de barra cilindrica.

1.9

181

isétropo
------ grafito-epoxy
---------- composite laminado

1.7

1.6
1.5

1.4 \

1.3

T
-,

KI /Klinﬂnilo

1.2 N

1.0

Figura 5.11: Variacién FIT modo I. Grieta circular en barra cilindrica.



124 Elasticidad Estatica. Medios Transversalmente Is6tropos

Grieta eliptica en el interior de barra prismatica

En el capitulo 3 se destacé el creciente interés manifestado por parte de investi-
gadores e ingenieros hacia los problemas de grietas contenidas en placas. De forma
andloga al estudio realizado para materiales is6tropos, vamos a evaluar el efecto
de un borde libre préximo a una grieta interna sobre el campo de tensiones y des-
plazamientos en las proximidades de esa grieta. Se considera una grieta eliptica
de semieje mayor a y semieje menor b (figura 3.22), contenida en una placa de
espesor finito y situada a una distancia arbitraria b de uno de los bordes. Tanto

la geometria de la pieza como la discretizacién de EC coinciden con las descritas

en el apartado 3.4.2..

14
——A bh=04
1 ——A b/h=0.6
3T ——A b/h=075
o t-k_k ---=--B b/h=04
£ . ---=--B b/h=0.6
KVl B ---+--B b/h=0.75
SN

n 1 A " 1 n .
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

¢

1'0 M 1 L 1 " 1 M 1

Figura 5.12: FIT normalizado modo I. Grieta eliptica en el interior de barra

prismatica.

En la figura 5.12 se muestran los valores normalizados del FIT en modo I para
tres valores de h (b/h= 0.4, 0.6 y 0.75). La variacién del FIT respecto al 4ngulo
¢ (figura 3.8), es similar a la que se observa en la figura 3.24 para un material

isétropo. No podemos establecer otra comparacién ya que no conoce el autor
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resultados en la bibliografia para este problema. Las propiedades elasticas de los
materiales pueden verse en el apartado anterior (A: grafito-epoxy y B: composite
laminado).

También es interante obtener la variacién del valor del FIT para una grieta
centrada en una placa respecto al espesor de la misma. Se considera una grieta
eliptica de relacién entre semiejes b/a=0.5, siendo a=1.25 (figura 4.10), contenida
en una placa de dimensiones 10x10 y espesor variable 2d. La malla de elementos
de contorno del dominio exterior es similar a la que se muestra en la figura 3.23

aunque refinada en ambas caras opuestas.

1.4

13} x isétropo
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Figura 5.13: FIT normalizado modo L Grieta eliptica centrada en barra prismatica.

En la figura 5.13 se comparan los valores del FIT en modo I obtenidos aqui para
dos materiales transversalmente isétropos, grafito-epoxy y composite laminado,
y uno isétropo de propiedades eldsticas: médulo de Poisson » = 0.3 y médulo
transversal p = 10°Pa, con los obtenidos por Raju y Newman (1977) para la
misma configuracién geométrica y un material istropo de iguales propiedades,
usando el método de los elementos finitos con un error del 5%. Estos autores

presentan una expresién para el FIT que tiene en cuenta tanto la geometria de la
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elipse como el espesor y ancho de la placa.

La evolucién del FIT en modo I en el punto del borde de la grieta eliptica
mas cercano al contorno exterior (i.e. ¢ = 90), para distintos espesores de placa
puede verse en la figura 5.14. Los resultados presentan un buen acuerdo con los
obtenidos por Isida y Noguchi (1984) para una elipse de igual relacién geométrica

centrada en una placa de ancho infinito.

1.20
115} —=— isétropo a
i —x— grafito-epoxy
1.10 | —— composite laminado
1.05 L Isida & Noguchi (isétropo)
w 9
b,
=) 1.00 |
NG
\b_ 0.95 |
x 0.90
0.85 |
0.80 |
2 i " L " 1 " A
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

b/d

Figura 5.14: Variacién del FIT para una grieta eliptica centrada en una placa

respecto al espesor de la misma.

5.4.3 Dominios finitos. Grieta de borde

Sobre la discretizacién del dominio y el planteamiento de las EIC para este tipo de
problemas caben tenerse en cuenta las mismas consideraciones que en el apartado

andlogo del capitulo 3.

Grieta recta central en pieza prismaitica

Este problema ha sido resuelto en dos dimensiones para materiales isétropos y

transversalmente isétropos. La geometria del problema se muestra en el figura
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3.28, siendo 2a/W = 0.5, t = 0.25W y 2H/W = 1. Dada la simetria del problema
se ha discretizado la mitad de la placa, colocando 4 elementos a la largo del vértice
de la grieta en cada una de las superficies (figura 5.15).

Se han impuesto condiciones de deformacién plana prescribiendo desplazamien-
tos normales nulos en cada una de las caras en las que la grieta alcanza la superficie
exterior. Los resultados se obtienen para dos materiales transversalmente isétropos
de constantes elasticas equivalentes a las de los materiales ortétropos bidimensio-
nales (con las direcciones principales paralelas a los ejes coordenados) considerados

por Bowie y Freese (1972):

e material A

Ci1 = 12.043 GPa
C12 =4.351 GPa

Ci3 =4.918 GPa (5.41)
Css = 22951 GPa

Cua = 4.762 GPa

e material B

C11 = 11178 GPa

Ci, =3.485 GPa

Ci3 =4.399 GPa (5.42)
Css = 102.639 GPa

Ciys =5.880 GPa

El valor normalizado del FIT en modo I, F; = Kj/o+/ma (siendo a la semi-
longitud de la grieta y o el valor de la traccién aplicada en los extremos de la
placa), se calcula a partir de los valores de los desplazamaientos de apertura de
grieta mediante la ecuacién (5.31). En la tabla 5.2 se comparan los valores aqui

obtenidos con los dados por Bowie y Freese (1972) para el problema bidimensional
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y por Séez et al. (1997) para el problema tridimensional, obtenidos a partir de las
tracciones y desplazamientos nodales de los elementos a un cuarto singulares y a
un cuarto, respectivamente, mediante una formulacién estdandar de elementos de

contorno.

Figura 5.15: Discretizacién de EC para grieta recta central en pieza prismatica.

Material A Material B
HBEM 1.45 1.85
Saez et al. 145 (t) 1.84 (t)
1.44 (u) 1.85 (u)
Bowie y Freese 1.46 1.85

Tabla 5.2: FIT normalizado modo I. Pieza prismética con grieta central.



Capitulo 6

Elasticidad Dinamica.
Medios Transversalmente

Is6tropos

6.1 Introduccion

Los materiales compuestos normalmente se refuerzan con fibras orientadas uni-
direccionalmente, el didmetro de las fibras y la separacién entre ellas se supone
mucho mas pequefio que la longitud de onda de las ondas elasticas que se propagan
en el material. Por ello, los materiales compuestos reforzados con fibras pueden
modelarse como materiales transversalmente isétropos con la direccién de la fibra
como eje de simetria del material.

No existen en la bibliografia expresiones explicitas de soluciones fundamentales
para problemas arménicos tridimensionales anisétropos. La técnica mds empleada
para la obtencidén de éstas se basa en las transformadas de Fourier y Laplace. Esta

metodologia proporciona expresiones explicitas para el caso isétropo, aunque no

129
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sucede lo mismo en casos de anisotropia més generales para los que la solucién se
obtiene en términos de integrales sobre dominios infinitos. Los primeros estudios
sobre soluciones fundamentales para medios anisétropos se centraron en la obten-
cién de desarrollos asintéticos de campo lejano (Buchwald, 1959, Lighthill, 1960,
Musgrave, 1961). Numerosos autores han revisado posteriormente estas primeras
contribuciones tanto para materiales anisétropos como transversalmente isétropos.
Mi4s recientemente, Wang y Achenbach (1995) presentaron un nuevo método, basa-
do en la transformada de Radon, que proporciona los desplazamientos en forma

de integrales sobre la superficie de una esfera de radio unidad.

La solucién fundamental arménica para sélidos con propiedades elasticas trans-
versalmente is6tropas puede expresarse como la suma de una parte regular que
depende de la frecuencia de excitacién y que se anula cuando ésta tiende a cero
y otra parte singular que se corresponde con la solucién fundamental estitica del
mismo problema. En el apartado 2 se obtiene la parte regular de la solucién funda-
mental arménica de la EIC en tracciones derivando la parte regular de los niicleos
de desplazamientos y tracciones de la solucién fundamental arménica propuesta
por Wang y Achenbach (1995). Para evaluar numéricamente las integrales que

aparecen se aplica la técnica desarrollada por Wilson y Cruse (1978).

En el apartado 3 se presentan resultados para problemas tridimensionales de
mecénica de la fractura arménica para dominios infinitos, algunos de los cuales no

han sido estudiados previamente por otros autores.

6.2 Ecuacién integral de contorno en tracciones

La representacién integral cldsica de las componentes de los desplazamientos y
las tracciones para un punto interno y de un cuerpo eldstico sometido a una
carga arménica, ecuaciones (6.1) y (6.2) respectivamente, ya han sido presentadas

previamente en el capitulo 4.
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w(y,w) + /F P (%, ¥, w)ui (%, w)dT — / W%y, )pr ()l =0 (6.1)
T

pt(y,w)+/

[t 0,9, N (¥ )~ /F 0 (%, ¥, 0) Non ()i (%, 0)dT’ = 0

(6.2)
Uy, ¥ P}, son los tensores de desplazamientos y tracciones de la solucién fundamen-
tal arménica transversalmente isétropa, y dj,,; ¥ 8jms Son los nicleos de la IEC en
tracciones obtenidos combinando linealmente las derivadas de los primeros. Todos

ellos pueden expresarse como:

ufy (%, y,w) = ufi (x,y,w) + uf(x,y) (6.3)
Pi(%,¥,w) = pli(x,y,w) + pi (x,¥) (6.4)
G (%, 5, w) = Al 4 (X, 5, w) + die (%, ¥) (6.5)
Stk (%, ¥, W) = 8fp (X, ¥, @) + 85 (X, ¥) (6.6)

donde uf (x,y,w), pft(x,y,w), dffnk(x,y,w) y sﬁnk(x,y,w) — 0 cuando w — 0
representan la parte regular de las soluciones fundamentales y uj, (x,y), pjk(X,¥),
di (X, ¥) ¥ si.x(X,¥) la parte singular, que se corresponden con las soluciones

fundamentales estdticas y por lo tanto presentan la misma singularidad débil de

1 3

orden r~!, singularidad fuerte de orden r~2 e hipersingularidad de orden r~3,

respectivamente, cuando r — 0.

La representacién integral de las tracciones para un punto suave del contorno
(ecuacién (4.8)), incluyendo los desarrolios de los desplazamientos y las tracciones

en y (ecuaciones (4.9) y (4.10)), puede expresarse como

(Y, W HTE+ TR+ T4+ Ty + TP+ T+ T+ TE + TP +T5 =0 (6.7)
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Las integrales T® no presentan ninguna dificultad numérica. El tratamiento

que debe aplicarse a las integrales T ha sido descrito en el capitulo 5.

En este capitulo se estudian dnicamente problemas de grietas contenidas en
dominios infinitos, por lo tanto solo es necesario plantear en la grieta la EIC en
tracciones, teniendo como variables en el sistema de ecuaciones directamente los
desplazamientos de apertura de grieta. Asi pues, nos centramos en la obtencién
de los términos s,mk( ,¥,w) a partir de las derivadas segundas de la parte regular
de los niicleos uf}(x,y,w) de la solucién fundamental de Wang y Achenbach. Al
igual que en el capitulo anterior el plano de la grieta se considerara perpendicular
al eje de simetria del material que a su vez coincidird con el eje x3 del sistema

global de referencia.

Figura 6.1: Geometria de la esfera de radio unidad.

La solucién fundamental propuesta por Wang y Achenbach proporciona los
desplazamientos en forma de integrales sobre la superficie de una esfera de radio

unidad

o
R _ b zkm|n x|
uff = 28 /m 3 }:A (n, @)ettn In g5 () (6.8)



6.2 Ecuacién integral de contorno en tracciones 133

siendo

Ajk(n7w) = 1_713,6%
ey a— my — 1
Aj3 (n,w) = ASj(na w) = —ksnjnsa c;n
. Kk
ABnD) = o
— NNk K3
fnm = -2 ]
A (@) = A5(nw)=0
A3(n,@) = 0 (6.9)

para j, k, m=1,2. A7} son funciones de la frecuencia modificada @* = pw?/Caq y
del vector n, normal exterior unitaria a la esfera unidad.

M, K, C son funciones de las velocidades de fase ¢, y de ng

C(nz) = (k1 +1)n3 + (k2 +1)(1 — n3) — 2¢2, (6.10)
M(cm,n3) = mni+(1—-n3)-c, (6.11)
K(cm,n3) = ni+ke(l—n3)-c2, (6.12)

siendo ¢; la velocidad de fase asociada a los movimientos cuasitransversales, c; la

asociada a los movimientos cuasilongitudinales y ¢3 a los movimientos puramente

a = \/% B—\/ﬂ}
e = \/%{B+\/Ez'_—42} (6.13)

et = y/ra(l—nd)+nj

A y B se expresan en funcién de ng y de las constantes eldsticas Cljpq del

transversales.

——

material
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A(ng) = king + rk3n2(1 — n2) + k2 (1 — n2)? (6.14)
B(ng) = (k1 + 1)n + (k2 + 1)(1 — n?) (6.15)
siendo
K1 = 033
K2 = ©Tn1
K3 = 14Kk — (G13 +1)? (6.16)
P Ci1 — C12
‘ 2
Ks = Ci3+1

donde Enpn = Crn/Cua.

La derivada segunda de los desplazamientos tiene la siguiente expresién

Cyat
R = = 44 ikm [n-x|
Yjk,pq 1672 /nl o E :A]k(n w)knnpnge dS(n) —
Cas

627 /n| L, 2 Z2A n,@)kmnpnge*= P *5(n . x)dS(n) (6.17)

La segunda de estas integrales se convierte en una integral de linea sobre la

circunferencia de radio unidad y perpendicular al vector x (véase figura 6.1), asi

/ Z 2AT (0, @)kpnynge " *5(n - x)dS(n) =
In|=1 g,

|dj= 1n x=0°

/ 2A;-'}c(n,w)kmn,,nqe”c |“x[| |dl(n) (6.18)

Los integrandos en (6.18) tan sélo dependen de la orientacién del vector de
posicién x y no de su médulo. La evaluacién numérica de la primera integral de
la ecuacién (6.17) se realiza empleando la técnica desarrollada por Wilson y Cruse
(1978) consistente en generar numéricamente una base datos para cada material

en la cual interpolar. La integral se tabula para 6 € (0,7/2), ¢ € (0,27) ya que el



6.3 Resultados numéricos 135

integrando es simétrico respecto del plano n - x=0. La segunda integral se evalia
directamente mediante una cuadratura de Gauss monodimensional.
Asi, la ecuacién integral de contorno general arménica en tracciones en términos

unicamente de integrales regulares o débilmente singulares se escribe como

1
oy, w) + / {sf .k Nmug (x,w) — dft Nmpr (%, w) } dT+
T

/r {SlsmkNm [ur (x,w) = ur(y,w)—ur o (¥, w)(Th — yn)] —

ik N [P1 (%,w) — pi(y,w)] } dT+ (6.19)
[ur(y, w) ik + vk p(y, w) Jink + pr(y,w) K] = 0

donde Ij; y Jinr vienen dadas por las ecuaciones (5.4) a (5.14) y (5.16) a (5.26).
Esta ecuacién integral de contorno es valida para contornos abiertos o cerrados,
contornos planos o curvos, con las grietas contenidas en un plano perpendicular al

eje de simetria del material.

6.3 Resultados numeéricos

En este apartado se estudian problemas de propagacién de ondas planas longitudi-
nales a través de grietas situadas perpendicularmente a la direccién de las fibras,
es decir, en un plano de simetria del material e inmersas en dominios infinitos.
Esta orientacién aparece de forma natural por la rotura de una o un grupo de fi-
bras, asi parece razonable estudiar grietas con forma geométrica circular o eliptica.
Las ondas longitudinales van a propagarse en la direccién de las fibras, es decir
abriendo la grieta.

A diferencia de lo que ha sucedido en los ltimos 30 afios con los problemas de
grietas contenidas en sélidos is6tropos, hasta el momento no se ha abordado el es-
tudio analitico de la propagacién de ondas elasticas a través de grietas contenidas
en sélidos anisétropos. Caben destacar los trabajos de Tsai (1982), (1988), (1989)

que obtuvo numéricamente, mediante el método de la transformada de Hankel,
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el FIT en modo I dindmico a baja frecuencia, para una grieta circular inmersa
en sélidos infinitos con propiedades transversalmente isétropas, y Kundu (1990)
y Kundu y Bostrém (1991), (1992) que estudiaron la difraccién de ondas longi-
tudinales y torsionales a través de una grieta circular, obteniendo los DAG para
frecuencias relativamente altas y resultados de campo lejano para los desplaza-
mientos, utilizando una representacién de la transformada de Hankel del campo

difractado y un desarrollo en series de Legendre de los desplazamientos en la grieta.

6.3.1 Dominios infinitos
Grieta circular

Se estudia en primer lugar la difraccién de ondas por una grieta circular de radio
a. El movimiento incidente se propaga segin el eje x3 de simetria del material.
Se emplean las mismas mallas de EC que en el caso is6tropo, figuras 4.1 y 4.6,

dependiendo del valor de la frecuencia de excitacién.
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Figura 6.2: Desplazamiento de apertura de grieta normalizado. Material grafito-

epoxy.



6.3 Resultados numéricos 137

0.4
—— HBEM
03r e o Kundu y Bostrém
T
S
02F o
Q 0.
D ™
O oo
O o1f
K.a=10
0‘0 i 1 1 1 L 1 i 1 4 4
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
rla
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Se presentan resultados para dos tipos de materiales, un sélido isétropo y un

sélido transversalmente is6tropo, de propiedades:

Ci1 =13.92 GPa

Cs3 =160.7 GPa

Ci2 =692 GPa (6.20)
Ci3 =6.44 GPa

Cus =707 GPa

p=1578 kg/m?

y
E=69.15 GPa
v=0.25 (6.21)
p=2770 kg/m?

respectivamente.

Los valores normalizados del desplazamiento de apertura de grieta respecto del
desplazamiento en el centro de la grieta cuando ésta se somete a presién interna
de magnitud igual a la amplitud del campo de tensiones incidentes, para dife-
rentes valores de kra, siendo kr el nimero de onda asociado a los movimientos
transversales que se propagan en la direccién perpendicular a la superficie de la
grieta, para el primer material se muestran en las figuras 6.2 a 6.4. Anédlogamente,
los resultados para un material isétropo pueden verse en las figuras 6.5 a 6.7. El
acuerdo con los valores obtenidos por Kundu y Bostrém (1991) para estos mismos
materiales es bastante bueno. A la vista de estos resultados numéricos podemos
concluir que es posible considerar frecuencias relativamente altas con el proce-

dimiento desarrollado en esta tesis.
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Figura 6.5: Desplazamiento de apertura de grieta normalizado. Material isétropo.

0.5

HBEM
0.4 ¢:

..... o--- Kundu y Bostrom

cob/cop_*

r/a

Figura 6.6: Desplazamiento de apertura de grieta normalizado. Material isétropo.
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Figura 6.7: Desplazamiento de apertura de grieta normalizado. Material isétropo.

Se ha obtenido asimismo una representacién del FIT modo I normalizado res-
pecto al valor correspondiente al caso estdtico frente a la frecuencia normalizada,
para un rango 0 < kra < 5. La figura 6.8 muestra las curvas para dos materiales,
grafito-epoxy e is6tropo con propiedades eldsticas: médulo transversal, u= 106 Pa
y médulo de Poisson, v= 0.3. Los valores del FIT modo I arménico para estos
mismos materiales fueron obtenidos anteriormente por Tsai (1988) para un rango
de frecuencias bajas. Sus resultados se comparan con los aqui obtenidos en la
figura 6.9. Segiin este autor el material isétropo alcanza el méximo valor del FIT,
éste ocurre en kra=1.49. El valor del FIT para el grafito-epoxy es més bajo y
alcanza su miximo para kra=1.58. El miximo FIT dindmico es entre un 44%
y un 49% mds alto que el valor esttico para el problema equivalente. Nuestros

resultados corroboran completamente las conclusiones obtenidas por Tsai.
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Figura 6.9: FIT normalizado modo I. Grieta circular en medio infinito.
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Grieta eliptica

Como hemos comentado anteriormente, en la realidad las grietas tienen formas geo-
métricas irregulares que se desvian sustancialmente de un perfil circular. Aunque
no existen en la bibliografia estudios de propagacién de ondas en materiales transver-
salmente isétropos para grietas con geometria eliptica, conocidos por el autor, en
este trabajo se presenta la variacién del FIT en modo I frente a la frecuencia nor-
malizada kra, siendo kr el nimero de onda asociado a los movimientos transver-
sales que se propagan en la direccién perpendicular a la superficie de la grieta y a

el semieje mayor de la elipse.
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K/K

0.6
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0.2

0.0 " 1 " ] ) 1 " 1 .
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Figura 6.10: FIT normalizado modo I. Grieta eliptica en medio infinito (8 = 0°).

La relacién entre el semieje mayor, a, y el semieje menor, b, es 2. La superficie
de la grieta se discretiza con 142 elementos cuadréticos (figura 4.10). En las figuras

6.10 y 6.11 se representan los valores del FIT modo I para dos materiales, grafito-
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epoxy e isétropo, en dos posiciones a lo largo del frente de la grieta = 0° y =

90°, respectivamente, siendo # un dngulo medido a partir del semieje mayor.
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Figura 6.11: FIT normalizado modo 1. Grieta eliptica en medio infinito (6 = 90°).



Capitulo 7

Conclusiones y Desarrollos

Futuros

7.1 Conclusiones

En esta tesis se ha mejorado e implementado una formulacién hipersingular de
elementos de contorno para el estudio numérico de problemas tridimensionales de

Mecanica de la Fractura mediante el Método de los Elementos de Contorno.

Esta formulacién surge como la mejor alternativa al empleo de subregiones en
el andlisis de sélidos fisurados con falta de simetria, bien sea de tipo geométrico
o en las condiciones de contorno definidas sobre el problema. Se ha obtenido
una representacién integral de las tracciones en el contorno en base a derivar la

ecuacién integral estdndar de elementos de contorno.

La aplicacién de la formulacién hipersingular del MEC junto al elemento de
contorno a un cuarto se ha revelado como una herramienta precisa y efectiva para
el cdlculo de los Factores de Intensidad de Tensién (FIT) y los Desplazamientos

de Apertura de Grieta (DAG) de forma directa a partir de los valores nodales de
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los desplazamientos.

Las dos dificultades significativas que presenta el uso de elementos de con-
torno hipersingulares: una la condicién de continuidad que deben satisfacer las
funciones de densidad; y la otra, principal objetivo de este trabajo, la integracién
de nicleos fuertemente singulares e hipersingulares que aparecen tras derivar los
nucleos cldsicos, se han resuelto de forma satisfactoria en esta tesis. La primera,
empleando un Método de Colocacién Miiltiple que evita el incremento del mimero
de incdgnitas nodales respecto del que se obtiene aplicando la formulacién clésica;
y la segunda, aplicando sobre los niicleos hipersingulares y fuertemente singulares
técnicas de regularizacién especificas. En primer lugar se han regularizado los
nicleos usando dos términos del desarrollo en serie de Taylor de los desplaza-
mientos en el punto de colocacién, y un término para el desarrollo de las trac-
ciones, y a continuacién se han transformado analiticamente, mediante la apli-
cacién del teorema de Stokes, en nicleos regulares o débilmente singulares in-
tegrables numéricamente. La regularizacién se ha aplicado antes de cualquier
discretizacion del contorno. Las integraciones se han realizado analiticamente de
forma directa sin necesitar ningiin cambio de coordenadas mediante una cuadratu-

ra de Gauss.

El caracter general de la técnica desarrollada ha permitido su aplicacién a
problemas eldsticos lineales tanto estdticos como dindmicos en el dominio de la
frecuencia, gobernados por leyes de comportamiento isétropas o transversalmente
isétropas, pudiendo estar las grietas contenidas en dominios infinitos y también en
dominios finitos, ser interiores y de borde, con forma geométrica arbitraria, planas

y curvas.

En esta tesis se han obtenido por primera vez expresiones explicitas de los
ntcleos de la solucién fundamental de la ecuacidén integral de contorno estdtica

en tracciones para materiales transversalmente isétropos partiendo de la solucién
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fundamental de Pan y Chou (1976).

En cuanto a la formulacién hipersingular del MEC en elastodindmica en el
dominio de la frecuencia para sélidos transversalmente isétropos, la presente tesis
contribuye con la obtencién de la parte regular de la solucién fundamental derivan-
do la parte regular de los nicleos de desplazamientos y tracciones de la solucién
fundamental arménica propuesta por Wang y Achenbach (1995) expresada en for-

ma de integrales sobre la superficie de una esfera de radio unidad.

Se han resuelto numerosos problemas y sus resultados se han comparado satis-
factoriamente con soluciones analiticas existentes en la bibliografia o en su defecto
con resultados numéricos obtenidos por otros autores. En el cuarto apartado del
capitulo 3 se ha analizado como afecta la existencia de un borde libre al valor del
FIT, tanto si la grieta es interna y préxima a ese borde, como si el vértice de la gri-
eta alcanza el contorno exterior. Se ha estudiado, por primera vez, la propagacién
de ondas a través de una grieta eliptica en un sélido transversalmente isétropo y
se ha representado la variacién del FIT frente a la frecuencia de excitacién de la

carga aplicada.

7.2 Desarrollos futuros

La técnica desarrollada en esta tesis puede extenderse sin dificultad a otras for-
mulaciones del MEC de gran interés en la Mecdnica de la Fractura que pueden
en algunos casos no estar aun totalmente resueltas. Es inmediata su aplicacién a
la formulacién para problemas de propagacién o crecimiento por fatiga de grietas
seudo-estaticas, evitando asi el uso de subregiones y reduciendo en gran medida el

tiempo y dificultad del remallado.

Dentro de la formulacién del MEC elastodindmico en el dominio del tiempo,
esta técnica permitiria extender facilmente a dominios tridimensionales el traba-

jo de Gallego y Dominguez (1997) para dos dimensiones tanto para materiales
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isétropos como transversalemte isétropos, ya que la forma de la solucién de Wang
y Achenbach (1993) para este caso resulta similar a la aqui tratada en el dominio
de la frecuencia. Esto permitiria estudiar problemas de propagacién en los que la
velocidad instanténea de la grieta se determina a partir de un criterio de fractura

en funcién de la tenacidad del material.

La formulacién hipersingular puede considerarse un paso previo en la imple-
mentacién de la formulacién simétrica de elementos de contorno o Método de
Galerkin, ya que la técnica de regularizacién y transformacion de los niicleos

hipersingulares es directamente aplicable a este tltimo.

A pesar de que los resultados obtenidos son satisfactorios en cualquier caso,
cabria esperar una mejora en los mismos si se implementa algin procedimiento de
evaluacién numérica de integrales cuasi-singulares presentes sobre todo en prob-
lemas en los que el vértice de la grieta alcanza el contorno exterior o cuando la
grieta, siendo interna, estd préxima a un borde libre, y en general cuando las difer-
encias el tamafio del elemento en el que se integra es mucho mayor que la distancia
entre el punto de integracién y el punto de colocacién. Esto permitiria estudiar
mas profundamente una serie de aspectos de radical interés en la Mecédnica de la
Fractura, como son los efectos de la forma del borde de grieta y las condiciones
mixtas de deformacion y tensién plana que aparecen en los puntos del frente de la

grieta en los especimenes reales.



Apéndice A

Integrales Basicas de la EIC
en Flujo

Ecuaciones bésicas de la EIC para la derivada del potencial.

Iplz/ "i‘;\]"drz/wdp_l_ rstdl (A.1)
r 7’ r r or T

Puede verse ficilmente que realizando el producto vectorial se obtiene:

Nﬂ‘% + Narirs + Naryrs M
rxN 3 ) 1
V X 5T Niryry + Nory + Nargrg | + ) Ny =
Nyrirs + Narars + N3T§ N3
3 1

N-n 3(N-r) (n-r)+vx (rxN).n
3

la cual integrando y usando el teorema de Stokes da lugar a la expresién (A.1).

Ipy :/ N NiT & dl = / nkN#d[q_?{ l(ek x N)dl (A.2)
r r r ar T

r2
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Para k = 1, el siguiente producto escalar se escribe como:

Nlr,l N]T‘,l + NQ'I"z + N37‘,3
1 1
V><sz=r—2 Nory 2 0
N37"1 0

siendo z = (£, 0, 0).

En general:

1
VxzxN= 2 [r kN — (N7 m)ex]

1

conz = ;e

Por lo tanto:
rTiN-n  Nprmang

1
= = > +V><(;ekxN)-n

que da lugar a la expresién (A.2).



Apéndice B

Integrales Basicas de la EIC
en Tracciones. Materiales

Is6tropos

1.- Integrales necesarias para obtener Ty (ecuaciones (3.13) y (3.16)).

Igs = lim/ Simk Nmdl = lim [ s},dT (B.1)
E—0 r.

E—r0 Te

Tomando por ejemplo [ = 1 y k = 1, usando el sistema de coordenadas local

(figura 2.2) donde N; = Ny = 0, N3 = 1y sustituyendo s;,,,, dada por la ecuacién
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(3.5) se obtiene:

lim e s1,dT = ;1_r)r‘1J /I‘e s13dl = (B.2)

£—0 T

. I 2 2
lim ————33vr 3 — 15757 3 + 3unirir s + 3unsrs +
=0 Jp, 4m (1 — v) €3 {3vrs A3 s i

(1-2v)(3nyrrz +n3)}dl =

5 2
!%Z;—(T/L—’(JT/O /0 [3v cos psin g — 15 sin? ¢ cos® 6 cos p+

3vusin® y cos§ cos® ¢ + 3usin® pcospcos® § +
‘4 14

+(1 — 2v)(3 sin® p cos p cos® § + cos @ sin ©)] dpdb

donde se han tenido en cuenta las siguientes relaciones geométricas: r3 = nz =
cosp, r1 = Ny = singsing, rs = ny = sinpsinf, y dl' = &?sin pdpdd. Tras
integrar, se obtiene:

plv=2) . 1
IEREE "

Siguiendo un proceso de sustitucién similar se obtiene el mismo resultado para

1=2,k=2y

- X _
lim sizdl =
E—o0 T

€

. . 1 w1

paral = k = 3. La integrallgy = 0 para cualquier ! # k.

2.- Integrales necesarias para obtener Ty (ecuaciones (3.14) y (3.17)).

Ige = ;1_r)r}) /FE 8k Nm (2 — yr)dD (B.5)

Teniendo en cuenta que (figura 2.2) Ny =0, Ny =0, N3 =1, r3 = n3 =

cosp, 11 = ny = singpcosf, ry = ny = singsinb, (xp — yp)/r = rp, y dU =

&% sin pdipdd; las integrales de la ecuacién (B.5) pasan a ser integrales de funciones
trigonométricas. Todas son zero excepto:

lim [ s{,3Nm(z1 — y1)dD

E~30 T E—0 T
€

I
8
K
2
=
2
8
W
!
@
g
=
=~
I
G
&

I
g
Ny
2
=2
2
8
[+
5
5
=~
!

lim 5 83m3Nm (T2 — yo)dl Ly 30 (1 —v)
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que proporciona la expresién para Ty en la ecuacién (3.14), y

: . . p(2+10v)
lim . 83m1Nm(z1 —y1)dl' = lim /I“E $3m2Nm (T2 —yo)dl' = ) (B.7)
li s No(zs - ys)dl = ——H (B.8)
5o Jp, SamalimlT3 T Y= T T '
que proporciona Ts como se muestra en la ecuacién (3.17).
3.- Integrales necesarias para obtener Tg (ecuaciones (3.15) y (3.18)).
Igs = lim/ & Ny, dl (B.9)
E—0 FE

Usando las mismas relaciones trigonométricas que en los casos anteriores, puede

verse facilmente que los tnicos términos distintos de zero en la ecuacién (B.9) son:

im [ d 4Nn(z1 —y1)dl lim [ df,, Nm(zs —ys)dl = (B.10)

E—o0 r E—0 r
€ €

' . . . 4=
lim 5 d3maNm (22 — y2)dl’ lim ", ma N (23 — y3)dl’ = 30(1—v)

que proporciona el término Ty de la ecuacién (3.15), y

) . . " S5v—-1

lim /FE d3m1 N (€1 = y1)dl’ = lim /Fe d3maNm (T2 — y2)dl’ = 000 (B.11)
. " _7T=5v
gl_fg /1“; d3m3Nm (23 — y3)dl’ = 30(1-0) (B.12)

que proporciona Tg que aparece en la ecuacién (3.18).

4.- Transformaciones necesarias para obtener T3 (ecuacién (3.20)).

Hay que evaluar la siguiente integral:

Igs = {h_r)n/r_ s;‘mkdeF} = {@/F_ s;‘kdr} (B.13)
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donde el niicleo de la integral es:

. . Iz or
i = SpNm = pry {3(1 - 2v)a—n-r,kNm51m + (B.14)
3UQCT mINm O + 31)@7‘ INmOmr — 15ﬁr T kTN +
on on ' on "7

3vr kT m New + 3uny, Nypr v i + 3(1 = 20)ngr 17 Ny, +

(1 = 20)nm N + (1 — 20)0 Npbm — (1 — 40)np Ny }

Todas las partes débilmente singulares de s}, se integran numericamente. En
s;, aparecen tres términos hipersingulares bésicos, que son: (r;7 gnmNpy)/r3,
(nmNm)/r y (niNy)/r®. Estos términos hipersingulares se transforman analiticamente

de la siguiente forma:

r,lr,kn;nNm _ U [(r X N3) r,lr,k} ‘n+ 5 (N - r)5(n ‘T) (B.15)
T T T
?_’l;NkT“l _ ﬁNﬂ‘,k
on 13 on 73
"mgm —V x [__(r X3N)] ny 3D me0) ”g (n-r) (B.16)
r T T
nlNk r X ekNl 3Nl7",k or

Hay que aplicar las siguientes consideraciones a los términos de la parte derecha

de las ecuaciones (B.15), (B.16) y (B.17):

e el limite cuando £ — 0 de las integrales que contienen productos vectoriales
pasan a ser integrales de linea sobre el contorno exterior de I' — e., 8T mds una
integral de linea sobre el contorno interior, i.e. de., que es el limite explicitamente

escrito en la parte derecha de la ecuacién (3.20).

e los términos que contienen (N - r) (n - r) son débilmente singulares y el limite

cuando € — 0 de sus integrales puede evaluarse numericamente.
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e los términos que contienen (g—;) son fuertemente singulares pero se cancelan

con los términos fuertemente singulares de la ecuacién (B.14) en cuyo caso no
quedan términos fuertemente singulares tras el proceso de cancelacién.
Sustituyendo la ecuaciones (B.15) a (B.17) en (B.14) y ésta en (B.13) se obtiene

ecuacién (3.20), después de algin algebra.

5.- Transformaciones necesarias para obtener Ts (ecuacién (3.22)).

Hay que evaluar la siguiente integral:

Igs = {lim/ Stk N (Th — yh)dI‘} = {lim/ sh.(zp — yh)dI‘} (B.18)
E—0 F—CE E—O r_es

donde el nicleo de la integral es:

Sik(Th = Yn) = S[ppNm(Th — yn) = (B.19)
7 or or
ar(l—0)r {3(1 2v) anT,kNmt5zmT,h + 3vanr,mNm51k7”,h+

or or
3V —r INpOmiT n — 18 —7 47 7 m Npn? 1 +
an ’ ) an k] ] L]
3unir ;7 m Nt h + 3Un, Npr 7 k7 5+ 3(1 — 20)n87 17 i N7 . +

(1 —_ 2U)nmNm5lkr,h + (1 - QU)nle(Smk'l“h — (1 — 4U)nkNm(51mT’h}

De nuevo, se integran numericamente todas las partes regulares y débilmente
singulares de la ecuacién (B.19). No existen términos hipersingulares en (B.19).

Los términos fuertemente singulares se transforman como sigue:

rarar il _ 1o [w] n4 (B.20)
r 3 r
717 Wk N T m B lr,mth lr,hnkNl
2 3 72 3 r?
N, 1
NP Gy Loy x N) - DmmTh (B.21)
r2 r r2
nNerp  Nerp (ng — Ninp Ni,) + NkNlMﬂT_ (B.22)

r2 r2 72
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Haciendo uso de la ecuaciones (B.20) a (B.22) pueden transformarse todos los
términos fuertemente singulares de la ecuacién (B.19) en términos con productos
vectoriales, que dan lugar a integrales de linea y términos débilmente singulares,
que se intagran numericamente. Asi, sustituyendo (B.20) a (B.22) en (B.18) se

obtiene el término T de la ecuacién (3.22), después de algiin dlgebra.

6.- Transformaciones necesarias para obtener T7 (ecuacién (3.24)).

Hay que evaluar las siguientes integrales

Igr = {h_r)n /F_es d;‘mkder} = {1@ /F_es d;kdr} (B.23)

siendo el nicleo de la integral:

d;k = dfmkN = (B24)
1 (1 - 2’U) r,mNm(Skl + r,leékm T"kNm(Slm + 3 T,l"',kr,mNm
47(1 —v) 2 r? 2 r? 2 r?

En la ecuacién (B.24) hay dos términos débilmente singulares y dos fuertemente

singulares, que se transforman como sigue:

TiNmbkm — Tk Nmdim 7 Ny — 11N

- L (B.25)
i (Ne —ng) —rp(Ny— )  ryng — 7 xm
2 + 3 =
T r
ri(Ny —ng) —rp (N —ny)

1
+ €V X —e;n
2 i) s

Sustituyendo la ecuacién (B.25) en (B.24) y ésta en (B.23) se obtiene directa-

mente T como aparece en la ecuacién (3.24).



Apéndice C

Series Infinitas de los
Ntucleos Armonicos de la
EIC en Tracciones.

Materiales Isotropos

Los nicleos de las ecuaciones integrales de contorno para un problema armdnico
isétropo se expresan en términos de dos funciones ¥ y x, y de sus derivadas

primeras y segundas.

,L/J—— 1+L+L e—kzr_é 1 +_1.. e—kﬂ‘
- k2r2  kor r 2 \k¥r?2  kir T

3 3\ e ker (2 3 3\ e Hr
— 1 __ 2 1 _ _ 1
X < + k2r? + kzr) r c ( + k3r? + k1r> r (C1)

donde k{ y ks son funcién de la frecuencia de excitacion w, de la distancia r entre
el punto de aplicacién de la carga concentrada arménica y el punto en el que se

plantea la representacién integral, y de las velocidades de onda del material ¢; y
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Ca.
=
4]
ky = 2 (C.2)
c2

siendo estas ultimas funcién de las propiedades del material.

o = A+ 2u
p
m
co =,/ C.3
. \/; (C3)

Desarrollando en serie las exponenciales se pueden obtener expresiones para los

nicleos dff,, v st que son la suma de términos regulares o débilmente singulares

y de una serie infinita regular.

P . . B
1.- Series infinitas para el nicleo d;}. ;.

La parte regular del nicleo d;m tiene la siguiente expresién

1 1-2v
i (X, ¥, 0) =T {(6k17',m + OkmT1) - (A - m) +

3 1-2
TIT mT k" (B - m) + 5lm7',k' (C + m—:—y%)} (04)
siendo

_1d  aemn+2(l+(e/a) ) (ker)” ©s

T or2e? 2n=0 (n+2)(n +4) n! 5)

_ 3 02 > 2(n d 1) (1 - (cz/cl)"+4) (k 7‘)"
B=n <1_§> +k§n§ (m+2)(n+4) o (C6)
1 ¢2 0 -9 4 n+2 _ 9 3 nt+d (L )7
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los primeros términos de las ecuaciones (C.5), (C.6) y (C.7) cancelan los términos

1- zu 1-2v s . ;
— S A u)r2 Y st de la ecuacién (C.4), respectivamente. Asi, la

parte de la integral T correspondiente al niicleo d ki €s regular e integrable

numeéricamente.

R . . R
2.- Series infinitas para el nicleo s;;, ;..

La parte regular del nicleo s;y, tiene la siguiente expresién

u [ or 15
Sffnk(x,y,w) :E {3_n TIT,mT .k (D + m) +

4 3
[5% (Oik? m + Okmr 1) + 7k (T m + Nt y) } (E — (—V> +

1-v)rd
or 3(1 —2v)
(%Jlmr,k +’I'7ﬂ',m7',k> (F - m) +

1-4 1-2
SNk <G + m%) + <nm5lk + nbmk) (H - (:l_—l/)l;'.—;{)}
(C.8)
siendo
2 2 4
=2 (%-1)+ % (- /) + & (e - 1) +
0 4’6%(—]627‘)" ((62/61)n+5 - 1)
7;3(n+5)(n+3)(n+1)(n—1)(n—3)! (C9)
_ 3 c2 oo 3 k27‘ [ (62/01)"+5+(n+1)]n
E_;E(L—Z—) Z(cafer)’ 2; a ST
(C.10)
6 (c3 k3 4 2
F=- <E + 50 (=3(ca/e1)* + 2(ca/c1)® — 1) +
i 4k3(—kar)"n [—(n + 4)(ca/e1)™ T + 2B (ca /)" F3 - 1] (C.11)

(n+5)(n +3)(n + Ln!
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G :1"33 (1 - 32?) + ];—2 ( (c2/c1)* + 4(ca/c1)? — 1)+

- 4"73 kar)™ 2 n+5
; n+ 5) n+3)(n+1)n![(n + 6+ 6)(ea/er)" =

n2+8n+15

(n? + n + 10)(ca/c1)™ 2 + 2

(c2/cr)™! -1 (C.12)

_ 2 c3 k3 > 2k3(—k27‘)n {2(02/Cl)n+5 + (n + 3)]
H=13 (‘%) =g (/e)! + 1) + ;) 2 (n+5)n+3)(n+ nl

(C.13)
los primeros términos de las ecuaciones (D.39), (C.10), (C.11), (C.12) y (C.13) can-
celan los términos (1_15)T3, - (1—?://)7'3’ —?1(1_'3;'2, (11__;1'; y —(311__—3)';,25 de la ecuacién

(C.8), respectivamente. Asi, la parte de la integral Tf correspondiente al nicleo

sl’f‘nk es débilmente regular e integrable numéricamente.



Apéndice D

Solucion Fundamental de la
EIC en Tracciones.
Materiales Transversalmente

Is6tropos

Cuando se aplica una carga estédtica concentrada en el origen de coordenadas de
un medio transversalmente isétropo infinito, cuyo eje de simetria coincide con el
eje x3 del sistema de referencia, los niicleos s}, en un punto arbitrario (x;, x2,

x3) del mismo vienen dados por

CASO 1

Materiales cuyas constantes eldsticas cumplen

Pi3 —C13—2C44 #0
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* —
Sin =

Ciz+ Cyy
= -1y Ay =
VlAl Vasiz 471'033044(1/% - 1/12)
B; = -4,
v2Cs3 — Caa
A'l = Bi = L

871’033044 (l/% - V%)I/%

Cua — V3Cs3

Ay = By =
81 C33C 14 (V2 — v2)1/2

D D
ni {(Cu + C12) (R_731 + R_?> — 3(C112% + Cra2l) (
1 2

4C¢q [Allyl [~ R11(C11 + 3C12) + R31(C11 R? + 6C1923) ~
3Rsyx2 (Criz? + 012172)] + A21/2[ R12(Cyy 4+ 3Ch2) +
Ray(C11 R? + 6C1223) — 3Rspa3(Cuas? + Crad)] | +
2Ce6D(C1a — C11)(—Ri3 + R33R? — 3Rs3a?2?) —

D41A11/% 32% D42A2I/§2 32%
ou |2t (1- ) + 25 (-

A1V2 3.’172 A21/2 3.’)3'2
o 25 (1-3) 248 (- 3]
66413 R;lg R% Rg R%

D7 Drp
R TR
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)+

(D.1)

3Cs6T1T2M2 { — 44,1 [R31(C11 + C12) — Rs1(C1123 + Cra23)] —

4Ale/2 [R32(011 + C12) - RSZ(CU-’L’% -+ 01237%)] +

Av? Asul
D( - x1)(011 — C12)Rs3 — 203 <}13_l;1 + }23:2)} i
1 2

N3 { 2Cs4 A} D3y [—R21(3C11 + C12) + Ry (Cr12? + Ch223)] +

2C44A,2D32 [—R22(3C11 + Ci2) + R42(Cnl‘% + 012.1:3)] +
C12 — Cn
4

(R23 — Razz}) — 3C44Craxs ( o B

D31A1V12 + D32A2V22> }
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S121 =

* —_
S131 =
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6Cesz129Mm { 4 [I/lAll (R31 - Rsll'%) + V2A’2(R32 — R52$§)—

Dy, D
2 ( R? + R?) + DRs3(22 —.1:1)}

Cogna {D [2R13 — 4R3323 + 3R5373 (23 — 23)] —
8 [ A ( R11 +R R31 _ 3R51.’IJ1.’L'2)+
I/2A2( Ris + R? R3o — 3R52$1$2 ] } -+

1
066372”3{4 [ 2R23+R43( 2 - %)] +

4C44 [A;Dgl(—-Rn + R41£E?) -+ A;D32(—R22 + R42.’E%)] } (D2)

2 2
Caazimy {3$3 [%(AIDM —Dn) + ']%(AzDzm — Dr)
1 3
2Cs6 [11De1(Ro1 — R4122) + v3 Dga(Raz — Razzl) —
D(R23 - R43£L'g)] } +
C14Cr6aams {~2 [11 Dg1(Ro1 — Ra123) + v2Dea(Raa — Raza})] —
I/3D [2R23 - R43(£L’% et I%)] } —

Dg1 D3 3z? Deg2 D3y 3z?
C’n{—C4[ (1 >+ -8
44763 4 R:l; R2 R% R2

V3 3z3
1— 222 D.3
(%)) (02
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* —_—
112 =

* —
S122 =

3Cs6x122M1 {—41/114,1 [R31(C11 + C12) = R51(C1123 + Cr273)] ~
4v> 4 [Rez(Cu1 + C12) — Rsa(Cua} + Crazd)] +

A Agid
DRgs(Ch1 — Cha) (2% — 22) — 2Ch3 ( wi 2,/2)} N

B T
D Dr, 2 o\ [ Dn Dqy

ng 4 (C11 + Ci2) ( + ——> —3(Crz] +Crezs) | =+ —= ) +
{ R} = R} ' 2 \'rRt " R}

4Css [A;Vl [~R11(3C11 + C12) + R31(6C1122 + C12R?) —

3Rs1z} (Crizi + Crp23)] + A;Vz [(~R12(3C11 + Ci2) +

Ry2(6Cy12% + C1oR?) — 3Rgpa2(Cry72 + Craa?)] ] + (D.4)
2C66D(C11 — C12)(—Ri3 + R33R? — 3Rs32223) —

D41A1V12 32% D42A2V22 32%
Cpg | Z2L7L [ 271 )y 29272 (g 22|
[ R )" TR 73

Av? 3z? Asv? 322
2 et N I U RO _2
CoeC1a [ R} ( )" m "'
Tanga { 2044A,1D31 [~R21(C11 +3C13) + R41(C11.’IJ? + 012.’133)] +

2044A;D32 [~R22(C11 +3C12) + Raa(Cry2? + Cm:t%)] +

Ci1 — Ch2 D3y Ayv? + D3y Ay
4z R} R}

(Ros — Razz}) — 3C14Cha3 (

662677‘1 {8 I:l/lAll (Rll - 1{31]%2 + R51zf:c§)+
VQAIQ(R12 - R32R2 + Rsszx%)] -+
D [2R13 — 4R3373 + 3Rss2} (25 — 22)] } +

6Ce6n2 {C66 |:4I/1A,1 (R31 - R51:L‘%) + 41/2A,2(R32 - R52.’E%)+

Dy Dry
Dngx%wg(x% - w%)] - 33%3?% (ﬁ + 7%—5—)} +
1 2

Caez1n3 {4044 |:A,1D31(—R21 + Ry 73) + A;Dsz(—Rm + R4293§):| +

:1}7; [—2R23 + R43(113% - 1‘%)]} (D.5)



* —
S132 =
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S113 =
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C14Copz2m1 {2 [11D61(—Ro1 + Ra123) + v2Dez(—Raz + Razzi)] +
v3 D [—2R23 + R43(.’E% - .’L‘%)]} +
) 2
CuaT1n2 {3933 [%(Dn/h = Dn) + 2% (Daz Az - Dn)] i
R R
2066 [V1D61(3R21 - R41(L‘?) + V2D62(3R22 - R42$%)+
v3D(Ra3 — Rysz3)) } +

DuDsy | DyeDsy\ v
R? R3 4w R3

3Casz122M3 {044 ( (D.6)

riny {2C44A,1D31 [—R21(3011 -+ 012) + R41 (Cn.’E% + Clzwg)] +
2C44 Ay D3y [~ R22(3C11 + C12) + Raz(Cr12} + Craz3)] +

Ci2 = Cun D31 A1vd  DayAqv?
T(R23 ~ Ry323) — 3C44C133 < I L4 B 230 4+

ToTlo {2044A,1D31 [—Rzl(Cu -+ 3012) + Ry (Cul'% + Cu.’l)%)] -+
2044A12D32 [—R22(011 + 3012) + R42(C]1$% + 012.173)] +

Cn —Cra 5 D3y Ayv? D32A2V§) }
T(R23 — Ry3zy) — 3C44Ch373 o + o
21/1AI D5 011372 + C12:E2
ng {R—lzf (Cn +Cr2 —3—1—1-2--12————2 +
21/ AI D C 1:2 + C x2
2R23 2 (Cn +Cyy — 322 1R2 = 2) -
2 2

D51A1 l/l2 < 32%) D52A2V§ ( 32% )] }
c [——— 1= 2B o Zeies (o5 (D.7)
YR Rf R3 R3
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Slag = Ceszan { 4Cy4 [A;D31(_R21 + w%R41) + A;Dsz(—Rm + $3R42)] +

17—1'_ [—2R23 + R43(.’E% — IL‘%)]} +

Cesz1n2 { 4Cyq [A;Dgl(—Rzl + .’L‘%R“) + A;D32(—R22 + :L'%R/g)] -+

E [—2R23 + Ry3 (zf - :L'%)]} -

D51.B,1V1 D52B/2V2
120663311}2’]13 + (D8)
{ I I
* 3x
S133 = Caama {4 RS ( 2)
D31D61 < 3»’%) D32 D¢ ( 316%)]}
-14 — +
[ "R} R}
D31Dgy | D3aDeo
3C44T122M9 { + Cyq |: -
T RS R
Ds1Dgiv? DzoDgov2
3044.’111113113 { 51R§1 L 52R562 2 } (Dg)
1 2

* e ¥
8911 =8121



* —
Soo1 =

* —
So31 =
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Dy Do . o. (D Dra
n { (C +0)<——+—)—3(0x+c ) | = + o ) +
1 { 11 12 R:lg R% 1247 1143 Ri) R%

4Ces [A’lul [~ Ri11(3Ch: + Ci2) + Re1(CiaR? + 6C1123) —
3Rs122 (Craz? + Criad)] + Agvo [~R12(3C1 + Ci2)+
Ra3(CraR? +6C1123) — 3Repad(Crawd + Cuizd)] | +
2Cs6D(C11 — C12)(=Ry3 + R3sR? — 3Rs32273) —

D41A11/12 3212 D42A2V§ 321%
(1 - = Lt (1 -—= —
o |25 7)) TR 7

A v? 3x2 A2 3:1:%
2C66C13 [—1 ( - —2> + =2 ( - ——) + (D.10)
R} R} R3 R3

3Ce6x1T2M2 { — 44 [R31(C11 + C12) — Rs1(Craz} + Cu123)] -

4AI2I/2 [R32(011 + Ch2) — R52(012:17% + 01127%)] +

A2 Aq
D(.Z‘g - .’L‘%)(Clz - 011)R53 - 2C13 (% + ;32 ) } +
1 2

T1M3 { 2044A’1D31 [—Rzl(Cu + 3012) + R4 (Clzz'% + Cuzg)] +

2044AI2D32 [_R22(Cll +3C12) + R42(012I% + Cqu‘%)] +

Cu1 = Cho D31 A1v? DsyAsv2
T(R23 — Ry4373) — 3C44C3as ( I Loy 7 2

A1Dyy — D7y 5 A3D4 — Dra
C44932n1 {3:133 [V2 v
L RS 2 RS
2Cs6 [I/1D61(3R21 - R41w§) + 1/2D62(3R22 - R42I%) +
v3D(Ry3 — Rysa?)] } -
C1aCesz1M2 {201 De1(Ra1 — Ru1x3) + 2v3Dea(Ro2 — Ryawd) +

vsD 2R3 + Rys(z5 — m%)]} +

De1D3y  DgyD3o V3
3Cusz1ToM3 {044 ( + ) - }
R} R} 4w R}

(D.11)
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* —
So92 =

* —
S939 =

3Ce6z1T2M1 { - 414[11/1 [Rs1(C11 + Ch2) - Rs1(C122} + Cui73)] —
4A121/2 [Rgz(Cn -+ 012) - R52(Cl233% + Cllx%)] +

A2 Agud
D(z; — 27)(C12 — Cu1)Bs3 — 213 (—Rl%l— + ]2-)213/2 ) } "
1 2
Dn D Dy D
"2 {(Cll + Ch2) (R_? + R_732> — 3(C122? + C1123) (R—E’l + 7{%) +

4Css [A’m [=R11(Ch1 + 3Ch2) + Ra1(Ci1 R? + 6C1oa3) —

3R5122 (Craz? + Cu122)] + Ayv [~Ria(Cii + 3C12) +

Rya(CuiR? +6C1023) — 3Rz (Craz? + Cuizd)] | + (D.12)
2Ce6D(Ci2 — C11)(—Ry3 + R*Ra3 — 32273 Rs3) —

C D41A1V% 1— ﬁ + D42A2V§ _ i}_z_%_ _
TR R} R} R3

A v? 3z3 Asv2 322
2C66C13 l:— 11— — ]+ - =5 +
R RY R} R3

Tonsg { 2044A;-D31 [—R21 (3011 -+ 012) + R41 (Clz.’ﬂi + Cul‘g)] -+

2044A’2D32 [~ R22(3C11 + C12) + Ra2(Craz? + Cniz3)] +

Ci2a—-C D31 A1V2 DagAqv2
_—’__124% = (Ras — 3 R43) — 3C14Ch3z3 ( SIR{ L+ 32R§2 2)}

C14Co6m1m1 {2 [V1 D61 (—Ra1 + Ra173) + v2Dga(—Rea + Razx3)] +
v3 D [—2R23 + R43($% - .’17%)]} +

V2 V2
Caazang {31‘3 [‘élg(DzuAl —Dn) + R_25(-D42A2 - D72)] +
1 2

2Ces [v1De1(R21 — Ra122) + vo D2 (Ra — Raowl)—
I/3D(R23 - R43l‘%)] } +

De1 D3 3z3 Dg3D3y 3z3
Caang {—044 { ( - =5+ -—= |-
R} R} R3 R3

3 3z?
1- — .
(-7} (D12)
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* ok
5213=5123

Sho3 = 1M {2044A11D31 [—R21(011 +3C12) + Ray (01212% + Cllﬂig)] +
2044A12D32 [~R22(011 +3C12) + R42(C'12£17% + 0111‘%)] +

C11 — Cr2 D31 A1v? | D3gAgv2
T(st ~ Ra373) — 3C4aCi3zs ( i L i +

TaNo {2044AI1D31 [~R21(3C11 + Ci2) + Ra1(Crazi + Cu123)] +

2044A’2D32 [—R22(3C11 + 012) + R42(012l'% -+ 01133%)] +

Ci2 —Cn D31 Ajv? DsaAsv?
T(R23 — Ry317) — 3C14Ci3zs o i
21/1A’1D51 0121}% + Cll.’L‘%
n3 { I Ci1 +C12-3 7 +
2V2A;D52 0121‘% + Cux%
3 Ci1+Ci2—3 2
D51A1U12 32’% D52A2V22 32%
—_— 1 - = _ ] - = D.14
s | )T 7 (D14
. D¢ D3y Dg1 D3 V3
8933 = Caaz1Tam {3044 ( i 7 ) - m} -

De1D31 3z3 D¢y D3 < 317%)
1222 20 B
Guns{ou | (152 ) - 2= (1- T
3 [, 33\ _
ey R

Dg1Ds1v? DgaDsava
3Cuzaz3N3 {
R} R}

(D.15)

* ok
S311=5131

* o
S321=5231
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* —
8331 =

* —
8332 =

Solucién Fundamental de la EIC en Tracciones. Materiales Transversalmente Isétropos

Dgq R? Dgo R?

Z8 (g glt Z82 (o9 gt
w{on [ (2-o) + 3 (2-0m) ) +
4C66C13 I:Allljl [—4R11 + R31(IIJ% + 7.’L‘%) - 3R51]3§R2] -+

Ayvy [~4R13 + Rsa(a3 + 723) — 3Rspa3R?) | +
V2 A, z2 VA x2
-9 1 1322 222 [ _ 322 )| _
Css3 [ Cés [ 7 ( R%) + 73 1 I

viA1 Dy . 5_12_ _V§A2D42 1 _Zé B
R} R} R} R3

60661'11:2”2 {2013 |:I/1A’1 (2R31 et R51R2) + V2A,2(2R32 haet R52R2)] has

2 2
141 Al V2A2
Css ( I + RS )} +

Caazim3 {2013 [DSIA;(_4R21 + RuR?) + D32A;(—4R22 + R42R2)] -

v2 A1 D3 + V§A2D32>}
R} R3

3.’113033 ( (Dlﬁ)

—6066x1w2n1 {2013 [VlAll (2R31 - R51R2) + V2A;(2R32 - R52R2)] -

2 2
14 A1 V2A2
C33<R? —i——Rg )}+

7 (2-om)+ 3 (2-om)]
nadCis |2 (2-3% ) + =2 (2-3%; )| +
2{13[1%% Rf) R} R3

4Ce6C13 [Allljl [—4R11 + R3q (7.’1:% + :L'%) - 3R51£L'%R2] +

AIZVZ [—4R12 + R32(7.’L‘% + IL‘%) - 3R52£L‘%R2]] +

V2 A, z2 V2 A, x2
Ca3 | —2Ces | 5~ | 1 - 325 2 1-3=21 )] -
{ [ I ( R%)* R} R}

viAi1 Dy 1 3i _V§AsDyy (24 +
Rj Ry Rj R}

Ciazang {2013 |:D31A11(—4R21 + R41R2) + D32A’2(—4R22 + R42R2)] —

l/fAl D31 V§A2D32
R R

31’3033 ( (D.17)
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P R——
831278132

* % * ¥ * %
S320=5232 531375133 53235233

S333 = Caazimy {2013 [D31A/1(—4R21 + Ra1 R?) + D3s Ay(—4Rz + R42R2)]

2A4,D 2A,D
—3C33z3 <V1 }%5 34 Y2 I§5 32)} +
1 2

CuaTano {2013 [DglAll(—4R21 -+ R41R2) + D32A,2(—4R22 + R42R2)]

_3033];3 (V%Angl 4 V%A2D32>} +

R R3

VlA,l D51 ( Z% ) I/QAIQD52 ( Z% )
ngd —2C;3 | ——>(1-324 |+ =222 (1-32 )| -
{ R} R} R} R3
1/2A1D51 22 I/2A2D52 212
Cag | 2220 (1 -32L 2o (1322 } D.18
s AR (05 + 2 (D.18)

CASO 2

Materiales cuyas constantes eldsticas cumplen

Pi3—Ci3 204 =0

A=A, =0
Ci3 +Cyy
Bi=By=—-——7"—"7—
! 2 167T011044
; 1
A'1 =A, =

T 167Cy,
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1
BI — BI
! 2 1671'0441/1
. v
Si1 = n {_3(011 — C12)(Ris — R3sR? + 3Rs3a3z3)+ (D.19)
v 42 Ci1 + 22Cy2
o RB (Cu + Ci2 — %) +
2 2.2
27”/1 Cvll( Ry; + R51 R 3R51271.’172) +
27r Cia(—Ri1 + 2R31x2 R51x2) +
V3 .’131C11 + 3.’1326'12
z1011 + 23C12
V1D2 RS <Cll + C'12 - ——1?2—) -
2} £3C1y + 23C
31/1D1—lg <011 + Cg — 52 208 11R2 2 12) -
1
vi 72C11 + 73C12
3 2 Dl Rs (Cll + 3C3 — %) +

Cirq 2 2 1 2
Cis <47TP13 + (1/1 -+ V3)D1 R3 1 R%

1 22
3C13D1 — Ri’ [Vlzl (3 5R2) gl‘% <1 Rlz)] } +

C

T1XaNy {3 D] 5 (3(011 + 012) - 5?;;1—‘11—4;23‘2212' -+
R} R?

1/2

3 ( R31(011 + Cl2) + R51( %Cu + .’E%Cu)) +

2y 1 %51
1 2
3——(011 - Clz)R53(CII§ - .’IJ%) + 3V§D1013’—5 1- 52—1 +
47 R

R}
.171011 + .’173012) n
R}

1
E(R21("‘3CH + Cig) + R4y (Cr12% — Cra23)) +

Z1N3 {3D1 (3011 + Cig —

1 z 22
E(Cn + C12)(—R23 + JJ%R43) + 3111013-}—%% |:—D2 + Dy (2 — 5@%)} }



* —
S121 =

* —
S131 =

173

3Cssz1Z2m1 {-”—1-1-21—5- v (R ~ Rs122) + 53(21%33 — R?Rs3)+
2 2 2
R5 ( 3 $Di +w Dy + 51/1D1 R2 + 5—D1 R2>} +
m2x2
Cssm{ D1R3< 1+3R2—15 ]1%42>+

2
V—S(Ru - R31R2 -+ 3R51.’L‘%!L‘§) +
1

UV
1;_3(R13 — R33sR?) + 313“R53(3’% - m%)} +

2
066x2n3 {6D1 R5 ( 5@‘) R53( - 1‘%)2} (D20)

21

_ 2 L2
Caazing {31/1 I ( + D2> + ;—;(321 — Ryya3) — 5‘%(}323 — Ryzrd)+

V2z2 4 222
3D1 R5 (—l/% —_ 21112 +5%> ot

C
3 <ﬁ + (1/12 + I/%)D1> R5 + 15D1R (V222 + z/gw%)} +

2

2
14
Caazony {31/3(1 + 1/1)D1 R5 <1 - 5§2-> — -2—;_(R21 — R41Z§)+

2
?4——3:—[ 2R23+R43( —IE%)]}'F

1
Caans {(VIDI + 4— Dz) R_% < 1 +3R2>

3D1(1+V1)——12— TPE A D Y (P | (D.21)
R R) R R2

E%CUI:ER@UM:muz“e Df INGENIERDS !
BIBLIOTEC A

; IAA\I Y
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* 1 22 v
S112 = T1Z2N1 {3’/3 Ci3D1 55 B ( ‘ﬁg) + 31%(011 — C12)Rss(a — z3) +
-’172011 +-’l72012
D gzl ey
3 1R5 (3(011 +Ci2) -5 72 )
V2
3273/1 (R31 (C11 + C12) — Rs1 (:L'?Cu + 1%012))} +
n 1 ( 201 +.7;§Cm>
nzy=——=3 | C11 +C12 = 3——55——"—) + (D_22)
{27r R} R?

2
1%
275/ C12(~R11 -+ R31R2 - 3R51$%.’E%) +

2 C'n( Ri1 + 2R312% — Rs1z?) +

—(012 — C11) (Ris — RssR? + 3Ry3z223) +

,,3 323Ci1 + 2501
D _gofitar T o2 )
157 R3 (3011 +Ci2 —3 R%
.1‘2011 + 332012
nDo— (Cll +Ci2 — 31—'——_2““‘> -
R3 R%
PH 22Cy + 23C
30, D, AL - (Cn + Cg - 51_111%_%_._2_1_2) -
v _ 2 2201 + 23C
3 Dl R5 <3011 +Cyy — 51_11_3#12_> +
1

0131/1 2 2 1 Z;‘)
013 (47I"P13 + (1/1 -+ V3)D1 R"f 1 R%

1 2?
3C13D1 — " [Vlzl (3 5—) + v2a? (1 - R’?)] } +

2
Tang 3D1 5 Cll + 3012 — ?I_.CE-';L% +
R; R

1
ZT—F(RH (011 — 3012) -+ R41(‘-011.73% + Cm.’l)%)) +

1 2
21—71-—(011 + 012)(—R23 -+ R43.”L‘%) + 31/1013% [“DQ + Dy (2 - S-ﬁ—)] }
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2 2 2

I/3D1 1 R .’131732 %] 2

— -1 —15== ~—~(R13 — R33R°)+

Cﬁﬁnl{z ” R%< +3R2 R + —(Ri3 - Ry3R°)
2

3—VER53(1:% —z2)? + V—3(R11 — R31R* + 335193%973)} +

4z 2k

3 2D
Csex1T2M2 {R5 (21/1D2 — % - 61/3 !
1

> +3—(R31 R51$%)+
1

2
Vs V.
3§R53( —z3) + 30 o (Vlzf + ;i—x%) } +

x2 1
Ceez1M3 {6V1D1 R5 (1 - 5R_2%> + 21—7;(—4R23 + R43R2)} (D23)
2 a?
S130 = Ciazan 3D1/(1+1/) (1— —>—
132 14722 1{ 13 17 7

2
25—(321 Ruzi) + 4—37;[*2}323 + Rys(23 — CE%)]} +

-1 2
Cusxing {31/12% (-— + D2> + 12/—3(3R21 - R41$%)+
(R23 - R43$2) -+ 3I/§D1 R5 ( 3+ 5R2> _

2
3(013”1 + (V2 +1/3)D1> 75 + 15D 2 2

47 Pg R7
T3
3D =% RS (2 ) 3D} R5 <2 5R2> } +
3 1% 1
Ciaz1T2n3 R D2 -+ ) + 3ER5 15D1 R.{

31D, 1? <1 )} (D.24)
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1'2011 + 1172C12
§$3ia = 171 3D1 (3011 + Cha — 5—1—‘2——"> +
113 { R5 R%
E(RZI(_3C11 + C12) + Ry1(C112] = C1223)) —

2 22
7r(C’u + C12)(Ras — T3 Ry3) — 3V1013R_1? [D2 - D, (2 _ 5R_1%)] } +
2 2
Tan2 {3D1z_15 (Cll +3C1p — 521.@#2_%3) -
R; R

E(RH(CM ~3C12) + Ra1 (—Cr122 + C1273))

7r(Cn + C12)(Res — t3Ra3) — 311013 it [
1

Dy—D (2 5Z%>]}+
2 \p, - _ XL
RS ! R?
D, z1 ziC11 + 23012

Cpp — 551+ 23012

ns{ " IS <C'11+ 12 I

D, 1 23C1 + 23C1s
] (Cn + Cia — 31—R2—-2~—-—

z2 2
D,C' —< 31)+3DC (3 5L )} D.25
2 13R% RS 1L13 ¢ 1 R1 ( )

* 2z 2 1
8123 = Cesrang {6D1R—15 (1 - 5._12.> +
1

5 ) + 5 (—4Bs + R43R2)} +

T3 1
Ceez1n29 {6D1 R5 ( R22) ( —4Rs3 + R43R2)}

Dy 1 D
60661:1172”3 {——2--——- —5— ! Zl }

D.2
141 R‘;’ 141 R7 ( 6)

* ——
S133 =

Cuny {R3 (V1D1 + — in +D2> < 1+3——>

R2

2 2 1 2
3(n +1)D1R—1? (1—5%) B (1— “’—2>} +

In R R
3 V3 1
0445811’2712{ R5 (Dz + yp ) +3—= I
z
31/1D1 ( —1) } -+
RS R?

2
R - 15D, %+
(D.27)
x x Z
0441'177,3 {3D2(V1 - l)R—35 hat 15D1 341
1

2
a2 (2-5 ) |
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* ok
S211= 8121

¥ z2Cs + 23C1y
$201 = {2 i3] (011 +Cpp - 32— 7 : ) + (D.28)

2
V3

Cia(—Ryy + R31R2 - 3R51m§x§) +
271'1/1

2 2_Ci1(~Riy + 2R3 25 — Rsy73) +
us4h

——(012 — Cn1) (Ris — R3sR? + 3Rs3zizy) +

v2 1122012 + 31‘2011
8 D1 R3 <3C11 + Chio — 3—-———-———‘1 R% 2 > -
1 z2C1o + 22C14
Do — —gtmi2 T el -
V1 278 (Cn + Ci2 5 )
z2Cy + 22C
3”1D135 (CH L Oy - 5LR%2__1£> _
3?2 22 ziCre + 22Cn1
—13D1 R25 <3Cu +Cr2 — 1——1%%2—> +

Chsv} 2 2 1 2
D)= (1-32) -
Cis <4WP13+(”1+”3) 1) RS R

1 22
3013D1R—? [ufzf (3 - 5R1%> + vizh <1 - 5R2)] } +

2
T1ToNg {3V3013D1 R5 (1 5;2) (Cll - 012)R53( - .’1}%) +
1 z{Cha +25C11
3 D (30 +C)—5—1————>—
e (Ci1 + Cr2 72

2

V3
2w

(R31(C11 + C12) — Rs1(z3C12 + ﬂU%Cn))} +

2c 2c
7012 + 5 11) "

Tins3 {3D1 R5 <011 +3Ci2 -5 R%

1
E(Rm(cu — 3C13) + Ra1 (z2C1a — 23C11)) +

1 2
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