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Resumen

El analisis matemadtico, también conocido como céalculo, es una rama fundamental de las
matematicas que se centra en el estudio de algoritmos para poder resolver problemas matematicos

como es encontrar soluciones a las ecuaciones de la forma F(x) = 0.

En una gran variedad de situaciones nos encontramos con la dificultad de hallar las raices
de una ecuacion. Los métodos iterativos nos ayudaran a resolver este problema. Los métodos
matematicos son técnicas que permiten resolver de forma aproximada problemas matematicos es-
timando el error cometido. Algunos de los métodos mas utilizados son el método de la Biseccion,
el método del Punto Fijo, el método de Newton, etc. En este sentido, en este trabajo haremos

un estudio detallado de estos métodos numéricos y sus variantes.

Abstract

Mathematical analysis, also known as calculation, is a fundamental branch of mathematics
that focuses on the study of algorithms to solve mathematical problems such as finding solutions

to equations of the form F(z) = 0.

In a wide variety of situations we encounter the difficulty of finding the roots of an equation.
Iterative methods will help us to solve this problem. Mathematical methods are techniques
that allow us to solve mathematical problems in an approximate way by estimating the error
made. Some of the most commonly used methods are the bisection method, the fixed point
method, Newton’s method, etc. In this sense, in this paper we will make a detailed study of

these numerical methods and their variants.
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Capitulo 1

Introduccion

Los siglos XVII y XVIII aceleraron el desarrollo de las matematicas en varios campos de
estudio. Durante este periodo, gracias al trabajo separado de Newton y Leibniz, nacié el calculo

infinitesimal e integral.

En sus primeras décadas no tenian una base firme, pero se entendian como un conjunto de
reglas con distintas caracteristicas algoritmicas, lo que justificaba el término “célculo”: cédlculo

diferencial, calculo integral y calculo de variaciones.

A mediados del siglo XIX, Riemann publicé su teoria de la integracion. En el iltimo ter-
cio del siglo XIX, Weierstrass lideré la aritmética del analisis, consideré que el razonamiento

geométrico era erréneo e introdujo la definiciéon de Limite.

Hacia finales del siglo XVIII, algunos matematicos expresaron algunas dudas sobre el pro-
greso futuro de las matematicas. La dificultad de los problemas a resolver, la variedad de métodos
utilizados, una falta casi total de técnicas y métodos para simplificar las investigaciones y la

busqueda de soluciones. Estos factores crearon un estado de animo un tanto pesimista.

Pero no todo era pesimismo. Condorcet afirmaba que el estado de las ciencias se encontraba

en sus comienzos.



Asi, con la aparicién de nuevas aplicaciones en las que trabaja el andlisis matemético y otras
areas de esta ciencia, el andlisis empieza a especializarse en andlis real, analisis funcional, analisis
armonico, analisis complejo y analisis numérico. Por esta razon, el estudio de algoritmos para
problemas matematicos se denomina “Analisis Numérico”. Un algoritmo es un procedimiento

que describe un conjunto finito de pasos que deben realizarse en un orden especifico.

El analisis numérico esta impulsado por la necesidad de precision en el calculo de resulta-
dos exactos, entre otras cosas, para resolver situaciones en fisica y astronomia. La aplicacién a
problemas del mundo real destaca la importancia de esta linea de trabajo, basada en
aproximaciones cada vez mas precisas, obtenidas con diferentes métodos de aproximacion a

puntos determinados.

La necesidad de precisién une a las mateméticas y las computadoras (ordenadores) en esta
importantisima tarea para el avance del trabajo matemético aplicado en los mas diversos cam-

pos de la ingenieria y la fisica.

El desarrollo de software es esencial para comprender el andlisis numérico. Matlab, por
ejemplo, es un hito fundamental destinado a promover el soporte para el andlisis numérico. Se
desarroll6 originalmente con fines educativos, pero rapidamente gané notoriedad entre los cientificos
e ingenieros como una herramienta esencial para la computacion cientifica. El sistema da acceso
a algoritmos maés eficientes con unas pocas lineas de cédigo, lo que permite a los expertos cen-
trarse en la esencia matematica del problema. Para comprender su importancia, muchos de los

calculos para el disenio de los transportadores espaciales de la NASA se realizan en este software.

El objetivo de este trabajo es desarrollar uno de los problemas clasicos de las matematicas

desde siglos, como es encontrar solucién a las ecuaciones de la forma F(z) = 0.



En una gran variedad de situaciones surge el problema de hallar las raices de una ecuacion.

¥ —2x = 0 podemos

Lo que no es una tarea sencilla, ya que por ejemplo, para ecuaciones como e~
demostrar que tienen raices reales pero no existe un método para calcularlas de forma exacta.
Este tipo de argumentos nos conducen al estudio de métodos iterativos para el célculo de las

raices de una ecuacion.

Los métodos numéricos son técnicas matemadticas que permiten resolver de forma aproxi-
mada problemas matematicos estimando el error cometido. Los métodos numéricos son en la
actualidad herramientas informatizadas y fundamentales capaces de resolver problemas practicos
en todas las areas de la ciencia, ya sean sociales o técnicas. El aprendizaje de los métodos
numéricos es muy importante para que los estudiantes exploren algoritmos que les permitan en-
contrar soluciones aproximadas con el minimo error y observar una amplia gama de aplicaciones

en diversos campos del conocimiento.

Trabajaremos en el siguiente marco:

Definicién 1.1 Sea F : I C R — R. Un punto o € I serd una raiz de la ecuacion F(z) =0

en I si F(a) =0.

Supondremos que la ecuacién F(x) = 0 tiene las raices asiladas, lo que quiere decir que en

un mismo entorno existe tnicamente una raiz de la ecuacion.

Vamos a considerar dos etapas en el célculo aproximado de las raices asiladas reales de la
ecuacion

F(z)=0 en [a,bl. (1.1)

a) Separacién de raices: se establecen subintervalos de [a,b] que contengan una y sélo una
raiz de la ecuacion ((1.1). Para ello, las herramientas fundamentales van a ser el teorema
de Bolzano (para asegurar la existencia de raices) y el teorema de Rolle (para acotar el

numero de raices que puede haber).



Bernhard Bolzano fue un matematico y filésofo checo nacido en 1781. En 1796, empezo
sus estudios de Filosofia y Matematicas en la Facultad de Filosofia en la Universidad de
Praga. Completo sus estudios con Teologia y fue nombrado sacerdote en 1805, mismo ano
en el que fue designado como profesor de filosofia de la religién en la misma universidad
en la que estudié. Publicé obras muy importantes como “Una Prueba Pura Analitica”
(1817), conocida a dia de hoy como el teorema de Bolzano, “Athanasia o pruebas de la
inmortalidad del alma” (1827), “Tratado de la Ciencia de la Religién” (1834), “Teorfa de
la ciencia” (1837) y “Paradojas de lo infinito” (1851).

Figura 1.1: Bernhard Bolzano

Teorema 1.2 (Teorema de Bolzano) Sea F' € C°([a,b]) y F(a)F(b) < 0, entonces
existe al menos un punto a perteneciente al intervalo (a,b) tal que F(a) = 0.

Si se cumplen las hipdtesis del teorema de Bolzano, quedard demostrada la existencia de
alguna solucion. Ademds, si la funcion es siempre creciente o siempre decreciente en el

intervalo de estudio, quedard demostrada que esta solucion es unica.

Michel Rolle fue un matematico francés nacido en 1652. No tuvo una gran formacién
académica, sino que fue un matematico autodidacta. Publicé “Tratado de Algebra” en
el cual expuso un método de resolucién de determinados tipos de ecuaciones e inventé la

notacién para representar la raiz n-enésima de un nimero x. Mantuvo diversos debates



sobre los principios del calculo diferencial. Se dedicé mayoritariamente a la teoria de
ecuaciones, gracias a este dominio publicé el teorema de Rolle (1691). Se dio a conocer en

1682 cuando resolvié un problema propuesto por el matematico Jacques Ozanam.

Figura 1.2: Michel Rolle

Teorema 1.3 (Teorema de Rolle) Sea F' € Cla,b] y F diferenciable en (a,b). Si
F(a) = F(b), entonces existe al menos un punto « perteneciente al intervalo (a,b) tal
que F'(a) = 0.

Si se cumplen estos axiomas en el intervalo [a,b], entonces habrd un punto dentro de dicho
intervalo donde la recta tangente a la funcion sea paralela al eje de abcisas. La pendiente
de la recta tangente en el punto « de la funcion F serd la derivada en ese punto, es decir,
m = F'(«). Si F' solo se anula en n puntos la funcion F' tendrd, a lo sumo, n+ 1 raices.
Si F € C*([a,b]) es tal que F" tiene un signo constante en |a,b] entonces F tiene, a lo

sumo, dos raices reales en [a,b].

En cada uno de estos intervalos se calcula la raiz o de la ecuacién mediante un método
iterativo como limite de una sucesién {x, },, que converge a c. De esta forma, deberemos

tomar como aproximacién de la solucion « un elemento z,, de la sucesién proximo a ella.

Completaremos el trabajo estudiando los métodos mas utilizados para resolver este tipo



de problemas. Uno de ellos serd el método de Newton.

Isaac Newton fue un matemaético y fisico inglés nacido en 1642. En 1661, ingresoé en el Trinity
College de la Universidad de Cambridge, donde estudié mateméticas. Alli mismo le nombraron
becario en 1667. A partir de 1668 fue profesor. Newton se dedicé al estudio e investigacion de los
ultimos avances en matematicas y a la filosofia natural. Fue conocido por sus descubrimientos
en Optica y matematicas, aunque lo es sobre todo por su formulacién de las leyes del movimiento

que se convirti6 en la ley de la gravitacion universal.

Figura 1.3: Isaac Newton

En el Capitulo 2 estudiaremos el método de Biseccién. Los Capitulos 3 y 4 estan dedicados
al método del punto fijo, y el Capitulo 5 al método de Newton. Debido a la gran importancia del
método de Newton, hemos dedicado el Capitulo 6 al desarrollo de las variantes mas importantes
del método de Newton. En el Capitulo 7 desarrollaremos la programacién con Matlab de los
tres métodos mas importantes: método de biseccién, método de punto fijo y método de Newton.
Finalizaremos el trabajo con el Capitulo 8 de conclusiones y la bibliografia usada para elaborar

este Trabajo Fin de Grado.



Capitulo 2

El método de Biseccion

En este capitulo se desarrollara el método de Biseccion. Para la elaboracion de este capitulo
se han usado las notas del curso 3M234 del Laboratoire Jacques-Louis Lions de la Sciences Sor-

bonne Université [4, [14], el libro de Burden et al. [2] y el libro de Infante del Rio y Rey Cabezas

[9].

Una primera técnica para resolver problemas escalares, basada en el teorema del Valor Medio,

recibe el nombre de biseccidn.

Supongamos que F' es una funcién continua en un intervalo [a,b] (F' € C([a,b])) con
F(a)F(b) < 0, es decir, con F(a) y F(b) de signos opuestos. Entonces, por el teorema de
Bolzano existe, al menos, un punto a € (a,b) tal que F(a) = 0. Suponiendo que hemos sepa-

rado las raices de la ecuacion y que « es la unica raiz de
F(z) =0 en [a,b],

el método realiza repetidamente una reduccién a la mitad, lo que conocemos como biseccién, de

los subintervalos de [a, b], y en cada paso, se localiza la mitad que contiene a.

Algoritmo 2.1 (Algoritmo de biseccién) Pueden presentarse dos casos:

b b
a) F(a; ):0. Emfoncesa:CH— :

2



b) F (a;—b) # 0. Se elige el intervalo {a, a—;—b] 0 {a—;—b

F' tenga signos opuestos para poder sequir aplicando el teorema de Bolzano. Denotamos

,b} en cuyos extremos la funcion

este intervalo elegido como [ay,by], lo dividimos por la mitad y procedemos a hacer lo

mismo.

El algoritmo de biseccién converge a un « tal que F'(a) = 0. Ademds, si el algoritmo no se

detiene en un numero finito de iteraciones, tenemos la siguiente estimacion del error:

a, + by, b—a
- 2n+1’

n € N.

2

Y

apg = a bozb
— —
ay = ao b1:I0

—_

az = Iy b2:bl

Figura 2.1: Método de la biseccion

Observacion 2.1 Este método es de gran utilidad para determinar intervalos de pequena lon-
gitud que contengan unicamente una raiz; sin embargo, es necesario hacer muchos cdlculos para
consequir una buena aprorimacion de la raiz ya que la convergencia es muy lenta. Por lo que

este método es mejor usarlo previamente a otros métodos iterativos de convergencia mds rapida.

8



Ejemplo 2.2 Determine el numero de iteraciones necesarias para resolver la funcion
F(x) = 2% + 42% — 10 con precision de 1072 en el intervalo [1,2]. A continuacién, aplique

el método de biseccion para encontrar una solucion exacta dentro de 1073 en el mismo intervalo.

Teniendo en cuenta que la estimacion del error es

an + by, b—a
CT T | = e
entonces,
G+ by —(n+1 -3
- <27 H(h —q) < 1073,

y como a=1yb=2, despejando la n tendriamos

27D <1073 = 2 ) <mn(1073) = —mr+Dh2)<-3 = n+l>

3
=~ > — 1~ 8. 96.
In(2) "7 @) ’

Por lo tanto, se requieren 9 iteraciones para consequir una aprorimacion precisa dentro de

1073.

Puesto que F(1) = =5 < 0 y F(2) = 14 > 0, es decir, que F(1) y F(2) tienen signos
opuestos, o lo que es lo mismo, F(1)F(2) < 0, podemos afirmar segin el teorema de Bolzano

que existe al menos un punto o € (1,2) en el cual F(a) = 0.

El método de biseccion consiste en dividir el intervalo a la mitad y determinar en qué mitad
se encuentra la raiz. Luego, se repite el proceso en la mitad correspondiente hasta que se alcance

la precision deseada.

Para la primera iteracion del método de biseccion, el punto medio del intervalo [1,2] es 1.5.
Por lo tanto, F(1.5) = 2.375, lo cual es mayor que 0. Debemos seleccionar el intervalo [1,1.5]
para la sequnda iteracion. El punto medio de este sequndo intervalo es 1.25 y evaluando F(1.25)
obtenemos —1.796875, que es menor que 0. Por lo tanto, seleccionamos el intervalo [1.25,1.5].

El punto medio de este intervalo es 1.375 y hacemos lo mismo, obteniendo la siguiente tabla:

9



n a b « F(a)

1 1 2 1.5 2.375

2 1 1.5 1.25 -1.79687
3 1.25 1.5 1.375 0.16211
4 1.25 1.375 1.3125 -0.84839
) 1.3125 1.375 1.34375 -0.35098
6 1.34375 1.375 1.359375 -0.09641
7| 1.359375 1.375 1.3671875 | 0.03236
8 | 1.359375 | 1.3671875 | 1.36328125 | -0.03215
9 | 1.36328125 | 1.3671875 | 1.365234375 | 0.000072

10

Después de 9 iteraciones, obtenemos que cg = 1.365234375.




Capitulo 3

El método del punto fijo y el teorema

de Picard

En este capitulo se desarrollara el método del punto fijo y el teorema de Picard. Para la

elaboracion de este capitulo se ha usado el libro de Infante del Rio y Rey Cabezas [9].

Una desventaja del método de la Bisecciéon es que no es inmediatamente aplicable a funciones

con varias variables. Para eso tenemos el método del punto fijo.

Otra forma de resolver el problema de hallar las raices de una ecuacion de la forma
F(z) =0en [a,b]
es considerar otra ecuacion
G(z) =0 en [a, D]

que sea equivalente a la anterior, es decir, que ambas tengan las mismas raices. Vamos a

considerar el caso de que

para alguna funcién f : [a,b] — R tal que

11



F(x)=0en [a,b] <= f(z) =z en [a,b].
Definicién 3.1 Una aplicacion f : [a,b] — R es contractiva en [a,b] si existe k € [0,1) tal que

[f(z) = F)l < klz —yl, =,y €a,b].

Siendo k la constante de contractividad. Por tanto, una funcion contractiva es una funcion

k-lipschitziana con k < 1. Recordemos que las funciones k-lipschitzianas son siempre continuas.

Ejemplo 3.2 La aplicacion f :[1,2] = R dada por
@)=+ wel
T)==+—, x
2 'I’ )

1
es contractiva en [1,2] de constante k = 5 Ya que para todo x,y € [1,2] se verifica:

rf<x>—f<y>\:\(g+§)_(g+§>’:

L gty
=|z——||z— —lz —yl.
2wy y_2 Y

2 Yy

T—y T—y

Observaciéon 3.3 Son importantes las siguientes observaciones:

1. Si f es contractiva en |a,b] entonces se tiene que
[f(@) = f) < kle—y[ <|z—yl, =z,y€lab]

De lo que deducimos que la distancia entre f(x) y f(y) es menor que la distancia entre
x ey. De aqui obtenemos el término de contractiva ya que se “contrae” la distancia entre

los puntos.

2. Si f es contractiva en [a,b] entonces es uniformemente continua y, por tanto, continua en

el intervalo [a,b]. Esto no implica que el reciproco tenga que ser cierto.
3. Si f € C(la,b]) es derivable en (a,b) y existe k € [0,1) tal que se cumpla que

[f'(@) <k, x€l(ab)

12



entonces f es contractiva en [a,b] de constante k ya que a partir del teorema del valor

medio se tiene que
[f(@) = fW)l = B)lle =yl < klz—yl, 2,y € [a,b].
4. Si f e CVYa,b]) y se cumple que
lf'(x)| <1, € ]la,b

entonces f es contractiva en [a,b] de constante

o /
k= max |f(z)].
Teorema 3.4 (Punto Fijo de Banach) Si f : [a,b] — R es contractiva de constante

k €10,1) tal que f([a,b]) C [a,b], entonces existe un unico punto fijo o € [a,b] tal que

fla) = o
Ademds, a es el limite de la sucesion definida por

xo € [a,b]  arbitrario,

xn:f(‘r”—1>7 nENv

y se tiene la siguiente estimacion del error:

n

1—k

|z, —a| < |z1 — x|, m€N.

Demostracion

(3.1)

(3.2)

a) Unicidad: supongamos que existe otra solucion. Por tanto, tenemos que existen «; € |a, b],

siendo © = 1,2, tales que

f(sz‘) = Y,

Y vamos a compmbar que oy = Qa.

|y — ag|

|041 — O./Ql = |f(041) — f(Oé2>| < k?|O[1 — Oz2| = — =< k = k > 1,

| —

13



lo que es absurdo ya que k < 1, por tanto, hemos comprobado que sélo existe una solucion

Q.

b) Existencia: la hipdtesis f([a,b]) C [a,b] hace que la sucesion {x,} —, definida en

verifique
T, € [a,b], n>0.

Para comprobar que esta sucesion es de Cauchy en |a,b] demostraremos que para todo

€ > 0 existe n. € N tal que
[T — xp| <€ si m,n>n,.
Para empezar, observemos que para todo g > 0 se cumple lo siguiente
[Tgr1 — gl = | (xg) — f2g-1)| < Kl2g — 241
< Eag1 — xgo] < oo < KYxp — 30

Suponiendo que m > n podemos escribir que m = n +p con p € N. De esta forma,

aplicando lo anterior, tenemos que
Zm — Tn| = |Tnip — Tn| = [(Tnap — Tngp1) + (Tnip-1 — Tnap2) + oo + (Tng1 — 7))
< Zatp = Togp-1] + [Tnsp-1 — Togp2| + o + [Tnp1 — T
< k" ay — x| + EVPTR|my — o) 4+ .+ K@y — g
= (K"l B2 4 B oy — 2
=k"(kPP + kP2 4 L+ k4 1)|z — 2o
L

= K"|ay — wo| Y00y K< kM |my — wo| Yo K = 1-%

|x1 — o,

14



por ser k € [0,1). Por esto mismo,

lim (k") =0

n——+o00

y, en consecuencia, dado € > 0 existe n. € N tal que

n

1—-k

|Tm —xn| <€ si myn>n. = |1 — 20| <€ si n>ne.

Asi, sin > n, se tiene que
|Tpyp — 20| <€,

luego {x,} ~, es una sucesion de Cauchy en [a,b] y, por tanto, convergente en [a,b], es
decir, existe o € [a, b] tal que

a= lim =z,
n—-+o0o

Como f € C([a,b]) entonces se obtiene que

fla) = f( lim (v,)) = lim f(z,)=q,

n—-+o0o n—-+o0o

0 sea, o es el unico punto fijo de f. Finalmente, para cada n € N fijo hemos obtenido la

estimacion

Ln
|5(7n_xn+p| < |J71_=7:0|u peN.

—1-k

Haciendo tender p — +00, se obtiene la cota del error dada en .

Interpretaciéon geométrica 3.5 En la figura siguiente podemos observar las sucesivas itera-

ctones del método del Punto Fijo para la ecuacion

fl@)==
donde hemos supuesto que f € C([a,b]), que f' tiene signo constante y que

1f(x)] <1, x€]la,b]

15



Q

Figura 3.1: Método del punto fijo

Definicién 3.6 Sea {a,} -, C R una sucesidn convergente de manera que

l= lim a, y e,=la,—1], n>0.
n—-+4oo

La sucesion {a,},—, converge a l:

a) Al menos linealmente si existe M > 0 tal que

€n

<M, nelN

€n—1

b) Al menos cuadrdticamente si existe M > 0 tal que

€n
Zg;:;jg S;Ai, n € N.

16



Cuando se verifica que

. € . e
lim —— =0 o lim ——==0
n——+oo €n—1 n—-+oo (en—1>

se dice que el orden de convergencia de la sucesion {a,},., al es superlineal o supercuadrdtico.

Esto puede generalizarse a que la sucesion {a,} -, converge a l al menos con un orden de

convergencia B > 0 si existe M > 0 tal que se cumpla que

(&
n <M

m_ > n € N.

Proposicién 3.7 Si f : [a,b] — [a,b] es contractiva de constante k € [0, 1), entonces la sucesion

{z,},2, dada en converge, al menos linealmente, al inico punto fijo « de f en [a,b].

Demostracion. Denotando por

én=|rn—al, neN

donde « es el unico punto fijo de f, se tiene que

€n

en = |xy —al =|f(xn_1) — f(a)| < k|lzp1 —a| = ke = <k.

n—1

17



Capitulo 4

Estudio del método del punto fijo

En este capitulo se hard un estudio del método del punto fijo. Para la elaboracién de este
capitulo se han usado las notas del curso 3M234 del Laboratoire Jacques-Louis Lions de la Sci-

ences Sorbonne Université [4] [14].

Empezamos este capitulo con la siguiente proposicion:

Proposicién 4.1 Sea f una funcién de clase C' sobre un intervalo abierto (a,b), entonces f

es k-lipschitziana sobre un intervalo J C (a,b) si y sélo si |f'(x)| < k para todo x € J.

Consideremos ahora un intervalo abierto (a,b) y a € (a,b) un punto fijo de f (no
necesariamente unico en (a,b)), con f € Cl(a,b). Podemos distinguir varios casos

dependiendo de los valores de la derivada de f en a.

e Caso 1: |f'(a)] < 1.

En este caso, como f’ es continua, existe r > 0 tal que

/ / 1—|f'(« / 1L+ |f(«
poal<r = 1@ - el < O L) <p o TN
Para llegar al resultado anterior desarrollamos lo siguiente
/ / 1 - f/ o / / 1— f/ o
) - pe) < O S e e < T
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1— (@) +2f(e)

<S4 > fo)< 5

1+f’(a)<1+1
2 2

f'(x) < =1

De acuerdo con la proposicion anterior f es k-lipschitziana y por tanto contractiva en el
intervalo F' = [a—r,a+7r]. Para todo x € F'y teniendo en cuenta que f es k-lipschitziano,

se deduce
|f(z) —a| =|f(z) = f(a)| < klz —af <kr<r,

y en consecuencia f(F) C F. El teorema del Punto Fijo nos permite afirmar que para
todo g € F, la sucesién z,.1; = f(z,) converge a o con una velocidad de convergencia

geométrica:
o= ] = (5102) = H0)] < K = . < Kol ] < 1.

Decimos que el punto fijo «a es atractivo si el algoritmo converge para cualquier zy sufi-

cientemente proximo a a.

Caso 2: |f'(«)] > 1.
Supongamos, por ejemplo, que f’'(«) > 1. Utilizando la continuidad de f’ del mismo modo

que en el caso anterior, obtenemos que existe € > 0 tal que

1+ f'(a)

> 1.
2

lz—al<e = flx)>k:=
Por tanto, si x,, € [@ — €, a + €], tenemos
|Tni1 — o = [f(zn) — fa)] = Klzn — o

que demuestra que la sucesion x,, tiende a alejarse de a cuando estd suficientemente cerca
de ella, y que el algoritmo del punto fijo no converge en general a a. Se llega a la misma

conclusién si f'(a) < —1. Por lo tanto, decimos que el punto fijo « es repulsivo.
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e Caso 3: |f'(a)] = 1.

Este caso es ambiguo y no es posible llegar a una conclusion sobre la naturaleza del punto
fijo sin un examen mas detallado.

Consideremos por ejemplo f(x) = sin(z) cuyo tnico punto fijo es @ = 0 para el que
tenemos f’(a) = 1. Se trata de un punto fijo atractivo: dado que |sin(x)| < |z| para todo
x # 0, la sucesiéon {xn}::a es decreciente y minimizada por 0. Por lo tanto converge, y su
limite es 0 ya que es el inico punto fijo.

Consideremos por otro lado f(z) = sh(z) = (e* —e~*)/2 cuyo tnico punto fijo es también
a = 0y para el que también tenemos f'(«) = 1. Se trata de un punto fijo repulsivo: como

|sh(z)| > |z| para todo x # 0, la sucesién {z,} % se aleja de 0.

e Caso 4: f'(a) =0
Ya sabemos por el caso 1 que el punto « es atractivo y que el teorema del punto fijo se
aplica en un intervalo F' = [ — r,a + r]. En el caso en que f sea de clase C? en (a,b),
podemos mejorar la estimacién de la convergencia geométrica. En efecto, utilizando la

formula de Taylor-Lagrange al segundo orden escribimos, para todo x € F,

F() = f(0) + (0 = o) f'le) + 5z — 0 "(1) = Flo) + 3w — @) F"(1),

con t € (z,«). Observando

. "
M2 - r?eé},x|f (t>|7

tenemos

7)ol = () = Fe)] < e~ ol

y entonces si rg € F',

M. M. > /M 4
2, —al < <72\wn1 —oz\) < ( 2 &g — a!) <.

IN

2 2

2‘ ’ 2'IL
— Ty — &
92 0 )

M.
o finalmente planteando b := 727‘ y suponiendo My # 0

2 on
n—a) < b,
o, —al < 37
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Esta estimacion de convergencia se denomina cuadratica. En el caso en que M, = 0,
tenemos directamente x,, = « para todo n > 0. La convergencia cuadratica es mucho
mas rapida que la geométrica, pero es necesario suponer b < 1 lo que siempre es posible
eligiendo r suficientemente pequeno, o reiniciando la secuencia z,, a partir de un indice k

M; : . .
para el que 7|mk — a| < 1. En este caso decimos que el punto fijo « es superatractivo.
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Capitulo 5

El método de Newton

En este capitulo se desarrollara el método de Newton. Para la elaboracién de este capitulo

se ha usado el libro de Infante del Rio y Rey Cabezas [9].

Dada F' : [a,b] — R estamos interesados en encontrar un valor aproximado de las raices de

la ecuacion
F(z) =0 en [a,b].
Para ello, consideraremos una ecuacion de punto fijo equivalente a la anterior, es decir,
f(z) =z en [a,b].
La equivalencia anterior se da para cualquier funciéon f de la forma
flz)=2—2(x)F(z), € |a,b (5.1)
donde & : [a,b] — R es una funcién arbitraria tal que
(x) #0, z€la,bl.

Si «v es la unica raiz de F en [a, b], entonces « es el uinico punto fijo de f en [a,b]. Por tanto,
si la sucesion
xo € [a,b]  arbitrario

xn = f(xn_1), neN
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es convergente, tendra por limite el punto a. A continuaciéon, vamos a elegir la funcion @
de forma que la convergencia de la sucesién {z,},, sea, al menos, cuadritica. Haciendo un

desarrollo de Taylor obtenemos

F"(Bn-1)

Fla) = F(rp-1) + F'(xn_1)(a — zp—1) + 5 (a —z,1)* =0.
Si despejamos obtenemos
F(aan)(o— 0) = ~Flaan) — (o2
y podemos deducir que
O — Ty = —m (F(a:n_l) + %(a — xn_l)Q) : (5.2)
estando 3,_1 entre a y z,_1.
Por otra parte, teniendo en cuenta , tenemos
flan) =20 = 21 — B(@n-1) F(20-1),
lo cual nos permite deducir
Tyt — Tp = Dy 1)F(xp_1). (5.3)

Por consecuencia, la suma de las férmulas ((5.2) y (5.3)) determina que

1 e oy L FBa)
F’(xn_l)F( n-1) Fl(zp_1) 2

_ 1 F"(Bn-1) 5
oa—x, = (@(a:nl) — m) F(z,1) — m(a — Tno1)”

Asi pues, si existen m; > 0y My > 0 tales que

Q= Ty i+ Ty — Ty = — (=20 1)+ D(Tp1)F(2,_1),

|F'(z)] >my >0, x€[a,b] (5.4)
y
|F"(z)] < My, € (a,b) (5.5)
basta tomar
1
(x) = o) x € |a, b (5.6)



para que
€n M, M;
(6 1>2 ~ 2m1 == €n S 2_’[’)11(6”_1)2’ n €N (57)

y, por lo tanto, la sucesién {x,} -, tendrd, al menos, convergencia cuadratica. Es decir, susti-

tuyendo (/5.6 en ([5.1]) tenemos lo siguiente

F(x)
flz)=a— F(a)’ x € [a,b] (5.8)
a partir de la cual se obtiene el método de Newton
zo € [a, b] dado
F($n_1)
xn:xn_l—m, n € N.

Interpretacién geométrica 5.1 Una iteracion de este método consiste en tomar x,1 como
la interseccion o el punto de corte de la recta tangente a la grdfica de la funcion F' en el punto
x, con el eje de abcisas. De hecho, la ecuacion de la recta tangente a la curva y = F(x) en el

punto (x,, F(x,)) viene dada por
y = Flan) + F(en) (2 — 2n),
y la interseccion de esta recta con el eje de abcisas (y =0) es
F(x,) + F'(z,)(x — z,) =0,

de lo cual deducimos

y despejando obtenemos

=Ty — Z,
F'(z,)
y por tanto
T =Ty — Filn)’
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es decir, la iteracion siguiente x,.1 en el método de Newton.

Figura 5.1: Método de Newton

Para poder demostrar la convergencia del método de Newton se requiere la siguiente hipdtesis

sobre la funcién F : [a,b] — R:

[ Fec(ab),

o F(a)F(b) <0,
Hipétesis (H) =
F’ tiene signo constante en [a, bl

| F " tiene signo constante en [a, b].

Observacién 5.2 Son importantes las siguientes observaciones:
1. Toda funcion que verifique (H) tiene una unica raiz o en |a,b] que es simple.

2. Considerando las diversas posibilidades de los signos en (H), pueden presentarse cuatros

casos:
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([ F e (b)),

F(a) <0< F(b),
F'(z) >0, € la,b,
F'"(z) >0, x€ [a,b].

Hipdtesis 1 (H1) =

F € C*([a,b]),

F(a) <0< F(b),
F'(z) >0, x€|a,b,
F'"(z) <0, € [a,b].

Hipdtesis 2 (H2) =

F € C*([a,]),
F(a)>0> F(b),
F'(z) <0, x€la,b],
F"(z) <0, x€ [a,b].

Hipdtesis 3 (H3) =

F e C*([a,b]),

F(a) > 0> F(b),
F'(z) <0, € la,b,
F'"(z) >0, x€ [a,b].

Hipdtesis 4 (H4) =

\
Para demostrar la convergencia del método de Newton cuando F verifica la hipotesis

(H) podemos suponer que I verifica (H1). En efecto, la funcion

—F(—x),x € [=b,—a] si F verifica (H2),
G(z) = —F(x),z € [a,b] si F verifica (H3),
F(—x),x € [-b, —a] si F verifica (H}).
verifica (H1). Si la sucesion del método de Newton para G es convergente, también es

convergente para F' en cada uno de los tres casos.

Teorema 5.3 Si F verifica (H) y ¢ € [a,b] es el extremo de [a,b] tal que el signo de la funcion

F(c) sea el mismo que el de la funcion F"(c), entonces el método de Newton para F' con xy = ¢
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converge, al menos cuadrdticamente, a la inica raiz o de F' en |a,b].

Demostracion. Por la observacion 5.2 sabemos que F' tiene una unica raiz « en |a,b] y que

F werifica la hipdtesis (H1), por lo que ¢ =b. Vamos a probar, por induccion, que
zn € (a,b], mn>0.
i) Para n =0 sabemos que xo = b.

ii) Suponiendo cierto el resultado para n, es decir,
a<xz, <b,

vamos a demostrarlo para n + 1. Si desarrollamos por Taylor la funcion F tenemos

F// (ﬁn)
2

F(a) = F(z,) + F'(x,) (0 — x,) + (a—z,)>=0

para algin B, € (o, x,). Por la hipdtesis de induccion y (H1) sabemos que

F// )
(5 )(a —1,)% >0,
2
1y, por tanto,
F(x,) 4+ F'(xp)(a — z,) <O.
Ast,

o< Ty, — F/(xn> = Tp+1-

Ademds, como F'(x,) > 0 y por la hipdtesis de induccion F(z,) > 0, entonces

Tyl = Tp — F(2,) Tn < b, (5.9)

y, de esta forma se cumple

a < Tpip < b.
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Por otra parte, de se tiene que la sucesion {x,} ., C (o, b] es estrictamente

decreciente y acotada. Por consecuencia, existe

= lim z,.
n—-+oo

Ahora bien, la continuidad de la funcion f definida en (@ determina que

n—-+0o0o n—-+o0o

o0, lo que es lo mismo,

por lo que la unicidad de raices de F en |a,b] hace que f = «. Ademds, la hipdtesis (H1)
hace que se verifiquen las condiciones Y que implican la convergencia cuadratica

&

Ejemplo 5.4 Aprozimemos las raices reales de la funcion siguiente mediante el método de

Newton.
Flr)=2°+5r+8, xR
En primer lugar, se cumple que F € C*([a, b)),
F'(x) =52 +5=>5(xz*+1) > 0.

>0 st x>0,
F'(z) =202*S =0 si x=0,

<0 st z<0.

por lo que la funcion F es creciente en R, concava en el intervalo (—oo,0) y convera en el
intervalo (0, +00), siendo x = 0 un punto de inflexion de F.
Como, ademds,
F(-2)=-34<0, F(-1)=2>0 = F(-2)F(-1)<0
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y, por lo tanto, sabemos por el teorema de Bolzano que la funcion F tiene una unica raiz

a€ (—2,—1).

Por otra parte, como
F'(z) #0, z€R,
el teorema de Rolle garantiza que o es la unica raiz de la funcion en todo R. Puesto que

F'(z) >0, ze[-2—1]
F'(z) <0, ze[-2—1]

st consideramos xo = —2 entonces el método de Newton es convergente y el limite de la sucesion
Ty = —2
F(x, 1) 5+ 5T, +8  A(xd_, —2)
Tpn =Tpn—1— 75, — Tn-1— 4 = 4 ) neN
Frn) S(ap1 +1) 5(x, 1 +1)
es

Los primeros términos de la sucesion anterior vienen dados en la siguiente tabla:

n Xp
0 -2
1 | -1.60000000000000

-1.32236390595213
-1.16769339203490
-1.16703666447529
-1.16703618370190
-1.16703618370164

[ N N "V \V)

Observando estos valores, se puede apreciar el efecto de la convergencia cuadrdtica.
Proposicién 5.5 Sea F € C*([a,b]) y denotemos por
_ : / _ "
my = min [F(z)] y M= max |F"(z)|.

St my > 0 la sucesion del método de Newton verifica que
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F'(x)

f(@) = fla) =z~ e ,
) = fla) = 3o - aP L)

Entonces, obtenemos la estimacion

@) - )] < 22— ap)

2m1
Dado n € N, vamos a realizar lo anterior para la funcion F(z,). Si hacemos un desarrollo

de Taylor, obtenemos

" n—
F(z,) = F(zp-1) + Fl(xp_1) (2 — 1) + #(wn — Tp_q)?
)l -
— M(mn _ iUn—1)2
2
con Pn_1 entre T,_1 Y Tpn, Ya que

F(ZEn_l)

‘%‘TL - xnfl - F/({L'n_1>

Por tanto,
M.
|F(x,)] < 72|xn — 2] (5.10)

Como, por otra parte,
|E(zn)| = |F(2n) = Fa)| = [F'(vp)||l2n — af =2 ma|z, —af,

entonces, a partir de , se verifica que

F(x, M.
el Moy
mi 2TTI,1

|z —af <
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Capitulo 6

Variantes del método de Newton

En este capitulo se desarrollaran las variantes del método de Newton. Para la elaboraciéon

de este capitulo se ha usado el libro de Infante del Rio y Rey Cabezas [9].

Nuestro objetivo sigue siendo resolver la ecuacién
F(z) =0 en [a,b].

Sabemos que bajo el método de Newton, la convergencia es al menos cuadrética. Sin em-

bargo, una posible desventaja es que en las sucesivas iteraciones hay que evaluar la derivada de F'.

En esta seccién consideramos algunas variantes de este método que “sustituyen” la derivada
de F' por algo menos costoso de calcular. De esta manera, la convergencia es mas lenta pero las

iteraciones son mas sencillas.

En particular, estudiaremos las siguientes variantes del método de Newton:

e Método de Whittaker.
e Método de las cuerdas.
e Método de la secante.

e Método de la Falsa Posicién (o Regula Falsi).
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6.1 Meétodo de Whittaker

En este método tomamos, en lugar de F’(x), un valor constante A # 0. A partir de (5.6)),

sustituimos la derivada por A

flx)=oz— , € |a,b (6.1)

a partir de lo cual se obtiene el método de Whittaker

zo € [a, b] dado
F(.??n,l)

xn:xn—l_T7 n €N

Interpretacion geométrica 6.1 La ecuacion de la recta con pendiente \ que pasa por el punto

(T, F(z,)) es de la forma
y = F(on) + Mo — ),

y la interseccion de esta recta con el eje de abcisas (y = 0) es
F(z,) 4+ ANz —x,) =0,

F(z,) = =Xz — z,),

esto es, la iteracion siguiente x, 1 en el método de Whittaker.
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QT2 T To b

Figura 6.1: Método de Whittaker

A continuacion, haremos la comprobacion de la convergencia de este método bajo las mismas

hipotesis que en el método de Newton.

Teorema 6.2 Si F verifica la hipdtesis (H), ¢ € [a,b] es el extremo de [a,b] tal que el signo de

la funcion F(c) sea el mismo que el de la funcion F"(c) y A € R\ {0} verifica que
signo\ = signoF’ y |\ > |F'(¢c)|,

entonces el método de Whittaker para F con zo € [a,b] arbitrario converge, al menos lineal-

mente, a la inica raiz « de F en |a,b].

Demostracion Por la observacion 5.2 sabemos que F' tiene una tnica raiz a en |a,b] y que

F werifica la hipdtesis (H1) por lo que ¢ =b. Por lo tanto,
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A > F'(b) > 0.

Vamos a demostrar que la funcion verifica las hipotesis del teorema del Punto Fijo,

teniendo en cuenta que f € C?*([a,b]) por serlo también F:

a) f([a,b]) C [a,b]. Como F" >0 en [a,b], la funcién F' es estrictamente creciente en [a,b].

Por tanto,
0< Fl(z) < F'(b) <\, x€]a,b,

lo que implica que

F'(x) _ A — F'(x) >0
A A -

fl(x)=1- x € [a,b]. (6.2)

Por lo tanto, deducimos que la funcion f es creciente en [a,b]. En concreto,

fla) < f(z) < f(b), z€la,b]

ya que F(a) <0 < F(b) y A > 0. Asi, se verifica que
f(la, b)) C (a,b) C |a,b].
b) f es contractiva en |a,b]. Para ello vamos a probar que existe k € [0,1) tal que
lf'(x)| <k, x€l]a,b.
Como

fx) = —F///\@) <0, x€la,b]

entonces la funcion f' es estrictamente decreciente en |a,b]. Mediante , llegamos a

que

b= max [£/(@)] = max f/(@) = () = 1 - T

<1
a<lz<b a<lz<b A
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Por tanto, aplicando el teorema 3.4 se tiene que v (que es la tinica raiz de F' en [a,b] y el
inico punto fijo de f en |a,b]) se obtiene como limite de la sucesion dada por
zo € [a,b] arbitrario
F(xnfl)
)\ Y

Ademds, por la proposicion 3.7, sabemos que la convergencia de la sucesion es, al menos,

Ty = Tp_1 — n € N.

lineal.

6.2 Meétodo de las cuerdas

En este método, en lugar de F'(x), tomamos la funcién

F(c) — F(x)

b
P z € |a,b],

siendo ¢ uno de los extremos del intervalo [a,b]. A partir de (5.6)), tenemos

(z) = Flo —F@)’ x € [a,b]
y sustituyendolo en tendriamos
flz)=2— %(C—x), x € [a,b]

a partir de la cual obtenemos el método de las cuerdas

zg € [a,b] dado
F(In—l)

F@y—F@%Q@_xwﬂ7neN.

Tp = Tp-1 —

Interpretacion geométrica 6.3 Tomando ¢ = b, la ecuacion de la recta que pasa por los
puntos (x,, F(z,)) y (b, F(b)) quedaria
F(b) — F(zn)

y=F(z,) + T—

(l’ - ZEn>,

y la interseccion de esta recta con el eje de abcisas (y =0) es

F(b) = F(xn)

F(x,
() + =

(l’—l’n) = 07
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F(an) —x)) =T, —
F(b) — F(x,) (b =) S
— F(x,) .
T T T E = Bl )

es decir, la iteracion siguiente x,.1 en el método de las cuerdas.

Figura 6.2: Método de las cuerdas

A continuacion, haremos la comprobacion de la convergencia de este método bajo las mismas

hipétesis que en el método de Newton.

Teorema 6.4 Sea F' verificando la hipdtesis (H), ¢ € [a,b] el extremo de |a,b] tal que el signo

de la funcion F(c) sea el mismo que el de la funcion F"(c) y d el otro extremo del intervalo
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la,b]. Entonces el método de las cuerdas para F' con xq = d converge, al menos linealmente, a

la inica raiz o de F en |a,b.

Demostracion. Por la observacion 5.2 sabemos que F tiene una unica raiz « en [a,b] y que

F werifica la hipdtesis (H1) por lo que ¢ =b y d = a. Comprobemos, por induccion, que
Ty € [a,a), n>0.
i) Para n =0 sabemos que o = d = a.
ii) Suponiendo cierto el resultado para n, es decir,
a<x, <« (6.3)

vamos a demostrarlo para n+ 1. Al ser F' > 0, la funcion F es estrictamente creciente

en [a,b] y, por tanto,

F(a) < F(z,) < F(a) =0.

De esta forma, como

F(b)—F(azn)>—F(asn)>O y b—z,>b—a>0 (6.4)
entonces
F (.rn)
— 77 (p—= > q. .

La hipotesis

F'(z) >0, x€a,b

determina que la funcion F es convexa en el intervalo [a,b]; asi, en particular, la grifica

de F' en [x,,b] queda por debajo de la cuerda de ecuacion
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que une los puntos (x,, F(x,)) y (b,F(b)). De esta forma, evaluando en el punto

a € (x,,b) se tiene que

de donde obtenemos que

m(b - ill'n) = Tpyt1-

a > x, —
Por tanto, por , la sucesion {x,}. =0 es estrictamente creciente y, ademds,
a=1x0< Tp <Tpy1 <a<b néeN, (6.6)

luego existe B € |a,a] tal que

= lim z,.
n—+oo

Como F € C(la,b]) y

F(In—l)
F(b) — F(x, — 1)

Lp = Tp-1 —

(b-%n_1>, neN

haciendo tender n — 400, se obtiene que

()

525—m(b—5);
FB) .
7o) - Fip) " =0

de donde se concluye que F(B) = 0 ya que, por , sabemos que  # b. De esta forma, por

la unicidad de raices de F' en [a,b] se llega a que B = a.

Finalmente, utilizando Y , para todo n € N, se tiene que
0>xp1 —a>z, —a.

Por tanto
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eni1 = |Tni1 — o < |z, — | = e,
de donde se deduce la convergencia, al menos lineal, del método.

Ademas se tiene el siguiente resultado respecto a la estimacion del error:

Proposicién 6.5 Sea F' verificando la hipdtesis (H) y denotemos por

my = min [F'(z)] y M; = max |[F'(z)|. (6.7)

a<z<b a<z<b
La sucesion del método de las cuerdas comenzando en xo = d verifica que

Ml—ml

ma

|z, —a| < |z, — xp_1], n€N. (6.8)

Demostracion. De nuevo, por la observacion 5.2, F tiene una unica raiz « en [a,b] y, ademds,

verifica la hipdtesis (H1) por lo que ¢ = b y d = a. Para cada n € N, por el teorema del Valor

Medio, se verifica que

F(a) = F(ta1) = F'(Buct) (@ = 20mt) con Buy € (2,1, 0)

F(b) — F(xy_1) = F'(vp_1)(b—xp_1) con v,_1 € (Ty_1,b).

De esta forma, como F(a) =0, se tiene que
F(b) — F(Q?n,l)

b— Tn—1

= F'(vp_1)(Tn — Tp_1).

F'(Bp1)(a = xp1) = —F(xp-1) = (T — Tn-1)

Como la funcion F' es positiva en [a,b] entonces
. F,('Unfl)
F/(ﬁnfl)

a—Tpq (Tn, — Tp_1)

1y, por tanto,
F'(v,-1)

P 1) =)

a—%r4a—%4yuaq—%g_<

_Fln) =P

Fl(ﬁn—l)
Tomando valores absolutos se concluye, a partir de , el resultado .
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6.3 Meétodo de la secante

En este método la derivada es discretizada mediante la férmula de derivacién numérica mas

simple, la de dos puntos. Es decir, en lugar de F”(x,_1) tomamos el siguiente cociente

F(zn-1) — F(2,-2)

Tp—1 — Tp-—2

A partir de ([5.6)), tenemos

y obtenemos asi el método de la secante

To, 1 € [a,b] dados
F<xn71)
F(x,—1) — F(z,_)

Tp = Tp-1 — (xn—l - l’n_Q), n > 2.

Interpretaciéon geométrica 6.6 La recta que une los puntos (x,_1, F(x,_1)) y (zn, F(2,))
viene dada por

F(x,) — F(z,-1)

Tpn — Tp—1

y = F(wn) + (@ = ),

y la interseccion de esta recta con el eje de abcisas (y =0) es

F(xn) - F(xn—l)

F(x,) + P—— (x —z,) =0,
Fla) = -T2 )y,

F(z,) — F(zp_1

X=Xy — >(In—$n—1),

es decir, la iteracion siguiente x,.1 en el método de la secante.
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Figura 6.3: Método de la secante

A continuacién se demostrara que, de todas las variantes del método de Newton, el método

de la secante es el que converge mas rapido.
Proposicién 6.7 Si F € C?([a,b]) y denotamos por
én=|zpn—al, n>0

siendo o una raiz de F' en |a,b|, entonces

My
en < o€ 1€p2, N> 2 (6.9)
2m1

stendo

my = min |F'(z)] y My = max |F"(z)|.

a<z<b a<z<b

Por tanto, cuando el método secante converge, se verifica que

. €n
lim =0,
n—+00 €,_1q
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que sabemos por la definicion 3.6 que la convergencia es superlineal.

Demostracion. Por definicion se tiene que

= (@ — n1) (1 -

Teniendo en cuenta que

F(x,_9) — F(z,_
F[xnflyxan] - ( T 22 S <1 1)7

podemos deducir

1
a—x, =(a—x,1) <1 — Flz,-1,0q]

(= 20)(Fltn2s o] = Flitn, o)

Teniendo en cuenta las diferencias divididas

F[xn—h xn—Q] '

F[%‘; Litls ey $i+m71] - F[%H,xwz, ey $z’+m]

F[xi’xi+1’ '--7$i+m] = - -
i Li4m

se tiene que

F['Tnf% xnfl] - F[xnfh Oé]

?

1

a—x,=—(a—xy_1) (@ —xy_2) " -
n—2 =

F[xnf% Tn-1, Ck]

=—(a—zp1)(—Ty2)

Ahora usando la propiedad

F*(8,)
F m—ky *m—(k—=1)y «-+5 Lm; = T 1\
[Tt T (1) oo T T (k+1)!
determina la existencia de B, y B tales que
F// .
a—x,=—(a— 2, 1)(a— 1T, 9) ZF(’(ﬁB))

siendo k =1 y de donde, tomando valores absolutos, se obiente .
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6.4 Meétodo de la Falsa Posicion (o Regula Falsi)

Este método es una variante del método de Newton, pero también puede interpretarse como
una generalizacion del método de la biseccién. Para poder aplicarlo, es necesario que la funcion
F € C([a,b]) y no es necesario que F' sea concava o convexa en [a,b] (en este caso coincidiria

con el método de las cuerdas).
Consideremos F' € C([a,b]) con F(a)F(b) < 0 de forma que existe una tnica raiz a € (a, b)

tal que F'(a) = 0. La ecuacién de la recta que une los puntos (a, F'(a)) y (b, F'(b)) viene dada

por

y la interseccién de dicha recta con el eje de abcisas (y = 0) es

Fla) + W(u@ —a) =0,
)= - PO )
F(b;F Eajv(a) (b-a)=a-u,
rear F(b)FECL}(a) (b-a),
e igualamos el resultado anterior a ¢
x:a—%(b—@:c.

Al igual que con el método de la biseccién, tomamos

ap=a, by=c si F(a)F(c) <0
ap=c, by=>b si F(c)F(b) <0.

La siguiente iteracion se obtendria aplicando la misma estrategia al intervalo [ay,b1] y, asi,

sucesivamente.
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Figura 6.4: Método de la Falsa Posicion
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Capitulo 7

Programacion con Matlab

Matlab es una plataforma de programacion y calculo numérico utilizada para analizar datos,

desarrollar algoritmos y crear modelos. Algunas de las caracteristicas de Matlab son:
e La programacién es mucho mas sencilla.
e Hay continuidad entre valores enteros, reales y complejos.
e La amplitud del intervalo y la exactitud de los nimeros es mayor.
e Cuenta con una biblioteca matematica amplia.
e Abundantes herramientas graficas.
e Capacidad de vincularse con los lenguajes de programacién tradicionales.
e Transportabilidad de los programas.
Algunas de sus desventajas son:

e Necesita de muchos recursos de sistema como son Memoria, tarjeta de videos,... para

funcionar correctamente.
e El tiempo de ejecucion es lento.

e No genera codigo ejecutable.
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e Es caro.

En este capitulo hemos desarrollado los programas con Matlab de los tres métodos
numéricos mas importantes: el método de Biseccion, el método de punto fijo y el método de

Newton. Para ello hemos usado los apuntes de Echevarria [5] y el libro de Infante del Rio y Rey

Cabezas [9].

7.1 Meétodo de Biseccion
Sea F' € C([a,b]). Sea « la tinica raiz de
F(z)=0 en [a,b].
Algoritmo de biseccion

a) Datos de entrada: a, b, ¢ > 0, y error > 0.
Hacer e = (b — a)/2 y definir n = 0.

b) Calcula aprox = ¢ ; b.

b.1) Si |e| < error o |F(aprox)| < e, parar y devolver aprox como aproximacion de la

solucion y n como el niimero de iteraciones necesarias.
b.2) Si F(a)F(aprox) < 0, hacer b = aprox.

b.3) Sino, hacer a = aprox.
c) Hacer e = ¢/2, n =n+ 1y volver al paso b).

Programa en Matlab

El programa Biseccion(F,a,b,epsilon,error) devuelve una aproximacién aproz de la tinica
raiz. « de la funcién F en el intervalo [a, b] y el nimero de iteraciones n necesarias para obtener
dicha aproximacién. Se detiene el algoritmo si |F'(aprox)| < epsilon o si |aprox — «| < error,

donde aprozr y n son los argumentos de salida del programa.
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function [aprox,n] = Biseccion(F, a, b, epsilon, error)

Fa

F(a);

Fb = F(b);
if ( FaxFb > 0 )
error(‘No se cumplen las hipétesis del Teorema de Bolzano’);

end

e = (b-a)*0.5;
aprox = (atb)*0.5;

n=0;

while ( abs(e) >=error )
Faprox = F(aprox);
if ( abs(Faprox) < epsilon )
return
end
if (Fa*Faprox > 0)
a = aprox;
Fa = Faprox;
else
b = aprox;
Fb = Faprox;
end

aprox = (at+b)*0.5;

e ex0.5;

n n+1;

end
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Al ejecutar el programa del método de biseccién para la funcién F(x) = sen(z) — 0.4 en el
intervalo [0, 1] con un error inferior a 107, obtenemos que la aproximacién obtenida es 0.411560

siendo necesarias 13 iteraciones. En la siguiente figura ilustramos la aproximacion obtenida.

0.5

0.4 r
031
0.2r

0.1r

0.1+
0.2+

-0.3r

-0.4

Figura 7.1: Ilustracién de la aproximacién de la solucién de F(z) = sen(z) — 0.4 mediante el

método de biseccién con un error inferior a 1076.

7.2 Meétodo de Punto Fijo

Sea I’ € C([a,b]). Sea « la tnica raiz de
F(x)=0 en [a,b] <= z=f(x) en [a,b].
Algoritmo de punto fijo
a) Elegir zo € [a,b] y € > 0. Definir n = 0.
b) Dadosn >0y x,.

b.1) Calcular z,11 = f(x,).

b.2) Si |z, — x,| < e, parar y devolver x,,; como aproximacién.
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b.3) Hacer n = n + 1 y repetir el paso b).

Programa en Matlab

El programa PuntoFijo(f,xcero,epsilon,N) devuelve una aproximacion aproz de un punto
fijo de f(x), es decir, una solucién de x = f(z), donde xcero es el dato inicial y N es el nimero
de iteraciones a realizar. Se detiene el algoritmo si |z,41 — x,| < epsilon, donde aprox es el

argumento de salida del programa.
function [aprox] = PuntoFijo(f, xcero, epsilon, N)

aprox= XCero;
for k=1:N
x0=aprox;
aprox=f (aprox) ;
if ( abs(aprox-x0) < epsilon )
return
end

end

Al ejecutar el programa del método de punto fijo para la funcién F(z) = e~* — x con dato
1
inicial xo = 3 y 22 iteraciones, obtenemos que la aproximacién obtenida es 0.5671. En la

siguiente figura ilustramos la aproximacién obtenida.
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f(x)

18r *  aprox| |

16+

14r

12+

0.8

0.6 -

0.4+

0.2

Figura 7.2: Tlustracién de la aproximacién de la solucién de F(z) = e™* — z, donde f(z) = e™*,

mediante el método de punto fijo.

7.3 Meétodo de Newton

Sea F' € C([a,b]). Sea « la tinica raiz de
F(z)=0 en [a,bl.
Algoritmo de Newton
a) Elegir xy € [a,b], >0y e > 0.

b) Dados n >0y z,.

f'(@n)

b.2) Si |x,11 — x,| < d 0 bien |f(x,11)| < €, parar y devolver z,,1; como aproximacion.

b.1) Calcular z,1 =z, —

Programa en Matlab

El programa Newton(F,dF,xcero,delta,epsilon,N) devuelve una aproximacién aprox de
la solucién de F(z) = 0, donde dF es la derivada de F', zcero es el dato inicial y N es el

nimero maximo de iteraciones a realizar. Se detiene el algoritmo si |z,11 — z,| < delta o bien
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si |F'(aprox)| < epsilon, donde aprox es el argumento de salida del programa.

function [aprox] = Newton(F, dF, xcero, delta, epsilon, N)

aprox= Xcero;
for k=1:N;
x0=aprox;
aprox=aprox-F (aprox) /dF (aprox) ;
if ( abs(F(aprox))<epsilon)| (abs(aprox-x0) < delta )
return
end

end

Al ejecutar el programa del método de Newton para la funciéon F(x) = x — 1.3sen (z) con
dato inicial o = 0.2 y 3 iteraciones, obtenemos que la aproximacién obtenida es 2.8886 x 1076.

En la siguiente figura ilustramos la aproximacién obtenida.

0.15

0.1

0.05

-0.05

0.1+

-0.15

Figura 7.3: Ilustracién de la aproximacién de la solucion de F'(z) = x — 1.3 sen (z) mediante el

método de Newton.
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Capitulo 8

Conclusiones

En este capitulo se desarrollaran las conclusiones a las que hemos llegado durante el de-
sarrollo de este Trabajo Fin de Grado. Nos centraremos en los inconvenientes que tienen los
métodos estudiados y en el uso de estos métodos en Estadistica. Para ello, se han usado los

apuntes de Hernandez [§] y el articulo de Salazar et al. [15].
Fallos de los métodos iterativos

Los métodos iterativos proporcionan una manera facil de encontrar las raices de funciones
continuas al generar sucesiones de puntos que convergen a la raiz deseada. Sin embargo, este
no es siempre el caso. De los métodos mostrados, solo el método de biseccion garantiza la con-
vergencia. Esto se debe a que su desarrollo se basa en el concepto de completitud de R. Por lo
tanto, siempre es una buena practica acotar el intervalo en el que se encuentra la raiz a través

de algunas iteraciones por biseccién, para luego proceder a uno de los otros métodos.

Cuando se introdujo el método del punto fijo, se cumplieron ciertas condiciones para asegurar
la convergencia de las secuencias iterativas. Sin embargo, la principal dificultad radica en como

construir la funcién iterativa f(z), ya que podemos despejar de diversas formas.

Ejemplo 8.1 Sea F(x) = —22? + 3z + 1. Existen varias opciones para crear f(z):
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2x2 — 1
o I =

3
3r+1
e I =
2
—1
o r— ——
—2r+3
1+ 3z
e I =
2z

o r =212 —2x—1

23
:L‘:
3r+1

También el método de Newton puede fallar de varias formas. Una de ellas es cuando ocurre
la finalizacién prematura, es decir, cuando para algin z,, se cample que F’(z,) = 0. Algebraica-
mente es imposible dividir por cero, pero geométricamente se trata de una recta tangente a la
curva que es paralela al eje de abcisas. Otro de los fallos que puede tener este método es que
la secuencia de iterados {z,} se aleje cada vez mas de la raiz o. La ultima de las formas en
las que este algoritmo puede fallar al buscar una raiz es cuando el proceso iterativo genera una
sucesién oscilante. En este caso, Fl(r) = 2° — 22+ 2; 29 = 0; 1y = 1 y 29 = 0 = @0, con lo que

el proceso iteraitvo no termina nunca.

Métodos numéricos en Estadistica

La estadistica se ha convertido en una herramienta fundamental de la investigacién cientifica
y empirica en todas las areas de la ciencia, tanto social como técnica. La estadistica se enfoca

de lleno en el gran problema de tomar decisiones correctas.

Un estudio realizado en la Facultad de Informatica y Electronica de la Escuela Superior
Politécnica del Chimborazo en Riobamba Ecuador, encontré que el uso de tablas de valores de
distribucion de muestreo para hacer Inferencia Estadistica dificultaba la redacciéon del trabajo de

fin de grado por parte de los estudiantes de pregrado y postgrado. Para encontrar los intervalos
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de confianza, se limitan a usar valores que se encuentran en los libros, lo cual es un inconve-
niente ya que al desarrollar temas destinados a automatizar y medir las caracteristicas de calidad
de procesos reales, no encontraban los valores necesarios para tomar una decisiéon. Entonces,
se pensd que los métodos numéricos podrian usarse para crear un Programa Informatico que
simularan un analisis estadistico para la comprobacién de hipdtesis. Esto permite a los
estudiantes tomar decisiones rapidas y eficientes sin necesidad de asesoramiento y sin mucha
dificultad. Ademads, otro problema al que se podrian enfrentar los estudiantes de la catedra
de métodos numéricos es la aplicacion practica de estos métodos, lo que puede tener un im-
pacto significativo en el proceso educativo en este campo. Es importante mencionar que antes
de embarcarse en este proyecto, se buscaron herramientas informaticas que ayudaran a probar

hipétesis, pero no se encontré ninguna que se ajustara perfectamente a la realidad.

La Inferencia Estadistica es la parte de la estadistica matematica que se encarga del estudio
de los métodos para la obtencién del método de probabilidad que sigue una variable aleatoria de
una determinada poblacion, a través de una muestra obtenida de ésta para poder sacar conclu-
siones. Para poder resolver el problema de Inferencia Estadistica es necesario calcular raices de
ecuaciones integrales de una alta complejidad, por lo cual afrontaremos el problema utilizando

técnicas de integraciéon numeérica y técnicas para hallar raices de ecuaciones.

Para hallar las raices de ecuaciones contamos con varios métodos numéricos como el método
de la biseccion, el método de Newton, el método del punto fijo, etc., cada uno de ellos tienen
ventajas y desventajas como vimos anteriormente. En el proyecto no se utilizé el método de
Newton por la complejidad de las ecuaciones, por lo que optaron por el método de la biseccién

ya que se dedujo que encontraba las soluciones en un tiempo aceptable y con un error minimo.

Por tanto, se creé el SIAE (Sistema Informético para el Andlisis Estadistico) que es un
sistema que permitira a los estudiantes notar las aplicaciones de los métodos numéricos y a
desarrollar su capacidad cientifica en el campo de la Inferencia Estadistica. Ademas, se pudo

observar que los métodos numéricos se pueden combinar para resolver problemas mas complejos.
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