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Resumen

El análisis matemático, también conocido como cálculo, es una rama fundamental de las

matemáticas que se centra en el estudio de algoritmos para poder resolver problemas matemáticos

como es encontrar soluciones a las ecuaciones de la forma F (x) = 0.

En una gran variedad de situaciones nos encontramos con la dificultad de hallar las ráıces

de una ecuación. Los métodos iterativos nos ayudaran a resolver este problema. Los métodos

matemáticos son técnicas que permiten resolver de forma aproximada problemas matemáticos es-

timando el error cometido. Algunos de los métodos más utilizados son el método de la Bisección,

el método del Punto Fijo, el método de Newton, etc. En este sentido, en este trabajo haremos

un estudio detallado de estos métodos numéricos y sus variantes.

Abstract

Mathematical analysis, also known as calculation, is a fundamental branch of mathematics

that focuses on the study of algorithms to solve mathematical problems such as finding solutions

to equations of the form F (x) = 0.

In a wide variety of situations we encounter the difficulty of finding the roots of an equation.

Iterative methods will help us to solve this problem. Mathematical methods are techniques

that allow us to solve mathematical problems in an approximate way by estimating the error

made. Some of the most commonly used methods are the bisection method, the fixed point

method, Newton’s method, etc. In this sense, in this paper we will make a detailed study of

these numerical methods and their variants.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Los siglos XVII y XVIII aceleraron el desarrollo de las matemáticas en varios campos de

estudio. Durante este peŕıodo, gracias al trabajo separado de Newton y Leibniz, nació el cálculo

infinitesimal e integral.

En sus primeras décadas no teńıan una base firme, pero se entend́ıan como un conjunto de

reglas con distintas caracteŕısticas algoŕıtmicas, lo que justificaba el término “cálculo”: cálculo

diferencial, cálculo integral y cálculo de variaciones.

A mediados del siglo XIX, Riemann publicó su teoŕıa de la integración. En el último ter-

cio del siglo XIX, Weierstrass lideró la aritmética del análisis, consideró que el razonamiento

geométrico era erróneo e introdujo la definición de Ĺımite.

Hacia finales del siglo XVIII, algunos matemáticos expresaron algunas dudas sobre el pro-

greso futuro de las matemáticas. La dificultad de los problemas a resolver, la variedad de métodos

utilizados, una falta casi total de técnicas y métodos para simplificar las investigaciones y la

búsqueda de soluciones. Estos factores crearon un estado de ánimo un tanto pesimista.

Pero no todo era pesimismo. Condorcet afirmaba que el estado de las ciencias se encontraba

en sus comienzos.
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Aśı, con la aparición de nuevas aplicaciones en las que trabaja el análisis matemático y otras

áreas de esta ciencia, el análisis empieza a especializarse en anális real, análisis funcional, análisis

armónico, análisis complejo y análisis numérico. Por esta razón, el estudio de algoritmos para

problemas matemáticos se denomina “Análisis Numérico”. Un algoritmo es un procedimiento

que describe un conjunto finito de pasos que deben realizarse en un orden espećıfico.

El análisis numérico está impulsado por la necesidad de precisión en el cálculo de resulta-

dos exactos, entre otras cosas, para resolver situaciones en f́ısica y astronomı́a. La aplicación a

problemas del mundo real destaca la importancia de esta ĺınea de trabajo, basada en

aproximaciones cada vez más precisas, obtenidas con diferentes métodos de aproximación a

puntos determinados.

La necesidad de precisión une a las matemáticas y las computadoras (ordenadores) en esta

important́ısima tarea para el avance del trabajo matemático aplicado en los más diversos cam-

pos de la ingenieŕıa y la f́ısica.

El desarrollo de software es esencial para comprender el análisis numérico. Matlab, por

ejemplo, es un hito fundamental destinado a promover el soporte para el análisis numérico. Se

desarrolló originalmente con fines educativos, pero rápidamente ganó notoriedad entre los cient́ıficos

e ingenieros como una herramienta esencial para la computación cient́ıfica. El sistema da acceso

a algoritmos más eficientes con unas pocas ĺıneas de código, lo que permite a los expertos cen-

trarse en la esencia matemática del problema. Para comprender su importancia, muchos de los

cálculos para el diseño de los transportadores espaciales de la NASA se realizan en este software.

El objetivo de este trabajo es desarrollar uno de los problemas clásicos de las matemáticas

desde siglos, como es encontrar solución a las ecuaciones de la forma F (x) = 0.

2



En una gran variedad de situaciones surge el problema de hallar las ráıces de una ecuación.

Lo que no es una tarea sencilla, ya que por ejemplo, para ecuaciones como e−x−2x = 0 podemos

demostrar que tienen ráıces reales pero no existe un método para calcularlas de forma exacta.

Este tipo de argumentos nos conducen al estudio de métodos iterativos para el cálculo de las

ráıces de una ecuación.

Los métodos numéricos son técnicas matemáticas que permiten resolver de forma aproxi-

mada problemas matemáticos estimando el error cometido. Los métodos numéricos son en la

actualidad herramientas informatizadas y fundamentales capaces de resolver problemas prácticos

en todas las áreas de la ciencia, ya sean sociales o técnicas. El aprendizaje de los métodos

numéricos es muy importante para que los estudiantes exploren algoritmos que les permitan en-

contrar soluciones aproximadas con el mı́nimo error y observar una amplia gama de aplicaciones

en diversos campos del conocimiento.

Trabajaremos en el siguiente marco:

Definición 1.1 Sea F : I ⊂ R → R. Un punto α ∈ I será una ráız de la ecuación F (x) = 0

en I si F (α) = 0.

Supondremos que la ecuación F (x) = 0 tiene las ráıces asiladas, lo que quiere decir que en

un mismo entorno existe únicamente una ráız de la ecuación.

Vamos a considerar dos etapas en el cálculo aproximado de las ráıces asiladas reales de la

ecuación

F (x) = 0 en [a, b]. (1.1)

a) Separación de ráıces: se establecen subintervalos de [a, b] que contengan una y sólo una

ráız de la ecuación (1.1). Para ello, las herramientas fundamentales van a ser el teorema

de Bolzano (para asegurar la existencia de ráıces) y el teorema de Rolle (para acotar el

número de ráıces que puede haber).
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Bernhard Bolzano fue un matemático y filósofo checo nacido en 1781. En 1796, empezó

sus estudios de Filosof́ıa y Matemáticas en la Facultad de Filosof́ıa en la Universidad de

Praga. Completó sus estudios con Teoloǵıa y fue nombrado sacerdote en 1805, mismo año

en el que fue designado como profesor de filosof́ıa de la religión en la misma universidad

en la que estudió. Publicó obras muy importantes como “Una Prueba Pura Anaĺıtica”

(1817), conocida a d́ıa de hoy como el teorema de Bolzano, “Athanasia o pruebas de la

inmortalidad del alma” (1827), “Tratado de la Ciencia de la Religión” (1834), “Teoŕıa de

la ciencia” (1837) y “Paradojas de lo infinito” (1851).

Figura 1.1: Bernhard Bolzano

Teorema 1.2 (Teorema de Bolzano) Sea F ∈ C0([a, b]) y F (a)F (b) < 0, entonces

existe al menos un punto α perteneciente al intervalo (a, b) tal que F (α) = 0.

Si se cumplen las hipótesis del teorema de Bolzano, quedará demostrada la existencia de

alguna solución. Además, si la función es siempre creciente o siempre decreciente en el

intervalo de estudio, quedará demostrada que esta solución es única.

Michel Rolle fue un matemático francés nacido en 1652. No tuvo una gran formación

académica, sino que fue un matemático autodidacta. Publicó “Tratado de Álgebra” en

el cual expuso un método de resolución de determinados tipos de ecuaciones e inventó la

notación para representar la ráız n-enésima de un número x. Mantuvo diversos debates

4



sobre los principios del cálculo diferencial. Se dedicó mayoritariamente a la teoŕıa de

ecuaciones, gracias a este dominio publicó el teorema de Rolle (1691). Se dio a conocer en

1682 cuando resolvió un problema propuesto por el matemático Jacques Ozanam.

Figura 1.2: Michel Rolle

Teorema 1.3 (Teorema de Rolle) Sea F ∈ C[a, b] y F diferenciable en (a, b). Si

F (a) = F (b), entonces existe al menos un punto α perteneciente al intervalo (a, b) tal

que F ′(α) = 0.

Si se cumplen estos axiomas en el intervalo [a, b], entonces habrá un punto dentro de dicho

intervalo donde la recta tangente a la función sea paralela al eje de abcisas. La pendiente

de la recta tangente en el punto α de la función F será la derivada en ese punto, es decir,

m = F ′(α). Si F ′ sólo se anula en n puntos la función F tendrá, a lo sumo, n+ 1 ráıces.

Si F ∈ C2([a, b]) es tal que F ′′ tiene un signo constante en [a, b] entonces F tiene, a lo

sumo, dos ráıces reales en [a, b].

b) En cada uno de estos intervalos se calcula la ráız α de la ecuación mediante un método

iterativo como ĺımite de una sucesión {xn}∞n=0 que converge a α. De esta forma, deberemos

tomar como aproximación de la solución α un elemento xn de la sucesión próximo a ella.

Completaremos el trabajo estudiando los métodos más utilizados para resolver este tipo
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de problemas. Uno de ellos será el método de Newton.

Isaac Newton fue un matemático y f́ısico inglés nacido en 1642. En 1661, ingresó en el Trinity

College de la Universidad de Cambridge, donde estudió matemáticas. Alĺı mismo le nombraron

becario en 1667. A partir de 1668 fue profesor. Newton se dedicó al estudio e investigación de los

últimos avances en matemáticas y a la filosof́ıa natural. Fue conocido por sus descubrimientos

en óptica y matemáticas, aunque lo es sobre todo por su formulación de las leyes del movimiento

que se convirtió en la ley de la gravitación universal.

Figura 1.3: Isaac Newton

En el Caṕıtulo 2 estudiaremos el método de Bisección. Los Caṕıtulos 3 y 4 están dedicados

al método del punto fijo, y el Caṕıtulo 5 al método de Newton. Debido a la gran importancia del

método de Newton, hemos dedicado el Caṕıtulo 6 al desarrollo de las variantes más importantes

del método de Newton. En el Caṕıtulo 7 desarrollaremos la programación con Matlab de los

tres métodos más importantes: método de bisección, método de punto fijo y método de Newton.

Finalizaremos el trabajo con el Caṕıtulo 8 de conclusiones y la bibliograf́ıa usada para elaborar

este Trabajo Fin de Grado.
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Caṕıtulo 2

El método de Bisección

En este caṕıtulo se desarrollará el método de Bisección. Para la elaboración de este caṕıtulo

se han usado las notas del curso 3M234 del Laboratoire Jacques-Louis Lions de la Sciences Sor-

bonne Université [4, 14], el libro de Burden et al. [2] y el libro de Infante del Rı́o y Rey Cabezas

[9].

Una primera técnica para resolver problemas escalares, basada en el teorema del Valor Medio,

recibe el nombre de bisección.

Supongamos que F es una función continua en un intervalo [a, b] (F ∈ C([a, b])) con

F (a)F (b) < 0, es decir, con F (a) y F (b) de signos opuestos. Entonces, por el teorema de

Bolzano existe, al menos, un punto α ∈ (a, b) tal que F (α) = 0. Suponiendo que hemos sepa-

rado las ráıces de la ecuación y que α es la única ráız de

F (x) = 0 en [a, b],

el método realiza repetidamente una reducción a la mitad, lo que conocemos como bisección, de

los subintervalos de [a, b], y en cada paso, se localiza la mitad que contiene α.

Algoritmo 2.1 (Algoritmo de bisección) Pueden presentarse dos casos:

a) F

(
a+ b

2

)
= 0. Entonces α =

a+ b

2
.
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b) F

(
a+ b

2

)
̸= 0. Se elige el intervalo

[
a,

a+ b

2

]
o

[
a+ b

2
, b

]
en cuyos extremos la función

F tenga signos opuestos para poder seguir aplicando el teorema de Bolzano. Denotamos

este intervalo elegido como [a1, b1], lo dividimos por la mitad y procedemos a hacer lo

mismo.

El algoritmo de bisección converge a un α tal que F (α) = 0. Además, si el algoritmo no se

detiene en un número finito de iteraciones, tenemos la siguiente estimación del error:∣∣∣∣α− an + bn
2

∣∣∣∣ ≤ b− a

2n+1
, n ∈ N.

<latexit sha1_base64="txhb8ece1Re0DvXeXf6a9uCXgH8=">AAAB5nicbZDNSsNAFIVv6l+tf1WXboJFcFUSEXUjFN24rGDaQhvKzfSmGTr5YWYilNJX0JWoOx/IF/BtnNYstPWsvrnnDNxzg0xwpR3nyyqtrK6tb5Q3K1vbO7t71f2DlkpzychjqUhlJ0BFgifkaa4FdTJJGAeC2sHodua3H0kqniYPepyRH+Mw4SFnqM3Iw75zjf1qzak7c9nL4BZQg0LNfvWzN0hZHlOimUCluq6TaX+CUnMmaFrp5YoyZCMcUtdggjEpfzJfdmqfhKm0dUT2/P07O8FYqXEcmEyMOlKL3mz4n9fNdXjlT3iS5ZoSZiLGC3Nh69SedbYHXBLTYmwAmeRmS5tFKJFpc5mKqe8ull2G1lndvaif35/XGjfFIcpwBMdwCi5cQgPuoAkeMODwDG/wbkXWk/Vivf5ES1bx5xD+yPr4BhPqi9g=</latexit>a0 = a
<latexit sha1_base64="buNCy8/JRAw9C1JnMUnBCiUkk1A=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaQ9CNCdGNS0wskEBDpsMtnTD9yczUhDS8gq6MuvOBfAHfxgG7UPCsvrnnTHLP9VPBlbbtL6u0tr6xuVXeruzs7u0fVA+POirJJEOXJSKRPZ8qFDxGV3MtsJdKpJEvsOtPbud+9xGl4kn8oKcpehEdxzzgjGozcv2hfe0PqzW7bi9EVsEpoAaF2sPq52CUsCzCWDNBleo7dqq9nErNmcBZZZApTCmb0DH2DcY0QuXli2Vn5CxIJNEhksX7dzankVLTyDeZiOpQLXvz4X9eP9PBlZfzOM00xsxEjBdkguiEzDuTEZfItJgaoExysyVhIZWUaXOZiqnvLJddhc5F3WnWG/eNWuumOEQZTuAUzsGBS2jBHbTBBQYcnuEN3q3QerJerNefaMkq/hzDH1kf3xbqi9o=</latexit>

b0 = b

<latexit sha1_base64="HELIk+bDfwGgYdbfi5Fe83Eu+CY=">AAAB6HicbZDLSgNBEEVr4ivGV9Slm8EguAozEtSNEHTjMoJ5QDKEmk5N0qbnQXePEIb8g65E3fk9/oB/YyfOQhPv6nTd21C3/ERwpR3nyyqsrK6tbxQ3S1vbO7t75f2DlopTyajJYhHLjo+KBI+oqbkW1EkkYegLavvjm5nffiSpeBzd60lCXojDiAecoTajNvbdK+w7/XLFqTpz2cvg5lCBXI1++bM3iFkaUqSZQKW6rpNoL0OpORM0LfVSRQmyMQ6pazDCkJSXzded2idBLG09Inv+/p3NMFRqEvomE6IeqUVvNvzP66Y6uPQyHiWppoiZiPGCVNg6tmet7QGXxLSYGEAmudnSZiOUyLS5TcnUdxfLLkPrrOqeV2t3tUr9Oj9EEY7gGE7BhQuowy00oAkMxvAMb/BuPVhP1ov1+hMtWPmfQ/gj6+MbOCaMfA==</latexit>a1 = a0
<latexit sha1_base64="FVPyc/Fgty1zKPxoiwv5KPxWWj0=">AAAB6HicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJlOpGKLpxWcFeoA1hMj1px04uzEzEEvoOuhJ15/P4Ar6N05qFtv6rb87/D5z/+IngStv2l1VYWV1b3yhulra2d3b3yvsHbRWnkmGLxSKWXZ8qFDzCluZaYDeRSENfYMcfX8/8zgNKxePoTk8SdEM6jHjAGdVm1PE95/LRs71yxa7ac5FlcHKoQK6mV/7sD2KWhhhpJqhSPcdOtJtRqTkTOC31U4UJZWM6xJ7BiIao3Gy+7pScBLEkeoRk/v6dzWio1CT0TSakeqQWvdnwP6+X6uDCzXiUpBojZiLGC1JBdExmrcmAS2RaTAxQJrnZkrARlZRpc5uSqe8sll2G9lnVqVdrt7VK4yo/RBGO4BhOwYFzaMANNKEFDMbwDG/wbt1bT9aL9foTLVj5n0P4I+vjG1wqjJQ=</latexit>

b1 = x0

<latexit sha1_base64="/e3EuAPEHw8iBayy2383xD9ZReo=">AAAB6HicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCpJKdWNUHTjsoK9QBvCZHrSjp1cmJkIJfQddCXqzufxBXwbpzULbf1X35z/Hzj/8RPBlbbtL6uwtr6xuVXcLu3s7u0flA+POipOJcM2i0Usez5VKHiEbc21wF4ikYa+wK4/uZn73UeUisfRvZ4m6IZ0FPGAM6rNqOt7tSvfc7xyxa7aC5FVcHKoQK6WV/4cDGOWhhhpJqhSfcdOtJtRqTkTOCsNUoUJZRM6wr7BiIao3Gyx7oycBbEkeoxk8f6dzWio1DT0TSakeqyWvfnwP6+f6uDSzXiUpBojZiLGC1JBdEzmrcmQS2RaTA1QJrnZkrAxlZRpc5uSqe8sl12FTq3qNKr1u3qleZ0foggncArn4MAFNOEWWtAGBhN4hjd4tx6sJ+vFev2JFqz8zzH8kfXxDT4qjIA=</latexit>

b2 = b1
<latexit sha1_base64="W3FrOQlHIGNicZhe0HOZlucxfjw=">AAAB6HicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCpJKepGKLpxWcFeoA1hMj1px04uzEzEEvoOuhJ15/P4Ar6N05qFtv6rb87/D5z/+IngStv2l1VYWV1b3yhulra2d3b3yvsHbRWnkmGLxSKWXZ8qFDzCluZaYDeRSENfYMcfX8/8zgNKxePoTk8SdEM6jHjAGdVm1KFe7fLRc7xyxa7ac5FlcHKoQK6mV/7sD2KWhhhpJqhSPcdOtJtRqTkTOC31U4UJZWM6xJ7BiIao3Gy+7pScBLEkeoRk/v6dzWio1CT0TSakeqQWvdnwP6+X6uDCzXiUpBojZiLGC1JBdExmrcmAS2RaTAxQJrnZkrARlZRpc5uSqe8sll2Gdq3qnFXrt/VK4yo/RBGO4BhOwYFzaMANNKEFDMbwDG/wbt1bT9aL9foTLVj5n0P4I+vjG12mjJU=</latexit>a2 = x1

<latexit sha1_base64="c/zRy5T4NBXpXGnk1hoxTCv1hOc=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY9Ql0Y1LSOSRwITUNDXQoeeR7h4TQvgBXRl15yf5A/6NDc5Cwbs6Xfd2UreCVAptXPfLKaytb2xuFbdLO7t7+wflw6OWTjLFqckTmahOgJqkiKlphJHUSRVhFEhqB+O7ud9+JKVFEj+YSUp+hMNYhIKjsaMG9ssVt+ouxFbBy6ECuer98mdvkPAsothwiVp3PTc1/hSVEVzSrNTLNKXIxzikrsUYI9L+dLHojJ2FiWJmRGzx/p2dYqT1JApsJkIz0svefPif181MeONPRZxmhmJuI9YLM8lMwuZ92UAo4kZOLCBXwm7J+AgVcmOvUrL1veWyq9C6qHpX1cvGZaV2mx+iCCdwCufgwTXU4B7q0AQOBM/wBu/OwHlyXpzXn2jByf8cwx85H9+71YqD</latexit>a <latexit sha1_base64="+fMkKt2d/fCEKgYYIA/UDWWsZy8=">AAAB5HicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmDFGXRDcuMcpPAhPSKXegoZ2ZtB0jmfAGujLqzifyBXwbC85CwbP6es9pcs8NEsG1cd0vp7Cyura+UdwsbW3v7O6V9w9aOk4VwyaLRaw6AdUoeIRNw43ATqKQykBgOxhfz/z2AyrN4+jeTBL0JR1GPOSMGju6e+x7/XLFrbpzkWXwcqhArka//NkbxCyVGBkmqNZdz02Mn1FlOBM4LfVSjQllYzrErsWIStR+Nl91Sk7CWBEzQjJ//85mVGo9kYHNSGpGetGbDf/zuqkJL/2MR0lqMGI2Yr0wFcTEZNaYDLhCZsTEAmWK2y0JG1FFmbF3Kdn63mLZZWidVb3zau22Vqlf5YcowhEcwyl4cAF1uIEGNIHBEJ7hDd6d0HlyXpzXn2jByf8cwh85H98AMos+</latexit>x1
<latexit sha1_base64="nkzmDCeea1DxKiUvo32mwtIu9Rg=">AAAB5HicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaQtQl0Y1LjIIk0JDpcAsTpp1mZmokDW+gK6PufCJfwLdxwC4UPKtv7jmT3HODRHBtXPfLKaysrq1vFDdLW9s7u3vl/YO2lqli2GJSSNUJqEbBY2wZbgR2EoU0CgTeB+OrmX//gEpzGd+ZSYJ+RIcxDzmjxo5uH/u1frniVt25yDJ4OVQgV7Nf/uwNJEsjjA0TVOuu5ybGz6gynAmclnqpxoSyMR1i12JMI9R+Nl91Sk5CqYgZIZm/f2czGmk9iQKbiagZ6UVvNvzP66YmvPAzHiepwZjZiPXCVBAjyawxGXCFzIiJBcoUt1sSNqKKMmPvUrL1vcWyy9CuVb2zav2mXmlc5ocowhEcwyl4cA4NuIYmtIDBEJ7hDd6d0HlyXpzXn2jByf8cwh85H98BsIs/</latexit>x2
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b

Figura 2.1: Método de la bisección

Observación 2.1 Este método es de gran utilidad para determinar intervalos de pequeña lon-

gitud que contengan únicamente una ráız; sin embargo, es necesario hacer muchos cálculos para

conseguir una buena aproximación de la ráız ya que la convergencia es muy lenta. Por lo que

este método es mejor usarlo previamente a otros métodos iterativos de convergencia más rápida.
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Ejemplo 2.2 Determine el número de iteraciones necesarias para resolver la función

F (x) = x3 + 4x2 − 10 con precisión de 10−3 en el intervalo [1, 2]. A continuación, aplique

el método de bisección para encontrar una solución exacta dentro de 10−3 en el mismo intervalo.

Teniendo en cuenta que la estimación del error es∣∣∣∣α− an + bn
2

∣∣∣∣ ≤ b− a

2n+1
,

entonces, ∣∣∣∣α− an + bn
2

∣∣∣∣ ≤ 2−(n+1)(b− a) < 10−3,

y como a = 1 y b = 2, despejando la n tendŕıamos

2−(n+1) < 10−3 ⇒ ln(2−(n+1)) < ln(10−3) ⇒ −(n+ 1) ln(2) < −3 ⇒ n+ 1 >
3

ln(2)
⇒ n >

3

ln(2)
− 1 ≈ 8, 96.

Por lo tanto, se requieren 9 iteraciones para conseguir una aproximación precisa dentro de

10−3.

Puesto que F (1) = −5 < 0 y F (2) = 14 > 0, es decir, que F (1) y F (2) tienen signos

opuestos, o lo que es lo mismo, F (1)F (2) < 0, podemos afirmar según el teorema de Bolzano

que existe al menos un punto α ∈ (1, 2) en el cual F (α) = 0.

El método de bisección consiste en dividir el intervalo a la mitad y determinar en qué mitad

se encuentra la ráız. Luego, se repite el proceso en la mitad correspondiente hasta que se alcance

la precisión deseada.

Para la primera iteración del método de bisección, el punto medio del intervalo [1, 2] es 1.5.

Por lo tanto, F (1.5) = 2.375, lo cual es mayor que 0. Debemos seleccionar el intervalo [1, 1.5]

para la segunda iteración. El punto medio de este segundo intervalo es 1.25 y evaluando F (1.25)

obtenemos −1.796875, que es menor que 0. Por lo tanto, seleccionamos el intervalo [1.25, 1.5].

El punto medio de este intervalo es 1.375 y hacemos lo mismo, obteniendo la siguiente tabla:
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n a b α F (α)

1 1 2 1.5 2.375

2 1 1.5 1.25 -1.79687

3 1.25 1.5 1.375 0.16211

4 1.25 1.375 1.3125 -0.84839

5 1.3125 1.375 1.34375 -0.35098

6 1.34375 1.375 1.359375 -0.09641

7 1.359375 1.375 1.3671875 0.03236

8 1.359375 1.3671875 1.36328125 -0.03215

9 1.36328125 1.3671875 1.365234375 0.000072

Después de 9 iteraciones, obtenemos que α9 = 1.365234375.
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Caṕıtulo 3

El método del punto fijo y el teorema

de Picard

En este caṕıtulo se desarrollará el método del punto fijo y el teorema de Picard. Para la

elaboración de este caṕıtulo se ha usado el libro de Infante del Ŕıo y Rey Cabezas [9].

Una desventaja del método de la Bisección es que no es inmediatamente aplicable a funciones

con varias variables. Para eso tenemos el método del punto fijo.

Otra forma de resolver el problema de hallar las ráıces de una ecuación de la forma

F (x) = 0 en [a, b]

es considerar otra ecuación

G(x) = 0 en [a, b]

que sea equivalente a la anterior, es decir, que ambas tengan las mismas ráıces. Vamos a

considerar el caso de que

G(x) = f(x)− x, x ∈ [a, b]

para alguna función f : [a, b] −→ R tal que

11



F (x) = 0 en [a, b] ⇐⇒ f(x) = x en [a, b].

Definición 3.1 Una aplicación f : [a, b] −→ R es contractiva en [a, b] si existe k ∈ [0, 1) tal que

|f(x)− f(y)| ≤ k|x− y|, x, y ∈ [a, b].

Siendo k la constante de contractividad. Por tanto, una función contractiva es una función

k-lipschitziana con k < 1. Recordemos que las funciones k-lipschitzianas son siempre continuas.

Ejemplo 3.2 La aplicación f : [1, 2] −→ R dada por

f(x) =
x

2
+

1

x
, x ∈ [1, 2]

es contractiva en [1, 2] de constante k =
1

2
ya que para todo x, y ∈ [1, 2] se verifica:

|f(x)− f(y)| =
∣∣∣∣(x

2
+

1

x

)
−
(
y

2
+

1

y

)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣x− y

2
− x− y

xy

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣12 − 1

xy

∣∣∣∣ |x− y| ≤ 1

2
|x− y|.

Observación 3.3 Son importantes las siguientes observaciones:

1. Si f es contractiva en [a, b] entonces se tiene que

|f(x)− f(y)| ≤ k|x− y| < |x− y|, x, y ∈ [a, b].

De lo que deducimos que la distancia entre f(x) y f(y) es menor que la distancia entre

x e y. De aqúı obtenemos el término de contractiva ya que se “contrae” la distancia entre

los puntos.

2. Si f es contractiva en [a, b] entonces es uniformemente continua y, por tanto, continua en

el intervalo [a, b]. Esto no implica que el rećıproco tenga que ser cierto.

3. Si f ∈ C([a, b]) es derivable en (a, b) y existe k ∈ [0, 1) tal que se cumpla que

|f ′(x)| ≤ k, x ∈ (a, b)
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entonces f es contractiva en [a, b] de constante k ya que a partir del teorema del valor

medio se tiene que

|f(x)− f(y)| = |f ′(β)||x− y| ≤ k|x− y|, x, y ∈ [a, b].

4. Si f ∈ C1([a, b]) y se cumple que

|f ′(x)| < 1, x ∈ [a, b]

entonces f es contractiva en [a, b] de constante

k = max
a≤x≤b

|f ′(x)|.

Teorema 3.4 (Punto Fijo de Banach) Si f : [a, b] −→ R es contractiva de constante

k ∈ [0, 1) tal que f([a, b]) ⊂ [a, b], entonces existe un único punto fijo α ∈ [a, b] tal que

f(α) = α.

Además, α es el ĺımite de la sucesión definida por x0 ∈ [a, b] arbitrario,

xn = f(xn−1), n ∈ N,
(3.1)

y se tiene la siguiente estimación del error:

|xn − α| ≤ kn

1− k
|x1 − x0|, n ∈ N. (3.2)

Demostración

a) Unicidad: supongamos que existe otra solución. Por tanto, tenemos que existen αi ∈ [a, b],

siendo i = 1, 2, tales que

f(αi) = αi,

y vamos a comprobar que α1 = α2.

|α1 − α2| = |f(α1)− f(α2)| ≤ k|α1 − α2| ⇒ |α1 − α2|
|α1 − α2|

≤ k ⇒ k ≥ 1,
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lo que es absurdo ya que k < 1, por tanto, hemos comprobado que sólo existe una solución

α.

b) Existencia: la hipótesis f([a, b]) ⊂ [a, b] hace que la sucesión {xn}∞n=0 definida en (3.1)

verifique

xn ∈ [a, b], n ≥ 0.

Para comprobar que esta sucesión es de Cauchy en [a, b] demostraremos que para todo

ϵ > 0 existe nϵ ∈ N tal que

|xm − xn| < ϵ si m,n ≥ nϵ.

Para empezar, observemos que para todo q ≥ 0 se cumple lo siguiente

|xq+1 − xq| = |f(xq)− f(xq−1)| ≤ k|xq − xq−1|

≤ k2|xq−1 − xq−2| ≤ ... ≤ kq|x1 − x0|.

Suponiendo que m > n podemos escribir que m = n + p con p ∈ N. De esta forma,

aplicando lo anterior, tenemos que

|xm − xn| = |xn+p − xn| = |(xn+p − xn+p−1) + (xn+p−1 − xn+p−2) + ...+ (xn+1 − xn)|

≤ |xn+p − xn+p−1|+ |xn+p−1 − xn+p−2|+ ...+ |xn+1 − xn|

≤ kn+p−1|x1 − x0|+ kn+p−2|x1 − x0|+ ...+ kn|x1 − x0|

= (kn+p−1 + kn+p−2 + ...+ kn)|x1 − x0|

= kn(kp−1 + kp−2 + ...+ k + 1)|x1 − x0|

= kn|x1 − x0|
∑p−1

i=0 k
i ≤ kn|x1 − x0|

∑∞
i=0 k

i =
kn

1− k
|x1 − x0|,
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por ser k ∈ [0, 1). Por esto mismo,

lim
n→+∞

(kn) = 0

y, en consecuencia, dado ϵ > 0 existe nϵ ∈ N tal que

|xm − xn| < ϵ si m,n ≥ nϵ ⇒ kn

1− k
|x1 − x0| < ϵ si n ≥ nϵ.

Aśı, si n ≥ nϵ se tiene que

|xn+p − xn| < ϵ,

luego {xn}∞n=0 es una sucesión de Cauchy en [a, b] y, por tanto, convergente en [a, b], es

decir, existe α ∈ [a, b] tal que

α = lim
n→+∞

xn.

Como f ∈ C([a, b]) entonces se obtiene que

f(α) = f( lim
n→+∞

(xn)) = lim
n→+∞

f(xn) = α,

o sea, α es el único punto fijo de f . Finalmente, para cada n ∈ N fijo hemos obtenido la

estimación

|xn − xn+p| ≤
kn

1− k
|x1 − x0|, p ∈ N.

Haciendo tender p → +∞, se obtiene la cota del error dada en (3.2).

Interpretación geométrica 3.5 En la figura siguiente podemos observar las sucesivas itera-

ciones del método del Punto Fijo para la ecuación

f(x) = x

donde hemos supuesto que f ∈ C([a, b]), que f ′ tiene signo constante y que

|f ′(x)| < 1, x ∈ [a, b].
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Figura 3.1: Método del punto fijo

Definición 3.6 Sea {an}∞n=0 ⊂ R una sucesión convergente de manera que

l = lim
n→+∞

an y en = |an − l|, n ≥ 0.

La sucesión {an}∞n=0 converge a l:

a) Al menos linealmente si existe M > 0 tal que

en
en−1

≤ M, n ∈ N.

b) Al menos cuadráticamente si existe M > 0 tal que

en
(en−1)2

≤ M, n ∈ N.

16



Cuando se verifica que

lim
n→+∞

en
en−1

= 0 o lim
n→+∞

en
(en−1)2

= 0

se dice que el orden de convergencia de la sucesión {an}∞n=0 a l es superlineal o supercuadrático.

Esto puede generalizarse a que la sucesión {an}∞n=0 converge a l al menos con un orden de

convergencia β > 0 si existe M > 0 tal que se cumpla que

en
(en−1)β

≤ M, n ∈ N.

Proposición 3.7 Si f : [a, b] → [a, b] es contractiva de constante k ∈ [0, 1), entonces la sucesión

{xn}∞n=0 dada en (3.1) converge, al menos linealmente, al único punto fijo α de f en [a, b].

Demostración. Denotando por

en = |xn − α|, n ∈ N

donde α es el único punto fijo de f , se tiene que

en = |xn − α| = |f(xn−1)− f(α)| ≤ k|xn−1 − α| = ken−1 ⇒ en
en−1

≤ k.
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Caṕıtulo 4

Estudio del método del punto fijo

En este caṕıtulo se hará un estudio del método del punto fijo. Para la elaboración de este

caṕıtulo se han usado las notas del curso 3M234 del Laboratoire Jacques-Louis Lions de la Sci-

ences Sorbonne Université [4, 14].

Empezamos este caṕıtulo con la siguiente proposición:

Proposición 4.1 Sea f una función de clase C1 sobre un intervalo abierto (a, b), entonces f

es k-lipschitziana sobre un intervalo J ⊂ (a, b) si y sólo si |f ′(x)| ≤ k para todo x ∈ J .

Consideremos ahora un intervalo abierto (a, b) y α ∈ (a, b) un punto fijo de f (no

necesariamente único en (a, b)), con f ∈ C1(a, b). Podemos distinguir varios casos

dependiendo de los valores de la derivada de f en α.

• Caso 1: |f ′(α)| < 1.

En este caso, como f ′ es continua, existe r > 0 tal que

|x− α| ≤ r ⇒ |f ′(x)− f ′(α)| ≤ 1− |f ′(α)|
2

⇒ |f ′(x)| ≤ k :=
1 + |f ′(α)|

2
< 1.

Para llegar al resultado anterior desarrollamos lo siguiente

|f ′(x)− f ′(α)| ≤ 1− |f ′(α)|
2

⇒ f ′(x)− f ′(α) ≤ 1− f ′(α)

2
⇒
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f ′(x) ≤ 1− f ′(α)

2
+ f ′(α) ⇒ f ′(x) ≤ 1− f ′(α) + 2f ′(α)

2
⇒

f ′(x) ≤ 1 + f ′(α)

2
<

1 + 1

2
= 1.

De acuerdo con la proposición anterior f es k-lipschitziana y por tanto contractiva en el

intervalo F = [α−r, α+r]. Para todo x ∈ F y teniendo en cuenta que f es k-lipschitziano,

se deduce

|f(x)− α| = |f(x)− f(α)| ≤ k|x− α| ≤ kr < r,

y en consecuencia f(F ) ⊂ F . El teorema del Punto Fijo nos permite afirmar que para

todo x0 ∈ F , la sucesión xn+1 = f(xn) converge a α con una velocidad de convergencia

geométrica:

|xn − α| = |f(xn−1)− f(α)| ≤ k|xn−1 − α| ≤ ... ≤ kn|x0 − α| ≤ rkn.

Decimos que el punto fijo α es atractivo si el algoritmo converge para cualquier x0 sufi-

cientemente próximo a α.

• Caso 2: |f ′(α)| > 1.

Supongamos, por ejemplo, que f ′(α) > 1. Utilizando la continuidad de f ′ del mismo modo

que en el caso anterior, obtenemos que existe ϵ > 0 tal que

|x− α| < ϵ ⇒ f ′(x) ≥ k :=
1 + f ′(α)

2
> 1.

Por tanto, si xn ∈ [α− ϵ, α+ ϵ], tenemos

|xn+1 − α| = |f(xn)− f(α)| ≥ k|xn − α|

que demuestra que la sucesión xn tiende a alejarse de α cuando está suficientemente cerca

de ella, y que el algoritmo del punto fijo no converge en general a α. Se llega a la misma

conclusión si f ′(α) < −1. Por lo tanto, decimos que el punto fijo α es repulsivo.
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• Caso 3: |f ′(α)| = 1.

Este caso es ambiguo y no es posible llegar a una conclusión sobre la naturaleza del punto

fijo sin un examen más detallado.

Consideremos por ejemplo f(x) = sin(x) cuyo único punto fijo es α = 0 para el que

tenemos f ′(α) = 1. Se trata de un punto fijo atractivo: dado que |sin(x)| < |x| para todo

x ̸= 0, la sucesión {xn}+∞
n=0 es decreciente y minimizada por 0. Por lo tanto converge, y su

ĺımite es 0 ya que es el único punto fijo.

Consideremos por otro lado f(x) = sh(x) = (ex− e−x)/2 cuyo único punto fijo es también

α = 0 y para el que también tenemos f ′(α) = 1. Se trata de un punto fijo repulsivo: como

|sh(x)| > |x| para todo x ̸= 0, la sucesión {xn}+∞
n=0 se aleja de 0.

• Caso 4: f ′(α) = 0.

Ya sabemos por el caso 1 que el punto α es atractivo y que el teorema del punto fijo se

aplica en un intervalo F = [α − r, α + r]. En el caso en que f sea de clase C2 en (a, b),

podemos mejorar la estimación de la convergencia geométrica. En efecto, utilizando la

fórmula de Taylor-Lagrange al segundo orden escribimos, para todo x ∈ F ,

f(x) = f(α) + (x− α)f ′(α) +
1

2
(x− α)2f ′′(t) = f(α) +

1

2
(x− α)2f ′′(t),

con t ∈ (x, α). Observando

M2 = max
t∈F

|f ′′(t)|,

tenemos

|f(x)− α| = |f(x)− f(α)| ≤ M2

2
|x− α|2,

y entonces si x0 ∈ F ,

M2

2
|xn − α| ≤

(
M2

2
|xn−1 − α|

)2

≤
(
M2

2
|xn−2 − α|

)4

≤ ... ≤
(
M2

2
|x0 − α|

)2n

,

o finalmente planteando b :=
M2r

2
y suponiendo M2 ̸= 0

|xn − α| ≤ 2

M2

b2
n

.
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Esta estimación de convergencia se denomina cuadrática. En el caso en que M2 = 0,

tenemos directamente xn = α para todo n > 0. La convergencia cuadrática es mucho

más rápida que la geométrica, pero es necesario suponer b < 1 lo que siempre es posible

eligiendo r suficientemente pequeño, o reiniciando la secuencia xn a partir de un ı́ndice k

para el que
M2

2
|xk − α| < 1. En este caso decimos que el punto fijo α es superatractivo.
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Caṕıtulo 5

El método de Newton

En este caṕıtulo se desarrollará el método de Newton. Para la elaboración de este caṕıtulo

se ha usado el libro de Infante del Rı́o y Rey Cabezas [9].

Dada F : [a, b] → R estamos interesados en encontrar un valor aproximado de las ráıces de

la ecuación

F (x) = 0 en [a, b].

Para ello, consideraremos una ecuación de punto fijo equivalente a la anterior, es decir,

f(x) = x en [a, b].

La equivalencia anterior se da para cualquier función f de la forma

f(x) = x−∅(x)F (x), x ∈ [a, b] (5.1)

donde ∅ : [a, b] → R es una función arbitraria tal que

∅(x) ̸= 0, x ∈ [a, b].

Si α es la única ráız de F en [a, b], entonces α es el único punto fijo de f en [a, b]. Por tanto,

si la sucesión  x0 ∈ [a, b] arbitrario

xn = f(xn−1), n ∈ N
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es convergente, tendrá por ĺımite el punto α. A continuación, vamos a elegir la función ∅

de forma que la convergencia de la sucesión {xn}∞n=0 sea, al menos, cuadrática. Haciendo un

desarrollo de Taylor obtenemos

F (α) = F (xn−1) + F ′(xn−1)(α− xn−1) +
F ′′(βn−1)

2
(α− xn−1)

2 = 0.

Si despejamos obtenemos

F ′(xn−1)(α− xn−1) = −F (xn−1)−
F ′′(βn−1)

2
(α− xn−1)

2,

y podemos deducir que

α− xn−1 = − 1

F ′(xn−1)

(
F (xn−1) +

F ′′(βn−1)

2
(α− xn−1)

2

)
. (5.2)

estando βn−1 entre α y xn−1.

Por otra parte, teniendo en cuenta (5.1), tenemos

f(xn−1) = xn = xn−1 −∅(xn−1)F (xn−1),

lo cual nos permite deducir

xn−1 − xn = ∅(xn−1)F (xn−1). (5.3)

Por consecuencia, la suma de las fórmulas (5.2) y (5.3) determina que

α− xn−1 + xn−1 − xn = − 1

F ′(xn−1)
F (xn−1)−

1

F ′(xn−1)

F ′′(βn−1)

2
(α− xn−1)

2 +∅(xn−1)F (xn−1),

α− xn =

(
∅(xn−1)−

1

F ′(xn−1)

)
F (xn−1)−

F ′′(βn−1)

2F ′(xn−1)
(α− xn−1)

2.

Aśı pues, si existen m1 > 0 y M2 > 0 tales que

|F ′(x)| ≥ m1 > 0, x ∈ [a, b] (5.4)

y

|F ′′(x)| ≤ M2, x ∈ (a, b) (5.5)

basta tomar

∅(x) =
1

F ′(x)
, x ∈ [a, b] (5.6)
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para que
en

(en−1)2
≤ M2

2m1

⇒ en ≤ M2

2m1

(en−1)
2, n ∈ N (5.7)

y, por lo tanto, la sucesión {xn}∞n=0 tendrá, al menos, convergencia cuadrática. Es decir, susti-

tuyendo (5.6) en (5.1) tenemos lo siguiente

f(x) = x− F (x)

F ′(x)
, x ∈ [a, b] (5.8)

a partir de la cual se obtiene el método de Newton
x0 ∈ [a, b] dado

xn = xn−1 −
F (xn−1)

F ′(xn−1)
, n ∈ N.

Interpretación geométrica 5.1 Una iteración de este método consiste en tomar xn+1 como

la intersección o el punto de corte de la recta tangente a la gráfica de la función F en el punto

xn con el eje de abcisas. De hecho, la ecuación de la recta tangente a la curva y = F (x) en el

punto (xn, F (xn)) viene dada por

y = F (xn) + F ′(xn)(x− xn),

y la intersección de esta recta con el eje de abcisas (y = 0) es

F (xn) + F ′(xn)(x− xn) = 0,

de lo cual deducimos

F (xn) = −F ′(xn)(x− xn),

y despejando obtenemos

F (xn)

F ′(xn)
= xn − x,

y por tanto

x = xn −
F (xn)

F ′(xn)
,
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es decir, la iteración siguiente xn+1 en el método de Newton.
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Figura 5.1: Método de Newton

Para poder demostrar la convergencia del método de Newton se requiere la siguiente hipótesis

sobre la función F : [a, b] → R:

Hipótesis (H) =



F ∈ C2([a, b]),

F (a)F (b) < 0,

F ′ tiene signo constante en [a, b],

F ′′ tiene signo constante en [a, b].

Observación 5.2 Son importantes las siguientes observaciones:

1. Toda función que verifique (H) tiene una única ráız α en [a, b] que es simple.

2. Considerando las diversas posibilidades de los signos en (H), pueden presentarse cuatros

casos:
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Hipótesis 1 (H1) =



F ∈ C2([a, b]),

F (a) < 0 < F (b),

F ′(x) > 0, x ∈ [a, b],

F ′′(x) > 0, x ∈ [a, b].

Hipótesis 2 (H2) =



F ∈ C2([a, b]),

F (a) < 0 < F (b),

F ′(x) > 0, x ∈ [a, b],

F ′′(x) < 0, x ∈ [a, b].

Hipótesis 3 (H3) =



F ∈ C2([a, b]),

F (a) > 0 > F (b),

F ′(x) < 0, x ∈ [a, b],

F ′′(x) < 0, x ∈ [a, b].

Hipótesis 4 (H4) =



F ∈ C2([a, b]),

F (a) > 0 > F (b),

F ′(x) < 0, x ∈ [a, b],

F ′′(x) > 0, x ∈ [a, b].

Para demostrar la convergencia del método de Newton cuando F verifica la hipótesis

(H) podemos suponer que F verifica (H1). En efecto, la función

G(x) =


−F (−x), x ∈ [−b,−a] si F verifica (H2),

−F (x), x ∈ [a, b] si F verifica (H3),

F (−x), x ∈ [−b,−a] si F verifica (H4).

verifica (H1). Si la sucesión del método de Newton para G es convergente, también es

convergente para F en cada uno de los tres casos.

Teorema 5.3 Si F verifica (H) y c ∈ [a, b] es el extremo de [a, b] tal que el signo de la función

F (c) sea el mismo que el de la función F ′′(c), entonces el método de Newton para F con x0 = c
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converge, al menos cuadráticamente, a la única ráız α de F en [a, b].

Demostración. Por la observación 5.2 sabemos que F tiene una única ráız α en [a, b] y que

F verifica la hipótesis (H1), por lo que c = b. Vamos a probar, por inducción, que

xn ∈ (α, b], n ≥ 0.

i) Para n = 0 sabemos que x0 = b.

ii) Suponiendo cierto el resultado para n, es decir,

α < xn ≤ b,

vamos a demostrarlo para n+ 1. Si desarrollamos por Taylor la función F tenemos

F (α) = F (xn) + F ′(xn)(α− xn) +
F ′′(βn)

2
(α− xn)

2 = 0

para algún βn ∈ (α, xn). Por la hipótesis de inducción y (H1) sabemos que

F ′′(βn)

2
(α− xn)

2 > 0,

y, por tanto,

F (xn) + F ′(xn)(α− xn) < 0.

Aśı,

α < xn −
F (xn)

F ′(xn)
= xn+1.

Además, como F ′(xn) > 0 y por la hipótesis de inducción F (xn) > 0, entonces

xn+1 = xn −
F (xn)

F ′(xn)
< xn ≤ b, (5.9)

y, de esta forma se cumple

α < xn+1 ≤ b.
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Por otra parte, de (5.9) se tiene que la sucesión {xn}∞n=0 ⊂ (α, b] es estrictamente

decreciente y acotada. Por consecuencia, existe

β = lim
n→+∞

xn.

Ahora bien, la continuidad de la función f definida en (5.8) determina que

f(β) = lim
n→+∞

f(xn) = lim
n→+∞

xn+1 = β

o, lo que es lo mismo,

F (β) = 0,

por lo que la unicidad de ráıces de F en [a, b] hace que β = α. Además, la hipótesis (H1)

hace que se verifiquen las condiciones (5.4) y (5.5) que implican la convergencia cuadrática

(5.7).

Ejemplo 5.4 Aproximemos las ráıces reales de la función siguiente mediante el método de

Newton.

F (x) = x5 + 5x+ 8, x ∈ R.

En primer lugar, se cumple que F ∈ C2([a, b]),

F ′(x) = 5x4 + 5 = 5(x4 + 1) > 0.

F ′′(x) = 20x3


> 0 si x > 0,

= 0 si x = 0,

< 0 si x < 0.

por lo que la función F es creciente en R, cóncava en el intervalo (−∞, 0) y convexa en el

intervalo (0,+∞), siendo x = 0 un punto de inflexión de F.

Como, además,

F (−2) = −34 < 0, F (−1) = 2 > 0 ⇒ F (−2)F (−1) < 0
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y, por lo tanto, sabemos por el teorema de Bolzano que la función F tiene una única ráız

α ∈ (−2,−1).

Por otra parte, como

F ′(x) ̸= 0, x ∈ R,

el teorema de Rolle garantiza que α es la única ráız de la función en todo R. Puesto que F ′(x) > 0, x ∈ [−2,−1]

F ′′(x) < 0, x ∈ [−2,−1]

si consideramos x0 = −2 entonces el método de Newton es convergente y el ĺımite de la sucesión
x0 = −2

xn = xn−1 −
F (xn−1)

F ′(xn−1)
= xn−1 −

x5
n−1 + 5xn−1 + 8

5(x4
n−1 + 1)

=
4(x5

n−1 − 2)

5(x4
n−1 + 1)

, n ∈ N

es

lim
n→+∞

(xn) = α.

Los primeros términos de la sucesión anterior vienen dados en la siguiente tabla:

n xn

0 -2

1 -1.60000000000000

2 -1.32236390595213

3 -1.16769339203490

4 -1.16703666447529

5 -1.16703618370190

6 -1.16703618370164

Observando estos valores, se puede apreciar el efecto de la convergencia cuadrática.

Proposición 5.5 Sea F ∈ C2([a, b]) y denotemos por

m1 = min
a≤x≤b

|F ′(x)| y M2 = max
a≤x≤b

|F ′′(x)|.

Si m1 > 0 la sucesión del método de Newton verifica que
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|xn − α| ≤ M2

2m1

|xn − xn−1|2, n ∈ N.

Demostración. Utilizando la fórmula (5.8) y teniendo en cuenta que f(α) = α, tenemos

f(x)− f(α) = x− α− F (x)

F ′(x)

y aplicando el desarrollo de Taylor:

f(x)− f(α) = x−
(x− α)F ′(x) +

1

2
(x− α)2F ′′(β)

F ′(x)
,

f(x)− f(α) =
1

2
(x− α)2

F ′′(β)

F ′(x)
.

Entonces, obtenemos la estimación

|f(x)− f(α)| ≤ M2

2m1

|x− α|2.

Dado n ∈ N, vamos a realizar lo anterior para la función F (xn). Si hacemos un desarrollo

de Taylor, obtenemos

F (xn) = F (xn−1) + F ′(xn−1)(xn − xn−1) +
F ′′(βn−1)

2
(xn − xn−1)

2

=
F ′′(βn−1)

2
(xn − xn−1)

2

con βn−1 entre xn−1 y xn, ya que

xn = xn−1 −
F (xn−1)

F ′(xn−1)
.

Por tanto,

|F (xn)| ≤
M2

2
|xn − xn−1|2. (5.10)

Como, por otra parte,

|F (xn)| = |F (xn)− F (α)| = |F ′(vn)||xn − α| ≥ m1|xn − α|,

entonces, a partir de (5.10), se verifica que

|xn − α| ≤ |F (xn)|
m1

≤ M2

2m1

|xn − xn−1|2.
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Caṕıtulo 6

Variantes del método de Newton

En este caṕıtulo se desarrollarán las variantes del método de Newton. Para la elaboración

de este caṕıtulo se ha usado el libro de Infante del Ŕıo y Rey Cabezas [9].

Nuestro objetivo sigue siendo resolver la ecuación

F (x) = 0 en [a, b].

Sabemos que bajo el método de Newton, la convergencia es al menos cuadrática. Sin em-

bargo, una posible desventaja es que en las sucesivas iteraciones hay que evaluar la derivada de F .

En esta sección consideramos algunas variantes de este método que “sustituyen” la derivada

de F por algo menos costoso de calcular. De esta manera, la convergencia es más lenta pero las

iteraciones son más sencillas.

En particular, estudiaremos las siguientes variantes del método de Newton:

• Método de Whittaker.

• Método de las cuerdas.

• Método de la secante.

• Método de la Falsa Posición (o Regula Falsi).
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6.1 Método de Whittaker

En este método tomamos, en lugar de F ′(x), un valor constante λ ̸= 0. A partir de (5.6),

sustituimos la derivada por λ

∅ =
1

λ
, x ∈ [a, b].

Sustituyendo en (5.1) tenemos

f(x) = x− F (x)

λ
, x ∈ [a, b] (6.1)

a partir de lo cual se obtiene el método de Whittaker x0 ∈ [a, b] dado

xn = xn−1 −
F (xn−1)

λ
, n ∈ N.

Interpretación geométrica 6.1 La ecuación de la recta con pendiente λ que pasa por el punto

(xn, F (xn)) es de la forma

y = F (xn) + λ(x− xn),

y la intersección de esta recta con el eje de abcisas (y = 0) es

F (xn) + λ(x− xn) = 0,

F (xn) = −λ(x− xn),

F (xn)

λ
= xn − x,

x = xn −
F (xn)

λ
,

esto es, la iteración siguiente xn+1 en el método de Whittaker.
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<latexit sha1_base64="f4ACJfs/HJSm2JRM2eHb/KRGnuQ=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY9Ql0Y1LSOSRwIT0NDXQoeeR7hoTQvgBXRl15yf5A/6NDc5Cwbs6Xfd2UreCVElDrvvlFNbWNza3itulnd29/YPy4VHLJJkW2BSJSnQn4AaVjLFJkhR2Uo08ChS2g/Hd3G8/ojYyiR9okqIf8WEsQyk42VEj6JcrbtVdiK2Cl0MFctX75c/eIBFZhDEJxY3pem5K/pRrkkLhrNTLDKZcjPkQuxZjHqHxp4tFZ+wsTDSjEbLF+3d2yiNjJlFgMxGnkVn25sP/vG5G4Y0/lXGaEcbCRqwXZopRwuZ92UBqFKQmFrjQ0m7JxIhrLshepWTre8tlV6F1UfWuqpeNy0rtNj9EEU7gFM7Bg2uowT3UoQkCEJ7hDd6dgfPkvDivP9GCk/85hj9yPr4BvVOKhA==</latexit>

b<latexit sha1_base64="2uHKZbOz0ruxs2W+pwi7OfzXnZk=">AAAB5HicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmDFGXRDcuMcpPAhPSKXegoZ2ZtB0jmfAGujLqzifyBXwbC85CwbP6es9pcs8NEsG1cd0vp7Cyura+UdwsbW3v7O6V9w9aOk4VwyaLRaw6AdUoeIRNw43ATqKQykBgOxhfz/z2AyrN4+jeTBL0JR1GPOSMGju6e+y7/XLFrbpzkWXwcqhArka//NkbxCyVGBkmqNZdz02Mn1FlOBM4LfVSjQllYzrErsWIStR+Nl91Sk7CWBEzQjJ//85mVGo9kYHNSGpGetGbDf/zuqkJL/2MR0lqMGI2Yr0wFcTEZNaYDLhCZsTEAmWK2y0JG1FFmbF3Kdn63mLZZWidVb3zau22Vqlf5YcowhEcwyl4cAF1uIEGNIHBEJ7hDd6d0HlyXpzXn2jByf8cwh85H9/+pYs9</latexit>x0
<latexit sha1_base64="2nu8RGB2T5OrwZrlaRj183zqgjI=">AAAB53icbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpppGYuCKtIeqS6MYlJoIk0JDb4ZaOTH8yMzUhDc+gK6PufB9fwLdxwC4UPKtv7jmT3HP9VHClHefLKq2srq1vlDcrW9s7u3vV/YOOSjLJqM0Skciuj4oEj6mtuRbUTSVh5Au698fXM//+kaTiSXynJyl5EY5iHnCG2ow6fRRpiINqzak7c9nL4BZQg0KtQfWzP0xYFlGsmUCleq6Tai9HqTkTNK30M0UpsjGOqGcwxoiUl8+3ndonQSJtHZI9f//O5hgpNYl8k4lQh2rRmw3/83qZDi69nMdppilmJmK8IBO2TuxZaXvIJTEtJgaQSW62tFmIEpk2p6mY+u5i2WXonNXd83rjtlFrXhWHKMMRHMMpuHABTbiBFrSBwQM8wxu8W9x6sl6s159oySr+HMIfWR/fd9WMtg==</latexit>↵

<latexit sha1_base64="nkzmDCeea1DxKiUvo32mwtIu9Rg=">AAAB5HicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaQtQl0Y1LjIIk0JDpcAsTpp1mZmokDW+gK6PufCJfwLdxwC4UPKtv7jmT3HODRHBtXPfLKaysrq1vFDdLW9s7u3vl/YO2lqli2GJSSNUJqEbBY2wZbgR2EoU0CgTeB+OrmX//gEpzGd+ZSYJ+RIcxDzmjxo5uH/u1frniVt25yDJ4OVQgV7Nf/uwNJEsjjA0TVOuu5ybGz6gynAmclnqpxoSyMR1i12JMI9R+Nl91Sk5CqYgZIZm/f2czGmk9iQKbiagZ6UVvNvzP66YmvPAzHiepwZjZiPXCVBAjyawxGXCFzIiJBcoUt1sSNqKKMmPvUrL1vcWyy9CuVb2zav2mXmlc5ocowhEcwyl4cA4NuIYmtIDBEJ7hDd6d0HlyXpzXn2jByf8cwh85H98BsIs/</latexit>x2
<latexit sha1_base64="+fMkKt2d/fCEKgYYIA/UDWWsZy8=">AAAB5HicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmDFGXRDcuMcpPAhPSKXegoZ2ZtB0jmfAGujLqzifyBXwbC85CwbP6es9pcs8NEsG1cd0vp7Cyura+UdwsbW3v7O6V9w9aOk4VwyaLRaw6AdUoeIRNw43ATqKQykBgOxhfz/z2AyrN4+jeTBL0JR1GPOSMGju6e+x7/XLFrbpzkWXwcqhArka//NkbxCyVGBkmqNZdz02Mn1FlOBM4LfVSjQllYzrErsWIStR+Nl91Sk7CWBEzQjJ//85mVGo9kYHNSGpGetGbDf/zuqkJL/2MR0lqMGI2Yr0wFcTEZNaYDLhCZsTEAmWK2y0JG1FFmbF3Kdn63mLZZWidVb3zau22Vqlf5YcowhEcwyl4cAF1uIEGNIHBEJ7hDd6d0HlyXpzXn2jByf8cwh85H98AMos+</latexit>x1

Figura 6.1: Método de Whittaker

A continuación, haremos la comprobación de la convergencia de este método bajo las mismas

hipótesis que en el método de Newton.

Teorema 6.2 Si F verifica la hipótesis (H), c ∈ [a, b] es el extremo de [a, b] tal que el signo de

la función F (c) sea el mismo que el de la función F ′′(c) y λ ∈ R \ {0} verifica que

signoλ = signoF ′ y |λ| ≥ |F ′(c)|,

entonces el método de Whittaker para F con x0 ∈ [a, b] arbitrario converge, al menos lineal-

mente, a la única ráız α de F en [a, b].

Demostración Por la observación 5.2 sabemos que F tiene una única ráız α en [a, b] y que

F verifica la hipótesis (H1) por lo que c = b. Por lo tanto,
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λ ≥ F ′(b) > 0.

Vamos a demostrar que la función (6.1) verifica las hipótesis del teorema del Punto Fijo,

teniendo en cuenta que f ∈ C2([a, b]) por serlo también F :

a) f([a, b]) ⊂ [a, b]. Como F ′′ > 0 en [a, b], la función F ′ es estrictamente creciente en [a, b].

Por tanto,

0 < F ′(x) ≤ F ′(b) ≤ λ, x ∈ [a, b],

lo que implica que

f ′(x) = 1− F ′(x)

λ
=

λ− F ′(x)

λ
≥ 0, x ∈ [a, b]. (6.2)

Por lo tanto, deducimos que la función f es creciente en [a, b]. En concreto,

f(a) ≤ f(x) ≤ f(b), x ∈ [a, b]

a < a− F (a)

λ
= f(a) ≤ f(x) ≤ f(b) = b− F (b)

λ
< b, x ∈ [a, b]

ya que F (a) < 0 < F (b) y λ > 0. Aśı, se verifica que

f([a, b]) ⊂ (a, b) ⊂ [a, b].

b) f es contractiva en [a, b]. Para ello vamos a probar que existe k ∈ [0, 1) tal que

|f ′(x)| ≤ k, x ∈ [a, b].

Como

f ′′(x) = −F ′′(x)

λ
< 0, x ∈ [a, b]

entonces la función f ′ es estrictamente decreciente en [a, b]. Mediante (6.2), llegamos a

que

k = max
a≤x≤b

|f ′(x)| = max
a≤x≤b

f ′(x) = f ′(a) = 1− F ′(a)

λ
< 1.
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Por tanto, aplicando el teorema 3.4 se tiene que α (que es la única ráız de F en [a, b] y el

único punto fijo de f en [a, b]) se obtiene como ĺımite de la sucesión dada por x0 ∈ [a, b] arbitrario

xn = xn−1 −
F (xn−1)

λ
, n ∈ N.

Además, por la proposición 3.7, sabemos que la convergencia de la sucesión es, al menos,

lineal.

6.2 Método de las cuerdas

En este método, en lugar de F ′(x), tomamos la función

F (c)− F (x)

c− x
, x ∈ [a, b],

siendo c uno de los extremos del intervalo [a, b]. A partir de (5.6), tenemos

∅(x) =
c− x

F (c)− F (x)
, x ∈ [a, b]

y sustituyendolo en (5.1) tendŕıamos

f(x) = x− F (x)

F (c)− F (x)
(c− x), x ∈ [a, b]

a partir de la cual obtenemos el método de las cuerdas
x0 ∈ [a, b] dado

xn = xn−1 −
F (xn−1)

F (c)− F (xn−1)
(c− xn−1), n ∈ N.

Interpretación geométrica 6.3 Tomando c = b, la ecuación de la recta que pasa por los

puntos (xn, F (xn)) y (b, F (b)) quedaŕıa

y = F (xn) +
F (b)− F (xn)

b− xn

(x− xn),

y la intersección de esta recta con el eje de abcisas (y = 0) es

F (xn) +
F (b)− F (xn)

b− xn

(x− xn) = 0,
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F (xn) = −F (b)− F (xn)

b− xn

(x− xn),

F (xn)

F (b)− F (xn)
(b− xn) = xn − x,

x = xn −
F (xn)

F (b)− F (xn)
(b− xn),

es decir, la iteración siguiente xn+1 en el método de las cuerdas.

<latexit sha1_base64="f4ACJfs/HJSm2JRM2eHb/KRGnuQ=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY9Ql0Y1LSOSRwIT0NDXQoeeR7hoTQvgBXRl15yf5A/6NDc5Cwbs6Xfd2UreCVElDrvvlFNbWNza3itulnd29/YPy4VHLJJkW2BSJSnQn4AaVjLFJkhR2Uo08ChS2g/Hd3G8/ojYyiR9okqIf8WEsQyk42VEj6JcrbtVdiK2Cl0MFctX75c/eIBFZhDEJxY3pem5K/pRrkkLhrNTLDKZcjPkQuxZjHqHxp4tFZ+wsTDSjEbLF+3d2yiNjJlFgMxGnkVn25sP/vG5G4Y0/lXGaEcbCRqwXZopRwuZ92UBqFKQmFrjQ0m7JxIhrLshepWTre8tlV6F1UfWuqpeNy0rtNj9EEU7gFM7Bg2uowT3UoQkCEJ7hDd6dgfPkvDivP9GCk/85hj9yPr4BvVOKhA==</latexit>

b
<latexit sha1_base64="2nu8RGB2T5OrwZrlaRj183zqgjI=">AAAB53icbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpppGYuCKtIeqS6MYlJoIk0JDb4ZaOTH8yMzUhDc+gK6PufB9fwLdxwC4UPKtv7jmT3HP9VHClHefLKq2srq1vlDcrW9s7u3vV/YOOSjLJqM0Skciuj4oEj6mtuRbUTSVh5Au698fXM//+kaTiSXynJyl5EY5iHnCG2ow6fRRpiINqzak7c9nL4BZQg0KtQfWzP0xYFlGsmUCleq6Tai9HqTkTNK30M0UpsjGOqGcwxoiUl8+3ndonQSJtHZI9f//O5hgpNYl8k4lQh2rRmw3/83qZDi69nMdppilmJmK8IBO2TuxZaXvIJTEtJgaQSW62tFmIEpk2p6mY+u5i2WXonNXd83rjtlFrXhWHKMMRHMMpuHABTbiBFrSBwQM8wxu8W9x6sl6s159oySr+HMIfWR/fd9WMtg==</latexit>↵

<latexit sha1_base64="+fMkKt2d/fCEKgYYIA/UDWWsZy8=">AAAB5HicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmDFGXRDcuMcpPAhPSKXegoZ2ZtB0jmfAGujLqzifyBXwbC85CwbP6es9pcs8NEsG1cd0vp7Cyura+UdwsbW3v7O6V9w9aOk4VwyaLRaw6AdUoeIRNw43ATqKQykBgOxhfz/z2AyrN4+jeTBL0JR1GPOSMGju6e+x7/XLFrbpzkWXwcqhArka//NkbxCyVGBkmqNZdz02Mn1FlOBM4LfVSjQllYzrErsWIStR+Nl91Sk7CWBEzQjJ//85mVGo9kYHNSGpGetGbDf/zuqkJL/2MR0lqMGI2Yr0wFcTEZNaYDLhCZsTEAmWK2y0JG1FFmbF3Kdn63mLZZWidVb3zau22Vqlf5YcowhEcwyl4cAF1uIEGNIHBEJ7hDd6d0HlyXpzXn2jByf8cwh85H98AMos+</latexit>x1
<latexit sha1_base64="gsvNP+kdK9519hx2z0bTJlOq8EQ=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaQ9SNCdGNS0wskEBDpsMtnTD9yczUSBpeQVdG3flAvoBv44BdKHhW39xzJrnn+qngStv2l1VaWV1b3yhvVra2d3b3qvsHbZVkkqHLEpHIrk8VCh6jq7kW2E0l0sgX2PHHNzO/84BS8SS+15MUvYiOYh5wRrUZuY8D+4oOqjW7bs9FlsEpoAaFWoPqZ3+YsCzCWDNBleo5dqq9nErNmcBppZ8pTCkb0xH2DMY0QuXl82Wn5CRIJNEhkvn7dzankVKTyDeZiOpQLXqz4X9eL9PBpZfzOM00xsxEjBdkguiEzDqTIZfItJgYoExysyVhIZWUaXOZiqnvLJZdhvZZ3TmvN+4ateZ1cYgyHMExnIIDF9CEW2iBCww4PMMbvFuh9WS9WK8/0ZJV/DmEP7I+vgE2mIvv</latexit>x0 = a

<latexit sha1_base64="nkzmDCeea1DxKiUvo32mwtIu9Rg=">AAAB5HicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaQtQl0Y1LjIIk0JDpcAsTpp1mZmokDW+gK6PufCJfwLdxwC4UPKtv7jmT3HODRHBtXPfLKaysrq1vFDdLW9s7u3vl/YO2lqli2GJSSNUJqEbBY2wZbgR2EoU0CgTeB+OrmX//gEpzGd+ZSYJ+RIcxDzmjxo5uH/u1frniVt25yDJ4OVQgV7Nf/uwNJEsjjA0TVOuu5ybGz6gynAmclnqpxoSyMR1i12JMI9R+Nl91Sk5CqYgZIZm/f2czGmk9iQKbiagZ6UVvNvzP66YmvPAzHiepwZjZiPXCVBAjyawxGXCFzIiJBcoUt1sSNqKKMmPvUrL1vcWyy9CuVb2zav2mXmlc5ocowhEcwyl4cA4NuIYmtIDBEJ7hDd6d0HlyXpzXn2jByf8cwh85H98BsIs/</latexit>x2

Figura 6.2: Método de las cuerdas

A continuación, haremos la comprobación de la convergencia de este método bajo las mismas

hipótesis que en el método de Newton.

Teorema 6.4 Sea F verificando la hipótesis (H), c ∈ [a, b] el extremo de [a, b] tal que el signo

de la función F (c) sea el mismo que el de la función F ′′(c) y d el otro extremo del intervalo
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[a, b]. Entonces el método de las cuerdas para F con x0 = d converge, al menos linealmente, a

la única ráız α de F en [a, b].

Demostración. Por la observación 5.2 sabemos que F tiene una única ráız α en [a, b] y que

F verifica la hipótesis (H1) por lo que c = b y d = a. Comprobemos, por inducción, que

xn ∈ [a, α), n ≥ 0.

i) Para n = 0 sabemos que x0 = d = a.

ii) Suponiendo cierto el resultado para n, es decir,

a ≤ xn < α (6.3)

vamos a demostrarlo para n + 1. Al ser F ′ > 0, la función F es estrictamente creciente

en [a, b] y, por tanto,

F (a) ≤ F (xn) < F (α) = 0.

De esta forma, como

F (b)− F (xn) > −F (xn) > 0 y b− xn > b− α > 0 (6.4)

entonces

xn+1 = xn −
F (xn)

F (b)− F (xn)
(b− xn) > xn ≥ a. (6.5)

La hipótesis

F ′′(x) > 0, x ∈ [a, b]

determina que la función F es convexa en el intervalo [a, b]; aśı, en particular, la gráfica

de F en [xn, b] queda por debajo de la cuerda de ecuación

y(x) = F (xn) +
F (b)− F (xn)

b− xn

(x− xn)
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que une los puntos (xn, F (xn)) y (b, F (b)). De esta forma, evaluando en el punto

α ∈ (xn, b) se tiene que

0 = F (α) < y(α) = F (xn) +
F (b)− F (xn)

b− xn

(α− xn),

de donde obtenemos que

α > xn −
F (xn)

F (b)− F (xn)
(b− xn) = xn+1.

Por tanto, por (6.5), la sucesión {xn}∞n = 0 es estrictamente creciente y, además,

a = x0 < xn < xn+1 < α < b, n ∈ N, (6.6)

luego existe β ∈ [a, α] tal que

β = lim
n→+∞

xn.

Como F ∈ C([a, b]) y

xn = xn−1 −
F (xn−1)

F (b)− F (xn − 1)
(b− xn−1), n ∈ N

haciendo tender n → +∞, se obtiene que

β = β − F (β)

F (b)− F (β)
(b− β),

F (β)

F (b)− F (β)
(b− β) = 0

de donde se concluye que F (β) = 0 ya que, por (6.6), sabemos que β ̸= b. De esta forma, por

la unicidad de ráıces de F en [a, b] se llega a que β = α.

Finalmente, utilizando (6.3) y (6.5), para todo n ∈ N, se tiene que

0 > xn+1 − α > xn − α.

Por tanto
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en+1 = |xn+1 − α| < |xn − α| = en,

de donde se deduce la convergencia, al menos lineal, del método.

Además se tiene el siguiente resultado respecto a la estimación del error:

Proposición 6.5 Sea F verificando la hipótesis (H) y denotemos por

m1 = min
a≤x≤b

|F ′(x)| y M1 = max
a≤x≤b

|F ′(x)|. (6.7)

La sucesión del método de las cuerdas comenzando en x0 = d verifica que

|xn − α| ≤ M1 −m1

m1

|xn − xn−1|, n ∈ N. (6.8)

Demostración. De nuevo, por la observación 5.2, F tiene una única ráız α en [a, b] y, además,

verifica la hipótesis (H1) por lo que c = b y d = a. Para cada n ∈ N, por el teorema del Valor

Medio, se verifica que

F (α)− F (xn−1) = F ′(βn−1)(α− xn−1) con βn−1 ∈ (xn−1, α)

y

F (b)− F (xn−1) = F ′(vn−1)(b− xn−1) con vn−1 ∈ (xn−1, b).

De esta forma, como F (α) = 0, se tiene que

F ′(βn−1)(α− xn−1) = −F (xn−1) =
F (b)− F (xn−1)

b− xn−1

(xn − xn−1)

= F ′(vn−1)(xn − xn−1).

Como la función F ′ es positiva en [a, b] entonces

α− xn−1 =
F ′(vn−1)

F ′(βn−1)
(xn − xn−1)

y, por tanto,

α− xn = (α− xn−1) + (xn−1 − xn) =

(
F ′(vn−1)

F ′(βn−1)
− 1

)
(xn − xn−1)

=
F ′(vn−1)− F ′(βn−1)

F ′(βn−1)
(xn − xn−1).

Tomando valores absolutos se concluye, a partir de (6.7), el resultado (6.8).
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6.3 Método de la secante

En este método la derivada es discretizada mediante la fórmula de derivación numérica más

simple, la de dos puntos. Es decir, en lugar de F ′(xn−1) tomamos el siguiente cociente

F (xn−1)− F (xn−2)

xn−1 − xn−2

.

A partir de (5.6), tenemos

∅(x) =
xn−1 − xn−2

F (xn−1)− F (xn−2)

y obtenemos aśı el método de la secante
x0, x1 ∈ [a, b] dados

xn = xn−1 −
F (xn−1)

F (xn−1)− F (xn−2)
(xn−1 − xn−2), n ≥ 2.

Interpretación geométrica 6.6 La recta que une los puntos (xn−1, F (xn−1)) y (xn, F (xn))

viene dada por

y = F (xn) +
F (xn)− F (xn−1)

xn − xn−1

(x− xn),

y la intersección de esta recta con el eje de abcisas (y = 0) es

F (xn) +
F (xn)− F (xn−1)

xn − xn−1

(x− xn) = 0,

F (xn) = −F (xn)− F (xn−1)

xn − xn−1

(x− xn),

F (xn)

F (xn)− F (xn−1)
(xn − xn−1) = xn − x,

x = xn −
F (xn)

F (xn)− F (xn−1)
(xn − xn−1),

es decir, la iteración siguiente xn+1 en el método de la secante.
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<latexit sha1_base64="gsvNP+kdK9519hx2z0bTJlOq8EQ=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaQ9SNCdGNS0wskEBDpsMtnTD9yczUSBpeQVdG3flAvoBv44BdKHhW39xzJrnn+qngStv2l1VaWV1b3yhvVra2d3b3qvsHbZVkkqHLEpHIrk8VCh6jq7kW2E0l0sgX2PHHNzO/84BS8SS+15MUvYiOYh5wRrUZuY8D+4oOqjW7bs9FlsEpoAaFWoPqZ3+YsCzCWDNBleo5dqq9nErNmcBppZ8pTCkb0xH2DMY0QuXl82Wn5CRIJNEhkvn7dzankVKTyDeZiOpQLXqz4X9eL9PBpZfzOM00xsxEjBdkguiEzDqTIZfItJgYoExysyVhIZWUaXOZiqnvLJZdhvZZ3TmvN+4ateZ1cYgyHMExnIIDF9CEW2iBCww4PMMbvFuh9WS9WK8/0ZJV/DmEP7I+vgE2mIvv</latexit>x0 = a
<latexit sha1_base64="NRERkvSm6dM2vGSsjQkCf7m0ck0=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaQ9SNCdGNS0wskEBDpsMtnTD9yczUSBpeQVdG3flAvoBv44BdKHhW39xzJrnn+qngStv2l1VaWV1b3yhvVra2d3b3qvsHbZVkkqHLEpHIrk8VCh6jq7kW2E0l0sgX2PHHNzO/84BS8SS+15MUvYiOYh5wRrUZuY8D58ofVGt23Z6LLINTQA0KtQbVz/4wYVmEsWaCKtVz7FR7OZWaM4HTSj9TmFI2piPsGYxphMrL58tOyUmQSKJDJPP372xOI6UmkW8yEdWhWvRmw/+8XqaDSy/ncZppjJmJGC/IBNEJmXUmQy6RaTExQJnkZkvCQiop0+YyFVPfWSy7DO2zunNeb9w1as3r4hBlOIJjOAUHLqAJt9ACFxhweIY3eLdC68l6sV5/oiWr+HMIf2R9fAM5lovx</latexit>

x1 = b

<latexit sha1_base64="nkzmDCeea1DxKiUvo32mwtIu9Rg=">AAAB5HicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaQtQl0Y1LjIIk0JDpcAsTpp1mZmokDW+gK6PufCJfwLdxwC4UPKtv7jmT3HODRHBtXPfLKaysrq1vFDdLW9s7u3vl/YO2lqli2GJSSNUJqEbBY2wZbgR2EoU0CgTeB+OrmX//gEpzGd+ZSYJ+RIcxDzmjxo5uH/u1frniVt25yDJ4OVQgV7Nf/uwNJEsjjA0TVOuu5ybGz6gynAmclnqpxoSyMR1i12JMI9R+Nl91Sk5CqYgZIZm/f2czGmk9iQKbiagZ6UVvNvzP66YmvPAzHiepwZjZiPXCVBAjyawxGXCFzIiJBcoUt1sSNqKKMmPvUrL1vcWyy9CuVb2zav2mXmlc5ocowhEcwyl4cA4NuIYmtIDBEJ7hDd6d0HlyXpzXn2jByf8cwh85H98BsIs/</latexit>x2
<latexit sha1_base64="jKCTIxzbkMehanVMTcv6jYhIjs8=">AAAB5HicbZC9TsMwFIVvyl8pfwVGFosKialKoALGChbGIuiP1EaV4960Vp04sh1EFfUNYELAxhPxArwNbskAhTN9vudYuucGieDauO6nU1haXlldK66XNja3tnfKu3stLVPFsMmkkKoTUI2Cx9g03AjsJAppFAhsB+Ormd++R6W5jO/MJEE/osOYh5xRY0e3D/3TfrniVt25yF/wcqhArka//NEbSJZGGBsmqNZdz02Mn1FlOBM4LfVSjQllYzrErsWYRqj9bL7qlByFUhEzQjJ//8xmNNJ6EgU2E1Ez0ovebPif101NeOFnPE5SgzGzEeuFqSBGklljMuAKmRETC5QpbrckbEQVZcbepWTre4tl/0LrpOqdVWs3tUr9Mj9EEQ7gEI7Bg3OowzU0oAkMhvAEr/DmhM6j8+y8fEcLTv5nH37Jef8CAy6LQA==</latexit>x3

<latexit sha1_base64="2nu8RGB2T5OrwZrlaRj183zqgjI=">AAAB53icbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpppGYuCKtIeqS6MYlJoIk0JDb4ZaOTH8yMzUhDc+gK6PufB9fwLdxwC4UPKtv7jmT3HP9VHClHefLKq2srq1vlDcrW9s7u3vV/YOOSjLJqM0Skciuj4oEj6mtuRbUTSVh5Au698fXM//+kaTiSXynJyl5EY5iHnCG2ow6fRRpiINqzak7c9nL4BZQg0KtQfWzP0xYFlGsmUCleq6Tai9HqTkTNK30M0UpsjGOqGcwxoiUl8+3ndonQSJtHZI9f//O5hgpNYl8k4lQh2rRmw3/83qZDi69nMdppilmJmK8IBO2TuxZaXvIJTEtJgaQSW62tFmIEpk2p6mY+u5i2WXonNXd83rjtlFrXhWHKMMRHMMpuHABTbiBFrSBwQM8wxu8W9x6sl6s159oySr+HMIfWR/fd9WMtg==</latexit>↵
<latexit sha1_base64="bvjj6zykfN4NYX4oToDcNh0Nwx0=">AAAB5HicbZDLTgIxFIZP8YZ4Q126aSQmrsiMIeqS6MYlRrkkMCGdcgYaOpe0HSOZ8Aa6MurOJ/IFfBsLzkLBf/X1/H+T8x8/kUIbx/kihZXVtfWN4mZpa3tnd6+8f9DScao4NnksY9XxmUYpImwaYSR2EoUs9CW2/fH1zG8/oNIiju7NJEEvZMNIBIIzY0d3j/1av1xxqs5cdBncHCqQq9Evf/YGMU9DjAyXTOuu6yTGy5gygkuclnqpxoTxMRti12LEQtReNl91Sk+CWFEzQjp//85mLNR6Evo2EzIz0ovebPif101NcOllIkpSgxG3EesFqaQmprPGdCAUciMnFhhXwm5J+Ygpxo29S8nWdxfLLkPrrOqeV2u3tUr9Kj9EEY7gGE7BhQuoww00oAkchvAMb/BOAvJEXsjrT7RA8j+H8Efk4xsErItB</latexit>x4

Figura 6.3: Método de la secante

A continuación se demostrará que, de todas las variantes del método de Newton, el método

de la secante es el que converge más rápido.

Proposición 6.7 Si F ∈ C2([a, b]) y denotamos por

en = |xn − α|, n ≥ 0

siendo α una ráız de F en [a, b], entonces

en ≤ M2

2m1

en−1en−2, n ≥ 2 (6.9)

siendo

m1 = min
a≤x≤b

|F ′(x)| y M2 = max
a≤x≤b

|F ′′(x)|.

Por tanto, cuando el método secante converge, se verifica que

lim
n→+∞

en
en−1

= 0,
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que sabemos por la definición 3.6 que la convergencia es superlineal.

Demostración. Por definición se tiene que

α− xn = α− xn−1 +
F (xn−1)

F (xn−1)− F (xn−2)
(xn−1 − xn−2)

= (α− xn−1)

(
1− F (α)− F (xn−1)

α− xn−1

xn−1 − xn−2

F (xn−1)− F (xn−2)

)
.

Teniendo en cuenta que

F [xn−1, α] =
F (α)− F (xn−1)

α− xn−1

y

F [xn−1, xn−2] =
F (xn−2)− F (xn−1)

xn−2 − xn−1

,

podemos deducir

α− xn = (α− xn−1)

(
1− F [xn−1, α]

1

F [xn−1, xn−2]

)
= (α− xn−1)(F [xn−2, xn−1]− F [xn−1, α])

1

F [xn−1, xn−2]
.

Teniendo en cuenta las diferencias divididas

F [xi, xi+1, ..., xi+m] =
F [xi, xi+1, ..., xi+m−1]− F [xi+1, xi+2, ..., xi+m]

xi − xi+m

,

se tiene que

α− xn = −(α− xn−1)(α− xn−2)
F [xn−2, xn−1]− F [xn−1, α]

xn−2 − α

1

F [xn−1, xn−2]

= −(α− xn−1)(α− xn−2)
F [xn−2, xn−1, α]

F [xn−1, xn−2]
.

Ahora usando la propiedad

F [xm−k, xm−(k−1), ..., xm, x] =
F k+1)(βx)

(k + 1)!

determina la existencia de βα y β tales que

α− xn = −(α− xn−1)(α− xn−2)
F ′′(βα)

2F ′(β)

siendo k = 1 y de donde, tomando valores absolutos, se obiente (6.9).
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6.4 Método de la Falsa Posición (o Regula Falsi)

Este método es una variante del método de Newton, pero también puede interpretarse como

una generalización del método de la bisección. Para poder aplicarlo, es necesario que la función

F ∈ C([a, b]) y no es necesario que F sea cóncava o convexa en [a, b] (en este caso coincidiŕıa

con el método de las cuerdas).

Consideremos F ∈ C([a, b]) con F (a)F (b) < 0 de forma que existe una única ráız α ∈ (a, b)

tal que F (α) = 0. La ecuación de la recta que une los puntos (a, F (a)) y (b, F (b)) viene dada

por

y = F (a) +
F (b)− F (a)

b− a
(x− a),

y la intersección de dicha recta con el eje de abcisas (y = 0) es

F (a) +
F (b)− F (a)

b− a
(x− a) = 0,

F (a) = −F (b)− F (a)

b− a
(x− a),

F (a)

F (b)− F (a)
(b− a) = a− x,

x = a− F (a)

F (b)− F (a)
(b− a),

e igualamos el resultado anterior a c

x = a− F (a)

F (b)− F (a)
(b− a) = c.

Al igual que con el método de la bisección, tomamos a1 = a, b1 = c si F (a)F (c) < 0

a1 = c, b1 = b si F (c)F (b) < 0.

La siguiente iteración se obtendŕıa aplicando la misma estrategia al intervalo [a1, b1] y, aśı,

sucesivamente.
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<latexit sha1_base64="ZVnpDVAEJcAvBg1QXADdAwL/Bss=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY9Ql0Y1LjPJIYEJqmhro0PNId48JIfyBroy684v8Af/GBmeh4F2drns7qVtBKoU2rvvlFFZW19Y3ipulre2d3b3y/kFTJ5ni1OCJTFQ7QE1SxNQwwkhqp4owCiS1gtHNzG89ktIiiR/MOCU/wkEsQsHR2NE99rxeueJW3bnYMng5VCBXvVf+7PYTnkUUGy5R647npsafoDKCS5qWupmmFPkIB9SxGGNE2p/MV52ykzBRzAyJzd+/sxOMtB5Hgc1EaIZ60ZsN//M6mQmv/ImI08xQzG3EemEmmUnYrDHrC0XcyLEF5ErYLRkfokJu7F1Ktr63WHYZmmdV76J6fndeqV3nhyjCERzDKXhwCTW4hTo0gMMAnuEN3p3QeXJenNefaMHJ/xzCHzkf392jiyc=</latexit>a1
<latexit sha1_base64="2nu8RGB2T5OrwZrlaRj183zqgjI=">AAAB53icbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpppGYuCKtIeqS6MYlJoIk0JDb4ZaOTH8yMzUhDc+gK6PufB9fwLdxwC4UPKtv7jmT3HP9VHClHefLKq2srq1vlDcrW9s7u3vV/YOOSjLJqM0Skciuj4oEj6mtuRbUTSVh5Au698fXM//+kaTiSXynJyl5EY5iHnCG2ow6fRRpiINqzak7c9nL4BZQg0KtQfWzP0xYFlGsmUCleq6Tai9HqTkTNK30M0UpsjGOqGcwxoiUl8+3ndonQSJtHZI9f//O5hgpNYl8k4lQh2rRmw3/83qZDi69nMdppilmJmK8IBO2TuxZaXvIJTEtJgaQSW62tFmIEpk2p6mY+u5i2WXonNXd83rjtlFrXhWHKMMRHMMpuHABTbiBFrSBwQM8wxu8W9x6sl6s159oySr+HMIfWR/fd9WMtg==</latexit>↵

<latexit sha1_base64="UVG9YmRqoE4NfBD2TsHHzj58U8M=">AAAB5HicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCFGXRDcuMcpPAhPSKXegoTOdtB0TMuENdGXUnU/kC/g2FpyFgmf19Z7T5J4bJIJr47pfTmFtfWNzq7hd2tnd2z8oHx61tUwVwxaTQqpuQDUKHmPLcCOwmyikUSCwE0xu5n7nEZXmMn4w0wT9iI5iHnJGjR3dB4PaoFxxq+5CZBW8HCqQqzkof/aHkqURxoYJqnXPcxPjZ1QZzgTOSv1UY0LZhI6wZzGmEWo/W6w6I2ehVMSMkSzev7MZjbSeRoHNRNSM9bI3H/7n9VITXvkZj5PUYMxsxHphKoiRZN6YDLlCZsTUAmWK2y0JG1NFmbF3Kdn63nLZVWjXqt5FtX5XrzSu80MU4QRO4Rw8uIQG3EITWsBgBM/wBu9O6Dw5L87rT7Tg5H+O4Y+cj2/goYsp</latexit>

b2

<latexit sha1_base64="txhb8ece1Re0DvXeXf6a9uCXgH8=">AAAB5nicbZDNSsNAFIVv6l+tf1WXboJFcFUSEXUjFN24rGDaQhvKzfSmGTr5YWYilNJX0JWoOx/IF/BtnNYstPWsvrnnDNxzg0xwpR3nyyqtrK6tb5Q3K1vbO7t71f2DlkpzychjqUhlJ0BFgifkaa4FdTJJGAeC2sHodua3H0kqniYPepyRH+Mw4SFnqM3Iw75zjf1qzak7c9nL4BZQg0LNfvWzN0hZHlOimUCluq6TaX+CUnMmaFrp5YoyZCMcUtdggjEpfzJfdmqfhKm0dUT2/P07O8FYqXEcmEyMOlKL3mz4n9fNdXjlT3iS5ZoSZiLGC3Nh69SedbYHXBLTYmwAmeRmS5tFKJFpc5mKqe8ull2G1lndvaif35/XGjfFIcpwBMdwCi5cQgPuoAkeMODwDG/wbkXWk/Vivf5ES1bx5xD+yPr4BhPqi9g=</latexit>a0 = a

<latexit sha1_base64="OiGxcK/rDaHNDZVl1YNpko6qxSQ=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKUC9C0IvHCOYhyRJmJ73JkJndZWZWCEt+Qk+i3vwcf8C/cRL3oIkFDdVd1dDVQSK4Nq775RRWVtfWN4qbpa3tnd298v5BS8epYthksYhVJ6AaBY+wabgR2EkUUhkIbAfjm5nefkSleRzdm0mCvqTDiIecUWNHD0Hfuwr6rq1yxa26c5Bl4uWkAjka/fJnbxCzVGJkmKBadz03MX5GleFM4LTUSzUmlI3pELuWRlSi9rP5wVNyEsaKmBGSef/bm1Gp9UQG1iOpGelFbTb8T+umJrz0Mx4lqcGIWYvVwlQQE5NZbjLgCpkRE0soU9xeSdiIKsqM/U7JxvcWwy6T1lnVO6/W7mqV+nX+iCIcwTGcggcXUIdbaEATGEh4hjd4d4Tz5Lw4rz/WgpPvHMIfOB/fds6NMQ==</latexit>

b1 = b0 = b

Figura 6.4: Método de la Falsa Posición
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Caṕıtulo 7

Programación con Matlab

Matlab es una plataforma de programación y cálculo numérico utilizada para analizar datos,

desarrollar algoritmos y crear modelos. Algunas de las caracteŕısticas de Matlab son:

• La programación es mucho más sencilla.

• Hay continuidad entre valores enteros, reales y complejos.

• La amplitud del intervalo y la exactitud de los números es mayor.

• Cuenta con una biblioteca matemática amplia.

• Abundantes herramientas gráficas.

• Capacidad de vincularse con los lenguajes de programación tradicionales.

• Transportabilidad de los programas.

Algunas de sus desventajas son:

• Necesita de muchos recursos de sistema como son Memoria, tarjeta de videos,... para

funcionar correctamente.

• El tiempo de ejecución es lento.

• No genera código ejecutable.
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• Es caro.

En este caṕıtulo hemos desarrollado los programas con Matlab de los tres métodos

numéricos más importantes: el método de Bisección, el método de punto fijo y el método de

Newton. Para ello hemos usado los apuntes de Echevarŕıa [5] y el libro de Infante del Ŕıo y Rey

Cabezas [9].

7.1 Método de Bisección

Sea F ∈ C([a, b]). Sea α la única ráız de

F (x) = 0 en [a, b].

Algoritmo de bisección

a) Datos de entrada: a, b, ε > 0, y error > 0.

Hacer e = (b− a)/2 y definir n = 0.

b) Calcula aprox =
a+ b

2
.

b.1) Si |e| ≤ error o |F (aprox)| < ε, parar y devolver aprox como aproximación de la

solución y n como el número de iteraciones necesarias.

b.2) Si F (a)F (aprox) < 0, hacer b = aprox.

b.3) Si no, hacer a = aprox.

c) Hacer e = e/2, n = n+ 1 y volver al paso b).

Programa en Matlab

El programa Biseccion(F,a,b,epsilon,error) devuelve una aproximación aprox de la única

ráız α de la función F en el intervalo [a, b] y el número de iteraciones n necesarias para obtener

dicha aproximación. Se detiene el algoritmo si |F (aprox)| < epsilon o si |aprox − α| < error,

donde aprox y n son los argumentos de salida del programa.
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function [aprox,n] = Biseccion(F, a, b, epsilon, error)

Fa = F(a);

Fb = F(b);

if ( Fa*Fb > 0 )

... error(‘No se cumplen las hipótesis del Teorema de Bolzano’);

end

e = (b-a)*0.5;

aprox = (a+b)*0.5;

n=0;

while ( abs(e) >=error )

... Faprox = F(aprox);

... if ( abs(Faprox) < epsilon )

... ... return

... end

... if (Fa*Faprox > 0)

... ... a = aprox;

... ... Fa = Faprox;

... else

... ... b = aprox;

... ... Fb = Faprox;

... end

... aprox = (a+b)*0.5;

... e = e*0.5;

... n = n+1;

end
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Al ejecutar el programa del método de bisección para la función F (x) = sen(x) − 0.4 en el

intervalo [0, 1] con un error inferior a 10−6, obtenemos que la aproximación obtenida es 0.411560

siendo necesarias 13 iteraciones. En la siguiente figura ilustramos la aproximación obtenida.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Figura 7.1: Ilustración de la aproximación de la solución de F (x) = sen(x) − 0.4 mediante el

método de bisección con un error inferior a 10−6.

7.2 Método de Punto Fijo

Sea F ∈ C([a, b]). Sea α la única ráız de

F (x) = 0 en [a, b] ⇐⇒ x = f(x) en [a, b].

Algoritmo de punto fijo

a) Elegir x0 ∈ [a, b] y ε > 0. Definir n = 0.

b) Dados n ≥ 0 y xn.

b.1) Calcular xn+1 = f(xn).

b.2) Si |xn+1 − xn| ≤ ε, parar y devolver xn+1 como aproximación.
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b.3) Hacer n = n+ 1 y repetir el paso b).

Programa en Matlab

El programa PuntoFijo(f,xcero,epsilon,N) devuelve una aproximación aprox de un punto

fijo de f(x), es decir, una solución de x = f(x), donde xcero es el dato inicial y N es el número

de iteraciones a realizar. Se detiene el algoritmo si |xn+1 − xn| < epsilon, donde aprox es el

argumento de salida del programa.

function [aprox] = PuntoFijo(f, xcero, epsilon, N)

aprox= xcero;

for k=1:N

... x0=aprox;

... aprox=f(aprox);

... if ( abs(aprox-x0) < epsilon )

... ... return

... end

end

Al ejecutar el programa del método de punto fijo para la función F (x) = e−x − x con dato

inicial x0 =
1

3
y 22 iteraciones, obtenemos que la aproximación obtenida es 0.5671. En la

siguiente figura ilustramos la aproximación obtenida.
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Figura 7.2: Ilustración de la aproximación de la solución de F (x) = e−x − x, donde f(x) = e−x,

mediante el método de punto fijo.

7.3 Método de Newton

Sea F ∈ C([a, b]). Sea α la única ráız de

F (x) = 0 en [a, b].

Algoritmo de Newton

a) Elegir x0 ∈ [a, b], δ > 0 y ε > 0.

b) Dados n ≥ 0 y xn.

b.1) Calcular xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
.

b.2) Si |xn+1 − xn| < δ o bien |f(xn+1)| < ε, parar y devolver xn+1 como aproximación.

Programa en Matlab

El programa Newton(F,dF,xcero,delta,epsilon,N) devuelve una aproximación aprox de

la solución de F (x) = 0, donde dF es la derivada de F , xcero es el dato inicial y N es el

número máximo de iteraciones a realizar. Se detiene el algoritmo si |xn+1 − xn| < delta o bien
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si |F (aprox)| < epsilon, donde aprox es el argumento de salida del programa.

function [aprox] = Newton(F, dF, xcero, delta, epsilon, N)

aprox= xcero;

for k=1:N;

... x0=aprox;

... aprox=aprox-F(aprox)/dF(aprox);

... if ( abs(F(aprox))<epsilon)| (abs(aprox-x0) < delta )

... ... return

... end

end

Al ejecutar el programa del método de Newton para la función F (x) = x − 1.3 sen (x) con

dato inicial x0 = 0.2 y 3 iteraciones, obtenemos que la aproximación obtenida es 2.8886× 10−6.

En la siguiente figura ilustramos la aproximación obtenida.

-1 -0.5 0 0.5 1
-0.15

-0.1
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0.1

0.15
F(x)
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Figura 7.3: Ilustración de la aproximación de la solución de F (x) = x− 1.3 sen (x) mediante el

método de Newton.
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Caṕıtulo 8

Conclusiones

En este caṕıtulo se desarrollarán las conclusiones a las que hemos llegado durante el de-

sarrollo de este Trabajo Fin de Grado. Nos centraremos en los inconvenientes que tienen los

métodos estudiados y en el uso de estos métodos en Estad́ıstica. Para ello, se han usado los

apuntes de Hernández [8] y el art́ıculo de Salazar et al. [15].

Fallos de los métodos iterativos

Los métodos iterativos proporcionan una manera fácil de encontrar las ráıces de funciones

continuas al generar sucesiones de puntos que convergen a la ráız deseada. Sin embargo, este

no es siempre el caso. De los métodos mostrados, solo el método de bisección garantiza la con-

vergencia. Esto se debe a que su desarrollo se basa en el concepto de completitud de R. Por lo

tanto, siempre es una buena práctica acotar el intervalo en el que se encuentra la ráız a través

de algunas iteraciones por bisección, para luego proceder a uno de los otros métodos.

Cuando se introdujo el método del punto fijo, se cumplieron ciertas condiciones para asegurar

la convergencia de las secuencias iterativas. Sin embargo, la principal dificultad radica en cómo

construir la función iterativa f(x), ya que podemos despejar de diversas formas.

Ejemplo 8.1 Sea F (x) = −2x2 + 3x+ 1. Existen varias opciones para crear f(x):
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• x =
2x2 − 1

3

• x =

√
3x+ 1

2

• x =
−1

−2x+ 3

• x =
1 + 3x

2x

• x = 2x2 − 2x− 1

• x =
2x3

3x+ 1

También el método de Newton puede fallar de varias formas. Una de ellas es cuando ocurre

la finalización prematura, es decir, cuando para algún xn se cumple que F ′(xn) = 0. Algebraica-

mente es imposible dividir por cero, pero geométricamente se trata de una recta tangente a la

curva que es paralela al eje de abcisas. Otro de los fallos que puede tener este método es que

la secuencia de iterados {xn} se aleje cada vez más de la ráız α. La última de las formas en

las que este algoritmo puede fallar al buscar una ráız es cuando el proceso iterativo genera una

sucesión oscilante. En este caso, F (x) = x3 − 2x + 2; x0 = 0; x1 = 1 y x2 = 0 = x0, con lo que

el proceso iteraitvo no termina nunca.

Métodos numéricos en Estad́ıstica

La estad́ıstica se ha convertido en una herramienta fundamental de la investigación cient́ıfica

y emṕırica en todas las áreas de la ciencia, tanto social como técnica. La estad́ıstica se enfoca

de lleno en el gran problema de tomar decisiones correctas.

Un estudio realizado en la Facultad de Informática y Electrónica de la Escuela Superior

Politécnica del Chimborazo en Riobamba Ecuador, encontró que el uso de tablas de valores de

distribución de muestreo para hacer Inferencia Estad́ıstica dificultaba la redacción del trabajo de

fin de grado por parte de los estudiantes de pregrado y postgrado. Para encontrar los intervalos
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de confianza, se limitan a usar valores que se encuentran en los libros, lo cual es un inconve-

niente ya que al desarrollar temas destinados a automatizar y medir las caracteŕısticas de calidad

de procesos reales, no encontraban los valores necesarios para tomar una decisión. Entonces,

se pensó que los métodos numéricos podŕıan usarse para crear un Programa Informático que

simularan un análisis estad́ıstico para la comprobación de hipótesis. Esto permite a los

estudiantes tomar decisiones rápidas y eficientes sin necesidad de asesoramiento y sin mucha

dificultad. Además, otro problema al que se podŕıan enfrentar los estudiantes de la catedra

de métodos numéricos es la aplicación práctica de estos métodos, lo que puede tener un im-

pacto significativo en el proceso educativo en este campo. Es importante mencionar que antes

de embarcarse en este proyecto, se buscaron herramientas informáticas que ayudaran a probar

hipótesis, pero no se encontró ninguna que se ajustara perfectamente a la realidad.

La Inferencia Estad́ıstica es la parte de la estad́ıstica matemática que se encarga del estudio

de los métodos para la obtención del método de probabilidad que sigue una variable aleatoria de

una determinada población, a través de una muestra obtenida de ésta para poder sacar conclu-

siones. Para poder resolver el problema de Inferencia Estad́ıstica es necesario calcular ráıces de

ecuaciones integrales de una alta complejidad, por lo cual afrontaremos el problema utilizando

técnicas de integración numérica y técnicas para hallar ráıces de ecuaciones.

Para hallar las ráıces de ecuaciones contamos con varios métodos numéricos como el método

de la bisección, el método de Newton, el método del punto fijo, etc., cada uno de ellos tienen

ventajas y desventajas como vimos anteriormente. En el proyecto no se utilizó el método de

Newton por la complejidad de las ecuaciones, por lo que optaron por el método de la bisección

ya que se dedujo que encontraba las soluciones en un tiempo aceptable y con un error mı́nimo.

Por tanto, se creó el SIAE (Sistema Informático para el Análisis Estad́ıstico) que es un

sistema que permitirá a los estudiantes notar las aplicaciones de los métodos numéricos y a

desarrollar su capacidad cient́ıfica en el campo de la Inferencia Estad́ıstica. Además, se pudo

observar que los métodos numéricos se pueden combinar para resolver problemas más complejos.
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