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1. Introduccion

Desde la electronica hasta la produccion de rayos X o las auroras boreales, las fuerzas
electromagnéticas y los movimientos de particulas cargadas son los responsables de muchos
fenémenos a los que estamos acostumbrados hoy en dia.

En este trabajo vamos a hacer un estudio sobre el movimiento de particulas cargadas en
diversos sistemas electromagnéticos, centrandonos principalmente en las trayectorias que des-

criben estos movimientos.

1.1. Introduccidon teodrica

La ecuacién que rige el movimiento de las particulas cargadas es la ecuacion de la fuerza
de Lorentz:[!]
F=q(E+7xB) (1.1.1)

donde ¢ denota la carga de la particula, la cual se supone puntual, E denota el campo eléctri-
coy B denota el campo magnético. Esta expresion es, junto a las ecuaciones de Maxwell, uno
de los pilares de la electrodinamica clasica. La expresion que hemos dado de esta fuerza esta
dada en el Sistema Internacional de unidades, el cual serd el sistema utilizado en todo el tra-
bajo, siendo la expresion en otros sistemas, tales como sistemas cegesimales, ligeramente dis-
tinta.

Teniendo una expresiéon para la fuerza que actia sobre la particula, las ecuaciones de mo-
vimiento se pueden obtener de la mecanica clésica a partir de la segunda ley de Newton:

d*v

mwzq(ﬁ—kﬁx B) (1.1.2)

Resolviendo estas ecuaciones obtenemos el movimiento de las particulas en el paradigma de
la mecénica clésica.

Con la llegada de la teoria especial de la relatividad, sin embargo, se vio que esta forma
de proceder solo era valida para casos donde las particulas se mantuvieran a velocidades mu-
cho menores que la velocidad de la luz. Por ello, vamos a utilizar la mecanica relativista para
realizar nuestros calculos.

La base de la relatividad especial son las transformaciones de Lorentz, las cuales marcan
como se transforman las coordenadas espacio-temporales de distintos sistemas inerciales. En

concreto, las coordenadas de un sistema S’ que se mueve a velocidad v en la direccién x con



respecto a otro sistema inercial S vienen dadas por las relaciones|!]

ct’ = ~(ct — %x) (1.1.3)
' =~z —vt) (1.1.4)
Y=y (1.1.5)
Z =z (1.1.6)

donde v es la velocidad del sistema S’ con respecto al sistema S y 7 es el factor Lorentz, cuyo
valor viene dado por

= (1.1.7)

A partir de estas transformaciones vamos a introducir el concepto de cuadrivector. Un
cuadrivector se define como un conjunto de cuatro componentes que se transforman entre
dos sistemas inerciales siguiendo las transformaciones de Lorentz. El primer cuadrivector que

podemos construir es el cuadrivector posicion, dado por

20 ct
x! x
2% = - (1.1.8)
x? Y
x3 z

El siguiente concepto relativista que vamos a introducir es el sistema propio de la particu-
la. Generalmente estudiaremos el movimiento en un sistema inercial dado, denominado siste-
ma laboratorio, pero el concepto de sistema propio resulta de gran utilidad para el desarrollo
de la teoria.

El sistema propio es el sistema anclado a la particula durante su trayectoria, de forma que
en este sistema la velocidad de la particula es nula en todo momento. Introducimos también
el concepto de tiempo propio, el cual denotaremos por 7, como el tiempo transcurrido en el
sistema propio. Es facil ver que para un movimiento acelerado el sistema propio es un sistema
no inercial, por lo que no podemos usar las transformaciones de Lorentz habituales para ob-
tener la relacién entre el tiempo propio y el tiempo transcurrido en el sistema laboratorio, el
cual denotaremos por .

Para obtener esta relacién podemos utilizar el siguiente razonamiento. Durante un inter-



valo de tiempo infinitesimal entre t y t + dt la particula lleva una velocidad aproximadamente
constante, por lo que durante esta escala de tiempo el sistema propio puede tratarse como

una sistema inercial, por lo que la relacion entre 7 y ¢ viene dada por

1
dt = ydT = ——=d17 — — =17 (1.1.9)

donde u(t) es el médulo de la velocidad de la particula en el instante ¢ medida en el sistema
laboratorio. Obtenemos asi una ecuacién diferencial que nos da la relacién entre el tiempo
propio y el tiempo medido en el laboratorio.

Utilizando esta nocién sobre el tiempo propio podemos construir la cuadrivelocidad, defi-

nida como
c
dz® Uy
e =" =y (1.1.10)
dr u
)
U,

donde u es el vector velocidad en el sistema laboratorio. Las componentes de la cuadrivelo-
cidad se transforman siguiendo las transformaciones de Lorentz, por lo que es mas adecuado
trabajar con esta en el formalismo relativista en lugar de usar la velocidad en el sistema la-
boratorio. El hecho de que la cuadrivelocidad es efectivamente un cuadrivector es facil de ver
teniendo en cuenta que el tiempo propio 7 es invariante ante transformaciones de Lorentz por
su definicién. A partir de la cuadrivelocidad podemos construir un cuadrivector analogo al

momento cléasico, el cuadrimomento:

p* =mU" = my (1.1.11)

donde m es la masa en reposo de la particula. Es facil ver que las tres componentes espaciales
de este cuadrivector corresponden a las tres componentes espaciales del momento clasico en el
limite no relativista (% < 1), pero la interpretacién de la componente temporal no parece tan

clara. Para identificar este término, podemos desarrollar el factor de Lorentz en el limite no



.. . , . . 2 .
relativista, despreciando términos de orden superior a %3, obteniendo

1 2
P’ ~ me+ Qmu— (1.1.12)
c

La expresién que se obtiene es, salvo por un término aditivo constante y un factor %, idéntica
a la energia cinética clasica. Esto parece indicar que el término temporal del cuadrivector mo-
mento puede interpretarse como la generalizacion relativista de la energia de la particula, de
forma que podemos escribir

E
c

pe = | (1.1.13)

Py
P-
Con estas definiciones, la segunda ley de Newton en el formalismo relativista toma la mis-
ma forma que en el caso clasico, pero utilizando las componentes espaciales del cuadrimo-
mento:
dpd(yv)

m

— —F 1.1.14
dt dt ( )

De la misma forma, la evolucion de la energia de la particula también toma la misma forma

que su analoga clésica, pero utilizando la energia relativista

4B _
dt dt

F-a (1.1.15)

Para el caso de la fuerza de Lorentz estas expresiones toman la forma

E -
E_5.a

ilzt* (1.1.16)
-ﬁzﬂE+ﬂxE

Con respecto a la transformacion de los campos electromagnéticos al cambiar de siste-
ma de referencia, no podemos construir un cuadrivector que nos proporcione las leyes co-
rrectas de transformacién. Sin embargo, puede demostrarse [2] que los potenciales eléctrico
y magnético si se transforman como las componentes de un cuadrivector. Recordando la defi-

nicion del potencial eléctrico ¢ y el potencial magnético A

o4
ot (1.1.17)

—

=V x A

E=-V

o]}



definimos el cuadrivector potencial como

Qe

A = (1.1.18)

<

N NN

A partir de este cuadrivector es posible demostrar [1] que los campos electromagnéticos se

transforman como las componentes de un tensor de segundo orden antisimétrico dado por

Ey Ey L.
—F
= 0 B, -B
FP = _cEy o B Y (1.1.19)
-£=: B, -B, 0

Utilizando este tensor podemos reescribir (1.1.16) de forma mdas compacta

2 .0
4% _ 4 posy, (1.1.20)
dr? m
donde hemos introducido los cuadrivectores covariantes, con un subindice en lugar de un su-
perindice, que se obtienen cambiando el signo de la primera componente del cuadrivector
contravariante, A, = (—A°% A', A% A3). También hemos introducido el convenio de suma
de Einstein, por el cual hay que realizar una suma sobre los indices repetidos en la expresion.
Con esto obtenemos las ecuaciones que habremos de resolver para obtener las trayectorias
de las particulas cargadas. La expresién (1.1.20) conforma un sistema de cuatro ecuaciones
diferenciales de segundo orden para las coordenadas t, x,y, z en funcién del tiempo propio 7,
las cuales han de ser completadas con las condiciones iniciales adecuadas.
Aunque estas ecuaciones serdn las que utilizaremos en la mayor parte del trabajo, vamos
a desarrollar otro formalismo que puede ser de utilidad: la mecanica Lagrangiana relativis-
ta[2].

El Langrangiano clésico se define como
L(q,q,t)=T -V (1.1.21)

donde T es la energia cinética del sistema y V' es la energia potencial. Para obtener las ecua-

ciones de movimiento de un sistema hay que aplicar las ecuaciones de Euler-Lagrange a su



Lagrangiano

d (0L oL
— = - — = 1.1.22
a (aq') og " (1.1.22)

Lo que buscamos es una generalizacién del caso clasico para poder aplicarlo a la mecanica
relativista, de forma que recuperemos las ecuaciones de movimiento dadas por (1.1.14).

Lo primero que podemos intentar es utilizar la definicion clasica usando la energia cinéti-
ca relativista, definida como la energia de la particula menos su energia en reposo,
T = mc?*(y — 1). Sin embargo, las ecuaciones de movimiento que se obtienen a partir de esta
definicién no son las que buscamos, por lo que necesitaremos otro enfoque para obtener la
expresién correcta.

La base del formalismo Lagrangiano es la accion, definida como
to
A= / Ldt (1.1.23)
t1

Con esta definicién, la ecuacién (1.1.22) surge al imponer que el valor de A sea un extremal.
Dado que las ecuaciones de movimiento tienen que tener la misma forma en todos los siste-
mas de referencia, se puede deducir que A tiene que ser invariante ante transformaciones de

Lorentz. Si reescribimos su definicién como

A:/ ~vLdt (1.1.24)

71

la condicion de que el valor de A sea invariante implica que el valor de L también lo tiene
que ser. Para el caso de una particula libre, el Langrangiano méas sencillo que cumple esta

condicién es

Liipre = —% (1.1.25)

donde el signo negativo se introduce para obtener el limite no relativista correcto. Formu-
lando las ecuaciones de Euler-Lagrange con este Lagrangiano recuperamos las ecuaciones de
movimiento dadas por (1.1.14).

A partir de este resultado, obtener el Lagrangiano para una particula cargada en presen-
cia de campos electromagnéticos es sencillo. Dado que la fuerza de Lorentz tiene la misma
forma en el formalismo relativista y en el formalismo clésico [!], podemos proponer el La-

grangiano de interaccién que se obtiene en este ultimo, dado por [2]

Line = —q® + qii- A= Luea, (1.1.26)
v



A partir del ultimo término de esta igualdad puede verse que 7y L;,; es invariante, cumpliendo
la condicion que habiamos impuesto. Uniendo ambos resultados se obtiene el Lagrangiano

para una particula cargada en presencia de campos electromagnéticos

2 —
L:—m021/1—Z—2—q<I)+qﬁ-A (1.1.27)



2. Movimiento en campos electromagnéticos uniformes

y constantes

2.1. Introduccion

En este capitulo vamos a tratar el caso més sencillo de movimiento de particulas carga-
das: el movimiento en campos uniformes y constantes. Estos problemas poseen siempre una
solucion analitica, por lo que su estudio es muy util para estimar como sera el movimiento en
otros campos mas complejos.

En las subsecciones de este capitulo vamos a estudiar diversas configuraciones de estos
campos constantes, empezando por los casos mas sencillos y usando los resultados que ob-
tengamos para resolver problemas més complicados, culminando en el ultimo apartado con el
analisis de una configuracion general.

La forma en la que abordaremos estos problemas serd, a excepcién del ultimo apartado,
resolviendo directamente las ecuaciones dadas por (1.1.20), las cuales conforman un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias de coeficientes constantes. Sin pérdida de generalidad,
escogeremos los ejes de coordenadas de forma que las ecuaciones a resolver se simplifiquen
todo lo posible.

Ademas de las soluciones analiticas, se realizard una representacion grafica de los resul-
tados y una comparacién con soluciones numéricas, con el fin de ilustrar las caracteristicas
del movimiento de las particulas y comprobar que las soluciones son correctas. Esto se rea-
lizara mediante el uso del software MATLAB, utilizando la funcién ode45 para la resolucion

numérica, la cual estd basada en el método Runge-Kutta(4,5) [3].



2.2. Campo eléctrico uniforme

Para este primer caso tomaremos un campo eléctrico paralelo al eje z (E = EZ) y supon-
dremos que la particula cargada estd inicialmente en el origen de coordenadas. De esta forma,

el sistema de ecuaciones diferenciales a resolver es:

d’t  qF dz
—_— = ——— 2.2.1
dr?  mcdr ( )
d’x
—=0 2.2.2
dr? ( )
d*y
— =0 2.2.3
dr? ( )
A’z qFE dt
_—= 224
dr?  m dr ( )
Con las condiciones iniciales:
o . . ) _dt 1 5
ci:Z(t=0)=0,t(r=0)=0,p(r =0) = posZ+poyY+Ppo:2, E(T =0) =19 = m_c\/mZCQ +

Integrando (2.2.1) y sustituyendo en (2.2.4) llegamos a una EDO de segundo orden inho-

mogénea para la coordenada z:

Pz (eB\' _qE
dr? mc mfyO

La solucion a esta ecuacion puede escribirse en términos de funciones hiperbdlicas. Aplicando

las condiciones iniciales se obtiene

_ < 2.2 | 2 e\ ok
z(7) B {\/m c + pj [Cosh (mCT) 1} + po. senh (ch (2.2.5)

Las ecuaciones (2.2.2) y (2.2.3) son ecuaciones de segundo orden homogéneas cuya resolucién

es inmediata. Aplicando las condiciones iniciales obtenemos

x(7) = %T (2.2.6)
y(r) = %T (2.2.7)



Para obtener ¢(7) sustituimos (2.2.5) en la ecuacién (2.2.1), con lo cual podemos resolverla

aplicando dos veces una integraciéon directa, llegando al resultado

1 E E
t(r) = 7B {\/m202 + p3 senh (%T) + Po- [cosh (%T) — 11 } (2.2.8)

Con estos resultados es posible determinar la trayectoria de la particula en el sistema labo-
ratorio en funcién del parametro 7, correspondiente al tiempo propio de la particula. En este
problema también es posible obtener formas cerradas para las coordenadas en funcién del
tiempo en el sistema laboratorio, lo cual no sera posible, en general, para problemas posterio-
res con ecuaciones mas complicadas.

Para este caso, las soluciones en funcién de t las podemos obtener invirtiendo la funcion
t(7), pero debido a la forma de la funcién esta inversion no es trivial, por lo que optaremos
por reformular el sistema de ecuaciones diferenciales para obtener las relaciones buscadas.

Utilizando la definicion de tiempo propio

dt
dr

v (2.2.9)

podemos utilizar la ecuacién (2.2.1) para obtener una expresién para v en funcién de la coor-

denada z.

dry qF dz qF
2= == 4 2.2.10
dr  mcdr () me2- 10 ( )

Aplicando ahora (2.2.9) en (2.2.4) llegamos a una ecuacién diferencial para z(t):

d dz qF dz qFE  po.

Z(~2Z) = sy = E 2.2.11
dt (th> Y& T m T (22.11)
Dado que tenemos una expresion para 7(z) dada por (2.2.10) podemos integrar la ecuacién

diferencial de forma inmediata, obteniendo una ecuacién de segundo grado para z(t):

E E 2
d 22 4 Yoz — q—t2—|—pit =0
2mc? 2m m

Obtenemos una tnica solucién que cumpla las condiciones iniciales, que viene dada por:

&
)= 5 <\/m262 + 93, + (4Bt + poy)? — \/m2c2 +p2, +p3$)) (2.2.12)

Para realizar la representacién gréfica en la figura 1 introducimos las siguientes variables

10



adimensionales

T T
QE ta QE t
Va | = 2|V = (2.2.13)
Ta T
Za z
70
80 Numérica Numérica
*  Analitica 60 - *  Analitica

60

o 40

20

3.5

a X T
a a

Figura 1: Comparacién de la trayectoria de la particula en un campo eléctrico uniforme
obtenida analiticamente y por métodos numéricos para 22 = (1,2, 3), representadas en
coordenadas adimensionales. Ambas soluciones son perfectamente coincidentes.

2.3. Campo magnético uniforme

Para este caso tomaremos un campo magnético paralelo al eje z (5 = BZ) y supondre-
mos que la particula cargada esta inicialmente en el origen de coordenadas. De esta forma, el

sistema de ecuaciones diferenciales a resolver es:

C‘;—Z —0 (2.3.1)
% _ %% (2.3.2)
% _ _%Z_i (2.3.3)

% —0 (2.3.4)

con las condiciones iniciales:

g . R ~ o dt 1
ci:Z(t=0)=0,t(r=0)=0,p(r = 0) = posZ+poyY+po:2, E(T =0) == —/m?c? + p?

mc

En este caso las ecuaciones de movimiento (2.3.1) y (2.3.4) se pueden resolver trivialmen-

11



te, obteniendo funciones lineales de 7 para t(7) y z(7)

1
i(r) =— 2¢2 2 2.3.5
(1) = —/m2c + gy (235)

(1) = %T (2.3.6)

Integrando la ecuacién (2.3.2) y aplicando condiciones iniciales obtenemos

dr  qB  po
o, P (2.3.7)

dr m m

Sustituyendo en (2.3.3) obtenemos una ecuacién diferencial para y(7):

2 B\? Bpos
y=—<q—) y — 1200 (2.3.8)

dr? m m2

Esta ecuacién corresponde a un oscilador armoénico mas un término inhomogéneo. Su solu-
cion, tras aplicar las condiciones iniciales, es

o) = Por [ (@7) _ 1} LT (ﬁf) (2.3.9)

- ¢B m qB m

Una vez obtenida una expresion para y(7) podemos obtener x(7) integrando (2.3.7), obte-

niendo otro oscilador armoénico para el movimiento en esta coordenada

Poq qB Poy qB
=— —T | - — —7 -1 2.3.1
x(7) B sen ( 7') B [cos ( 7') } (2.3.10)

En este caso la relacion entre las ecuaciones en funcion del tiempo propio y en funcién
del tiempo en el sistema laboratorio es inmediata, debido a la relacién lineal entre t y 7, la
cual tiene su origen en el hecho de que la fuerza magnética no cambia la energia cinética de
la particula.

Para realizar la representacién gréafica en la figura 2 introducimos las siguientes variables

adimensionales
Ta x
B t, B[t
Ya =12 Yyl s =1z (2.3.11)
me - m \ ;
Zq z

12



70
Numeérica

— Numeérica
60 % Analitica 60 - *  Analitica

50 1
40
40
20 30

20 1

1 0 5 10 15 20
y
2 Xa Ta

Figura 2: Comparacion de la trayectoria de la particula en un campo magnético uniforme
obtenida analiticamente y por métodos numéricos para 22 = (1,2, 3), representadas en
coordenadas adimensionales. Ambas soluciones son perfectamente coincidentes.

2.4. Campos eléctrico y magnético paralelos

Para este caso tomaremos la direcciéon de ambos campos paralela al eje z (é = Bz, E =
EZ%) y supondremos que la particula cargada estd inicialmente en el origen de coordenadas.

De esta forma, el sistema de ecuaciones diferenciales a resolver es:

d’t  qF dz
02 " mddr (24.3)
d*x  qBdy
d?y gB dx
a2 (2.4.3)
A’z qF dt
con las condiciones iniciales:
L . . . o dt 1 5
ci:Z(r=0)=0,t(r =0) =0,p(r = 0) = poxZ+poy¥+Ppo:Z, E(T =0) =10 = — m2c? + pg

Dado que el campo eléctrico solo afecta a la coordenada paralela al mismo y el campo magnéti-
co afecta a las coordenadas perpendiculares, el problema puede separarse en dos partes inde-
pendientes. Esto se refleja claramente en las ecuaciones, ya que (2.4.1) y (2.4.4) pueden resol-
verse separadamente de (2.4.2) y (2.4.3), y viceversa. Debido a esto las soluciones para x(7)

y y(7) son las que obtuvimos en la seccién 2.3, mientras que las soluciones correspondientes a

z(7) y t(7) son las calculadas en la seccién 2.2:

13



1 qF qF
_ 202 4 2 _
t(r) = B {\/m c? + pg senh (ch> + Do {cosh (ch> 11 } (2.4.5)
< 22 | 2 g\ qk
2(1) = B {\/m c +pg [cosh (—mCT) 1} + po- senh (—mcr (2.4.6)
_ Doz 4B\ _ Poy 9B\ _
x(r) = B sen < -~ 7') B [cos < - 7') 1] (2.4.7)

, B B
y(r) = % |:COS (%7‘) — 1} + % sen (%7) (2.4.8)

La trayectoria resultante es una hélice, similar a la obtenida para el caso en ausencia de cam-
po eléctrico, que se va estirando debido a la aceleracion vertical.

Para realizar la representacién gréafica en la figura 3 introducimos las siguientes variables

adimensionales
T T
QE ta QE t
Yo | = meoel M = poogs (2.4.9)
Ta T
Za V4
120
Numérica Numeérica
% Analitica *  Analitica
100 - 100 -
80 80 -
© 60
N w® 80
40
20 40 -
0 20
0 g
-05 //’(T 1.5 0 ]
1 "ro/ 0.5 0 1 2 3 4 5
Ya X Ta

Figura 3: Comparacion de la trayectoria de la particula en campos eléctrico y magnético
uniformes y paralelos obtenida analiticamente y por métodos numéricos para
%OC =(1,2,1), % = g, representadas en coordenadas adimensionales. Ambas soluciones son
perfectamente coincidentes.

2.5. Campos eléctrico y magnético perpendiculares

En este caso tomaremos la direccién del campo eléctrico paralela al eje z y la direccién
del campo magnético paralela al eje y (é = By, E = EZ%) y supondremos que la particula

cargada estd inicialmente en el origen de coordenadas. De esta forma, el sistema de ecuacio-

14



nes diferenciales a resolver es:

3—2 _ i_i% (2.5.1)
% _ _%Z_j- (2.5.2)
% _0 (2.5.3)

¢’z _qEdt  qBdx (2.5.4)

dr2 ~ mdr ' mdr

con las condiciones iniciales:

g N R ~ o dt 1
ci:Z(t=0)=0,t(r=0)=0,p(r =0) = posT+poyY+po:2, E(T =0) =7 = —/m?c? + p?

mc

La ecuacion (2.5.3) se puede resolver inmediatamente. Aplicando las condiciones iniciales
se obtiene

y(r) = %T (2.5.5)

Para resolver las ecuaciones restantes comenzamos integrando (2.5.1) y (2.5.2), con lo que
obtenemos las igualdades
dt qF

dx B

e _ 97, Pu (2.5.7)
dr m m

Podemos sustituir estas dos expresiones en (2.5.4) para obtener una ecuacién diferencial para

la coordenada z

dr?  m2 \ 2

d2 2 E2 .
c_ 4 (— - B2> Pt % (fyoE + %B) (2.5.8)

Esta ecuacién diferencial puede tener tres distintas soluciones dependiendo de si el coeficiente

2 . .
<f—2 — BQ> es mayor, menor o igual a cero, por lo que estudiaremos cada caso por separado.

2.5.1. Caso 1: (f—; — BQ) >0

En este caso el movimiento de la particula estd mayormente influenciado por el campo
eléctrico, lo que provoca que este esté descrito principalmente por funciones hipérbolicas. La

solucién que se obtiene para (2.5.8) tras aplicar las condiciones iniciales es:

E2 2 E? 2
9/ =B 1 =B
z(1) = S —" i i -1

(meyoE + ¢popB) |cosh | —7

WE m ) B Z
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Una vez tenemos la solucién para z podemos introducirla en las ecuaciones (2.5.6) y (2.5.7)

para obtener las expresiones para x y t mediante una integracion directa.

B q If—; — B2
z(r) = — = (meywE + ¢po,B) senh | ———7
ge (& — B?)? m
¢ (2.5.10)
Bpo. 44/ % - B? E(mc*yB + po. F)
— ——— |cosh [ ——7 ] —1 =
q (& —B) m me (& — B?)
E q ’f—f — B2
t(r) = = (meyE + ¢po. B) senh | ———7
¢ (& — B?)? m
‘ (2.5.11)
Epo. q 15_2 - B? B(mc*yyB + po.E)
—— oy cosh| ——— 7] —-1| — =3 T
qc* (% — B?) m me? (5 — B?)

Anadiendo a estas tres ecuaciones la expresion para y(7) dada por (2.5.5) obtenemos la tra-
yectoria espacio-temporal de la particula.

Para realizar la representacién gréfica en la figura 4 introducimos las siguientes variables

adimensionales
Tq T
(]E ta QE t
va | = AVIE . (2.5.12)
me T me \ ;
24 z

2.5.2. Caso 2: (f—; — BQ) <0

En este caso la fuerza magnética es la predominante, lo que implica que la trayectoria
estd principalmente descrita por funciones trigonométricas. La solucién que se obtiene para

(2.5.8) tras aplicar las condiciones iniciales es:

Po a\/ B>~ & 1 g/ B2 - &
2(1) = z sen T|— Fo2 (meyoE + ¢poeB) [cos | ——
/B2 — & m qC(B2_c_2) m
(2.5.13)

Una vez tenemos la solucién para z podemos introducirla en las ecuaciones (2.5.6) y (2.5.7)

para obtener las expresiones para x y t mediante una integracion directa.

16



Num_é'rica 35
30 % Analitica

Numeérica

” -
30 - Analitica

20

N

2.5
Yo O 4o -8

Figura 4: Comparacion de la trayectoria de la particula en campos eléctrico y magnético
uniformes y perpendiculares obtenida analiticamente y por métodos numéricos para
1%06 =(1,2,3), % = %, representadas en coordenadas adimensionales. Ambas soluciones son
perfectamente coincidentes.

B /B~ &
z(T) = = (mcyoE + cpo. B) sen T
ge (B2 — 22)2 m
¢ (2.5.14)
2 _ E2
+ % coS qB—CzT -1 E(mc®y0B + po. E)
(5 ) T et (B2 £
E /B -G
t(r) =— = (mcyoE + cpo. B) sen T
qcd (B2 — £)2 m
¢ (2.5.15)
2
Epo. /B =% B(mc*yB + po: E)
- |cos | —7 | — 1| — >
@ (B B T et (52 1)

Anadiendo a estas tres ecuaciones la expresion para y(7) dada por (2.5.5) obtenemos la tra-

yectoria espacio-temporal de la particula.

Para realizar la representaciéon gréafica en la figura 5 introducimos las siguientes variables

adimensionales
Ta T
QB ta QB t
v | =— 1y ; . (2.5.16)
me - m \ ;
Zq z

Merece la pena comentar que esta configuracion de campos eléctricos y magnéticos tiene una

aplicacion muy usada en diversos ambitos: funciona como selector de velocidades para las
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Figura 5: Comparacion de la trayectoria de la particula en campos eléctrico y magnético
uniformes y perpendiculares obtenida analiticamente y por métodos numéricos para
%OC =(1,2,3), % = 2, representadas en coordenadas adimensionales. Ambas soluciones son
perfectamente coincidentes.

particulas cargadas.

Supongamos que una particula entra en una regién con estos campos electromagnéticos a
una cierta velocidad vy = vg, 2. El movimiento que seguira la particula en la direccion vertical
viene dado por (2.5.13), y podemos observar que para un valor de vy, concreto desaparece
el movimiento en esta direccion. Teniendo en cuenta que el momento inicial de la particula
viene dado por pg, = MU, las particulas no se desviaran de la trayectoria rectilinea si
tienen una velocidad dada por

Voy = — — (2.5.17)

De esta forma, variando los valores de £ 'y B podemos conseguir que las particulas que lle-
ven una velocidad dada no se desvien. Si colocamos una pequena ranura a la salida de la re-
gién con campos, obtendremos solamente particulas que lleven la velocidad que buscamos.
Ademas, para el caso de las particulas cuyas velocidades vengan dadas por (2.5.17), puede
obtenerse a partir de (2.5.14) y (2.5.15) que la velocidad se mantiene constante durante toda
la trayectoria, por lo que la velocidad a la salida sera igual que a la entrada.

Merece la pena anadir también que, en general, las curvas formadas por las trayectorias
cambian en funcién del valor de vy,. Para analizar esto podemos ver el comportamiento de

la funcién %, la cual podemos calcular a partir de (2.5.13) y (2.5.14) aplicando la regla de la
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cadena, obteniendo

_E2
(cE + vo,cB) sen (#T)
dz (2.5.18)
/p2_ E2
c¢B(cE + vocB) cos ((]BTCQT) + E(?B + vy, E)

A partir de esta funcién podemos encontrar tres velocidades con efectos interesantes. La pri-

mera, vp, = —L%, cuyo efecto ya hemos analizado, y dos velocidades que provocan que la de-
» Y0 B )

c¢B/E

rivada no esté definida para ciertos valores de 7, dadas por vy, = 0y vg, = _2W6'

cB/E >¢ tenemos instantes donde la derivada di-

Ademas, para los casos vy, > 0y vy, < _QW

verge, lo que se traduce en una trayectoria que forma bucles. En la figura 6 podemos observar
las posibles trayectorias en los distintos casos, a excepcién del caso vy, = % cuya trayectoria

es trivial.

2
2.5.3. Caso 3: (E—2 _ B‘Z) —0
En este caso donde las intensidades de ambos campos son iguales obtenemos unas ecua-
ciones de movimiento formadas tinicamente por polinomios. La solucién que se obtiene para
(2.5.8) tras aplicar las condiciones iniciales es:

. E
(1) = %T + 2;]”26 (mevo + pos) 72 (2.5.19)

Una vez tenemos la solucién para z podemos introducirla en las ecuaciones (2.5.6) y (2.5.7)

para obtener las expresiones para x y t mediante una integracion directa.

 Por_ qEpo. 5 ¢FE? 3
z(7) = e W Pl e e (mevyo + poz) T (2.5.20)

qpo-E o  ¢E?
2m?2c2? 6m3c?

tHT) =7 + (meyo + poe) T° (2.5.21)
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Figura 6: Trayectoria de la particula cargada para distintos valores de v, con vg, = vp, = 0

y % = 3, representadas en coordenadas adimensionales.

Anadiendo a estas tres ecuaciones la expresién para y(7) dada por (2.5.5) obtenemos la
trayectoria espacio-temporal de la particula.

Para realizar la representacién gréafica en la figura 7 introducimos las siguientes variables

adimensionales
Tq T
QE ta QE t
Yo | =3 |V : =— (2.5.22)
mc T me \ ;
Zg z
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Figura 7: Comparacion de la trayectoria de la particula en campos eléctrico y magnético
uniformes y perpendiculares obtenida analiticamente y por métodos numéricos para
%)C =(1,2,3), % = 1, representadas en coordenadas adimensionales. Ambas soluciones son
perfectamente coincidentes.

2.6. Campos eléctrico y magnético con orientaciéon arbitraria

Para obtener las soluciones del problema general optaremos por usar un método distinto a
resolver directamente el sistema de ecuaciones diferenciales. Lo que haremos sera aplicar una
transformacién de Lorentz al problema para reducirlo al caso de campos eléctrico y magnéti-
co paralelos, cuyas soluciones ya conocemos. Tras deshacer la transformacion de Lorentz ob-
tendremos la trayectoria de la particula en el sistema laboratorio.

Primero, elegiremos un sistema de coordenadas tal que el campo eléctrico sea paralelo al
eje z y el campo magnético tenga tnicamente componentes en las direcciones z e y, de forma
que esta tltima sea siempre positiva. Definimos 6, el cual puede tomar valores en el intervalo
0 € [0, 7], como el dngulo entre ambos campos, de forma que los campos pueden escribirse
como E = E3 y B= Bcos8y+ Bsinfz, con E, B > 0.

En lo que sigue excluiremos el caso en el que 6§ = 7, debido a que no podemos transformar
este sistema en otro donde los campos sean paralelos.

Para obtener los médulos de los campos tras la transformacion de Lorentz haremos uso de

dos invariantes relativistas dados por [!]

E-B=FEBcos§=FE-B (2.6.1)
E*  , E*

donde E, B denotan los campos tras una transformacién de Lorentz. Dado que buscamos
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un sistema donde ambos campos sean paralelos, la igualdad (2.6.1) tomaré la forma
EBcos = £EB (2.6.3)

donde el signo + va asociado al caso con ¢ < 7 y el signo — corresponde al caso 6 > 7. Este

signo se introduce de forma que podamos suponer E, B > 0 y habré de tenerse en cuenta maés

adelante.
z Z z f
E B - s iy
[Transformacion de _{E’ Rotaciondelos | . E
/B’ Lorentz . B . ejes . e . B |

Y| 7 A e 7

Figura 8: Esquema del procedimiento que seguiremos para resolver este problema. Al realizar
una transformacion de Lorentz adecuada conseguiremos unos campos paralelos, y al rotar los
ejes podremos obtener un problema anélogo al de la seccién (2.4)

Las ecuaciones (2.6.3) y (2.6.2) forman un sistema de dos ecuaciones del cual podemos

obtener los valores de £ y B:

_ ¢ E? > E? E?
_ 1 E? S E?

A continuacion definiremos la transformacién de Lorentz que tendremos que aplicar para ob-
tener campos paralelos. El sistema de referencia al que nos moveremos tendra una velocidad
paralela al eje z, cuyo valor podemos obtener a partir de las transformaciones relativistas de

los campos electromagnéticos particularizadas a nuestro caso:[2]

E, = — vy Bcosf

E,

7' (E +vBsenb)
(2.6.6)

B, =+'(Bsenf + %E)
c

B, =v'Bcosf

1
donde ~" = (1 — Z—j) * denota el factor Lorentz asociado a la transformacion, el cual no hay
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que confundir con la derivada j—i = v asociada al movimiento de la particula. Imponiendo que

los campos tras la transformacion sean paralelos obtenemos una expresion para v

D:J\| vl

EZ 4 2
=F —syB? = — (1 + U—Q) EBsenf — %EQ (2.6.7)
E, Y C c

Resolviendo la ecuacion anterior obtenemos el valor de v, el cual podemos escribir como

— 2 2
B*-B> 5-5
%Bsen& %Bsen&

(2.6.8)

(%
C

Al hacer el cambio de sistema de referencia las condiciones iniciales también se transforman,

por lo que definimos:

— . UPoz
Yo =7"(70 mCQ)
Poe =7 (Poz — mv
Doz =7'(po Yo) (2.6.9)
ﬁOy =Poy
Doz =Doz
A continuacién introduciremos el cambio de variables (y, z) <> (1, ) dado por:
7= cos(p)y—sen(p)z [§= cos(p)i+sen(p)¢
: (2.6.10)

§= sen(p)j+cos(p)z  (Z= —sen(p)q +cos(¢)¢

cos() E. +(E+vBsenb)
O, = = —
7TE E (2.6.11)
E, ~'vB cos 6
sen(p) =—= = ——

De forma que al aplicar el cambio (2.6.10) la direccién asociada a £ estard alineada con el
campo eléctrico (ﬁ = Ef ). Para la direccién del campo magnético existen dos posibilidades
dependiendo del valor de 6. Para el caso de § < 7 el campo magnético tendra la misma di-
reccion y sentido que el campo eléctrico (§ = Bé ), mientras que para el caso contrario con
¢ > % el campo magnético tendrd sentido opuesto al campo eléctrico (é = —Bé).

El sistema de coordenadas (%, 7,7, &) es un sistema donde tenemos campos eléctrico y

magnético paralelos, por lo que podemos utilizar las soluciones obtenidas en la seccién 2.4,
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obteniendo

_ 1 E E

t(7) oF {mc% senh (%7) + Doe [cosh (%7) — 1] } (2.6.12)
p B B

(1) = plf sen q—T F plj CoS q—T —1 (2.6.13)
qB m qB m

Bos B = B
n(r) = ip—OB {cos (q—T) — 1] + pié? sen (q_7_> (2.6.14)
q m q

&(t) = qiE {mcw‘o {cosh <§n—ECT> — 1} + Do senh <7qn_EcT>}

(2.6.15)
donde el signo superior se aplica al caso § < 7 y el inferior al caso 6 > 7.

Finalmente, para obtener la solucion en el sistema de referencia original solo tenemos que

deshacer el cambio dado por (2.6.10) y la transformacién de Lorentz. Teniendo en cuenta las

definiciones que hemos hecho anteriormente, las soluciones a las que llegamos son:

N—

E . E
senh [ 4 )+ (Poy sen ¢ +_ Doz COS ) cosh [ 4 Aol
qF mc qF

- . me (2.6.16)
PP e —BT T (Poy c05 0 = po: sin ) oS (P 1
c2qB 2 qB m

i E . E
() =7'v TR0 ot [ L2 7 + v (poy sen ¢ +_p0 €05 ?) cosh [ Z7) —1 +
qF mc qF

mce
. _ (2.6.17)
 Doa ¢B  (Poy €Os ¢ — po: sin p) qB
vY—sen|—7 ) F~ = cos| —7 | —1
qB m qB m
25 E . E
y(T) =sen gomc 70 Veosh (227} — 1] + sen @ (poy sen o + Po- €08 ?) senh [ 27 )+
qFE mc qF mc (2.6.18)
Dos qB (poy €os @ — po. sin ) B o
*cosp——= |cos | —7T | — 1| +cosp = sen | —7
qB m qB m
2 E . E
z(T) =cos gomc cosh [ Z27) — 1| + cos goc(poy COS$ 1 Po €08 ?) senh ( &7 ¥
qF mc qF mc (2.6.19)
Poa { (qB ) ] (poy cOs @ — po. sen p) (qB ) o
Fsenp—— |cos | —7 | — 1| —senyp _ sen | —7
qB m qB m
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Para realizar la representacion grafica en la figura 9introducimos las siguientes variables

adimensionales
T, T
q_E ta q.E t
v | =25y = (2.6.20)
Ta T
Za Z
Numérica 50 T I
25 *  Analitica Numérica
20 *  Analitica
15
@
N 10 |
5
0 |
-10 ]
-5
. -10
Xa 0 40 .30 20 5
Yu T

Figura 9: Comparaciéon de la trayectoria de la particula en campos eléctrico y magnético
uniformes obtenida analiticamente y por métodos numéricos para
20— (1,2,3), % =3, 0 > 7. Ambas soluciones son perfectamente coincidentes.
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3. Movimiento en campos no uniformes y variables

3.1. Introduccion

En este capitulo estudiaremos las trayectorias de particulas cargadas en diversas configu-
raciones de campos electromagnéticos de interés.

A diferencia de los problemas en campos uniformes y constantes que hemos tratado hasta
ahora, la gran mayoria de problemas en campos no uniformes y variables no tienen una solu-
cién exacta que se pueda describir mediante funciones elementales. Debido a esto, es comun
buscar soluciones mediante métodos numéricos o realizando aproximaciones que permitan
simplificar el problema original, tales como trabajar en un régimen no relativista o estudian-
do el movimiento en una regién pequena donde los campos sean aproximadamente constan-
tes.

Aunque en este capitulo no tendremos muchas soluciones analiticas para comparar con
soluciones numéricas, seguiremos acompanando las resoluciones con representaciones graficas
de los resultados para facilitar la compresion.

Los enunciados de estos problemas, con algunas variaciones, estan extraidos de [2][/]

3.2. Onda electromagnética plana

Consideramos una particula inicialmente en reposo en el origen sobre la que incide una
onda electromagnética plana que se propaga en la direccién positiva del eje x, cuyos campos

vienen dados por

E = Ey, cos(kx — wt + ¢,)§ + Eo. cos(kx — wt + ¢.)2 (3.2.1)
~ Ey. .k .
B=—"2cos(kx — wt + ¢) + —2 cos(kx — wt + ¢.)2 (3.2.2)
c c

A partir de estos campos construimos el sistema de ecuaciones diferenciales a resolver:

j—j_i = #%Eoy cos(kx — wt + ¢y) + %%E@Z cos(kx — wt + ¢.) (3.2.3)
% = %%Eoy cos(kx — wt + ¢,) + mic%Eoz cos(kx — wt + ¢,) (3.2.4)
% = %j—f_Eoy cos(kx — wt + ¢,) — %C%Eoy cos(kx — wt + ¢y) (3.2.5)
% = %%EOZ cos(kx — wt + ¢,) — mic%EOZ cos(kr — wt + ¢.) (3.2.6)
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con las condiciones iniciales:

En primer lugar, observamos que las ecuaciones para x y ¢, dadas por (3.2.3) y (3.2.4), solo

difieren por un factor multiplicativo c. Esto nos permite relacionar ambas coordenadas me-

diante
d’t  d’z
— = — 3.2.7
“arr T ar ( )
Integrando esta ecuacion y aplicando las condiciones iniciales obtenemos
dt dx
B 3.2.8
CdT dr ¢ ( )

Integrando una vez mas y multiplicando la expresion por el nimero de onda k obtenemos

wt — kr = wTt (3.2.9)

donde hemos aplicado la relacién de dispersion de la onda ck = w.

Utilizando estas dos tltimas expresiones podemos simplificar la ecuacion (3.2.5) para ob-

tener
Py _q
P = EEOy COS(WT — ¢y> (32].0)
Integrando esta expresion obtenemos
&y _ LEO (sen(wt — ¢y) + sen(¢y)) (3.2.11)
dr  mw 7 Y Y

Mediante una segunda integracién obtenemos la expresion para la coordenada y:

y(r) = —#Eoy(cos(cm- — ¢y) — cos(gy)) + %Eoy sen ¢, T (3.2.12)

Con respecto a la coordenada z podemos ver que la expresién (3.2.5) es idéntica a la ex-
presién (3.2.6) tras realizar el cambio y — z. Debido a esto y a que ambas coordenadas tie-

nen las mismas condiciones iniciales podemos obtener las expresiones correspondientes a z a

partir de (3.2.11) y (3.2.12):

L (sen(wr — 6.) + sen(6.)) (3.2.13)

dr  mw
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2(1) = —

5 Eoz(cos(wr — ¢.) — cos(¢.)) + %EOZ sen ¢, T (3.2.14)

mw

Para obtener la solucién para la coordenada x sustituimos las expresiones dadas por (3.2.11)

y (3.2.13) en la ecuacién (3.2.4), llegando asi a

d*x q°
— =1 (E? 20T — 2 E? 20T — 2
dr? 2m2wg< Oy Sen( wT ¢y) + 0z Sen( wT gbz)) (3.2‘15)
q
+ —— (B}, sen(@,) cos(wr — ¢,) + B, sen(@.) cos(wr — ¢.))

donde hemos hecho uso de la identidad trigonométrica sen(2a) = 2sen(a) cos(a). Al igual

que para la otras coordenadas esta ecuacién puede resolverse por integracion directa, obte-

niendo:
2(r) = — Sm%—lgc[Egy(sen(ZwT —2¢,) +sen(29,)) + Eg, (sen(2wr — 2.) + sen(26.))]
mg_;cwgy sen(¢,) (cos(wr — ¢,) — cos(9,)) + 3. sen(6.) (cos(wr — 6.) — cos(6.))]
+ %[Egya +2sen’(¢y)) + Eg, (1 + 2sen’(¢2))]

(3.2.16)

Una vez obtenida la solucién para x la expresién para t sigue inmediatamente de (3.2.9). Ob-
tenemos un resultado interesante, que los movimientos en y y z solamente estan acotados si
la onda no tiene ningtn desfase inicial en dichas direcciones.

Para realizar la representacién gréafica en la figura 10 introducimos las siguientes variables

adimensionales
Tq T
mw? [ t
L | = ; =w (3.2.17)
/ qEoy !/ Ta T
Za z
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Figura 10: Parte superior: Trayectoria espaciotemporal de una particula en una onda
o quy . l Eoy . . .
_ . electromagnetma plana con =35, 5r=1, ¢, =¢, =0 .
Parte inferior: Trayectoria espaciotemporal de una particula en una onda electromagnética

. . qFEoy _ 1 Eoy _ _ _ T ;
plana polarizada circularmente con =% = 7 | e =1,0,=0, 0.=73. Se aprecia que el

movimiento de la particula ya no esta acotado en la direccién z

3.3. Lente de enfoque fuerte

En este apartado estudiaremos el movimiento de particulas en un campo electrostatico
correspondiente a una lente cuadrupolar. Este campo tiene la capacidad de modificar la tra-
yectoria de un haz de particulas cargadas de forma analoga a una lente 6ptica, por lo que su
uso estd extendido en areas como la microscopia electrénica o los aceleradores de particulas.

Este campo esta dado por el potencial

¢(z,y) = k(2* — y?) (3.3.1)

siendo k£ una constante que determina la intensidad del campo. Debido a que no es posible
obtener una solucion analitica para el caso relativista optaremos por buscar soluciones en el

limite no relativista.
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A partir del potencial obtenemos la expresion del campo eléctrico

E=—-V¢ = —2kai + 2kyj (3.3.2)

Aplicando la segunda ley de Newton obtenemos las ecuaciones de movimiento

d’x 2kq
—_— = 3.3.3
dt? m ( )
d*y  2kq
- J 2 3.4
5 = Y (3.3.4)
d*z
i 0 (3.3.5)

con las condiciones iniciales:
c. f(f = O) = iL’o.@ + on + Zof,f(t = 0) = oni' + onﬂ + 1}022

Vemos que en el limite no relativista obtenemos tres ecuaciones desacopladas cuya resolu-

cién es muy simple. Suponiendo k > 0 obtenemos las soluciones:

2k 2k
x(t) = xg cos ( —qt> + Vg, sen (\/ —qt> (3.3.6)
m m
2k 2k
y(t) = yo cosh < —qt) + v, senh (\/ —qt> (3.3.7)
m m

2(t) = vo,t + 2o (3.3.8)

A partir de estos resultados podemos identificar el efecto de lente que tiene este campo.
Consideremos un haz de particulas moviéndose en la direccién positiva del eje z, el cual
entra en una regién con el campo eléctrico que estamos considerando en el instante ¢ = 0 y lo

!

abandona en el instante ¢t = o siendo [ el espesor de la lente. Centrandonos en el plano xz,

las particulas al salir tienen una posicién y una velocidad en la direccion x dadas por

2kq 1
& = X COS (\ / _q_) (3.3.9)
m Vo,
2k 2kq 1
Uy = —Zg T gen (\/ _q_) (3.3.10)
m m v,

Dado que fuera de la lente las particulas siguen un movimiento rectilineo uniforme, el tiempo
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que tardan las particulas en llegar a x = 0 viene dado po

['m [2kq 1

Consecuentemente, el punto z en el que convergen las particulas, de forma analoga al foco de

una lente 6ptica, viene dado por

['m [2kq 1
Zaz = Vo2 % cot ( WU_OZ> + l (3312)

Donde hemos considerado que el haz entra en la lente en z = 0 sin pérdida de generalidad.
Este resultado nos indica que todas las particulas del haz convergen en un mismo punto del
plano xy, y ademads las particulas que entran en la lente a la vez convergen en el mismo ins-
tante. Por lo tanto, la analogia con una lente convergente es clara.

Cabe resaltar que para obtener este efecto es importante que la velocidad dada por (3.3.10)
sea negativa, por lo que no cualquier combinacion de [ y vy, funciona.

En el plano yz tenemos un comportamiento opuesto, provocando que el haz diverja tras
atravesar la lente. De la misma forma que (3.3.12) nos da la posicién del foco de la lente con-
vergente asociada al plano zz, podemos obtener la posicién del foco de la lente divergente

asociada al plano yz, cuya expresion es

okq |
e = —U0s4 /Q%Qcoth (,/an> 1 (3.3.13)

Mediante la combinacién de dos lentes con distintas orientaciones es posible eliminar la
componente divergente y obtener una lente equivalente convergente en ambos planos, por lo
que este sistema se puede usar para concentrar haces de particulas cargadas [5].

Si las velocidades que alcanzan las particulas en el interior de la lente son cercanas a la
velocidad de la luz los efectos relativistas se hardn apreciables y los resultados que hemos ob-
tenido no seguiran siendo validos. Podemos ilustrar este efecto comparando las trayectorias
que hemos obtenido para el caso clasico con las trayectorias relativistas obtenidas por resolu-
cion numérica. Representaremos cuatro trayectorias, dos de particulas cercanas al eje z y dos

suficientemente lejos para que los efectos relativistas sean apreciables. Las coordenadas que
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representaremos son las coordenadas adimensionales dadas por

La . 1 /2]{?(] x
24 Yoz V. 1T\ 2

En la Figura 11 podemos observar esta representacion, donde las particulas entran en la lente

(3.3.14)

en z = 0. Podemos observar dos efectos muy claros sobre las trayectorias relativistas. El pri-
mero es el cambio en la posicion del foco, pues mientras que las particulas que entran cerca
del eje no sufren ningin cambio apreciable con respecto a la trayectoria clasica las particu-
las mas alejadas, debido a que estan sometidas a campos mas intensos y alcanzan velocidades
mas elevadas, tienen un foco muy distinto, por lo que la posicién de este es dependiente de

la posicién inicial de cada particula. El segundo efecto es el cambio de velocidad en el eje z,
pues aunque todas las trayectorias se han representado en el mismo intervalo de tiempo las

trayectorias relativistas llegan a un valor de z menor.

2.5 T T ) T T T % T T
X x
* x
hs =
27T * *® 7
X b
® pe X Trayectoria relativista
S = Trayectoria clasica
157 — ——-Salida de la lente
@
R feeseseedeocororabororoeod e LI il oo obovornodon e
1k _
057 1
0 i i i i
-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40
X

Figura 11: Trayectoria de dos pares de particulas que entran en una lente a dos distancias del
eje z distintas. Se observa que sobre las particulas mas exteriores hay una mayor desviacién
del caso clasico debido a la mayor intensidad de los campos.
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3.4. Condensador cilindrico

En este apartado analizaremos el efecto de un campo magnético sobre las particulas que
se mueven en el interior de un condensador cilindrico. Concretamente estudiaremos las carac-
teristicas que tiene que tener dicho campo para evitar que las particulas cargadas procedentes
del conductor interno lleguen al conductor externo.

Esta configuracién puede tener aplicaciones interesantes en campos como la fisica de plas-
ma vy los reactores de fusién nuclear, debido a su capacidad para confinar particulas cargadas.
Para esto consideraremos un condensador de longitud infinita formado por dos conductores
de radios a y b a potenciales V(p =a) = 0y V(p = b) = V. Debido a la simetria del proble-
ma, propondremos un campo magnético que dependa unicamente de la coordenada radial p,
y dado que buscamos una fuerza radial propondemos un campo con direccion paralela al eje
z, de manera que el campo con el que trabajamos viene dado por B=B (p)Z.

Aunque podriamos obtener las ecuaciones de movimiento de la particula del mismo modo
que en los apartados anteriores, en esta ocasién utilizaremos el formalismo Lagrangiano para
obtener las ecuaciones directamente en coordenadas cilindricas. Partimos del Lagrangiano

para una particula cargada dado por

L= —mc\/c2 — P2 — p?¢% — 22 — qV(p) + qpdAg(p) (3.4.1)

donde los puntos sobre las coordenadas denotan derivadas respecto al tiempo del sistema
laboratorio, V' (p) denota el potencial en el condensador y Ay(p) es la componente azimutal
del potencial magnético. Para este problema solo nos interesa la ecuacion correspondiente a
la coordenada ¢, las cual viene dada por la ecuacion de Euler-Lagrange:

d .
= (m0% + aps(p)) =0 (34.2)

Integrando (3.4.2) y derivando respecto a p obtenemos
d 9
0 (mw <b) = —qpB(p) (3.4.3)

donde hemos tenido en cuenta que VxA=B.Si integramos ahora (3.4.3) entre p = a'y
p = b obtenemos

[mw%] e / bdppB (0) = g2 (3.4.4)

p=a 27

donde ®,,, denota el flujo magnético a través de la corona circular entre las paredes del con-
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densador. Para obtener su valor partiremos de la conservacién de la energia, suponiendo que

la particula sale del conductor interior en reposo, de forma que tenemos

me> =my(p=0b)+qV(p=0b) = y(p=>b)=1— — (3.4.5)

donde hemos tratado 7 como una funcién de la coordenada p. A partir de este resultado tam-
bién podemos obtener el valor de ¢(p = b) imponiendo que p(p = b) = 0, de forma que
tengamos un punto de retorno en la superficie del conductor externo. Con respecto al valor
de Z(p) es facil ver que es nulo en cualquier punto, debido a que inicialmente valia cero y no

hay ninguna fuerza ejerciendo en esa direccion. Con todo esto podemos obtener

qV qV
1 qV : C\/ mc? (m02 B 2)
1(p="b) | _ P&p=b) mc? olp=") b 1— —7?6/2 ( )

c2

Sustituyendo en (3.4.4) obtenemos

oL — _27Tmcb\/qV <qV B 2> (3.4.7)

q me? \ mc?

Este resultado nos dice que cualquier campo de la forma B=8B (p)Z puede evitar la lle-
gada de particulas cargadas al conductor externo siempre y cuando su flujo magnético aso-
ciado cumpla |®,,| > |®L|, siendo este hecho independiente de la forma explicita del campo
magnético aplicado.

También es posible llegar a un resultado similar considerando un campo magnético con

direccién azimutal. Siguiendo un procedimiento completamente analogo obtenemos:

H
ot — meH JaV (aV (3.4.8)
q mec? \ mc?

En este caso, el flujo se calcula a través de una superficie rectangular de altura H entre am-

bos conductores.

A modo ilustrativo, vamos a representar graficamente las trayectorias de particulas que

salen de el punto 7y = (a,0,0), en el caso limite |®,,| = |®L| para campos magnéticos de
distintas dependencias con la coordenada radial en un condensador con b = 10a y n‘i‘cfz = -1

en la figura 12.

Cabe destacar el comportamiento de la particula en el caso de B % con direccién z,
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Figura 12: Representacion de la trayectoria de una particula procendente del conductor
interior del condensador. En la figura izquierda tenemos tres tipos de campo magnético con
direccién azimutal, cuyo flujo magnético vale |®,,| = |®Z | en todos los casos, de forma que
p = b es un punto de retorno. En la figura derecha tenemos tres tipos de campo magnético

con direccién z, cuyo flujo magnético vale |®,,| = |®Z | en todos los casos, de forma que p = b
es un punto de retorno.

el cual parece contradecir los resultados que hemos obtenido, pues atin tratandose del caso
limite la particula retorna mucho antes de llegar al conductor exterior. Sin embargo, esto no
estd en desacuerdo con lo que hemos dicho, debido a que solo hemos demostrado que hay un
punto de retorno en p = b, pero esto no significa que no pueda haber otros puntos a menor
distancia del centro.

3.5. Campo dipolar magnético

En este apartado estudiaremos las caracteristicas del movimiento de particulas en campos
magnéticos no uniformes, centrandonos en el caso particular de un campo dipolar dado en
coordenadas esféricas por

LM R
B = 47:;2 (2 cos 07 + sen 09)

(3.5.1)

Recordando los resultados de la seccion 2.3, una particula que se mueve en un campo magnéti-
co constante tendra una trayectoria helicoidal en torno a las lineas del campo magnético. El

radio y la frecuencia de la érbita pueden obtenerse a partir de (2.3.10) y (2.3.9)

a= % (3.5.2)
Gy = 12 (3.5.3)
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Donde pgy, denota la componete perpendicular al campo del momento inicial de la particu-
la.

En el caso de un campo magnético que varie en el espacio de forma suficientemente sua-
ve, este movimiento puede ser una primera aproximacion de la trayectoria que podemos es-
perar, una trayectoria helicoidal alrededor de las lineas de campo cuyo radio y frecuencia
dependeran del valor local del campo magnético. Aunque esta primera aproximaciéon pueda
predecir algunos comportamientos que veremos mas adelante, no sirve para explicar otros
fendémenos que aparecen en las trayectorias reales, por lo que vamos a intentar llegar a una
aproximacién mejor.

Como segunda aproximacién podemos suponer que el centro de la 6rbita helicoidal tam-
bién se mueve, a una velocidad menor que la velocidad orbital de la particula. Para esto va-
mos a introducir el efecto que tiene la variacion del médulo del campo magnético sobre la
trayectoria, centrandonos en campos cuyo gradiente es perpendicular a ellos (ﬁB B = 0), de

forma que podemos escribir el campo de forma aproximada como [2]

L 0B . 1 /0B
B~By+ | == =By |1+ — == 3.5.4
0 (0n>0n 0{ BO<877)077} (3:5.4)

donde 7 denota la coordenada en la direcciéon del gradiente del médulo del campo. Podemos
ver que la direccion de B no cambia, por lo que solo nos tenemos que centrar en el movimien-
to perpendicular al campo. Para ello, supondremos que la velocidad transversal de la particu-
la vendra dada por la velocidad que tendria en la aproximacién de campo constante mas una
pequena perturbacién, v, = vy + U7 con v; K vy. La ecuacién diferencial para la velocidad
transversal puede escribirse como

dv, q

W = ,ymcﬁl X E = UJ_ X (EB (355)

Desarrollando y manteniendo tinicamente términos de primer orden llegamos a

U . ., 1 (0B -
% ~ |:’U1 + ’Uo’rlogo (8_77) 0:| X Wy (356)

Podemos relacionar la velocidad vy con la posicion en el plano perpendicular al campo, la
cual denotaremos como 7. A partir de las soluciones obtenidas en la seccién 2.3 puede verse
claramente que

’170 = —05(3 X FO (357)
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Sustituyendo en (3.5.6) obtenemos

dvy N | (88) } .
— X |V —wWo XToNo—=5 | = X W (358)
By \ dn /,

donde wy denota la frecuencia de giro en la aproximacion de campo constante. Para simpli-
ficar la expresion y evitar términos oscilatorios podemos buscar el valor medio de v;. Supo-
i

niendo que podemos despreciar W> obtenemos

V1) =W X (ToNo)—= | =— 3.5.9
) = x w52 ) 359
Como 7 varfa sinusoidalmente la tinica componente que no se anula de (7yn,) es la com-

ponente paralela a 7, de forma que este valor medio vale
. a’
(romo) = =1 (3.5.10)

De esta forma obtenemos que el centro de giro de la trayectoria se desplaza con una veloci-

dad aproximada dada por
Vg = (U1 ) . Wy n NN

Apliquemos ahora este resultado al movimiento de una particula en el plano ecuatorial de

un campo dipolar. Suponiendo que el dipolo esta alineado con el eje z, el campo magnético
tendra direccién z y el gradiente de su médulo tiene direccion radial, por lo que esperamos un
movimiento del centro de la 6rbita con direccion azimutal. El campo magnético a una distan-

cia r del dipolo vale en este caso

= . poM
B(r)=B =— 3.5.12
(r) = B(r)z = —5 (35.12)
Calculamos la derivada de su médulo con respecto a la coordenada radial
dB(r) 3
=—-B 3.5.13
20— 2 B(r) (35.13)

Suponiendo que la particula se encuentra inicialmente en » = R obtenemos al sustituir en
(3.5.11)
Ug = 5—=Wo@ (3.5.14)
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Por lo tanto, suponiendo que la particula no tenia velocidad vertical inicialmente, esperamos
que la trayectoria de la particula sea aproximadamente una orbita circular de radio dado por
(3.5.2), cuyo centro estd en r = Ry se mueve en direccién azimutal con una velocidad dada
por (3.5.14), siempre y cuando se cumpla a < R.

Para comprobar que este resultado es una buena aproximacién lo compararemos con la
trayectoria que se obtiene por resoluciéon numérica. Para hacer esta simulacién nos basaremos
en un caso real, el movimiento de un protén situado a 30000 km del centro de la Tierra bajo
el efecto del campo magnético terrestre (M = —2,5614 - 10222 A m 2) [2] con un momento
inicial % = (3,0,0)

En la figura 13 podemos observar como la trayectoria se ajusta a la forma que habiamos

predicho, un movimiento circular cuyo centro se desplaza lentamente en direccion azimutal.

0 s 10? T T T T T
Trayectoria (numérica)
Movimiento del centro de giro (tedrico)
051 7
1+ 2
=
S 1
>
2+ i
-25F : 1
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

x (km) x10*

Figura 13: Representacién de la trayectoria de un protén contenido en el plano ecuatorial
terrestre. Se observa que el movimiento de la particula (negro) se ajusta al que habiamos
estimado (rojo).

Midiendo el periodo de la coordenada azimutal en esta simulacién podemos obtener un

valor para vg de

%G — 0,298 Hz (3.5.15)

Si comparamos con el valor dado por (3.5.14)

%G = 0,204 Hz (3.5.16)
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obtenemos una desviacién del ~ 1%, por lo que la aproximacion parece valida en estas condi-
ciones.

A continuacién estudiaremos el efecto de las variaciones en el campo magnético parale-
lelas a las lineas de campo. A diferencia del caso anterior, estas variaciones si afectaran al
movimiento paralelo al campo.

Para estudiar este efecto vamos a introducir un resultado muy ttil de la mecanica hamil-
toniana: la invariancia adiabatica de la integral de accién [2]. La integral de accién se define

como

J = /a{qu (3.5.17)

donde ¢ es una coordenada periddica, P su momento conjugado y la integral se realiza so-
bre un periodo de ¢. Es posible demostrar [6] que J es una cantidad conservada bajo cambios
adiabaticos, es decir, cambios suficientemente lentos en el sistema comparados con el periodo
de q.

En nuestro caso, el movimiento perpendicular al campo es un movimiento periédico, por
lo que podemos calcular el valor de J correspondiente para obtener una ley de conservacion.
Para hacer esto, tenemos en cuenta que el momento conjugado en este caso viene dado por

2]
P=j+qA (3.5.18)

la integral viene entonces dada por
J:]{ﬁLdf:?{'ymﬁL-df+qj{g-df:j{'ymwgﬁd@—{—qjl{ff-df (3.5.19)

Aplicando el teorema de Stokes a la segunda integral y resolviendo la primera obtenemos

J = 2nymwpa® + q/ B -iids (3.5.20)
s

Donde S es la superficie encerrada en un periodo de la trayectoria de la particula y 77 es el
vector normal a la superficie. Es importante tener en cuenta que este vector tiene sentido
opuesto al campo magnético, debido a que el circuito sobre el que se integra tiene una direc-
cién de mano izquierda con respecto al campo magnético. Si asumimos que el campo magnéti-

co es aproximadamente constante sobre esta superficie, obtenemos

J = 2rymwpa® — q/ Bra® = gBra® (3.5.21)
s
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Donde hemos desarrollado el valor de wp dado por (3.5.3). Este resultado nos indica que, si el
campo magnético varia lentamente a lo largo de la linea de campo que orbite la particula, el
flujo del campo magnético a través de la érbita se mantendra constante.

Podemos aplicar esta conservacién para obtener un resultado un poco mas general pa-
ra el movimiento de una particula en el plano ecuatorial de un dipolo. Supongamos que la
particula tiene ahora una pequena velocidad vertical en el instante inicial, de forma que el
movimiento ya no estd restringido al plano ecuatorial y tendremos un movimiento a lo largo

de las lineas de campo. La ecuacién de las lineas de campo para un campo dipolar es
r = rosen®(6) (3.5.22)

Sustituyendo en (3.5.1) podemos obtener el valor del campo magnético a lo largo de una

linea de campo dada
oM /1 +3cos? 0

4erd sen @

B(9) (3.5.23)

Dado que la velocidad vertical de la particula es pequena, podemos esperar que los valores de
¢ sean muy cercanos a ¢ = 7 durante toda la trayectoria, por lo que podemos hacer un de-
sarrollo de Taylor del campo en torno a este punto. Dado que un desarrollo de primer orden

nos proporciona un campo constante, realizaremos el desarrollo hasta el segundo orden

B(9)

2 2
_ MM VI43cost0 o [1 42 (9 - E) } (3.5.24)

A3 senSf T 4mrd 2 2

De nuevo, suponiendo que el desplazamiento es pequeno, podemos escribir de forma aproxi-
mada

2z ~ Rsen <6’ — g) ~ R <9 — g) (3.5.25)

Por lo que el valor del campo en funcién de la coordenada z es

po M 9
B(z) ~ — {1 + =z } (3.5.26)
47rd 2

En un movimiento en un campo magnético el médulo de la velocidad se conserva, por lo que
podemos escribir

vﬁ +03 = vﬁo + 07, (3.5.27)

Teniendo en cuenta ahora el valor de a dado por (3.5.2) y la conservacién del flujo, obtene-
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mos

B
B =0t Uioﬁ =t (3.5.28)

Esta ecuacién nos da una ecuacion diferencial para la coordenada z

dz ) ) 922

a = UHO — UJ_Oér—(Q) (3529)

v =

Derivando esta ecuacion con respecto al tiempo obtenemos la ecuacion de un oscilador armoéni-

o 2 zd
2 V4 58 2
ST BTN -
dt? 2 [z _ 2922 2 rk
lo ~ Y1022

Llegamos entonces a que la particula realiza un pequeno movimiento oscilatorio de frecuencia

3 vig
Wy, = ——— 3.5.31
\/§ To ( )

De la misma forma que antes, podemos comprobar si este valor se ajusta a las soluciones
numéricas. Realizamos el calculo para un protén a 30000 km del centro terrestre que se mue-
ve inicialmente con un angulo a@ = 5 respecto al plano ecuatorial, de forma que su momento
inicial es py = 5°(cosa,0,sena), y lo representamos en la figura 14 . En estas condiciones,
midiendo el tiempo que tarda la particula en pasar dos veces por z = 0, obtenemos un valor
de

w, = 9,491 Hyz (3.5.32)

Comparando con el resultado obtenido a partir de (3.5.31)
w, = 9,370 Hz (3.5.33)

obtenemos, de nuevo, una discrepancia del ~ 1%, por lo que la aproximacién refleja los resul-
tados esperados con una baja desviacién para estas condiciones. Cabe recalcar que, debido a
las aproximaciones que hemos hecho, este error ird aumentando conforme aumente el valor de
.

También podemos obtener otro resultado muy interesante fuera de la aproximacion de

angulos pequenos. A partir de la relacién (3.5.28) podemos escribir

B
v = \/Uﬁo -+ 1}3_0 (1 — Eo) (3.5.34)
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Figura 14: Representaciéon de la trayectoria de un proton que sale del plano ecuatorial con
una velocidad inicial que forma un éangulo de a = J con respecto al plano. Se observa que el

movimiento de la particula (negro) se ajusta al que habiamos estimado (rojo).

e esta ecuacion podemos ver que, si el campo magnético aumenta lo suficiente, existira un
De est d ,siel t ta lo suficiente, exist
punto de retorno en la direccién paralela al campo en el que la velocidad v se anule, provo-

cando un rebote en la trayectoria. Este punto es el que cumple la relacion

2
B(7) = By—>- (3.5.35)
Ylo

Este resultado da pie al concepto de confinamiento magnético, un concepto muy importante a
dia de hoy debido a su aplicacion en reactores de fusién nuclear. El confinamiento magnético
consiste en mantener particulas cargadas en movimiento dentro de una region acotada del
espacio mediante el uso de campos magnéticos.

Un ejemplo sencillo de un campo que da lugar a confinamiento magnético es el campo
dipolar, el cual es el reponsable de la existencia de los cinturones de Van-Allen alrededor de
la Tierra. Para una particula cargada que sale del plano ecuatorial con un angulo o a una

distancia R del dipolo, obtenemos por (3.5.35)

vg V14 3cos?6 1
B(F) = By——5— — = 3.5.36
(7) Y02 cos? senf 0 cos? « ( )

Las soluciones de esta ecuacién no lineal nos da los valores de 8 entre los cuales la particula

se quedara confinada.
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En la figura 15 se ha representado la trayectoria de un proton en el plano xz bajo la ac-
cién del campo magnético terrestre, con un movimiento inicial que forma un dgulo de @ = 7§
con respecto al plano ecuatorial, siendo su momento py = %¢(cos @, 0, sen ). Podemos ob-

servar que la trayectoria calculada numéricamente corrobora el valor de la latitud méaxima

obtenida tedricamente

%10%

Trayectoria (numérica)
Latitud maxima (tecrica)

0.57

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
x (km) x10%

Figura 15: Representacion de la trayectoria de un proton que sale del plano ecuatorial con
una velocidad inicial que forma un dngulo de o = 7 con respecto al plano. Se observa que el

movimiento de la particula (negro) se ajusta al limite que habfamos estimado (azul).
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4. Conclusiones

El objetivo principal de este trabajo ha sido obtener las caracteristicas del movimiento de
particulas cargadas en campos electromagnéticos.

En primer lugar hemos analizado el movimiento en campos uniformes y constantes, obte-
niendo la solucién exacta de sus ecuaciones de movimiento. A partir de estas hemos visto que
el movimiento en campos eléctricos esta asociado a funciones hiperbdlicas del tiempo propio,
mientras que el movimiento en campos magnéticos se puede relacionar con funciones trigo-
nométricas.

En la segunda parte del trabajo hemos pasado a analizar el movimiento en campos no
uniformes y variables, apoyandonos en los resultados obtenidos para campos constantes. De-
bido a que estos problemas, salvo contadas excepciones, carecen de soluciones exactas, hemos
hecho uso de diversos métodos para obtener soluciones parciales o aproximadas para distintos
casos.

Como conclusién, la mecanica de particulas cargadas es un problema que, pese a la gran
cantidad de aplicaciones existentes en diversos ambitos, tiene un dificil tratamiento tedrico.
Aun asi, es posible obtener resultados parciales o aproximados que pueden tener una gran
utilidad, por lo que merece la pena desarrollar métodos y técnicas que nos ayuden a predecir

el comportamiento de las particulas cargadas.
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