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Resumen

En este trabajo estudiamos la reaccion de captura 1*C(n,~)®C, que es relevante en
varios sistemas astrofisicos. Para ello, nos basamos en las propiedades de niicleo halo que
presenta el 1°C, que nos permite simplificar el problema a un modelo de dos cuerpos
(n+11C). Después, resolvemos la ecuacion de Schrédinger numeéricamente, con lo que se
consideran las funciones de onda exactas para los estados inicial y final, y mediante un
desarrollo analitico, para el que consideramos la aproximacion asintética de los estados
que sean ligados y la de ondas planas para los del continuo. A partir de estos resultados,

se calculan la seccion eficaz de captura radiativa y su tasa de reacciéon correspondiente

Abstract

In this work we focus on the *C(n,~)'®C capture reaction, with astrophysical rele-
vance. To do that, we take into account the halo properties of *C nuclei, which allow
as to simplify the problem to a two-body system (n-+'4C). Then we solve Schrédinger’s
equation numerically, with wich we obtain the exact wave functions, and with an analitic
model, considering only the asymptotic behaviour of the bound states and plain wave
solutions for the continuum states. With those, we calculate the radiative cross section

and its reaction rate.



1. Introduccién

Con el desarrollo de los aceleradores de haces radiactivos se ha vuelto posible el estudio
de niicleos inestables, aquellos con semivida corta, que, ademdas de presentar algunas
propiedades diferentes a las de los niicleos estables, resultan ser de interés en areas como
la astrofisica, debido a su presencia en los procesos de formaciéon de niicleos pesados y en
sistemas, como estrellas o incluso supernovas.

En la Figura 1, se muestra un diagrama en el que cada punto corresponde a un ni-
cleo y se representa el nimero de protones que tiene frente a su nimero de neutrones.
Los niicleos inestables seran aquellos que se alejen de la linea central de ntcleos estables,
representada con cuadrados negros. Vemos que podemos alejarnos de esta aumentando
el nimero de protones, Z, o el nimero de neutrones, N, pero conforme lo hagamos es-
taremos reduciendo la energia minima necesaria para separar un nucleén N del nicleo,
Sy, hasta que, llegado cierto punto, se tenga que Sy = 0, provocando que no podamos
anadir ningan otro nucleon del tipo N al nucleo. Es por esto que en la Figura 1 vemos
que solo podemos medir nticleos en el entorno de la linea de ntcleos estables hasta cier-
to limite, siendo estos bordes las lineas de evaporaciéon. Por tanto, podemos distinguir
entre la linea de evaporacion de neutrones (limite inferior) y la linea de evaporacion de
protones (linea superior), y en general sera cerca de estas donde se tengan sistemas nu-

cleares que presenten propiedades inusuales, a los que nos referimos como ntcleos exoéticos.

Una consecuencia de la disminucion de Sy serd un aumento del radio nuclear, R, que

para nucleos estables obedece aproximadamente la regla
R =rAY3 (1)

donde r = 1,2 fm se ha ajustado empiricamente y A = Z + N es la suma del ntimero de
protones y neutrones respectivamente. Sin embargo, existen evidencias de nticleos ligeros
cerca de la linea de evaporacion, tipicamente de neutrones, y con una energia de separacion
del ultimo neutrén baja, .S, en los que se mide un radio superior al que se espera con la
ecuacion (1), lo que provoca un incremento notable en la secciéon eficaz de ruptura, que
se ha interpretado como la formaciéon de una nube o halo en torno al resto de nucleones,

a los que nos referiremos como core [11].
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Figura 1: Carta de Segré de NuDat [12]. Respecto de los nticleos estables, puntos negros,
distinguimos principalmente dos zonas de ntcleos inestables: los que estan por encima
tienen un exceso de protones y los que estidn por debajo un exceso de neutrones. Los

limites de estas zonas son las lineas de evaporacion.

1.1. Nicleos halo

La categoria de ntucleo exético engloba nicleos con diversas propiedades, como puede
verse en la Figura 2. Por ejemplo, tenemos los niicleos halo, representados con fondo azul
cuando este halo los forman protones y en rojo cuando lo forman neutrones. Este halo
puede estar compuesto por mas de una particula, y principalmente suelen ser neutrones,
debido al confinamiento que genera la barrera coulombiana por la interacciéon con otros
protones. No obstante, otro efecto que limita la formacion del halo, incluso para el de
neutrones, se debe al potencial centrifugo en la superficie nuclear, que viene dado por
L(L + 1)/2 A%3 MeV [16], siendo L el momento angular orbital del nivel en el que se
encuentran los nucleones del halo. Por tanto, se vera favorecida la formacion de halos de

neutrones en niveles con | = 0 (ondas s).

Los ntcleos halo mas estudiados son ®He, "Li y !'Be, pero también se tienen otros
como el MBe, 1B, 1°C y 19C. En este trabajo nos centramos en el '°C, que tiene un halo

de un neutrén, al que solemos referirnos como neutrén de valencia, y, por tanto, un core
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Figura 2: Representacion de uno de los sectores de la Figura 1 en la que tenemos un
nimero de nucleones pequerio [15]. Cada ntuicleo se representa por un cuadrado con un
niimero en su interior, que es el nimero de nucleones, A. La linea de niicleos estables se
representa en negro y los nucleos halo se representan con fondo azul (halo de protones)
y en rojo (halo de neutrones), con un circulo si se tiene un sistema nucleén-+-core y con

dos circulos si se tiene un sistema nucleén-+nucledén-+core, que solemos llamar ntcleos

borromeo.

de *C que podemos suponer inerte, porque la energia minima necesaria para que el 4C
se excite es de 6093 keV [26], mientras que para el '°C se tiene que S, = 1218 keV. Por
tanto, podemos considerar que el >C es un sistema de dos cuerpos (neutron+ core) en el
que no hay interacciéon coulombiana (porque el neutron tiene carga eléctrica nula) y que
el 14C es inerte.

Podemos suponer entonces que el neutrén de valencia se encuentra sometido a un
potencial producido por el core. Por ejemplo, podemos suponer un potencial de Woods-
Saxon, como el de la Figura 3, en donde tendremos un niimero finito de soluciones para
ciertas energias que no superen el valor del potencial en las paredes (estados ligados), e
infinitas soluciones para cada valor de la energia por encima de la de las paredes del pozo

(estados del continuo). Ademés para los estados ligados podremos distinguir:

» Zona clasicamente permitida (solucién oscilante): cuando la energia corres-

pondiente a la funciéon de onda es superior al potencial.
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Figura 3: Funcion de onda (linea azul) en un potencial de Woods-Saxon, en el que se
distingue la zona clasicamente permitida (solucion oscilante) y la clasicamente prohibida

(decaimiento exponencial).

» Zona clasicamente prohibida (decaimiento exponencial): cuando la energia
de la funcién de onda es inferior al potencial. En esta zona la funcién de onda presen-
ta un decaimiento exponencial que serd mas rapido cuanto mayor sea la diferencia

de energia respecto del limite superior de la barrera, en este caso, cero.

Entonces, en el caso de un niicleo halo, como la energia de separacién es menor que la de
los nticleos ordinarios, se espera que haya un lento decaimiento en la zona clésicamente
prohibida, lo que implica que es més probable que el nucleén menos ligado penetre en
la region clasicamente prohibida [3]. Esto provocara que el radio que se calcule para un
nicleo halo sea mayor que el esperado, aunque no podemos medirlo directamente. No

obstante, es posible inferir ese radio a partir de otros observables, por ejemplo:

= Seccion eficaz de interaccion con otros niicleos: hacemos incidir un haz de los niicleos
que queremos estudiar sobre un blanco, que serd un ntucleo conocido. Este actuara
como una barrera y mediremos la intensidad, I, del haz que la atraviesa en relacion

a la intensidad incidente, [y, segin
I = Iyexp(—ot) (2)

siendo t el espesor de la barrera y o; la seccion eficaz de interacciéon, que guarda

relacion con los radios de los niicleos usados como proyectil y como blanco. Por tanto,
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H14 6He HBe 15C
8,75 ms 806,7ms 13,76s 2,449 s

Cuadro 1: Comparacion de la semivida de nticleos halo bien estudiados, como son el 'Li,

el 5He y el 'Be, con la del C.

podemos estimar el del proyectil (*>C) si conocemos el del blanco, que podemos

tomarlo por ejemplo de 2C.

= Seccion eficaz de la dispersion Rutherford: podemos ver que se comporta como un
sistema de dos cuerpos midiendo su ruptura ya que, debido a su baja S, respecto de
otros isotopos de C, deberia romperse el sistema de dos cuerpos y dejar de presentar
dispersion elastica antes que los otros isotopos [13]. Dada su estructura, en el caso
de blancos pesados (Z grande) deberiamos ver favorecida una ruptura analoga a la
del dipolo eléctrico, es decir, se favorecen las transiciones del neutréon de valencia de

un estado ligado a uno del continuo (ruptura) del tipo E1 (dipolo eléctrico).

» Momento del core: mediante reacciones knockout' hacemos perder un neutrén al *>C
y medimos el momento del core de *C, p, resultante, que serd cercano al momento
antes de la interaccion. Para niicleos halo esperamos que la dispersion en el valor
de p sea estrecha en comparacion con la de otros is6topos de C, por lo que segtn
el principio de indeterminacion, debera presentar una dispersion en la coordenada

radial » notablemente superior.

Otro factor a tener en cuenta es que el 1°C tiene una semivida grande, Ty = 2,449 s,
comparable a la de los nucleos més estudiados (Cuadro 1), con lo que vemos que se
encuentra entre el “He y el 1'Be, y sera posible usar el °C en reacciones nucleares para

estudiar sus propiedades.

1Las reacciones knockout consisten en hacer incidir sobre un blanco un haz del niicleo que queramos
estudiar a alta velocidad, de forma que se pierda uno o dos nucleones del proyectil sin que haya tiempo

para otro tipo de reacciones.
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Intercambiados

Figura 4: El niicleo de °C tiene Z = 6 protones y N = 9 neutrones en un modelo de capas.
Los neutrones completan las dos primeras capas dejando un neutrén en la siguiente, de
forma que el sistema se comporta como uno de dos cuerpos: un nicleo de *C con un n.

Los estados 1ds/2 y 2512 estan intercambiados respecto del modelo de capas convencional.

1.2. Interés astrofisico del °C

Uno de los principales factores que hace atractivo al *°C es su presencia en uno de los

ciclos CNO (Carbono-Nitrogeno-Oxigeno) presente en regiones ricas en neutrones:
1, 7)5C(87) 9N (n, 1) *N(B7)ION(87)190(n, 7)7O(n, a) O (3)

en la que la captura C(n,v)'C es la més lenta por su gran semivida, asi que seré la
que controle la reaccion. Es por esto que determinar o,. es fundamental para conocer su

importancia [1].

Unos de los sistemas en los que se da este ciclo son las estrella de la rama gigante
asintotica (Asymptotic Giant Branch, AGB) de masas en torno a 1 —3 M, pero también
se piensa que pudo tener un papel relevante en la produccion de nicleos con A > 20 segiin

el modelo Inhomogeneous Big Bang Nucleosynthesis o BBN [1].



1.3. El nicleo de '°C

El estado fundamental del niicleo de 5C tiene una energia de separacion del tlti-
mo neutrén de 1218 keV, y su primer estado excitado en 740 keV sobre el fundamental
[26]. Estos estados tienen espin y paridad 1/27 y 5/2% que, en el modelo de capas, se
corresponderia a que el neutron de valencia se encuentre en el nivel 25y, y 1ds/, respec-
tivamente, tal y como vemos en la Figura 4. Por otro lado, la estructura de niveles se
ve alterada respecto del modelo de capas convencional, ya que los niveles 2sy,5 y 1ds/2
estan intercambiados en energia, como se desprende de las medidas experimentales. Estas
desviaciones respecto del modelo de capas son algo que suele ocurrir cuando se estudian

nicleos exoticos cerca de la linea de evaporacion, como es el caso del nicleo de ' Be.

1.4. Objetivos

Los objetivos del trabajo son:

» Hacer el calculo de la probabilidad de excitacién reducida de >C para transiciones
E1,dB/de(E1), considerando que podemos tratarlo como un sistema de dos cuerpos
(neutrén+-core) sin interaccion coulombiana. Esto lo haremos a partir de funciones
numéricas, soluciones de la ecuacién de Schrodinger para un determinado potencial,
y también a partir del célculo analitico, para el que supondremos que el valor de
dB/de(FE1) solo depende de la parte asintotica de las funciones de onda inicial y

final, y no de detalles del interior (aproximacion asintotica).

» Calculo de la seccion eficaz de fotodisociacion, o, y de captura, o,., y de la tasa
de reaccion, R(T), a partir de las funciones de onda que generemos numéricamen-
te. Esto se hard para las transiciones F'1 desde el estado fundamental y el estado

excitado.

= Verificar que el calculo analitico se aproxima mejor a los resultados numéricos con-

forme se reduce S,,.

= Comparacion de los resultados numéricos para o,. con datos experimentales.
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1.5. Metodologia

Se ha contado con dos programas para el desarrollo de la memoria. Por un lado tenemos
el programa THOz (Anexo B), proporcionado por los tutores, que lo hemos usado para
generar las funciones de onda numéricamente. Por otro lado, para realizar los calculos

necesarios y la representacion grafica se ha usado el programa comercial Matlab (Anexo

Q).

1.6. Organizacién de la memoria

En primer lugar calculamos las soluciones de la ecuaciéon de Schrédinger para los
estados ligados y del continuo suponiendo que trabajamos con un potencial central y
considerando el espin. Después planteamos la expresion para dB/de(E1), y la desarrolla-
mos para que se adecue a nuestro sistema, para lo que necesitamos resolver una integral
que involucra las funciones radiales. Finalmente, calculamos su soluciéon analiticamente
aplicando sobre la parte radial de las soluciones de la ecuacion de Schrodinger la apro-
ximacién asintotica, r >>, y teniendo en cuenta que el neutrén no siente la interaccion
coulombiana.

Por otro lado, planteamos las expresiones de o,, de o0,. y de R(T) para el célculo
numérico y concretamos las principales caracteristicas del sistema que se usan en el pro-

grama T'HOz para la generacion de las funciones de onda numéricas.

A continuacion, vamos a comparar el calculo analitico de dB/de(E1) con el numérico,
pero para ello necesitamos normalizar la funcion de onda del estado ligado para que se
adecue a los resultados numéricos en la region asintotica. Ademaés, repitiendo la generacion
de las funciones numéricas y este ajuste, podremos estudiar como se parecen los resulta-
dos numéricos a la aproximacion analitica al variar S,,. Para ello analizaremos tanto las

distribuciones de B(E1) como la integral total, comparando ademas con la regla de suma.

A partir de este punto solo seguimos con los resultados numéricos, y los usamos para
calcular las secciones eficaces y R(T'). También las calculamos para las transiciones que
parten del primer estado excitado y comparamos o,. total (suma de la aportacion del

estado fundamental y del primer estado excitado) con resultados experimentales.

11



2. Fundamento teoérico

2.1. Solucién de la ecuacion de Schrodinger

En mecénica clasica siempre podemos estudiar el movimiento de dos cuerpos como
el de su centro de masa y el de un cuerpo de masa reducida p haciendo un cambio de

sistema de coordenadas. La masa reducida vendra dada por

mima

(4)

M_m1+m2'

Este cuerpo se movera en un potencial V (7), donde 7 es la coordenada relativa ¥ = 7] +7%.

De esta forma podemos escribir la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo como

722
24

BY(F) = (— + V(F)) U(F), (5)

y si ahora suponemos que V(7) = V(r) podemos aplicar el método de separacion de
variables, de forma que U(7) = R(r)Y}, (0, ¢), donde R(r) es la parte radial de la funciéon
e Yim, (0, ¢) son los armonicos esféricos. Si definimos u(r) = rR(r) la expresion para la
parte radial nos queda

(_%% V(r) %) u(r) = Eyu(r) (6)

siendo [ el momento angular y F, la energia asociada al movimiento relativo. Si anadimos

también el espin, los autoestados del sistema quedan [2]

Estados ligados:
1

= ;f(lisi)Ji(T)y(lisi)Jiﬂfi (f, 0) (7)

\I’élisi).]i M; (F)

Estados del continuo:

7 Am -l * 7 N
\Ij{lfsf)Jfo(kaﬁ - Hg(lfo)Jf(k7r>Z fYEf]V[f(k)y(lfo)Jf]V[f<r70) (8)
siendo f,6,)7,(7) ¥ 9a;sp)a,(k,7) las funciones radiales de los estados ligados y de los
estados del continuo respectivamente, 7 un vector unitario en la direccién de 7, k un
vector unitario en la direccion de /;, o las coordenadas de espin e ) la resultante de
acoplar los armonicos esféricos orbitales y los de espin

Vasyau (7,0) = [Yi(F) @ xs(0)lanr = Y (Imusmg] JM)Yign, (7) Xem, (0). (9)

mpms

12



2.2. Probabilidad de transicion eléctrica

Partimos de la expresion general de la probabilidad de transicion reducida entre un
estado ligado y estados del continuo para un sistema nucleén + core del trabajo de Typel

y Baur [2]:
2

dB 2J; +1 . o ik
(A, Jis = kJys) zjﬁl%ji;j} sl sid MV Tglsse)| g (10
donde

s M(mw)) es el operador multipolar para excitaciones eléctricas (m = E) o magnéticas

(m = B) de orden .

= k. que aparece en el bra del estado final, representa el niimero de onda asociado al

momento de este estado, para concretar la solucion del continuo.
= [;/;: momento angular orbital del nucle6n para los estados inicial y final.
= s: espin del nucleon, que en nuestro caso serd s = 1/2, ya que es un neutron.

= ji/r: momento angular total del nucleon, que es el resultado de acoplar el espin y

el momento angular orbital del neutrén, es decir, j‘i/f = l:/f + §. Esto significa que

liyg —1/2] < Jigr < lijp +1/2.

= j.: espin del core. Como el "C tiene un ntimero par de neutrones y de protones sus

momentos angulares pueden acoplarse para dar el estado de menor energia, j. = 0.

= J;/s: momento angular total, resultado de acoplar el espin del core con el momento
angular total del neutron, es decir, fi/f = j’i/f +fc. Como j’c = (0 y esta fijo, entonces
Jif = Jifs-

Por tanto, en una transicién concreta para la que escojamos un nivel inicial, fijando [;

y Ji, y uno final, fijando J¢, tendremos

dB QJf—Fl
E(?T/\,Ji%kjf)— 27+ 1

pk
D g RN B s, (1)
Ly

donde hemos omitido el espin s = 1/2, porque también esté fijo. De esta forma, si estudia-
mos todas las transiciones posibles desde un estado inicial designado por [; y J;, podremos

calcularlo con
dB dB
-~ ) — E - RN ) 12
I (m, J;) > I (A, J; ka) (12)
i

13



2.2.1. Momento multipolar eléctrico

Si consideramos transiciones eléctricas, es decir, 7 = F, tendremos la siguiente expre-

sion para el operador multipolar de un nicleo con A constituyentes [5]

A
MM(E)‘) - Z(QZJT;\Y/\,M("%) = €Zcr?YAu(fc) + eZqui\Y)\u(fv% (13)
=1

donde hemos dividido el sumatorio en la parte correspondiente al core y al nucleén de
valencia respectivamente. Podemos simplificar la expresion aprovechando que estamos en

el sistema centro de masas

— m’U — — mC —
To=——"7™—T, Ty = ———T.
Me + My Me + My

Ademas, podemos definir la carga efectiva como

by A
Ze(]);} — (L) 7, + (&) Z.. (14)
Me + My Me + My
Sustituyendo en la ecuaciéon (13) obtenemos

M, (EX) = eZ 3 Yau(r). (15)

Por tanto, si escribimos ahora el elemento de matriz como

(U 2RI EN 6 1/25) = [ EF (W00, 7)) MEN T 5007,
sustituimos las funciones de onda y pasamos a coordenadas esféricas podemos separarlo

en una integral radial y otra angular:

((Up, 12k [[M(EN)|(L, 1/2) i)

e A7 * 1 )
=2y [ ar (a6 P (uean)) (1R 1/2))

4
=eZ™ 7

. 14,1/2)J N
P GO (U, L/ 2R V()| (1, 1/2).7),

(1:,1/2) i
(16)
siendo la integral radial
I((llfll//ZQ)LJf(A,r) = /o dr gflfsf)Jf(k,r)r’\f(lisi)Ji (r). (17)
Por otro lado, la integral angular podemos darla segin la ecuacion (17) de [2] y, usando
la notacion | = V20 + 1 para los momentos angulares, se tiene

(1) gde kTP Vau(P)(18)jide, Ji) = Osisp (= 1)U (1) ettt

(2A+1) li si Ji Ji Je i

x (X0, 1,0|1£0)jili Jijs 1 , . ;
m jr Ay Jro Ay

14



pero teniendo en cuenta las condiciones anteriores, podemos simplificar notablemente esta
expresion:
(s 2Dk |V ()| (1, 1/2) J5) = (=) ) it

(2A+1) L 1/2 J; Ji 0 J;
am JroA Iy Jr A Jy

X <)\0, l10|lf0> jziljzjf

La estructura del ltimo coeficiente 6-5 es analoga a la de [4]

a b c —1)atbte
0 cb be
debido a las relaciones de permutaciéon de los coeficientes 6-5
I A U N Jp 0 J J; Ty
Entonces

. e |l 12,
(L) kg [Yau(P|(Lis) Ji) = (1M1 2 g0 (rl[YAllL:), (20

siendo

L [2x+1)

YillL) = . 21
(LrlIYAllL:) </\07110!lf0>l g (21)

!
Finalmente, podemos dar la distribucién de probabilidad combinando las ecuaciones

(16), (20) y (11)

dB 200, +1 pk
E . et
(EAJi= Ry = 5577 Gmyre

€

2
N AT /)0 P li 1/2 J;
D |2 (NI ! () (DM g (Ul
ly Jf )\ lf
y, usando la ecuacion (21),
dB 2Jf +1 [L]{? () 2
CZ(EN T — k) = ( )
de EM I RIe) = 552 e \“Zerr) >
2
dr (22X +1)(2J; + 1)(21; + 1) li 172 J; 11.1/2)] 2
> —\/ ( ) ( (N0, L0[1,0) | [Z o ()
k’ 47 J )\ l
ly f f

(22)
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2.3. Transiciones E1

Ahora vamos a centrarnos en el caso de excitaciones dipolares (A = 1) para sistemas
tipo halo con un neutrén de valencia (Z, = 0). Por tanto, segin la ecuacion (14), tenemos

que

Z()\zl) Z,=0)=Z.tr = Z, _—777'1) 23
err ( ) 7 ) (23)

luego

2
B o0, +1  pk ar (3020, + 1)(20 + 1
T (EL Ji = kJp) = I (eZ.py)’ (l\/ T )) 8

de 2J; + 1 (2m)3h2 k A
2
Jf Ji 1 1¢,1/2)J
S (10, LO|LOYZY i (1,7 (24)
o Lol 12

Por tanto, la mayor parte del calculo consistira en resolver la integral I((llf 11/22))jf (1,7),
para lo que necesitamos la parte radial, u(r), de las soluciones de la ecuacion de Schro-
dinger. Esta dependeré de si la funciéon de onda representa estados del continuo o estados
ligados. Si tomamos como cero de energia el valor del potencial en r — oo tendremos que

los estados con energia negativa son ligados y los de energia positiva son del continuo.

2.3.1. Solucién radial. Normalizacién y aproximacién asintética.

Ahora vamos a plantear simplificaciones sobre las soluciones radiales que nos permi-

. 15,1/2)J .
tan resolver la integral I((l_f 1 /g)%,_f (1,7) de forma sencilla. Para ello nos centraremos en
la region asintotica (r >>), ya que, como vemos en la ecuacion (17), su valor depende

fundamentalmente de la region de separaciones grandes.

Estados ligados: en este caso tenemos E, < 0, por lo que las funciones radiales estan

normalizadas
| dr s P =1 29
0

lo que significa que son funciones de cuadrado integrable. El comportamiento asintotico

de estas funciones viene dado por una funcién de Whittaker (ecuacion (19) de [2])

f(lisi)Ji (T) — Clst—n,l+l/2(2kBr)7 (26)

donde tenemos el coeficiente de normalizacion Cig;, el pardmetro de Sommerfeld 7 y el

nimero de onda del estado ligado k% = 2uS,/h?, siendo S, = |E,|. Sin embargo, en
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nuestro caso estamos tratando un sistema netréon + core, por lo que el pardmetro de
Sommerfeld (que depende del producto de las cargas) es nulo. Esto nos permite reducir
la complejidad del problema, ya que la funcion de Whittaker se reduce a una funcion de

Hankel de argumento complejo
fuway2)5.(r) = Dr hl(,.,l)(ikBT), (27)

siendo hgj)(r) la funcion de Hankel esférica de orden 1, /; el momento angular del estado

y D una constante de normalizacion.

Estados del continuo: en este caso E, > 0, por lo que no son normalizables, es decir

la integral diverge
[e.e]
| ar g ) = 29
0
Sin embargo, una normalizacién es necesaria para poder usarla, y es por esto que la

expresamos mediante deltas de Dirac [10]

o ™
/(; d?ﬂ g lfsf Jf<k7/r)g(lf8f)<]f(k/7 T) = §§<k - kl)? (29)

donde el factor 7/2 se anade debido a la definicion de gy, (k,7), ya que cuando estu-

diamos su comportamiento asintético se obtienen las funciones de Coulomb |14]
Gayapay (k) = exp [i(on, + 0,)] x (cos(dr, ) F(kr) + sin(0y,) G (kr)), (30)

donde la fase no juega ningin papel relevante en estos calculos, ya que estamos trabajando
con el modulo al cuadrado de la integral. Por otro lado, k* = 2ue/h?, F'y G son las fun-
ciones regular e irregular de Coulomb respectivamente, y d;, es el corrimiento de fase, que
almacena la informacion de la interaccion en el estado final. Por tanto, si despreciamos el
efecto del potencial en los estados finales, tendremos que §;, = 0. Asi, podremos reescribir
9ityspy; (k) = F(kr), que podemos desarrollar en términos de las funciones esféricas de

Bessel [14]
Fy (n,p) = 2l + DN pCyy(n) Z brjr(p (31)
k=l

siendo ji la funcion de Bessel esférica, y los coeficientes by y Cj, dependen de 7 segin

by, =1, bgsi, xn =0,

Oy () = 2e™™/2|T(l; + 1+1in)|  2UT(lp+1) 1
e T(2; +2) T T +2) QL+
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con lo que nos acaban quedado ondas planas

) [ kr
9(lsy) Jf(k T) - Ef( =0, k’?") = k‘?’]lf(lﬁ") = Jlf+1/2(kr) (32)

donde Jy41/5 es la funcion de Bessel, y el factor \/7/2 que lleva multiplicando es el res-

ponsable de que aparezca el factor 7/2 al hacer el producto gj £55) Jf(k T)g1ysp)0: (K5 7).

Por tanto, si el neutrén se encuentra en la region en la que la energia de ligadura
es cercana a cero (o equivalentemente, la energia de separacion S,, es cercana a cero)
podremos tomar el limite asintotico de la funcion de Hankel [6] y reescribir el estado
ligado

—kpr

fui1y2)0,(r) = Dr lim hl (ikpr) = Dr (—i)4 18

lim - (33)

Para el estado del continuo vamos a fijar [y para facilitar los calculos. Esto lo haremos
teniendo en cuenta que las transiciones mas probables seran aquellas que partan del estado
fundamental 1/2%, que es un estado con I; = 0 (ondas s), y, en consecuencia, al pasar al
continuo mediante transiciones E'1 debemos acabar en estados con [y = 1 (ondas p), que

serdn en nuestro caso el nivel 1/27 y el 3/27. Por tanto, nos queda

sin(kr) — kr cos(kr)

Yipspyip(kir) = g(r) = krji=i(kr) = T (34)
Por otro lado, la funciéon del estado ligado quedara
e—k‘BT
Fasay2a(r) = f(r) = Dr— (35)
BT

donde hemos incluido el signo negativo en la constante D. Con esto ya podemos hacer el

calculo analitico de la parte radial (desarrollo en el Anexo A)

_(1,1/2)0 < sin(kr) — krcos(kr) . 2Dk?
7= 2(071/2)172(1 7’) = D/ dr . re kpr _ m’ (36)

valido tanto para Jy = 1/2 como para J; = 3/2. Y, si ademés tomamos las definiciones
de kp y k de las ecuaciones (27) y (30), podemos dar la parte radial en funcion de las
energias

h? €
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2.3.2. Calculo analitico de la probabilidad de excitacién reducida

Sustituyendo en la ecuacion (24) los momentos angulares elegidos para el calculo an-

terior
2
dB 127puc? 1 Jr 172 1 )
—(E1,Ji=1/2 = kJp) = 2J; + 1) e —(eZuys)? Z]",
de d P @) (he2 k" 0 1 1/2

donde se ha tomado (10,00[10) = 1, y J; depende del estado del continuo al que se excite.
Como por transiciones E1 desde 1/27 tenemos dos opciones (1/27 y 3/27), siguiendo la

ecuacion (12), sumamos la aportacion de cada uno para calcular la probabilidad total

dB dB dB
(B = - (BL i =1/2 = kJp = 1/2) + —=(E1L J; = 1/2 » kJ; = 3/2). (38)

donde [y = 1 en ambos casos, debido a que tenemos transiciones E'1 y partimos de [; = 0.
Sin embargo, la forma del coeficiente 6-j es idéntico al de la ecuacion (18) y, al tomar
su modulo, este término se vuelve independiente de J¢, de forma que la probabilidad de

excitacion reducida solo depende de Jy a través del factor (2J + 1). Por tanto:

dB 1 3 127pc? 1 1

ey = (2= +1 22 411 )| =B ez |—

0= [(251) + (35 +1)| otiaprt2on 5
y sustituyendo la ecuacion (37) llegamos a que

B B (L) (h\
de (El) N \/50 272 M02 (6 + Sn)4’ (40)

donde se ha definido C' = |D|?. Como podemos ver, esta expresion coincide con la ecuacion

2
zF,  (39)

(5) del trabajo de Nagarajan [5] salvo por la constante de normalizacion, ya que, en su
caso, lo ha calculado con la ecuacion (25), obteniendo C' = 2kp. En nuestro caso, vamos
a deducirla a partir de una ajuste de f(r) en la region asintotica, como se hace en el
articulo de Typel y Baur [2]. Por otro lado, se observa que si S,, disminuye, el méximo
de la distribucion se dard a una energia mas baja, y si nos fijamos en los valores limite
de S,, (cero e infinito) también se aprecia que el valor de B(E1) debe crecer conforme S,

disminuya.

2.4. Seccién eficaz de captura y tasa de reaccion

El calculo de o,. lo hacemos partiendo de la reaccion inversa, la reaccion de fotodi-

sociacion % C (vy,n)C. La expresion de o, la extraemos de [§] en la que se sigue un
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procedimiento analogo para hallar o,. de ” B (p,7)*B ,

(27)3(A + 1) <6AY )2/\—1 dB

“(A)(Ev)zx[(zxﬂ)up ne)  al

v

2 ), (41)

donde €, es la energia del foton e, = € 4+ 5,, necesario para provocar la transiciéon desde
el estado fundamental al estado del continuo con energia e. Por el principio de balance
detallado, podemos dar la de la reacciéon inversa, en este caso la de captura a+b — c+
2021, + 1 k2
oW = 2D (b o) (42)
(21, +1)(2L,+1) \ k v

siendo I,, I e I. los espines de las particulas involucradas y k, = €,/(hc) el niimero de

onda del foton. En nuestro caso solo consideramos que A = 1, ya que, si nos fijamos en
la ecuacion (41) vemos que cuanto mayor sea A menor seran los términos que acomparnan
a dB/de(E1). También, a partir de este resultado podemos calcular la tasa de reaccion,
R(T'), que representa el ritmo con el que ocurre la reaccion en un entorno astrofisico. Lo
calculamos promediando o,. con una distribuciéon de Maxwell-Boltzmann, y suele escri-

birse como [1]

] - [otcen (1) de (13)

siendo N4 el niimero de Avogadro, T' la temperatura y kg la constante de Boltzmann.

2.5. Modelo de estructura

Para comprobar hasta qué punto la aproximaciéon asintética y la férmula analitica
son validas, vamos a calcular también dB/de(FE1) resolviendo la ecuacion de Schrodinger
directamente con el programa THOz [27]. Para ello, vamos a considerar que tenemos un
sistema neutrén de valencia + core de *C. Este tltimo producira un potencial efectivo que,
siguiendo la eleccion habitual, tendra un termino central, con la forma de Woods-Saxon,
y un término no central de espin-6rbita, como el empleado para describir los estados de

°C en el articulo de Capel et al. [9]:
Ver (7) = Va(r) +4L - IVoo 1), (44)

donde Vs representa las interacciones internas entre el core y el neutréon de valencia, L
es el momento angular orbital relativo e I es el espin del neutréon. El primer sumando

representa el término central
‘/O(T) = _‘/lf(r7 ROJ CL), (45)
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con el factor de forma de Woods-Saxon

1
f(ra Ry, CL) = ) (46)
r — Ro
14 exp < )
a
y ademas, el término del acoplamiento espin-6rbita vendra dado por
1d
‘/so(r) - VLS;%f(Tv RO: CL), (47)

donde Ry es el radio reducido y viene dado por la ecuacion (1); y a, que lo hemos tomado
como 0,6 fm, es un parametro relacionado con la difusividad del campo.

Otros parametros que tenemos que introducir en el programa son V; y Vi g. Estos se
eligen para que el sistema reproduzca los estados ligados y una de las resonancias del 1°C
[9]: Vieo = 52,814 MeV y Vi=o = 51,3 MeV.

También tenemos que especificar caracteristicas como el mallado en r y en energias
para las funciones del continuo, las caracteristicas del neutréon y del core, y los estados
iniciales y finales en el programa, pero estos comentan en detalle en el Anexo B.

De esta forma es posible calcular el elemento de matriz Z numéricamente, y, en con-
secuencia, dB/de(El), 0., 0, y R(T), a partir de soluciones mas generales para la parte

radial de las funciones de onda.
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3. Resultados

3.1. Constante de normalizacién asintotica

Como se coment6 al obtener la expresion analitica de dB/de(E'1) a partir de la aproxi-
macion asintotica, ecuacion (40), vamos a deducir la constante de normalizacion D ajus-
tando la funcién que marca nuestro modelo, es decir, una de la forma f(r; D) = De *5"
a la funcion de onda del estado ligado generada numéricamente por los tutores con el
programa FRESCO |[28]*. Si nos fijamos en la Figura 5 podemos ver la funcion de onda
numérica, en linea continua, junto con varios ajustes de la funcién analitica para distintos
valores de D, que se obtienen utilizando la funcion fit de Matlab (Anexo C).

Cada ajuste comienza en un valor de r diferente, por ejemplo, el primero se hace desde
rmin = 0, es decir, se toman todos los puntos, por lo que este resultados sera equivalente
a la normalizacion usual, descrita en la ecuacion (25). Es evidente que este ajuste no es
correcto para la region asintotica, pero conforme se toma un r,,;, mayor el ajuste mejora,
hasta que al pasar del minimo se tiene un comportamiento aproximadamente exponencial.

De esta forma, evaluando el coeficiente tomando varios valores de r,,;, = 5 fm se ob-

tiene un valor para el coeficiente D = —1,37fm'/?, que podemos verificar que se comporta
correctamente representando |f(r; D = —1,37fm'/?)| en escala logaritmica junto al valor

absoluto de las funciones ligadas generadas numéricamente, como puede verse a la derecha

de la Figura 5.

3.2. Comparacién con el calculo numérico

Al realizar el calculo numérico de la probabilidad de excitacién lo que en primer lugar
se espera observar es que la transicion al estado 3/2~ sea mucho mas probable que la
del estado 1/27 por la degeneracion de los estados, g(1/27) = 2y ¢(3/27) = 4. Esto
se debe a que, como se vio en la ecuacion (39), la diferencia entre la dB/de(E1) de los
dos estados viene dada por un factor (2J; + 1) = deg(Jy). En la figura 6 se observa este

comportamiento y ademas se ve que efectivamente el area bajo la curva correspondiente

2El motivo de usar FRESCO en lugar de THOz es que este altimo genera las funciones de onda
radiales mediante la normalizacién del hamiltoniano en una base de estados normalizables. Esto, en
general, describird bien la funcién de onda en el interior, pero no asintéticamente. Sin embargo, con

FRESCO se obtienen por integraciéon directa de la ecuacién de Schrédinger.
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Figura 5: En ambas graficas tenemos que la linea continua es la funciéon de onda del

estado ligado generada numéricamente con FRESCO vy el resto son los ajustes f(r; D) =

D exp(—kpr), con D el parametro de ajuste. En la de la izquierda tomamos el valor

minimo de r para el ajuste (7,,;,) cada vez méas lejos de r = 0, es decir, cada vez se toma

rmin Mas grande. En la grafica derecha tenemos en escala logaritmica el ajuste exponencial

para el valor de D calculado.
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Figura 6: Calculo numérico de la probabilidad de excitacion para transiciones E1 para la
energia de separacion S, (°C') = 1,22 MeV. Las lineas discontinuas son las transiciones
desde el estado fundamental 1/2% a los del continuo 1/27 y 3/27. La linea continua es la

probabilidad total de transiciéon, que se calcula sumando las dos contribuciones anteriores.
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Figura 7: La linea continua representa dB/de(E1) calculada numéricamente y el resto de

lineas se refieren al calculo analitico de dB/de(E1) a partir de la ecuacion (40). La curva

negra en linea de puntos y rayas se ha hecho para S, (**C) = 1,22 MeV, y las otras se han

tomado para algunos valores en torno a él.

al 3/27 es aproximadamente el doble. Sumando la aportacion de cada transicion podemos

dar la dB/de(E1) total, que es con la que compararemos el resultado analitico.

En la Figura 7 se representa en linea discontinua los valores de dB/de(E1) obtenidos
con la expresion analitica (40) para distintos valores de S,,. También hemos representado
en linea continua los resultados del calculo numérico de dB/de(E1), y, del mismo color, la
curva analitica para la misma S,, = 1,22 MeV. Al compararlas vemos que hay un acuerdo

razonable en la forma, aunque esta tltima presenta una magnitud un 29 % mayor.

3.3. Comprobacién del modelo

Hemos visto que, para S,, ~ 1,22 MeV, hay una diferencia apreciable entre el céalculo
analitico y el numérico. No obstante, si reducimos el valor de S,, (0, equivalentemente, si
aumentamos la distancia media entre el neutrén y el core), esperamos que el acuerdo de la
B(E1) calculada analiticamente y a partir de las funciones de onda generadas por méto-

dos numéricos mejore, debido a que los calculo numéricos se haran bajo unas condiciones
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Figura 8: Comparacion de la probabilidad de excitacion reducida, dB/de(E1), calculada a
partir de resultados numéricos (linea continua) y analiticamente (linea discontinua) para

varios valores de la energia de separacion, S,,.

que cada vez cumplen mas la aproximacién asintotica. Este efecto lo podemos conseguir
cambiando el potencial que supusimos para el >C [9], con lo que el pozo de potencial seré
menos profundo y la probabilidad de que el neutrén se encuentre en la zona clasicamente

prohibida sera mayor.

De esta forma, al generar numéricamente las funciones de ondas para varios potenciales
y rehaciendo para cada caso el célculo de dB/de(E1) se obtiene lo que vemos en la Figura
8, en la que cualitativamente se aprecia que el acuerdo entre los calculos numérico y
analitico mejora gradualmente.

Esto también podemos verlo si comparamos el valor de la integral de cada curva,
B(E1), que es lo que se tiene en el Cuadro 2, en el que se muestra que al cambiar el valor
del potencial de los estados con I = 0 (ondas s), estamos cambiando en concreto el estado
fundamental. Por ello se observan variaciones en S,, y la forma de la funcion de onda (que

se refleja en cambios del coeficiente de ajuste D). Tenemos varias formas de calcularlo:

» Calculo numérico: integramos con Matlab el resultado obtenido de dB/de(E1).
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B(E1) (e*fm?)
Vieo (MeV) S, (MeV) D Numérico Numeérico® Analitico Regla de suma

48 0,20  -0,67 2,719 2.787 2,936 2,799
49 0,44  -0,80 2,010 2.090 2,265 2,097
-50 0,61  -0,94 1,588 1.677 1,887 1,683
51 0,81  -1,09 1,311 1.409 1,647 1,413
52 1,03 -124 1,116 1.221 1,489 1,225
52,814 1,22 -1,37  0.9960 1.106 1,403 1,109

Cuadro 2: Vi—g el valor del potencial de los estados con [ = 0 (ondas s) en MeV, que mo-
difica tanto S,, como D. Ademaés se muestra el valor de la probabilidad total de excitacion
B(FE1) calculado numérica y analiticamente, y el valor de su integral mediante la regla de

suma.

» Calculo analitico: si integramos en energias la ecuacion (40) se obtiene

e 2 )2 3/2 3/2
B(E1) = %C( gjg) (<ch ) /dem. (48)

Ademas, este resultado, como vemos en la Figura 2, siempre serd mayor que el

obtenido numéricamente, pero se ird acercando conforme hagamos el sistema menos

ligado.

= Regla de suma: este calculo se presenta como un método alternativo para obtener
B(E1) numéricamente, de forma que actiia como un medio para verificar si el calculo
es correcto. Podemos escribirla como en el articulo [5], ecuacion (8), en el que se
plantea la expresion resultante de aplicar la condicion de completitud al calcular
B(E1) sumada sobre todos los estados finales para el modelo de una particula con
un core inerte y transiciones E'1:

B(EY) = - (Zugse (). (19)

que depende tinicamente de la funcion de onda del estado fundamental a través de
= [ dr o) (50)
0

Aqui, (r?) es el radio cuadratico medio, que creceréa conforme la energia de separacion
disminuya, ya que aumentara la probabilidad de que la particula se encuentre en la

zona clasicamente prohibida.
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No obstante, podemos observar que este el valor de B(FE1) calculado mediante la regla
de suma también es mayor que el calculado numéricamente. Esto se debe a que en la
regla de suma se consideran todas las transiciones F1, lo que implica que también se
consideran las transiciones a los estados 1p; /2 y 1p3/2. Estos, como se observa en la Figura
4, estan ocupados por los neutrones del core, de manera que la transicion no puede darse
debido al principio de exclusion de Pauli. Sin embargo, el potencial de nuestro modelo
de dos cuerpos produce estos estados, denominados estados prohibidos de Pauli, luego no
tendran una probabilidad de transicion estrictamente nula.

Por tanto, la contribucion al célculo de B(E1) mediante la regla de suma de las tran-
siciones a los niveles de Pauli deberian ser la diferencia entre B(F1) calculada por la regla
de suma y calculada numéricamente. Asi que, para comprobar esto, hemos tomado de
THOz la aportacion al calculo de B(E1) de las transiciones E1 a los niveles de Pauli y
se lo hemos sumado al calculo numérico. Los resultados se han incluido en la columna
Numérico™, y podemos ver que, como esperabamos, se obtiene una mayor concordancia

con los valores de la regla de suma.

Finalmente, podemos ver que la diferencia entre el cilculo numérico y el de la regla
de suma disminuye con S,. Sin embargo, esto es lo que esperamos que pase, ya que si
disminuye 5, el estado fundamental se alejara de los estados de Pauli y se acercara al
umbral de energia ¢ = 0, lo que provocaréd que el acoplamiento con los niveles completa-
mente ocupados disminuya y aumente con los que si representan transiciones fisicamente
posibles, los del continuo. Esto significa que, el valor de la aportacion a B(E1) de las
transiciones que se tienen en cuenta para el calculo numérico se veran favorecidas, mien-
tras que la de las transiciones a niveles de Pauli disminuira, provocando que la diferencia

entre el cilculo numérico y la regla de suma disminuya.

3.3.1. Comprobacién de las aproximaciones

Hemos visto como mejora el ajuste al disminuir .S,,, pero no a qué se debe esta dife-

rencia. Para ello vamos a fijarnos en las dos aproximaciones de nuestro modelo:

» Limite asintético de las funciones de onda radiales del estado ligado, que nos lleva

a las funciones de Hankel.

» Estados del continuo libres de interaccion, que nos lleva a las ondas planas.
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Por tanto, podemos estudiar la viabilidad de cada una si generamos soluciones numé-
ricas en las que o bien se tengan funciones de Hankel como solucion de los estados ligados

o bien ondas planas como solucién de los estados del continuo.

Aproximacién de los estados ligados: esto es lo que vemos en el Cuadro 2, ya que,
como se ha mencionado antes, al disminuir 5, el estado fundamental se acerca al umbral
de energia € = 0, por lo que la influencia del core es cada vez menor. Esto se traduce en
que los resultados obtenidos numéricamente cada vez se acercan mas al analitico, cosa

que ya observamos en la Figura 8.

Aproximaciéon de los estados del continuo: esto podremos hacerlo imponiendo en
THOz que el potencial con el que se calculan las funciones de onda radiales de los estados
con [ = 1 sea nulo. De esta forma se obtiene para la probabilidad total del sistema con
los potenciales de [9]:

B(E1)|s, =122 mev = 1,09 e*fm*. (51)
Podemos observar por tanto dos cosas:

= La variacion respecto del cdlculo numérico es pequena y, de hecho, todavia hay una
diferencia importante respecto del calculo analitico. Esto nos indica que la aproxi-
macion sobre los estados ligados es la que més afecta a los resultados analiticos, que

coincide con que se produzcan unos cambios tan notables modificando .S,,.

= Kl resultado coincide con el de la regla de suma, pero esto se debe a que hemos
especificado que para los niveles con [ = 1 se tenga potencial V' = 0, ya que esto
significa que THOzx trata estos niveles como estados del continuo, luego a la hora

de hacer los calculos no habra ningtn estado de Pauli.

3.4. Seccién eficaz: ruptura y captura radiativa

Utilizando las ecuaciones (41) y (42) podemos obtener la seccion eficaz de fotodiso-
ciaciéon (o,) y la de captura radiativa (o), a partir del calculo numérico de dB/de(E1).
En la Figura 9 tenemos los resultados numéricos para o, (panel izquierdo) y o,. (panel
derecho).

Una caracteristica comtin a ambas es que la transicion que involucra el estado 3/2~

tiene una mayor seccion eficaz, que es logico, puesto que para ambas transiciones la forma
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Figura 9: Seccion eficaz de fotodisociacion (izquierda) y de captura radiativa (derecha).
En ambos casos, se muestra la contribucion de los estados del continuo 1/27 y 3/27 (lineas

discontinuas) y su suma (linea continua).

de dB/de es parecida salvo porque una es mayor, por lo que, siguiendo la ecuacion (41),
era de esperar que o,(1/2% — 3/27) fuera mayor que o,(1/2% — 1/27).
También, para o, vemos que comienza abruptamente a partir de €, = S,,, ya que con

menos energia no podra excitarse el neutron.

3.4.1. Seccidn eficaz de captura: primer estado excitado

Al igual que se ha calculado la seccion eficaz de captura para el estado ligado 1/2% po-
demos hacer lo mismo para el primer excitado que, basandonos en el modelo de particula
independiente y tomando como referencia la Figura 4, se correspondera a la configuracion
con 1 neutron en la capa 1ds /2, lo que da lugar a un estado excitado con momento angular
5/2 y paridad positiva, de acuerdo con lo observado experimentalmente [26]. Ademas, co-
mo las transiciones deben ser de tipo E1 y partimos de un estado 5/2% (I = 2), tendremos
que sumar la aportacion de la captura del neutréon desde los estados del continuo 3/2~
(1=1),5/2= (I=3)y 7/2= (I = 3). Por tanto tenemos transiciones de estados p — d y
de estados f — d.
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Figura 10: dB/de(E1) (figura izquierda) y o,. (figura derecha) para las transiciones que

involucran el primer estado excitado, 5/2%.

En la grafica izquierda de la Figura 10 podemos ver la aportaciéon de cada una de las
transiciones a dB/de(E1) obtenidas a partir del calculo numérico. Uno de los factores mas
llamativos es la forma de la transicion al estado 7/27. Ese aumento dréstico de dB/de(E1)
podria deberse a que a esa energia haya una resonancia, sin embargo, no esperamos que el
modelo sea capaz de predecir a que energia se observara experimentalmente. Esto se debe
a que el ajuste de los potenciales se ha hecho para que el calculo reproduzca la energia
de separacion del estado fundamental, la del estado excitado y una resonancia que ocurre
para el estado 3/2 (I = 2) en E,.;;, = 3,56 £ 0,1 MeV. Por tanto, no hay garantias de
que se pueda reproducir correctamente una resonancia para [ = 3, aunque esto no es
relevante para el estudio, ya que, como veremos al comparar o,. del estado fundamental
y del excitado, la captura al estado excitado solo es relevante a energias mas altas que las
que el rango de energias propio de sistemas astrofisicos.

Por otro lado, podemos observar que, al igual que ocurria para el estado ligado, B(F1)
aumenta con la degeneracion de las transiciones. No obstante, si la comparamos con la
Figura 7 podemos ver que las transiciones del estado fundamental estan mas concentradas

en la zona de baja energia y se alcanzan valores mas altos.
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Figura 11: A la izquierda se representa en linea continua la secciéon eficaz de captura
total, que es la suma de la del estado ligado (linea discontinua) y la del primer estado
excitado (linea de puntos y rayas). A la derecha tenemos una zona ampliada de la de la
izquierda, centrandonos en energias bajas, en la que se representan datos experimentales

de Nakamura [24] (ruptura coulombiana) y de Reifarth [25] (medida directa).

A la derecha de la Figura 10 tenemos la seccion eficaz de captura, en la que vemos que
la principal aportacion viene de la transicion del 7/27. Esto es esperable, ya que la B(E1)
de este estado es notablemente superior a la de los otros dos, pero ademas se tienen otros

factores que lo hacen incluso més predominante:

» Por un lado, en la ecuacion (42) hay un factor (2J; + 1), por lo que el estado con

mayor degeneracion, el 7/27, se ve méas favorecido que los otros dos.

= Por otro lado, en la ecuacion (41) hay un factor (e,/hc)?, que serd mayor conforme
aumente e. Como la dB/de(FE1) de la transicion al 7/2~ abarca una zona con energias

mas altas, este término también favorecerd més esta transicion que la del estado

5/2.

Por tltimo, podemos ver en la Figura 11 (izquierda) una comparacion entre o,. obte-
nida para el estado fundamental, que es la mas relevante a energias bajas, y para el estado

excitado, que empieza a ser mas importante que la del estado fundamental a partir de los
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Figura 12: Tasa de reacciéon como funciéon de la temperatura representada en escala lo-
garitmica en ambos ejes. La linea discontinua es la tasa de reaccién para transiciones al
estado fundamental, la linea de puntos y rayas es de transiciones al primer estado excita-
do y en linea continua se tiene la suma de ambas. La zona sombreada marca el rango de

temperatura de los sistemas astrofisicos relevantes.

4,5 MeV aproximadamente, y alcanza unos valores mas elevados que la del estado fun-
damental. Ademas, en la gréafica derecha de la Figura 11, se ha representado el resultado
obtenido junto con datos experimentales de o, [23] del trabajo de Nakamura [24] y el de
Reifarth [25].

Los datos de Nakamura se obtienen mediante la reacciéon de disociacion coulombiana
de '5C en un blanco de Pb, a partir del que se extrae informacion de la contribucion de las
transiciones F1 desde el estado fundamental a la reaccion de captura *C(n,~)"C. Por
otro lado, los datos de Reifarth se han tomado por medida directa [25], por lo que medira
fotones de la reaccion “C(n,~)'C tanto del estado ligado como del primer excitado.

Lo que se observa de ambos conjuntos de datos es que, efectivamente, sus maximos se
encuentran en torno a 1 MeV y siguen una tendencia similar a la que marcan las curvas
del calculo numérico. Ademés, para energias bajas los datos de Reifarth coinciden con
los nuestros, mientras los de Nakamura en general se encuentran bajo la curva de o, del

estado fundamental.
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3.5. Tasa de reacciéon

Por ultimo, podemos usar la seccién eficaz de captura para el calculo de la tasa de
reaccion, ecuacion (43), que representamos en la Figura 12. Lo méas importante de este
resultado es el hecho de que la captura al estado fundamental es la reaccion principal hasta,
aproximadamente, los 10 GK. Para resaltar este hecho, se ha sombreado la zona de la
grafica correspondiente al rango de temperaturas relevantes para los sistemas astrofisicos
expuestos. En concreto, la temperatura en el nicleo de estrellas AGB esta entorno a
los T ~ 3-10% K para las estrellas AGB poco masivas y T ~ 3,5 - 10® K para las
méas masivas [29], y también, en el modelo BBN el rango de temperatura de interés es
T ~0,2—1,2 GK [1]. Equivalentemente, el rango de energias de interés estara por debajo
de €nex = 1 GK x kg = 0,09 MeV, siendo kg la constante de Boltzmann.

Otro factor llamativo es que aun siendo o,. del estado excitado mayor que la del
estado fundamental, la tasa de reaccién favorece a este dltimo. Esto podemos explicarlo
basdndonos en la ecuacion (43), ya que vemos que o, esta ponderada por una distribucion
de Maxwell-Boltzmann. Concretamente, la exponencial variara en funcién de la energia
caracteristica kgT', de forma que si la temperatura es baja, la exponencial tendera a cero
rapidamente, y solo afectara a la integral los valores de o,. para energias pequenas, que
es justamente donde predomina la del estado fundamental. Sin embargo, cuando T es alta
la exponencial tiene argumento préximo a cero para un amplio rango de energias, por lo
que el valor de o,. para energias mas altas también afectard al calculo, y la captura al

estado excitado comenzaré a ser relevante®.

3 Al hablar de temperatura baja o alta lo hacemos respecto de la escala de la Figura 12. Por tanto, una

temperatura pequena serd inferior a 1 GK, mientras que una temperatura alta sera superior a los 10 GK.
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4. Resumen y conclusiones

En este trabajo, hemos estudiado el proceso de captura radiativa *C(n,~)!®C. Este
proceso toma importancia en sistemas con una alta densidad de neutrones, como las
estrellas AGB o el sistema propuesto en la teoria BBN. En este contexto, la reaccion de
captura *C(n,v)'®C es relevante para el estudio de la produccion de energia a través de
ciclos CNO y para explicar el origen de niicleos con A > 20 [1].

Otro punto de interés es que el C es un nticleo con halo de un neutrén, de forma
que podemos describir dicho sistema de forma aproximada mediante un modelo de dos
cuerpos (neutréon -+ core) en ausencia de interaccion coulombiana. Después, para calcu-
lar las soluciones analiticas, hemos considerado la aproximacion asintotica para el estado
fundamental y de ondas planas para los estados del continuo, lo que nos ha permitido
calcular analiticamente la probabilidad de excitacion reducida dB/de(E1) partiendo del

estado fundamental (1/2%) a estados de energfa positiva ps/s ¥ p1/.

Para comprobar la validez de la aproximacion asintotica, hemos comparado los resul-
tados con el calculo numérico de estas transiciones obtenido usando el programa 7'HOz.
Para ello se ha tomado un potencial de Woods-Saxon de un estudio previo [9], con el que
se han generado las funciones de onda ligadas y del continuo. Ademas, se ha estudiado el
efecto de la aproximacion asintotica en los estados ligados y los del continuo por separado,
concluyendo que la mayor diferencia proviene de la descripcion del estado ligado y que la

aproximacién asintotica funciona mejor cuanto menor sea la energia de separacion S,,.

Con el calculo numérico de dB/de(E1) hemos calculado la seccion eficaz de fotodiso-
ciacion (o), y, a partir de ella, la de captura radiativa (o,.). Finalmente, hemos calculado
la tasa de reaccion como funcion de la temperatura (R(7")) para el estado fundamental
y el estado excitado (5/27). Este tltimo presenta transiciones F1 de un estado ligado d
(I = 2) a estados del continuo P3/2, f5/2 Y fr/2- Podemos observar al compararla con la del
estado fundamental que solo es relevante para energias un orden de magnitud més altas.
En consecuencia, en el rango de temperatura de los sistemas astrofisicos relevantes, como
las estrellas AGB, sera despreciable frente a la contribucién del estado fundamental.

Finalmente podemos comparar las resultados de o,. a partir de datos experimentales

del articulo de Nakamura [24]| (ruptura coulombiana) y el de Reifarth [25] (medida direc-
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ta), encontrando un acuerdo razonable.

Cabe destacar que este procedimiento seguido con el cilculo numérico es general para
niicleos halo de un neutrén, como son el 2C o el 'Be, mientras que el calculo analitico
depende de la estructura de capas de cada caso y de las transiciones posibles. Por ejemplo,
para el primer estado excitado del °C el calculo requiere hacer dos integrales analogas a
la del Anexo A, una para la transicion d — p y otra para las transiciones d — f, lo que
nos deja con funciones de Hankel esféricas y de Bessel esféricas de orden superior a la que

se obtienen para el estado fundamental.
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Anexos

A. Funciones de onda: integral analitica
La parte radial de la probabilidad de excitacion reducida toma la forma
> 1
(flr)i) = / dr {E(sin(l{:r) — kr - cos(kr) )} X rx [De "]
0
D [ ) K
=7 dr [sin(kr) — kr - cos(kr))] e "B"
0
D > : —kpr - —kpr
== dr sin(kr)e 2" — D dr cos(kr)re "B
0 0

que podemos reescribir como

donde hemos definido

I :/ dr sin(kr)e "5",
0

I :/ dr cos(kr)re *e",
0

Integral A: tiene estructura de integral ciclica

_ : —kgr __ : | Ak
I4 —/0 dr sin(kr)e —/0 dr sm(k;r)dr [kBe }
— {sin(kr)e_kf”’” oo _ k:/ dr cos(kr)e_kB’}

k;B 0 0

S d [—e kBT
=" dr cos(hr)Z
i ), r cos( r>dr [ o }

k 0 o
=—— {cos(k:r)e_k” :]r + / dr (k sin(kr))e_kB’"}
kb 0

k
= — 11— kls}.
k%{ A}
Por tanto

RN (53)
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Integral B: podemos relacionarla con 4.

o o d : k
Ip :/ dr cos(kr)re "E" :/ dr — [sm( T>] re ko
0 0

dr k
1 00 >
= {sin(kr)rek” g — / dr sin(kr) [ekB’" — kBrekBr]}
0
1 k o
= _E[A + ?B i dr sin(kr)re *e"

1 k & d 1
’ + ?B i dr o [_E cos(k:r)] re kBT

=——Is+ {cos(kr)re_k” goo - / dr cos(kr) [e7"7" — kpre™"77] }
0

1 k e
— _EIA + k—f {/0 dr cos(kr)e "B" — kBIB} )

También podemos relacionar la integral que nos queda con 4

/0 dr cos(kr)e "5" = /0 dr . [E sin(kr)} e kBT
1 00 o
=7 {sin(k:r)e_kBT|0 — / dr sin(kr) (—/{;Be_kBT)}
0

k °° k
= ?B i dr sin(kr)e 5" = ?B]A,
y sustituyendo
1 k? k? k% — k%1
Ip=—Ia+ 2l - Llpelzg="2—— "1, 54
B kA+k3A 2B B k]23+k2kA (54)

Finalmente, a partir de las ecuaciones (52), (53) y (54) obtenemos la parte radial

2Dk?

(flrli) = [CENEAE (55)

B. THOx

El programa THOz nos permite calcular numéricamente las soluciones del sistema,
por lo que podemos comparar estas soluciones mas generales con la soluciéon analitica
(con aproximacion asintotica).

Para trabajar con él usamos el terminal de Linuz y un archivo de entrada, o input,
de la forma archivo.in, en el que asignamos las caracteristicas del sistema, el mallado en

r de las funciones de onda generadas, el tipo de potencial, etc.
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# 15C=14C + n using WS potential

# _____________________________________________________________________

I Caracteristicas del sistema nucledn de valencia + core (neutrdén+14C).

&SYSTEM Zv=0. Av=1.0087 sn=0.5 I Nucledn de valencia (neutrodn)
Zc=6. Ac=14.003241989 / I Core (14C)

&corestates spin=0.0 parity=+1 ex=0.0 / I Estado del core (14C)

&corestates /

&output wfout(1l:3)=1 2 3 verb=3 solapout(:)=0 /

Figura 13: Caracteristicas del sistema. En el apartado &SYSTEM se especifican las pro-

piedades basicas del sistema neutron—+-core y en &corestates el estado del core (*C).

Para trabajar de forma ordenada, hemos optado por hacer un input con toda la infor-
macién que vamos a usar, de forma que para hacer una transicién concreta comentamos
(simbolo !) o descomentamos la informacion relevante. Ademés, hay que tener en cuenta

que las unidades en las que trabaja el programa son:

L —fm, E — MeV, m — uma.

B.1. Input

Podemos dividir las partes que modificamos del input en cuatro:

Caracteristicas del sistema.

Caracteristicas del calculo numérico.

Estados del sistema.

Caracteristicas de las funciones de onda del continuo.

Caracteristicas del sistema: en la Figura 13 vemos que en esta parte especificamos Z
v A tanto del core como del nucleén de valencia (en nuestro caso sera C y un neutrén).

Ademas, también fijamos los espines de cada uno, y en el caso del core también su paridad.
» Para el neutrén tenemos: Z =0, A =1y su espin sn = 1/2.
» Como el core es de *C, Z =6 y A = 14, y como tenemos todos los niveles llenos,

su espin sera 07.
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I Caracteristicas del calculo numérico.

! Mallado en r para las funciones de onda generadas.
&GRID ng=0 rmin=0.0 rmax=600.0 dr=0.1 rint=100 /

! Intervalo (rmin,rmax) con pasos de tamafio dr

! Tipo de potencial.

#Capel
&POTENTIAL ptype=1 ap=1 at=0 | Tipo de geometria
v10(0:3)=-52.814 -51.3 -51.3 -51.3 ! Varios valores del potencial
re=2.959 a0=0.6
Vso=5.193 rso=2.959 aso0=0.6 /
&potential ptype=0 / I Para cerrar la lectura de datos
&pauli n=0 /

Figura 14: Caracteristicas del calculo numérico. En & GRID se especifica el mallado en r
de las funciones de onda radiales generadas, y en & POTENTIAL el tipo y las propiedades

del potencial.

Caracteristicas del calculo numérico: en la Figura 14 vemos que en esta parte
especificamos por un lado el mallado, que sera (rmin,rmax) con pasos dr, y las propiedades
del potencial. En nuestro caso hemos tomado un potencial de Woods-Saxon (ptype=1),
del que tenemos que especificar la difusividad a0, el radio reducido 70 (ecuacion (1)) y el
valor de vl0 que, como se comenta en el trabajo, extraemos de la bibliografia y en general

varia con [.

Estados del sistema: en la Figura 15 vemos que en esta parte se especifican todos los
estados relevantes para el estudio de las transiciones E1 del estado fundamental (1/2%) y

el primer excitado (5/2%). Para ello tenemos que especificar fundamentalmente:

= Propiedades: espin del estado JTOT, su paridad PARITY y el momento angular

orbital [maz.

= Rango de busqueda: dadas las propiedades de los estados se buscan en un cierto
rango de energia (exmin,exmaz). Es por esto que cuando buscamos estados del
continuo tomamos exmin—0, ya que no existen estados del continuo por debajo, y

seguimos la misma logica con los estados ligados, en los que tomamos emaz=0.

Caracteristicas de las funciones de los estados del continuo: en la Figura 16
vemos que en esta parte se especifican las energias de los estados del continuo que se
toman para el calculo. Esto es necesario debido a que hay infinitos con las mismas carac-

teristicas, por lo que seria inviable realizar el calculo si no acotamos la elecciéon. Para ello
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! Estados del sistema.
! Estados ligados.S
#Bound
!Estado ligado Jini=1/2+
! &JIPSET bastype=1 mlst=4 gamma=1.84 bosc=1.6 nho=20 nsp=0 exmin=-2 exmax=0.0 bas2=0 JTOT=0.5 PARITY=+1 1lmax=0 /
'Estado ligado Jini=5/2+
&JIPSET bastype=1 mlst=4 gamma=1.84 bosc=1.6 nho=20 nsp=0 exmin=-2 exmax=0.0 bas2=0 JTOT=2.5 PARITY=+1 1max=2 /

! Estados del continuo

#Cont

Estados con Jfin = 1/2-
&JPSET bastype=1 mlst=4 gamma=1.84 bosc=1.6 nho=20 nsp=0 exmin=0 exmax=25.0 bas2=0 JTOT=0.5 PARITY=-1 Ilmax=1 /
Estados con Jfin = 3/2-

&JIPSET bastype=1 mlst=4 gamma=1.84 bosc=1.6 nho=40 nsp=0 exmin=0 exmax=25.0 bas2=0 JTOT=1.5 PARITY=-1 1lmax=1 /
Estados con Jfin = 5/2-

&JIPSET bastype=1 mlst=4 gamma=1.84 bosc=1.6 nho=40 nsp=0 exmin=0 exmax=25.0 bas2=0 JTOT=2.5 PARITY=-1 1max=3 /
Estados con Jfin = 7/2-

&JIPSET bastype=1 mlst=4 gamma=1.84 bosc=1.6 nho=40 nsp=0 exmin=0 exmax=25.0 bas2=0 JTOT=3.5 PARITY=-1 1max=3 /

&IPSET /

&pauli /

Figura 15: Estados del sistema. Se especifican todos los estados relevantes para el estudio,
primero los ligados y mas abajo los del continuo. La propiedades fundamentales que se
especifican para cada uno son el espin (JTOT), la paridad (PARITY) y el momento

angular orbital (Imaz).

I Caracteristicas de las funciones de los estados del continuo.
&SCATWF ifcont=t emin=0.01 emax=100.01 nk=1000 inc=1 writewf=t jset=2 /

&belambda ifbel=t uwfgsfile="" lambda=1 emin=0.02 emax=10 nk=200 jset=2 BElcore=0.0 /
&belambda ifbel=t uwfgsfile="" lambda=1 emin=0.02 emax=20 nk=200 jset=3 BElcore=0.0 /
&belambda ifbel=t uwfgsfile="" lambda=1 emin=0.02 emax=20 nk=200 jset=4 BElcore=0.0 /
&Belambda /
Figura 16: Caracteristicas de las funciones de los estados del continuo. En &SCATWF
se especifican las energias del continuo que se consideran para imprimir las funciones de

onda, y con &belambda las energias para imprimir otros resultados, como B(E1), o,y

Ore-
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establecemos limites para el rango de energias posibles (emin,emaz) con un nimero de
valores nk. No obstante, este rango no estara equiespaciado debido a que lo que realmente
se esta especificando es un rango de numero de onda k (de ahi que el nimero de puntos
sea nk). No obstante, la relacion entre ambos es directa, segiun k = \/W También
tenemos jset, con el que indicamos el valor de VI0 que se toma. La linea de &SCATWF
se refiere a las funciones de onda del continuo, mientras que las lineas &belambda a otros

resultados, como B(E1), 0, ¥ 0.

B.2. Output

En funcion de la salida del programa que nos interese tenemos que examinar un archivo

de salida (output) distinto:

» Funciones de onda de los estados ligados: se muestran en fort.101, fort.102 y
fort.103, siendo el primero el més bajo en energia y el tltimo el més cercano a 0
MeV. Consisten en dos columnas, la primera se corresponde con r y la segunda con
f(r). Ademas, se encuentra comentado con el simbolo # la energia del nivel (que
en el caso del estado fundamental coincidird con S,,) y otra informacion del parte

de la informacion del input, como el nimero de puntos del mallado en r.

= Funciones de onda de los estados del continuo: se escriben en fort.500. Para
cada valor de energia se tienen tres columnas, la primera es r y las otras dos son la
parte real e imaginaria de la funcion radial g(r). En nuestro caso la parte imaginaria

serd nula por definicion.
Ademés, al inicio se muestra informacion del input, como la el espin del estado y su

paridad, y al inicio de cada conjunto de datos la energia correspondiente.

s Otros resultados: si utilizamos &belambda con todos los estados del continuo,
se almacenara en fort.96 varios resultados de interés, como dB/de(E1), 0., 0 oy..
Estos los hemos utilizado como verificacion de que los célculos hechos en Matlab son

correctos.

C. Matlab

El trabajo con Matlab se ha repartido fundamentalmente en:
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1 copyfile(file, "fort 500.txt", 'f');

2 % Genera una copia de un archivo con la extensiodon deseada, en este caso,
3 % .txt

4

5 data = readmatrix("fort 500.txt", "TrimNonNumeric",true,

6 "CommentStyle", ["#"], "ExpectedNumVariables",2,

7 "DecimalSeparator",".");
S[E % Lee un archivo y le da estructura de matriz. Es posible configurarlo para
9 % una lectura mas precisa.

Figura 17: Lectura de datos usando Matlab. Con copyfile generamos una copia que facilita
la lectura del archivo original, y luego lo leemos con readmatriz, que le da una estructura

matricial a los datos.

Lectura de las funciones de onda generadas numéricamente con THOx.

Obtencion de los coeficientes de ajuste del calculo analitico.

Célculos siguiendo los modelos descritos en el trabajo.

Representacion grafica de los resultados y tablas de datos.

Para ello se ha hecho uso de varias funciones, por ejemplo para evaluar coeficientes
Clebsch-Gordan o para integrar, y algunos de ellos no estan incluidos en Matlab, como es

el primer caso, mientras que otros ya estaban incluidos en el programa.

C.1. Lectura de datos

Fundamentalmente se ha trabajado con dos funciones, copyfile y readmatriz, ambas
incluidas en Matlab y representadas en la Figura 17.

Utilizando copyfile podemos pasar de un archivo sin extension (generado por THOz),
que Matlab no puede leer, a uno .txt, que puede leer rapidamente.

Con readmatriz leemos la informaciéon del archivo.txt con ciertas instrucciones y les
damos una estructura matricial, que es con la que Matlab trabaja mas eficientemente.

Existe una gran variedad de ajustes, pero los usados en esta secciéon fueron:

» TrimNonNumeric: elimina los datos no numéricos, con lo que podemos aplicar ope-

raciones matematicas directamente.

= CommentStyle: el archivo contiene informacién comentada con # que es conveniente

eliminar, ya que puede contener informacién numérica que no se pueda eliminar con
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fun =@(D,r) D.*exp(- sgrt(2*muc2/hbarc”2 * abs(energyBound)) * r);
% f(r;D) = D exp(-k_B r)

s = fitoptions('Method', 'NonlinearLeastSquares',...
'"Lower', -5, "Upper',5, 'Startpoint’',1);
ft = fittype(fun, 'independent','r', 'options',s);
% Ajuste por minimos cuadrados especificando el rango de busqueda y con
% variable independiente r

[coeff,~] = fit(x(minIdx(k):end),y(minIdx(k):end),ft);
% Ajuste usando la funcion fit de Matlab

C_fit(k) = coeff.D;
% Extraccion del coeficiente

Figura 18: Codigo de Matlab usado para hacer el ajuste de la funciéon analitica de los
estados ligados, f(r; D) = De *2" a la funciéon numérica de los estados ligados. Se utiliza

el método de minimos cuadrados y la funcién fit de la Matlab.

el ajuste anterior.

» FrpectedNum Variables: nimero de variables que se esperan. Las variables deben ser

columnas independientes.

s DecimalSeparator: separador decimal del programa.

C.2. Coeficientes de ajuste

Para ajustar funciones se ha usado la funcion fit de Matlab, (Figura 18). En nuestro
caso hemos usado el método de minimos cuadrados, pero es posible cambiar el tipo de

ajuste y otros parametros, como el rango de busqueda.

C.3. Calculos

Una de las funciones incorporadas en el programa que ha sido fundamental en el de-
sarrollo del trabajo ha sido trapz, que nos permite integrar un conjunto discreto de datos

mediante el método trapezoidal [17].

También hemos necesitado incorporar ciertas funciones para hacer célculos de coefi-

cientes:
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» Coeficientes Clebsch-Gordan [18]: para el calculo de estos coeficientes seguimos la
expresion
(—1)~d1tizti JuoJz (56)

<j17m17j27m2|j7 m> =
miy Mo —MM

» Coeficientes 3-J [19],[20]: seguimos la formula de Racah. Hay que tener en cuenta
que la suma se extiende a todos los términos que permite hacer los factoriales, es

decir, que sean de argumento positivo o nulo.

» Coeficientes 6-J [21]: de nuevo hay que tener en cuenta al signo del argumento de

los factoriales para realizar la suma.
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