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RESUMEN

En este trabajo introduciremos la fisica de agujeros negros a través de las pre-
dicciones de la Relatividad General. Ademads, se repasardn algunos resultados ob-
tenidos por la Event Horizon Telescope Collaboration sobre los estudios de la fuente
de radiacién emitida en el nucleo de la galaxia M87. Por ello, comenzaremos in-
troduciendo la Relatividad General y las ecuaciones de Einstein, aportando algu-
nas propiedades que se deducen de ellas. Tras esto, expondremos las principales
soluciones de agujeros negros: Schwarzschild, Reissner-Nordstrom y Kerr. Estu-
diaremos la estructura causal de estas soluciones, ademds de algunas propiedades
geométricas importantes. Finalmente, se realiza un resumen de los resultados ob-

tenidos al estudiar la imagen del agujero negro de la galaxia M87.







ABSTRACT

In this work we introduce black hole physics through the predictions of Ge-
neral Relativity. Moreover, we expose some results of the Event Horizon Telescope
Collaboration about the radio source emitted by the core of the galaxy M87. Thus,
we start introducing General Relativity and Einstein ’s field equations, giving so-
me properties deduced by them. After this, we show the main solutions of black
holes: Schwarzschild, Reissner-Nordstrom and Kerr. We study the causal structure
of these solutions and some important geometrical properties. Finally, we make a

review about the results obtained from the image of galaxy M87.







INDICE GENERAL

1. Introducciéon 1
1.1. Motivaciényobjetivos . . . . ... ... ... ... L 1
1.2. Resumendeconvenios . . . . . . . . . ... ... 2

2. Introduccidn a la relatividad General 5
2.1. Relatividad General y Geometria. Principio de Equivalencia . . . . . 5
2.2. Ecuaciones de campo de Einstein . . . . ... ... ........... 9
23. Fisicaenespacioscurvos . . . ... ... .. ... . ... ........ 14

2.3.1. Accion de Hilbert-Einstein . . . . ... ... ... ....... 15
2.3.2. Efecto Doppler gravitacional . ... ... ............ 16
2.3.3. Cantidades Conservadas . .. .................. 18
234. Singularidades . ... ....... ... .. ... ... .. ... 19

3. Soluciones de la Ecuaciéon de Einstein: Agujeros negros 21

3.1. Soluciéon de Schwarzschild. El agujero negro de Schwarzschild . . . . 21
3.1.1. Estructura causal de la solucién de Schwarzschild . . . . . . . 23
312, Geodésicas. . . . . . ..o 27

3.2. Agujero negro de Reissner-Nordstrém . . . . ... ...... .. ... 30

—0_



INDICE GENERAL

3.2.1. Estructura causal. Horizontes de Reissner-Nordstrom

3.3. Agujerosnegrosenrotacion . . . .. ... ... ...
3.3.1. Arrastre de sistemas inerciales. Ergosfera . . . . . ... ..
3.3.2. Estructura causal. Los horizontesde Kerr . . . . .. .. ..

3.3.3. Solucidon de Kerr-Newman . . . . . . . . . . . . ... ...

4. El agujero negro supermasivo de la galaxia M87

41. ElproyectoEHT . . . . .. ... ... ... . ... . ... ... ..
4.2. Elagujero negro supermasivodeM87 . . .. ... ... ... ...

43. Imagenyresultados . ... ...... ... ... ... . ... ..

A. Apéndice A: Breve repaso de la relatividad especial

A.l. ElespaciodeMinkowski . . . ... ... .. ... .. L0
A2, Tensores . . . . . . . e e e

A.3. Mecédnica Relativista . . . . . . . . . . . . . ...

A4 LeyesdeMaxwell . . . ... ... ... L oL

B. Apéndice B: Nociones matematicas

B.1. Variedades diferenciables: Definiciéon . . . . . ... ... ... ...
B.2. Algebra de tensores en variedades . . . ... ... ... ......
B.3. Transporte paralelo y derivada covariante . . . . . ... ... ...
B.4. Conexion Levi-Civita . . . .. ... ... . ....... ... ...

B.5. Geodésicas . . . . . . ... e e e

VI

43

43

44

45

49

50

52

53

54

57



INDICE GENERAL

B.6. Densidades Tensoriales. Determinante de la métrica . . . . . ... .. 64
B.7. Operadores diferenciales . . . . ... ................... 66
B.8. Integraciénenvariedades . . ... ... .. ... ... ... ... 66
B.9. Curvatura . . . . . . . . . e, 67
Referencias bibliograficas 70

VII



INTRODUCCION

1.1 MOTIVACION Y OBJETIVOS

Las altimas publicaciones sobre las imagenes del agujero negro supermasivo de
la galaxia M87 y de Sagitario A, obtenidas por el Event Horizon Telescope (EHT)
en 2019 y 2022, han supuesto un paso de gran importancia para la fisica moderna.
Estos hallazgos constituyen los primeros tests reales de la teoria de la Relatividad
General en entornos donde la gravedad y los efectos de la curvatura del espacio-
tiempo son extremos. Esto, junto con el detector de ondas gravitatorias LIGO, am-
plia el marco experimental de esta teoria, que hasta hace poco se caracterizaba por
ser una rama mayormente tedrica. La Figura §1.1 se corresponde con la primera

imagen tomada de un agujero y sera nuestro objeto de estudio.

Figura 1.1: Imagen del agujero negro supermasivo de la galaxia M87 (Fuente: [6]).

Los objetivos de este trabajo seran, en consecuencia, introducir teéricamente la

Teoria de la Relatividad General para seguidamente estudiar la fisica de agujeros
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

negros dentro de este marco tedrico, y en segundo lugar, exponer los resultados
obtenidos por el EHT y compararlos con las principales predicciones previamente

expuestas.

Durante todo el texto, aunque si se expondrdn todas las herramientas mate-
maéticas necesarias para poder construir nuestro marco tedrico, no se hara especial
énfasis en las definiciones matemaéticas ni demostraciones rigurosas. Esta omision
es debida a que la intencién de este trabajo es ir mas all4 de lo que seria un curso
introductorio sobre Relatividad General, aportando informacién “fisica” al lector
sobre agujeros negros con el fin de poder entender los resultados experimentales
obtenidos. Introducir correctamente estos conceptos seria incompatible con las li-

mitaciones en la extensién del propio TFG.

1.2 RESUMEN DE CONVENIOS

En los textos sobre Relatividad podemos encontrar muchos convenios de nota-
cién y de signos diferentes, aqui resumiremos los mds importantes y expondremos

aquellos que seguiremos a lo largo de este trabajo.

En primer lugar, introducimos el convenio de sumacion de Einstein con el fin de
anotar fomulas de una manera més compacta. Cuando un indice aparece repetido
arriba y abajo, se supone un sumatorio implicito para todos los valores de ese
indice. Por ejemplo, sea un vector 7 € RV, este se descompone en la base {¢;}

de la forma

N .
=) 7'¢ (1.1)

7=1v'¢; (1.2)

A los indices repetidos se les denomina mudos mientras que los que no estdn su-

mados se llaman libres. Supondremos N ecuaciones por cada indice libre.
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Por otro lado, a la hora de expresar la signatura de la métrica usaremos el Con-
venio temporal, introducido por Landau y Lifshitz (1972) [12]. Con esta eleccién la
signatura de la métrica en el espacio de Minkowsky es de la forma (+ — ——). Esto

quiere decir que el producto escalar entre dos cuadrivectores es:

ib= Muwat b’ = a’p? — a'v! — 2?? — 23p® (1.3)

Otros convenios de signos importantes son para el tensor de Riemann y para la

ecuacion de campo de Einstein:
A A A A A

Gw/ = [']87TG77W (15)

donde los corchetes en rojo muestran la eleccién del signo. Segtn la literatura con-

sultada, estos signos pueden cambiar.

Por dltimo, de ahora en adelante, salvo que se indique lo contrario, usare-
mos el sistema de unidades naturales , donde ¢ = 1. En este sistema el tiempo se
comporta como una coordenada espacial mds y estas tienen la misma dimension
[t] = [x] =L=T. Por otro lado, la energia y la masa también tienen la misma dimen-
sién (dado que estas se pueden relacionar mediante E = mc?) y la energia puede

expresarse en unidades de masa y viceversa: [E] = [m] = M = E.
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INTRODUCCION A LA

RELATIVIDAD GENERAL

2.1 RELATIVIDAD GENERAL Y GEOMETRIA. PRINCIPIO DE EQUIVALENCIA

Tras el éxito de la Teoria de la Relatividad Especial los fisicos empiezan a po-
ner atencion en la estructura de las teorias fisicas y tanto la mecédnica de Newton
como las leyes de Maxwell son reformuladas como teorias relativistas dentro del
marco del espacio de Minkowski. Mientras que las ecuaciones de Maxwell pue-
den ser descritas por cuadrivectores de manera natural, las leyes de la mecédnica
son completamente reformuladas y aunque andlogas al caso newtoniano presen-
tan una estructura completamente diferente (Véase el apéndice §A). Sin embargo,
existe una teoria que se resistia a ser descrita bajo los principios de la relatividad
de Einstein: la gravedad newtoniana. La principal razén por la que esto ocurre es
que el campo gravitatorio en la teoria de Newton se propaga a velocidad infinita,
esto es, un cambio en la distribucién de masa de un cuerpo produce un cambio
instantaneo del campo gravitatorio en todo el espacio. Esto se deduce de la ecua-
cién de Poisson que describe el potencial gravitatorio, ¢(7,t), generado por una

una distribucién de masa p,, (7,t) [10]:

V2p(7,t) = 4Gy (7, 1) 2.1)
donde G es la constante de gravitacién universal y V2 = % + % + % es el ope-

rador laplaciano. Su solucién general viene dada por

SN p(7t) 3~
(P(T',t) =—-G R3 md ! (22)

Como vemos, el tiempo en ambas expresiones aparece tinicamente como un para-

metro externo y no influye en la dindmica del potencial gravitatorio. Otra de las

—e_



CAPITULO 2. INTRODUCCION A LA RELATIVIDAD GENERAL

razones por las que la teoria de la gravitacion de Newton no es compatible con
la Relatividad Especial es debido a que no es covariante Lorentz, esto es, no esté
expresada en funcién de cuadrivectores que transforman “bien” bajo transforma-

ciones de Lorentz.

Por otro lado, el principal problema a la hora de tratar con la gravedad es que
implica necesariamente observadores acelerados debido a que esta acttia sobre to-
dos los cuerpos. Esto no es asi en otras teorias fisicas, sin ir mads lejos, el electromag-
netismo afecta a las particulas con carga pero no a las neutras por lo que siempre
podemos definir a una particula que no siente fuerza alguna como un observador
inercial. Sin embargo, si todas las particulas son afectadas por la gravedad, ;como
podemos definir un observador inercial?. Ademads, existe un hecho que diferencia
a la gravedad de cualquier otra fuerza y es que todos los cuerpos son acelerados
de igual forma en presencia de un campo gravitatorio. Esto quiere decir que el
equivalente gravitatorio a la carga eléctrica, que denominamos masa gravitatoria,
es independiente de la naturaleza de los cuerpos (por ejemplo, su composicion
quimica) y es directamente proporcional a su masa inercial, de modo que con la
eleccion de unidades apropiadas se pueden considerar como iguales. Aunque esto
era ya conocido desde Galileo y estd presente en la teoria de gravitacion de New-

ton, nadie le di6 el importante papel que Einstein le otorga (Capitulo 5 de [15]).

Imaginemos una nave espacial que se mueve por el espacio en una direccién
con aceleracion, a, constante. Puesto que por la accién de la gravedad todos los
cuerpos son acelerados de igual forma, un observador dentro del cohete no pue-
de distinguir si los objetos sueltos dentro de la nave son acelerados por un campo
gravitatorio homogéneo o por las fuerzas de inercia debidas a que el cohete es real-
mente un observador acelerado no inercial. Ademads, un objeto en reposo respecto a
la nave tendrd un "peso” igual a la fuerza necesaria para seguir acelerandolo junto
a la nave del mismo modo que en la gravedad la fuerza es proporcional a la masa.
Por tanto, podemos decir que un campo gravitatorio constante es equivalente a un

observador con aceleracién constante ya que es imposible determinar la diferencia
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a base de experimentos fisicos. Esto se conoce como Principio de Equivalencia entre
aceleracion y gravedad constantes[15]. Podemos dar la vuelta a este razonamiento vy,
al igual que los cuerpos que caen en la nave espacial serian los “verdaderos” obser-
vadores inerciales, los cuerpos en caida libre en un campo gravitatorio constante
pueden también considerarse inerciales en el sentido de que estos ven a los demads
cuerpos que estdn en caida libre en reposo o a velocidad constante. Basdndose en
este principio, Einstein, en 1907, predijo tres efectos relativistas que debian de dar-
se en presencia de gravedad: la trayectoria de la luz se curva en presencia de un
campo gravitatorio, el corrimiento al rojo gravitacional y la desincronizacién de

dos relojes en reposo relativo en distintos puntos de un campo gravitatorio [11].

Hasta ahora, hemos enunciado el Principio de Equivalencia tinicamente para
campos gravitatorios homogénos. Sin embargo, este principio tal y como lo hemos
descrito no es cierto para campos inhomogéneos (que son los que encontramos en
el mundo “real”). Por ejemplo, un observador en caida libre en la Tierra ve como
dos cuerpos también en caida se acercan debido a que siguen trayectorias radiales.
Estos efectos causados por las inhomogeneidades del campo gravitatorio se cono-
cen como fuerzas de marea y son debidos a que existe un gradiente en el campo.
Podemos suponer un observador en caida libre pero que tinicamente realiza me-
didas locales, esto es, en una regién del espacio y del tiempo en la que el gradiente
del campo gravitatorio es despreciable o indetectable por los instrumentos de me-
dida utilizados, de esta forma, podemos recuperar el Principio de Equivalencia de
manera local: un observador que solo realiza medidas a distancias suficientemente
cercas de su origen de referencia y en tiempos suficientemente cortos no notara
estas fuerzas de marea y verd dos cuerpos proximos a él y en caida libre en reposo
relativo uno del otro y podra considerarse, al menos localmente, como un observa-
dor inercial. Esta observacion puede parecer trivial: si solo realizamos medidas en
el entorno de un punto, entonces las inhomogeneidades del campo se anulan en
primera aproximacion. Sin embargo, lo que hace de esto una idea muy profunda y

no una trivialidad es el hecho de que las masas gravitacional e inercial son iguales.
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Por ejemplo, para el campo electromagnético, por mucho que solo realicemos me-
didas locales, las particulas con carga neutra no se verdn afectadas por el campo,
y las particulas aceleradas por este nunca podran considerarse inerciales, ya que
desde su punto de vista las particulas sobre las que no se ejerce ninguna fuerza es-
tdn aceleradas. Podemos enunciar el Principio de Equivalencia en su versién maés

general como (Capitulo 9 de [10]):

Principio de Equivalencia: Observadores en caida libre en un campo gravita-

torio cualquiera son equivalentes localmente a observadores inerciales. No hay

experimentos locales que puedan distinguir entre estas dos situaciones.

El hecho de que localmente un observador en caida libre no pueda distinguirse
de un observador inercial quiere decir que existe un cambio de coordenadas que
elimina el campo gravitatorio en esa pequefa region (pero en general no de forma
global) y hace que el espacio localmente sea equivalente al espacio de Minkows-
ki, donde la relatividad especial es aplicable. Esto puede hacerse en cada punto
del espacio dando como resultado un espacio que parece de Minkowski (plano)
localmente, pero que no lo es globalmente. El concepto matemdtico que describe
este espacio es el de variedad diferenciable con curvatura, esto es, el Principio de
Equivalencia nos lleva a asumir que el espacio-tiempo en el que vivimos es un
espacio con curvatura. Concretamente, el espacio-tiempo vendra descrito por una
variedad lorentziana, donde la métrica, g, tiene una signatura del tipo (+——-)
pero que no tiene por qué ser la métrica de Minkowski, que denotaremos como 77,
y donde las particulas “libres” (hasta ahora llamadas en caida libre) siguen curvas

geodésicas.
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2.2 ECUACIONES DE CAMPO DE EINSTEIN

En la seccién anterior hemos dado argumentos heuristicos con los que descri-
bir el campo gravitatorio como un espacio-tiempo con curvatura. En la practica, la
forma de tratar las ecuaciones fisicas en espacios curvos es muy parecida a la de
la relatividad especial, dentro del marco del espacio de Minkowski. La principal
diferencia es que la métrica de Minkowski, 77,,,, se intercambia por una métrica ge-
neral, gy, que resume las propiedades geométricas del espacio-tiempo. Es comin
expresar la métrica mediante el elemento de linea ds* = g,,,dx"dx". La forma de la

métrica 77, expresada asi seria
ds? = dt* — dx?® — dy? — dz° (2.3)

en coordenadas cartesianas. En espacios curvos ya no solo se consideran las trans-
formaciones de Lorentz A‘Pfl, sino transformaciones generales de coordenadas y* =
y*(x#). Los objetos tensoriales transforman de forma parecida a como lo hacen

en el espacio de Minkowski, pero sustituyendo la matriz de transformacién de

oxt
oy*

. oy® .
Lorentz por la matriz 57 para componentes contravariantes y por para com-
ponentes covariantes. De esta forma, la métrica transforma bajo un cambio general

de coordenadas como
B oxH ox?
B8 = G S

(2.4)
El Principio de Equivalencia nos dice que cualquier observador en caida libre pue-
de considerarse inercial localmente, de forma que podemos recuperar la métrica
de Minkowski en un entorno de este. Esto se traduce en que para cualquier métri-
ca g,y y un punto p del espacio-tiempo, existe un cambio de coordenadas que hace

que g,y = 17,y en dicho punto. A estas coordenadas se les conoce como coordenadas

localmente inerciales.

El hecho de que podamos escribir cualquier ley fisica en cualquier sistema de
coordenadas arbitrario implica que las leyes de la fisica deben transformar bien
bajo cualquier cambio de coordenadas. Es por ello que el principio de relatividad

de Galileo se sustituye por el principio de covariancia (Capitulo 9 de [10]):
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Principio de Covariancia: Las leyes de la fisica deben tener la misma forma
en todos los sistemas de referencia. Por tanto, deben transformar de manera

covariante bajo cambios generales de coordenadas.

Notese que ya no se hace distincién entre observadores inerciales y no inerciales,
esta es una propiedad de la relatividad general: cualquier sistema de referencia

puede considerarse inercial en presencia o no de gravedad.

Los dos principales objetos que describen la geometria del espacio son la cone-
xién de Levi-Civita, Ff,v, que establece la definicién de paralelismo; y el tensor de
Riemann, pr/\, que contiene la informacién acerca de la curvatura del espacio.
Estos objetos estdn determinados por la métrica y veremos su expresién mas ade-
lante. Para una introduccién de estos conceptos y otros relacionados con espacios

curvos (variedades diferenciables) véase el apéndice §B.

Por otro lado, tampoco sabemos como se curva el espacio-tiempo. Mediante un
analogo clasico, sabemos que la masa es la fuente del campo gravitatorio por lo que
también deberia ser la causante de esta curvatura. Sin embargo, de la relatividad
especial se deduce que la masa es s6lo una de las manifestaciones posibles de la
energia de una particula y por el Principio de Equivalencia, se debe exigir que la
gravedad no solo se acople a la masa, sino a cualquier tipo de energia (Capitulo 10

de [10]).

En la mayoria de casos de interés, es comun tratar la fuente del campo gravi-
tatorio como un fluido ideal. Podemos entender un fluido como un continuo ca-
racterizado por funciones continuas. La diferencia principal es que estas funciones
hacen referencia a propiedades globales del sistema (como presién, temperatura...)
en lugar de considerar el movimiento individual de cada particula. El objeto que
describe la energia y momento en un fluido se conoce como el tensor de energia-

momento y se denota por 7.

El tensor energia-momento se define como el flujo de momento p* a través de

10
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una superficie x" constante y es, por construcciéon, simétrico. Para un sistema de
particulas no interaccionantes, también conocido como polvo, puede expresarse en
la forma (Capitulo 4 de [15])

T = putu” (2.5)

donde p es la densidad de energia en reposo de un elemento de volumen y u* su

cuadrivelocidad. El tensor 7" cumple la ley de conservacién:
V. TH =0 (2.6)

El operador V, es la derivada covariante. En geometria diferencial este operador

se define como (Capitulo 1 de [13])
VuV'=0,V" + T‘P’,pr (2.7)
VW, =0, W, — T, W, (2.8)

siendo Ffw la conexién de Levi-Civita que puede expresarse en funciéon de la mé-

trica g,y como
1
r;ﬂv = Egm(aygv)\ + 0vgan — IA&uv) (2.9)

Otro ejemplo algo mds complicado de tensor 7#" es el de un fluido perfecto [15]
siendo P la presion a la que se encuentra dicho fluido.

Existen muchas formas de obtener las ecuaciones de campo de Einstein. Aqui
seguiremos la derivacién original debido a su simplicidad y a que es més fisica.
Hemos visto que la fuente del campo gravitatorio puede describirse mediante el
tensor 7Y, por tanto, las ecuaciones de campo mas simples que podemos propo-
ner son de la forma

G]/“/ — _KEV (2.11)

donde G, debe ser un tensor que describa la curvatura del espacio. Existen ciertas
restricciones matemadticas y fisicas que tiene que cumplir este tensor (Capitulo 10

de [10]):

11



CAPITULO 2. INTRODUCCION A LA RELATIVIDAD GENERAL

1. Gy debe ser simétrico, ya que T, lo es.

2. Como Gy, es un objeto puramente geométrico, debe de ser funcion solamente

de la métrica y sus derivadas.

3. Debe de poder recuperar en cierto limite la gravedad newtoniana y la ecua-
cién de Poisson (2.1). Puesto que esta ecuacion es de segundo orden, Gy, de
be de contener derivadas segundas de la métrica. La forma maés sencilla de

conseguirlo es mediante el tensor de Riemann y sus contracciones.

4. La conservacion del tensor de energia-momento implica también que Gy,

tenga divergencia nula: V,G"" = 0.

5. El espacio de Minkowski debe ser una solucién en ausencia de materia, esto
es, cuando 7,y = 0. Esto implica que G, debe anularse para la métrica de

Minkowski: G, (17) = 0.

El tensor de rango 2 mds general que se puede construir cumpliendo las condicio-

nes anteriores es

1

Ruv'y R son las dos unicas contracciones independientes del tensor de Riemann,

RWA, que viene dado por
A A A A A
RVVP = a}lrvp - avryp + r;wr?/p - rvar(;p (2.13)

donde Fﬁv es la conexién de Levi-Civita. El tensor R, se conoce como tensor de
Ricci y se define como la contraccién de la segunda y cuarta componente del tensor

de Riemann:

La cantidad R es el escalar de Ricci y es la contraccion del tensor R,
R=g"Ru (2.15)

12



2.2. ECUACIONES DE CAMPO DE EINSTEIN

Ademas, puede demostrarse (Ver Capitulo 4 de [5]) que para alcanzar el limite
newtoniano correcto debe cumplirse que k¥ = 871G, siendo G la constante de gravi-

tacion universal.

Finalmente, las ecuaciones de Einstein, presentadas en 1915, son

1

Al igual que las ecuaciones de Maxwell rigen cémo los campos eléctricos y
magnéticos son afectados por las cargas y corrientes, las ecuaciones de campo de
Einstein rigen cémo la métrica del espacio-tiempo se ve afectada por la energia y
el momento. La ecuacién (2.16) es en realidad un sistema de 10 ecuaciones diferen-
ciales parciales no lineales y de segundo orden para la métrica g, lo que hace que
sean muy dificiles de resolver. La condicién V,,G"" = 0 impone 4 ligaduras, por lo
que el nimero de incognitas independientes es realmente 6, lo cual es compatible

con que la métrica es independiente de la eleccién de coordenadas elegidas [10].

Podemos escribir las ecuaciones de campo de una forma alternativa mucho més
adecuada para nuestros objetivos. Tomando la traza (2.16) encontramos la relacién
[5]

R =8nGT (2.17)
donde 7 = g"T,y es la traza del tensor energia-momento. Sustituyendo la ecua-

cién (2.17) en las ecuaciones de campo de Einstein, vemos que
1

Las ecuaciones (2.18) son conocidas como las ecuaciones de Einstein sin traza. La
principal ventaja de trabajar con estas ecuaciones es que en el caso del vacio, las

ecuaciones de campo se reducen a

Ruw=0 (2.19)

El espacio de Minkowski es obviamente una solucion de estas ecuaciones en

el vacio. Sin embargo, la expresion de (2.19) es lo suficientemente compleja pa-

13
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ra admitir diversos tipos de soluciones, como la solucién de Schwarzschild (que

veremos mds adelante) o de ondas gravitacionales [10].

Una vez conocido cémo la materia y la energia curvan el espacio, queda por ver
cémo las particulas se mueven por este. Por definicién, una particula en caida libre
es aquella que se mueve libremente por el espacio-tiempo. Por tanto, se movera
siguiendo las lineas rectas naturales de dicho espacio curvo (aquellas curvas que
hacen extremal la distancia entre dos puntos). Estas trayectorias se conocen como

geodésicas y vienen dadas por la ecuacion (Capitulo 1 de [13]):
XMV = %P 4+ T, %Y =0 (2.20)

siendo x¥ = % y donde A es el pardmetro usado para la curva. Nos interesan

especialmente las geodésicas temporales y nulas, ya que son las trayectorias de

particulas con masa (temporales) y de fotones (nulas). En el caso de geodésicas

temporales el parametro A se puede interpretar como el tiempo propio, 7, de la
dax

particula y en ese caso ‘3~ = u¥. Por tanto, para geodésicas temporales debemos

anadir a la ecuacién (2.20) la condicién
guutu’ =1 (2.21)
y en el caso de geodésicas nulas

2.3 FiSICA EN ESPACIOS CURVOS

Antes de entrar de lleno en el estudio de las soluciones de agujeros negros de
las Ecuaciones Einstein, debemos introducir algunos conceptos generales sobre la

fisica en espacios con curvatura que nos serdn ttiles posteriormente.
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2.3. FISICA EN ESPACIOS CURVOS

2.3.1 Accién de Hilbert-Einstein

Ya hemos comentado que, en general, dispondremos de una métrica general
guv determinada por las ecuaciones de campo de Einstein y que en estos espacios
definimos la conexiéon Ffw como un objeto que, de cierta forma, contiene la defini-
cién de paralelismo y el tensor de Riemann, pr)‘, que cuantiza la curvatura. A
estas generalizaciones debemos afiadir el denominado Principio de Minimo Aco-
plo. Este principio puede resumirse de manera préctica de la siguiente forma: las
leyes de la fisica en un espacio-tiempo con curvatura son tal que son equivalen-
tes a las de la relatividad especial, pero cambiando la métrica 77, por una métrica
general g, los operadores d,, por el operador V, definido en (2.7) y el elemento
de volumen dx* por \/|g[dx*, siendo |g| el valor absoluto del determinante de la
métrica. Esta no es la tinica forma de obtener expresiones generales para las leyes

tisicas pero si es la més simple (Capitulo 4 de [5]).

Un ejemplo son las leyes de Maxwell, que vienen dadas por d,F*" = j" en el

espacio de Minkowski y que por el Principio de Minimo Acoplo escribiremos
V. FF =" (2.23)

FH es el tensor electromagnético. Para una breve descripcién de sus propiedades

véase §A.

Conviene introducir las ecuaciones de Einstein en el contexto de una teoria de
campos. En este marco tedrico, deben poder obtenerse a partir de un lagrangiano
que describa el sistema y que aplicando la condicién de minimo a la accién obten-
gamos las ecuaciones (2.16) y (2.19). Esta es conocida como la accién de Hilbert-

Einstein y viene dada por (Capitulo 10 de [10]):

_ 1 4
S= 87TG/ gldx*R (2.24)

De esta expresion se obtienen las ecuaciones de Einstein en el vacio (2.19) variando

la accién respecto a la métrica inversa g"". La ecuacion de Einstein en presencia de
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CAPITULO 2. INTRODUCCION A LA RELATIVIDAD GENERAL

materia se obtiene afiadiendo a la accion (2.24) el lagrangiano correspondiente a la

S= / Vgl (s + Lot (2.25)

La notacién lagrangiana de la Relatividad General tiene la ventaja de que nos

materia

permite obtener la forma en la que se acoplan los campos electromagnéticos a la
gravedad. En efecto, si introducimos la accién (A.37) en la expresion (2.24) obtene-

mos la accién general para el acople con el campo electromagnético

S = / \/de‘L (%R ~1F, FW> (2.26)

Puede comprobarse que variando la accién (2.26) respecto de los potenciales elec-

tromagnéticos se obtienen las ecuaciones de Maxwell en el vacio
V.F' =0 (2.27)

si la variamos respecto a ¢V, derivamos las ecuaciones de campo de Einstein en
y

presencia del campo electromagnético
1
Ruv — Eg””R =8nG (FVPFVP — }IgﬂVFp/\Fp/\> (2.28)
De estas ecuaciones se infiere que el tensor energia-momento electromagnético es
1 A
Tww = —FuoFf + ZgWFpAFP (2.29)

que es la misma expresion que la obtenida para el espacio de Minkowski (ver Ca-
pitulo 5 de [12]) pero sustituyendo la métrica 17, por gy, lo cual es consistente con

el Principio de Minimo Acoplo.
2.3.2 Efecto Doppler gravitacional

Del Principio de Equivalencia puede intuirse que en un campo gravitatorio
debe existir un efecto Doppler. Sin embargo, hasta ahora no hemos dispuesto de
las herramientas matematicas para describirlo. Supongamos un espacio-tiempo es-

tatico. Esto quiere decir que la métrica g,, debe ser independiente del tiempo y
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2.3. FISICA EN ESPACIOS CURVOS

ademas el elemento de linea debe permanecer invariante bajo un cambio de coor-
denadas t — t' = —t. Por ello, los términos cruzados g;; de la métrica deben de

ser nulos de modo que una métrica estdtica debe ser de la forma
ds? = gudt® — gl-]-dxidxj (2.30)

Supongamos ahora dos observadores, un emisor y un receptor, en diferentes posi-

ciones. La linea de vida (trayectoria que sigue en el espacio-tiempo) de cada obser-

vador es x} = x}'(7.) y x} (1;), respectivamente, donde T hace referencia al tiempo

propio. El emisor emite sefiales cada cierto periodo de tiempo dado por
dr? = Suvdxtdx’ (2.31)

Supondremos tanto al emisor como el receptor como observadores estdticos en

nuestro sistema de coordenadas, por lo que esta expresion se reduce a
A2 = gy (x,)dt? (2.32)

De la misma forma, el receptor medird un tiempo entre dos sefiales dado por

dt? = g (x,)dt? (2.33)
Por otro lado, resulta obvio que dt, = %dﬁ y la relacién entre el periodo de
dos sefiales consecutivas serd
8t (xr)
T, = 2.34
T gule) (239

y equivalentemente, las frecuencias estaran relacionadas por

gt (xe)
gtt(xr) (2.35)

Este efecto Doppler se ha medido en el régimen de campo débil con una precisién

hasta del 0,01 % (Capitulo 11 de [10]).

Vr =1,

De este resultado se deduce que el significado fisico de la componete g;; de
la métrica estd ligado con la dilatacién temporal debida a un campo gravitatorio.
Veremos que es por este efecto que el tiempo parece ir mucho més lento, desde el

punto de vista de un observador lejano, en zonas cercanas a objetos masivos.
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CAPITULO 2. INTRODUCCION A LA RELATIVIDAD GENERAL

2.3.3 Cantidades Conservadas

En funcién del sistema de coordenadas elegidas, puede ocurrir que algunas de
las componentes del cuadrimomento p,, de una particula en presencia de un cam-
po gravitatorio sean constantes a lo largo de su trayectoria. Esto puede deducirse
de las ecuaciénes (2.20) de las geodésicas. En el caso de geodésicas temporales,
puesto que p¥ = mou¥, siendo mg la masa en reposo de la particula, podemos es-

cribir (Capitulo 7 de [15])
P*Vupy = p'upy — Thypp =0 (2.36)
o lo que es lo mismo

dpy
dt

=TIt p"pp (2.37)
Sustituyendo la expresion para la conexién Levi-Civita (A.26) queda

d 1 1

(2.38)
Mientras que el producto p*p” es simétrico, el primer y tercer término dentro del
paréntesis son antisimétricos respecto a las coordenadas y y «, y por tanto, se anu-

lan. La expresion anterior se reduce en consecuencia a

dp, 1 A
dT” = Eavgyw“p (2.39)

De esta ecuacion se deduce que si la métrica es independiente de una coordenada
« concreta, entonces la cantidad p, es una constante del movimiento. Aunque la
expresion (2.39) se ha obtenido para particulas con masa, realmente no existe nin-
gun motivo por el cual no deba cumplirse también para objetos sin masa. La tinica
diferencia es que el pardmetro A no puede corresponderse con el tiempo propio.

. .. d
Sin embargo, podemos definir el momento como (p, ), %.

Supongamos un campo gravitatorio estacionario, esto es, tal que Suy NO depen-

de del tiempo en un sistema de coordenadas concreto. En este caso, la componente
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2.3. FISICA EN ESPACIOS CURVOS

temporal del momento, p; = E, es constante. Por tanto, la independencia de la mé-
trica con el tiempo implica la conservacién de la energia de la particula en este
sistema de coordenadas. Usualmente, E se expresa como la energia de la particula

sin especificar el sistema de coordenadas.
2.3.4 Singularidades

En muchas ocasiones la métrica obtenida de las ecuaciones de Einstein puede
ser singular en ciertas regiones del espacio-tiempo. Diremos que una métrica es
singular si se hace cero o infinito en alguna de las componentes en uno o en un
conjunto de puntos. No contamos como singularidades aquellas componentes de

la métrica que son nulas en cualquier punto.

Existen dos tipos de singularidades: singularidades fisicas y singularidades de coor-
denadas. Estas tltimas aparecen debido a la eleccién de coordenadas y no se dife-
rencian de cualquier otro punto de la variedad. Un ejemplo de esto es la métrica

plana en coordenadas esféricas
ds* = dt* — dr? — r2d6* — r*sen? 0d ¢* (2.40)

que es singular parar = 0y 0 = 0 independientemente. Las singularidades de coor-
denadas tienen la propiedad de que desaparecen con un cambio de coordenadas.
Aunque estas singularidades no son propiamente inherentes al espacio-tiempo, en
el sentido de que son dependientes del sistema de coordenadas, si que pueden te-
ner significado fisico. Un ejemplo especial son aquellos puntos en los que g+ = 0.
En la seccién §2.3.2 hemos visto que esta componente de la métrica estd ligada con
la dilatacién temporal y el efecto Doppler gravitacional. De hecho, de la ecuacién
(2.34) vemos que si esta componente de la métrica se anula en un punto, entonces
el efecto Doppler es infinito y el tiempo parece detenerse en un entorno de este.
Otro ejemplo de singularidad de coordenadas con significado fisico puede darse
cuando la componente ¢g'" de la métrica inversa se anula en una superficie cerrada.

Esto indica un cambio de signo en esta componente y, mas concretamente, pue-
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de significar que las superficies con r = cte pasan de ser espaciales (como cabe
esperar) a ser temporales o viceversa. Veremos en el siguiente capitulo que esta
condicién se da en el horizonte de sucesos de un agujero negro y se corresponde
con una region del espacio-tiempo completamente aislada del exterior, esto es, que

no puede influir causalmente a nada fuera de ella.

Las singularidades fisicas, por otro lado, son aquellas que no pueden desapare-
cer bajo cambios de coordenadas, ya que son una propiedad inherente al espacio-
tiempo descrito por la métrica g,,,. Una forma de saber si una singularidad es fisica
es estudiando la curvatura del espacio-tiempo. Si algtn invariante de curvatura
es infinito en ese punto, entonces lo serd para todos los sistemas de coordenadas
puesto que, por construccion, estos son independientes de las coordenadas em-
pleadas. Los invariantes de curvatura mds comunes y los que emplearemos en
este estudio son el escalar de Ricci (2.15), el invariante R, R"" y el invariante de

Kretschmann R, ARHIVPA,

Una singularidad fisica puede estar rodeada o no de un horizonte de sucesos.
En el caso de que no lo esté se le denomina singularidad desnuda. Una singularidad
puede influir en el resto del universo creando problemas de causalidad (Capitulo

10 de [10]).
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SOLUCIONES DE LA ECUACION DE

EINSTEIN: AGUJEROS NEGROS

En este capitulo expondremos las soluciones de agujeros negros aislados pre-
dichos por la Relatividad General. Veremos que cualquier agujero negro puede ser

descrito en términos de tres paramétros: la masa, la carga y el momento angular.

3.1 SOLUCION DE SCHWARZSCHILD. EL AGUJERO NEGRO DE SCHWARZSCHILD

La primera solucién exacta encontrada de las ecuaciones de Einstein fue la solu-
cion de Schwarzschild, poco tiempo después de que Einstein publicara su version
de las ecuaciones de campo [16]. Schwarzschild supuso una solucién estética y

simétricamente esférica de las ecuaciones del vacio.

Resolver de forma general la ecuacién (2.19) es imposible debido a su comple-
jidad. Sin embargo, es posible hacerlo escogiendo un buen Ansatz, que no es mds
que una forma concreta de la métrica que respete las simetrias del sistema. La es-
taticidad de la solucién impone que la métrica debe ser independiente del tiempo
e invariante ante inversiones temporales. Esto se traduce en que las componentes
de la métrica no dependen del tiempo y que los términos cruzados g;; son idén-
ticamente cero. Por otro lado, la simetria esférica implica que en cada esfera de
radio r, la métrica debe de ser constante. Es facil ver que la métrica mas general

que podemos construir y que respeta las simetrias mencionadas es
ds? = 2P g2 — 2A0) gp? — 42 <d92 + sen? 6d902> (3.1)

Para calcular el valor concreto de las funciones ¢(r) y A(r) debemos resolver las

ecuaciones de Einstein para el vacio introduciendo el ansatz propuesto. Obtene-
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CAPITULO 3. SOLUCIONES DE LA ECUACION DE EINSTEIN: AGUJEROS NEGROS

mos (Capitulo 5 de [5])
-1
ds? = (1 _ &) e — (1 _ %) dr? — AP (3.2)

donde hemos hecho d0? = d6? + sen? 0d ¢? por simplicidad. La constante Rg surge
como una constante de integracion sin determinar. Para conocer su valor debemos
aplicar el limite Newtoniano. Puede demostrarse que (ver Capitulo 4 de [5]) en el

limite de campo débil la componente g de la métrica puede escribirse como
g =1+2P (3.3)

y que la curva geodésica seguida por una particula es

2.i
= o (3.4)
con ﬁ = 0. En este limite, que se da cuando » — co, debemos recuperar la mecani-
ca newtoniana. Las ecuaciones de Newton de una particula en un campo gravita-
torio newtoniano vienen dadas por d t2 = —0; ( ). Por tanto, para que se alcance

este limite debe cumplirse que
Rs =2Gm =2M (3.5)

En otras palabras, la constante de integraciéon Rs puede interpretarse como una
medida de la masa que causa la curvatura. M suele denominarse como la masa

geométrica.

Finalmente, la métrica de Schwarzschild viene dada por

ds? = (124 ) ar? — _¥>_1dr2—r2d02 (3.6)

Hemos visto que el parametro M, obtenido como una constante de integracién,
tiene la interpretacion de la masa del objeto que crea el campo gravitatorio. Es-
to parece contradictorio con el hecho de que la solucién de Schwarzschild es una
solucién del vacio. Existen dos maneras de interpretar esta aparente contradiccion
(Capitulo 12 de [10]). La primera, es que en realidad la métrica (3.6) no engloba a to-

do el espacio, sino que describe la parte exterior de una estrella de radio Ry > 2M.
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Es por esto que usualmente la métrica obtenida se conoce como la solucién exterior
de Schwarzschild. El interior de la estrella viene descrito por la solucién interior de
Schwarzschild y se calcula introduciendo el ansatz (3.1) en las ecuaciones de Eins-
tein en presencia de materia. Una eleccion posible para el tensor 7, es la de un
fluido perfecto de densidad constante, dado por (2.10). Aunque la solucién inte-
rior de Schwarzschild no es nuestro objeto de estudio, una propiedad importante
que se obtiene de ella es que la presion en el centro de la estrella esta determinada
Unicamente por la masa y la densidad mediante la relacion (Capitulo 7 de [15])

1—,/1-3
PC:p (3.7)

2M
3 1—R—0—1

Noétese que P; se hace infinita para Rg = %. Este es un limite general incluso para
estrellas mds realistas y es conocido como el teorema de Buchdahl. Este limite nos
dice que configuraciones con radios menores a 21 estdn condenadas a colapsar a

menos que otro tipo de fuerza repulsiva las detenga.

La segunda forma de entender la solucién (3.6) es tomarla para todos los valo-
res de la coordenada radial . Como veremos, esta es una solucion del vacio con
una singularidad fisica en el origen. En este caso el valor de M es debido a la pre-
sencia de una singularidad que acttia como una masa. En este sentido, la solucién
exterior de Schwarzschild es el equivalente del campo gravitatorio creado por una

masa puntual.
3.1.1 Estructura causal de la soluciéon de Schwarzschild

Una primera propiedad geométrica que podemos inferir de la métrica de Sch-

warzschild
ds? = (1 24)df? — (1 - 24) dr® — 1 (62 + sen0dg? ) (3.8)

es que en el limite cuando r — +oo obtenemos el espacio de Minkowski. Los sis-
temas de coordenadas que cumplen esta propiedad se dice que son asintdticamente

planos (capitulo 12 de [10]).

3.1. SOLUCION DE SCHWARZSCHILD. EL AGUJERO NEGRO DE SCHWARZSCHILD
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Las singularidades de la métrica de Schwarzschild (3.8) se dan para 6 = 0,7
y cuando r = 0 y r = 2M. Las singularidades en 6 se deben a la eleccién de coor-
denadas esféricas, por lo que no tienen significado fisico. Un caso diferente son
las singularidades en r = 0 y r = 2M, donde ya no queda tan claro. En la seccién
anterior vimos que una forma de saber si una singularidad es fisica es si algtin in-
variante de curvatura diverge en los puntos de la singularidad. Puesto que la mé-
trica de Schwarzschild es una solucién del vacio, es obvio que el escalar de Ricci
es R = 0y que el invariante R, R*" = 0. Sin embargo, la expresién del invariante

de Kretschmann es para la métrica (3.8)

48 M?>
7,6

Rywpr RIMPA = (3.9)

la cual es claramente divergente para r = 0. Que el invariante de Kretschmann no
sea singular para r = 2M no demuestra que esta sea una singularidad de coordena-
das, puesto que otro invariante de curvatura podria ser divergente en esta region.
La forma mas sencilla de demostrar que una singularidad no es fisica es encon-
trando un sistema de coordenadas que la elimine. En efecto, existen sistemas de
coordenadas en las que la singularidad en r = 2M se elimina. Un ejemplo son las
coordenadas de Eddington-Finkelstein y las coordenadas de Kruskal (ver Capitulo

5 de [5]).

Aunque la singularidad en r = 2M no es fisica si que podemos atribuirle signi-
ticado fisico, de hecho, esta cantidad se conoce como el radio de Schwarzschild y
se denota por Rs. En la seccién §2.3.2 vimos que el efeto Doppler gravitacional se
hace infinito cuando gy = 0 en un conjunto de puntos. Esto ocurre con el radio de
Schwarzschild para la métrica (3.8), por lo que esta es una superficie de corrimien-
to infinito hacia el rojo. Por otro lado, es facil comprobar que la componente de la

métrica inversa ¢ = -1 se anula en el radio de Schwarzschild, lo que se corres-

Srr
ponde con un horizonte de sucesos. Para ilustrarlo mejor, estudiemos las geodésicas
nulas radiales, esto es, tales que d0 = d¢ = 0. De la condicién (2.22) obtenemos la
relacion [10]

( _¥>f2_< _m>_1f2:o (3.10)
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Dividiendo ambos términos tenemos

-2
(#)- -2 o
cuya solucién viene dada por
b= |r+2Mlog | — 1|+ Col (312)

donde el signo =+ indica la direccién de las geodésicas y Cp es una constante de
integracion. El signo positivo se corresponde con geodésicas salientes y el negativo
con las entrantes. La pendiente de los conos de luz es por definicién % que por la

ecuacion (3.11) viene dada por [5]

(%) == _1¥ (3.13)
Para regiones donde r >> 2M las geodésicas (3.12) son asintéticamente planas y
los conos de luz forman 45° con los ejes de coordenadas. Esto es l6gico, ya que
hemos comentado que la solucién de Schwarzschild recupera la métrica de Min-
kowski cuando r — oco. Sin embargo, a medida que nos acercamos al radio de
Schwarzschild el término logaritmico se hace mas importante y los conos de luz
parecen cerrarse poco a poco. En el limite » — 2M existe una asintota para las geo-
désicas radiales y los conos de luz se encuentran totalmente degenerados, esto es,
forman un dngulo de 90° con el eje espacial. Dentro del radio de Schwarzschild, las
trayectorias tanto salientes como entrantes se encuentran atrapadas en esta zona
debido a la asintota en r = 2M. Los conos de luz ahora apuntan a la singularidad
r = 0 (ver figura §3.1). Esto se debe a que las componentes g;; y g+ cambian de

signo e intercambian papeles en la estructura causal del espacio-tiempo.

Por tanto, parece que ninguna sefial es capaz de entrar en el horizonte de su-
cesos ni al revés. Sin embargo, esto es de esperar ya que, como hemos comentado,
el radio de Schwarzschild es también una superficie de corrimiento infinito ha-
cia el rojo y la dilataciéon temporal tiende a infinito por lo que nunca verfamos a
un objeto llegar a este punto. Por tanto, la solucién de Schwarzschild no es ade-

cuada para describir lo que ocurre cerca del radio de Schwarzschild. Un sistema

3.1. SOLUCION DE SCHWARZSCHILD. EL AGUJERO NEGRO DE SCHWARZSCHILD
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Figura 3.1: Representacion de las geodésicas radiales nulas en la solucién de Schwarzs-
child. A la izquierda en coordenadas de Schwarzschild y a la derecha en las coordenadas

avanzadas de Eddington-Finkelstein. (Fuente: [10]).

de coordenadas més adecuado para describir qué ocurre cerca de r = 2M son las
coordenadas (avanzadas) de Eddington-Finkelstein, que se obtienen realizando el

siguiente cambio en la coordenada temporal [10]
- r
F=t+2Mlog| 5 1] 3.14
+2Mlog |57 (3.14)
La métrica en estas coordenadas se expresa como
A4M .
ds? = <1 _ @) dP + Tdtdr — (1 4 @) dr? — r*dQ? (3.15)

Es facil comprobar que las expresiones para las geodésicas entrantes y salientes en
estas coordenadas son

f=—r—Co (3.16)

fz}’—HLMlog‘ﬁ—l‘#—Co (3.17)

En estas coordenadas, los conos de luz se comportan bien en el radio de Schwarzs-

child y no hay problema en trazar geodésicas que entran dentro de él. Sin embargo,

aunque los conos de luz no degeneran, estos se inclinan al igual que en la solucién

de Schwarzschild a medida que se acercan a esta region. Una vez dentro, de nuevo

las componentes espacial y temporal de la métrica intercambian el signo y todas
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las geodésicas tienen direccién decreciente en r. Queda claro, que el horizonte de
sucesos funciona como una superficie de la cual no puede salir nada. Dentro del
horizonte de sucesos todos los caminos terminan en la singularidad fisicar =0y

es por ello que se le denomina como una singularidad en el futuro.

En la figura §3.1 podemos observar las geodésicas radiales luminicas en coor-
denadas de Schwarzschild y de Eddington-Finkelstein, junto con los conos de luz
en cada region. Todas las propiedades geométricas descritas pueden deducirse de

ellas.

En resumen, hemos visto que la métrica de Schwarzschild predice la existencia
de agujeros negros creados por configuraciones simétricamente esféricas con un
radio menor al radio de Schwarzschild Rg = 2Gm. A este se le conoce como el
agujero negro de Schwarzschild. Aunque hemos supuesto que la solucién de nuestro
problema debe de ser estética, el Teorema de Birkhoff nos dice que la solucién de
Schwarzschild es la tinica solucién del vacio con simetria esférica (ver Capitulo 5
de [5]). Por tanto, incluso en configuraciones que no parecen estdticas, como una

estrella colapsando gravitacionalmente, la solucién en el exterior es (3.8).

3.1.2 Geodésicas

Aunque ya hemos hecho una pequefia discusion de las geodésicas radiales nu-
las, en esta seccion estudiaremos las geodésicas de forma més general, incluso para
particulas con masa. Estas curvas admiten soluciones en forma de 6rbitas aunque
en general no serdn cerradas, sino que se caracterizardn por presentar una prece-

sién en el perihelio (las trayectorias no cierran completamente).

En la seccion §2.3.3 vimos que si una métrica es independiente de una coorde-
nada, entonces la componente del cuadrivector momento asociada a dicha coorde-
nada se conserva para cualquier cuerpo. La independencia de la métrica (3.8) res-
pecto de las coordenadas t y ¢ implica la conservacion de las componentes p; = E

y Pp = —L, donde E y L son la energia y el momento angular. Es comtn redefinir

3.1. SOLUCION DE SCHWARZSCHILD. EL AGUJERO NEGRO DE SCHWARZSCHILD
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estas cantidades por su equivalente por unidad de masa. De esta forma definimos

(Capitulo 11 de [15])

_ Po

E= e (3.18)
__ Po

L= e (3.19)

De nuevo, podemos calcular la parte radial de las trayectorias resolviendo la ecua-
cion
gyvpypv =€ (3.20)

con € = 1 para geodésicas temporales y € = 0 para geodésicas nulas. Como la
simetria es esférica, el movimiento siempre estard confinado en un plano. Podemos
tomar el plano considerado como aquel en el que df = 0 y por tanto p? = 0 [15].
Introduciendo la métrica de Schwarzschild en esta ecuacién y teniendo en cuenta
las definiciones anteriores junto con que p" = % se obtiene la ecuacién (Capitulo 5

de [5]): ,
1
(g_;) + Vs (1) = 52 (3.21)

N —

donde

Vv (r)—le_Me_’_L_z_M_Lz
ST T T 2T

(3.22)
Recordemos que A = T para geodésicas temporales. Para € = 1 esta ecuacion es
equivalente a la ley de conservacién de energia monodimensional en el caso clési-
co para una particula de energia F = %Ez. Es més, esta ecuacion es completamente
analoga al problema monodimensional equivalente de una particula en un campo
gravitatorio newtoniano, pero afiadiendo al potencial efectivo el término —MT3L2.
Por tanto, este término puede entenderse como la correccién que da la relatividad
general a las trayectorias de los cuerpos que se mueven en un campo gravitatorio
(al menos para la parte radial). En mecanica clésica, las trayectorias descritas por
ecuaciones del tipo (3.21) estdn ampliamente estudiadas. Un resultado interesan-
te es el conocido Teorema de Bertrand (ver Capitulo 3 de [8]), que establece que

las tnicas formas posibles del potencial gravitatorio para que las trayectorias sean

cerradas son V(r) ~ 1 y V(r) ~ 2. Como el término % no es parte del potencial,
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Figura 3.2: Potencial efectivo en las trayectorias de particulas en el espacio de Minkowski.

(Fuente: [5]).

sino de la energia cinética, las trayectorias son cerradas para el caso clasico. En
cambio, como el término introducido en la solucion (3.22) es ~ r%, las geodésicas
en un campo gravitatorio esféricamente simétrico no lo serdn. Esta es una de las
predicciones méas importantes de la Relatividad General y predice la precesién del
perihelio de Mercurio con una precision de 0,04 arcosegundos por siglo [10]. Aun-
que no conocemos las soluciones para las coordenas ¢(7) y ¢(7), resulta instructivo
estudiar el movimiento de los cuerpos tinicamente describiendo su coordenada ra-
dial. En la figura §3.2 se representa el potencial efectivo (3.22) tanto para fotones

como particulas masivas.

En el caso de particulas sin masa observamos una barrera de potencial para
un cierto radio critico. Si la energia del foton es menor que la barrera de potencial
y se encuentra dentro de este radio, caerd inexorablemente hasta el radio de Sch-
warzschild y serd atrapada por el agujero negro. En caso de que se encuentre a una
distancia mayor que dicho radio critico, la fuerza gravitatoria no es suficiente para
atraparlo. Si el foton tiene energia suficiente como para superar la barrera de po-
tencial, un fotén que se acerca desde el infinito caera inevitablemente hasta » = 0.

En el radio critico el potencial efectivo es méximo y existen por tanto 6rbitas cir-

29



CAPITULO 3. SOLUCIONES DE LA ECUACION DE EINSTEIN: AGUJEROS NEGROS

. . . dv, . s
culares inestables. Aplicando la condicién de extremo — rf =0 a la ecuacion (3.22)

para € = 0 obtenemos que este radio critico es

re=3M (3.23)

En el caso de particulas con masa, existen dos posibles 6rbitas circulares, una
estable y otra inestable. Aplicando la misma condicion de extremo a V, s obtenemos

L2+ VIA - 12M2[2

re S (3.24)

L. . . 2 .
En el limite cuando L — oo estos radios tiendenar.- =3M y r.L = LM A medida
que L disminuye, las 6rbitas circulares se van acercando. En el limite cuando L =

V' 12M las 6rbitas coinciden. En este limite se tiene que
re =6M (3.25)

Para valores del momento angular L < +/12M no existen 6rbitas circulares para
particulas con masa. Hemos encontrado por tanto, que la solucién de Schwarzs-
child tiene 6rbitas circulares inestables para 3M < r < 6 M y estables para r > 6 M.

Ademas, existen trayectorias de 6rbitas no circulares y no cerradas para r > 3M.

3.2 AGUJERO NEGRO DE REISSNER-NORDSTROM

Hemos visto que la solucién mas general de un agujero negro esféricamente si-
métrico y de masa m es la solucién de Schwarzschild. Una generalizacion natural
es afladir una carga eléctrica g. Un objeto asi parece poco realista, ya que un objeto
macroscopico con carga neta atraeria particulas de carga opuesta que lo neutraliza-
rian. Sin embargo, resulta interesante desde el punto de vista fisico estudiar su es-

tructura causal. Este objeto viene descrito por la soluciéon de Reissner-Nordstrom.

En la seccién §2.3.1 vimos que las ecuaciones de Einstein en presencia del cam-

po electromagnético vienen dadas por
1
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V. =0 (3.27)

Puesto que volvemos a buscar una solucién estdtica y esféricamente simétrica

proponemos el ansatz (3.1) para la métrica
ds? = 290 g2 — 2 g2 _ 424002 (3.28)

Ademads, debemos elegir un Ansatz para el campo electromagnético. De nuevo,
por las simetrias de la configuraciéon supondremos que el tensor electromagnético
solo esta formado por un campo eléctrico en la direccién radial y que solo depende

de la coordenada r. Esto es (Capitulo 13 de [10])
Fyy = E(r) (3.29)

Para calcular la forma del campo eléctrico introducimos el ansatz (3.29) en la ex-
presién (3.27) de las ecuaciones de Maxwell. Un resultado conocido en geometria
diferencial es que podemos escribir la divergencia de un tensor antisimétrico como
(Capitulo 1 de [13])

1

vV, = ) | =0 (3.30)
H \/@ H [\/@ ]

De esta forma, obtenemos que

E(r) = e<¢+A>% (3.31)

donde Q es una constante de integraciéon. Veremos en breve que es una medida de

la carga eléctrica g.

Introduciendo la relacién (3.31) en el lado derecho de la ecuacién de Einstein y

la métrica propuesta en el izquierdo, obtenemos que

¢(r) = —A(r) (3.32)
. 2M | xQ?
p(r)=1-—=+ =5 (3.33)

Por tanto, la solucién de Reissner-Nordstrom viene dada por

-1
ds? — (1 oMy 2%2) - (1 My 2%2) dr? — 12402 (3.34)
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Fy = % (3.35)

con ¥ = 87G. De nuevo, puede demostrarse con el limite de campo débil que la
constante M, obtenida como una constante de integracién, puede considerarse co-

mo una medida de la masa del cuerpo que crea el campo gravitatorio.

Por otro lado, podemos calcular la carga eléctrica usando la ley de Gauss. Apro-
vechando la simetria esférica del sistema, podemos calcular el flujo del campo eléc-

trico a través de una esfera de radio R. En este caso
= / —2 R%sen 0d0de = 4mQ (3.36)
1 s2 R? '

por lo que efectivamente la constante Q es proporcional a la carga del sistema
(de hecho Q es la carga en unidades gaussianas mientras que q lo es en unidades
de Heaviside-Lorentz, que son las empleadas en este texto). Es importante notar
que la solucién de Schwarzschild es un caso particular de la solucién Reissner-
Nordstrom cuando Q — 0 y que el espacio de Minkowski es el limite cuando

M — 0y Q — 0 simultdneamente.
3.2.1 Estructura causal. Horizontes de Reissner-Nordstrom

. 2 . . .e
Debido al término % la estructura causal del agujero negro de Reissner-Nordstrom
es algo mas compleja. Existen varias regiones en las que la métrica (3.34) es singu-
lar. De nuevo, R es nulo. Sin embargo, ahora no es necesario calcular el invariante

de Kretschmann, puesto que la contraccién del tensor de Ricci R, R*" nos da

K2 4
Ry R = rSQ (3.37)

Por tanto, la singularidad en r = 0 es fisica. De nuevo, esto sugiere que las
demas singularidades son de coordenadas. Como vimos en secciones anteriores,
la posicién de un horizonte corresponde a los puntos en los que la componente g'"
de la métrica inversa se anula, esto es

2M  xQ?
—7+2—?2:0 (3.38)
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’ M*<x02/2 L, M>x Q%72 3 M*=x0?/2
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Figura 3.3: Estructura causal de los tres tipos de agujeros negros de Reissner-Nordstrom.
La orientacion de los conos de luz en el caso subextremal sugiere que en la region interme-
dia (R— <r < Ry) las coordenadas temporal y espacial son espacial y temporal respecti-

vamente (Fuente: [10]).

Existen tres casos en funcién del ntimero de soluciones de esta ecuacion (Capitulo

13 de [10]):

» Caso sobre-extremal (M? < %KQZ): la ecuacion (3.38) no tiene soluciones rea-
les. En este caso la singularidad en r=0 no tiene horizontes. Se dice que es
una singularidad desnuda. Ademds, como no hay cambios de signos en las
componentes gy v g de la métrica, es una singularidad temporal. Esto tie-
ne consecuencias catastréficas para la causalidad y la trataremos como una

solucién no fisica.

Suele introducirse la conjetura del censor césmico, propuesta por Penrose en 1969,
que propone que no pueden conseguirse singularidades desnudas en un proceso

tisico que inicialmente no contiene singularidades fisicas.

» Caso subextremal (M? > %KQZ)Z existen dos soluciones reales:

1
Re =Mz || M? — 2xQ? (3.39)
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Figura 3.4: Geodésicas radiales nulas en el agujero negro de Reissner-Nordstrom. A la
izquierda, en coordenadas de Schwarzschild. A la derecha, en coordenadas de Eddington-

Finkelstein (Fuente: [10]).

» Caso extremal (M? = %KQz): caso limite en el que existe una raiz doble en

r = M.

Nos centraremos brevemente en el caso subextremal, ya que tiene més relevancia

fisica. La solucién extremal es un caso limite de este.

Como hemos visto, el agujero de Reissner-Nordstrom subextremal tiene dos
horizontes en r = R.+. Esto nos indica que las coordenadas ¢ y r son respectiva-
mente temporal y espacial en la parte exterior de Ry y en la interior de R_; e
intercambian sus papeles en Ry < r < R_. Al igual que en la solucién de Sch-
warzschild, t y r son nulas en los horizontes. Por otro lado, la singularidad es tem-
poral y por lo tanto evitable. Esta estructura causal se representa en la figura §3.3 y
nos indica una propiedad muy importante: si un cuerpo entra dentro de la regioén
R_ <r < R4 no podrd salir de nuevo al exterior. Ademas, la estructura causal es
tal que es inevitable que cruce el horizonte en » = R_ entrando a la zona interior
donde hay una singularidad desnuda. Esta singularidad es evitable por lo que el

cuerpo puede moverse dentro de este espacio sin caer en ella.

Un anélisis detallado de las geodésicas radiales nulas analogo al realizado pa-

ra la solucién de Schwarzschild no hace mas que confirmar esta interpretacion.

34



3.3. AGUJEROS NEGROS EN ROTACION

Ademas, pueden definirse unas coordenadas de Eddington-Finkelstein para esta
métrica, de forma que se pueda describir mejor el comportamiento en los horizon-

tes, aunque la estructura causal es siempre la misma (ver figura §3.4).

Por ultimo, nétese que en los horizontes r = R4 también se anula la compo-
nente de la métrica gy, por lo que también son zonas de corrimiento infinito al rojo

en las coordenadas de Schwarzschild.

3.3 AGUJEROS NEGROS EN ROTACION

Un caso mads realista para un objeto astronémico consiste en considerar que
rota. Estos son descritos por la solucién de Kerr. En este caso, la expresion de la mé-
trica es mucho mds compleja y la principal razén es que esta no es una solucién
esféricamente simétrica ni estética, sino solamente es axialmente simétrica y esta-
cionaria. Esto quiere decir que solo existe simetria de rotaciéon respecto a un eje
(que tomamos como eje z) ¢ — @ + Ag y que aunque sigue siendo invariante ante
traslaciones temporales t — t + At, ya no lo es bajo inversién temporal t — —t. Por
tanto, la métrica serd independiente de t y ¢ y solo sera invariante bajo una inver-

sion simultdnea de estas coordenadas, t = —ty ¢ — —¢ (Capitulo 14 de[10]).

Existen muchos sistémas de coordenadas para describir la solucién de Kerr.
Las mds conocidas son las coordenadas de Boyer-Lindquist que son en cierto modo
analogas a las coordenadas de Schwarzschild. La expresion de la métrica en estas

coordenadas viene dada por

r2 — 2Mr + a?cos? 6 4Marsen?0 r2 4+ a%cos? 6
ds® = 2 —dtdg — r
72 + a2 cos20 r2 + a2 cos? 0 r2 — 2Mr + a2 (3.40)
- <r2 + a2c0529> do* — [rz +a% 4+ % sen? 0d >

De nuevo tenemos dos pardmetros, M y a, que surgen como constantes de in-
tegracion. Es facil ver que en el limite de a — 0, la métrica se reduce a la solucién
de Scwarzschild (3.8), por lo que otra vez mds M = Gm es una medida de la ma-

sa del sistema. Otra propiedad de la solucién de Kerr es que es asintéticamente
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plana, esto es, cuando r — oo se obtiene la métrica de Minkowski en coordenadas
esféricas. Por otro lado, si tomamos M = 0 la métrica (3.40) se corresponde con la
del espacio de Minkowski en coordenadas elipticas. Notese que la coordenada r
no estd relacionada con superficies esféricas como en la métrica de Schwarzschild.

El parametro a hace que se folie el espacio en elipsoides oblatos.

Por otro lado, puede comprobarse que la métrica de Kerr es invariante ante la

inversion simultdnea de t y a.

Todo esto nos da argumentos para pensar que el parametro a estd de alguna
forma relacionado con la rotacién del objeto que produce el campo. De hecho, este

pardmetro se relaciona con el momento angular como
a=— (3.41)

siendo ] el momento angular. Por tanto, el pardmetro a4 de dimensién [L], puede

verse como una medida del momento angular del cuerpo que genera la curvatura.
3.3.1 Arrastre de sistemas inerciales. Ergosfera

Existe una propiedad de la solucién de Kerr esencialmente diferente a las de
las soluciones de Schwarzschild y Reissner-Nordstrom. Esto se debe a que ahora
Sty # 0. Como la métrica (3.40) no depende de las coordenadas t y ¢, sabemos que
alo largo de la trayectoria de una particula se conservan las cantidades p; y p, del
cuadrivector momento p,,. Sin embargo, debido a la presencia del término cruzado

Sty ahora tenemos (Capitulo 11 de [15])
PP =8"pu=28"py+8"pi (342)
y de manera similar para las coordenadas temporales

P =¢"p=8"p:+8"py (3.43)
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Consideremos ahora una particula con momento angular L = —p, = 0. Usando

las definiciones

dt de
b — mg— ? — mo—— 3.44
P Odr P Odr ( )

Sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones (3.42) y (3.43) obtenemos que la

velocidad angular de la particula es

Qo(r,9)=%=§=%:—% (3.45)
que solo se anula si g, = 0, como en el caso de Schwarzschild o en el de Reissner-
Nordstrom. Esto nos dice que aunque el momento angular de una particula sea
nulo, el espacio-tiempo de la solucién de Kerr la arrastra debido a su momento

angular intrinseco. Para un observador moviéndose en el plano ecuatorial (6 = 2)

tenemos [10]
2Ma

3 + ar +2Ma?’

0y (3.46)

El efecto de arrastre gravitatorio limita el movimiento de los observadores esta-
cionarios, esto es, aquellos que se mueven con 7 = 0. Si consideramos tinicamente
el movimiento en el plano ecuatorial, la cuadrivelocidad de un cuerpo que se mue-

ve con velocidad angular () viene dada por
Ut
ut = (3.47)
Ql/lt

Puesto que estamos considerando particulas con masa, la condicién para que la

cuadrivelocidad tenga norma 1 es:

git + 28190 + 8o > 0 (3.48)

Por tanto, un observador estacionario solo puede tener velocidades angulares

comprendidas entre (3 < () < (), con

Q= —% + \/(%) + (g%) (3.49)
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() son las velocidades angulares méximas (porque se alcanzaria la velocidad de
la luz en estos limites) en corrotacion ((24) y contarrotacioén ((2_) con las que dicho
observador puede moverse. Notese que esta expresion es general para cualquier
métrica con g;» # 0 y no solo para la solucion de Kerr. Especificamente, para la

métrica (3.40) tenemos

Oy

= 3.50
r3 + a%r + 2Ma? r3 + a2r + 2Ma?)? T + a?r + 2Ma? (3:50)

2Ma \/ 4M202 r—2M
(
que en el limite r — oo, la velocidad lineal v+ = rQ24+ = %1, por lo que los obser-
vadores estacionarios en el infinito pueden moverse a cualquier velocidad menor
que laluz. A medida que disminuye r, el valor de () va aumentando. Un observa-
dor estético, es aquel que se encuentra en reposo respecto al observador asintético
y por tanto cumple que (2 = 0. Un caso de interés fisico es cuando Q(2_ = 0, que
quiere decir que en esa regién un observador tiene que moverse a la velocidad de
la luz en contrarrotacién para mantenerse estéatico. En la solucién de Kerr esta con-
dicién se da para r = 2M en el plano ecuatorial. La zona delimitada por esta cota
se conoce como la ergosfera y es una zona a partir de la cual no existen observado-

res estéticos, el arrastre gravitatorio debido a la rotacién del cuerpo masivo es tan

grande que un observador no puede contrarrestarlo.
3.3.2 Estructura causal. Los horizontes de Kerr

Al igual que en los casos anteriores, existen regiones en las que la métrica de
Kerr en las coordenadas Boyer-Lindquist es singular. Como la solucién de Kerr es

Ricci plana (R, = 0), estudiamos el invariante de Kretschmann [10]

R euuph _ 48 M?(r? — a?cos?0)
prpA ~ (r2+a%cos?0)°

que como podemos comprobar diverge cuando

[(r2 + % cos?6)? — 16r%a? cos? 9] (3.51)

=0; = — 3.52
r=20; 0 > ( )

simultdneamente. En las coordenadas empleadas, r = 0 se corresponde con un

disco de radio a en el plano ecuatorial y la coordenada 6 = 7 corresponde al borde.
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Por tanto, en la solucién de Kerr, la singularidad fisica no se encuentra en un punto,
sino en un anillo de radio a. De nuevo, que el invariante de Kretschmann solo
diverja para estas condiciones sugiere que las demds singularidades de la métrica

sean de coordenadas.

Como ya hemos comentado, el lugar geométrico donde las superficies r = cte se
vuelven nulas es cuando la componente de la métrica inversa ¢’'" se anula. Puesto
que la métrica no tiene componentes cruzadas que involucren a la coordenada r,

rr — 1
tenemos que g = 2, Y por tanto

_ r2 —2Mr + a?
124 420820

rr

(3.53)

que se anula cuando
r=Ry=M=/M?—a? (3.54)

Al igual que en la solucién del agujero negro de Reissner-Nordstrom, esto implica
que los conos de luz en la regiéon R_ < r < R4 estdn tan inclinados que no existe
contacto causal con el exterior. Por tanto, la superficie r = R es un horizonte de
sucesos. De igual forma, cualquier objeto que entra en esta regién avanzard irreme-
diablemente hasta cruzar la superficie nula en r = R_. Dentro de esta region, las
coordenadas t y r vuelven a ser temporal y espacial respectivamente. Por tanto, la

singularidad en forma de anilloen 7 =0y = 7 es espacial (y por tanto evitable).

A diferencia de los agujeros negros de Schwarzschild y Reissner-Nordstrom, las
superficies de corrimiento infinito hacia el rojo ya no coinciden con los horizontes
en los que la coordenada radial es nula. Esto se debe a que ya no se cumple que

g1t = §'" como ocurria anteriormente. La condicién gy = 0 se da para
1> — 2Mr + a®cos?0 = 0 (3.55)

y por tanto

r=8y=M=%\VM2—a2cos? (3.56)

Noétose la diferencia entre las expresiones (3.54) y (3.56) en la dependencia con

cos?6. Mientras que las superficies R+ forman elipsoides oblatos, las superficies
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Figura 3.5: Esquema de los horizontes en la solucion de Kerr (Fuente: [5])

S+ forman otros elipsoides més achatados cuando a << M y superficies parecidas

a gloébulos rojos cuando a ~ M. De las expresiones de R+ y S+ se ve facilmente que

0<S_<R_<R;<S,: (3.57)

Ademas, es facil comprobar que la superficie S es, de hecho, la ergosfera. Efecti-
vamente, sustituyendo la condicion g = 0 en la ecuacion (3.49) se obtiene (2 =0,
que como hemos visto es la definicién de la ergosfera. Por tanto, la superficie S es
el lugar geométrico del espacio de corrimiento infinito hacia el rojo y a partir de la
cual no pueden existir observadores estaticos. Dentro de la regién R_ la estructu-
ra causal se vuelve muy especulativa. Comtinmente se suelen descartar las partes

interiores r < R por razones fisicas.

3.3.3 Solucion de Kerr-Newman

Una generalizacion de la solucién de Kerr es afiadirle una carga q. En este caso,
la solucién de las ecuaciones de Einstein en presencia de campo electromagnético

son [10]

»  1*—2Mr +a?cos?0 + 5xQ? e (2Mar — 1xQ%a) sen? 0
N 12 + a2cos? 6 12 + a2cos?6
2 1 200520
- ;]\/—Ii_ iccz)z_ - derz — (r* + a®cos? ) d6? (3.58)
12 —2Mr + a2 + 3k

(2Ma2rf%KQ2a2)sen29} 2 2
sen”f0d¢
r?+a? cos? 0

ds dtde

_[,,2JH12Jr
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£ Q(r? — a®cos?0) £ _ 2Qua*rsenf cosf
T (2 4 a2cos26)? 1 (r2 + a%2cos?0)? 3.5
Eo_ Qa(r? — a®cos? ) sen? £ 2Qar (r? 4 a*) senf cosf (3:59)
e (r2 + a2 cos26)? b9 — (r2 + a2 cos?6)?

Aunque esta parece una solucién bastante mds compleja que la de Kerr, real-
mente es bastante parecida. Ambas tienen las mismas simetrias y la misma estruc-

tura causal, con la diferencia de que ahora

1
Ri=M+=+ \/M2 — 5KQ2 — a2 (3.60)

1
Sy =M= \/M2 — 5KQ2 — a?cos?0 (3.61)

En la década de los 60 se demostraron una serie de teoremas de unicidad so-
bre soluciones de agujeros negros que establecen que la solucién mds general de
la accién (2.26) con horizontes regulares, asintéticamente plana y estacionaria es
necesariamente axialmente simétrica y esféricamente simétrica si es estatica. Por
tanto, la soluciéon de Kerr-Newman (Kerr, si es neutro) es la solucion estacionaria
mas general y la de Reissner-Nordstrom (Schwarzschild, si es nuetro) si la solu-
cién es estética. Por tanto, la solucion més general posible para un agujero negro
estacionario se compone tnicamente de tres pardmetros:M, Q y L. Esto se conoce

como el Teorema de no pelo.
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EL AGUJERO NEGRO
SUPERMASIVO DE LA GALAXIA

M87

Esta seccion constituye una pequefia revision de los resultados obtenidos en la
coleccién de papers presentados por la colaboraciéon EHT en 2019, sobre la fuente
de radiacién en el centro de la galaxia M87. Antes incluso del EHT ya existian fuer-
tes evidencias de que estas fuentes de radiacién son, en realidad, agujeros negros
supermasivos. Sin embargo, estas mediciones eran indirectas, resultantes de estu-
diar el movimiento de estrellas muy cercanas al centro de las galaxias (ver [7]). La
relevancia histérica de estos articulos es que se corresponden con la primera me-
dida directa de un agujero negro, confirmando definitivamente su existencia. Asi
mismo, constituyen un excelente test para la Relatividad General y en concreto

para las soluciones de agujeros negros tratadas en este texto.

Principalmente, usaremos la informacién aportada en [2], que resume los re-

sultados obtenidos en cada uno de los articulos.

4.1 EL PROYECTO EHT

El proyecto Event Horizon Telescope (EHT) es una colaboracion internacional que
busca la deteccién directa de imagenes de agujeros negros supermasivos con el fin
de estudiar los efectos de la gravedad en condiciones extremas [14]. Para ello se uti-
liza la tecnologia de interferometria de muy larga base (VLBI sus siglas en inglés), que
es una técnica empleada en astrofisica para poder obtener medidas con una alta re-
solucion de cuerpos celestes muy lejanos, que en general pueden emitir radiacién
a grandes longitudes de onda. Esta técnica se basa en la observacion simultanea

y coherente de la radiacién procedente de la fuente, estudiando la interferometria
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CAPITULO 4. EL AGUJERO NEGRO SUPERMASIVO DE LA GALAXIA M87

Figura 4.1: Observatorios que conforman Colaboracion EHT (Fuente: [2].

para construir la imagen. Para ello utiliza la tecnologia GPS consiguiendo tiem-
pos de sincronizacién del orden de los nanosegundos. De esta forma, este sistema
consigue resoluciones angulares de A/L siendo A la longitud de onda y L es la
distancia méxima en linea recta entre dos telescopios de la formacién. Este sistema
por tanto acttia como un tnico telescopio virtual practicamente del tamafio de la

Tierra [2]. Para una descripcién detallada de este sistema ver [3].

4.2 EL AGUJERO NEGRO SUPERMASIVO DE M87

La galaxia M87 es una galaxia eliptica de unos 65kpc de extensiéon. En su nticleo
se observa una caracteristica lineal, usualmente referida como chorro, correspon-
diente a una intensa sefial de radio de 1.3mm de longitud de onda. También se
han detectado sefiales en el espectro de rayos X y de rayos gamma. En 2012, las
observaciones con VLBI ya revelaron una zona de emisién de unos 40uas, lo cual
es compatible con la escala esperada de un agujero negro supermasivo en el nui-
cleo de la galaxia M87 (nos referiremos a él como M87* a partir de ahora). Por otro
lado, mediciones realizadas recientemente, establecen que la distancia respecto de
la Tierra es de 16,8 + 0,8Mpc. Utilizando esta distancia y usando modelos para
el brillo superficial y el movimiento estelar se infiere que la masa de M87* es de
M=6,2- 109M@. Por otra parte, estudiando el movimiento cinematico del disco

de gas se llega a que M = 3,5 - 10° M, [2]
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4.3 IMAGEN Y RESULTADOS

A pesar de todo, los datos obtenidos mediante VLBI no son suficientes para
obtener una imagen bien calibrada . Para ello se incorporan algoritmos que son
capaces de producir imdgenes fisicamente plausibles (ver [4]). Cada uno de estos
algoritmos tiene una cantidad de parametros que pueden afectar a la imagen signi-
ficativamente. Estos algoritmos fueron puestos a pruebas con un rango de valores
para los pardmetros, produciendo en torno a ~ 10% y 10* imégenes, de las cuales
se seleccionaron aquellas con mayor consistencia respecto a los datos observados.

Las imdgenes obtenidas tienen una resolucién de 20uas.

En la figura §4.2 observamos la imagen resultante para los datos recogidos por
el EHT del dia 11 de abril de 2017. En ella se observan un anillo brillante con asi-
metria azimutal y una sombra en su interior, lo cual es compatible con la existencia
de un agujero negro supermasivo rodeado de un disco de acrecién formado por un
plasma que rota alrededor [2]. Imdgenes formadas en dias sucesivos corroboran la

validez de los datos obtenidos.

MS87*  April 11, 2017

Figura 4.2: Imagen de M87* obtenida para los datos tomados el 11 de abril de 2017. Se

observa un anillo con una orientacion de 163° [2]

Existen muchas posibles mediciones directas sobre propiedades del agujero ne-
gro M87* que pueden derivarse de las imagenes y datos obtenidos por el EHT. En

la seccién anterior vimos que cualquier agujero negro general puede ser descrito
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por la métrica de Kerr-Newman, aunque agujeros negros con carga neta no pare-
cen tener presencia fisica debido a que se neutralizarian con el tiempo. Por tanto,
podemos asumir que el agujero negro M87* deberia de poder modelarse con la
métrica de Kerr. A este modelo hay que afiadirle consideraciones relacionadas al
flujo de materia en forma de plasma que rota alrededor de él, que acttia como un
medio 6pticamente grueso que emite radiacion en forma de ondas de radio (entre
otro tipo de emisiones). Todas estas consideraciones se resumen en el modelo mag-
netohidrodindmico de la Relatividad General, o GRMHD en sus siglas en inglés. Un
agujero negro de este tipo puede ser descrito por dos pardmetros: su masa M y el
pardmetro a4, que mide el momento angular por unidad de masa. Por tanto, una

primera medida pueden ser estos pardmetros.

Una forma directa de hacerlo es estudiando la sombra de M87*. Aunque pueda
parecerlo, esta no se corresponde con el horizonte de sucesos debido a un proce-
so Optico que se da para los rayos de luz cerca del agujero negro. Este proceso se
conoce como captura foténica. Supongamos un observador en el infinito que lanza
un fotén en direccién a un agujero negro con un pardmetro de impacto b. Como el
momento angular L se conserva (véase seccion §2.3.3), el pardmetro b es una medi-
da del momento angular. Si consideramos un agujero negro de Schwarzschild, del
potencial efectivo para fotones (3.22), sabemos que el pico de potencial observado
en la figura §3.2 depende tinicamente del momento angular. Por tanto, podemos
discutir 3 tipos de trayectorias en funcién del pardmetro b. Si b es mayor que un
valor critico dado, b > b,, la energia del fotén es suficiente para superar la barrera
de potencial y cae irremediablemente al agujero negro. Si b < b. entonces la energia
del fotén no es suficiente para superar la barrera de potencial y es desviado hasta
el infinito. Si b = b, la energia del fotén es igual que la de la barrera de poten-
cial y este queda atrapado en una érbita circular (inestable) de radio r = 3GM/c?
(usaremos las unidades del SI para este capitulo). Puesto que las trayectorias de la
luz son reversibles, b, adquiere un significado especial, ya que un observador en

el infinito solo puede observar fotones con un pardmetro b > b.. Por tanto, b, es el
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radio de la sombra que mide un observador en el infinito y se suele denotar como
Rc. Puede demostrarse que en el caso del agujero de Schwarzschild R, = \/ﬁRg
con Ry = GM/c?. En la métrica de Kerr se puede estudiar la misma situacién pero
en este caso el valor de R, depende del angulo 6. Simulaciones han mostrado que
un agujero negro de Kerr embebido en un medio geométricamente fino pero 6pti-
camente grueso correspondiente al disco de acrecién, el radio de captura se puede
observar como un anillo de emisién dentro de la imagen del disco de acrecién [1]
. Este anillo de emisién es detectable mediante VLBI y tiene un didmetro propor-
cional a R, y por tanto, a la masa. Es decir, usando modelos tedricos [2] puede
inferirse la masa de M87* midiendo el anillo de fotones. Simulaciones de modelos

de GRMHD (ver [1]), dan como resultado una masa de
M=6,5+0,7Mg 4.1)

Lo cual es consistente con las medidas indirectas expuestas anteriormente. Mode-
los para la radiacion electromagnética emitida nos permiten estudiar el momento

angular de M87* obteniéndose una rotacién en el sentido horario de (véase [17])
a=0,944+0,05 (4.2)

en unidades en las que G = c = 1.
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APENDICE A: BREVE REPASO DE

LA RELATIVIDAD ESPECIAL

La Teoria de la Relatividad Especial se basa en los siguientes dos postulados

(Capitulo 3 de [10]):

1. Las leyes de la fisica son validas para todos los sistemas de referencia iner-

ciales.

2. Lavelocidad de la luz en el vacio, c, es la misma para todos los observado-

res, independientemente de su estado de movimiento.

El primer postulado se corresponde con el Principio de la Relatividad formula-
do por Galileo Galilei en torno al 1600, mientras que el segundo fue propuesto por

Finstein en 1905.

La primera implicacién del segundo postulado es que si dos observadores, Oy
@', a diferentes velocidades e inicialmente en la misma posicién lanzan un pulso
de luz en todas las direcciones, ambos observardn que se encuentran en el centro
del frente esférico emitido, incluso una vez se han separado. Si asociamos a cada
observador un sistema de coordenadas para las variables espaciales y temporales,
podemos expresar la ecuacién de dicha esfera de luz para cada uno de los obser-

vadores en funcién del tiempo como:
Pty =1 (A.1)

x/2 + y/2 + Z/Z — t/2 (AZ)

Recordemos que estamos usando que ¢ = 1. Por tanto, independientemente de la
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velocidad relativa entre los observadores se cumplird que:
t2_xZ_yZ_ZZZtIZ_xIZ_y/Z_ZIZ (A3)

Las reglas de transformacion entre las coordenadas de O y O y que preservan la

expresion (A.3) se conocen como transformaciones de Lorentz.

Esto es una propiedad importante ya que dota al espacio y el tiempo de una es-
tructura interna comun, esto es, cualquier evento (t, x,y,z) visto por un observador

O cumple que la cantidad
2 =12 —x* —y* — 2 (A.4)

es la misma para todos los observadores inerciales.

A.1 EL ESPACIO DE MINKOWSKI

Introducimos el espacio de Minkowski, un espacio vectorial cuadrimensional,
formado por una dimension temporal y tres espaciales. Un evento que ocurre en
un punto (x,y,z) y un instante f se corresponde con un punto del espacio de Min-

kowski y se representa mediante un cuadrivector columna (Capitulo 1 de [5])

t x0
x xl
xt = =1, (A.5)
y X
z x3

En el espacio de Minkowski el producto escalar entre dos cuadrivectores viene

dado por
at - bt = a0 — a'b! — 2?? — 2% = Huvatb" (A.6)
con
1 0 0 O
0O -1 0 O
My = (A.7)
0 0 -1 0
0O 0 0 -1
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De esta forma, la norma de un vector a* es
2
[a"||* = nuvata” (A.8)

Es facil comprobar que la expresion (A.4) es la norma al cuadrado del cuadrivector
posicion, esto es s2 = ||x#||* = uwxtx". Podemos definir la distancia entre dos
sucesos como la norma de su diferencia: sean dos sucesos x} y x} la distancia entre
ellos en el espacio de Minkowski serd As = /17,y Ax*Ax" con Ax# = xy — x| La
cantidad As se conoce como el invariante intervalo.

Cabe destacar que la métrica en el espacio de Minkowski no es definida positiva y
la norma al cuadrado de un cuadrivector puede ser positiva, negativa o nula. En

base a esto, podemos clasificar a los cuadrivectores como [10]

» Temporales: si su norma al cuadrado es positiva
= Espaciales: si su norma al cuadrado es negativa

» Nulos o0 luminicos: si su norma es idénticamente cero.

En la notacién introducida, decimos que a¥ representa un vector contravarian-
te. La métrica relaciona de manera natural un vector contravariante con su andlogo

covariante de la forma

Xy = X" (A.9)
Xt =ntx, (A.10)
donde #"" es la métrica inversa y cumple que

N = &, (A.11)

En el caso del espacio de Minkowski, para la métrica (A.7), las componentes de 77,y
y 7" son idénticas. Con esta notacion el producto escalar (A.6), se expresa como
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Las coordenadas de un cuadrivector contravariante de dos sistemas de referen-
cia O y O’ diferentes, se relacionan mediante las transformaciones de Lorentz, que

denotaremos como Aff , esto es

X' = AlxV (A.12)

Para que el producto escalar sea invariante bajo transformaciones de Lorentz, las
coordenadas covariantes deben transformar con la transformacién inversa, que de-
notaremos como (A1)}, y por tanto

w= (A (A.13)

con (A‘l)ffAz = 5.

De las reglas de transformacién (A.12) y (A.13) junto con la expresioén del pro-

ducto escalar, se deduce que

= A AT (A.14)

Las transformaciones de Lorentz forman el denominado grupo de Lorentz y
se define como el conjunto de transformaciones lineales que cumplen la expresion

(A.14) [10].

A.2 TENSORES

Definimos un tensor de rango (m,n) como un objeto de componentes Tﬁlv}zl?j_{,f "

que se transforma bajo cambios de sistema de referencia como
THip2-tm A H1 A P2 Hm o A —=1\A1 A —1N\A2 —1\A, TP102--0m
TV1V2...V;1 — Apl Ap2 Sees t Apm (A )Vl (A )V2 S ees t (A )V;:l T)\l)\2~)\n (A.15)
Esta definicién generaliza la definicién de cuadrivector. Por ejemplo, un cua-
drivector contravariante es un tensor de rango (1,0) mientras que un cuadrivector

covariante es un tensor de rango (0,1). Por otro lado, la métrica Ny €S un tensor de

rango (0,2) y la métrica inversa un tensor de rango (2,0).

52



A.3. MECANICA RELATIVISTA

A.3 MECANICA RELATIVISTA

Las leyes de Newton no son validas dentro del marco de la relatividad espe-
cial. Esto se debe a que no son covariantes bajo transformaciones de Lorentz o lo
que es lo mismo, no se expresan en funcién de cuadrivectores o tensores del es-
pacio de Minkowski. Para ello, necesitamos definir los cuadrivectores velocidad
y aceleracién. Una primera idea podria ser definir la cuadrivelocidad como %,
sin embargo, esta cantidad no transforma como un cuadrivector debido a que la
coordenada t no es un escalar, es decir, no es invariante bajo transformaciones de
Lorentz. Para ello usamos el concepto de tiempo propio, el tiempo entre dos even-

tos visto por un observador para el cual ambos estdn situados en el mismo lugar

del espacio. Matematicamente, se define como
dt* = yuydxtdx’ (A.16)

si dx# es temporal. La relacién entre el tiempo propio y el tiempo medido por cual-
quier otro observador inercial viene dado por la conocida relaciéon de dilatacion

temporal:
At =+/1—0?%dt = %dt (A.17)

donde v es la velocidad relativa entre ambos observadores inerciales. Por otro lado,

si dx" es un intervalo espacial, la distancia propia es
dlg = —yuydxtdx’ (A.18)

Definimos el cuadrivector velocidad de una particula como la derivada del cuadri-
vector posicion, x#, respecto del tiempo propio asociado a dicha particula:

dxH 1

uh
7

donde hemos expresado las componentes espaciales del cuadrivector como un vec-
tor de R® y donde @ es la velocidad de la particula en nuestro sistema de referencia.

Una propiedad importante del cuadrivector velocidad definido como lo hemos
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hecho para una particula que se mueve con velocidad v < 1 es que su norma es
siempre

uyu’ = Y=y ? =1 (A.20)

De forma andloga el cuadrivector aceleracion es

dy 47 2
d2xH = U-d
=S [ _ 7 (A.21)
dt 7S + 4 V4 (T-7)T + 27
El momento lineal también tiene andlogo relativista y viene dado por
my E
p?/‘ = mouﬂ = = (A22)
m077 ﬁ

donde mg se conoce como la masa en reposo de la particula. La parte temporal es

2

la energia y de ella obtenemos la famosa férmula E = mc” en el S.I. y donde hemos

hecho m = ymy. Finalmente, las leyes de Newton relativistas son:
dp
H— maat = =2 A.23
f o dr ( )

donde f# es conocido como el cuadrivector fuerza.

A.4 LEYES DE MAXWELL

La idea de la relatividad especial surge de las leyes de Maxwell del electro-
magnetismo. Cabe esperar, por tanto, que estas sean consistentes con esta teoria y
puedan escribirse en funcién de elementos que transformen bien bajo cambios de
sistemas de referencia inerciales, esto es, que puedan ser escritas mediante elemen-
tos del espacio de Minkowski. Es un ejercicio instructivo comprobar que efectiva-

mente las ecuaciones

€uprd'FP* =0 (A.24)
duFM = (A.25)
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se corresponden con las ecuaciones homogéneas e inhomogéneas de Maxwell, res-

pectivamente, donde €,,,) es el simbolo Levi-Civita de cuatro componentes

1 si uvpA son wuna permutacién par de 0123
€wpr = —1 si uvpA son wuna permutacion impar de 0123  (A.26)

0 en cualquier otro caso

FH es el tensor electromagnético

0 —E —E, —F;
E, 0 -B; B

pv—| ! G (A27)
E, B 0 —B

Es -B, By O

con E; y Bj las componentes de los campos eléctrico y magnético respectivamente

y el cuadrivector j#

i = (A.28)

-

]

es el cuadrivector densidad de corriente siendo p la densidad de carga y j la den-
sidad de corriente de carga. Por tltimo, se ha introducido en las ecuaciones el

operador diferencial

(A.29)

3
B
=

< Yo

Una propiedad conocida del tensor electromagnético es que es antisimétrico, esto
es

FM = —FVH (A.30)

Las solucién mds general de la ecuaciéon de Maxwell homogenea implica que
los campos eléctricos y magnéticos pueden describirse mediante unos campos ¢ y

A llamados potenciales electromagnéticos.

E=—-V¢—3A (A.31)

1

—

BE=VA

N}

(A.32)

55



APENDICE A. APENDICE A: BREVE REPASO DE LA RELATIVIDAD ESPECIAL

que definiendo

Al = 41 (A.33)
A
nos permite escribir el tensor electromagnético de la forma
FM =otA" — 9" AV (A.34)

Puede comprobarse que si realizamos la transformacion A#¥ — At = AF + 9l A,
donde A = A(x") es una funcién arbitraria, las expresién del tensor electromagné-
tico permanece invariante. A esta propiedad de los campos electromagnéticos se le
conoce como invariancia gauge. Esta invariancia nos permite fijar los potenciales
A con una condicién extra, llamada gauge. Una eleccion muy comtn es tomar el
gauge de Lorentz d, A¥ = 0. El uso de los potenciales electromagnéticos nos per-

mite reducir las ecuaciones de Maxwell a
0,0' AV —0,0" A¥ =0 (A.35)
En el gauge de Lorenz esta ecuacion se reduce a
0,0"'A" =0 (A.36)
que constituye una ecuacién de ondas (Capitulo 11 de [9]).

Por altimo, las ecuaciones (A.24) pueden obtenerse variando la accién
1
Son =4 [ A Fu(AG)F(A(x)) (A.37)

respecto de los potenciales A¥ (capitulo 5 de [10]).

56



APENDICE B: NOCIONES

MATEMATICAS

Se presenta aqui un resumen sobre las herramientas matematicas para el calcu-
lo vectorial y tensorial en variedades diferenciables, asi como ciertos conceptos
geométricos que se aplican a su estudio (como geodésicas, tensor de Riemmann
etc.). La gran mayoria del contenido de esta seccion es obtenido de [13], excepto la
definicién de variedad diferenciable que se opta por usar la de [10] y la parte de

integracién que estd basada en [5].

B.1 VARIEDADES DIFERENCIABLES: DEFINICION

Definimos una variedad diferenciable N-dimensional, MY, como un espacio
topolégico tipo Haussdorf, es decir, un conjunto de puntos tal que a cada punto p
se le puede asociar un entorno abierto U, C MY de tal forma que para dos puntos
distintos cualesquiera p y g, siempre se pueden encontrar dos conjuntos U, y Uy

disjuntos, U, N U, = @.

De manera intuitiva, podemos entender este concepto como el de un espacio
que localmente parece RN pero que globalmente no lo es. En cada punto p se puede
definir el espacio tangente en ese punto, T, (M), y este es isomorfo a RN. En cada

punto p, T,(MPN) es una buena aproximacién a la variedad.

Podemos definir un mapa ¢ como un homeomorfismo entre un subconjunto

abierto U C MY y una parte de RV:
¢p: U—RY : prsp(p) =x (B.1)

Un mapa no es mas que una manera de introducir unas coordenadas x* en una
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parte de la variedad. En general no es posible cubrir la variedad entera con una

sola carta.

Si un punto p pertenece a dos subconjuntos abiertos U, y Uy, se pueden cons-
truir dos mapas ¢, y ¢, que asignaran dos coordenadas ¢,(p) = x* y ¢ (p) = y* al
punto p. Decimos que los mapas son compatibles si 7,5 = ¢ o ¢, ! es una transfor-
macién analitica. Las transformaciones t,;, son cambios de coordenadas entre las

coordenadas inducidas x* y y“.

El conjunto de mapas A = {¢,|¢, : U C MY — RN} se denomina atlas si cada
punto p € MY pertenece al dominio de algiin mapa ¢, y dos mapas cualesquiera

son compatibles.

B.2 ALGEBRA DE TENSORES EN VARIEDADES

En esta seccién introducimos la definicién de tensores en variedades diferen-
ciables. El punto de vista adoptado para ello es el de la geometria diferencial: defi-
nimos los tensores en funcién de cémo transforman sus componentes bajo cambios
de coordenadas. Aunque la definicion abstracta de tensores como mapas multili-
neales es mds elegante, la primera tiene la ventaja de que es méas simple y més sen-
cilla de introducir y es por ello que seguiremos esta forma de introducir el cilculo
tensorial y diferencial en variedades. Para una introduccién usando la definicién

moderna de tensores ver el Capitulo 3 de [15].

Consideremos una curva, v = 7(A) € MY, donde A € R y supongamos que
puede ser descrita por las coordenadas x#(A). Queremos calcular el ratio de cam-
bio de una funcién f(x*) a lo largo de dicha curva:

df _ of da

A — "
ar " oxi an  onfu (B2)

En cada punto p € 1 el vector tangente a dicha curva en ese punto es, por defi-
nicién, el vector u¥. Veamos como transforma este vector bajo un cambio de coor-

denadas de la forma y* = y*(x") (usaremos las letras griegas del principio del
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alfabeto para las “nuevas” coordenadas):

S dy” _ ay* dx# _ oy
dA  ox¥ dA  oxH

ut (B.3)

Por otro lado, d,, f es el gradiente de la funcién f en cualquier punto de la curva

y transforma como
_of  oxt of  oxt
onf = oyt oy* axt  oy* onf

(B.4)

De las reglas de transformacion B.3 y B.4 se deduce que la expresion B.2 es inva-
riante bajo cambios generales de coordenadas. Esto es de esperar, ya que tanto f
como A tal y como estdn definidos deben ser escalares. Por tanto, podemos decir
que u* y d,, f son vectores contravariantes y covariantes, respectivamente, ya que
la contraccién de ambos es un invariante. De manera general, diremos que es un

vector contravariante cualquier objeto que transforme como

oy”
L "
V=2V (B.5)

y un vector covariante si transforma como

dxH

Si la variedad esta equipada con una métrica, podemos relacionar vectores co- y

contravariantes como
Vi=guwV"’, Vi =gV, (B.7)

con g,y y §"¥ la métrica y métrica inversa, respectivamente. Es facil comprobar que

la métrica transforma bajo un cambio general de coordenadas como:

ox* dxV o™ oyP
Sap = ngyw =% Lg”” (B.8)

af _
& oxH dxV

Finalmente, podemos generalizar estos resultados y definimos un tensor de

rango (m,n) como un objeto matemdtico que bajo un cambio general de coordena-

das transforma como:

Tlxlﬂéz...zxm _ ayal ayl)éz ayam axvl axvz axV" MM P
ﬁlﬁzﬁn - axlﬂ ax,‘llz cee ax}lm ayﬁl ayﬁz vor ay,Bn V1V2...Vy

(B.9)
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Por definicion vectores contravariantes son tensores de rango (1,0), vectores cova-

riantes de rango (0,1) y la métrica g, es un tensor de rango (0,2).

Cabe destacar que vectores y tensores no estdn definidos en la propia variedad.
Siimaginamos una esfera y un vector tangente a esta en un punto, este se “sale” de
la esfera. De hecho, un vector en un punto p € MY se define en el plano T,,(MY)
tangente a ese punto. De la misma forma, los tensores en un punto p estan igual-

mente definidos en T, (MN).

B.3 TRANSPORTE PARALELO Y DERIVADA COVARIANTE

Las reglas de transformacion vistas hasta ahora, aunque son parecidas a las
mostradas en el espacio de Minkowski, tienen una diferencia importante. Mientras
que las transformaciones del tipo A.12 y A.13 son siempre lineales, esto no es asi
para cambios de coordenadas generales. Las cantidades % y % dependen, por lo
general, del punto donde se apliquen. Por tanto, aunque vectores y tensores defi-
nidos en un mismo punto pueden contraerse y sumarse, un tensor en un punto p y
otro en un punto g no. Esto tiene sentido desde el punto de vista de que ambos son
tensores definidos en espacios distintos, en T,,(MYN) y T,(MN), respectivamente.
Por ejemplo, las operaciones V¥(q) — V¥(p) y V¥(p)V"(g) no son tensoriales por
lo general en una variedad arbitraria. Esto implica que la derivada de un campo
tensorial no es una operacion bien definida porque no va a transformar siguiendo
la regla B.9. Para poder definir la derivada, necesitamos una regla para trasladar

vectores de un punto a otro, y que se denomina como transporte paralelo.

Consideremos un campo vectorial, A¥, definido en un entorno de MN . Dados
un punto p con coordenadas x¥ y un punto g infinitamente préximo a p de coor-

denadas x# + dx#, como ya hemos comentado, la operacién

M
dVE = VH(q) — VF(p) = VF(x¥ +dx") — VA(X") = %dx” (B.10)
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no es tensorial, ya que

VA oxH oyP
aytx 9V aytx aﬂ (axvv >

_oxtoyf . L, oxt o%yP
oy axv ! oy* dxMoxV

(B.11)

v

no transforma como un tensor. Para que la derivada mantenga el caracter tensorial
el diferencial debe tener la forma DV* = V}'(p) — V¥#(p), donde V/'(p) se define
como el vector transportado paralelo de V#(g) desde g a p. Podemos escribir este
nuevo vector como V' (p) = V¥#(p) + 6V*. En pocas palabras, el vector transpor-
tado paralelo es el vector original mas un término de correccién no tensorial. Es
razonable pensar que para desplazamientos pequefios este término sea lineal con

dxVy VF(p) de forma que:
Vi (p) = V*(p) + T, VPdx" (B.12)

donde Fzy es la denominada conexién y posee un caracter no tensorial. En principio,
la conexion I’zv es arbitraria . El diferencial de V¥ puede escribirse como

oVH
oxV

DVH = dx" + I}, VPdx’ =V, Vidx" (B.13)

donde V, V¥ se define como derivada covariante de V-
V V=0, VI + Tl VP (B.14)

Puede demostrarse que la derivada covariante comparte con la derivada parcial

las propiedades de linealidad:

El hecho de que V,V# debe de transformar como un tensor de rango (1,1)
nos permite deducir como debe transformar la conexién. Partiendo de que I ffp =
V,V# —09,V#, llegamos a que esta debe transformar bajo cambios generales de
coordenadas de la forma

PO i
Fr " axt ayP oy P 9xvaxr dy* oy

(B.16)
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Si exigimos que el operador V, cumpla la regla del producto de Leibniz pode-
mos extender la definicién de derivada covariante a tensores de rango (m,n). Por
ejemplo, si consideramos que V¢ = d,¢, siendo ¢ cualquier campo escalar, pode-
mos calcular la derivada covariante de un vector covariante, Wy, haciendo uso de

que la contraccion V#W,, es un escalar:
9y (VIW,) =V, (VIW,) = (V,VE)W,, + VIV, W,,) (B.17)

Usando la relaciéon B.14 de la derivada covariante de un vector contravariante se
obtiene que

VW, =0, W, — T, W, (B.18)

Mediante este procedimiento puede demostrarse que en un caso general de un

tensor de rango (m,n), su derivada covariante vendra dada por:

Uil Mm U1 Hm U1 AU i U AU W M1 Y2 A
VPTI/1V2...I/;1 - apTvlvz...vn + rp/\Tl/lllz...l/n + FP}\Tl/ll/z...l/n + + rp)\ Tl/ll/z...l/n (B 19)
DR Y P TRy RSy S T A A '

- FPVl T/\vz...vn - rpl/z Tvl)\...vn e T FPVn Tvlvz...A

Por dltimo, diremos que un vector es transportado paralelamente a lo largo de

una curva 7y = y(A) si su derivada covariante a través de dicha curva se anula:

DVH

- = #VV=0 (B.20)

H .
donde u = % es el vector tangente a dicha curva.

B.4 CONEXION LEVI-CIVITA

Como ya hemos comentado, no existe una relacién entre ¢,,, v la conexioén T,
H W
ya que esta es arbitraria. Sin embargo, puede demostrarse que en cualquier varie-

dad existe una conexién tnica tal que
Tﬁu — rﬁy (B.21)
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La conexién que cumple estas dos condiciones se conoce como la conexién
Levi-Civita. En Relatividad General, estas condiciones surgen como consecuen-
cia del Principio de Equivalencia. En lo que resta de seccién usaremos siempre la

conexion Levi-Civita a no ser que se exprese lo contrario.

Puede demostrarse que, dadas estas dos condiciones, la conexién Levi-Civita

puede expresarse en funcion de la métrica como

1
rfw = Egp/\(a}lg/\v + avgy/\ - a/\gyv) = {fw} (B.23)

Las coordenadas de {]p“,} se conocen como los simbolos de Christoffel.

B.5 GEODESICAS

La geodésica trata de extender el concepto de recta a una variedad con curva-
tura. Puede definirse como la curva para la que su longitud entre dos puntos fijos
es extremal (minima o maxima) respecto a todas las curvas que contienen dichos

puntos.

Sea v C MY una curva con coordenadas x*(A) y sean p y g dos puntos de

dicha curva. La longitud de la curva <y entre los dos puntos viene dada por

q
- / JE g dA (B.24)
p H

donde x* = dx*/dA. El signo positivo y negativo se toman para curvas tempo-
rales y espaciales, respectivamente. Para encontrar la curva que hace extremal /

resolvemos las ecuaciones de Euler-Lagrange

d oL JL
con L = /+g,yx"x". Operando en la ecuacioén B.25 obtenemos
# 4 {6,123 = dcliI;\L i (B.26)

En Relatividad General los coeficientes {]ﬁv} son las componentes de la conexion.

La ecuacién B.24 es independiente de la parametrizacion elegida para la curva.
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Una eleccion particularmente 1til es una parametrizacion lineal de la curva (deno-
minada parametrizacion afin), I(A) = aA + b, de manera que el lado derecho de la
ecuacion B.26 se anula

£+ T, =0 (B.27)

Una eleccion tipica del pardmetro afin es el tiempo propio, T, para geodésicas tem-
porales o la distancia propia, s, para geodésicas espaciales. Para geodésicas nulas,
no se usa ningutn pardmetro afin con algun significado fisico especial. Por dltimo,
para distinguir los tres tipos de geodésicas en la ecuacién B.27 se especifica a partir
del vector tangente a la curva:

g’ =€ (B.28)

Con € = *£1 en el caso de geodésicas temporales y espaciales, respectivamente, y

€ = 0 en caso de geodésicas luminicas.
Cabe destacar que la ecuacion B.27 puede escribirse en la forma

P+ Tyt 3" = %xp + Tyt 3" = 529
29y P 4 &'Th, 2t = 'V, 40 =0
donde en la segunda igualdad se ha usado la regla de la cadena. Si renombramos
x# = u¥ nos queda

u'Vouf =0 (B.30)

que recordando la (B.20) puede interpretarse como que el vector u* tangente a la
curva geodésica es transportado paralelamente a través de ella. Esta es una pro-
piedad general en la Relatividad General y se debe a la eleccion de la conexion

Levi-Civita para el transporte paralelo.

B.6 DENSIDADES TENSORIALES. DETERMINANTE DE LA METRICA

En secciones anteriores hemos introducido el dlgebra tensorial en variedades.
Sin embargo, en Relatividad General nos encontraremos objetos que aunque pare-

cen tensores, realmente no transforman como tal. Uno de estos objetos puede ser la
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conexién, que como vimos en (B.16) no transforma como (B.9). Otro tipo de objetos
son las densidades tensoriales. Definimos una densidad tensorial de peso w como

el objeto Tgllgig':n que bajo un cambio de coordenadas y = y(x) transforma como:

- ox|“ oyt gy Iy*m x¥1 dx'2  Ix¥n .
Q0. 0y | 9A . HiH2--Hm
Tﬂlﬁzﬁn - ay ax‘ul axyz axym alel ay/32 ayﬁ” TV1V2...1/n (B31)
La transformacioén (B.31) es muy parecida a la transformacién de tensores de rango
w
(n,m) excepto por un factor g—;

Un ejemplo de densidad tensorial es el simbolo de Levi-Civita introducido en
(A.26). Asumiendo que la transformacién de coordenadas es propia, es decir, el de-
terminante de la transformacién es positivo, el simbolo de Levi-civita transforma

como
1oyt gtz QN
ayle aytxz aysz €pr...un

dx
Iy

(B.32)

60(1...0(1\7 -

Esto es, el simbolo de Levi-Civita es una densidad tensorial de peso —1.

Otra densidad tensorial muy importante es el determinante de la métrica, g,
aunque obtiene maés relevancia la raiz cuadrada de su valor absoluto, \/E . To-
mando el valor absoluto del determinante en la relacién (B.8) y tomando la raiz
cuadrada en ambos miembros nos queda que

ax
Y

8| = 8 (x)] (B.33)

Y por tanto, 1/|g| es una densidad tensorial de peso 1. La cantidad +/|g| se usa
comunmente para definir tensores a partir de otras densidades tensoriales. Para
ello solo hay que multiplicar o dividir por 1/|g| cuantas veces sea necesario hasta
obtener una cantidad tensorial. Por ejemplo, podemos definir el tensor de Levi-

Civita como
€y = |g|€y1...yN (B.34)

que efectivamente transforma como (B.9).

Existe una relacién importante entre /|| y la conexién Levi-Civita. De la ecua-
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cién (B.23) se puede deducir facilmente que:

1
Tho = 58" 08p1 (B.35)

Por otro lado, puede demostrarse que (Demostracién en Capitulo 1 de [13])
1
o/ 181 =51/181 87" 3ugpn (B.36)

L

Vsl

de donde se sigue que

Iy = 9/ 18l (B.37)

B.7 OPERADORES DIFERENCIALES

La relacién (B.37) es muy til pues nos permite escribir las relaciones de al-
gunos de los principales operadores diferenciales de forma compacta. Podemos

expresar el gradiente, divergencia, rotacional y laplaciano, respectivamente, de la

forma:

(Vo) =9, (B.38)

. 1
V- A=V, A" = ——03,(,/|g|A") (B.39)

g N

(VA& = /Igle"PV, Ay = y/Igle"Pd, A, (B.40)

1
V2 =V, = ——=0,(1/Ig|0"p) (B.41)

il

Siendo ¢ y A campos escalares y vectoriales cualesquiera definidos en la variedad.

B.8 INTEGRACION EN VARIEDADES

Otra aplicaciéon importante de /|g| se da en la integracion en variedades. Del
célculo diferencial sabemos que sea un cambio de coordenadas del tipo y = y(x) el
elemento de volumen, dN y, en las nuevas coordenadas y dNx en las coordenadas

antiguas se relacionan mediante el jacobiano de la transformacién como

dNy = JdVNx = 'S—Z‘de (B.42)
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Por otro lado, podemos identificar el elemento de volumen dNx como una densi-

dad escalar antisimétrica de la forma
dNx = dx' A oA dxN (B.43)

La razén de por qué dNx es antisimétrico se debe a que estamos definiendo un
elemento orientable. Imaginemos un parelelepipedo (en el caso sencillo de N=3)
formado por vectores infinitesimales. Puesto que d¥x debe tener una orientacion,
si dos de los vectores son intercambiados deberiamos obtener el mismo volumen
pero con el signo cambiado. Ademads, la propiedad de antisimetria hace que si
dos de los vectores son colineales, entonces el elemento de volumen es nulo. Esta

definicién del elemento de volumen nos permite escribir

ANy =dx' A A dxXN = 1

memmm\,dx”1 A ... \NdxHN (B.44)

y de la ecuacién (B.42) se deduce que dNx es una densidad tensorial de peso -1.

Para construir el elemento de volumen invariante basta con multiplicar por +/|g|

\/@ dNx (B.45)

Finalmente, en una variedad arbitraria, MY, definimos la integral de volumen

de una funcién escalar f(x) de la forma

JEENTE (B.46)

B.9 CURVATURA

Aunque en las secciones anteriores hemos descrito muchas propiedades geo-
métricas de variedades, atin no se ha introducido qué entendemos por curvatura.
En la geometria diferencial el concepto de curvatura se recoge en el tensor de Rie-

mann, RWPA, que se define mediante la relacién

[V, Vy]JVA =V, V, VA -V, V, V= Ryt VP (B.47)
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El tensor de Riemann puede entenderse como la diferencia entre el transporte pa-
ralelo de V* a través de las dos diferentes trayectorias que definen los bordes del
paralelogramo formado por dx* y dx". Desarrollando la expresiéon (B.47) obtene-
mos

A A A A A

Por construccion, el tensor de Riemann es antisimétrico en sus dos primeros
indices

Podemos definir la version totalmente covariante del tensor de Riemann usando

la métrica
Ryuvpr = gAaRyvpa (B.50)

En esta forma, el tensor de Riemann tiene mds simetrias:
Ruvpr = —Ruppr = Roaww = —Ryuwap (B.51)
Y ademas, satisface las identidades de Bianchi:
Ruvor + Rypur + Rppva =0 (B.52)
Vi Rupor + ViRppor + VpRyuor = 0 (B.53)
Analogamente a la ecuacion (B.47), para un vector covariante
Vi, Vo]Wp = =Ry’ Wy (B.54)
y para un tensor de rango (1,1)

[V VT = Ruwe” T — Ry Ty (B.55)

Por ultimo, contrayendo el tensor de Riemann obtenemos el tensor de Ricci y

el escalar de curvatura:

Ryv = RVPVP = gp/\Rypw\ (B.56)

68



con R,y un tensor simétrico.

R = gl’“/Ryv

B.9. CURVATURA

(B.57)
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