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Capitulo 1

Introducciéon

Los procesos de busqueda estan presentes en un sinfin de contextos muy diversos. Encon-
tramos procesos de busqueda tanto en la naturaleza como en el comportamiento humano,
asi como en las ciencias de la computacion. El concepto de busqueda abarca desde una
tarea tan mundana como es encontrar unas llaves perdidas o reconocer a una persona
conocida entre la multitud, hasta la exploracion del terreno por parte de los animales
para la obtencién de alimento. En cada situacién particular, la busqueda se manifiesta
de una forma distinta. Sin embargo, podemos ver un factor comun, y es el de hallar una
estrategia de busqueda 6ptima, que maximice el cumplimiento del objetivo y/o minimice
su coste. Una de las estrategias més intuitivas, y que jugard un papel importante en este
trabajo, es la de la buisqueda intermitente. Esta se basa en una mezcla de pasos peque-
nos en los que se busca activamente, y pasos de mayor rango en los que el buscador se
desplaza, pero no busca. Ambas fases del movimiento se suponen sujetas, en general, a
un cierto grado de aleatoriedad, lo que hace de especial utilidad emplear el formalismo
de la mecanica estadistica en la formalizacion de esta clase de problemas. La implemen-
tacion del método de biisqueda intermitente, que puede observarse en la naturaleza, ha
producido resultados sorprendentemente buenos, permitiendo entender mejor fenémenos
de busqueda modelados mediante modelos sencillos [1]. Estos hechos han provocado que el
campo del modelado de problemas de biisqueda, y su correspondiente optimizacion, haya
suscitado un gran interés dentro de la comunidad cientifica. En particular, nuestro tra-
bajo se encuentra motivado por este contexto, centrandose en el estudio del denominado
reseteo estocastico.

En este trabajo, se caracterizaran aspectos fundamentales de una particula browniana



sometida a reseteo estocastico. Con este fin, expondremos en primera instancia algunos
conceptos elementales de la teoria de procesos estocasticos en el capitulo 2. Culminaremos
dicha exposiciéon con la descripcion formal del problema paradigmatico de una particu-
la browniana. En el capitulo 3, nos dedicaremos a desarrollar la teoria de la particula
browniana sujeta a reseteo estocéstico de caracter poissoniano. Esto no es otra cosa que
considerar que el sistema browniano tiene la posibilidad de realizar, aleatoriamente, ex-
cursiones a una posicion fija x, con una tasa constante r. Prestaremos especial atencion
a qué parametros juegan un papel fundamental en la dindmica y cuales simplemente de-
finen escalas caracteristicas. Por otra parte, en el capitulo 4, emplearemos un algoritmo
basado en el método de Monte Carlo para simular trayectorias estocasticas, y asi compa-
rar las magnitudes del sistema obtenidas de forma numérica con las expresiones analiticas
deducidas en el capitulo 3. Para finalizar, resumiremos y expondremos las principales con-
clusiones de nuestro trabajo en el capitulo 5. Por completitud, se facilitan como anexos
los diferentes codigos de MATLAB que se han usado, que han sido desarrollados desde

cero, para obtener los resultados numéricos en este trabajo.



Capitulo 2

Fundamentos de los procesos

estocasticos

Este capitulo esta dedicado a introducir de manera resumida los fundamentos de los pro-
cesos estocésticos. Tomamos como fuente de inspiracion y referencia principal el manual
de Van Kampen [2], especificamente sus capitulos I, III, IV, V y VIII. Nuestro objetivo
final, que es esencial para el desarrollo de este trabajo, es valernos del concepto de pro-
ceso estocastico, asi como de su correspondiente formalismo matematico, para introducir

el modelo fisico de la particula browniana.

2.1. Definicién de proceso estocastico

A partir de una variable estocastica (VE) X podemos generar mas variables aleato-
rias. Dicho de otra forma, una funcién de una VE es, a su vez, otra VE. Dentro de esa

generalidad, podemos definir

Yx(t) = f(X1), (2.1.1)

que es una definicion para la VE Y, que es funciéon de la VE X y de otra variable no
estocastica t. En el contexto de la fisica, la variable ¢ suele referirse al tiempo, y la ecuacion
(2.1.1) define entonces lo que se conoce como un proceso estocastico. Si sustituimos la VE

X por uno de sus posibles valores x, obtenemos

Yo(t) = f(z,1), (2.1.2)



que es una posible realizacion! del proceso. El proceso estocastico puede entenderse como
un colectivo de estas posibles realizaciones. Un ejemplo sencillo de los procesos asi definidos
es la dindamica determinista de una particula cuya condicién inicial es aleatoria. La posicion
en un instante ¢ es aleatoria a través de la aleatoriedad de la condicién inicial. La evolucion
temporal correspondiente a cada condicion inicial representa una posible realizacion del
proceso.

Al igual que con una VE “habitual”, independiente del tiempo, podemos determinar los

momentos de un proceso estocéstico,

<wm_/mn@&@, (2.1.3)

donde Px(x) es la funcion densidad de probabilidad de la VE X. De forma mas general,
tomando n valores ty,ts,...,t, para la variable temporal (no necesariamente distintos)

podemos construir el momento de orden n,

umwwyy@m:/@nmm@yymmym (2.1.4)

Como es habitual, las integrales en que no se especifican los limites se entienden extendidas

a todo el rango de la variable de integracion.

2.2. Jerarquia de las funciones de distribucién. Proba-
bilidad de transicion

La distribuciéon de probabilidad de la VE Y en el instante ¢ puede ser deducida por
medio de la regla de transformacion de variables a partir de la distribucion de probabilidad

de X, obteniéndose
Puly) = [ daSly = Ya(t)] P(a), (221)

donde el subindice 1 remarca el niimero de variables de las que depende P, esto es, el

ntmero de tiempos de observacion. De manera similar, podemos construir la densidad de

probabilidad conjunta de que Yx(t) tome valores y1, 9o, ..., ¥y, en los instantes de tiempo
t1,to,...,t, respectivamente,
i=1

'Es frecuente emplear también en su lugar el término “trayectoria”.



obteniendo asi una jerarquia infinita de distribuciones de probabilidad P, (n = 1,2,...).
Esta jerarquia de distribuciones nos permite calcular cualquier valor medio deseado, por

ejemplo,

(Y(t1)Y (t2) ... Y (tn)) :/dyldyz---dynylyz---ynPn(yl,tl;yz,tz;---;yn,tn), (2.2.3)

que es una manera alternativa totalmente equivalente de obtener los momentos de la
ecuacion (2.1.4).

La jerarquia de funciones de distribuciéon P, cumple las cuatro condiciones de consis-
tencia siguientes:

1. Po(y1,t1;y2,t95 - -3 Yn, t) > 0, lo que es cierto para las densidades de probabilidad

por definicion.

2. P.(y1,t1;992,t2; ... ; Yn, tn) s invariante ante el intercambio de dos pares de valores

(yk, te) v (y1, 1), para cualquier par (k,[) .

3. [ dyn Pu(yr tasyo,tas -5 Unstn) = Pooa (Y1, t1i Y2, t2s -5 Yn1, tnet).

4. [dyy Pi(ys,t1) = 1.

Kolmogorov demostré que cualquier conjunto de funciones que cumpliera estas cuatro
condiciones define univocamente un proceso estocastico Y (), definido en la forma dada
por la ecuacion (2.1.1). Por lo tanto, la jerarquia de densidades de probabilidad conjunta
constituye una forma equivalente de definir un proceso estocastico a la ya vista en la
seccion anterior. Cabe puntualizar que, debido a la tercera condiciéon de consistencia, un
numero finito de P, pueden ser omitidas de la jerarquia sin ello suponer una pérdida de
informacion, esto es, dada una Py, se conocen todas las P, con n < N.

Desde un punto de vista fisico, si un sistema esté sujeto en su evolucion a algtn grado de
aleatoriedad, su estado en todo instante de tiempo define en esencia un proceso estocéastico,
en la medida que tenemos un colectivo compuesto por las diferentes realizaciones posibles
de la dindmica. Si medimos y; en el instante de tiempo ¢y, es interesante considerar la
probabilidad de medir y; en el instante de tiempo ¢5. Esta probabilidad es denotada como
dys Piji(y2,t2|y1,t1), y se denomina probabilidad de transicion y obedece la denominada

regla de Bayes,
Ps(y1,t1592,t2)
Py, t1)

donde la notacion n|m indica que estamos estudiando como se distribuye la densidad de

Pi(y2, talyr, t1) = (2.2.4)

probabilidad de las n primeras variables, siendo conocido el valor de las m restantes, que



actian como condiciones. El significado de esta probabilidad condicionada es bastante
intuitivo. Mide cudl es la fraccion de todas las realizaciones del proceso que, pasando
por el estado y; en el instante t;, pasan ademas por el estado y, en el instante t5. Al
ser la probabilidad condicionada una distribucién de probabilidad, necesariamente es no

negativa y esta convenientemente normalizada,

/dy2 P (y2, talyr, t1) = 1, (2.2.5)

lo que puede deducirse integrando la ecuacion (2.2.4) y aplicando directamente la tercera
propiedad de la jerarquia de funciones de distribucion para n = 2.

De manera més general, podemos fijar distintos valores de Y en k instantes de tiempo

t1,ta,...,tr v preguntarnos por la probabilidad de obtener los [ valores siguientes en los
instantes tx.1,...,tk, 1o que nos lleva a la regla general de Bayes de la probabilidad
condicionada,

Provt(Yktts tests -3 Yrs Ty -3 Y1, E1)
Pr(Yr,tes - - 301, 1)

Prie(Wrsts tests - 3 Yt bt |[Yro tis - - 501, t1) =

(2.2.6)

2.3. Procesos de Markov. La ecuacién de Chapman-

Kolmogorov

Vamos a centrarnos en una subclase de procesos estocasticos que son importantes en
fisica. Estos son los procesos de Markov: un proceso de Markov (o markoviano) es un

proceso estocéstico que cumple la propiedad de Markov?

P1|n71(yn7 tn|yn—17 tn—l; <5 Y1, tl) = Pl\l(yna tn|yn—1a tn—l)a (231)

es decir, que la probabilidad de transicion a un estado y,, depende tinicamente del estado
inmediatamente anterior y,_1, y no se ve afectada por el conocimiento de valores ante-
riores. Por esta misma razon, los procesos de Markov son también denominados como
procesos sin memoria. Esta situacion particular nos permite obtener toda la jerarquia de

distribuciones de probabilidad a partir de las funciones P, y P;. Por ejemplo, para la

2A partir de ahora, estamos siempre suponiendo una secuencia de tiempos ordenados, t; < ty < ... <

t,, abandonando la idea general de que varios instantes de tiempo podian ser iguales.
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secuencia conformada por tres instantes de tiempo tenemos

Ps(ys, ts; Y2, ta; y1, t1) = Palya, tos 1, t1) Prya(ys, tslya, ta; yi, th)

= Pi(y1, t1) Prji (Y2, ta|yr, t1) Pra (y3, tslya, ta). (2.3.2)

Si continuamos este procedimiento sucesivamente, se pueden hallar todas las funciones de
distribucién P,.

Integrando la ecuacion (2.3.2) sobre la variable ys,

Py(ys, ts;y1.t1) = Pi(ya, th) /dy2 Pri(y2, talyrs t1) Pua (ys, tslye, t2), (2.3.3)

dividiendo por Pi(y,t;) y teniendo en cuenta la ecuacion (2.2.6) para el miembro de la

izquierda obtenemos

P (ys, ts|yr, th) = /d?/2 P (ys, t3|ya, to) P (Yo, ta|yn, th), (2.3.4)

que es conocida como la ecuacion de Chapman-Kolmogorov. Esta ecuacion es esencial-
mente una condicién de consistencia que debe respetar un proceso estocéstico para ser
markoviano, y describe que la probabilidad de pasar de un estado y; en ¢; a un estado y3 en
t3 es la suma de las probabilidades de esto ocurriendo via todos los posibles estados y, en
el tiempo intermedio t,. Para establecer esta propiedad con claridad, es importante haber

establecido al principio de esta secciéon un orden de tiempos, esto es, aqui t; < t9 < t3.

2.4. Caracter markoviano del movimiento browniano

Los conceptos de teoria de procesos estocasticos desarrollados hasta este punto de la
memoria han sido introducidos por su estrecha conexién con el movimiento browniano,
que es el fendmeno fisico en el que se centra este trabajo. El movimiento browniano es un
movimiento aleatorio que recibe su nombre en honor de Robert Brown, primer cientifico
en reportar su observacion en 1827. El ejemplo paradigmético de movimiento browniano
es el realizado por una particula inmersa en un fluido conformado por particulas maéas
ligeras que colisionan con ella de forma continua y aleatoria. Como consecuencia de ello,
la velocidad de la particula browniana sufre muchos cambios bruscos pero pequenos en
magnitud, por lo cual parece intuitivo afirmar que tanto la posiciéon como la velocidad
de la particula browniana constituyen procesos estocasticos. Sin embargo, llegados a este

punto, es interesante analizar si la posiciéon y/o la velocidad de la particula browniana

11



tienen caracter markoviano, a fin de utilizar el marco teérico anteriormente introducido
para la descripcion del proceso fisico de una manera justificada.

Supongamos en primer lugar una escala de tiempo que nos permite realizar una serie
de medidas de la velocidad de la particula. Para facilitar la discusion, se considerara el
problema monodimensional. Cuando la particula viaja en una determinada direccién con
velocidad V', esta sufrird en promedio més colisiones en la direccién de movimiento que en
la opuesta, por lo tanto la probabilidad de que se produzca una variacion de la velocidad
AV en el siguiente intervalo de tiempo At depende de V', pero no de la velocidad en
instantes de tiempo anteriores. Esto nos lleva a afirmar que, en dicha escala de tiempo, la
velocidad de la particula browniana constituye un proceso de Markov.

Sin embargo, las observaciones experimentales del movimiento de la particula brownia-
na no parecian corresponderse con la descripcion del movimiento detallada en el péarrafo
anterior. Segiin Einstein y Smoluchowski, esto se debia a que entre dos registros expe-
rimentales sucesivos de la posicién se habian producido un ntmero enorme de cambios
en la velocidad de la particula. Dicho de otra manera, la escala de tiempo del registro
experimental de la posicion de la particula era mas gruesa que aquella en la que se produ-
cen los cambios de velocidad, dando tiempo a esta a realizar numerosas excursiones entre
medida y medida. Este razonamiento permite afirmar que los distintos desplazamientos
observados son independientes entre si, dotando a la posicién de un caracter markoviano,
eso si, sobre una escala de tiempo mayor que la de la velocidad. En esta escala de tiempo,
la velocidad instantanea ‘real” de la particula no juega ningin papel ya que, entre dos
posiciones, ha tomado un sinfin de valores dispares.

Entender este ultimo aspecto es fundamental, ya que un proceso puede o no considerarse
de Markov dependiendo de la variable de interés y de la escala temporal sobre la que

estemos trabajando.

2.5. Ecuacién maestra

Si bien la ecuacion de Chapman-Kolmogorov (2.3.4) permite caracterizar un proceso
de Markov, se trata de una ecuacion integral que es dificil de tratar. Por ello, en su lugar
usaremos la ecuacién maestra, que es una ecuacion diferencial equivalente pero més facil

de manejar y relacionar de forma directa con procesos fisicos concretos. Para obtenerla,

12



estudiaremos la ecuacion de Chapman-Kolmogorov en el limite en que la diferencia de
tiempos dt es pequena.
Partimos pues de la ecuacion (2.3.4), haciendo los cambios de notacion y3 — y, t3 —

t+dt; yo = ', ta = t; y1 — Yo, t1 — to tenemos

Pii(y,t + dt|yo, to) = /dy/ Pip(y, t + dtly', t) Pua (', tlyo, to)- (2.5.1)

Considerando que dt es pequeno, el primer término del miembro de la derecha de (2.5.1)

se puede desarrollar en serie de Taylor,

OP(y, 'ly', t)
ot

y truncar el sumatorio al primer orden en dt. El segundo término del miembro derecho

Pui(y,t+dtly' t) = Pin(y, tly',t) + dt +0 (dt?), (2.5.2)

t'=t

de la ecuacion (2.5.2) tiene dos posibles interpretaciones dependiendo del par (y, ¥'):

0Py (y,t'y's1)

50 representa la probabilidad de transicion por

t'=t
unidad de tiempo del estado 3’ al estado y, que representaremos con la notaciéon

W(yly').

2. Si, por el contrario, y = y' entonces

1. Si y # y entonces

0Py 1 (y.t'y;t)

57 es la probabilidad por unidad
t

de tiempo del estado 3’ para migrar al resto de etst_ados accesibles del sistema. Ma-
tematicamente se puede representar en términos de la probabilidad de transicion
como — [dy" W(y"|y').

Teniendo esto en cuenta, podemos reescribir la derivada parcial como

8P1|1(y7 t,|yl7 t)
ot

e introducirlo en la ecuacion (2.5.2). Ademés, como Py (y,t|ly’,t) = é(y — y') resulta que

=Wyly) =y —y) /dy” W(y"ly"), (2.5.3)

t'=t

podemos escribir de forma alternativa

Pip(y, t+dtly',t) =0y —y') (1 - dt/dz/’ W(y”!y’)> + dt W (yly'), (2.5.4)

cuyos términos admiten una interpretacion clara:
1. dt W(yl|y') es la probabilidad de migrar al estado y partiendo del estado 3’ en el
intervalo de tiempo dt.
2. 1—dt [dy" W(y"|y) es entonces la probabilidad de permanecer en el estado 3’ en
el mismo intervalo de tiempo, ya que esas son las dos situaciones posibles.
Sustituyendo la ecuacion (2.5.4) en (2.5.1), realizando las integrales de las deltas y teniendo

en cuenta que

OP11(y, tlyo, to)  Prin(y,t + dt|yo, to) — Pip(y, tlyo, to)
ot B dt ’

13



se alcanza la ecuacion maestra

0P (y, t|yo, t ) . , /
11<8t| 0, to) :/dy (W (yly')Pup (' tlyo, to) — W (o |y) Pun (o, tlyo, )], (2.5.5)

que es una ecuacion de pérdida y ganancia de probabilidad. Esta ecuacién viene comple-
mentada por la condicion inicial Py1(y, tolyo, o) = 0(y — yo)-
No obstante, es habitual encontrar la ecuacion maestra (2.5.5) escrita para la P, en vez

de para la P, esto es,

OP(y,t)
ot

— [ Wl P 0) ~ W) Pt (25.6)
donde por brevedad prescindimos del subindice de la distribuciéon P;. Dada la ecuacion
(2.5.5), la ecuacion (2.5.6) es una consecuencia directa al introducir la regla de Bayes
(2.2.4) e integrar para todo yo. La condicién inicial para la ecuacién maestra escrita para
Pi(y,t) ya no es una delta de Dirac sino una funciéon arbitraria P;(y,to) = Po(y), que
indica la distribucioén inicial de la VE Y en el sistema fisico bajo estudio.

Hemos presentado el marco teérico de procesos estocésticos en el contexto de sistemas
cuyos estados forman un continuo. También es posible estudiar, de modo anéalogo, sistemas
con estados discretos. En ese caso, denotamos por p,(t) a la probabilidad de que el sistema

esté en el estado discreto n en el tiempo ¢. La ecuaciéon maestra presenta la forma

dp,(t)
dt

=D AW () = W pa(1)} 4 (2.5.7)

donde la estructura de ecuaciéon de pérdida y ganancia de probabilidad es aiin més evi-
dente. Notese que el subindice nn’ indica que se viaja desde el estado de partida n’ hasta
el de llegada n. La ecuaciéon maestra no es mas que la ecuacion de continuidad para la
probabilidad, que rige la evolucién de un sistema gobernado por leyes estocésticas. El
primer término del miembro de la derecha de (2.5.7) representa el ingreso de probabilidad
en el estado n desde el resto de estados posibles n/, y el segundo término es la pérdida
de probabilidad del estado n al resto de estados n'. Los casos en los que n’ = n en el

sumatorio se anulan.
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2.6. Ecuacion de Fokker-Planck y su aplicacién al mo-

vimiento browniano

La ecuacion de Fokker-Planck, que sera el punto de partida en la mayoria de situaciones
estudiadas en este trabajo, puede obtenerse como un caso limite de la ecuaciéon maestra
para describir procesos de Markov “continuos”. En estos procesos, los posibles saltos de la
VE Y son “pequenos”; es decir, la probabilidad de transiciéon es no nula solo entre estados
que estan muy cerca. Para deducir la ecuacién de Fokker-Planck, precisamos de realizar
algunas manipulaciones e hipotesis previas:

1. Expresamos la probabilidad de transicion por unidad de tiempo entre los estados y

e ¢y como una funcion del estado de partida ¥’ y de la amplitud o tamano del salto,

es decir,
Wyly) =W'sr), r=y-y. (2.6.1)

2. Asumimos que sblo son probables las transiciones de pequena amplitud. Esto es, la
probabilidad de transicion W (y';r) es una funcién picuda en torno a r = 0, pero
tiene una dependencia suave con 3. Mateméaticamente esto se puede expresar como

que existe un 6 > 0 tal que,

W(y';r)=~0, si |r]>34, (2.6.2)

Wy + Ay;r) =~ W(y'sr), si Ayl <. (2.6.3)

3. Por ultimo, consideramos que la solucién P(y,t) en la que estamos interesados tam-
bién tiene una dependencia suave con y, en el mismo sentido de la ecuacion (2.6.3).
Teniendo en cuenta la ecuacion (2.6.1), podemos reescribir la ecuacion maestra (2.5.6)

y desarrollar hasta el segundo término del desarrollo de Taylor en torno a ¢y = ¥, o

equivalentemente r = 0; tras algunas manipulaciones se obtiene la ecuacion de Fokker-

Planck

P L )Pl 0]+ s [aa) Pl 0, (26.4)
donde
wi)= [ drrwin (26.5)

se denomina momento de salto de orden v por unidad de tiempo.
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Es habitual escribir la ecuacion (2.6.4) expresando los momentos de salto por unidad

de tiempo como A(y) = a1(y) y B(y) = a2(y), es decir,

oP(y,t) 0 [A(y) Py, t)] + %aa_yz [B(y)P(y,1)]. (2.6.6)

ot oy
Al primer término de la ecuacion (2.6.6) se le suele denominar término de transporte,
conveccion o deriva, mientras que el segundo término suele ser conocido como término de
difusion o fluctuacion. La ecuacion de Fokker-Planck también gobierna la evolucion de la
probabilidad de transicion Py (y, t|yo, to) tomando como variables (y,t), fijadas (yo, ?o)-
Por ello, a menudo se le denomina ecuacién Fokker-Planck “Forward”, ya que describe la
evolucion hacia delante en el tiempo.
Al igual que veiamos con la ecuacién maestra, la ecuacion (2.6.6) no es mas que una
ecuacion de continuidad o de conservacion de la probabilidad, lo que se hace méas evidente

si la reescribimos como

OP(y,t)  0J(y,t)

T T (2.6.7)
Hout) = AP0 - 55 BP0, (268)

donde J(y,t) es la corriente de probabilidad. Si integramos a ambos lados de (2.6.7) en

todo el rango de y, obtenemos la forma integral de la ecuacion de continuidad

9 [+
! /Oo dy P(y,t) = J(—o0,t) — J(+00,1). (2.6.9)
Salvo que se diga lo contrario, consideraremos que el rango de y es todo R. Para completar
del todo la definicién del problema, debemos concretar las condiciones de contorno. Mien-
tras que no se explicite de otra forma, consideraremos las denominadas condiciones de
contorno naturales, J(—oo,t) = J(+00,t) = 0, Vt. Aseguramos asi que no hay sumideros
ni fuentes de probabilidad en los bordes y, por tanto, garantizamos la conservacion de la
probabilidad en todos los instantes de tiempo.

La ecuacion de Fokker-Planck (2.6.6) presenta principalmente dos ventajas frente a la
ecuacion maestra (2.5.5). La primera es que es una ecuacion diferencial para la proba-
bilidad en lugar de una ecuacién integro-diferencial y, si bien s6lo se puede encontrar la
solucion explicita en algunos casos concretos, sigue siendo mucho més sencilla de tra-
tar. La segunda es que no es necesario el conocimiento de la probabilidad de transicion

W (yly'), lo que involucraria en la practica un conocimiento profundo del proceso estocas-

tico subyacente. Por el contrario, basta con conocer las funciones A(y) y B(y), que como

16



veremos a continuacion, se pueden deducir a partir del conocimiento fenomenoldgico del
sistema fisico concreto que estudiemos.

Supongamos que tenemos una magnitud fisica Y que evoluciona siguiendo un proceso
de Markov. Tomemos un intervalo de tiempo pequeno para que esta magnitud no pueda
cambiar mucho en dt, pero lo suficientemente grande como para que se cumpla la propiedad
de Markov (2.3.1). En este intervalo de tiempo, su valor cambiara en una cierta cantidad
Ay, que es aleatoria. Por tanto, se pueden construir los primeros n momentos de salto

Cco1mo

+oo
((Ay)") = /_ dy (y — yo)" P11 (y, to + dt | yo, to), (2.6.10)

o

donde yy representa el estado en el que se encuentra el sistema en el instante ¢y y desde
el que se produce la transicion. Admitiendo que la probabilidad de transicion Py, verifica
la ecuacion de Fokker-Planck, desarrollando en serie de Taylor hasta primer orden en dt

como en la ecuacion (2.5.4), y evaluando las integrales, llegamos a que

(Ay) = A(yo) dt,  ((Ay)?) = B(yo) dt. (2.6.11)

De esta manera, la informacion del sistema en un intervalo de tiempo pequeno dt nos sirve
para determinar los coeficientes A(y) y B(y). La ecuacion de Fokker-Planck asi obtenida,
rige la evolucion del sistema para cualquier tiempo. Podemos entender esta conexion
entre el comportamiento para tiempos cortos y largos como una consecuencia del caracter
markoviano del sistema.

Utilizaremos ahora el marco tedrico desarrollado para afrontar el problema del movi-
miento browniano. Comenzamos estudiando el movimiento browniano sobre una escala
de tiempo tal que la posicion de la particula browniana puede considerarse como un pro-
ceso de Markov. Por simplicidad, estudiamos el problema en el caso monodimensional, y
denotamos mediante X a la posicion de la particula browniana. La particula esta inmersa
en un fluido en equilibrio a la temperatura T, de manera que en ausencia de campo ex-
terno la distribucion de los posibles desplazamientos AX (i) no depende de su posicion X
(homogeneidad), y (ii) es simétrica alrededor de AX = 0 (isotropia). Por tanto, tenemos
que

(AX) =0, {((AX)?) = cte, (2.6.12)

por lo que, empleando la ecuacion (2.6.11), deducimos que

A(z) =0; B(x) = B, (2.6.13)



Sustituyendo estos resultados en la ecuacion (2.6.6), resulta

OP(x,t) @5’2P(x,t)
ot 2 0x2

(2.6.14)

que es la ecuacion de Fokker-Planck para el movimiento browniano. Incluso sin resolver
la ecuacion podemos extraer una conclusion importante, y es que la ecuacion (2.6.14)
presenta la misma forma que la ecuacion de difusion [3]|, habitual en el contexto de la
fisica macroscopica,

00 0?0

donde D es el coeficiente de difusion y © la concentracion de la sustancia. Que exista esta
equivalencia es razonable, ya que el movimiento browniano de una particula dentro de un
fluido es realmente un proceso de difusion, y por tanto, ambos fenémenos estan regidos

por la misma ecuaciéon. En consecuencia, existe una relacion directa entre los coeficientes

de las ecuaciones (2.6.14) y (2.6.15),
By = 2D. (2.6.16)

Recordando ademas que By esta expresado en términos microscopicos mediante la ecua-

cion (2.6.11), llegamos a la primera relacion de Einstein para el movimiento browniano

. ((AX)?)
D=0 (2.6.17)

que relaciona la constante macroscopica y experimental D con los saltos microscopicos de
la particula. La conexion con la ecuaciéon de difusion, permite llegar a una forma final de

la ecuacion de Fokker-Planck para el movimiento browniano

OP(x,t) DazP(x,t)

ot 02

(2.6.18)

Este sera el modelo béasico que utilizaremos en nuestro trabajo, al cual se le anadira un

ingrediente adicional: el concepto de reseteo estocastico.

2.7. Ecuacion de Fokker Planck “Backward”

También es posible deducir la denominada ecuaciéon de Fokker-Planck “Backward”, que
no es mas que una ecuacion diferencial para la probabilidad, pero donde se toman como

las variables del problema la posicién y tiempo iniciales. Se puede obtener esta ecuacion
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de diversas maneras, aqui lo haremos a partir de la ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov

(2.3.4). Derivando toda la expresion respecto al tiempo intermedio t; obtenemos

8P1|1(y7t’y07t0) . 0

o, = 6—751/053/1 Pi1(y, tlys, t1) Pu(ya, ti]@o, to). (2.7.1)

La derivada en el miembro derecho de (2.7.1) puede entrar dentro de la integral, dando

lugar a

P (y1, t1|yo, to)

OP11 (y1, t1|yo, to)
oty

0P (y, tyo, to) :/d 0P (y, tlyi, th)
ot 4 ot

+Pip (Y, tly, 1) (2.7.2)

Teniendo en cuenta que P; cumple la ecuacion de Fokker-Planck “Forward”, podemos
sustituir la ecuacion (2.6.6) en (2.7.2) e integrar por partes, considerando las condiciones
de contorno pertinentes. Por tltimo sélo restaria hacer tender ¢, a ty, llegando finalmente
a la ecuacion de Fokker-Planck “Backward”

B 8P1|1(y,t]yo,t0)

0P (y, tlyo,t0) 1 O*Pi(y, tyo, to)
Oty '

-B
Yo * 2 (o) Y5

= A(wo)

(2.7.3)

La ecuacion (2.7.3) sera de utilidad en el siguiente capitulo cuando introduzcamos los
conceptos de probabilidad de supervivencia y tiempo de primer paso, dos magnitudes de

gran interés a la hora de estudiar el problema de primer paso en procesos estocasticos.

2.8. Ecuacion de Langevin

Desde el comienzo de este trabajo, nos hemos concentrado en tratar de caracterizar un
proceso estocastico por medio de su densidad de probabilidad P(y,t) asociada. Encontra-
mos que esta distribucion, en el caso de procesos de Markov continuos, debe cumplir la
denominada ecuacion de Fokker-Planck (2.6.6), donde las funciones A(y) y B(y) se con-
cretan para una situacion fisica particular. Sin embargo, cabe preguntarse si existe algin
tipo de ecuacion diferencial para el propio proceso de Markov Y (¢). La respuesta corta
es que si existe dicha ecuacion, solo que no en el sentido habitual de ecuacion diferencial.
Este es el fundamento de un marco teérico relativamente nuevo de las matematicas, que
se denomina teoria de ecuaciones diferenciales estocésticas [5].

Una forma de deducirla, es estudiar la VE de salto Ay = Y (¢t + dt) — Y (¢) en el limite

dt — 0. Sin ahondar en el tecnicismo, nos restringiremos aqui a dar la conexién entre la

19



descripcion para distribuciones y la descripcion de ecuacion diferencial estocastica, que
puede encontrarse por ejemplo en el capitulo 3 del manual de Gillespie [6]. En particular,
usaremos el formato en diferencias discretas, es decir evitaremos escribir la derivada de
forma explicita cuando escribamos la ecuacion diferencial estocastica. La descripcion en
forma de ecuacion en diferencias de un proceso estocastico que verifica la ecuacion de

Fokker Planck anteriormente deducida se reduce a
dy = € (Bdt)"* + A(y)dt, (2.8.1)

donde nos estamos restringiendo al caso en que B no depende de y, como sucede en la

difusion.? La ecuacion (2.8.1) puede reescribirse
y(t+dt) = y(t) + € (Bdt)""* + A(y)dt, (2.8.2)

donde ¢ es una VE gaussiana con valor medio nulo y varianza unidad. La ecuacion (2.8.2)
se denomina ecuacion de Langevin, y constituye una forma equivalente de definir el proceso
de Markov continuo Y'(¢) a la ecuacion de Fokker-Planck (2.6.6). En el caso difusivo, (2.8.2)
adopta la forma

z(t + dt) = z(t) + £(Ddt)">. (2.8.3)

Dado que hemos planteado la ecuacién de una forma algo heuristica, vamos a compro-
bar que efectivamente podemos reobtener la ecuacion de Fokker-Planck partiendo de la
ecuacion (2.8.3). En concreto, expresamos la probabilidad en el instante ¢ + dt como
+o0
Plat +dt) = / de Po(€)P(x — £(Ddt)V2 1), (2.8.4)

—0o0

donde se promedia sobre todas las posibles valores de la VE &, a través de su distribucion

P=. Realizando un desarrollo de Taylor en (dt)'/?,
+00
Pla,t +dt) :/ d P=(€)
OP(x,t) E20?P(x,t)
— 1277 \0 ) A Sl
[P(x,t) (Ddt)*/=¢ e + Ddt B2 +...0, (2.8.5)

que en el limite dt — 0 nos permite recuperar la ecuaciéon de Fokker-Planck difusiva

(2.6.14), lo que conecta los dos enfoques del problema.

3Cuando B depende de v, la conexién entre las ecuaciones de Langevin y Fokker-Planck es més sutil,

pero esta sutileza no es necesaria para nuestro trabajo.

20



La ecuacion de Langevin serd empleada en el apartado de simulaciones numéricas,
debido a que constituye una forma directa de construir trayectorias de un proceso de
Markov continuo y, por lo tanto, de estimar los momentos de dicho proceso, asi como su

densidad de probabilidad.
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Capitulo 3

Reseteo estocastico en procesos

difusivos

Una vez establecidos los aspectos mas fundamentales de la dindmica browniana, vamos
a considerar un ingrediente adicional que actuard sobre la particula difusiva. Este es el
reseteo estocastico. Como su nombre indica, el reseteo consiste en regresar a un estado
concreto cada cierto tiempo. Por simplicidad, tomaremos que el reseteo sucede de forma
instantanea. La frecuencia con la que se producen estos eventos de reseteo es aleatoria, y
sigue una cierta distribuciéon de probabilidad. En este trabajo, vamos a concentrarnos en
el caso en el que esta distribucion sea poissoniana, esto es el ritmo de reseteo es constante
en el tiempo, siguiendo los primeros trabajos de Evans y Majumdar |7], que sentaron las

bases del reseteo estocéastico.

3.1. Difusién con reseteo poissoniano

Consideramos el problema de la dindmica de una particula browniana monodimensional
con posicion inicial xg en el instante ty = 0 y coeficiente de difusion D. Anadimos a este
modelo la posibilidad de reiniciar la posiciéon a un punto fijo z,.! Dicho reseteo aleatorio
sucede a un ritmo con una tasa constante r. El problema de difusién con reseteo poisso-
niano constituyoé el primer modelo con reseteo estocéstico en un marco teérico moderno

en el contexto de procesos estocasticos. Esta primera semilla ha motivado en la actualidad

'En principio z¢ y «, pueden ser distintos, pero por simplicidad en los calculos serd conveniente

establecerlos iguales mas adelante.
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multitud de generalizaciones y aplicaciones [§].
En esta situacion, la posicion de la particula en un instante ¢, x(t), puede actualizarse

en un pequeno intervalo de tiempo dt a

x(t + dt) = x,, con probabilidad r dt,

= x(t) + £(Ddt)"/?,  con probabilidad (1 — 7 dt). (3.1.1)

La densidad de probabilidad para la particula de estar en la posicién x en el instante ¢,
comenzando inicialmente en xy en el instante ¢ty = 0, y con reseteo a la posicion x,., puede
escribirse como Pyji(z,t|zo; ;). Por brevedad en la notaciéon introduciremos la ecuacion
de evolucion para la probabilidad a un tiempo P(z,t), la equivalente a la ecuacion (2.6.6),
en lugar de para la probabilidad condicionada. Cuando el contexto sea lo suficientemente
claro, omitiremos la dependencia con xg y .

La ecuacion de evolucion para P(x,t) se puede obtener facilmente a partir de la ecuacion

(3.1.1) promediando sobre los posibles eventos en el intervalo dt, lo que conduce a

P(x,t+dt) =rdt §(x — x,) /+OO dx’ P(x',t)
(1 —rdt) /ﬁo dé P=(€)P(x — £(Ddt)"/2,1). (3.1.2)

El primer término del miembro de la derecha indica que, si el reseteo ocurre, la posicion de
la particula sera x,., con independencia de la posicién en la que estuviera. Adicionalmente,
el factor de la integral de P, seria innecesario (por ser idénticamente igual a la unidad) al
considerar condiciones de contorno naturales. Sin embargo, dicha integral es indispensable
al considerar condiciones de contorno absorbentes, ya que solo las particulas que han
evitado ser absorbidas contintian evolucionando. El segundo término, contribuye con una
integral sobre todas las posiciones desde las que ha podido difundirse la particula hacia
la posicion z en el ultimo intervalo dt, como sucedia en la ecuacion (2.8.4). Al desarrollar

en serie de potencias de £(Ddt)/?, el integrando de (3.1.2) da como resultado

P(z,t+dt) =rdt §(x — z,) /+00 da' P(2',t) + (1 — rdt)
too OP(x,t E20%P(x,t
X / ) dé P=(€) [P(x, t) — (Ddt)mﬁ% + Ddtg% +

(3.1.3)

Reteniendo solo los términos de primer orden en dt y realizando las integrales, en el limite

23



dt — 0, obtenemos

—rP(x,t) +ro(z — x,) /+<><> dr' P(2',t), (3.1.4)

—0o0

OP(z,t) D82P(x, t)

ot ox?

con condicion inicial P(x,0) = §(x — xp). El primer término del miembro derecho de la
ecuacion (3.1.4) es el término difusivo, que ya aparecia en la ecuacion de Fokker-Planck
(2.6.18). El segundo término representa la pérdida de probabilidad en x debido al reseteo
a la posicion x,. Y el ultimo término corresponde a la ganancia de probabilidad en z,
debido al reseteo desde todas las posibles posiciones de la particula. Como es natural, si
integramos (3.1.4) para todo x, obtenemos la conservacion de la probabilidad, siempre y
cuando tengamos condiciones de contorno naturales, es decir, corriente de probabilidad
nula en los extremos.

De nuevo, podemos deducir una ecuacion de Fokker-Planck “Backward” siguiendo un
procedimiento similar al empleado en la seccion 2.6, sélo que ahora le exigimos a la
probabilidad Py (x, t|xo, o) que cumpla la ecuacion (2.6.18). En consecuencia, se obtienen

dos integrales adicionales, que al efectuarlas dan lugar a

_ 8P1‘1(£U, t|IL’0, to) . D82P1|1(.T, t|$‘0,t0)

8150 8:10(2)

— rPy(z, t|zo, to) + rPip(x, t|a,, to). (3.1.5)

Adicionalmente, es posible aplicar la propiedad

_ 8P1‘1(:1:,t|:v0,t0) _ 8P1|1(l‘,t|$0,t0)
Oty ot

(3.1.6)

que proviene de la invarianza frente a traslaciones temporales de nuestro sistema, es decir,
la funcion Pyji (z,t|xo, to) es funcion del tiempo a través de ¢ —ty. Por lo tanto, la ecuacion
“Backward” para la particula difusiva bajo reseteo estocastico se puede reescribir de la

forma

8P1|1($,t|l'0) D82P1|1(.Z',t’l'g)

5 o2 — Pz, tlxe) + rPip(x, t|z,), (3.1.7)
donde hemos suprimido la dependencia con el tiempo inicial ¢y, ya que es constante y
conocido. Cabe destacar que esta ecuacion diferencial tiene un término local. Se trata del
término de ganancia debido al reseteo, ultimo término del miembro derecho de la ecuaciéon
(3.1.7), que indica que existe una contribucion para todo = proveniente de X,..

La ecuacion (3.1.7) es comtnmente empleada para introducir el problema del tiempo

de primer paso. El tiempo de primer paso T'(z¢) se define como aquel empleado por

un proceso estocastico para abandonar un determinado intervalo [a, b], partiendo de una
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posicion inicial zy € [a, b]. Notese que el tiempo de primer paso es una variable estocastica.
La forma en la que esta magnitud se conecta con la ecuacion (3.1.7) es por medio de la

denominada probabilidad de supervivencia

b
Q(mo,t):/ dx P (@, t|xo). (3.1.8)

Su significado es sencillo: si la particula parte de la posicion zg en to = 0, Q(xo,t) es la
probabilidad de que, para el instante ¢, haya permanecido en el intervalo [a, b]. Al definirse
como una integral de Py (z,t|zo,t0), Q(x0,t) también obedece la ecuacion “Backward”

(3.1.7),
a@(l'o,t) . D82Q<$0,t)
ot Oxl

—1rQ(xo,t) + 1Q (), 1), (3.1.9)

con condicion inicial Q(zy,0) = 1y condiciones de contorno adecuadas. En particular, las
condiciones de contorno absorbentes son relevantes en este contexto. Si existe un punto
absorbente en = = a, tendremos que Q(a,t) = 0 para t > 0.

Teniendo toda esta informacién en consideracion, la probabilidad de que el tiempo de
primer paso esté comprendido entre t y t 4 dt es igual al decrecimiento de la probabilidad
de supervivencia entre esos dos mismos instantes, que matematicamente se expresa como

B 8@(3:0, t)

Pr(zo,t) dt = Q(zo,1) — Q(mo, t + dt) = o

dt, (3.1.10)

siendo Pr(zg,t) la densidad de probabilidad de la VE tiempo de primer paso.

3.2. Evolucién temporal de la densidad de probabilidad

El procedimiento mas evidente para encontrar la evolucién temporal de nuestro sistema
es tratar de resolver la ecuacion (3.1.4). Sin embargo, los sistemas con reseteo tipicamente
admiten una forma mas sencilla e intuitiva de llegar a una solucién, tal y como veremos
a continuacion. Se trata de obtener la evolucion del sistema bajo reseteo a partir de la
evolucion “natural” en ausencia de reseteo.

El primer paso es deducir la probabilidad en ausencia de reseteo (r = 0), esto es,

el propagador de la particula difusiva, que denotaremos por Py(z,t|zg).> Esta funcién

2El subindice 0 indica la ausencia de reseteo dentro de la notacion simplificada de la P, y no hay que
confundirlo con el subindice empleado al inicio del trabajo, donde este indicaba el nimero de variables

de las que dependia la densidad de probabilidad.
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satisface la ecuacion (2.6.18) con condicion inicial Py(z,0|zg) = d(z — x¢) y condiciones

de contorno naturales. Su solucién es la gaussiana

Py(x, t|z0) = exp [_M] . (3.2.1)

1

(47 Dt)1/2 4Dt

La solucién para el caso difusivo en presencia del reseteo poissoniano, solucién de la
ecuacion (3.1.4), es expresable en términos de la expresion (3.2.1), teniendo en cuenta que
se pueden plantear dos situaciones:

1. Cuando se alcanza el instante t, la particula no ha sufrido ningin reseteo.

2. La particula alcanza el instante ¢t habiendo sufrido el tltimo reseteo en el instante
3

TT=1—T.

Para el reseteo poissoniano, con tasa r, la probabilidad de que no se hayan producido

rt rT

eventos de reseteo para el instante t es e, siendo la distribucién exponencial re~
la densidad de probabilidad de que el tltimo reseteo se haya dado hace un tiempo 7.

Teniendo en cuenta esto, la solucion general de (3.1.4) se puede escribir como
t
Pla, tlne) = e~ Po(a, o) + / dr o Py, 7|, (3.2.2)
0

donde en la integral del miembro derecho se estan teniendo en cuenta todos los instantes
7; en los que se puede producir el dltimo reseteo, yendo desde 7; = ¢ hasta 7, = 0. Las tra-
yectorias que tienen el ultimo reseteo en ese instante, contribuyen a la densidad total con
un término de difusién pura que parte de la posicion de reseteo x, como condicion inicial.
La ecuacion (3.2.2) serda mencionada de aqui en adelante como ecuacion de renovacion.
Obtenida la ecuacion de renovacion, que describe la evolucion temporal del sistema, nos
centramos en analizarla en detalle y estudiar sus implicaciones. Comenzamos por destacar

que el sistema evoluciona hacia un estado estacionario, es decir,

Py(x) = tlggo P(z,t) = r/(foo dr e " Py(z, T|x,). (3.2.3)
Notese que la tnica contribucion al estado estacionario proviene del segundo término de
la ecuacion (3.2.2), lo que significa que en el estado estacionario todas las posibles trayec-
torias de la particula han sufrido al menos un reseteo. Esto provoca que la dependencia

de P,; con la posicion inicial z( se pierda. Por otro lado, la densidad de probabilidad en el

estado estacionario es proporcional a la transformada de Laplace (donde r juega el papel

3S6lo es necesario tener en cuenta en qué instante se produce el tltimo reseteo, ignorando cualquier

otro previo.
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del conjugado del tiempo) del propagador en ausencia de reseteo. Esta propiedad es una
consecuencia directa del caracter poissoniano del reseteo.
Para evaluar la integral en (3.2.3), haremos uso de la identidad (ecuacion (3.417.9) de

la referencia [9])

/Om dr e 77 =2 (g)m K., (2\/5_7> : (3.2.4)

donde K, es la funcion de Bessel modificada de segunda especie de orden .. Comparando

las ecuaciones (3.2.4) y (3.2.3), observamos que para nuestro caso particular

ﬁ:(mi—gry; y=r, a=1/2. (3.2.5)

Para el valor del iltimo parametro «, la funciéon de Bessel modificada de segunda especie

adopta la forma |[§]

Ky o) = ( T >1/2 e Y. (3.2.6)

2y
Empleando (3.2.5) y (3.2.6), resolvemos la integral de (3.2.3) y finalmente obtenemos

20 g=aole—z| (3.2.7)

Pst(x) = 9 )

r\1/2
donde ag = (—) es una constante con unidades de inversa de longitud. Esta magnitud

D
define una escala espacial caracteristica del sistema, del mismo modo que r define una
escala temporal. La existencia de escalas caracteristicas en nuestro problema nos permite
adimensionalizar la ecuacion (3.1.4), y ver de forma mas clara como influyen estos pa-
rametros en la dindmica del problema. Definimos entonces la densidad de probabilidad

adimensionalizada P(Z,1) = ag! P(x,t), con & = ag (x — z,) y T = rt, que verifica

oP(i,t)  PP(,1) . N
5 - o9 P(z,t)+0(2). (3.2.8)

Comparando (3.2.8) con (3.1.4) nos percatamos de que, usando las escalas de espacio
y tiempo caracteristicas introducidas, el comportamiento del sistema es universal, inde-
pendiente de los parametros r, D. La adimensionalizacion simplifica a nivel extremo el
problema en este caso. La version adimensional del estado estacionario expresado en la
ecuacion (3.2.3) pasa a ser

Py (%) = Lot (3.2.9)

A partir de este momento, y hasta que se diga lo contrario, trabajaremos con magnitudes

adimensionales, eliminando las tildes por comodidad. La distribucién de probabilidad en el
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Figura 3.1. Distribucion de equilibrio de la particula browniana con reseteo poissoniano.

estado estacionario (3.2.9), representada en la figura 3.1, se caracteriza por un decaimiento
exponencial a ambos lados de la posiciéon de reseteo x,., lo que origina una discontinuidad
de la primera derivada en ese mismo punto. Esta caracteristica es sintoma de que el estado
alcanzado es estacionario, pero no de equilibrio, lo que se manifiesta en que la corriente de
probabilidad estacionaria debido al reseteo es no nula. Si bien por una parte existen flujos
de probabilidad difusivos que tienden a neutralizarse punto por punto, constantemente
y de forma aleatoria, se genera otro flujo debido al reseteo hacia la posicién z, desde
cualquier otra posicion = # x,, que impide que se lleguen a compensar las corrientes de
probabilidad debidas a la difusion.

Una vez deducida y analizada la soluciéon en el estado estacionario de no equilibrio
(NESS, del inglés “Non Equilibrium Steady State”), vamos a entender como el sistema
relaja a ese estado, completando asi el analisis de la densidad de probabilidad para todos
los tiempos. Con este proposito, considerando que la posicion inicial y de reseteo coinciden,

comenzamos por reescribir la ecuacion de renovacion (3.2.2) ya adimensionalizada como
o t®a/t)  41/2 1 g

+
vVAart vVAar Jo wl/2

donde se ha realizado el cambio de variable 7 = wt, y se ha definido

P(x,t) = e tRlwa/t), (3.2.10)

2
Y

P = —. 3.2.11

(w,y) = w + " ( )

La integral de la ecuacion (3.2.10) puede resolverse de forma aproximada mediante el

método de Laplace [10]. Este método aprovecha el hecho de que, si ® tiene un minimo w*,
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la funcion e t®®y)

varia exponencialmente en torno a ese punto, es decir, es una funciéon
picuda en torno a w*, por lo que el término dominante en la integral sera e **"¥) Dicha
aproximacion mejorarda a medida que ¢ sea mas grande. Entonces en nuestra situacion,

para tiempos largos, manteniendo y = x/t fijo, el minimo de w*, si existe, se produce en

= =, 3.2.12
w 5 ( )

Llegados a este punto, se abren dos posibilidades: o bien w* esté contenido en el intervalo
[0,1], 0 bien w* > 1. En la primera situacion, al producirse el minimo dentro del intervalo
de integracion, la expresion (3.2.10) toma la forma P(x,t) ~ e *®@"2/t) donde ®(w*,y) =
ly|. Por otro lado, cuando w* > 1, la funcion ®(w,y) es mondétonamente decreciente en el
intervalo de integracion, alcanzando el valor minimo en el borde w = 1. Esto implica que
en dicho caso, los dos términos de la ecuacion (3.2.10) son del mismo orden, dando lugar
a P(z,t) ~ e 102/D con &(1,y) = 1 + y?/4. Estos resultados se pueden resumir en la
funcion

P(x,t) ~ e 1@/, (3.2.13)

donde la funcion I(y) es de la forma

Y] sifyl <y~
I(y) = 9 ; cony' =2 (3.2.14)

1+24 si|y| > y¥,
4

En vista de estos resultados, para ¢t grande pero finito, existe una region —y*t < x < y*t
donde la densidad de probabilidad es independiente de ¢, es decir, en ella se ha alcanzado
el NESS (en concordancia con la ecuacion (3.2.9)), mientras que en la regiéon exterior
|z| > y*t el sistema ain se encuentra en un régimen transitorio. Las fronteras entre estos
dos comportamientos, localizadas en los puntos x* = 4 y*t, avanzan a una velocidad y*, y
en ellas la ecuacion (3.2.14) presenta una discontinuidad, no en su primera derivada, sino

en la segunda (ecuacion (A28) de la referencia [11])

1
lim [1"(2" =) = I"(z" +¢)] = =, (3.2.15)

e—0

por lo que se esta produciendo una transiciéon de fase de segundo orden dinamica.
Esta particular situaciéon admite una interpretaciéon desde un punto de vista fisico, si
revisamos el significado de los dos términos de la ecuacion de renovacion (3.2.10). Para la

region exterior |z| > y*t, la densidad de probabilidad es del orden del primer término de
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(3.2.10), que recordando del principio del presente apartado, atribuiamos a aquellas tra-
yectorias que no habian sufrido reseteos para el instante ¢. Este estado es sumamente raro,
asi que las particulas que se hallen en esta zona habran descrito trayectorias inusuales. Por
lo contrario, las particulas que se encuentren en la zona donde se ha alcanzado el NESS
describirén trayectorias tipicas, que habran pasado por miltiples eventos de reseteo. La

separacion entre ambos tipos de trayectorias la aporta la funcion I(y).

3.3. Tiempo de primer paso

Consideramos ahora el problema de tiempo de primer paso para la particula difusiva en
el intervalo [0, +00), con punto absorbente en el origen y condiciéon de contorno natural
en infinito

Q(0,t) = lim 8,,Q(x0,t) = 0. (3.3.1)

Tp—+00
Notese que, al estar en infinito, la condicién asumida es que existe un valor asintotico
para la probabilidad de supervivencia.

Al final de la secciéon 3.1, ya habiamos visto que la densidad de probabilidad del tiempo
de primer paso estaba directamente relacionada con la probabilidad de supervivencia por
medio de la expresion (3.1.10). Sabiendo que la probabilidad de supervivencia cumple la
ecuacion (3.1.9), podemos inferir la densidad de probabilidad del tiempo de primer paso
y resolver el problema. Sin embargo, una forma mas intuitiva de abordar el estudio del

tiempo de primer paso (ademés de mas sencilla) es mediante su valor medio

(T(z0)) = /0 o (—%) , (3.3.2)

que integrando por partes, y asumiendo que tQ(xg,t) — 0 cuando ¢t — +o0, se reduce a

(T(o)) = /0 " O t). (3.3.3)

Cabe destacar, que utilizaremos escalas caracteristicas de espacio y tiempo diferentes a las
utilizadas en la seccién anterior, por lo que hemos vuelto a las ecuaciones con dimensiones
tal y como en el inicio de este trabajo. Integrando (3.1.9) respecto del tiempo, obtenemos
una ecuacion diferencial para el tiempo medio de primer paso (MFPT, del inglés “Mean
First Passage Time”)

d*(T (x0))

1=D
dxd

— (T (xo)) + (T (z,)). (3.3.4)
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Las condiciones de contorno se obtienen partir de las planteadas para la probabilidad de
supervivencia considerando la ecuacion (3.3.3), es decir,

(T(xg=0)) =0; lim (T(xg)) < +00. (3.3.5)

xo—+00

Al igual que en la seccion 3.2, es conveniente adimensionalizar las variables de nuestro
problema. Como en esta situacion estamos interesados en ver la dependencia del MFPT
con la tasa de reseteo r, vamos a introducir la adimensionalizacion de otra forma. Defini-
mos T = xg/x, y 7 = 7r, donde v = 22/D, que es un parametro con unidades de tiempo.
El MFPT adimensional entonces es (T'()) = (T(x)) /7. Por simplicidad obviaremos las
tildes en adelante, eso si, teniendo en cuenta que trabajamos con variables adimensionales.

Tras estas manipulaciones, el problema se replantea como

—1= % —r(T(z)) +r(T(1)), (3.3.6)
con condiciones de contorno
(T'(x =0)) = 0; mEr&(}(T((x» < +o0. (3.3.7)

Resolviendo (3.3.6) por el método de los coeficientes indeterminados, obtenemos la solu-

cion general del MFPT

L+ r(T(1)

(T(x)) = AeV™ 4 Be V™ + (3.3.8)

Aplicando la condicién de regularidad h/I_P (T'(x)) < 400, deducimos que A = 0, y
T—r+00

empleando (T'(z = 0)) = 0 fijamos la constante B al valor

B= _w. (3.3.9)
Finalmente, se obtiene
(T(z)) = w (1o, (3.3.10)

Para acabar de resolver el MFPT solo falta calcular calcular (T'(1)), lo que se hace forzando
la autoconsistencia de la ecuaciéon (3.3.10). En particular, puesto que consideramos que
la posicion de partida de la particula coincide con la posiciéon de reseteo, es precisamente

(T'(1)) el MFPT que buscamos,

(T) = (T(1)) = % (M - 1) . (3.3.11)
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Figura 3.2. Tiempo medio de primer paso frente a la tasa de reseteo r para x = 1. Claramente

(T') diverge en los limites de r — 0 y r — 400, alcanzando un minimo en r* ~ 2,54.

En vista de la ecuacion (3.3.3), el MFPT diverge en el limite de r — 0 como (T') ~ r~1/2,
Esta tendencia es esperada, ya que al anular la tasa de reseteo recuperamos la situacion de
difusion pura. En dicho contexto, la particula realiza largas excursiones alejada del origen,
comportamiento provocado por la extension de las colas de la distribuciéon gaussiana, cuya
anchura aumenta con el tiempo. De igual manera, (T") diverge para r — +00, ya que
disminuimos el tiempo que tiene la particula disponible entre reseteos para difundirse
hacia el punto absorbente.

Si (T') crece mondtonamente, al acercarse a los limites r — 0 y r — +o00, debe existir

un valor r* que minimice el MFPT (véase la figura 3.2), es decir,

d(T)
dr .

r=r

= 0. (3.3.12)

Esta condicion se reduce a la ecuaciéon trascendental

\/QT_ —1—c V7, (3.3.13)

cuya tnica soluciéon no nula es r* = [Wy(—2e72) + 2]2 ~ 2,54. La funciéon W} es la rama
principal de la funciéon W de Lambert, que se define de la forma siguiente: sea y = ze*, la
funcion W de Lambert es la funciéon inversa de y, es decir, z = W (y). La funcion W de
Lambert, de dominio y € [—1/e,400), no es siempre monovaluada, por lo que se define
separandola en dos ramas. La rama principal Wy, con y € [—1/e,+00), y W > —1; y la

rama alternativa W_, definida en el intervalo y € [—1/e,0) con W < —1.
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Capitulo 4

Simulaciéon numeérica

En este capitulo, empleamos el método de Monte Carlo para simular un nimero es-
tadisticamente significativo de trayectorias difusivas con reseteo poissoniano. Mediremos
magnitudes derivadas de interés, que seran comparadas con las predicciones teodricas co-
rrespondientes, deducidas a lo largo del capitulo anterior. Los codigos de MATLAB co-
rrespondientes a las simulaciones de este trabajo pueden encontrarse en los anexos [ y II

al final de este trabajo.

4.1. El método de Monte Carlo

Como ya hemos podido ver en secciones anteriores, las ecuaciones implicadas en la
caracterizacion de procesos estocasticos pueden ser tremendamente complejas desde un
punto de vista matematico, dependiendo del fendémeno fisico bajo estudio. Esto conlleva
que en la gran mayoria de situaciones no sea posible hallar una solucién analitica exacta,
por lo que es habitual el uso de métodos numéricos para obtener informaciéon sobre la
solucion de dichos problemas. Los métodos numéricos constituyen también un test muy
conveniente si se ha realizado alguna prediccion teoérica aproximada basada en alguna
simplificacion matematica, validando (o refutando) asi la teoria mediante comparacion
directa con la simulacion.

En procesos de Markov, un método ampliamente utilizado es el denominado método de
Monte Carlo. Este consiste en generar numéricamente una gran cantidad de realizaciones
{z;(t)} del proceso estudiado, siendo i el indice que etiqueta la trayectoria. Cada trayec-

toria esta constituida por una serie temporal z;(to), x;(t1), ... en los instantes g, t1,. ..,
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generada mediante un algoritmo, basado en la generaciéon de ntimeros pseudoaleatorios,
adecuado. Para procesos de Markov continuos, este algoritmo parte habitualmente de una
version discretizada de la ecuacion de Langevin (2.8.2), que en el caso de difusion con rese-
teo posissoniano toma la forma de la ecuacion (3.1.1). Para la implementacion numeérica,
simplemente se sustituye el diferencial de tiempo dt por un intervalo At, que debe ser
suficientemente pequeno como para garantizar el buen funcionamiento del algoritmo. Por
tanto, una posible implementaciéon del algoritmo es:

1. Establecer los valores de partida de las variables de posicién y tiempo, es decir, la
condicion inicial z(ty) = xo.

2. Escoger el paso de tiempo At para la integracion de las ecuaciones.

3. Generar un numero aleatorio. Dicho ntimero se compara con rAt. De acuerdo con
la ecuacion (3.1.1), si n > rAt, se realiza un paso de difusion. Si no, la particula se
resetea.

4. Si hay reseteo, actualizamos el proceso al valor x = x,.. En caso contrario, generamos
un nimero aleatorio ¢ distribuido de acuerdo a una gaussiana de media nula y va-
rianza unitaria N(0, 1), y actualizamos el proceso a = z+¢&(At)"/2. Indistintamente
del resultado, avanzamos un paso de tiempo, ¢t — ¢t + At.

5. Guardamos los nuevos valores del proceso y volvemos al paso 3 hasta finalizar la
simulacion.

Ahora bien, ;como generamos nimeros aleatorios para ejecutar los pasos 3 y 47 Comen-
zando por el tercer paso, la variable que decide si hay difusion o reseteo en cada instante
puede obtenerse a partir de una distribuciéon uniforme. Si tenemos una VE H, cuyos va-
lores se distribuyen de acuerdo a una distribucion uniforme Py(n) = 1 en el intervalo

n € [0,1], la probabilidad de que se encuentren en el intervalo [0, 7At] viene dada por

rAt
/ dn Py (n) = rAt. (4.1.1)
0

Por otro lado, la probabilidad de obtener un valor n dentro del intervalo complementario
[rAt, 1] es 1—rAt. Por lo tanto, si generamos un niimero aleatorio uniformemente distribui-
do y su valor es inferior a rAt, actualizamos la posiciéon del proceso en z = x,, y si resulta
un valor mayor a rAt, realizaremos difusién de acuerdo a la regla x = = + £(At)Y/2. Este
procedimiento, aunque funcional, presenta un problema, y es la enorme carga de calculo
numérico que supone. Para r no muy altos, generamos una gran cantidad de nimeros

aleatorios que acaban dando lugar a la misma respuesta: el rechazo del reseteo. Una al-
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ternativa que reduce el nimero de extracciones de niimeros aleatorios, y que sera por la
que nos decantemos en este trabajo, es generar a priori el instante de tiempo donde se
produciré el reseteo, y realizar la difusion hasta alcanzar dicho instante. Si bien el niime-
ro de eventos de reseteo en un intervalo de tiempo sigue una distribucion de Poisson, el

tiempo entre reseteos sigue una distribucion exponencial de parametro r,
P(t)y=re™, t>0. (4.1.2)

Para generar niimeros aleatorios con esta distribucién de probabilidad, recurrimos al mé-
todo de la transformada inversa. Este consiste en generar ntimeros aleatorios y que siguen
una distribucion objetivo arbitraria Py (y) por medio de la generacion de nimeros aleato-
rios 7 uniformemente distribuidos en el intervalo (0,1). Consideramos la transformacion

de variables!
y=F(n). (4.1.3)
Teniendo en cuenta que nuestro objetivo es generar tiempos distribuidos por una expo-

nencial, tenemos que la funciéon de transformacion de variables debe verificar
t /
F(t) = / dt're™™ =1—e " =1-n, (4.1.4)
0

donde se ha tenido en cuenta que, si 77 es un ntimero uniformemente distribuido entre 0 y

1, también lo sera la variable 1 — 7. Despejando ¢ en términos de 7 llegamos a

() a1

De esta forma, generando ntimeros aleatorios uniformemente distribuidos entre 0 y 1,
somos capaces de generar una serie de niimeros aleatorios con la distribucién exponencial,
que constituiran los intervalos de tiempo que separan los instantes en donde se produce
el reseteo en nuestra simulacion.

Por otro lado, es habitual el uso de algoritmos predeterminados para la generaciéon de
numeros distribuidos con una distribuciéon normal, este serd nuestro caso. Sin embargo,
también existen formas alternativas de generarlos a partir de ntimeros uniformemente
distribuidos, como el método de Box-Miiller [6].

Una vez generadas las trayectorias estocéasticas, podemos estimar cualquier variable

dindmica del sistema numéricamente. En particular, nos interesara determinar valores

Una descripcién detallada e intuitiva de la logica detras de este método puede encontrarse en la

referencia [6].
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esperados
(X()n = % in(t), (4.1.6)

donde el subindice N indica el nimero de realizaciones sobre el que estamos realizando los
promedios. Debido precisamente a que N es un ntimero finito, realmente (X (¢))x es una
variable aleatoria, y por tanto esté sujeta a una incertidumbre. Si N es lo suficientemente
grande, el teorema del limite central nos garantiza que (X (t))y se comporta como una VE
distribuida de acuerdo a una gaussiana de valor esperado u = (X (t)) y desviacion estandar

o =0x/VN, con ox = /(X2(t)) — (X(t))2. Por ello, se puede estimar la incertidumbre

asociada a la medida del valor medio como
(X(1)) ~ (X(t)n £ ANTV2UXP()n — (X (1)3)"2 (4.1.7)

El pardmetro A es un niimero que marca el tamano de nuestro intervalo de confianza, es
decir, con cuanta probabilidad queremos afinar el resultado exacto de (X (t)). Nosotros
usaremos la eleccion habitual, A = 3, que hace que la probabilidad de obtener un valor
dentro del intervalo de confianza sea del 99,7 %.

También podemos usar los datos de simulaciéon para obtener numéricamente la distri-
bucion de probabilidad P(x,t). En principio, podemos estimar la probabilidad como una
relacion entre casos favorables y nimero total de casos, es decir p = Nyq/Niotar. Cuando
nuestra VE de estudio es continua, la forma de proceder es construir un histograma de
barras discretizando la variable en cajones de anchura Ax, de forma que la altura sobre
cada uno de estos cajones sera igual al nimero de valores resultado del muestreo por si-
mulacion que caigan en el intervalo, que denotamos por N (z, x + Ax), dividido por NAx,
de forma que

N(z,z + Ax)

volviéndose una igualdad en el doble limite Ax — 0, N — +o00.

4.2. Simulaciones para la obtencién de la densidad de

probabilidad

En esta seccion estudiamos la evolucion de la densidad de probabilidad de la particula
difusiva bajo reseteo poissoniano P(x,t), empleando el método de Monte Carlo, para com-

pararla con los resultados analiticos obtenidos en la seccion 3.2. Generamos las trayectorias
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Figura 4.1. Evolucion de la distribucion P(x,t) frente a la posicion de la particula  para distin-
tos instantes de tiempo. Los circulos rojos representan los valores de la probabilidad obtenidos
mediante N = 10° simulaciones de Monte Carlo con At = 5 x 1073, Por su parte, la linea
continua azul corresponde al resultado exacto de la ecuacion de renovacion (3.2.10) evaluada nu-
méricamente en el software Mathematica, y la linea discontinua en negro representa la expresion

analitica de la distribucion estacionaria (3.2.9).

de la particula de acuerdo al procedimiento explicado en la secciéon anterior, tomando la
precaucion de adimensionalizar la ecuacion de Langevin discretizada de acuerdo a lo visto
en la seccion 3.2, tras lo que resulta
xz(t+ At) =0, con probabilidad At,
~ z(t) + £(At)Y2,  con probabilidad (1 — At). (4.2.1)
Para garantizar que visualizamos todo el proceso de relajacion al estado estacionario de

la distribuciéon de probabilidad P(x,t), debemos establecer un criterio que, aunque no

sea matematicamente riguroso, sea capaz de darnos una idea de hasta qué tiempo hay
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Figura 4.2. Evolucion de la distribucion de probabilidad P(z,t), en escala logaritmica, frente a
la posicion de la particula x para los instantes t = 10 (linea continua azul), ¢ = 15 (linea continua
roja) y t = 20 (linea continua verde), resultado de evaluar la ecuacion de renovacion (3.2.10)
en el software Mathematica. La linea discontinua en negro representa la expresiéon analitica de
la distribucién estacionaria (3.2.9), y las lineas verticales discontinuas representan las fronteras
entre los regimenes estacionario y transitorio situadas en z* = 4+ 2¢, para t = 10 y t = 15. No se
representan datos de simulacién por el elevado coste computacional para alcanzar densidades de

probabilidad tan bajas.

que simular las trayectorias estocasticas para alcanzar el NESS. Al final de la seccion 3.2,
dedujimos que la densidad de probabilidad exhibia dos comportamientos, con una clara
frontera que los dividia. Por un lado, en la region interior |z| < 2t se habia alcanzado el
NESS, y en el resto del espacio, persistia un régimen transitorio en el que la distribuciéon
de probabilidad todavia era dependiente del tiempo. Entonces, para que se pueda consi-
derar que hemos alcanzado el estado estacionario en todo el espacio, serd preciso que el
sistema evolucione hasta que la frontera entre los dos regimenes haya cubierto el rango
de posiciones que se represente. Si representamos un intervalo simétrico de posiciones

[—xar, 2], deberemos simular al menos hasta

by ~ %M (4.2.2)

donde cabe recordar que estamos trabajando con magnitudes adimensionales. Si escoge-
mos x; = 40, entonces debemos simular trayectorias hasta t, = 20.

Generamos entonces histogramas para comparar los datos de simulaciéon con la dis-
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tribucién analitica, usando una anchura de cajon Az = 5 x 1072, un paso de tiempo
At = 5 x 107% y un ntmero de trayectorias N = 10°. De esta forma, se consigue una
resolucion adecuada para la densidad de probabilidad, sin aumentar excesivamente el cos-
te computacional. Tomando algunos instantes de tiempo entre 0 y t, caracterizamos la
evolucion temporal, tal y como se puede ver en las figuras 4.1 y 4.2 en escala lineal y
logaritmica respectivamente. Para los primeros instantes, se aprecian grandes cambios en
la densidad de probabilidad, alcanzando una forma muy similar a la distribucién estacio-
naria para el instante t = 1,4 a escala lineal. Sin embargo, el NESS no se ha logrado en
todo el espacio, s6lo que al trabajar en una escala lineal, no es posible apreciar las dife-
rencias entre ambas distribuciones para dicho instante. Empleando una escala logaritmica
para instantes de tiempo posteriores, vemos que, efectivamente, existe una region interior
donde el comportamiento es estacionario, y otra zona exterior donde P(z,t) aun se halla
en un régimen transitorio, ambas separadas por las fronteras ubicadas en z* = +2t, en

completo acuerdo con la prediccion tedrica obtenida en la seccion 3.2.

4.3. Simulaciones para el tiempo de primer paso

En esta seccién, comparamos el tiempo medio de primer paso obtenido de forma ana-
litica con datos de simulaciéon obtenidos a partir del método de Monte Carlo. Partimos
nuevamente del procedimiento estudiado en la seccion 4.1, sin embargo es necesario co-
mentar algunos detalles adicionales: ahora nuestra variable de interés es el tiempo, y la
evolucion de la posicion la emplearemos tnicamente para compararla con la posicion del
punto absorbente que, de forma consistente con lo presentado en la secciéon 3.3, se sitia
en T.s = 0. La primera vez que se alcanza en la simulacion la posiciéon absorbente, se
registra el tiempo para el que se ha logrado y comenzamos una nueva trayectoria. Al
igual que en la seccion 4.2, se han simulado N = 10° realizaciones del proceso de primer
paso para obtener resultados estadisticamente significativos. Otro factor importante y es-
pecialmente sensible, lo constituye el paso de tiempo At de la simulacién. En la figura
4.3, se compara la curva teoérica de la MFPT en funciéon de r para distintos conjuntos
de valores, variando r y el paso de tiempo At. Para cada At, se observa que la forma
cualitativa de la curva se reproduce. No obstante, no es hasta alcanzar At = 10™° que

los puntos obtenidos por la simulacién se vuelven compatibles con la prediccion teorica,
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Figura 4.3. Tiempo medio de primer paso (MFPT) frente a la tasa de reseteo r, con condicién
inicial = 1. En linea continua azul, se representa la expresion analitica (3.3.11). Las nubes de
puntos con barras de error por su parte corresponden a los resultados de simulacién obtenidos
para At = 1072 (circulos en rojo), At = 1073 (asteriscos en magenta), At = 10~% (diamantes
en verde) y At = 107° (cuadrados en negro). En todos los casos, se han realizado los promedios

con un nimero de trayectorias N = 10°.

teniendo en cuenta la desviaciéon tipica. Es decir, hay que escoger un paso de simulaciéon
considerablemente pequeno para que este procedimiento sea efectivo a la hora de estimar
el tiempo medio de primer paso. Por lo tanto, parece que el algoritmo empleado para rea-
lizar las simulaciones, cuyo error es del orden de At*2, no es la alternativa mas 6ptima.
Existen métodos mas refinados que llegan a ordenes superiores [12| y, dado que At parece
tan importante, convendria probar si estos algoritmos mas refinados llevan a una mejor

convergencia hacia el resultado teorico.
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Capitulo 5

Resumen y conclusiones

Finalmente, presentamos de forma resumida en este tltimo capitulo las conclusiones a

las que hemos llegado tras la realizacion de este trabajo.

1.

Hemos revisado los fundamentos de la teoria de procesos estocésticos, centrandonos

en particular en los procesos de Markov.

. Hemos definido el problema elemental de la particula browniana, planteando si sus

variables dindmicas, es decir, la posicion y la velocidad, son o no procesos de Markov.
Esta discusion nos ha servido para enfatizar la importancia de la escala temporal
en el modelado del problema. En particular, escogiendo una escala de tiempo de
registros de la posicion de la particula browniana suficientemente gruesa, se garantiza

el caracter markoviano de la misma.

. Para finalizar con la presentacion del formalismo matemético necesario para la des-

cripcion de la evolucion de la particula browniana, hemos deducido la ecuacién de
Fokker-Planck tanto en su version “Forward” (2.6.6) como en su version “Backward”
(2.7.3).

Hemos introducido el problema de la particula browniana anadiendo el ingrediente
de reseteo estocastico. En concreto, se ha asumido reseteo poissoniano, en el que la
particula tiene la posibilidad de reiniciar su dindmica cada cierto tiempo, relocali-
zandose en una posicion x, con tasa fija . A su vez, hemos deducido el cambio que
este ingrediente adicional supone en la ecuaciones de evoluciéon de la densidad de

probabilidad del sistema.

. Al considerar condiciones de contorno naturales, esto es, flujo de probabilidad nulo

en r — =£o00, el sistema evoluciona asintoéticamente hacia un estado estacionario
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de no equilibrio exponencial. Hemos predicho la evolucién exacta, recogida en la
ecuacion de renovacion (3.2.10). Ademas, mediante el uso del método de Laplace,
hemos logrado comprender que, para tiempos grandes, los alrededores del punto de
reseteo estan en buena aproximacion en el estacionario, mientras que la evolucion
sucede més alla de una frontera que evoluciona a velocidad constante.

. Hemos planteado el problema de primer paso mediante el formalismo de la ecuacion
“Backward”, y hemos resuelto la media del tiempo de primer paso (MFPT). Cabe
destacar que, dado que tanto la ausencia de reseteo (r = 0) como el reseteo continuo
(r — o0) conducen a un MFPT divergente, emerge una tasa de reseteo 6ptimo r* que
minimiza el MFPT. Noétese que, en ultima instancia, lo que juega el papel principal
es el parametro adimensional rX?/D

. Finalmente, utilizando un algoritmo numeérico basado en el método de Monte Car-
lo, hemos simulado un nimero estadisticamente significativo de trayectorias de la
particula browniana bajo la accion de reseteo poissoniano. De estas simulaciones,
hemos podido inferir estimaciones de las variables dinamicas abordadas en la teoria.
Al comparar ambas, hemos observado un acuerdo muy bueno tanto para la distri-
bucién de probabilidad, como para el tiempo medio de primer paso. Cabe destacar
que, en este tltimo, para alcanzar un buen acuerdo entre los datos de simulacion y la
expresion analitica (3.3.11), hemos necesitado disminuir considerablemente el paso
de tiempo de la simulacion At, lo que plantea la perspectiva de utilizar algoritmos

mas refinados (de mayor orden en At) para integrar la ecuacion de Langevin (4.2.1).
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Anexo I. Coédigo para la simulacion de

la densidad de probabilidad

%» Estudio de una particula difusiva libre bajo la accidn de
resetting
/ estocastico:

clear;clc;close all

% Introducimos los pardmetros del sistema.

r = 1; % Tasa de resetting.
D = 1; % Coeficiente de difusidn.
Xx_r = 0; % Posicidon de resetting.

x_0 = 0; % Posicidén inicial.

% Definimos las matrices donde almacenaremos la informacidn
de las

% trayectorias y los parametros del problema:

dt = 0.005; 7 Longitud de cada paso temporal.
theta = sqrt(2*Dxdt); 7 Salto difusivo.
t_final = 1.4; % Tiempo total de simulaciédn.

t = 0:dt:t_final; J Variable temporal.

N_step length(t) - 1; 7 Nimero de pasos de la simulacidn.

N_tray 100000; % Numero de trayectorias.
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M = floor(N_step/14); % Contador para realizar capturas del
histograma.

N = floor(N_step/14);

s = zeros(1l,1 + N_step/M); 7 Matriz de valores esperados.

s_var = zeros(1,1 + N_step/M); 7 Matriz de momentos de
segundo orden.

%» Para el histograma:

x_min = -6.04; % Limite inferior de representacidn del
histograma.

x_max = 6.04; % Limite superior de representacidn del
histograma.

L = x_max - x_min; % Extensidén total.

delta_x = 0.08; 7% Anchura de cada cajoén del histograma.

N_bins = L./delta_x; 7 Namero de cajones.

x_bordes = x_min + (0:N_bins) .*xdelta_x; 7 Vector que delimita

cada uno de los cajones del histograma.

H = zeros(N_step./N + 1,N_bins); % Matriz de histogramas.

%» Importamos los datos obtenidos de forma numérica:

H_num = importdata('datos.mat');

x_num = H_num(:,1);

%% Simulacidén de las trayectorias:

for i

1:N_tray
x = x_0;
s(1) = s(1) + x;

s_var(l) = s_var (1) + x.72;
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b = floor((x-x_min)./delta_x) + 1; 7 Cajon asignado al

valor de x para un j dado.

H(1,b) = H(1,b) + 1; % Aflade una cuenta en el cajon

correspondiente.
tau = (1./r).*xlog(l/rand(1,1));
for j=1:length(t)
if t(j)< tau
X = x + theta.*randn(1,1);
else

X = X_T;

tau = tau + (1./r)*log(1/rand(1,1));

end
if mod(j,M) == 0
s(1+j./M) = s(1+j./M) + x;

s_var (1+j./M) = s_var(1+j./M) + x.72;

if mod(j,N) == 0 && abs(x) < x_max
b = floor ((x-x_min)./delta_x) + 1;
al valor de x para un j dado.
H(j./N + 1,b) = H(j./N + 1,b) + 1;

en el cajén correspondiente.

end
end
end
end
s = s./N_tray;
s_var = s_var./N_tray;

H = H./(N_trayxdelta_x);

%% Representaciones graficas

x_teo = linspace(-6,6,1000);
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% Cajon

% Afiade

asignado

una cuenta




alpha_0 (r./D)~(1/2);

pdf_teo @(a) (alpha_0./2) .*exp(-alpha_0O.*abs(a-x_r));

for i=2:length(H_num(1,:))

figure (i+1)

plot (x_bordes(l:end-1)+0.5*«delta_x ,H(i,:),'ro', " 'Markersize'
,9)

hold on

plot(x_num,H_num(:,i),'b', 'LineWidth',2)

plot(x_teo,pdf_teo(x_teo),'k--"','LineWidth',2)

xlabel ('$x$', 'interpreter','latex','FontSize',b22);

ylabel ('$P(x,t)$', 'interpreter','latex','FontSize',22);

ylim ([0 1]); yticks ([0 0.25 0.5 0.75 1]);

hold off

end
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Anexo II. Cédigo para la simulaciéon del

tiempo de primer paso

%% Simulacidén del tiempo medio de primer paso.

clear;clc;

r = [1,1.56,2,2.2,2.4,2.5,2.6,3,4]; 7 Tasa de resetting.
D = 1; % Coeficiente de difusidn.

x_r = 1; % Posicidn de resetting.

x_0 = 1; % Posicidén inicial

dt = le-2; 7 Longitud de cada paso temporal.

N_tray = 1eb; 7 Numero de trayectorias.

theta = sqrt (2*Dx*dt) ;

T = zeros(1l,length(r)); 7% Matriz de tiempos medios de priemr
paso.

T2 = zeros(l,length(r)); ' Matriz de tiempos de segundo orden

xabs = 0; % Posicidén del punto absorbente.

for k = 1:1length(r)

for i = 1:N_tray
x = x_0;
tau = (1./r(k))*log(1l/rand(1,1));

t = 0;
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while x > xabs
t=t+dt;
if t < tau
X = X + theta.*randn(1,1);
else
X = X_Tr;
tau = tau + (1./r(k)).*log(1/rand(1,1));
end

end

T(k) = T(k) + t;

T2(k) = T2(k) + t."2;
end

T(k) = T(k)./N_tray;
T2(k) = T2(k)./N_tray;

end

%% Representaciones graficas.

% Para T y la desviacidén estandar (std):

load('T_vs_r_(1le-2)")

std = sqrt(T2-T."2) ./sqrt(N_tray); % Desviacion estandar de

la VE "T".

errorbar(r,T,3.%std, 'ro', 'Markersize',9)

hold on

clear

load('T_vs_r_(1e-3)")

std = sqrt(T2-T."~2)./sqrt(N_tray);
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errorbar(r,T,3.*std, 'm*x', ' Markersize',9)

clear

load('T_vs_r_(le-4)")

std = sqrt(T2-T."2)./sqrt(N_tray);
errorbar(r,T,3.*std, 'gdiamond', 'Markersize',9)

clear

load('T_vs_r_(le-5)")

std = sqrt(T2-T."2) ./sqrt(N_tray);

errorbar(r,T,3.*std, 'ksquare', 'Markersize',9)

% Para T analitico:

xx = linspace(0.5,5);

T_teo = @(t) (1./t).*x(exp(sqrt(t))-1);

plot (xx,T_teo(xx),'b','Linewidth',1.5)

xticks ([0.5,1.5,2.5,3.5,4.5])

x1im ([0.5 4.5])

yticks ([1.5,1.6,1.7,1.8,1.9,2])

ylim([1.5,2.05])

xlabel ('$r$', 'interpreter','latex','FontSize',19)

ylabel ('$\langle T \rangle$','interpreter', 'latex','FontSize'
,19)

hold off
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