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Resumen

El objetivo principal de esta memoria es analizar el coeficiente de difusiéon colec-
tiva de un sistema coloidal cuyas particulas estan confinadas a moverse dentro de
un plano entre dos fluidos, esto es, una monocapa coloidal. Las particulas coloidales
interacttian con el fluido siguiendo una dinamica browniana y entre si a través de las

interacciones hidrodinamicas, que se propagan por el fluido en las tres dimensiones.
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Introduccion

Un sistema coloidal, o simplemente coloide, es una mezcla de particulas microscopicas
dispersas en un fluido de forma que éstas se mantienen suspendidas en él sin disolverse ni
sendimentarse. Las particulas coloidales suelen ser varios 6rdenes de magnitud mas gran-
des que las particulas del fluido que las contiene. Algunos ejemplos de sistemas coloidales
son la leche, formada por particulas de grasa dispersas en agua; la niebla, particulas de
agua dispersas en aire; o los geles, particulas so6lidas dispersas en un liquido. En muchas
situaciones fisicas es posible encontrar un sistema coloidal en el que las particulas estén
confinadas en una superficie bidimensional, ya sea a través de un potencial externo de con-
finamiento o, por ejemplo, en la interfase de dos fluidos, en la cual las particulas coloidales
minimizan su energia. Esta configuracion recibe el nombre de monocapa coloidal.

El fluido que contiene a las particulas coloidales esta regido por las leyes de la hi-
drodindamica. Por otro lado, una particula coloidal aislada sumergida en un fluido sigue
un movimiento browniano, esto es, un movimiento erratico debido a las miltiples colisio-
nes que experimenta con las particulas del fluido. Sin embargo, las particulas coloidales
del sistema también interactiian a través del propio fluido, ya que el flujo que crea una
particula influye a las demas. Este tipo de fuerzas recibe el nombre de interacciones de

hidrodindmicas.
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Figura 1: Representacion esquematica de la vista lateral de una monocapa coloidal.

En este trabajo se analizara la dindmica de las monocapas coloidales, centrandonos en
particular en el estudio de la difusion colectiva. En el caso de las monocapas coloidales,
uno estaria errado al pensar que su estudio se puede reducir al plano donde viven las

particulas, ya que la interaccién hidrodinamica viaja por todo el fluido y es necesario



conservar la tercera dimension para estudiar correctamente esta fuerza, véase fig. [1].

En la primera secciéon se estudiara tanto la cinematica como la dindmica de un fluido
simple. Se deduciran las ecuaciones que describen las conservaciones fundamentales del
mismo, a saber, la conservacion de la masa y de la cantidad de movimiento. Particulari-
zaremos ésta tltima para un fluido en el régimen viscoso, llegando a la ecuacion de Stokes
y la resolveremos para el caso de una fuerza puntual. Asimismo, estudiaremos la ley de
friccion de Stokes para una esfera rigida sumergida en un fluido, que nos servird como
punto de partida para estudiar la difusion en el caso de varias particulas.

En la segunda secciéon se introducirda el movimiento browniano de varias particulas,
asi como las distintas escalas temporales bajo las que uno puede estudiarlo. De especial
interés serd la escala temporal de Smoluchowski, en la que uno asume un movimiento
lento, de forma que puede estudiarse la evolucion del sistema como si en cada instante
se encontrase en equilibrio. Ademés, se estudiaran las distintas contribuciones a la fuerza
total que siente una particula: las fuerzas termodinamicas, las fuerzas externas y las
interacciones hidrodinédmicas.

En la tercera seccién uniremos todos los resultados previos para determinar la ecuacion
de evolucioén de los sistemas coloidales y la particularizaremos para una monocapa coloidal.
Estudiaremos la dependencia del coeficiente de difusion colectiva con el nimero de onda y
observaremos que no se cumple la ley de Fick teniendo, en consecuencia, difusion anomala.

Por dltimo, me gustaria agradecer a todas aquellas personas que me han brindado
su apoyo durante este ultimo ano. Le doy las gracias a mis padres, que nunca dejan de
animarme y ayudarme a cumplir mis suenos; a mis amigos, por conseguir que quisiera
quedarme a estudiar solo para pasar tiempo con con ellos; a mi novio, Enrique, por darme
siempre su carifio y comprenderme mejor que nadie; y a mi tutor, Alvaro, por confiar en

mi para este trabajo y ensenarme tanto en el camino.



1 Hidrodindmica

1. Hidrodindmica

La hidrodinamica es la rama de la fisica que se ocupa del anélisis de los fluidos en
movimiento. Esta disciplina se basa en las leyes fundamentales de la mecanica, como la
conservacion de la masa y el momento, y se aplica a una amplia variedad de fenémenos
naturales y tecnolégicos. El estudio de la hidrodinamica es crucial para diversos campos
de la ciencia y la ingenieria, desde la meteorologia y la oceanografia hasta la produccion
de energia o la ingenieria aeroespacial.

En las subsecciones 1.1-1.3 nos centraremos en la descripciéon de la cinematica y la
dindmica de un fluido simple, esto es, monocomponente y en condiciones isotermas, lo
que nos permitiré caracterizar las leyes de conservacion del mismo a través de su campo
de velocidades y su densidad volumétrica de masa. En esta primera parte se han hecho uso
de los manuales Soft Matter Physics: an Introduction (2003) de Kleman y Lavrentovich y
Physical Fluid Dynamics (2012) de Tritton. Asimismo, en la seccion 1.3.2 nos enfocaremos
en el caso de fluidos cuyo estado viene dado por un flujo de tipo laminar y encontraremos
la solucién para el caso en que solo acttie una fuerza puntual. Posteriormente, en la seccion
1.3.3 discutiremos la ley de friccion de Stokes para esferas rigidas sumergidas en este tipo
de fluidos. Para el desarrollo de estas dos tltimas partes se ha seguido principalmente An

Introduction to Dynamics of Colloids (1996) de Dhont.

1.1. Cinematica del fluido

Una forma natural de describir el estado de los fluidos es mediante variables de tipo
campo (velocidades, densidades, etc.) que nos permitiran introducir las leyes en forma de
ecuaciones diferenciales. Para ello, necesitamos introducir la hipdtesis de medio continuo:
asociamos con un volumen finito del fluido, todo lo pequeno que se quiera, propiedades
macroscopicas del fluido completo. Asi, en cada punto del volumen que ocupa el fluido
decimos que hay una particula de fluido. La hipotesis de medio continuo es valida si existe

una escala de longitudes L, tal que

Ll < L2 < L3 (11)

donde L; es una escala molecular en la que las fluctuaciones son apreciables y L3 es la

distancia tipica en la que se pueden apreciar variaciones de las propiedades macroscopicas.
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La hidrodindmica estudia los procesos que ocurren en intervalos espaciales y temporales
mayores que las escalas moleculares. Por lo tanto, podemos interpretar L, como una dis-
tancia infinitesimal en lo que concierne a eventos macroscopicos y formular ecuaciones
ignorando el comportamiento a escalas mucho més pequenas, en las cuales las molécu-
las estdn en constante movimiento. Para un fluido macroscopicamente en reposo, una
particula de fluido se encuentra en el mismo lugar para todos los tiempos.

Vamos a estudiar el caso de un fluido simple, monocomponente y bajo condiciones
isotermas, de forma que los efectos de la temperatura son despreciables. Asi pues, el
fluido esta caracterizado tnicamente por su velocidad y su densidad de masa. Definimos

el campo de velocidades

u=u(x,t) (1.2)

donde x es la posicion de una particula de fluido en un sistema inercial, u(x,t) es la
velocidad de la particula de fluido que se encuentra en x y t es el tiempo.

Para estudiar los cambios de un campo observable ¢(x,t) de un fluido cuyo campo de
velocidades es u(x,t), debemos tener en cuenta sus cambios locales: durante un intervalo
de tiempo dt, un elemento de fluido en x se mueve a x 4+ dx, donde la propiedad ¢ sera

diferente. La derivada convectiva o total de ¢ es

dp 0¢ 0¢pdx; d¢ 9 ¢
dt ot @ ox; Ot Ot “Zaxi_aﬁ“ Vo (1.3)

donde u; son las componentes del campo de velocidades en las coordenadas (x,t) y se
ha usado el convenio de suma de Einstein (véase (A.1)). Vemos como la propiedad ¢ es
transportada por la velocidad u en cada punto.

Consideremos la cinematica de los fluidos. El movimiento local de un fluido queda
descrito por cuatro transformaciones bésicas: las traslaciones, las rotaciones, las defor-
maciones por cizalladura y las dilataciones; de forma que cualquier movimiento general
se puede descomponer en éstas. Consideremos dos particulas de fluido proximas x; y
Xy = X1 + dx. En un instante ¢ las particulas estan separadas una distancia dx con velo-
cidades u; = u y uy = u + du respectivamente. Estudiaremos el movimiento relativo de
X5 respecto a x1, cuya velocidad es el incremento du, que viene descrito por componentes
como
Ou,

= G dz;, 4,j=1,2,3. (1.4)

du
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Para estudiar por separado las rotaciones de las deformaciones separamos el tensor de

gradientes de la velocidad en sus partes simétrica y antisimétrica:

1 (0u; = Ou;
S. =8S.. == 4 + J
an . " I 2 <8[Ej 81’1) ’
_8IZ = Sl'j + Aij, 8UZ - auj) (15)

1
Ay =—Ai=g (axj O

0, en notacién tensorial:

Vu=8+A4, S=-(Vu+(Vu)'), A=-(Vu-(Vu)), (1.6)

N =
N | —

entendiendo Vu como un producto diadico, esto es, un tensor de 2° rango cuyas compo-
nentes 4, j-ésimas son [Vu);; = d;u;. Como se ha mencionado previamente, la cinemética

completa de un fluido se descompone en:
1. Traslacion, fig. |2al, descrita por el propio campo de velocidades u.

2. Flujo rotatorio sin deformaciones, fig. [2b], descrito por A. Para estudiar la rotacion
de la particula x5 alrededor de x; se suele introducir la vorticidad w = V X u/2,

entonces, se puede comprobar que se tiene A;; = —¢&;;pWws.

3. Deformacion por cizallamiento, fig. [2c|, descrita por los elementos no diagonales S;;,
pues son proporcionales a la velocidad en la direccion j de dos particulas separadas

en la direccion i # j.

4. Dilatacion, fig. |2d], descrita por la divergencia de la velocidad V -u, esto es, la traza

de §. La separacion de las particulas a lo largo de cada eje x; evoluciona segiin

Gui
TTS=3S, = —. 1.
rS =Sy 7. (1.7)

1.2. Conservacion de la masa. Ecuacion de continuidad

Consideremos la conservacion de la masa del fluido. Para ello, sea V' un volumen fijo
contenido por completo en el fluido. Se define la densidad volumétrica de masa o = o(x,t)

tal que, para un elemento infinitesimal dx de volumen, la masa total M contenida en V/
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(a) Traslacion. (b) Rotacioén sin deformaciones.
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(c) Deformacion por cizallamiento. (d) Dilatacion o compresion.

Figura 2: Descomposicion de las transformaciones basicas en las que se puede descomponer
todo movimiento de una particula de fluido.

S€ expresa

M(t):/vdxg(x,t). (1.8)

Como las particulas estan en movimiento, éstas entran y salen del volumen a través de
los puntos de su superficie, V. Consideremos un elemento infinitesimal de superficie dS
cuya direccion es hacia fuera y normal a dV. Si la velocidad en la posicion del elemento
es u, es su componente en la misma direcciéon que dS la que arroja fluido hacia fuera de

V. Entonces, la tasa de pérdida de masa a través de V' es

dM
- _ . Ou. 1.
P ygds ou (1.9)

Derivando en (1.8) respecto al tiempo e igualando con (1.9) obtenemos una ecuacion
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para la conservacion de la masa en un volumen finito:

dMm do B
e dea— ﬁds pu = /VdXV (ou), (1.10)

donde se ha aplicado el teorema de la divergencia. Por ser V' arbitrario y las integrales
sobre el mismo dominio, podemos identificar los integrandos llegando a la ecuacion de

continuidad para la densidad del fluido:

o)) B
E#—V- (ou) = 0. (1.11)

En términos de la derivada convectiva, la ecuacion de continuidad puede escribirse:

do Do o B
dt_8t+u Vg—at+v (ou) — oV -u= —pV - u. (1.12)

donde se ha usado que V - (pw) = V- w + ¢V - w para cualquier funcion ¢ escalar
y campo vectorial w y - para denotar la contracciéon de un indice. Es decir, la tasa de
cambio de la densidad es proporcional, con signo menos, a la propia densidad y a la tasa
de expansion (dilatacion) de volumen V - u.

Un fluido incompresible es aquel para el que o toma el mismo valor en todo punto del
fluido e instante de tiempo. En este caso, la ecuaciéon de continuidad nos conduce a la

condicion de incompresibilidad

%z(u:»v-u:o. (1.13)

Si recordamos (1.7), la ausencia de dilatacion o compresion es equivalente a Tr S = 0.

1.3. Conservacion de la cantidad de movimiento

Una ecuacion para el momento del sistema emerge del analogo a la segunda ley de
Newton para medios continuos. Una forma inmediata de aplicar este razonamiento la da
la derivada convectiva del momento lineal de una regiéon de volumen V' que se mueve con
el fluido pero que mantiene su masa constante. Dicho volumen cambia con el tiempo y
podemos estudiarlo si seguimos las trayectorias de las particulas de fluido que conforman

su superficie, JV.
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v

Figura 3: Comparacion entre las fuerzas de volumen y las de superficie.

Un cambio en el estado del fluido puede ser causado por dos clases de fuerzas: de
volumen y de superficie, véase fig. [3]|. Las fuerzas de volumen son aquellas que acttian
«a distancia» sobre todas las particulas del sistema, p. €j., la gravedad. Las fuerzas de
superficie actiian a través de la superficie de separacion de regiones del fluido vecinas,
teniendo su origen en las interacciones moleculares, p. €j., las fuerzas viscosas que se
oponen al movimiento del fluido. Las fuerzas de superficie se representan a través de las
componentes del tensor de esfuerzos o, de forma que 0;; es la componente 4 de la fuerza

de superficie infinitesimal que actia sobre el area d.S; = n; dS normal a la direccion j:

con n; la componente j de un vector unitario n normal a la superficie. Si dx es un elemento
infinitesimal de volumen del fluido, las componentes de la fuerza de superficie total que

actta sobre un volumen V' encerrado por la superficie OV seran

E:¢ dSO'UnJ:/anO-” (115)
av v 0

donde la integral sobre la superficie se extiende a todo el volumen aplicando el teorema de
Gauss de la divergencia. Notese que el principio de accidon-reaccion se pone de manifiesto
en la hidrodinamica a través de dF;(n;) = —dF;(—n;), es decir, la fuerza que ejerce una

superficie de fluido sobre otra en una direccién es la misma que la que ejerce la segunda

10
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sobre la primera en sentido opuesto.

Figura 4: Evoluciéon de un mismo conjunto de particulas de fluido. El volumen V' y su
superficie JV son, en general, variables en el tiempo debido a la accion de las fuerzas. No
obstante, la masa del conjunto de particulas de fluido se mantiene constante.

Si f; es la fuerza de volumen en la direccion i, la fuerza total en dicha direcciéon por
unidad de volumen se escribe, recordando (1.15), f; 4+ 0;0;;. Asi, la tasa de cambio de la

cantidad de movimiento de una region del fluido de volumen V' es igual a la fuerza total

d 00;;
C dxou; = [ dx (f+ 24 1.1
dt Jy et /v * (fZ - Ox; ) (1.16)

actuando sobre ella:

Introducir la derivada en la integral no es posible ya que el volumen en general cambia
con el tiempo por consecuencia de la accion de la fuerza, véase fig. [4]. No obstante, su
masa se mantiene constante. Esto nos permite intercambiar la integral sobre el volumen

por una sobre la masa pdx = dm, entonces

d d du; du;
— dxgui:—/ dmui:/ dm=Y :/dxg ) (1.17)
@/, @/, e T B T

En general, este argumento es valido para cualquier propiedad ¢(x,t) del fluido:

d

d¢
— d = dxo—. 1.1
i/, X 00 /V X0, (1.18)

11
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En su forma local, la ecuacion del momento se escribe

dui 80‘ij
=Ji ) 1.19
o =Jit o, (1.19)
o, expandiendo la derivada convectiva y empleando en notacién tensorial,
0
Q(a—ltl+u-Vu)—f+V~G, (1.20)

donde - denota la contraccién de uno de los indices. Cabe destacar que u realiza un doble
papel en la derivada convectiva: es tanto la cantidad que cambia segiin se mueve el fluido
como de la cantidad que gobierna como de rapido ocurre ese cambio, que origina la no
linealidad de la ecuacion.

Las ecuaciones (1.11) (para la que supusimos que no habia «fuentes de masa») y
(1.20) toman la forma de las llamadas ecuaciones de balance, que explican todas las leyes

de conservacion en la fisica. En su forma local, estas ecuaciones se escriben

J(densidad)

o = —V - (flujo) + (fuentes). (1.21)

Desde un punto de vista global, si consideramos un volumen V' limitado por la superficie
OV fija, el cambio en la densidad de alguna propiedad H de V' (densidad de particulas, de
momento, de energia, etc.) lo causan dos factores: el flujo por unidad de area de H a través
de OV y la produccion o destruccion de H en V' (fuentes), este esquema se representa en

fig. [5]. Es decir,

dHd d
— = —/ dx (densidad) = —7§ dS - (flujo) +/ dx (fuentes). (1.22)
dt  dt Jy oV v

1.3.1. Tensor de esfuerzos

La ecuacion (1.20) expresa la conservacion del momento del fluido en su forma mas
general posible, pero esta indeterminada por el desconocimiento del tensor de esfuerzos.
Las ecuaciones de Navier-Stokes surgen al considerar contribuciones al tensor de esfuerzos
de hasta primer orden en las derivadas del campo de velocidades u. Pese a la complejidad
que presenta integrarlas, son ttiles en numerosos ambitos de la ciencia y sus aplicaciones

van desde la prediccion del clima, la aerodindmica, el estudio de los plasmas a través la

12



1 Hidrodindmica

flujo

fuentes

flujo

oV

Figura 5: Representacion de la evolucion de una propiedad en un volumen V' encerrado
por JV.

magnetohidrodinamica, las corrientes oceénicas y mucho mas.

Recordemos que las componentes del tensor de esfuerzos o representan las fuerzas
que sufre un elemento infinitesimal de volumen del fluido a través de sus superficies. Por
ejemplo, si nos imaginamos este volumen como un cubo en una base ortogonal, entonces
Oiz, © = x,y,2z nos da las componentes de la fuerza por unidad de area a través de la
cara perpendicular al eje x. A las componentes 0;; se les denomina esfuerzos normales,
que se corresponden con la existencia de fuerzas de dilataciéon o compresion, y a las o;;
i # j esfuerzos de cizalla que se corresponden con la existencia de fuerzas de friccion
o de arrastre debido al movimiento relativo de las particulas de fluido. La existencia de
rotacion en el fluido no se ve representada en el tensor de esfuerzos, ya que uno puede
tener sistemas en rotacion en equilibrio, por mera conservacion del momento angular. Por
lo tanto, se relacionara o con la parte simétrica del tensor de gradiente de velocidad, S.

A continuacion, separamos o en
o=—-pl+1 (1.23)

donde Z denota la matriz identidad. Aqui, hemos introducido la presién p como una nueva
variable escalar del sistema, independiente de las derivadas de u, y T, un tensor de 2° rango

que contendré la dependencia con las derivadas de primer orden de u. Ahora, la ecuacion
(1.20) se escribe

Q(%—?+u~Vu>:f—Vp+V~’c, (1.24)

que sigue estando incompleta mientras no determinemos la forma de p y T. Para los fluidos

newtonianos, se puede llegar a una ecuaciéon constitutiva para o a través de las siguientes

13
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hipotesis:
= El tensor T es una funcién lineal de la parte simétrica del gradiente de velocidad.
= Kl fluido es isotropico: no existen direcciones privilegiadas.

Cuando se estudi6 la cinematica del fluido, se observo que la cizalladura y la dilatacion
estaban relacionadas con 28 = Vu + Vu?, la primera con los elementos no diagonales y
la segunda con los diagonales o, equivalentemente, con V - u. La linealidad de o con § se

divide entonces en

T=p(Vu+ (Vu)') + MV -u)Z (1.25)
donde p y A reciben los nombres de primer y segundo coeficiente de viscosidad, respecti-
vamente, y no son, en general, constantes. Introduciendo (1.25) en (1.24):

0 @—? +u- Vu) =f-Vp+ V- (u(Vut (Vu)')) + V- AV u)I) (1.26)

que se corresponde con la ecuacion de Navier-Stokes para fluidos newtonianos compresi-
bles. Para tener completamente descrita la evolucion de un fluido haria falta introducir
una ecuacion de estado que determinase p.

Una primera aproximacion importante consiste en considerar los coeficientes de visco-
sidad constantes. Asi, la ecuacion de Navier-Stokes se transforma en

Q(aa—ltl—i—u-Vu) =f—Vp+ A+ p)V(V-u)+ uV3uy, (1.27)

donde se ha aplicado que

V- (Vu+ (Vu)') = 8(; (ggj + ggﬁ =Vu+V(V-u), (1.28)
V-(V-u)I)= (‘fxi (V-ud;;) = % (V-u)=V(V-u). (1.29)

En el caso particular de un fluido incompresible se tiene de la condicién de incompresibi-

lidad que V -u = 0, y la ecuacion de Navier-Stokes se simplifica a

0
0 (a—? +u- Vu) =f— Vp+uViu (1.30)

Cabe destacar que, a diferencia del caso anterior, no es necesario introducir una ecuaciéon

14
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de estado para determinar la presion, ya que hemos «agotado» los grados de libertad
al imponer la incompresibilidad del fluido. Esto es, si tomamos divergencia en (1.30), la

presion, en componentes, esta determinada por

= 0ifi — (Sij + Aij)(Sji + Aji), (1.32)
= 0ifi — 8i;Si; — AijAji, (1.33)

si ahora hacemos uso de la definicion de vorticidad,

AijAji = EijhWkEjimWm = —E€ijkEijmWkWm (1.34)
= _(5jj5km — 5jm5kj)wkwm = —(3 — 1)5kmwkwm (135)
= —2WLWy. (136)

En conclusion, la ecuacion para la presion de un fluido incompresible en notacion tensorial
queda
Vip=V -f-Tr(S-S) + 2w (1.37)

El estudio de la adimensionalizaciéon de la ecuacion de Navier-Stokes nos da una idea
de la importancia de cada término involucrado en la misma. Para ello, cada variable h se
sustituye por h = Hh* donde H es una escala tipica en la que se mide h y h* una magnitud
adimensional que registra como la variable original se aleja del valor H. Por lo tanto, sean
L una longitud, T una escala de tiempo y 09 una densidad de masa caracteristicas del
fluido, entonces, las cantidades V' = L/T, P = osV* y f = 0oV?/L son una velocidad,
una presion y una fuerza de volumen caracteristicas. Notemos que, si estudiamos el caso
de un fluido incompresible, la densidad toma siempre el mismo valor, por lo que ¢* = 1.
Aplicando este razonamiento en (1.30) se llega a

V ou* %6 V2 %6

\%4
QOT@t*+QOLu Viu Qg QOLVP +MLQV u (1.38)

Se define el nimero de Reynolds como

o Q[)VL
10

Re (1.39)
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1 Hidrodindmica

y da cuenta de como de importante es el término viscoso uV?2u frente al convectivo

oou - Vu, ya que (1.38) se trasnforma, después de dividir por goV?/L, en

ou*
ot*

1
+u"-V'u P +Re u (1.40)

Para fluidos con Re > 1, domina el término convectivo y el flujo se denomina turbulento,
mientras que en aquellos fluidos con Re < 1, domina el término viscoso y el flujo se

denomina laminar.

1.3.2. Ecuacion de Stokes. Tensor de Oseen

La ecuacion de Stokes aparece al suponer que el movimiento de las particulas que
componen el fluido se ve mucho mas influido por el término de viscosidad que por el
inercial, esto es, fluidos con niimero de Reynolds pequenio. De la definicion del nimero
de Reynolds se observa que esta situacion sera la de aquellos fluidos que, o bien sus
velocidades tipicas sean muy pequenas, o bien la vicosidad muy alta, o bien las distancias
tipicas muy pequenas. En este caso, la velocidad sera tan lenta que, en un instante de
tiempo, no se observa un cambio de la misma, esto es d;u = 0. Esta condicién recibe el
nombre de movimiento lento y permite describir particulas en un régimen en el que la
inercia no desempena un papel relevante: la aplicacion de una fuerza sobre ellas ejerce
un cambio instantéaneo en su velocidad. Con todas estas consideraciones, la ecuacion de

Navier-Stokes toma la forma de un balance de fuerzas,
f— Vp+puVia=0, (1.41)

que recibe el nombre de ecuacion de Stokes y va siempre acompanada de la ecuacion de
continuidad. La posible dependencia de u(x, t) con el tiempo se vuelve de tipo paramétrica
y esté contenida en las fuerzas de volumen. El flujo resultante se denomina de Stokes.

A continuacién, nos proponemos encontrar una soluciéon para u y p en el caso de un
flujo de Stokes incompresible impulsado por una fuerza puntual en el origen f = Fi(x),

donde F es un vector constante con unidades de fuerza y §(x) es la distribucion delta de

16



1 Hidrodindmica

Dirac, bajo condiciones de contorno de reposo en el infinito, esto es,

puV*u = Vp — Fo(x), (1.42)
V-u=0, (1.43)
lul,p — 0 si x| = 0. (1.44)

Dadas las condiciones de contorno, podemos aplicar transformada de Fourier (consultar
(A.2)), denotando U(k) = Flu(x)] y P(k) = F[p(x)]. Las ecuaciones (1.42) y (1.43) se

transforman en

pk*U +ikP =F, (1.45)
ik-U =0, (1.46)

donde k = |k|. Proyectando (1.45) en la direcciéon k y usando la condicion de incompre-

sibilidad transformada

k- (MJrikP) —k-F = P(k) = —zkk—QF (1.47)

obteniendo una ecuacion cerrada para P(k). Obtenemos otra para U(k) sustituyendo la
expresion de P(k) de nuevo en (1.45):

U(k) = % : (z— %) , (1.48)

donde hemos usado que (k - F)k = kk - F y la notaciéon usual del producto diadico (ver
(A.3)).
Encontraremos la solucién al problema invirtiendo la transformada de Fourier. En el

caso de la presion se tiene

p(x)=F! {—ik : F} — —iF . F! {5} : (1.49)

Para resolver la transformada, propongamos una funcion ¢(x) tal que F[V¢| = ik F[¢)] =
k/k?, esto es

Flol = -5 = ¢é(x) = —iF ! [i} (1.50)

k2 k2
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1 Hidrodindmica

y la presion serd p(x) = —iF - V. Busquemos F ! [k72]:

Rl B /dkeik'x ! /mdk/wdesineeimow (1.51)
k2 _(277)3 R3 k2 _(277)2 0 0 .

habiendo elegido un sistema de coordenadas esféricas tal que k- x = kz cosf con = = |x|.

Haciendo el cambio t = cos 6, se obtiene

Frt —L/wdk/ldtei’m— ! /oodk:isinm;—L (1.52)
k2| (2n)2 . - @2n)2 ), kx dnx’ '

-

P
=r/z

Una vez obtenido ¢, evaluamos su gradiente,

7 1 7 1 1
¢ A (x) A < xQ) T s (1.53)
donde hemos empleado coordenadas esféricas para el gradiente y que e, = x/x. La presion,

por lo tanto, resulta

p(x) = —iF - V¢ = Fox (1.54)

La inversion de U(k) segun (1.48) involucra dos términos,

u(x) = F'[U] = g : (]—"‘1 [é} - F! [%D : (1.55)

el primero es precisamente (1.52). Para encontrar el segundo, F~'[kk/k%], proponemos
de forma similar al caso anterior una funcion ¢(x) tal que F[VV¢] = —kkF[¢] = kk/k*
lo que implica que ¢ = —F 1 [k74] y u(x) serd

u(x) = % . (i _ vw) | (1.56)

4rx

Procedemos por lo tanto a calcular F~! [k~4],

FHE™] = ! / K / Cart (e —e*) (1.57)
(2m)3 Jrs K Ar’x [/, k3 ’

donde hemos de nuevo integrado eligiendo coordenadas esféricas tales que k-x = kx cosf y
realizado de nuevo el cambio ¢t = cos 6. Para resolver la integral notemos que, si extendemos

el integrando hasta —oo haciendo uso de la paridad del integrando, nos encontramos
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1 Hidrodindmica

ante la suma de dos transformadas de Fourier monodimensionales que podemos resolver

mediante el uso de funciones generalizadas:

—1 —471 i > 1 ikx —ikx
F k] = ~3; /OO dk— (e —e ™), (1.58)
En concreto, podemos hacer un cambio de variables k' = —k en el primer término, agru-

pando luego k&’ y k ya que son variables mudas, para darnos cuenta de que

—1 —47 _ 4 > 1 —ikx __ 4 1
R = 47T2x/ dkﬁe B 47?255]: {E} ’ (1.59)

—00

siendo la transformada del lado derecho monodimensional, reduciendo asi el problema al
calculo de F[k~3]. Entendiendo 1/k como una funcién generalizada, su transformada de

Fourier es
i, six <0,

1
F {—} = —imsign(z) = < 0, siz =0, (1.60)
—im, sixz > 0.

Notese que, en este desarrollo, estamos usando k£ como nuestra variable en el espacio de

partida y z en el de Fourier. Expresando 1/k® en términos de derivadas de 1/k:
1 1d* /1 2?1 T
Por lo tanto, como en nuestras variables originales z = [x| > 0:
F! [](4} = (1.62)
y resulta ¢ = z/8m. Por ultimo, evaluamos
1 X 1 1 1 1 xx I
—_—v(Z)= = z z = —[-=4+= 1.63
VY 87rv(r> 8 (V <’r>x+rvx> 87?( 3 +r)’ (1.63)

donde hemos aplicado la regla de la cadena, que Vx = Z y que V(1/z) = —x/z*. Final-

mente, sustituyendo en (1.56) la velocidad queda

u(x) = (7+3) =F-0x). (1.64)
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1 Hidrodindmica

Aqui hemos introducido el tensor de Oseen O(x), a saber,

O(x) = — (I + g) . (1.65)

- 8mux x?

Identificamos la solucién encontrada para el caso de una fuerza puntual como la funcién
de Green de la ecuacion de Stokes. Las soluciones del problema para el caso en que las
fuerzas vengan dadas por una distribucion de densidad de fuerza m(x) y condiciones de
reposo en el infinito, se obtienen, gracias a la linealidad de la ecuacién de Stokes, mediante
el principio de superposicion, ya que esta fuerza se construye como la suma de deltas de

Dirac en cada punto del espacio,

p(x) = /RS dx'n(X/) (X - X/), u(x) = /IRS dx'n(x') - O(x — x). (1.66)

Am|x — x'|3

Notemos que, de la condicién de incompresibilidad, se sigue inmediatamente que
V-0(x)=0. (1.67)

1.3.3. Ley de friccién de Stokes

La ley de friccion de Stokes relaciona la velocidad de una esfera rigida sumergida en un
fluido de namero de Reynolds pequeno con las fuerzas a través de la superficie que sufre
la misma, véase fig. [6]. Bajo la condicion de contorno de no deslizamiento, la velocidad
de la particula en los puntos de su superficie sera exactamente igual a la del fluido en el

que esta sumergida, esto es,

vesh —u(x,t), VvxedV, (1.68)

esf)

donde v(*9 es su velocidad y 9V su superficie. Si hacemos uso de (1.66), la velocidad del

fluido esté dada por
u(x) = / dS'£6) (%) - O(x — x') (1.69)
oV

donde £&U) es la fuerza sobre el fluido por unidad de area del elemento dS que ejerce la

esfera en la posicion x. Podemos combinar (1.68) y (1.69) e integrar sobre la superficie de
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1 Hidrodindmica

Figura 6: Representacion de la ley de friccion de Stokes. La fuerza que siente la esfera es
proporcional a su velocidad.

la esfera para obtener

tratv®) = [ a3 [ 4506 —x) -t (1.70)
ov ov

donde a es el radio de la esfera. Por un lado, recordando (1.65), la integral sobre d.S del

tensor de Oseen, particularizado para los puntos de la esfera, es

/dSO(x x') /%d /desm 1 T+ e’"e’“) A7 (1.71)
v 87r,u 7 a a? 3 '

donde e, = (sin @ cos ¢, sin §sin ¢, cos )T en coordenadas esféricas y se ha hecho uso de la

expresion matricial del tensor e,e,, a saber,

sin?fcos’p  sin®fsinpcosy sinfcospcosh
e.e, = | sin®fsinpcosp  sin’fsin’¢p  sinfcospsind |, (1.72)

sinf cos pcosf  sinf cos psinf cos? 0

asf pues, la integracion sobre el mismo elimina los términos no diagonales. La fuerza total

que ejerce el fluido sobre la particula es, por el principio de accidon-reaccion,

F(esf) - _ /av dS/fi(sup) (X/,t). (173)
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Por lo tanto, la velocidad de la particula equivale a

1 2 |
e _ L 20, / AS'EP (x) = —— D (1.74)
ov

M 4dma® 3p 6mpa

resultado que se conoce como la ley de friccion de Stokes para el movimiento traslacional

de una esfera.
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2 Movimiento browniano

2. Movimiento browniano

El movimiento browniano es propio de particulas sumergidas en fluidos y emerge de la
interaccion entre éstas y las moléculas del fluido que las rodea. Estas moléculas se mueven
constantemente y colisionan con las particulas brownianas de forma aleatoria. Conocer
las trayectorias de la particula de forma determinista en el tiempo se vuelve una tarea
imposible a causa del niimero de colisiones que ésta recibe, por ello su estudio requiere de
hacer uso de la mecanica estadistica. Existen dos vias posibles: una en la que el estudio
se hace a través de la segunda ley de Newton con una fuerza aleatoria que da cuenta
del promedio de las colisiones, denominada descripciéon de Langevin, o bien el estudio de
una densidad de probabilidad para las posiciones y velocidades, la descripcion de Fokker-
Planck. Ambas nos dan la misma informacién estadistica del proceso. Para el desarrollo
de esta secciéon se sigue fundamentalmente el manual An Introduction to Dynamics of
Colloids (1996) de Dhont y Stochastic Processes in Physics and Chemistry (1992) de

Van Kampen.

2.1. Escala temporal de Fokker-Planck

Una escala temporal es la resolucion temporal minima de un experimento o teoria,
y los observables que podemos medir son promediados en los intervalos temporales que
establecen la escala. Suponiendo particulas brownianas que no interactiian unas con otras,
podemos emplear la descripciéon de Langevin para el movimiento browniano siempre y
cuando la escala temporal en que varian las magnitudes de la particula browniana sea
mucho mayor que aquella de las particulas del fluido. De esta forma, las colisiones que
sufre la particula en un intervalo de tiempo son tantas que su origen queda indeterminado
y podemos tratarlas como una fuerza externa aleatoria. Experimentalmente, los tiempos
de relajacion para los fluidos son del orden de 1071* s. Para valores tipicos de masas y
coeficientes de friccion, la escala de tiempos para la particula browniana es del orden de

1079 s y se conoce como la escala temporal de Fokker-Planck.

2.1.1. Ecuacién de Langevin

En el caso monoparticular, la interaccion de la particula con el fluido se divide en dos

componentes: una fuerza fluctuante por las colisiones aleatorias con el fluido, &(t), y una
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2 Movimiento browniano

fuerza de friccion, debida al promedio de las colisiones sistemaéticas sobre la particula.
Para particulas relativamente lentas, la fuerza de friccion es, segin la ley de Stokes (1.74),
proporcional a la velocidad f = —yv donde v = 6wpa se denomina coeficiente de friccion.
La ecuacion de movimiento de Newton para una particula browniana de masa M y posicion

X en un sistema inercial de coordenadas se corresponde entonces con

d
ME = v+ e (2.1)
dt
donde
dx
_ & 2.2
VoW (22)

es la velocidad. La ecuacion (2.1) recibe el nombre de ecuacion de Langevin, en la que
tanto la posicion como la velocidad son variables estocésticas. El promedio (ver A.3) de

la componente aleatoria de la fuerza que siente la particula es igual a cero,

<£<t)> =0, (23)

por definiciéon. Debido a la escala temporal en que ocurren las colisiones del fluido con la
particula, la correlacion de la fuerza en dos instantes de tiempo viene dada por una delta

de Dirac:

(€ME)) = Go(t —t) (2.4)

donde G es un tensor de 2° rango que da cuenta de la magnitud de x(t). Esto es, la com-
ponente aleatoria de la fuerza esta descorrelacionada. Esta expresion para la correlacion
de la fuerza también se conoce como hipdtesis de ruido blanco. Describir un sistema de
varias particulas brownianas interactuantes entre si a través de una ecuacioén de Langevin
es posible. Sin embargo, aqui seguiremos un método alternativo para desarrollar la teoria
de los sistemas coloidales basado en ecuaciones de movimiento para las densidades de

probabilidad.

2.1.2. La interaccién hidrodinamica

Cuando consideramos un sistema de varias particulas brownianas, emerge un tipo
de interaccion entre las mismas debido a sus velocidades, pues una particula browniana

inmersa en un fluido con cierta velocidad necesariamente induce un flujo en el fluido.
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2 Movimiento browniano

Este flujo se propaga y afecta al movimiento de otras particulas brownianas, véase fig.
[7], dando lugar a la llamada interaccion hidrodindmica determinada por sus posiciones y

velocidades.

V2

Figura 7: Esquema de la interaccién hidrodinamica

Como hemos discutido previamente, los tiempos de relajacion de las particulas del
fluido son muy cortos en comparacion con la escala temporal de las brownianas, de forma
que las coordenadas de las particulas apenas cambian en el intervalo en que la perturbacion
viaja de una a otra y se puede asumir, por simplicidad, que la interacciéon hidrodinamica
es instantanea. Cuando discutamos la escala temporal difusiva, para la que las velocidades
de las particulas han relajado al equilibrio y tan solo nos preocupamos de las posiciones,
la aproximacion de instantaneidad se vuelve mucho mas robusta. Asi, la particula i-ésima

(h)

siente una fuerza F,;"’ que sera funcion de los valores instantédneos de las velocidades y

posiciones:

FM = FM(vi(t), ..., vn(t),xi(t), ..., xn(t)), (2.5)

donde N es el nimero de particulas en el sistema y v; v x; son la velocidad y posicion de

la particula i-ésima. Este espacio 6 N-dimensional se denomina espacio fdsico, mientras

que el espacio 3/N-dimensional de las posiciones se denomina espacio de configuracion.
Discutimos en la seccion (1.3.2) como la ecuacion que rige el movimiento de las par-

ticulas brownianas, la ecuacion de Stokes, es lineal respecto a la velocidad, de forma que
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las fuerzas hidrodinamicas también son funciones lineales de las velocidades v;:

N

th) = —ZAZ‘]‘(XL o XN) Y (2.6)

J=1

donde A;; son las matrices de friccién microscopica. En disoluciones muy enrarecidas,

. . ., . . . h
donde interacciones entre particulas brownianas son despreciables, se tiene FZ( ) = —YV;
es decir,

Az‘j = ’}/I(Sij, (27)

y recuperamos la expresion de (1.74) para la fuerza de friccion.

2.1.3. Ecuaciéon de Fokker-Planck

Vamos a empezar estudiando el problema en la escala temporal de Fokker-Planck,
considerando entonces tanto las posiciones como las velocidades de todas las particulas.

La variable estocastica es
X =(Vi,..., VN, X1,...,XN)7, (2.8)

un vector columna 6/ N-dimensional, esto es, un punto en el espacio fasico. La distribucion
de probabilidad de X sera una funcion del tiempo y la denotaremos P(X, t). Si introduci-
mos el concepto de colectivo, esto es, un conjunto imaginario de réplicas del sistema cada
una en un estado microscopico distinto en las que el real puede encontrarse, la probabi-
lidad de que el sistema esté en un estado microscopico dado por Xg sera proporcional al
numero de realizaciones microscopicas del sistema con ese valor de X. De igual forma, la
densidad de estados X alrededor del valor Xq es proporcional a P(Xy,t). El cambio del
ntmero de estados en un volumen V' del espacio fasico que contiene a X viene dado por

el flujo de estados a través de la frontera OV:

d dX
— XP(X,t) =— - —P(X,1). 2.
G axPx == as- T (2.9

Dado que el nimero de estados dentro de V' disminuye si dX/d¢ apunta en la misma

direccion que dS, esto es, hacia afuera, se incluye un signo menos. Aplicando el teorema
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de la divergencia e incluyendo la derivada temporal en la integral:

/V dX%P(X,t) _ /V XV - (ffp(x t)> (2.10)

como V es un volumen arbitrario se sigue que

dX
dt

9 px,1) = -v. <

o P(X, t)) V.7, (2.11)

donde J es el flujo de probabilidad. Esta ecuacion para la densidad de probabilidad tiene la
forma de una ecuacion de continuidad, es decir, obedece una ley del tipo (1.21). Empleando

la segunda ley de Newton, llegamos a

dX_ dV1 dVN dX1 dXN T_ F1 FN
dt — \dt’ 7 dt T At dt S \M T M

T
,Vl,...,VN) , (2.12)

donde F; es la fuerza total que siente la particula i-ésima y tiene tres contribuciones,

N
dVi erm
Mt =Fi=- > A1, X)) V= Vi ®(x1, L xy) + FE (2.13)

donde, segtin (2.5), F® es la fuerza hidrodinamica, —Vy, @ las fuerzas directas debidas a

. , ., . .y, t
un potencial externo, que seran funciéon de la posicion, y Ff erm)

las fuerzas termodinamicas
que hacen evolucionar al sistema al equilibrio. Por lo tanto, podemos escribir dX/d¢
como una funciéon del valor instantaneo de X. Separando el operador gradiente en las

coordenadas velocidad y posicion:
N
V=) (Ve +Vx), (2.14)
=1

la ecuacion (2.11) se transforma en

oP N 1 N
2o g (S o)

i=1 j=1

} . (2.15)

Para hallar la forma de las fuerzas termodinamicas, podemos hacer uso del hecho de

que, para tiempos suficientemente largos, el sistema alcanza el equilibrio y debe obedecer
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la distribucion de probabilidad Mazwell-Boltzmann:

N
U 1
lim P —— U= —Mwv? 2.16
Fare O(eXp( kBT) +;2 Y (2.16)
donde U es la energia, kg la constante de Boltzmann y 7' la temperatura. Si es cierto que
se alcanza dicha distribucion, podemos sustituir la distribucion de probabilidad por P¢%)
en (2.15) y tomar 9;P = 0. Obsérvese que, si un sistema obedece el principio de balance
detallado, entonces la condicion para alcanzar el equilibrio en (2.11) se vuelve

dVi p dXi

Ji:
dt + dt

P =0, (2.17)

en caso contrario, solo se podria afirmar que V-J = 0. Por un lado, si tomamos gradiente

respecto a las velocidades y posiciones sobre P9 se llega a que

1 M
vxip(eq) = _kB_Tp(eq)inq)’ Vvip(eQ) = _kB_TViP(eq)' (2.18)

De aqui, uno observa que en (2.15) se cancelan los siguientes términos en el equilibrio:

1 1
Vi - Vi, P9 — AR (PCIV, ) = v; - Vy, PV — Mvvip@q) Ve ®=0. (2.19)

Por tltimo, si el sistema en el equilibrio cumple el principio de balance detallado visto
n (2.17), entonces las fuerzas termodinamicas aseguran que se alcanza la distribucion de

Maxwell-Boltzmann en el equilibrio, esto es, que P(t — oo) = P9 si toman la forma

)

F(term o T > l
: __WZ (I P), (2.20)

donde hemos aplicado (2.18). En conclusion, tenemos la ecuacién de movimiento en la

} . (2.21)

escala de Fokker-Planck determinada,

al kT
S A (VJP+ Jl\} vvjp) + PV, ®

j=1

opP al 1
E = _Z{VlezP_MVVz .

i=1
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2.2. Escala temporal de Smoluchowski

En la escala temporal de Fokker-Planck solo la posiciéon y la velocidad de la particula
browniana necesitan ser consideradas, ya que las coordenadas de las particulas del fluido
han relajado al equilibrio. En la escala temporal difusiva, también conocida como la escala
temporal de Smoluchowski, las velocidades de las particulas coloidales han relajado al
equilibrio con el bano térmico del fluido, lo que implica que la fuerza neta que siente
cada particula browniana es nula, esto es, la friccion se cancela con el resto de fuerzas,
y Unicamente seria necesario considerar la posicion de la particula browniana. Esto es
equivalente a pensar que, en cada instante de tiempo, el sistema ha alcanzado el equilibrio,
analogo a la nocién de proceso cuasiestatico en la termodinamica. El inconveniente surge
a la hora de considerar la escala espacial, ya que un intervalo mas grueso en el tiempo lo
implica también en el espacio. Por ello, la escala temporal difusiva sera ttil si se estudian
procesos donde se den desplazamientos significativos. Con todo, las distribuciones de
probabilidad seran funcién tnicamente de las posiciones, por lo que ahora la variable
estocastica es

X = (x,...,x5)7, (2.22)

un vector columna 3/N-dimensional en el espacio de configuracion. Como el desarrollo
seguido para llegar a la ecuacion (2.11) es completamente arbitrario de la eleccion de X,
podemos hacer uso de la misma para llegar a la ecuacién de movimiento para P en esta

escala. Por un lado, la derivada temporal de X es

dX
e (Vi,..., VN). (2.23)

Podemos utilizar ahora que las fuerzas totales son cero en la ecuacion (2.13) para llegar a

N
0=—> Ay(xi,.... %) - v; — Vid(xy, ..., %,) + F™ (2.24)

=1

donde el operador V actta en este caso tinicamente sobre las posiciones. En la escala

(term)

temporal difusiva F recibe el nombre de fuerzas brownianas. Podemos despejar de

esta ecuacion las velocidades si definimos la matriz de movilidad M = A~! donde A es
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2 Movimiento browniano

la matriz cuyas componentes i, j-ésimas son las matrices A;;', de esta forma,

N

Vi = ZMij<Xla s 7Xn) ’ <_vjq><xla s ,Xn) + therm)> . (225)

j=1
Introducimos la matriz de difusion microscopica D(x) = kT M (x), que tiene dimensiones
de coeficiente de difusion, esto es, area dividido por tiempo. Entonces, combinando (2.25)

y (2.23), la ecuacién de movimiento de la densidad de probabilidad es

?9]; =V (Cffp) - Z k;Tv ' {Dw ' [(Vﬂ) - Ff‘“‘rm)) P} } (2.26)

Igual que para la ecuacion de Fokker-Planck, podemos determinar la forma de F(term)
suponiendo una distribucién de Maxwell-Boltzmann P(X,t) o exp(—®/kgT) para t —
oo. Ahora, bajo las condiciones de que el sistema cumpla balance detallado, donde el flujo
de probabilidad asociado a la particula i-ésima es J; = v, P, el término entre corchetes de

(2.26) se hace cero:

(V;@)et/kaT _ plerme=®/kaT — g, (2.27)

Si aplicamos que V,;P = —PV;®/kgT en el equilibrio, encontramos que la fuerza brow-
niana vale

FU™ = _kpTV;In P. (2.28)

La ecuaciéon de Smoluchowski es finalmente

0 V,®
—P X, t) Vi |Dy; - P+V;P 2.29
-3 oo (RRe )] 22
En el caso en que la interaccion hidrodinédmica sea despreciable, como vimos en (2.7),
los términos de interaccién entre particulas ¢ # j de D;; desaparecen, esto es, D;; = Dyd;;Z
con Dy el coeficiente de difusion para una sola particula, también denominado coeficiente

de autodifusion. La ecuaciéon de Smoluchowski se reduce a

%P(X,t) :Doivi. KZE i )} | 2.30)

'Nétese que los elementos M;; no son simplemente proporcionales a Ai_jl, va que M es la inversa de
la matriz entera A y en cada componente de M apareceran, en general, las matrices A;; mezcladas.
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2 Movimiento browniano

La ecuacion de Smoluchowski permite describir el movimiento browniano de un gas ideal

de particulas libres (® = 0) en la escala temporal difusiva, tomando la forma

(x,t) = Dy »_VIP(x,1). (2.31)

=1

=P
ot

En lugar de expresar la ecuacion para la probabilidad de todas las particulas, se introduce

la densidad de particulas como

N

n(x, 1) = / AXP(X, 1) Y 6(x - x), (2.32)

=1

de forma que ya no trabajamos con todas las posiciones de las particulas, contenidas en
X, sino con un solo vector de posicion x de tres componentes. Al tratarse de un gas ideal,
las coordenadas x; de P(X,t) estaran descorrelacionadas, ya que no hay interacciones
directas ni hidrodinamicas, de forma que la distribucién de probabilidad se escribe como
el producto de las probabilidades de una tunica particula, P;(x;,t), cuya condicién de

normalizaciéon es

/dxipl(xi,t) =1. (2.33)

Esto nos permite expresar la densidad como

n(x,t) Z/dXPl xp,t) - P (XN, 1)0(x — x;) (2.34)

= dx; Py (x;,t)0(x — x; dx; P (x;, (2.35)
>/ L fooneen

=Y Pi(x,t) = NPi(x,1). (2.36)

Si derivamos respecto a t en (2.32) y sustituimos (2.31), entonces

- DOZ/dXZV2P1 x;, 1) le (x5, 1) (x — %), (2.37)

k#j
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2 Movimiento browniano

separando la suma en j =14y j # ¢ se obtiene

=Dy Y / X (V?Pl (x1,1) + ) VIPi(x;, t)) []Pixe,t)0(x = %), (2:38)

i=1 J#i k]
N

=Dy Y | V’Pix,t)+ ) Pi(x,t) 75 dS; - V;Pi(x;,t) | , (2.39)
i=1 J# frontera oo

donde hemos aplicado (2.33) y el teorema de la divergencia. Asumiendo que el flujo de

particulas es nulo en el infinito, los sumandos j # ¢ se anulan y se tiene finalmente que

% = DyNV2P,(x,t) = DyV?n, (2.40)

donde la suma sobre i se traduce en multiplicar por un factor N lo que nos permite
emplear la relacion (2.36). Este resultado se conoce como ley de Fick, que establece que la
corriente es proporcional al gradiente de densidad de particulas j = —DyVn. Al estudiar
el problema desde el punto de vista de la densidad de particulas, se habla de difusion
colectiva, mientras que el proceso difusivo de una particula se denomina de autodifusion.
En el caso particular del gas ideal, el coeficiente de difusion colectiva y el de autodifusion
coinciden y son iguales a Dy. Podemos hallar una solucion exacta de la ecuacion (2.40) si
la distribucion de probabilidad esta sujeta a la condicion inicial n(x,0) = 6(x — X¢). En
tal caso, si aplicamos transformadas de Fourier, la ecuacion (2.31) en el espacio reciproco
es

0 . 9

an(k, t) = —Dok“n(k,t), (2.41)

donde 1 = Fn|, y la condicién inicial se escribe
n(k,0) = /dxe‘ik'xé(x —xq) = e kX0, (2.42)
La solucion para n(k,t) queda
fi(k, t) = e kX0 Dok’ (2.43)

Se obtiene finalmente n(x,t) mediante inversion de la transformada:

1

. 1 4 2
_ k kx> k _ k tk-(x—x0) ,—Dok=t 9 44
n(x,t) (27)3/(1 e *n(k,t) (27)3/(1 e e , (2.44)
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2 Movimiento browniano

esta ultima integral la podemos descomponer como producto de tres transformadas in-
versas de Fourier monodimensionales de una funciéon gaussiana, para la que se cumple,

segin (A.9),

S o dkeihee /o — |2 ooz (2.45)
27 ) o T '
con a € R una constante. Identificando a = (4Dgt)™' y z; = (x — X¢); con i = 1,2,3 se

obtiene

1 Ix — %2
)= ———5 —— . 2.46
n(x.1) (47 Dyt )3/2 eXp( 4Dyt (2.46)

Generalizando lo conocido para distribuciones gaussianas unidimensionales, el valor medio

de x(t) es (x(t)) = x¢. La anchura de la distribucion de particulas (x*(¢)) viene dado por
(% — xo|2(1)) = /dxn(x, £)lx — %o = 6Dot, (2.47)

donde se han tomado coordenadas esféricas para la integracion y aplicado el resultado
(A.14). Esta relacion lineal entre el tiempo y el desplazamiento cuadréatico medio es ca-

racteristica de procesos difusivos descritos mediante la ley de Fick.
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3 Difusién en monocapas coloidales

3. Difusién en monocapas coloidales

Se introdujo anteriormente que la dinamica de un sistema coloidal esta gobernada por
el movimiento browniano de las particulas coloidales y las interacciones hidrodindmicas
entre ellas que se propagan a través del fluido que las contiene. El caso del que nos
ocuparemos en este capitulo seré el de las monocapas coloidales, en las cuales las particulas
estan restringidas a moverse entre dos fluidos, produciéndose un desajuste dimensional
entre sus posiciones (2 dimensiones) y las interacciones entre ellas (3 dimensiones), véase
fig. [1].

Nuestro objetivo en esta parte de la memoria va a ser encontrar la ecuaciéon de evolucion
que sigue una monocapa coloidal (seccion 3.1) y analizar, gracias a la misma, el origen del
fenémeno conocido como difusion andmala (seccion 3.2). Para el desarrollo teorico de este
capitulo se han seguido los articulos Bleibel et al. (2014), Bleibel et al. (2015) y Bleibel
et al. (2017).

3.1. Modelo tedrico

Para facilitar la descripcion tedrica de nuestro problema, podemos trabajar en la es-
cala temporal de Smoluchowski, esto es, suponer que las velocidades v; de las particulas
coloidales han relajado al equilibrio de forma éstas que estan determinadas por (2.25)
y la distribucion de probabilidad del sistema completo de N particulas P(xy,...,Xy,t)
cumple la ecuacion de Smoluchowski (2.29). En consecuencia, estamos en condiciones de
movimiento lento de forma que el flujo u(x,t) vendra descrito por la ecuacion de Sto-
kes (1.41) y su solucion se puede construir a través de (1.66) mediante una propuesta
adecuada de la fuerza aplicada.

La energia potencial de (2.29) la podemos expresar como

N
O(X) = & (X) + > ¢ (xy), (3.1)

i=1
donde ®™(X) denota la energia interna asociada a la interaccién entre particulas y
¢ (x;) refleja el potencial externo monoparticular, incluyendo el potencial que res-
tringe a las particulas al plano, y X = (x3,...,Xxy) como lo hacia anteriormente. En

concreto, tomaremos z = 0 como el plano de la monocapa coloidal. En las subsecciones
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3 Difusién en monocapas coloidales

3.1.1 y 3.1.2 haremos uso de las aproximaciones necesarias, todavia sin particularizar al
caso de una monocapa, que nos permitan escribir ecuaciones cerradas para los campos
de interés. En 3.1.3 estudiaremos como se consigue la configuraciéon de confinamiento y

particularizaremos nuestras variables a la misma.

3.1.1. Matriz de movibilidad

Para poder expresar la ecuacion de evolucion de P(x, t) (y, méas adelante, de la densidad
de particulas) es necesario determinar la forma de las matrices de difusién microscopica
D;;(X) que relacionan, despejando en (2.6), la velocidad de cada particula con las fuerzas

que actiian sobre ella,

_ (h)

con th) la fuerza hidrodinamica. En la escala temporal de Smoluchowski, las velocidades
han relajado al equilibrio y, por lo tanto, la fuerza neta que actiia sobre cada particula es
nula. De esta forma, las fuerzas hidrodinamicas, (2.6), se compensan con las originadas

por el potencial (3.1) y las fuerzas termodinamicas o brownianas, (2.28), esto es,
F" — V& — kpTV;InP = 0. (3.3)

Como vimos en la seccién 1.3.1, en ausencia de potencial externo, la fuerza que siente
el fluido esta originada tnicamente por las fricciones entre las superficies, contenidas en
el tensor de esfuerzos. De igual forma, la friccion del fluido con las superficies de las
particulas coloidales también ejercera una fuerza f') sobre el mismo. Segtn (1.66), la

velocidad del fluido en un punto x esta dada por

N
u(x, ) =y /8 § dS'O(x - x) - £ (x', ). (3.4)
j=1"%

Asimismo, consideramos la condicién de contorno de no deslizamiento, analogamente a
como se hizo en (1.68), pero esta vez teniendo v; = u(x;,t), para todo x; € JV;. Para
facilitar los calculos y hacer uso de los resultados vistos en la seccion 1.3.2, podemos

asumir que las particulas son esferas de radio a. Si integramos la condiciéon de contorno
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3 Difusién en monocapas coloidales

sobre la superficie de la particula i-ésima y despejamos v;, obtenemos

</ dS'O(x — x') - f;up(x’,t)> : (3.5)
ov;

Podemos considerar que nos encontramos en régimen diluido, es decir, que la densidad

N

1
vi= /{Wi dsy

j=1

de particulas es baja. En tal caso, para el término j = ¢, la contribuciéon a la velocidad
viene dada por la ley de friccion de Stokes (1.74), es decir, como si la particula estuviera

aislada,

_ 1 (h) ’ / (sup) /s
vilx,t) = g F! +§/BV 4S'0(x — x') - 57 (x' 1), (3.6)

donde ahora la fuerza que siente la particula es, precisamente, la fuerza hidrodinamica

F.

7

F" = — / 4S5 (x' 1), (3.7)
)%

Con el objetivo de simplificar la obtenciéon de los sumandos j # 7, nos serd de utilidad

g

Figura 8: Vectores de posicién x relativos a los centros de las particulas coloidales.

reescribir los vectores de posiciéon en términos de los centros de las esferas. Si x; denota
el centro de las esferas, entonces tomamos los vectores posicion x; = x — x;, véase fig. [8].

Asi, los sumandos que faltan por conocer son de la forma

1
/ / (sup) ’
4ma? /6‘/Z ds /avj ds O(Xi —Xj + X; — Xj) . fj p (Xi +x;, t). (3.8)

Con esta definicion de los vectores x; y X, es evidente que |x; — x;i| < 2a. Si ahora

tomamos la aproximacion de que las esferas estan separadas una distancia mucho mayor

36



3 Difusién en monocapas coloidales

que la de sus diametros, entonces
|Xi — Xj| > |Xl - X;| — O(Xz — X; +X; — Xj) ~ O(Xz — Xj), (39)

aproximacién que serd valida en el régimen diluido. Con estas aproximaciones y segin

(3.7), los sumandos j # i quedan

1

4ra?

/ ds / dS'O(x — x') - £ (x') = —O(x; — x;)F " (3.10)
v; av;

=1

ya que O(x; — x;) no depende de las coordenadas de integracién. En conclusion, la velo-

cidad de la particula tiene la forma

VvV, = —

N
L N (h)
6@@1«1 —;O(X—X)Fj : (3.11)

y si comparamos con (3.2), obtenemos que los elementos de la matriz de difusion valen

i=7j, Dy= D, (3.12)

i 44, Dy=ksTOM —x;) = 2Dy’ <I+ B — ;)i — Xj)) . (3.13)

47 % — x4 x; — ;]2

bajo la aproximacion de que los radios de las esferas son mucho menores que las distan-
cias entre las mismas. Aqui, hemos introducido la relacion de Stokes-Einstein entre el
coeficiente de difusion y viscosidad para la difusién de una particula esférica un fluido con

ntumero de Reynolds pequeno:
kgT

- 6mpa

Dy (3.14)

De forma compacta, si introducimos la movilidad de una particula como I' = Dy /kgT, y

recordamos que la matriz movilidad es M;; = D;;/kgT’, podemos escribir simplemente
Mij = Toy5T + (1 = 6;5)O(x; — x;) (3.15)

y las velocidades como v; = — > i M;; - Fg-h).
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3 Difusién en monocapas coloidales

3.1.2. Ecuacién de difusiéon para la densidad

Una vez esta determinada la matriz de movilidad, la ecuacion de Smoluchowski (2.29)

para la distribucion de probabilidad del sistema de N particulas coloidales queda

T Z Vi - <Mij . Fg-h)P) (3.16)

N N

=T (PVid+kpTV:P)+ > Oy(x; —x;) - (PV;® + kgTV,;P).  (3.17)

i=1 ij=1

No obstante, no estamos interesados en la dinamica de la probabilidad de las posiciones
de cada particula, sino en el estudio de la difusiéon colectiva, esto es, la difusion que
experimenta el sistema en su conjunto. Para ello, una ecuaciéon de evolucién para la
densidad de particulas n(x, t), dada por (2.32), nos basta. Con el objetivo de hallar dicha
ecuacion, procederemos igual que en la seccion 2.2, esta vez considerando que la ecuacion
de P es (3.17), que incluye las interacciones hidrodinamicas. De igual forma, en lugar de
trabajar con las velocidades individuales, podemos definir un campo de velocidad tnico

para el sistema como el promedio

1
n(x,t)

v(x,t) =

/ AXP(X,t) ) " vid(x — x;) (3.18)

i=1

dividiendo por la densidad para normalizar.

Como asumimos anteriormente, las distancias entre las particulas son lo suficientemen-
te grandes para que no haya interaccién directa entre ellas? salvo hidrodinamica, por lo
tanto ®*(X) = 0 en (3.1). Por otro lado, podemos factorizar la probabilidad del sistema
en probabilidades monoparticulares, como se hizo en (2.36), siempre y cuando introduz-
camos una aproximacion de campo medio. Asi, una particula no siente el efecto de cada
una de las particulas por separado, sino un efecto promedio de todas ellas, y sus estados

se pueden tratar como si estuvieran descorrelacionados:
N
P(X,t) =[] Pi(xit). (3.19)
i=1

Si recordamos (2.36), la relacion entre la densidad y la probabilidad de una particula viene

20, equivalentemente, trabajamos con un gas ideal de particulas coloidales.
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3 Difusién en monocapas coloidales

dada por n(x,t) = NPi(x,t). Del equilibrio de fuerzas visto en (3.3), uno puede escribir

F(-h) _ —FjeXt \V2 ¢ (ext) (XJ) + /{ZBTV In Pl(X], )7 (3.20)

J

(ext)

de forma que F; ™ solo depende de x;. Si derivamos respecto a t la densidad de particulas

y sustituimos d; P de acuerdo con (3.17), llegamos a

Z/dXZV Fle) )) 5(x — %) (3.21)

_ ZN:/dXZN: V- <O(Xi —x;)- F§ext)P) d(x — xp). (3.22)
k=1 i#]

Llamemos al término (3.21) (x), y al término (3.22) (xx). Teniendo en cuenta la ecuacion
(3.19), el término (x) se calcula de forma analoga a como se hizo en (2.39), dividiendo

esta vez en 1 = k y i # k y aplicando el teorema de la divergencia,

N N

() =T V- (F(x)P(x),t) — (1)) §£ dsS; - F™P(x;,t).  (3.23)
k=1 k itk

donde el operador V sin subindice acttia sobre las coordenadas x y F(&* sin subindice solo

depende de x. Noétese que la frontera esta en el infinito, anulandose todos los sumandos

i # k, y que la suma sobre k equivale a multiplicar por N, entonces,
(¥) = =I'V - (F®Yp) = 'V - (nV¢™Y) + DyV?n (3.24)

donde se ha reescrito F(&*) de acuerdo con (3.20), en funciéon de n. Por otro lado, el

término (xx), después de dividir en 7 = k e i # k, resulta

Z/dX{ZVk [ (xp — x5) - F(EXtP1 (xg, }le X, 1)0(x — xy,)

J#k I#k

+Zv [(9 x; —x;) - F Fle) p1 (xi,t } le Xom, T x—xk)}, (3.25)

i#k m#i

de forma que al integrar el sumatorio ¢ # k tendremos, por un lado, una integral de
superficie al aplicar el teorema de la divergencia cuando integremos sobre x;, un factor

Py (x,t) cuando integremos sobre X, y un factor 1 cuando lo hagamos sobre el resto de
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3 Difusién en monocapas coloidales

coordenadas. Ademas, por encontrarse la frontera de dicha integral de superficie en el
infinito su valor se hace cero y todos los términos i # k desaparecen. Para evaluar el

término ¢ = k, integramos primero sobre xy,

N N

(k%) = — Z/ dxX > v [o(x —x;) - FYp(x, t)] 1P 0), (3.26)
k=1 salvo xj, J=1 I#k

donde hemos ignorado la restriccion j # k ya que la divergencia de O(x,—x;) es integrable

y su contribucion, en el limite de muchas particulas N — oo, es despreciable. Si ahora

introducimos una delta de Dirac §(x’ — x;) adecuadamente,

Z/dx/ dX ZV [ X—Xj)-FeXt)HXJ, ]HP1Xl, 6(x" = x;),

salvo xy, J=1 I#j
(3.27)

podemos aplicar la propiedad ¥ (x)d(x — xg) = ¥(x0)d(x — X¢) para integrar sobre el

producto de probabilidades de una particula,

N N
=-> ) / dX'V - [O(x — x') - FO(x') Py(x,1)] Pi(xX, 1). (3.28)
k=1 j=1
A continuacion, si introducimos Pj(x’,t) dentro del gradiente, ya que no depende de x, y
sacamos el mismo del integrando, realizar las sumas sobre j y k se reduce a multiplicar

por N2, y lo podemos dejar en funcién de n haciendo uso de (2.36), por lo que resulta

(%) = =V - (n(x, t) / dx'O(x — x) - F(eXt)n(x’,t)) : (3.29)

Si ahora recordamos (1.66), tenemos precisamente la expresion que verifica el campo de
velocidades del fluido u(x,t) en el caso en que la densidad de fuerza n(x’) venga dada
por F)n(x’ 1), Por lo tanto, podemos escribir simplemente (xx) = —V - (nu).

La ecuacion de evolucion de la densidad, sumando (x) + (xx), queda

387; = DoV + V- (n(TV@Y —u)), (3.30)

para particulas inmersas en un fluido de flujo u y ntimero de Reynolds pequeno, en el

caso diluido. Cabe destacar que u depende tnicamente del potencial, ya que, si u viene
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3 Difusién en monocapas coloidales

dado por
u(x,t) = — /dx'(anb(eXt) + kgTVn) - O(x —x) (3.31)

podemos integrar por partes el término con Vn para obtener una integral dependiente de
V - O que, por la condicion de incompresibilidad (1.67), es exactamente nulo, ademas de
un término evaluado en la frontera que, al estar en el infinito y considerar condiciones de
reposo, desparece.

Podemos hacer uso de (3.20) para escribir la ecuacion de evolucion en funcion de la

fuerza total por particula de forma que

0

8—7; = V- [n(IFE 4 )] (3.32)
De hecho, a este mismo resultado se llega empleando la relacion entre las velocidades y
fuerzas dada por (3.2). Si aplicamos dicha ecuacion en la definicion (3.18) de v, llegamos

a

v=TF®Y 4y (3.33)

Recordando la estructura de la ecuaciéon de Smoluchowski como una ecuacién de conti-

nuidad dada por (2.11), esta, introduciendo correctamente la densidad, equivaldria a

on

— =—V - (nv). 3.34
=V () (330
Notese que, en el caso en que no hubiese potencial externo ni interacciones hidrodindmicas,

la velocidad promedio seria simplemente v = —DyVn, de forma que la ecuacion (3.34)

seria complemente analoga a la ley de Fick (2.40).

3.1.3. Configuracion de confinamiento

Una vez estudiada la ecuaciéon de evolucion que sigue la densidad de particulas coloida-
les inmersas en un fluido, vamos a aplicar la restriccion z = 0, véase fig. [9]. En este caso,
la densidad nimerica solamente tendra componentes (x,y) ya que no habra particulas
con coordenada z no nula. Por ello, podemos escribir n(x) = p(r)d(z) donde p es nuestra
densidad superficial de particulas proyectada en el plano y r = x — ze,. Es decir, n fuera
de z = 0 es exactamente nula.

Si el potencial ¢ es el encargado de realizar el confinamiento, podemos asumir que
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3 Difusién en monocapas coloidales

u(x,y,z)

Figura 9: Esquema de la configuraciéon confinamiento de una monocapa coloidal. Las
particulas estan restringidas a moverse en el plano z = 0, pero el flujo u explora la tercera
dimension.

sera, en principio, funcién tnicamente de la coordenada z. Esta aproximacion nos permite,

si integramos (3.30) respecto a z, llegar a una ecuacion para p de la forma

0
= =DoVip =V, - (pu) (3.35)

donde V. = V —0.e.. Notese como el potencial externo con estas caracteristicas no ejerce

ninguna influencia a la hora de estudiar la dindmica de p, ya que

r / 4=V - (p(r,t)é(z)aq;(jt) ez) —0. (3.36)

Por lo tanto, la densidad p(r) depende tinicamente de la difusion browniana y del arrastre
ejercido por el flujo u(x,z = 0) = u(r), esto es, las componentes (x,y) de u(x) evaluado

en el plano z = 0. En particular, u(r) vale

u(r,t) = /dr'p(r',t)f(r',t) O —1') = —k;BT/dr'Vrp(r',t) O —1"),  (3.37)

donde, a diferencia de lo que ocurria en (3.31), la corriente de particulas V,p, y no el
potencial, es la tinica fuente relevante de fuerzas. Concretamente, si realizamos integracion

por partes

u(r,t) = —k:BT/dr'p(r’)Vr -O(r—1') #0, (3.38)

pues en general V,.-O # 0, esto es, la proyeccion del flujo en el plano no es incompresible.
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3 Difusién en monocapas coloidales

3.2. Coeficiente de difusiéon colectiva

Nuestro objetivo ahora no consiste encontrar una solucién para la densidad de la
monocapa coloidal p(r,t), sino emplear su ecuacion de evoluciéon para generalizar un
coeficiente de difusion colectiva que, como veremos, dependera del nimero de onda en
el espacio reciproco. Para ello, asumiremos que la soluciéon general se puede expresar
en términos de la solucion homogénea y estacionaria pg, es decir, d;p9 = 0; y de una

perturbacion respecto a la misma, dp, de tal forma que uno escribe
p(r,t) = po + dp(r,t). (3.39)

Recordemos el caso en que las interacciones hidrodinamicas no jugaban un papel relevan-

te y la dinamica del sistema era difusiva, como en la ecuacion (2.41). Nos proponemos

encontrar una ecuacion de evoluciéon para el caso en que el coeficiente de difusion colectiva

dependa del namero de onda, ¢. Aplicando transformada de Fourier, esto se escribiria
00p .
— = —D(@)q*op (3.40)
ot

con g un vector bidimensional del espacio reciproco y dp = F|[dp|(q). La ecuacion (3.35)

para una solucién del tipo (3.39), teniendo en cuenta que las perturbaciones son pequenas,

se transforma en

00 00p
S~ DVip—pVeou D L= —Dig’6p+ipg- (3.41)

Por provenir el flujo u(r, ) del producto de convolucion dado por (1.66), uno puede escribir

su transformada (ver (A.10)), después de linealizar, como
it = F[pf * O] ~ pof - /dre‘iq'rO(r). (3.42)

La fuerza que aparece en el flujo la podemos relacionar con el coeficiente de difusion
si igualamos la ecuacion de difusion a la ecuacion de evolucion (3.35) cuando no hay

interacciones hidrodindmicas, u = 0. Pasando al espacio reciproco se obtiene

3,0 2 P . D() ~
9P D2y = TV - (pf fr —iq—L0p. 4
5; = DoVip V- (pf) = A, 0P (3.43)
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Combinando todos estos resultados, la ecuacion completa para dp es

% — Dy(k)k257 + ipoq - (—iq&5ﬁ - / dre‘iq'r(’)(r)> (3.44)
— —Dog%0p (1 + 20 Z 4 / dre 97O, (r )) . (3.45)
t,j=1

Definiendo aqui (g) como el término distinto de 1 en el paréntesis, se sigue que el coefi-

ciente de difusién es

D(q) = (14 ¢(q))Do. (3.46)

De esta expresion se desprende que cualquier sistema para el que ((¢) = 0 seguird un
proceso de difusion descrito por la ley de Fick, mientras que, en otro caso, de difusion
anémala.

Encontremos el valor de ((¢) en nuestro caso. Si volvemos a la deduccion de la expresion
del tensor de Oseen, podemos encontrar una forma de escribirlo en términos de una
transformacion inversa de Fourier. En concreto, si en (1.48) invertimos, el tensor de Oseen

se puede escribir como

O(x) = ﬁ/dk kak (z— %) (3.47)

con k un vector tridimensional del espacio reciproco. Si escribimos k = k. + k.e, donde
k, es la proyeccion bidimensional, entonces k - r = k, - r. Sustituyendo en £(q) y teniendo

en cuenta que ahora O(x) = O(r) en z = 0, se llega a que

4i4q; —iq-r iker %
C(q) = @ SFMZ /dr /k B <5 k2)' (3.48)

1,j=1

La integral sobre r resulta
/ dret™ k=) — (27)25(k, — q), (3.49)

por lo que, integrando respecto a las componentes k, de k se tiene q = k; y teniendo en
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3 Difusién en monocapas coloidales

cuenta que ahora k? = ¢% + /{:Z y que q -k = ¢;k; = ¢;¢; = q - q, queda

2 +00
Po 4i4; 1 4i4;
— dk,——— ( 0i — ; 3.50
C(Q) QWFMMZI ¢ /_oo q2—0—/€§ ( J Ve +k§> ( )
+oo 2
Po k 1
— dk, z = ’ 3.51
2nlp /oo (¢ +k.)? Lng ( )
:7?72(]

donde se han expandido los términos del sumatorio, simplificado algebraicamente y reali-
zado la integral sobre k. (mas detalles en (A.15)). Se ha introducido una longitud carac-

teristica Lj; como
_4ul

£o

Ly, (3.52)

Finalmente, uno escribe el coeficiente de difusion (3.46) colectiva para monocapas coloi-

dales como

D(q) = (1 + Lihq) Dy, (3.53)

expresion de la cual se deducen varias propiedades importantes del tipo de difusién de
estos sistemas. En primer lugar, que la interaccion hidrodindmica acelera la dinamica del
sistema, ya que |D(q)| > |Dy|. No obstante, observamos como la estabilidad del sistema
se ve inalterada al introducir las interacciones hidrodinamicas, puesto que ésta depende
tnicamente del signo del coeficiente de difusién y éste no cambia ya que 1+ £(q) > 0.
Por otro lado, se observa que D(qg — 0) — oo, cuando el efecto de la difusion anémala es
méaximo. Esta dependencia de la forma 1/q aparece al calcular la transformada de Fourier
bidimensional, debido a la restricciéon z = 0 que impone el confinamiento, del tensor de
Oseen tridimensional, por lo tanto, el origen de la difusién anémala es consecuencia del
desajuste dimensional. Asimismo, para D(q¢ — oo) = Dy recuperamos la ley de Fick. Por
ultimo, notemos que Lj es la longitud que determina a partir de qué escalas se observa

difusién andémala.
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4. Resumen y conclusiones

Una vez obtenidos todos los resultados fundamentales, sirva esta secciéon para repasar
el procedimiento seguido en la memoria que nos ha permitido, esencialmente, detallar el
modelo teérico que describe la dinamica de un sistema coloidal en el cual las particulas
coloidales estan confinadas a un plano entre dos fluidos.

En primer lugar, nos hemos encargado de determinar las ecuaciones que gobiernan
la dindmica de los fluidos, esto es, las ecuaciones de la hidrodinamica. Dichas ecuaciones
se obtuvieron a partir de las leyes de conservacion de la masa y del momento del fluido.
De ésta ultima dedujimos la célebre ecuacion de Navier-Stokes. Para el caso de interés,
pudimos asumir flujo laminar y condiciones de movimiento lento para el fluido, lo que nos
permitié simplificar la ecuacion de Navier-Stokes a la ecuacion de Stokes. Se hall6 una
solucién de la misma en funcién de las fuerzas que impulsan al fluido. Por tltimo, se pudo
determinar la ley de friccion de Stokes para una particula esférica rigida suspendida en
un fluido, que nos sirvié como punto de partida del caso de varias particulas.

En segundo lugar, analizamos el movimiento browniano caracteristico de particulas
mucho mas grandes que las particulas del fluido en el que estan sumergidas. Dicho mo-
vimiento lo analizamos desde varias escalas temporales: la de Fokker-Planck, en la cual
tanto la velocidad como la posicion seguian un proceso aleatorio; y la de Smoluchowski,
en la cual se suponia que la velocidad habia alcanzado el equilibrio y solo la posicion
desempenaba un papel relevante. Empleamos esta seccion para discutir las interacciones
hidrodinamicas entre particulas coloidales, debidas al flujo que inducen en el fluido en el
que estan inmersas. Con todo, se lleg6 a la ecuacion de Smoluchowski, que da cuenta de la
evolucion de la distribucion de probabilidad del sistema de particulas. Empleamos dicha
ecuacion para estudiar el movimiento browniano de un gas ideal de particulas, que sigue
un proceso de difusion colectiva relacionando el resultado con la ley de Fick.

En tltimo lugar, combinamos las soluciones para el flujo y la ecuacion de Smoluchowski
para hallar la ecuacion de evolucion que sigue la densidad de particulas de un sistema
coloidal. Aplicamos dicha ecuacion a la configuracion de monocapa y obtuvimos, mediante
un desarrollo perturbativo, una dependencia con el nimero de onda del coeficiente de
difusion colectiva, hallindonos ante un proceso de difusion anémala al no cumplirse la ley

de Fick.
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A Apéndices

A. Apéndices

A.1. Notaciéon tensorial

= Si se emplea convenio de suma de Finstein, la repeticion de indices indica una suma
sobre todos los valores posibles de dicho indice, omitiendo el signo de sumatorio,

por ejemplo:

3
u-v= Zuivi = u;v;. (A.1)
i=1
s Fl simbolo de Levi-Civita es

1 siijk =123,231,312;
Eijk = —1 siijk=132,321,213; (A.2)

0 si dos indices son iguales.

Las coordenadas de cualquier producto vectorial a X b = ¢ se escriben ¢; = €;;,a,0y.

= En el espacio tridimensional euclidiano, se define el producto diddico de dos vectores
a y b expresados en una base cartesiana como el tensor de segundo orden de la

forma

a1
ab=a®b=ab’ = ay [51 by 53} ) (A.3)

as

El elemento (ij) de ab es [abl;; = a;b;.

A.2. Transformada de Fourier

Se define la transformada de Fourier de un campo ¢(x), Fl¢|, v la transformada

inversa de Fourier de un campo ®(k), F'[®], como

1

Flol(k) = /R 3 dxe ™ *p(x),  FHP|(x) = 2y /R 3 dke™*d (k). (A.4)

= Los operadores gradientes en el espacio real se transforman como V — ik en el
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espacio reciproco:

FIVe] = / dxe **V ¢ (x) W / dxV (e~ %) g(x)
R3 R3

—(—ik) /R 3 dxe **Vp(x) = ik F[¢p (A.5)

de igual forma, se puede demostrar que

F[Vd] = ik - F¢] (A.6)
FIV3¢] = —|k[*F[¢] (A7)
F[VV¢] = —kkF4]. (A.8)

» La transformada de Fourier de una gaussiana es otra gaussiana:

+oo +o00 +oo
Fle=o'] = / dze*re=or" = / dz cos(kx)e " + iW
) —00 50
+oo
— 1/ dz <e—ax2+ikw + e—ax2—ikx>
2 B Y

[e.e]

completando el cuadrado en ambos exponentes,

= 1/+°° d:pe_<ik2v2§z)2 = +%/+°° dxe_(iis&gaz){%,
- —o0

1 &2 s s T k2
=3¢ (\ﬁ+ a)—\ge - (A-9)

» Teorema de convolucion: la transformada de Fourier de un producto de convolucion

es el producto normal de las transformadas:

Fiolx) xuix)] = [ dxe [ dasolsuix )

= /n dso(s) /n dxe’ik'(X*S)w(X _ S)eﬂ'k-s

= [ dsols) Pl e = FlolFul. (A.10)
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A.3. Conceptos de probabilidad

» Si P(X) es la densidad de probabilidad de una variable aleatoria X, entonces
dXP(X) es la probabilidad de que X € (X, X + dX).

» La condicion de normalizacion es
/dXP(X) =1, (A.11)

donde la integral se extiende a todos los valores posibles de X.

= El promedio de cualquier funcion ¢(X) es

(6(X)) = [ AXPX)o(X). (A12)
s La covarianza de dos variables es

((XY)) = (XY) — (X)(Y), (A.13)

y se dice que dos variables estan descorrelacionadas si su covarianza es nula, y por

lo tanto, (XY) = (X)(Y) en ese caso.

A.4. Algunas integrales notables

= Se resuelve la integral que aparece en en (2.47) al integrar sobre las coordenadas ¢
y 6 mediante el cambio ¢ = ar? y haciendo uso de la definicién de la funcién Gamma

de Euler:

> 1 o 1 5 3
4 —ar? 32—t — _ = — | = —=\/T
/o drr-e = 5457 /0 dtt*“e " = 2a5/2f (2) S V. (A.14)
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» Se resuelve la integral del tipo (3.51) aplicando dos cambios de variables:

r=as r=atanu

e e ——

/+oo d 1’2 /+oo d 1 /+oo d a2
rT— = €XrT——— — r—
= (a® + x2)? e 22 + a? . (a? 4 x2)?’

1 —+oo 1 1 71'/2
:—/ ds ——/ du cos® u
a) o 1+ al .p
1 u  sin QU] u=n/2

_ = -1 S=+00 . l @
== [tan (s)]s:_oo - {2 1

=T (A15)

u=—m/2
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