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Métodos numéricos
avanzados para el estudio electroestatico de la unién PN

1 INTRODUCCION

La unién P-N es uno de los pilares esenciales de la electrénica moderna, ya que
constituye la base de multitud de dispositivos semiconductores, desde diodos [1] y
transistores [2] a chips y circuitos integrados [3]. Como estructura basica de estos
dispositivos, el estudio y analisis de la unidon P-N es de vital importancia a la hora de

lograr una comprension adecuada de los mismos.

Pese a su simplicidad conceptual, la uniébn P-N es un sistema altamente complejo
cuyo analisis conlleva considerar fendmenos fisicos y matematicos tales como
distribucion de la corriente y difusion de portadores [4], generacion y recombinacion
de pares electrén-hueco [5], fotogeneracion [6] ... Las ecuaciones que caracterizan
la unién P-N, como la ecuacion de Poisson y la de continuidad de portadores, son
ecuaciones diferenciales parciales no lineales que resultan complejas de resolver o,
en la mayoria de los casos, carecen por completo de resolucién analitica [7]. ES por
esto por lo que recurrir a métodos numéricos [8]-[9] se muestra como una alternativa

eficaz a la hora de enfrentarse a este problema.

Para una descripcion de alta precision se suele recurrir a aproximaciones numéricas
3-D con programas especificos para el estudio de semiconductores, TCAD
(Technology Computer-Aided Design), tales como COMSOL Multiphysics [10] y
Sentaurus [11]. Sin embargo, su implementacion y ejecucion requieren recursos
computacionales significativos y un conocimiento previo sobre cdémo usar
correctamente cada programa. Si bien proporcionan soluciones muy precisas, el
andlisis de los resultados puede ser complejo y mucho menos intuitivo. Por ello se
hace evidente la necesidad de una simplificacion de las expresiones, a menudo en
forma de aproximacion mono-dimensional [12], que permita generar una mayor

compresion sobre el problema y facilitar la interpretacion de los resultados.

Una posible aproximacion es la de empobrecimiento, que permite el estudio de la
union P-N mediante la resolucién analitica de la ecuacion de Poisson en el equilibrio
[13]. Esta aproximacion proporciona una solucién sencilla bajo condiciones de
equilibrio termodinamico, pero que no es capaz de contemplar determinados efectos
de interés, como aquellos dependientes de la distribucion de carga libre en la zona

de empobrecimiento, la aplicacion de un voltaje externo, la fotogeneracion, o
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dependencias de las propiedades del semiconductor con las densidades de carga o
gradientes de temperatura y dopado.

Para solventar las limitaciones de la aproximaciéon de empobrecimiento, pero sin
llegar a la solucion de “fuerza bruta” de las herramientas TCAD, en este trabajo se
presenta un estudio de métodos numéricos avanzados para el estudio de la union P-
N en equilibrio [14]-[15], y su extension a condiciones de fuera del equilibrio [16].
Este tipo de métodos de resolucion mono-dimensional de las ecuaciones de Poisson
y continuidad permiten una manipulacion mas sencilla de los parametros y
condiciones de contorno, y facilitan la visualizacion e interpretacion de los perfiles de
carga, los campos eléctricos y las distribuciones de portadores en la uniéon P-N.

Este tipo de analisis permite ademas la incorporacion de diversas caracteristicas y
efectos, como la recombinacion y generacion de portadores, la difusion, la
temperatura y los perfiles de dopaje, de forma que podemos alcanzar un nivel de
personalizacion y adaptacion mayor que con aproximaciones de menor orden, sin

perder intuicidn en la resolucion del problema.

Los resultados de este estudio de métodos numéricos se han plasmado en la
implementacion, dentro del entorno MATLAB, de los procedimientos necesarios para
la resolucion numérica de las ecuaciones diferenciales que describen el
comportamiento de la unién P-N. Este trabajo abarca el andlisis de numerosos casos
de estudio, tanto en equilibrio, donde compararemos los resultados con la
aproximacion de empobrecimiento, como fuera del equilibrio, donde esta

aproximacion es menos precisa.

1.1 OBJETIVOS Y METODOLOGIA

El objetivo ultimo de este trabajo sera la implementacion de los métodos y técnica de
computacion numérica estudiados dentro del entorno MATLAB [17], para
caracterizar y resolver las ecuaciones asociadas a la uniéon P-N tanto dentro como
fuera del equilibrio. Para alcanzar este objetivo final se han planteado los siguientes

objetivos especificos:

¢ Estudio bibliografico: analisis de la bibliografia disponible sobre el modelado de

la union P-N siguiendo una aproximacién mono-dimensional.
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e Estudio de la unién P-N en el equilibrio: derivacion de las ecuaciones de a

resolver y estimacion inicial de la solucion mediante la aproximacion de

empobrecimiento.

¢ Estudio e implementacion en MATLAB de métodos numéricos avanzados para

la resolucion de ecuaciones diferenciales:

o Meétodo iterativo de Newton-Raphson, tanto para funciones como para

sistemas de ecuaciones.

o Métodos de discretizacion de las ecuaciones diferenciales para su

solucién numérica.

¢ Aplicacion e implementaciéon de los métodos de estudiados a la resolucion de la

unidn P-N en condiciones de equilibrio en el entorno de MATLAB.

e Extension de los procedimientos desarrollados para la resolucion de la union P-

N en condiciones de no-equilibrio.

e Analisis y discusion de resultados de varios casos practicos en MATLAB, de

forma que ilustren las ventajas de los procedimientos avanzados

desarrollados frente a la aproximacion clasica de empobrecimiento.

1.2 SUMARIO DE CONTENIDOS

Los contenidos de esta memoria se distribuyen de la siguiente forma:

e En la seccion 2 “Unién P-N” vamos a mostrar los conceptos fundamentales la
union P-N, comenzando con la definicion de un semiconductor y sus
portadores, continuando con los efectos fisicos que ocurren al perturbar un
semiconductor, y finalizando con un estudio electrostatico de la unién P-N en
el que se definira la zona de empobrecimiento y el potencial de contacto. En
esta seccion también se definira la aproximacion de empobrecimiento, y se

examinaran los resultados que se obtienen con dicha aproximacion.

e En la siguiente seccién, “Analisis Numérico en Condiciones de Equilibrio”, se

presentan los aspectos necesarios para el estudio de la union P-N en

Andrea Romero Salazar 3/50



Métodos numéricos
avanzados para el estudio electroestatico de la unién PN

condiciones de equilibrio térmico (sin campo externo aplicado, sin iluminacion,

sin gradientes de temperatura, etc.):

o Comenzaremos analizando aspectos generales del método iterativo de
Newton-Raphson, asi como sus ventajas y limitaciones. Se obtendran
las férmulas para resolver una ecuacion con Newton-Raphson, y la

extrapolacion del método para un sistema de ecuaciones.

o Posteriormente aplicaremos este procedimiento a nuestro modelo
electrostatico de la unién, poniendo énfasis en el proceso de
discretizacion de las ecuaciones tedricas para la uniébn P-N y la
particularizacion del sistema equivalente para trabajar con el método
de Newton-Raphson [14]-[15].

o Finalmente, indicaremos algunas consideraciones practicas de la
implementacion en MATLAB, y se mostrard una explicacion de las
secciones principales del cédigo generado.

e Continuaremos en la seccion “Andlisis numeérico en condiciones de no-
equilibrio” con el estudio de la unidon P-N en condiciones fuera del equilibrio.
Se introduce el método numérico de Scharfetter-Gummel [18]-[19] para la
discretizacion de las ecuaciones de continuidad, de forma que se obtenga un
sistema de tres ecuaciones que, unidas a las al procedimiento desarrollado
para el caso de equilibrio, permitan resolver de forma iterativa la unién en no-
equilibrio. De nuevo, pondremos énfasis en las consideraciones practicas mas

relevantes para la implementacion en MATLAB y el cédigo generado.

e Una vez presentado los procedimientos numéricos para el estudio de la union
P-N tanto dentro como fuera del equilibrio, pasaremos en la seccion 5 a
examinar algunos “Casos Practicos de Aplicacion: Comparativa con la
Aproximacién Clasica de Empobrecimiento ” con distintas condiciones de
contorno, comparando cuando proceda con la aproximacion de

empobrecimiento.

e Finalmente, en la seccidn 6 se presentaran las conclusiones principales del

trabajo y posible desarrollo futuro.
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2 UNION P-N

En esta seccion se muestran los conceptos principales relativos a nuestro objeto de
estudio, la union P-N, y se introduce la notacién seguida en el resto de la memoria.
Para ello vamos a considerar brevemente las propiedades de cada tipo de
semiconductor (tipo p, dopado con impurezas aceptoras; y tipo n, dopado con
impurezas donantes), ademas de los efectos que ocurren en los mismos cuando se
introduce una perturbacion. Finalmente se modelard la interaccién en la unién P-Ny

la aproximacion de empobrecimiento.

2.1 PROPIEDADES DE LOS SEMICONDUCTORES

Definimos un semiconductor como un material que posee caracteristicas y
comportamientos intermedios entre un material conductor y un aislante, de forma
gue propiedades como su resistividad y conductividad son muy variables frente a
cambios en su entorno (temperatura, presion, campo eléctrico/magnético) y pueden

exhibir comportamientos similares a los de aislantes y metales [12].

Los semiconductores extrinsecos (aquellos que han sido dopados con materiales
aceptores o donantes) se pueden clasificar dos categorias, tipo p o tipo n,
dependiendo de su portador mayoritario. La densidad de electrones por unidad de
volumen es n, y de la misma manera la densidad de huecos por unidad de volumen

es p. Se suelen expresar en cm™3.

Tenemos que la concentracion de portadores en equilibrio (corriente neta nula, a

temperatura constante y sin efectos externos) para cada portador es:

Er-E E,—Er

n=n-e p=n-e (1)

siendo n; la concentracion de portadores intrinseca, Er el nivel del Fermi, E; el nivel
de Fermi intrinseco y k la constante de Boltzmann. El valor de n; para el silicio a

300K es aproximadamente de 101%cm =3 [12].

Cuando se perturba el semiconductor pueden ocurrir una serie de efectos que
también tendremos que modelar. Vamos a definir las corrientes de arrastre y

difusion, y los procesos de generacion y recombinacion de portadores [3].
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2.1.1 Arrastre

La corriente de arrastre consiste en el movimiento de particulas cargadas bajo la
influencia de un campo eléctrico, de forma que los electrones se desplazan en el

sentido contrario al campo eléctrico y los huecos a favor de este.

Bajo un campo eléctrico las particulas se aceleran, lo que llevaria a pensar que
sufren un movimiento acelerado, pero a menudo esta aceleracion se ve frenada por
interacciones microscopicas como las colisiones e interacciones con la red cristalina.
En general, podemos considerar que la aceleracion se compensa con estas
interacciones y los portadores se desplazan, aproximadamente, a velocidad

constante. Asi, la corriente de arrastre se define como [12]:

Jp=a-pp-p-E Jn=a pn-n-E 2)
siendo g la carga de cada portador en valor absoluto, E el campo eléctrico que
provoca la corriente de arrastre, y p la movilidad del portador. Esta dltima no solo
depende del material semiconductor, sino que también tiene una dependencia

compleja con la temperatura, el dopado, y el propio campo eléctrico.

Puesto que nos vamos a centrar en una aproximacion mono-dimensional, a partir de

este punto prescindiremos de la notacién vectorial, y asumiremos en todo momento

que E(x,y,z) = E(x), y asi con el resto de las magnitudes vectoriales.

2.1.2  Difusidén

La difusidbn es el proceso mediante el cual las particulas se redistribuyen al
desplazarse debido a la agitacion térmica, de forma que, al migrar desde zonas de
alta densidad de particulas a zonas de baja densidad, tienden a distribuirse de
manera uniforme en el espacio [4]. Este efecto sera especialmente notable en la

unién PN, ya que gracias a la difusion se establece la region de empobrecimiento.

La difusion depende de la existencia de una region con mayor densidad de
portadores que otra, es decir, debe existir un gradiente de concentracion de
portadores para que exista corriente. Ademas, a mayor gradiente, mayor se espera

gue sea el efecto de difusién.

Andrea Romero Salazar 6/50



Métodos numéricos
avanzados para el estudio electroestatico de la unién PN

ap
Jo=—q-Dp 57
on 3)
Jn=—9 Dy ax
donde D es el coeficiente de difusién, que depende principalmente del material y de

la temperatura.

En general, las corrientes de difusién y de arrastre se pueden sumar para obtener la

corriente neta total, Jiprq1 = ]difusic’m + Jarrastre-

op
]p=q,uppE—kTupa (4)

a
]n=q-,un-n-E+kT-yn-£

Donde hemos tenido en cuenta la relacion de Einstein D = kq—Ty [12].

2.1.3  Generacion y recombinacion

La generacion y recombinacién son el conjunto de procesos que crean o aniquilan
pares electron-hueco [5]. Se suelen considerar en conjunto ya que son procesos
opuestos, y en general solo es relevante cuél de las dos tendencias, la generacion o

la recombinacioén, es dominante en el semiconductor a estudiar.

La recombinacién sucede cuando un electrén y un hueco coinciden en el mismo
espacio y se aniquilan, liberando energia en forma de foton o energia térmica. Esto
ocurre normalmente cuando un electron en la banda de conduccion se desplaza a la
banda de valencia, aunque también pueden existir niveles afiadidos por impurezas
que actuen como centros de recombinacién [12]. De manera analoga, si se
proporciona suficiente energia estos procesos se pueden revertir, promocionando un
electron a la banda de valencia. Esto ocurre, por ejemplo, mediante el paso de

particulas ionizantes a través del semiconductor.

2.1.4  Ecuaciones de continuidad

Los procesos de difusion, arrastre, generacion y recombinacién afectan a la
concentracion de portadores en el semiconductor, y su efecto se puede combinar

para obtener una vision general de la evolucion temporal de los portadores. Si
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ademas consideramos que debe existir continuidad temporal y espacial, podemos
definir ecuaciones que describan el comportamiento de estos portadores.

w_ 1y o
Pl q8x+GL U (5)
) S
at_+qax+GL U (6)

siendo la primera parte de esta ecuacion la variacion temporal de la densidad de
portadores, J la densidad de corriente, G, la tasa de fotogeneracion y U la suma de

las tasas de recombinacién y generacion.

Estas ecuaciones pueden simplificarse si consideramos estados estacionarios o Si

despreciamos los efectos de generacion y recombinacion.

2.2 ESTUDIO ELECTROSTATICO DE LA UNION PN

La unién PN es la unién metallrgica entre un semiconductor tipo P y uno tipo N, de
forma que, teniendo un lado p con un dopaje Na y el lado n un dopaje Nd, la unién

se encuentra en el punto en el que Na(x) — Nd(x) = 0.

Np(x)-Na(x)

—

Tipo P Tipo P

Tipo N Tipo N

—

Fig. 1 Perfiles de dopado, Unidn abrupta vs Unién gradual.

A la hora de realizar el estudio nos conviene realizar determinadas aproximaciones
que nos permitan agilizar los calculos pero que nos proporcionen una solucion
satisfactoria. En esta ocasion vamos a recurrir a un analisis unidimensional en
direccién perpendicular a la unién. También vamos a considerar que tenemos una
union ideal y abrupta en x = 0. Hacemos un estudio electrostatico (sin campo

externo, ni procesos de generacién/recombinacién) porgue nos proporciona un
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marco de referencia desde el que podemos extrapolar comportamientos mas

complejos, como perturbaciones.

Al realizarse la union PN, se rompe el equilibrio existente en ambos conductores y
se genera una primera corriente de difusion debido al gradiente de portadores que
existe a ambos lados de la union. Los portadores mayoritarios de cada region
atraviesan la uniéon y pasan a ser portadores minoritarios de la region opuesta,

provocando dos efectos:

e Los portadores de carga libre se recombinan, reduciendo la carga libre en la

unién (lo que llamamos empobrecimiento, p = n = 0)

e La carga fija (inmavil) queda desbalanceada de forma que surge una corriente

de arrastre que se opone a la de difusion.

Este proceso continla hasta que se alcanza el equilibrio, cuando las corrientes de

arrastre y de difusiéon se anulan mutuamente.

Tipo Tipo n
" pop I p I
I | '
- - - + + +
- - - + + +
- - - + + +
I I I
I I I
-¥g Zona de empobrecimiento Xn

///T"V; V=V Vi)
¥

Fig. 2 Zona de empobrecimiento en equilibrio, comprendida entre los anchos de la

region de empobrecimiento —x,, y x,, y junto con la caida de potencia generada en

la union, Vbi.

La caida de potencial que se aprecia en la uniébn se conoce como potencial de
contacto, V,;, y proviene de la existencia de un campo eléctrico no nulo. Si
integramos este campo en la region de empobrecimiento:

Xn _ V(xn) _
T Edx= [0 dv =V, 7)
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Ademas, conocemos que la corriente neta en el semiconductor, la suma de la

corriente de arrastre y la de difusion, es igual a 0, es decir:
a
J = qunE +qDy 5= =0 )

) - . , . D KT
Si resolvemos para E y tenemos en cuenta la relacion de Einstein u—” = [12],
N

obtenemos:

E:_&lﬂz_kll@ 9)
M, N OX q nox

Sustituyendo el campo E en la integral (7) y resolviendo, finalmente obtenemos

nuestra expresion para V.

X = KT ¢nex) dn KT n(x,)
V,=| Edx=— —=—In| —= 10
bi I_xp q ) n g l:n(—xp)} (10)

Consideramos que en los extremos de la unién el nimero de portadores intrinsecos

es despreciable con respecto a los extrinsecos, es decir, que podemos aproximar
2 - .

n(x,) = Np y n(—xp) = ;—‘ Podemos sustituir estos valores para obtener el potencial
A

en funcién del dopaje:

N, N
wzﬂm{Aﬁ} (11)
q n,

2.3 APROXIMACION DE EMPOBRECIMIENTO

Para obtener una soluciébn numérica para la union P-N es necesario resolver su
ecuacion de Poisson en equilibrio, con condiciones de contorno V(—x,) =0 y

V(xn) = Vbi-

—:g—(p—n+ND—NA) (12)

Para resolver esta expresion es necesario conocer la concentracion de portadores p

y n en funcién de x y el valor de V,;(11). Para obtener la concentracion de portadores
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en funcion de la posicion podemos hacer uso de las expresiones (1). Asi, si
derivamos (1) con respecto a x:

EF-Ei
on_ 1 SGTOE Bl
OX kT OX OX n ox

(13)

y tenemos en cuenta la expresion del campo (9), podemos obtener una expresion de
p en funcion de x. El desarrollo es equivalente para obtener n(x).

(0% vm%

p(x) = Nae_v kT n(x)=N,e (14)

Con estas expresiones, ya tenemos toda la informacion necesaria para resolver la

ecuacion de Poisson.

Una aproximacion habitual que facilita su calculo y ofrece una solucién satisfactoria
es la aproximacion de empobrecimiento, es decir, considerar que la densidad de
portadores es nula fuera de la zona de empobrecimiento, y dentro de la zona se
puede aproximar como gN4 en la parte tipo p y —qNp en la de tipo n, es decir, un
cambio abrupto en la union x = 0. De esta manera la ecuacion de Poisson se puede

particularizar como sigue:

E_p() ﬁzﬂ{ND 0<Xx<Xn (15)

OX &£ ox ¢ [N, —-Xp<x<0

Por ultimo, resulta conveniente tener una expresion para los anchos de cada region

de la zona de empobrecimiento, x,Y x,. La podemos obtener a partir de la expresion

del potencial de contacto (11) y sabiendo que Ny - x,, = Np - x,,.

1 1
2 2
x =28y, L Na x =2y L _MNa (16)
" g "N, N,+N, q "N, N,+N,

siendo la anchura total de la zona de empobrecimiento W = x,, + x,,.
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3 ANALISIS NUMERICO EN CONDICIONES DE EQUILIBRIO

Para obtener una solucién cuantitativa de la ecuacion de Poisson (12) sin tener que
recurrir a la aproximacion de empobrecimiento es necesario utilizar métodos
numericos [8]-[9], y en este caso vamos a optar, por su robustez y precision, por

Newton-Raphson.

3.1 REVISION GENERAL DEL METODO DE NEWTON-RAPHSON

El método de Newton-Raphson es un algoritmo que se utiliza para encontrar los
ceros de una funcién f(x), de forma que, dadas unas condiciones iniciales, termine
por converger en uno de los ceros de la ecuacion. Para ello utiliza la formula de

Newton-Raphson:

f(x)-0
X — X

i i+1

_x %)

f I(Xi) = i+l i f '(X-)

(17)

donde f(x) es la funcién cuyos ceros queremos encontrar, y f’(x) su derivada.

Es decir, dada una aproximacion inicial a la solucion x,, se tiene que el valor x; =

_ f(xo)
o f(x0)

uno de los métodos conocidos como métodos de punto fijo [9], que se basan en

se acerca mas a la solucion que nuestro x, inicial. Newton-Raphson es

encontrar una funcion iterativa que se aproxime al cero de una funcién dada una
estimacion inicial.

Newton-Raphson tiene, en general, un orden de convergencia 2 [9], asi que se
aproxima a la solucibn de manera cuadratica. Esto significa que el niumero de

decimales correctos se dobla con cada iteracion, lo que lo convierte en un método

muy potente para obtener las raices de una funcion.

Para aplicar este método es necesario disponer no solo de la funcién inicial, si no de
su derivada. Ademas, la estimacion inicial debe escogerse adecuadamente para
evitar problemas de convergencia. Si x, se encuentra demasiado lejos de la
solucion, el algoritmo no garantiza la convergencia y en general tendera a converger
mas lento, teniendo que realizar muchas mas iteraciones (y, por tanto, consumir mas

memoria y tiempo) que si tuviera una estimacion mas cercana a la solucién.
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fx)

2 &
| x / Yo XXX ey x
(b)

(a) fx)

fx)

(c) (d)
Fig. 3 Distintos casos de convergencia para Newton-Raphson [8].

Puesto que este método se basa en aproximar utilizando la tangente, puede darse el
caso de que x, se encuentre cerca de un punto con una pendiente cercana a 0, y
provogue que la solucién se aleje demasiado de nuestra estimacion inicial (Fig. 3a).
Este método también tiende a oscilar alrededor de puntos extremos de la funcion
(Fig. 3b). En el peor de los casos, si la pendiente es igual a 0, la tangente sera
paralela al eje x y la formula Newton-Raphson (17) efectuara una division entre O
(Fig. 3d). Tampoco es adecuado para funciones con multiples ceros, ya que la
convergencia es mucho mas lenta (lineal, en vez de cuadratica) y puede realizar

multiples iteraciones hasta acercarse suficientemente a uno de los ceros.

Newton-Raphson se puede extrapolar para sistemas de ecuaciones, calculando las
raices de todas las ecuaciones de manera simultanea. Si estamos tratando con

ecuaciones lineales, pueden expresarse de la siguiente forma:

f(V)=0, i=12.,m. (18)

siendo V un vector de m dimensiones que contiene las ecuaciones del sistema:

fL(G %, %)
V= fl(Xsz:'---’Xm) (19)
(%, Xy ey X))
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Para aplicar Newton-Raphson necesitamos la derivada de la funcion, que al tratarse

de un sistema de ecuaciones equivale a obtener su Jacobiano.

of,  of, of,
of, of, o,
J=| o ax  o%, (20)
of  of of
a OX, X,

Por dltimo, para aplicar el método iterativo sera esencial definir el vector de

correccion AV, que servira para mejorar nuestra estimacion inicial en cada iteracion:

AV =]V (21)

De forma que, siguiendo la férmula de Newton Raphson (17), podemos sumar este
vector de correccién a nuestra primera estimacion V, para obtener un nuevo vector,
v, =V, + AV, que estard mas cerca de la solucion. El proceso se podréa repetir hasta
gue el vector de correccidn sea suficientemente pequefio, o hasta que consideremos

que la solucién V; es adecuada.

3.2 APLICACION A LA ECUACION DE POISSON

Para resolver la ecuacién de Poisson (12) mediante el método de Newton-Raphson
vamos a implementar el algoritmo en MATLAB, de forma que, dados unos valores
iniciales, sea capaz de obtener una soluciéon numérica a nuestro problema. Para ello
sera necesario discretizar nuestras ecuaciones. Utilizando el método de las
diferencias finitas, que se describe de manera generalizada en la referencia [8],
podemos derivar las ecuaciones obtenidas en la seccion 2 y, una vez tengamos las
expresiones, escribir un cédigo que lleve a cabo el proceso y nos devuelva los

resultados.

Para discretizar la ecuacion de Poisson (12) utilizaremos la aproximacion de
derivadas en diferencias finitas [9]. Tenemos que la primera y segunda derivada de

una funcién f(x;) se pueden representar de la siguiente manera:
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f I(Xi) _ f(Xi+1)A; f (Xi) (22)
f "(Xi) _ f (Xi+2) + 2;)((?#1) —f (Xi) (23)

Siendo Ax la longitud del intervalo sobre el que estamos haciendo la aproximacion,
mas conocido como step size, y el término f(x;,1) — f(x;) la diferencia progresiva.
Vamos a escoger V; como nuestra variable, es decir, nuestra funcion sera f(V;).
Haciendo uso de la ecuaciéon (10) podemos integrar el campo en nuestro intervalo

Ax = x;,, — x; Y asi obtener:

Vi+1 _Vi = k_T In {M} Vi+l _Vi = k_T In [M} (24)
q | n(x) q [ P(X.)

de donde podemos despejar las expresiones discretizadas de n(x;) y p(x;) que

L . . kT
luego podremos sustituir en Poisson, teniendo en cuenta que = Vr.

Via -V Vi-Via
V- V-
N, =ne = Pia=Pi€ (25)
- . dazv .
Lo Unico que nos queda es la segunda derivada ——» que obtenemos sustituyendo

directamente en la expresion (23).

f (V) —2f (V) + (V) (26)

£'(v,) = I

Combinando los resultados de (25) y (26), y sustituyendo en nuestra ecuacion de
Poisson, finalmente nos queda:

Via—Vi Vin— Vi
f(\/i):\%_%[pi.e " _n.e " +N —N,|=0 (27)

Esta funcion es la que tenemos que derivar a la hora de aplicar la formula de
Newton-Raphson (17). Para simplificar los calculos, vamos a derivar los dos
términos de la ecuacion (27) por separado.
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af(v)_AVnz_ZAVm"'AVi Q(ép @j

v AX e\ov oV

J
ﬂ(@_a_nj _4|AVi—AY,, P e% _AVL, AV n eVHlV_TVF1
c\oV oV & vV, i V, i

Vi-Via Vi Vs (28)
:ﬂAVi \_/AVHl ( p e Vr +n e vy J
€ T

J

of V) AV.,,—-2AV.,+AV, qAV,-AV., At Vs Vi
- 2 - pe ™ +ne
oV AX & VT

Al sustituir (27) y (28) en la féormula de Newton-Raphson nos queda una ecuacion

gue podemos representar de manera matricial:

Db D 0 0 0o |[ AV, | [ f(V) |

D D, Dy 0 0 AV, f(V,)
o . K 0 : : (29)
0 0 D% Dys DYy ||AVas| | f(Vho)

| 0 0 0 DY Dy, |lAVa.| | F(Vao)]

donde m sera nuestro pardmetro de mallado, que calcularemos mas tarde a partir de
Ax y el ancho de nuestra regidn de empobrecimiento. Los coeficientes de la matriz

tridiagonal son los siguientes:

Vi-Via Via=Vig
Di:_—22+Ei pe' +ne
AX® e V;
1 1 1 Vi-Via Via—Via (3 O)
Diupz—z, Didown:_z_g_ p;, e Vi +n € Vi
AX AX® e V;

Una vez determinadas todas las expresiones, nuestro algoritmo de Newton-Raphson

se encuentra perfectamente definido para su implementacion en MATLAB.
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3.3 CONSIDERACIONES PRACTICAS PARA LA IMPLEMENTACION DEL
METODO EN MATLAB

Una vez conformado el problema para su implementacion en MATLAB, en esta
seccion vamos a introducir algunas consideraciones practicas en su implementacion.

El codigo cuenta con cinco partes diferenciadas:

e Un apartado inicial donde se definen las constantes a utilizar en la simulacion,

y se calculan pardmetros de interés a partir de las mismas.

e Creacion del mallado a partir de las condiciones de contorno, entendiendo

como mallado el paso minimo para la discretizacion de las ecuaciones.

e Célculo de una primera aproximacion para la tension V' y la concentracion de

portadores p y n.
e Proceso iterativo que contendra el algoritmo de Newton-Raphson.

e Apartado final donde se realizan calculos a partir de los resultados, y se

representan graficamente.

En el Anexo | se encuentra un diagrama de flujo que explica la esencia del codigo,

tanto la seccion de equilibrio como la posterior ampliacion para no equilibrio.

3.3.1  Constantes y parametros

El primer lugar habra que definir todas las constantes necesarias, cuyo valor variara
para distintos materiales o condiciones iniciales. Nosotros nos vamos a centrar en
silicio a 300K. Las concentraciones de impurezas donantes y aceptoras, Nd y Na,
también se encuentran en este apartado. Ademas se calculard el potencial de
contacto (11), el ancho de la region de empobrecimiento (16), y la longitud de Debye
Ly [20]-[21] de cada portador:

e (31)

Siendo N el dopaje neto, que equivale a N, para el semiconductor tipo p, N, para el
tipo n, yn; si se trata de un semiconductor intrinseco. La longitud de Debye es

relevante.
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3.3.2 Parametros de simulacion

Una vez definidos los parametros del problema, es importante asegurarse de que
nuestro intervalo de integracion Ax sea bastante menor que la anchura de la zona de
empobrecimiento (ya que no podriamos apreciar correctamente dicha region) y
menor a la longitud de Debye de los portadores. Como compromiso, definimos: 1) Ax
como un tercio de la menor longitud entre estos parametros, 2) los limites de
simulacion a tres veces el ancho de cada zona de empobrecimiento, y 3) el mallado
como el numero entero de intervalos Ax que caben en nuestros limites de
simulacion. El parametro de mallado, m, serd el que determine la longitud de los

vectores.

dx = min([Ldn, Ldp, Ldi, Wn, Wp])/3;
xmin = - Wp * 3;

xmax = Wn * 3;

m = round((xmax - xmin) / dx);

x = linspace(xmin, xmax, m)';

Fig. 4 Definicion de parametros de simulacion en funcién de la zona de

empobrecimiento.

3.3.3 Estimacion inicial

La estimacion inicial para la tension V se obtiene de la expresion (11), considerando
gue en la parte tipo p de la union N, = n; y en la parte tipo n, N, = n;. Se puede
diferenciar en qué parte de la union metallrgica nos encontramos fijandonos en el

signo de x (negativo en la parte p, positivo en la n).

for i = 1:m
if x(i) < ©
NA(i) = Na; V(i) = Vp;
else
ND(i) = Nd; V(i) = Vn;
end
end

Fig. 5 Bucle for que establece la estimacion inicial de la tension V' y el dopaje N, y
Np.
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Para el valor inicial de la concentracion de portadores solo necesitamos las
condiciones de contorno, que en nuestro caso corresponde a definir el primer
elemento de cada vector. Asumimos que en el extremo p de la unién se cumple que
p =~ Ny, y por tanto n = n?/N,. El resto de la concentracién se evaluara dentro del

bucle, ya que depende de la tension (25).

n = zeros(m,1);
p = zeros(m,1);
n(l) = (ni.”2)/Na;

p(1) = Na;

Fig. 6 Condiciones de contorno para la concentracién de portadores.

3.34 Newton-Raphson

Para implementar Newton-Raphson vamos a crear un bucle que repita el proceso
hasta que el error, que depende de la magnitud del vector de correccion (21), sea lo
suficientemente pequefio, es decir, cuando consideremos que las correcciones que
se introducen con el algoritmo son demasiado pequefias. El valor de tolerancia no
esta en principio definido y dependera de como de precisa deseamos que sea
nuestra solucion y del namero de iteraciones maximas deseadas. Inicialmente
hemos considerado una tolerancia de error de 107® y un ndmero maximo de

iteraciones de 100.

El primer paso serd evaluar la concentracion de portadores utilizando la expresion
obtenida en (25). Es decir, para obtener el punto n;,,; necesitamos el punto n;, y lo

mismo ocurre para p;,1. Repetimos el proceso i = 1,2...,m — 1 hasta llegar a n,, y

Pm-

for 1 = 1:m-1

n(i+l) = n(i) * exp( (V(i+l) - V(i))/vt);
p(i+l) = p(i) * exp(-(V(i+l) - V(i))/Vt);
end

Fig. 7 Estimacién inicial de la concentracién de portadores.
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Para obtener la funcién f(V;) que discretizamos anteriormente (27), vamos a

calcular, por comodidad, cada término por separado, y finalmente lo sumaremos.

d2V_by dx2 = (V(1:m-2)-2*V(2:m-1)+V(3:m,1))/dx2;
rho = g*(ND(2:m-1)-NA(2:m-1)+p(2:m-1)-n(2:m-1));
F = d2V_by dx2 + rho/eps;

Fig. 8 Definicion de la funcién f(V;) = F como suma del primer y segundo término
(27).

Por dltimo, la matriz del sistema (29) se obtiene calculando cada una de las
diagonales (30) y suméandolas. Conviene utilizar la funciéon sparse para ahorrar

memoria, ya que genera una matriz que sélo almacena los términos distintos a 0.

dp_dv = - p(1:m-2) .* exp(-(V(1:m-2) - V(2:m-1))/Vt);
dn_dV = n(1:m-2) .* exp( (V(1:m-2) - V(2:m-1))/Vt);
drho dV = q * (dp_dV - dn_dV) / Vt;

dup = sparse(diag(1l/dx2 + drho_dV(2:m-2)/eps , 1));
d = sparse(diag(2/dx2 - drho_dV/eps));

down = sparse(diag(ones(m-3,1)/dx2 , -1));

MD = d-(dup+down);

Fig. 9 Definicion de la matriz (29) mediante suma de sus diagonales.

La resolucion del sistema de ecuaciones (29) se obtiene facilmente multiplicando la
matriz D por la inversa del vector F. Asi obtenemos nuestro vector de correccion AV,
gue podemos sumar a nuestra estimacion inicial V; para obtener una nueva solucion

V41, para que se utilice en la siguiente iteracion.

DV = MD\F;
V(2:m-1) = V(2:m-1) + DV;

Fig. 10 Obtencion y aplicacion del vector de correccién AV.

Es importante sefialar que este vector de correccion se calcula de forma que no
afecte al primer y ultimo punto del vector V, ya que corresponden a las condiciones

de contorno y deben mantenerse fijas por toda la simulacién.

Por dltimo, vamos a evaluar el error para considerar si es necesario seguir con la

siguiente iteracion. Ademas, por precaucion, hemos afiadido una condicion para
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evitar que, en caso de que la solucién no sea convergente o converja muy despacio,
se detenga el proceso y nos proporcione un aviso de error, que deberemos

considerar a la hora de ajustar las condiciones iniciales.

Error=norm(DV,2)/sqrt(m);

if k_iter>=100
error('Demasiadas iteraciones, es probable que no haya
convergencia')
end

Fig. 11 Evaluacion de las condiciones para continuar el bucle.

El proceso se repetira desde el primer paso hasta que el error sea inferior al umbral

de tolerancia.

3.3.5 Representacion grafica

Para visualizar graficamente cada iteracién de Newton-Raphson, se puede introducir
dentro del bucle una funcion que dibuje V y AV para cada iteracion. Esto ademas nos
sirve para comprobar de manera intuitiva si existe convergencia, ya que vemos la
funcién evolucionar en tiempo real, pero incrementa considerablemente el tiempo de

simulacion.

Finalmente, y una vez hayamos obtenido nuestro potencial ¥V al alcanzar la
convergencia, podemos representarlo y utilizar esta solucién para obtener también la
concentracion de portadores p y n, la densidad de carga total y el campo eléctrico a
través de la uniébn. También calcularemos V mediante la aproximacion de

empobrecimiento para compararlo con nuestro valor obtenido numéricamente.
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4 ANALISIS NUMERICO EN CONDICIONES DE NO-EQUILIBRIO

Hasta ahora hemos asumido que nos encontrdbamos en una situacion de equilibrio,
es decir, aquella en la que no existe corriente en la union y no hay efectos de

generacion y recombinacion.

Podemos ampliar nuestro modelo para tener en cuenta estas perturbaciones, para lo
gue tendremos que discretizar las ecuaciones de continuidad (5) y (6). Sin embargo,
si intentamos discretizar la corriente neta (4) para sustituirla en la ecuacion, nos
encontramos con inestabilidad numérica cuando la variacion de carga entre dos
puntos x; Yy x;,1 €S mayor que 2V, [18]. Para solventar este problema se podria
incrementar el nimero de puntos m del mallado para hacerla mas fina y evitar
inestabilidades, u optar por un método de discretizacibn mas robusto. En esta

ocasion vamos a apoyarnos en el método de Scharfetter-Gummel [18].

41 SCHARFETTER-GUMMEL
El método de Scharfetter-Gummel aplicado a la union P-N [18][19] consiste en
discretizar las ecuaciones de corriente bajo dos premisas:
¢ El valor de J es constante entre los puntos del mallado.
e El potencial V es lineal entre los puntos del mallado y, por tanto, Z—Z es
constante.

De esta forma, al discretizar obtenemos una ecuacién diferencial de coeficientes

constantes.

Para implementar este método, comenzamos expresando J utilizando el método de
diferencias finitas, pero tomando como referencia su valor en el punto intermedio

entre x; y x;44:

f (Xi) _ Ji+1/2A_XJi1/2 (32)

Antes de continuar vamos a reescribir la ecuaciéon (4) teniendo en cuenta que nos

. ., . d
encontramos en una dimension (es decir, que Vp = d—z) y que podemos expresar el
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campo en funcién del potencial (9), que ya tenemos discretizado. En este escenario,
nos quedaria una ecuacion diferencial para cada portador en la forma:

KT q Viu-Vi 8p
J . . =—Q-u —
p,i+l/2 q :up q (p( ) kT A axj

(33)
J =—q- k_T n(x).iu_@
n,i+1/2 lun q kT AX 8X
Es decir, una ecuacion diferencial lineal de la forma f(x) = p(x) - G(x) + —= ap(x) con

coeficientes no constantes. Este tipo de ecuaciones pueden resolverse utilizando el
factor integrante u(x) =expJ G(x) dx [22], que, al multiplicarse por la ecuacion

diferencial, permite que pueda ser resuelta mediante métodos de integracion

14 Vv
clasicos. En nuestro caso, el factor integrante equivale a exp ( 1 %(x — xi)). S

lo multiplicamos a ambos lados de la ecuacion:

e K v, ) (e
J.e\kT A =—q-u (p()kT AX GXJ e

e integramos ambas partes por separado, empezando por J:

q V|+1 VI (7 ) |+1 VI(
5 =J e ' I '*1ekT a7 oy
X

|+1 |( _

[3;-u(xyox = Jj o

i+l | V|+l VI
_ 3 equ o0 KT AX Ixm q Via-Vi k‘.*r PRI
' q V., x KT Ax
q Vig Y, q ViV, X
el kT AX 7 (x)
=J, ek " PEVRRY (e” B j (34)
=J k_T AX ekT Iix T W) (equ Hix (isa _equ Hix 0 ]
q Vi+1 _VI
V|+1 VI AX
— Ji .k_T AX . ek?l. AX (X|+1_X)
q Vi+l _Vi

Si en esta expresion, continuamos con la parte que corresponde a los portadores,
podemos aprovechar la propiedad de la derivada de la multiplicacion de dos

a:u q Vi +1 _V'

funciones, ya que Lou(X):
yad ox kT  AX #)
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a7 909 Y10+ s ox = [ (0024 2 ) o

OX
OPLO 109 5 i [0 0] =~y ¢

(35)

=—quV. I'” '(pi_pi—l)

Combinando las expresiones (34) y (35), y despejando J, se obtiene para un caso

general en el que V., #V.:

i+l

VARV ANV . .
q'uD T V|+1 VI pl—l + pl (36)

J . .=
p,i+l/2
AX V. V, -V
T exp| -+ ~Via -1 exp Via =Vi -1
vy v,

En caso particular de que se cumpla V,,, =V,, se simplifica:

au, -V,
‘Jp,i+112 = gx ! (pi - pi—l) (37)

Podemos combinar ambas soluciones si hacemos uso de la funcion de Bernoulli

B(x) = Xil B(0) =1. Nos quedaria entonces:

Qu, Ve ( (V. -V V.-V,
J . — p B i+1 i —B
p,i+1/2 Ax ( ( v, j Pi ( v j p.+1] (38)

Y para la funcion J,,;,1,, se realiza el mismo procedimiento, con cuidado de respetar

qu, -V [ (Vi -V, V-V,
J. i, =—2 Bl = ,—Bl——*|n 39
n,i+1/2 AX ( ( VT ] ( VT ] |] ( )

Una vez hemos obtenido la expresion correctamente discretizada para las

los signos:

ecuaciones de corrientes, podremos sustituirlas en las ecuaciones de continuidad.

4.2 ECUACIONES DE CONTINUIDAD

Tenemos las ecuaciones de continuidad de los portadores (5) y (6) en funcion de la
corriente, ahora ya discretizada, y bastaria con sustituir (38) y (39) en la ecuacion
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correspondiente. En una primera aproximacion al problema, vamos a considerar

despreciable la fotogeneracion (G, =0), ademas de considerar que nhos

- : : . op .
encontramos en régimen estacionario, es decir, EZO' Nos quedarian entonces

unas ecuaciones de continuidad simplificadas:

Oz—lan(X)—U
‘;J X (40)
0180
OX

Donde podemos sustituir la corriente para obtener, finalmente, nuestras ecuaciones

de continuidad discretizadas.

V. V. . =V
Ui =| —5 tyi 'B( = 'Hni_
{sz 12 v, 1

V. V.-V,
- _Tg/un,i—lIZ : B[ :

(41)

AX

Joat
V Vi+ _Vi
+ A_)T(zﬂn,m/z‘B[l—Hnm

V. V,-V._
U = {A_;zﬂp,i—uz : B(Tj Pi_y

1
V, (v.l—v.j v, (V-l—V- H
=~z Mpiw2B| — -+ Moz Bl —5— | P (42)
Ax? TP V, Ax? TP V,

_I_
A
=
E
w
R
<
NP
u
N
| |
=

[ V Vi _Vi+
+ A—;gﬂp,iwz‘B[ Y 1}} Pis1
L T

La ultima ecuacion que nos falta es la ecuacion de Poisson, ya discretizada en (27),
con la Unica diferencia de que ahora p; y n; no tienen dependencia con V.

+2 _2V

V. - +V
V) =22t (g =+ N —N,) =0 (43)
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4.3 NEWTON-RAPHSON EN NO-EQUILIBRIO

Con las ecuaciones (41), (42) y (43) tenemos un sistema de tres ecuaciones, de
forma que podemos resolverlo mediante el método de Newton-Raphson para
sistemas de ecuaciones que se explico previamente en la seccion 0. Obtenemos un

vector V y una matriz J de esta forma:

fi(n, p V)
V=l ,(npV) (44)
f;(n, p.V;)
o of o
on op oV,
o o, (45)
on op oV,
oa oAy oy
on op oV,

Siendo f; la ecuacion de continuidad de los electrones, f, la de los huecos y f; la
ecuacion de Poisson. Aplicar Newton-Raphson sin mas conllevaria resolver una
matriz de 3N X 3N, que es 27 veces mas costosa que nuestra matriz original de
N X N. Sin embargo, este sistema puede resolverse desacoplando las ecuaciones
en tres sistemas mas sencillos que se resuelven sucesivamente, o que se conoce

como block successive over relaxation Newton method, o Block-SOR-Newton [23].

of
8\/1|kk 'Avi = fl,k (Vk1 pk’nk)

(46)

63( Ap = f2,k (Vk+11 pkfnk)' a::’]k ‘An= f3,k (Vk+1’ pk+l'nk)

Es decir, resolvemos la ecuacion de Poisson, utilizamos esta solucién para resolver
la continuidad de los huecos, y asi sucesivamente. Con este método se obtiene una
convergencia mas lenta (lineal, en vez de cuadratica) [23], pero reduce el coste de

procesamiento y simplifica su implementacion.
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Siguiendo el mismo procedimiento que se utilizé en la seccion 3.2 solo nos queda
derivar las correspondientes ecuaciones del sistema (46) para obtener las

expresiones a introducir en MATLAB.

df, | V; V., -V,
71 -B i-1
dn |:AX2 :unl -1/2 ( VT ji|

V;
- Fﬂn,i—l&

vV, ~V.
+ _F Ui B

of V.
5_; = |:A_):2 Moz B(

_|

V. -V,
AXZ lun i+1/2 ( I L ]:| Ani (47)

VT

o

v, (v._l—v.j v, [v.l—v. ﬂ
T iy Bl P | Ty B S| | Ap, (48)
Ax? TP Ax? TP vV,

v V-V
+ A_)T(z,up,iwz'B( Y lﬂApm
L T

Para derivar Poisson (43) tenemos que hacer uso de la propiedad (9) para obtener
op _dpox ~on _onox

N oxov v XV

dr _ [ 1 }AV + _22+ﬂnieri AVﬁ[%}AVM (49)
dn [ AX? AX* & V; AX

4.4 CONSIDERACIONES PRACTICAS PARA LA IMPLEMENTACION DEL
METODO EN MATLAB

Para realizar esta extension en no equilibrio vamos a programar otro bucle
inmediatamente después del original, de forma que nuestra solucion V en Newton-
Raphson en equilibrio servird como la solucion inicial V, para el Block-SOR-Newton

fuera del equilibrio.
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Dn_min = Vt*mun;
Dn_plus = Dn_min;
Dp_min = Vt*mup;
Dp_plus = Dp_min;

Vint
V(m)

V;
V(m)+per;

Fig. 12 Definicion de coeficientes de difusion en funcién de la movilidad y de la
perturbacién en el voltaje para sacar el sistema del equilibrio.

Vamos a definir los coeficientes de difusion D,,;, Y Dmaer, Que en primera
aproximacion no vamos a diferenciar, ademas de introducir una pequefa
perturbaciéon en el voltaje per para sacar nuestra union del equilibrio. Es
recomendable que esta perturbacion sea pequefa (alrededor de 3V;) para asegurar
la convergencia de la solucion. Si se desea una perturbacion mayor, siempre se
puede repetir el proceso con la nueva solucion, afladiendo la perturbacién de forma

incremental.

La resolucion del sistema de Newton-Raphson con las ecuaciones fi,f, ¥ f3 es

idéntica que en el apartado 3.3.4:

e Se define la funcion, los coeficientes de la matriz correspondiente, y se

resuelve el sistema para obtener AF.
e En primer lugar, se resuelve la continuidad de ambos portadores.

e Y es esta solucion la que se utiliza para obtener el nuevo potencial, siendo la
continuidad de los huecos analoga y la ecuacién de Poisson igual que en el
equilibrio, a excepcion de la matriz de derivadas que se forma con los

coeficientes obtenidos en (49).
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% Continuidad de electrones
an = zeros(m,1); bn = zeros(m,1); cn = zeros(m,1);
for i = (2:m-1)
an(i) (Dn_min/dx2)*Ber(phi(i-1)-phi(i));
bn(i) = (Dn_plus/dx2)*Ber(phi(i)-phi(i+1)) +
(Dn_min/dx2)*Ber(phi(i)-phi(i-1));
cn(i) = (Dn_plus/dx2)*Ber(phi(i+1)-phi(i));

end
an(1l) = an(2); an(m) = an(m-1); bn(1) = bn(2);
bn(m) = bn(m-1); cn(l) = cn(2); cn(m) = cn(m-1);

FN = zeros(m-2,1);

for i = (1:m-2)

FN(i) = an(i+1)*n(i)-bn(i+1)*n(i+1)+cn(i+1)*n(i+2);
end

dup = sparse(diag(cn(2:m-2),1));

d = sparse(diag(bn(2:m-1)));

down = sparse(diag(an(3:m-1),-1));
clear an bn cn

MDN = dup-d+down;

clear d dup down

DN=-MDN\FN;
n(2:m-1)=n(2:m-1)+DN;

n(1) = n(2);
n(m) = n(m-1);

Fig. 13 Implementacion de la funcion f; (n), la matriz de derivadas %, y la obtencién

del vector de correccion para la ecuacién de continuidad de los electrones.

5 CASOS PRACTICOS DE APLICACION: COMPARATIVA CON LA

APROXIMACION CLASICA DE EMPOBRECIMIENTO

Para ilustrar el funcionamiento de nuestro simulador vamos a examinar los

resultados para distintas distribuciones de dopaje, tanto en equilibrio como fuera del

mismo. En primer lugar, realizaremos una simulacién con un dopaje N, = Np = 101,

y en segundo lugar otra con un dopaje N, > Nj, siendo N, = 10'® y N, = 10%°. El

resto de las constantes fisicas se han escogido de forma que representen el

semiconductor de silicio a 300K.
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5.1 DOPAJE SIMETRICO - EQUILIBRIO

Al ser el dopaje idéntico en ambos lados de la unién, podemos esperar ver una
situacion simétrica para la distribucion de carga y de potencial, ademas de un nivel
de Fermi constante. La simulacién completa tuvo una duracion de 0.035 segundos y
22 iteraciones.

Potencial Bandas de energia

081

06

04r

0.2f

Potencial (V)
o

-04

06

Mewton-Raphsan | | 08t
= = +Empobrecimiento

v
Ef

—

6 -4 -2 0 2 4 6
cm %1078 cm

Fig. 14 Potencial obtenido mediante Newton-Raphson (linea azul) y estimacion

inicial de empobrecimiento (linea naranja) para N, = N, = 106,

Fig. 15 Diagrama de bandas (Potencial V (azul) y nivel de Fermi (naranja) junto a los

niveles de conduccion y valencia(negro)) para N, = N, = 10%°,

Si comparamos el potencial que hemos obtenido con métodos numéricos frente a la
aproximacion de empobrecimiento vemos que la diferencia entre ambas es bastante
pequefia, siendo la mayor desviacion de 0.0263V (7.45%) en los extremos de la

zona de empobrecimiento.
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Error cuadratico medio

107!

MSE
3
IS

Newton-Raphson
Empobrecimiento

10,7 I | | I | I | |
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
n® iteraciones

Fig. 16 MSE de la solucién de Newton-Raphson (linea azul) y MSE de la diferencia

con la aproximacion de empobrecimiento (linea naranja) para N, = Np = 101,

Podemos representar el error cuadratico medio (MSE) de la solucion de Newton-
Raphson frente al nUmero de iteraciones para comprobar su evolucién. Vemos que
el error se reduce a la mitad cada iteracion (a excepcion de la iteracion nimero 3, en
la que el método introdujo una sobrecorreccion que luego compensa), y que a partir

de la iteracion 12 ya se obtiene una solucion mejor que la de empobrecimiento.

Portadores

108

1014 F

1012 L

1010 E

Concentracion (cm™3)

108 E

195 L

Huecos
Electrones

1 04 ! L L L L L
B 4 2 0 2 4 6
cm %10

Fig. 17 Densidad de carga para N, = Np = 1016,

En esta ocasion vemos que la aproximacion de empobrecimiento para la densidad

de carga es adecuada para el area que corresponde a las cercanias de la union
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metallrgica, pero no es lo suficientemente precisa en los extremos de la zona de

empobrecimiento.

«107 Densidad de carga

tn
T

-
T

o
o
T

Densidad de carga (Cf’cm3)
o

Newton-Raphson | |
— = -Empobrecimiento

5 4 -2 0 2 4 6
cm %107

Fig. 18 Concentracion de portadores a lo largo de la union PN para N, = Np = 10%°.

«10° Campo eléctrico

05T

Campo eléctrico (V/cm)

Newton-Raphson
Empobrecimiento

25 - . : : :
-6 4 2 0 2 4 6
cm %107

Fig. 19 Campo eléctrico en la uniéon PN para N, = N, = 10'.

La aproximacion de empobrecimiento también parece efectiva para calcular el
campo eléctrico a través de la union. Obtenemos un valor un poco menor utilizando
el método Newton-Raphson, con una diferencia de 0.12765-10% V/cm 0 un error

maximo del 5.58%.
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5.2 DOPAJE ASIMETRICO - EQUILIBRIO

Para un dopaje asimétrico N, = 10® y N, =10%¢, la simulacién ha tomado 18
iteraciones y 0.407 segundos.

Potencial

0.4

Bandas de energia

1 T T T
. /
E 0
5
3]
c
2z
Dc: -0.5 /
1k
Newton-Raphson | v
— = -Empobrecimiento Ef
15 . . . . . . \
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

cm %107

Fig. 20 Potencial obtenido mediante Newton-Raphson (linea azul) y estimacion

inicial de empobrecimiento (linea naranja) para N, = 108 y N, = 106,

Fig. 21 Diagrama de bandas (Potencial V (azul) y nivel de Fermi (naranja) junto a los

niveles de conduccion y valencia(negro)) para N, = 108 y N;, = 10%°,

De nuevo comprobamos que la aproximacién de empobrecimiento es bastante
efectiva incluso para distribuciones de dopaje asimétricas, si bien se obtiene un
resultado mas preciso con Newton-Raphson. El mayor error obtenido es de 0.0334V,
o un error del 9.1%.
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Error cuadratico medio

MSE

Newton-Raphson
Empobrecimiento

2I 4 6 8 WIO 1‘2 1‘4 16 18

n® iteraciones
Fig. 22 Error cuadratico medio de la solucion de Newton-Raphson (linea azul) y
error cuadratico medio de la diferencia con la aproximacion de empobrecimiento

(linea naranja) para N, = 108 y N;, = 1016,

De manera analoga al dopaje simétrico, vemos que el error de la solucion de
Newton-Raphson se reduce con cada iteracién, y que a partir de la iteracién 11

tenemos una solucién mejor que la de empobrecimiento.

102 . Portadclares
1015 L
@
5
5
g 1010 L
=
3
108 |
Huecos
Electrones
10" - - - - - - !
0 1 2 3 4 5 6
em %107
Fig. 23 Concentracion de portadores a lo largo de la union PN para N, = 108 y
ND = 1016.
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o 108 Campo eléctrico
At
§ a2t
2
Q
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T -3
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©
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Newton-Raphson
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Fig. 24 Campo eléctrico obtenido mediante Newton-Raphson (linea azul) y

estimacion inicial de empobrecimiento (linea naranja) para N, = 1018 y N;, = 10%°.

Aqui se ve que, si bien ambos modelos han sido capaces de estimar las zonas de
empobrecimiento correctamente, los valores obtenidos para el campo eléctrico son
distintos, siendo el obtenido mediante Newton-Raphson mucho mas definido. La

diferencia entre ambos es de 2.9183 - 10° V/cm, un error relativo de casi un 60%.

5.3 DOPAJE SIMETRICO - NO-EQUILIBRIO

Realizamos la misma simulacion que en el apartado 5.1, con la diferencia de que
vamos a afiadir una perturbacion en forma de V.., = 3V en el extremo n de la union.
Obtenemos los resultados tras 0.095 segundos y 24 iteraciones.

Potencial Bandas de energia

Potencial (eV)

-06

AT
Ef

7 Newton-Raphson | 08|
= = = +Empobrecimiento
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Fig. 25 Potencial obtenido mediante Newton-Raphson (linea azul) y estimacién

inicial de empobrecimiento (linea naranja) para N, = N, = 10*.

Fig. 26 Diagrama de bandas (Potencial V (azul) y nivel de Fermi (naranja) junto a los

niveles de conduccién y valencia(negro)) para N, = N, = 106,

En este caso se aprecia la curvatura del nivel de Fermi, debido a la ausencia de
equilibrio. La diferencia entre la aproximacion de empobrecimiento tiene una

desviacion maxima de 0.0615V en el centro de la union.

Error cuadratico medio

10°

MSE

Newton-Raphson
Empobrecimiento

é 4 6 B 1 D 1I2 1I4 1 IG 18 20 22 24

n° iteraciones
Fig. 27 Error cuadratico medio de la solucion de Newton-Raphson (linea azul) y
error cuadratico medio de la diferencia con la aproximacion de empobrecimiento

(linea naranja) para N, = Np = 1016,

Al introducir la perturbacion, el método de Newton-Raphson tiende a exagerar la
curva para alcanzar el nuevo potencial en las primeras iteraciones, de forma que su
error permanece por encima de la aproximacién de empobrecimiento hasta alcanzar
la iteracion 14. Se aprecia, sobre todo al principio de la simulacion, la principal
desventaja del método de Block-SOR-Newton, que nos proporciona una

convergencia algo mas lenta.
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Fig. 28 Densidad de carga para N, = N, = 10%°.
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Fig. 29 Concentracion de portadores a lo largo de la unién PN para N, = N, = 10%°,

La distribucion de portadores es parecida a la obtenida en equilibrio, pero si que
podemos apreciar un pequefio incremento de los portadores minoritarios en los

extremos de la unién.
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Fig. 30 Campo eléctrico en la unién PN para N, = Np = 1016,

La diferencia entre el maximo de la aproximaciéon de empobrecimiento y el maximo
obtenido con Newton-Raphson es bastante pequefia, de 9026 V/cm, lo que nos deja
con un error relativo del 3,6%. Se puede apreciar que el campo obtenido con
Newton-Raphson muestra una zona de empobrecimiento mucho menos definida, lo

que se ajusta mas a una situacion real, y no ideal, de la unién.

5.4 DOPAJE ASIMETRICO — NO-EQUILIBRIO

Vamos a considerar un dopaje asimétrico de N, = 107 y N, = 10°, y la misma
perturbacion que el apartado anterior, de V., = 3Vr. La simulacion ha tomado 79

iteraciones y 0.4075 segundos.
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Fig. 31 Potencial obtenido mediante Newton-Raphson (linea azul) y estimacion

inicial de empobrecimiento (linea naranja) para N, = 1017 y N, = 106,

Fig. 32 Diagrama de bandas (Potencial V (azul) y nivel de Fermi (naranja) junto a los

niveles de conduccién y valencia(negro)) para N, = 107 y N, = 106,

De nuevo la aproximacion de empobrecimiento no es capaz de estimar
correctamente el voltaje en la unidén, ya que tiene una desviacion méxima de

0.0522V en x = 0. Se aprecia también el nivel de Fermi, que no es constante.

Error cuadratico medio

10”

107

10—2 L

MSE

10-5 L

Newton-Raphson
Empobrecimiento

107 ‘ ‘ ' ' '
10 20 30 40 50 60 70
n° iteraciones
Fig. 33 Error cuadratico medio de la solucion de Newton-Raphson (linea azul) y
error cuadratico medio de la diferencia con la aproximacion de empobrecimiento

(linea naranja) para N, = 107 y N, = 10?6,

Si bien la convergencia en este caso ha sido considerablemente mas lenta que en
los ejemplos previos, vemos que con 29 iteraciones ya obtenemos un resultado

mejor gue con la aproximacion clasica de empobrecimiento.
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Fig. 34 Concentracion de portadores a lo largo de la union PN para N, = 107 y
Np = 106,
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Fig. 35 Campo eléctrico obtenido mediante Newton-Raphson (linea azul) y

estimacion inicial de empobrecimiento (linea naranja) para N, = 107 y N, = 106,

Del mismo modo que el apartado anterior, obtenemos una distribucién de portadores
mas realista, y un campo eléctrico similar. El error obtenido en el maximo del campo
es del 4.12%, o una desviacion de 0.1454 - 10° V /cm.
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5.5 OTROS FENOMENOS DE INTERES

Finalmente, para ilustrar el potencial del modelo construido, vamos a analizar como
se implementarian otros fendmenos electronicos como la fotogeneracién, distintos
dopajes (union gradual), y dependencia de p con la temperatura, el nUmero de

portadores, y el campo eléctrico.

5.5.1 Fotogeneracion

En el desarrollo de las ecuaciones de continuidad para fuera del equilibrio se
utilizaron ecuaciones simplificadas (40) que consideraban despreciable la
fotogeneracion G,. Sin embargo, este efecto puede incluirse en nuestras ecuaciones,

discretizarlas con esta nueva variable, y sustituirlas en nuestro desarrollo actual.

La fotogeneracion [6]-[24] es el proceso mediante el cual se generan pares electron-
hueco debido a la energia incidente de un haz de fotones. Si esta energia es mayor
que la de la banda prohibida, E;, es absorbida por los electrones de la banda de
valencia y promocionan a la banda de conduccion, generando el par electron-hueco.
En general G, dependeréa de la distancia que la luz penetra en el semiconductor y de
la longitud de onda de la luz incidente. Sin embargo, podemos considerar G,

constante para representar una iluminacion uniforme del semiconductor.

14,

G -U
g Ox

(50)

Es decir, que a las ecuaciones (41) y (42) solo hay que afnadirles la constante G;.
Sus derivadas permanecen iguales, ya que hemos definido la fotogeneracion de
forma que no dependa de ninguna variable, asi que solo tenemos que introducir la
siguiente modificacion en el codigo tanto para la continuidad de los electrones como

la de los huecos:

G_L = GL*ones(m-2,1)

FN = zeros(m-2,1);

for i = (1:m-2)

FN(i) = an(i+1)*n(i)-bn(i+1)*n(i+1)+cn(i+1)*n(i+2)-G L(i);
end
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Fig. 36 Modificacion necesaria para afiadir el efecto de fotogeneraciéon con G,

constante.

De la misma manera que estamos creando el vector G, como constante, también
seria posible modificarlo para afadir dependencia con x (iluminacién irregular)
definiendo cada punto con un bucle for. Por ejemplo, si la iluminacién fuera distinta

para la zona tipo p y tipo n:

for i = 1:m-2
if x(i) < ©
G L(i) = GLp
else
G _L(i) = GLn
end

end

Fig. 37 Modificacion necesaria para afadir efecto fotoeléctrico con G, constante

distinto para cada parte del semiconductor.

5.5.2  Unién gradual

También podemos considerar perfiles de dopado graduales (Figura 8) si, después de
definir el dopaje de la forma que se especifica en el apartado 3.3.3, que equivale a

una union abrupta, definimos una variable conjunta dop = N, — N,:

xtp=Wp/3; xtn=Wn/3;

dop = ND - NA;

for i = 1:m
if x(1i) > -xtp && x(i)«o
dop(i) = x(i)*Na/xtp;
elseif x(i) < xtn && x(i)>=0
dop(i) = x(i)*Nd/xtn;
end

end

Fig. 38 Modificacion del dopaje para considerar un dopado lineal en una region de

transicion (—xp, X )-
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De esta manera obtenemos un dopaje con una pendiente lineal en la regién de
transicion (—xtp,xm), que hemos definido inicialmente como 1/3 del ancho de la
regibn de empobrecimiento. Es importante sefalar que sera necesario sustituir

(Np — N,) por dop en la ecuacion de Poisson.

55.3 Dependencia de p

Hemos considerado una movilidad constante, pero en realidad este valor depende
de la temperatura, el dopado, y el cambio eléctrico. Podemos definir la movilidad de

los electrones como [21]:

py =1L (51)
m

e

, siendo T, el tiempo medio entre colisiones y m, la masa efectiva. A mayor dopado
existira un menor tiempo entre colisiones, ya que la probabilidad de interactuar con
alguna impureza sera mayor. La dependencia con la temperatura se hace evidente
tanto a bajas temperaturas (donde domina el mecanismo de dispersion por
impurezas) como a altas temperaturas (la agitacion térmica de los &tomos de la red

cristalina disminuye el tiempo entre colisiones).

A la hora de obtener un valor de movilidad adecuado se suele recurrir a un ajuste
empirico [25], tomando valores experimentales de referencia y ajustandolos

mediante la siguiente formula:

Hy
7 R E— 52
ﬂ IleIn 1+(N/Nref)a ( )

Siendo N el dopaje de cada seccion del semiconductor (N, en la parte tipo p y N, en
la tipo n), y el resto de parametros (Wpin, Mo, Nres Y @) SON los parametros de ajuste.
Estos parametros, que se toman como referencia a 300K, se podran modificar para

la temperatura mediante la siguiente relacion:

T n
A=%[§ﬁgj (53)
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Es decir, que utilizando los valores de referencia (Tabla 1) e implementando las
férmulas (52) y (51) en el cédigo, se podria obtener una movilidad més exacta.

. Valores
Parametro n
Electrones Huecos
Nyep(cm™) 1.30 - 10Y7 2.35-10%7 2.4
Win(cm?/V - 5) 92 54.3 -0.57
Ho(cm?/V - s) 1628 406.9 -2.33(electrones) y -2.23(huecos)
o 0.91 0.88 -0.146

Tabla 1 Parametros de ajuste para la movilidad (Si a 300K) [25].

6 CONCLUSIONES

A continuacién, se hace un sumario de las conclusiones principales de este Trabajo
Fin de Grado:

¢ Estudio bibliogréafico: se ha realizado un estudio de la bibliografia en el campo
de modelado de uniones P-N. Como conclusién principal, se ha puesto de
manifiesto la necesidad de desarrollar un método que aune la sencillez y la
intuicion en los resultados de los métodos de bajo nivel, con la flexibilidad y
soluciones mas realistas de las aproximaciones numéricas 3-D que
proporcionan las herramientas de TCAD. Para abordarlo, se decide recurrir a
métodos numéricos avanzados [8]-[9] para obtener una resolucién de la unién
P-N que nos permita el estudio de fendmenos fuera del equilibrio y de efectos

dependientes de la concentracion de portadores.

e Estudio de la union P-N: se han estudiado las ecuaciones que definen el
sistema tales como la ecuacion de Poisson (12) que define las variaciones del
campo eléctrico en funcién de la concentracién de carga espacial, como las
ecuaciones de continuidad (5) y (6), que modelan el transporte de dichos

portadores a lo largo de la union [2]-[3].
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Como parte del analisis se han incluido en la memoria una introduccion a los
distintos procesos de generacion y recombinacion, como pueden ser la

fotogeneracién o el tiempo de vida medio [4].

Para concluir, se ha presentado la solucion clasica de empobrecimiento de
portadores en las cercanias de la superficie de contacto de la unién, llegando a
expresiones para el nivel intrinseco de energia (11) integrables en el espacio y que

permiten aproximar tanto el campo eléctrico como la concentracion de portadores.

e Estudio e implementacion en MATLAB de métodos numéricos avanzados para

la resolucion de ecuaciones diferenciales:

o Se han analizado las ventajas y desventajas del método de Newton-
Raphson [8]-[9], y se ha llegado a la conclusion de que se trata de un
método robusto y con una alta convergencia, pero que requiere de una
estimacion inicial adecuada y de la necesidad de obtener la derivada
de la funcion a estudiar. Para solventar estos problemas, se ha

considerado las siguientes estrategias:

= Se toma como estimacion inicial la aproximacion de
empobrecimiento (que, como hemos demostrado, resulta muy

adecuada en condiciones de equilibrio).

» Se discretizan las ecuaciones obtenidas para obtener sus

derivadas.

o La discretizacion se realiza siguiendo la aproximacion de derivadas en
diferencias finitas [13]-[14], donde se ha tenido que discretizar la
variable V;, aplicarla a la ecuacién de Poisson (27), y derivarla para
alcanzar los requisitos necesarios para aplicar el método de Newton-

Raphson.

¢ Aplicacion e implementacién de los métodos de estudiados a la resolucion de la

unién P-N en condiciones de equilibrio en el entorno de MATLAB:

o Los estudios y analisis previos se han plasmado en la implementacion

en MATLAB de procedimientos de analisis de la union P-N.
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o Como punto de partida se considerd inicialmente la aproximacién en
[15]. Sin embargo, este articulo utiliza una ecuacion de Poisson
simplificada que no evalla la concentracion de portadores, sino que la
sustituye para obtener una ecuacién con una sola variable. Nosotros
hemos desarrollado la ecuacién de Poisson (27) completa, de forma
gue tenemos que implementar nuevas variables, p y n, y sustituir las
ecuaciones en el método. Ademas, si bien en el articulo se toma un
parametro de mallado fijo, en nuestro desarrollo se ha tenido en cuenta
la necesidad de calcular un mallado a partir de la longitud de Debye,
para poder apreciar correctamente el efecto de interaccién entre las

cargas.

e Extension de los procedimientos desarrollados para la resolucién de la union P-

N en condiciones de no-equilibrio:

o A la hora de modificar nuestro modelo para la inclusion de efectos
fuera del equilibrio, se ha tomado como guia el libro [16], que realiza un

analisis de la unién P-N tanto dentro como fuera del equilibrio.

o Se ha propuesto el método de Scharfetter-Gummel [18]-[19] para
discretizar las ecuaciones de corriente, lo que nos deja con dos
ecuaciones diferenciales no lineales que hemos resuelto mediante
técnicas de métodos matematicos [22] como la aplicacion de un factor

integrante, que también se ha tenido que calcular.

o Una vez resuelta la discretizacion de la corriente, se ha sustituido en
las ecuaciones de continuidad (41) y (42), y se procede a la

implementacion en MATLAB.

o Las principales diferencias con la realizacion de partida en el libro [16]
se pueden resumir en: 1) en nuestra implementacion se utiliza Matlab
en lugar de Fortran, 2) como técnica de resolucion del sistema de
ecuaciones se considera un método adaptativo basado en Newton-
Raphson, frente a la implementacion original mas lenta utilizando la

descomposicion LU de la matriz.

e Analisis y discusion de resultados:
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Se demuestra que la aproximacion de empobrecimiento es adecuada
como condicion inicial, y que en general es capaz de predecir
adecuadamente el potencial en la union, asi como las zonas
empobrecidas y la distribucion de portadores, pero resulta inexacta a la
hora de calcular el campo eléctrico para dopajes asimétricos o
insuficiente a la hora de representar efectos causados por
perturbaciones o interacciones de portadores. Nuestro modelo,
desarrollado mediante las ecuaciones de Poisson y continuidad
resueltas con el método de Newton-Raphson ofrece una solucién
numérica mas exacta en pocas iteraciones y en menos de un segundo,
gue puede ajustarse mediante la modificacion de la tolerancia para
hacerla mas o menos precisa dependiendo de la necesidad

correspondiente.

Se ha mostrado el funcionamiento del simulador utilizando dos
configuraciones de dopaje, una simétrica y otra asimétrica, y en dos
estados distintos: equilibrio y no-equilibrio con una perturbacién

especifica.

También se ha sugerido un desarrollo y modificaciones del cédigo para
analizar otros casos de interés, como dopajes graduales, efectos de

fotogeneracién, y dependencia de la movilidad con otros parametros.

e Trabajo futuro:

o

o

Se deja la puerta abierta a mejorar el modelo, ya que tanto la solucién
en equilibrio como de no equilibrio pueden expandirse con pequefas
modificaciones en las ecuaciones a utilizar, mostradas en el apartado
5.5, utilizando como base la resolucion ya obtenida con Newton-

Raphson.

Al depender el modelo de las ecuaciones de continuidad completas y
ofrecer una solucion altamente precisa, es posible modelar efectos

mas complejos si se realiza el desarrollo correspondiente.
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8 ANEXOI

EQUILIBRIO

| Definicion de pardmetros de simulacion

v

| Cdlculo de la estimacion inicial Vg |

b J

4’{ Resolucion de la ecuacion de Poisson F(Vi) = D-AV |

Ie’-\plicaciﬁn del vector de correccion para obtener nuevo Vi I

error = fol Evaluacion de Ia

agnitud del erro
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I
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| Se escoge VO como la solucion obtenida en equilibrio |

v

45‘ Resolucion de la continuidad de portadores F1(n, Vi) y F2(p,Vi)

h 4

| Aplicacion del vector de correccion para obtener nueva concentracion de portadores p; vy m;

y

‘ Resolucion de la ecuacion de Poisson F3(n,p.V) y obtencidén de nuevo potencial Vi ’

error = fol Evaluacion de la

agnitud del erro

emor = tol

Cbtencion den, py V
solucion

Fig. 39 Diagrama de flujo de implementacion del algoritmo Newton-Raphson para la

resolucion de la unién P-N.
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