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Resumen

En el presente trabajo se analiza la estructura causal de agujeros negros esféricamen-
te simétricos, estaticos y con carga eléctrica, denominados agujeros negros de Reissner-
Nordstrom, presentes en la teoria de la relatividad general. Estos agujeros negros aparecen
como soluciones a las ecuaciones de campo de Einstein, que describen la curvatura del
espacio-tiempo en presencia de masa. Con este fin, introduciremos en primer lugar la
formulacién de la teoria en términos geométricos asi como las herramientas matemati-
cas necesarias. Posteriormente, nos centraremos en obtener las ecuaciones de campo de
Einstein empleando el principio de minima accién en la denominada acciéon de Einstein-
Hilbert. Para obtener intuicion sobre la derivacién de la solucién a partir de las ecuaciones
de Einstein estudiaremos primeramente el caso sin carga, que corresponde al agujero negro
de Schwarzschild. Asimismo, estudiaremos su estructura causal empleando diagramas de
Penrose, una representaciéon pictérica que nos permite acceder a ciertas relaciones causa-
les entre diferentes puntos del espacio-tiempo. Una vez revisado el caso de Schwarzschild
procederemos a estudiar la generalizacion al incluir carga eléctrica, que obtenemos como
solucion a la denominada accién de Einstein-Maxwell. En este caso, observaremos que
el agujero de Reissner-Nordstrom presenta una estructura causal mucho mas complicada
y podremos, simplemente inspeccionando el diagrama de Penrose, realizar argumentos

heuristicos acerca de la inestabilidad de esta solucion.
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Capitulo 1

Introduccion

En 1915, Albert Einstein publica la teoria de la relatividad general convirtiéndose en
la teorfa de la gravedad con mayor éxito hasta la fecha [1]. Sus predicciones basadas en ella
se han podido verificar en numerosos experimentos o tests tanto clasicos como modernos.
En el primer grupo encontramos la precesiéon de perihelio de Mercurio o la desviacion
de la luz por el sol. En relacién a los modernos tenemos la primera deteccién de ondas
gravitacionales procedentes de la fusiéon de varios agujeros negros y estrellas binarias de
neutrones por la colaboracién de LIGO y Virgo [2]. También, gracias al Event Horizon
Telescope, se han obtenido imagenes de dos agujeros negros supermasivos, M87* y mads
recientemente Sagitario A*. Ambos se encuentran en el centro de las galaxias M87 y la
Via Lactea respectivamente [3, 4].

Esta teoria describe la interaccion gravitatoria entre los cuerpos por la curvatura del
espacio-tiempo mediante las ecuaciones de campo de Einstein. Es decir, plantea la grave-
dad como un reflejo de la geometria del mismo en lugar de una fuerza a distancia como en
la teoria newtoniana. Las ecuaciones de movimiento se determinan aplicando el principio
variacional a la accién de Einstein-Hilbert. La cual también puede complementarse con
campos de materia, como veremos mas adelante.

Dado que las ecuaciones de campo de Einstein son no-lineales y en general plantean
una gran dificultad a la hora de encontrar soluciones exactas. No obstante, se pueden pro-
poner soluciones con un alto niimero de simetrias, restringiendo el nimero de variables a
ser determinadas. Entre ellas, destacan las soluciones con curvatura constante, como son
Minkowksi, de Sitter y anti-de Sitter. Poco después, en 1916, Karl Schwarzschild encontro
la primera solucién esféricamente simétrica y estdtica (SSS) que representa un agujero
negro, conocida como métrica de Schwarzschild [5]. Seguidamente se obtuvo la solucién
SSS para la accion de Einstein-Maxwell, el cual incluye el término electromagnético. Esta
solucién se conoce como la métrica de Reissner-Nordstrém [6, 7]. Ambos casos descri-

ben una singularidad envuelta por un horizonte de sucesos, una superficie cerrada que
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desconecta causalmente la regién interior de la exterior.

En los anos posteriores hubo un gran trabajo para entender la naturaleza de las sin-
gularidades, tanto matematicas como fisicas, que planteaban estas soluciones y una mejor
comprension de los horizonte de sucesos. Para ello se describieron diferentes transforma-
ciones de coordenadas que cubrian de forma parcial o total el espacio-tiempo con el fin
de identificar las singularidades de origen matematico.

Posteriormente, surge una de las herramientas matematicas para analizar los espacio-
tiempos conocida como diagramas de Penrose-Carter o simplemente diagramas de Penro-
se. Estos diagramas bidimensionales conservan la informacion sobre las regiones causales
entre diversos puntos del espacio-tiempo y permiten representar regiones infinitas en su-
perficies finitas. Los diagramas de Penrose [8] se han convertido en una herramienta muy
util que se emplea tanto para la ilustracion de soluciones concretas y el estudio de su
estructura causal, como para explorar ciertas propiedades caracteristicas de la solucion,
tales como su estabilidad.

Aunque el agujero negro de Reissner-Nordstrom sea una solucion fenomenolégicamen-
te poco realista como se discutira mas adelante, existe motivacién adicional para que sea
sujeta a estudio. Entre ellas, podemos mencionar su relevancia en el marco de la correspon-
dencia anti de-Sitter/teorias cudnticas de campos conformes (AdS/CFT). Esta realizacién
del principio holografico [9] establece la equivalencia entre teoria de cuerdas definida en
un espacio AdS de dimensién D y una CFT definida en D — 1. Existe un diccionario
holografico formado por el conjunto de relaciones entre cantidades a un lado y a otro de
la correspondencia y cuya entrada principal es la relacion GKP-W (Gubser-Klebanov-
Polyakov-Witten). Este vinculo establece la igualdad entre las funciones de particién de
la gravedad en un espacio AdS de dimensién D y la CFT que vive en su frontera D — 1
[107 ].En el marco de esta correspondencia un agujero negro cargado es un estado térmico
con una temperatura determinada por la radiaciéon de Hawking [11] y, por medio de la
dualidad, representa el estado térmico de una CFT.

El trabajo se organiza como sigue. En el capitulo 2 introducimos conceptos pertene-
cientes a geometria diferencial y definimos objetos que usaremos a lo largo del trabajo
como la variedad, la métrica o el tensor de Riemann, concluyendo con el principio va-
riacional de la accién de Einstein-Hilbert del cual obtenemos las ecuaciones de campo

de Einstein. A continuacién, en el capitulo 3, para obtener intuiciéon sobre la derivacién
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de la solucion a partir de las ecuaciones de Einstein estudiaremos primero la solucién de
Schwarzschild. Para ello, derivaremos la métrica y analizaremos su estructura causal cons-
truyendo el diagrama de Penrose. Seguidamente, en el capitulo 4 nos centraremos en la
solucién de Reissner-Nordstrom que obtenemos a partir de la accién de Einstein-Maxwell.
Al igual que con Schwarzschild, derivaremos la métrica y estudiaremos la estructura cau-
sal donde obtendremos tres casos distintos en funcion de la relacion entre la masa y la
carga eléctrica. Posteriormente, construiremos los correspondientes diagramas de Penrose
y veremos la complejidad que presentan en comparacién al caso sin carga. Finalmente,
presentamos algunas conclusiones donde recogemos los resultados de los casos estudiados.

Asimismo, durante todo el trabajo hemos usado el sistema de unidades natural, es
decir, tomamos la velocidad de la luz como una constante adimensional igualada a la uni-
dad de la misma forma que la constante reducida de Planck y la constante de Boltzmann

c=h=kg=1.



Capitulo 2

Gravedad como teoria geométrica

La relatividad general es una teoria geométrica del campo gravitatorio. En ella, el
espacio-tiempo se modela como una variedad diferenciable semiriemanniana y el marco
matematico que nos permite su estudio es la geometria diferencial.

En términos matematicos, una variedad semiriemanniana M es un espacio equipado
con un tensor métrico diferenciable de rango 2. Ejemplos de variedades semiriemannianas
son las variedades de Lorentz, caracterizadas por poseer una signatura (1, D — 1) (D la
dimensién de la variedad). Esto quiere decir que para D = 4, el espacio-tiempo puede
modelizarse como una variedad formada por una dimension espacial y tres espaciales.

En nuestro espacio-tiempo, existe un procedimiento especifico para medir distancias,
el tensor métrico, asi como una derivada covariante y transporte paralelo asociados. Estas
magnitudes nos permiten definir tanto la curvatura como relacionar magnitudes fisicas
medidas por observadores que se encuentren en distintos puntos del espacio-tiempo. Para
poder realizar estudios en relatividad general debemos conocer cémo se definen estas
magnitudes y sobre todo, como operamos con ellas. Este capitulo esta basado en las

referencias [12, 13].

2.1. Tensor métrico

El tensor métrico o métrica, como utilizaremos en adelante para referirnos a él, es el
objeto matematico que permite calcular distancias y todo lo relacionado con conceptos
métricos en nuestra teoria. Es un tensor covariante y simétrico de rango 2 a partir del
cual podemos definir el elemento de linea, ds?. Resume las propiedades geométricas del

espacio-tiempo y su expresion, independientemente del sistema de coordenadas usado, es:

ds® = ggpda®da’, (2.1)
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donde hemos empleado la notacién de Einstein —donde los indices toman los valores
a,b = 1,...,D y cuando alguno se repiten supone un sumatorio respecto a ese indice
%Y, = ZaDzl x%y,— para simplificar la expresion. La propiedad de simetria implica que
las componentes satisfacen g, = Gpa.

Un aspecto importante de la métrica es la signatura que viene dada por el niimero de
autovalores positivos, negativos y nulos que tiene en su representacion matricial en un sis-
tema de coordenadas arbitrario. En el presente trabajo tomamos el convenio (—, +, +, +),
donde el signo negativo se reserva para la coordenada temporal mientras que el positivo
para las tres coordenadas espaciales restantes.

Como consecuencia de la signatura, la norma de los vectores no es definida positiva,
por tanto, podremos hablar de vectores temporales, vectores espaciales y vectores nulos
(norma al cuadrado negativa, positiva y nula respectivamente). Consecuentemente, ten-
dremos curvas temporales si en cada punto de la curva el vector tangente es temporal
y curvas espaciales (nulas) si es espacial (nulo). Al conjunto de rectas nulas que pasan
por un punto, se le denomina cono de luz y delimita la trayectoria de cualquier particula
masiva a través del espacio-tiempo.

Una vez determinada la métrica, el siguiente paso es como definir la curvatura de la

variedad.

2.2. Transporte paralelo y conexion

En un espacio-tiempo curvo no existe una forma obvia de relacionar vectores o tensores
medidos en distintos puntos de la variedad M. Esto es resultado de que el espacio tangente
en cada uno de esos puntos, donde viven estos elementos, es diferente. Para solventar este
problema usamos el transporte paralelo. Sin embargo, para poder definirlo, es necesario

previamente determinar una conexion métrica. Esta conexién no es mas que un conjunto

c

¢y, que definen como hacer el transporte paralelo entre dos puntos.

de D? funciones, I'

Supongamos dos vectores, V (P) y V (Q), con origen en puntos distintos de la variedad
(P, Q) y por tanto viven en espacios tangentes distintos, T (M) y Tgy (M). Necesitamos,
de algin modo, un vector Vp (Q) que viva en T (M), que tenga toda la informacion

sobre el vector V' (P). Este vector que buscamos es el transportado paralelo de V (P). La

C

pregunta es cémo podemos identificar ese vector en Ty (M). Dada una conexién, I'¢,,
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dada una curva entre los puntos, v, Vp (@) se identifica a través de la férmula:
(V) (Q) = VO (P) = TgydaV (P). (2.2)

Ahora bien, en ningtin momento hemos especificado cudl es la conexiéon adecuada o coémo
determinamos la forma de estas D? funciones. En una variedad determinada existen mu-
chas conexiones posibles que definen de manera distinta el vector Vp (Q) y la eleccién del
conjunto I';, es arbitraria. En la practica la conexién suele estar determinada de antemano
y posteriormente veremos como en las variedades equipadas con una métrica existe una
especial —la conexion Levi-Civita— que simplifica muchas de las ecuaciones geométricas

y aparece de forma natural en la relatividad general.

2.3. Derivada covariante

Como ya hemos visto, cada punto del espacio-tiempo soporta un espacio tangente
distinto y a la hora de derivar una magnitud tensorial es necesario tener en cuenta la
variacién de las componentes, ademas de la propia base, de un punto a otro. Suponiendo
que tenemos una conexion, y por consiguiente como hacer el transporte paralelo de un
punto a otro, podemos definir un nuevo tipo de operador diferencial que se transforma
como un tensor bajo cambios generales de coordenadas. Este operador diferencial es la

derivada covariante y viene dada por:
V.Vl =0,Vb 4T Ve (2.3)

Actia como una derivada parcial, pero con un término de correccién debido al transporte
paralelo. La derivada covariante sigue manteniendo las propiedades de linealidad y regla

del producto que conocemos de la derivada parcial,
V. (AV? + BW®) = AV, V" + BV, W, (2.4)

Vo (VW) = (V V) WP+ VP (V). (2.5)

Debemos tener en cuenta que si actiia sobre un vector covariante, el término de la

conexién cambia de signo en la ecuacion (2.3). De esta forma podemos definir como actia
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sobre un tensor de rango (m,n):

aiaz...a aiaz...a
VT2 b by =0T 2% o b,
a1das...a azrpaid...a
+ FallT ? kblbg...bl + FcéT ! kblbg...bl + (26)

d a1as...ay d a1as...ay
— FcblT 182 kdbg.,.bl - Fcsz 142 kbld.,.bl — ...

2.4. Curvatura

Una vez entendida la idea del transporte paralelo y cémo podemos relacionar mag-
nitudes medidas en distintos puntos de la variedad, podemos definir una variedad curva
como aquella en la que el transporte paralelo de un vector a través de una curva cerrada
resulta en un vector distinto al volver al punto de partida.

Para definir la curvatura de manera cuantitativa, podemos considerar el transporte
paralelo de un vector a lo largo de un paralelogramo infinitesimal de lados, dz® y daP.
En concreto, nos interesa calcular la diferencia entre realizar el traslado por dos caminos
distintos: primero a lo largo de dz?, seguido de dz’ y luego empezar por dz? y después
dz®. Esto equivale a calcular el conmutador de las derivadas covariantes actuando sobre

el vector transportado:
Vo, Vo] V=V, V, V¢ -V, V, V7 (2.7)

Desarrollando la expresion y tras el calculo de cada uno de los términos, que se encuentran

en el apéndice A, llegamos a:

Vo, Vo] VE = Ry 'V - TSV VY, (2.8)

donde
Rape’ = 0Ty — 9L — Ty Toq + TiTE, (2.9)
ab = Lap = Lig- (2-10)

Podemos ver que el conmutador consta de dos partes, la primera de ellas, proporcional al
vector V¢, donde el factor de proporcionalidad es el tensor de Riemann (2.9) y la segunda,
proporcional a la derivada covariante de V¢, donde el factor es el tensor de torsién que es

antisimétrico Ty, = —Tp, (2.10).
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El tensor de Riemann mide la diferencia del transporte paralelo de V¢ a través de
las dos trayectorias y por tanto es una medida de la curvatura del espacio encerrado
en el paralelogramo. Por otro lado, el tensor de torsion mide el grado en que cierra el

paralelogramo.

2.5. La conexion Levi-Civita

En cualquier variedad existe siempre una conexion unica, la conexion de Levi-Civita,
que esta completamente determinada por la métrica del mismo modo que el tensor de

Riemann. La conexion Levi-Civita cumple dos condiciones:
3 A 3 . c __ C
1. Es simétrica: I', = I',.
2. La derivada covariante de la métrica es nula: V,g,. = 0.

Si nos fijamos en la definicién del tensor de torsién (2.10) la primera de las condiciones
implica que es cero. Por tanto, el conmutador (2.8), depende exclusivamente del tensor
de Riemann. La segunda condicion se llama compatibilidad con la métrica e implica dos
importantes propiedades. La primera de ellas es que cualquier producto escalar V,W* =
b VW es invariante bajo transporte paralelo, lo que implica que la norma de cualquier
vector también lo es. La segunda es en relacion a la derivada covariante, la cual conmuta
con subir, bajar o contraer indices.

En consecuencia la conexién de Levi-Civita queda determinada en funcién de las com-

ponentes de la métrica y sus derivadas de la siguiente forma:

1
b = 596‘1 (0ugab + Ob9ad — OdGad) - (2.11)

Estas expresiones reciben el nombre de simbolos de Christoffel®.
Al determinar completamente la conexion, los conceptos de transporte paralelo y cur-
vatura, en particular el tensor de Riemann, quedan univocamente definidos en términos

de la métrica.

1Cabe mencionar que los sfmbolos de Christoffel (2.11) no son tensores.
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2.6. Tensor de Riemann

Una vez hemos especificado la conexién (2.11), la expresién del tensor de Riemann,

vista en la ecuacién (2.9), en funcién de la métrica, queda:
1
Rabcd = geaRebcd - 5 (abacgad - aaacgbd - abadgac + 8aadgbc) . (212)

También resulta til estudiar algunos tensores formados por contracciones como el tensor
de Ricci o el escalar de Ricci. Pero antes veamos algunas propiedades algebraicas del

tensor de Riemann. A partir de la expresion anterior se pueden deducir las siguientes

simetrias:
Rabcd = _Rbacd = _Rabdc = Rcdaba (213)
Rabcd + Radbc + Racdb = 07 (214)
VeRoped + VaRapee + VeRapae = 0. (2.15)

La primera igualdad (2.13) el tensor de Riemann es antisimétrico cuando se intercambia
una de dos: el primer o el ultimo par de indices. Sin embargo, es simétrico cuando se
intercambian dichos pares entre si. En la segunda igualdad se cambia ciclicamente la
posicion de los tres tltimos indices y se le conoce como primera identidad de Bianchi. La
cuarta corresponde a la segunda identidad de Bianchi.

Veamos ahora los tensores construidos a partir de sus contracciones. En primer lugar,

el tensor de Ricci, es la contraccién del primer y tercer indice:
Ry = ngRcadb = Rcacb- (216)

Es la tinica contracciéon independiente posible, ya que el resto dan lugar a un tensor nulo o
bien son el tensor de Ricci con el signo cambiado. Se trata de un tensor simétrico de rango
2 y posee diez componentes independientes. Su expresion en términos de los simbolos de
Christoffel queda:

Ry = 0.1¢, — 0,16, — T, T% +T¢,1% . (2.17)

Por dltimo definimos el escalar de Ricci como la contraccién del tensor de Ricei:
R =g"Ry. (2.18)

10
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Al tratarse de un escalar es invariante bajo cambios generales de coordenadas y ademéds
es el unico escalar que se puede construir de la contraccién del tensor de Riemann. Por
esta razon, es el candidato idéneo para construir una accién en gravedad que nos permita

encontrar las ecuaciones de movimiento de la teoria.

2.7. La accion de Einstein-Hilbert

De la mecanica analitica sabemos las ventajas del formalismo lagrangiano: variando
con respecto a los grados de libertad podemos obtener las ecuaciones de movimiento que
satisface una particula. Por este motivo, el lagrangiano en cierta forma es un resumen de
la dinamica del sistema o de la teoria.

Centrémonos en el caso mas sencillo, encontrar las ecuaciones de campo de Einstein
para el vacio. En este caso, la accién que da lugar a dichas ecuaciones es la llamada accion

de Einstein-Hilbert y toma la forma:

1

= 4 —2A 2.1
S QH/de gl (R —2A). (2.19)

donde k es una constante definida como k = 87G, A la constante cosmoldgica® y deno-
minamos £ = \/m R el lagrangiano de Einstein-Hilbert construido a partir del escalar de
Ricci, R, definido en la ecuacién (2.18), que se integra en la variedad® M.

Las ecuaciones de campo Einstein se obtienen a través del principio de minima acciéon

respecto a la métrica inversa, g%:

5,5 = i / a*x (5,3/1a] (R —2) + VIgls, k) = 0. (2.20)

En la ultima expresion, simplemente hemos aplicado la derivada del producto y como se
puede observar obtenemos dos términos que analizaremos individualmente.

En el primero de ellos nos encontramos con la variacién del elemento de volumen,

2La constante cosmoldgica no aparecié en la primera publicacién de Einstein de 1915. Fue afiadida

dos anos més tarde cuando se interesé por la cosmologia con el fin de obtener un universo estatico [14].

L (D=1)(D=2)

Su valor depende de la curvatura en la regién asintética A = 512

corresponde a dS y el negativo a AdS.
3Por claridad en la lectura omitiremos M en la integral cuando no sea relevante.

, donde el signo positivo

11
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V|9, la cual podemos escribir:

1
0V/19l = =5 V/1919a09™" (2.21)

El desarrollo completo de la variacion se encuentra en el apéndice B.
En el segundo término tenemos que considerar la variacion del escalar de Ricci, que si

tenemos en cuenta su definicién a partir del tensor de Ricci:
5B =6 (9°°Rap) = Ran09™ + g™’ 0 Ryp, (2.22)

su variacion se traduce en obtener la del propio tensor de Ricci. De nuevo el calculo

detallado queda recogido en el apéndice C y la expresién resultante queda:
R = V. (0I%,) — Vo (T5) . (2.23)

Una vez tenemos las variaciones de cada término, podemos reescribir la variacion de la

accion como:

1 1
0gS = o /d495 9] (Rab — §gabR + gabA) 59
" (2.24)

1
o / d*z/lglg*” [Ve (0T5,) — Va (0TG,)].

Analicemos primero en el segundo término. Teniendo en cuenta que la conexion viene
determinada por la de Levi-Civita y por tanto la derivada de la métrica es nula, vamos a

reescribir el término:
[ a9 (¢515) = V. (o075 (2.25)
si ademas renombramos indices mudos,
/ d*2y/[g|V, (g0T%, — g®oTs,) . (2.26)
Podemos definir un vector X tal que,
X = g7 — g™%T¢,, (2.27)

perteneciente a una regién de la variedad M con una frontera OM. De esta forma podemos
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aplicar el teorema de Stokes resultando:

/d4x\/|g|VaX“:/ V|h|n X, (2.28)
M oM

donde n, es el vector unitario normal a la hipersuperficie OM y h el determinante de la
métrica inducida. Si desarrollamos nuestro vector X en términos de la variacién de los
simbolos de Chirstoffel, vemos que existe una dependencia en la derivada de la variacion
de la métrica. Este término, presente para espacios cerrados —es decir, compactos y con
borde— es incompatible con un principio variacional bien definido, ya que imponiendo
dg g“b} am = 0 mno se satisfaceria la condicion de extremizacion. Por este motivo es necesa-
rio suplementar el término de Einstein-Hilbert, con el denominado término de borde de
Gibbons-Hawking-York para cancelarlo [15, 16]. Anadiendo este resultado a la ecuacién

(2.24) la variacién total de la accién respecto a la métrica es:

1 1
595 = _ﬁ /d4l’ ’g’ <Rab - igabR_FgabA) 5gab. (229>

Por ultimo, como sabemos, debemos igualar a cero la variacion para obtener las ecuaciones
de Einstein en el vacio:

1
Ry, — igabR + gabA =0. (2.30)

Nos vamos a centrar en buscar soluciones con A = 0, es decir, soluciones asintoticamente

planas.

2.8. Ecuaciones de campo de Einstein con materia

Lo que hemos visto hasta ahora solo nos ha proporcionado la ecuaciones de Einstein
del vacio. Para obtener la ecuaciones completas debemos anadir a la acciéon un lagrangiano

que describa la dinamica de la materia.

S = /d% 9] {iRJ“Cm (¢,g)] , (2.31)

donde m (¢, g) contiene los campos de materia ¢, y la métrica g.

Al variar de nuevo la accién total respecto a la métrica obtenemos las ecuaciones de
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movimiento buscadas:

1
Rab — §g“bR = /iTab. (232)

T,y es el tensor de energia-momento que se define a partir del lagrangiano de materia
como:
oL

Top = 2—— — GapLom. 2.33
b 5gab Yab ( )

Una vez realizado todo este trabajo introductorio de conceptos claves que usaremos de
ahora en adelante, concluyendo con la obtencion de las ecuaciones de campo de Einstein,

vamos a centrarnos en las soluciones a las ecuaciones (2.30).

14



Capitulo 3

La solucion de Schwarzschild

En general, encontrar soluciones para las ecuaciones (2.30) no es sencillo aunque im-
pongamos A = 0. El primer paso para simplificar las ecuaciones es tomar la traza y

comprobar que R = 0, por consiguiente, tenemos:
Rayy =0, (3.1)

un sistema de ecuaciones diferenciales para la métrica g,,. Sin embargo, debido a la no
linealidad que presentan las ecuaciones es muy dificil resolverlas directamente. Ademas,
si tenemos en cuenta la covarianza, las ecuaciones de Einstein no determinan la forma
explicita de la métrica, con esto nos referimos a que el mismo espacio-tiempo escrito en
otras coordenadas serd también solucion. Por estas razones, lo importante es elegir un
buen ansatz, es decir, una propuesta para la posible forma de la métrica, basada en las

simetrias del sistema y consideraciones fisicas.

3.1. Derivacion de la solucion de Schwarzschild

Como hemos mencionado la elecciéon de un buen ansatz es clave para resolver este
tipo de sistema de ecuaciones. La solucion de Schwarzschild es esféricamente simétrica y
estatica. Teniendo en cuenta estas limitaciones, la métrica més general posible tiene la

forma:

ds? = —e2AM Qg2 4 2B qp2 4 r2dQ2, (3.2)

donde dQ3 denota la métrica de la esfera bidimensional S,
dQ2 = sen?0dy? + d6>. (3.3)

Buscamos determinar A (r) y B (r) usando la ecuacién reducida de Einstein (3.1). Antes

de ver el sistema al que llegamos para las funciones A (r) y B (r), debemos calcular una
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serie de elementos que emplearemos en el proceso.

3.2. Calculo de I, para la métrica de Schwarzschild

Como vimos en la ecuacién (2.17) las componentes del tensor de Ricci se definen a
partir de los simbolos de Christoffel, y estos, a su vez, por los elementos de la métrica.
Debemos conocer su forma para poder llegar al sistema de ecuaciones mencionado an-
teriormente. Teniendo en cuenta como se definen (2.11) y la forma diagonal de nuestro

ansatz, el nimero de simbolos no nulos se reduce a los siguientes:

Fir = %gtt rJtt = Al, F:t = —%QW rJtt = Al@z(AJrB)a (3'4)
I, = 50" 00 = B, 0y = 50" Orgm =" (3.5)
9, = 169,50 = 11 o= 50 Orgm = 1B (36)
ngg — %gwa@gw = tan"' 0, I —%g”@rgw = —e *Prsen?d (3.7)
ngqj = —%g%@ggw = —senfcos 0. (3.8)

Donde A = A(r) y B = B(r) y la prima denota la derivada con respecto a r. De esta
forma podemos escribir las componentes del tensor de Ricci en funcién de la métrica y
obtener el sistema buscado. Conociendo la relacion (2.17) y tomando solo las componentes

distintas de cero llegamos a:

Ry = X A=B) [A2 4 oa,=1 _ 4B 4 A”] , (3.9)
Ry, =—A®+2Br '+ AB — A", (3.10)
Rpg=e 2P [—1 —r A +rB| + 1, (3.11)
R¢¢ = sen20R99. (312)
2(A-B

Para resolver el sistema, multiplicamos Ry; por e~ ), lo sumamos con R,, e igualdndolo

a cero llegamos a:

B=—A+c. (3.13)

La constante de integracion no tiene significado fisico por lo que podemos elegir ¢y = 0.
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Sustituyendo la relacion que acabamos de encontrar en Ryy; obtenemos:

C
=1 =, (3.14)
T

donde escogemos C' = 2M, una constante con unidades de longitud. Este resultado se
obtiene de identificar el potencial gravitatorio en el limite newtoniano, con M la masa del
agujero negro.

Finalmente, sustituyendo en la ecuacién (3.2), obtenemos la métrica de Schwarzschild:

IM oM\ !
ds? = — <1 _ _) dt* + (1 - —) dr? + r*dQ;. (3.15)
T

r

Esta solucion describe el espacio-tiempo exterior de cualquier objeto estatico esféricamente
simétrico sin rotacion y depende de un tinico pardametro M.
De acuerdo con el teorema de Birkhoff [17, 18], la solucién de Schwarzschild resulta

ser la unica solucion esféricamente simétrica de las ecuaciones de Einstein en el vacio.

3.3. Estructura causal de la solucion de Schwarzs-

child

Una vez obtenida la métrica de Schwarzschild vamos a realizar un estudio de su geo-

metria, en concreto, la estructura causal y sus efectos fisicos.

r r

2M oM\
ds? = — <1 — —) de? + <1 — —) dr? + r2d€;. (3.16)

Suponiendo un objeto cuya masa se encuentra en el origen, no es complicado ver cémo
existen determinados valores de las coordenadas que hacen divergente o degenerada la
métrica.

El primer caso surge para § = 0y 6 = m, haciendo nulo g4s. Sin embargo, esta
degeneracion aparece como consecuencia del uso de coordenadas esféricas, dejando claro
que se trata de una singularidad de coordenadas. Es decir, existe un cambio de coordenadas
tal que los puntos # = 0 y 6 = 7w se vuelven regulares.

Otras singularidades aparecen para r = 0 y r = 2M, donde gy diverge y se anula

respectivamente. En este caso, no es tan facil identificar si se tratan de singularidades
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de coordenadas o por el contrario, fisicas. Para ello, nos apoyaremos en los invariantes
de curvatura, ya que son una cantidad independiente del sistema de referencia y nos
permitird encontrar una respuesta rapidamente. Para la solucién de Schwarzschild, tanto
R como R, R no son ttiles puesto que son cero por construccién. Por este motivo nos
ayudaremos del invariante de Kretschmann:

48 M*

K = RabcdRade = 6

(3.17)

Queda claro que el invariante diverge para r = 0, pero es completamente regular para
r = 2M. Por tanto, en el primer caso estamos ante una singularidad fisica, mientras en
el segundo tenemos otra singularidad de coordenadas. En cambio, esta iltima, a dife-
rencia de las primeras comentadas para 6, si que tiene un significado fisico que veremos
posteriormente.

Otra forma de esclarecer que r = 2M no es singular es realizar un cambio de coorde-

nadas. Es lo que haremos en el siguiente capitulo con Eddington-Finkelstein.

3.4. Coordenadas de Eddington-Finkelstein

El radio r = 2M recibe el nombre de radio de Schwarzschild y queremos estudiar el
comportamiento de objetos en sus proximidades.

Empleando las coordenadas de Schwarzschild —las que conocemos hasta ahora— al
acercarnos a dicho radio los conos de luz se cierran cada vez més hasta el punto de dege-
nerarse en r = 2M. Esto conduce a que una particula que se dirige hacia el centro desde
un punto exterior r > 2M, parece acercarse asintoticamente al radio de Schwarzschild,
pero nunca cruzarlo.

Esta conclusiéon es errénea y se debe a que las coordenadas de Schwarzschild no son
apropiadas para describir lo que pasa en las proximidades del radio. Necesitamos encontrar
otras coordenadas que nos permitan conectar las regiones dentro y fuera del radio de
Schwarzschild y entender mejor las estructura causal de la solucién.

El primer paso serd introducir la nueva coordenada radial r, definida como:

dr, = , (3.18)
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donde f(r)=1-— % La solucion de esta ecuacién diferencial nos lleva a:
+2M1 ‘ -1 (3.19)
Ty =T og | =77 — 1. :
oM

Este tipo de coordenada es conocida como coordenada tortuga y nos sirve para describir
la trayectoria de los rayos de luz que viajan en la direccién radial. Las geodésicas nulas
que siguen sera:

dr 2M

ds?’ =0=> — =+ (1-"— 3.20
5 :>dt < 7“)’ ( )

que teniendo en cuenta la relacion 3.18, vienen dadas finalmente por:

dr,
dt

=+l=>t+r, =C. (3.21)

El valor positivo corresponde a las geodésicas entrantes (a medida que aumenta ¢, r, debe
disminuir) y el negativo para las salientes. Atendiendo a esto, podemos introducir un

nuevo par de coordenadas nulas:
v=1t+r,, y  u=t—r,. (3.22)

En lo que sigue, vamos a considerar la métrica de Schwarzschild escrita primero en coor-
denadas (v, r), seguidamente en (u, r) y por dltimo en (u, v). De este modo, vamos a poder

analizar como describen las zonas interior y exterior del radio de Schwarzschild.

3.4.1. Coordenadas de Eddington-Finkelstein entrantes (o avan-

zadas)

Como hemos comentado, el primer cambio de coordenadas que vamos a hacer es

(t,r,0,0) — (v,r,0,¢). Tenemos entonces,

oM\ !
t=v—r., = dt—dv—dr*—dv—(1—7> dr. (3.23)

Realizando este cambio en la métrica de Schwarzschild expresién (3.16) encontramos la

nueva métrica:

2M
ds? = — (1 - —) dv? + 2dwvdr + r2d€3. (3.24)
r
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Como podemos ver, el término dr? desaparece por lo que no tenemos la singularidad para
r = 2M , haciendo posible el avance de la coordenada r y cruzar el radio de Schwarzschild.

Por el contrario, el término dv? se anula para dicho radio y ademés cambia de signo
para r < 2M.

Al cruzar el radio de Schwarzschild la coordenada temporal y radial invierten sus
papeles. Por esta razon, avanzar hacia radios menores dentro de la zona r < 2M es
avanzar en el tiempo. Esto nos lleva a considerar la singularidad » = 0 como una superficie
en el futuro causal inevitable para cualquier observador u objeto que cruce el radio de
Schwarzschild.

Vamos a fijarnos en el comportamiento de las geodésicas nulas, entrantes (v = cte)
y salientes (u = cte) en la nueva métrica. En el primer caso, los rayos de luz pueden
atravesar el radio de Schwarzschild cayendo inevitablemente en r = 0, como habiamos
comentado. Sin embargo, para los rayos de luz salientes, el comportamiento depende de la
zona en la que se encuentren. Para la regién més exterior, (r > 2M), los rayos se alejaran
del radio hacia el infinito. Mientras que aquellos que se propaguen en la regién interior,
(r < 2M), se alejaran del radio en direccién contraria hasta caer en la singularidad r = 0.

Para un observador exterior es imposible obtener informaciéon sobre lo que ocurre
dentro, ya que desde la regién interior ninguna senal puede escapar hacia el infinito. Se
dice que la luz dentro del radio de Schwarzschild sufre un corrimiento al rojo infinito, es
decir, la longitud de onda se extiende hasta el infinito y ninguna informacién es capaz de
salir de esa region. El hecho de que tanto las senales entrantes, como las salientes emitidas
en la regién r < 2M, estén dirigidas hacia el centro, hace del radio de Schwarzschild un
horizonte de sucesos: las influencias causales solo pueden atravesarlo en una direccion.

Una singularidad rodeada por un horizonte de sucesos, que evita ver que lo que pasa
en el interior del horizonte se define como un agujero negro. Como venimos comentando,

cualquier objeto que cruce el horizonte esta destinado a avanzar hacia la singularidad.

3.4.2. Coordenadas de Eddington-Finkelstein salientes (o retar-

dadas)

Si ahora realizamos el cambio de coordenadas (t,r,0,¢) — (u,r,0,¢) y tenemos en

cuenta las relaciones (4.34) y (3.22), al igual que en el apartado anterior, la métrica de
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Schwarzschild escrita en las nuevas coordenadas queda:

2M
ds? = — (1 - T) du? — 2dudr 4 r2dQ3. (3.25)

Como podemos apreciar la inica diferencia con la métrica en las coordenadas avanzadas es
el signo del término cruzado. Sin embargo, el espacio-tiempo que describe es notablemente
distinto.

El comportamiento de las geodésicas nulas entrantes (v = cte) y salientes (u = cte)
es inverso al visto para la métrica anterior. Los rayos de luz que siguen las geodésicas
nulas entrantes se aproximan asintoticamente al radio de Schwarzschild ya sea desde la
zona interior o exterior, sin llegar a cruzarlo nunca. Por otro lado, los que siguen las
geodésicas nulas salientes escapan de r = 0 hacia el infinito. Para una particula masiva
que se encuentre en el interior del horizonte, la estructura causal del espacio-tiempo la
envia fuera de él.

Esta claro que estamos ante un objeto claramente distinto de un agujero negro. En
concreto recibe el nombre de agujero blanco: un observador puede tener informacién de lo
que ocurre en el interior, sin embargo, es imposible aproximarse a él. En este caso r = 0
es una singularidad en el pasado y el radio de Schwarzschild solo deja pasar influencias
causales desde el interior hacia el exterior.

La descripcion que nos ofrecen cada una de las coordenadas son completamente dife-
rentes a pesar de que provienen de la misma solucién (3.16) de hecho, una es la inversién
temporal de la otra. Podriamos preguntarnos cémo es posible que un simple cambio de
coordenadas pueda cambiar las propiedades fisicas de una solucién, cuando sabemos que
estas son independientes del sistema elegido.

La respuesta es que las coordenadas avanzadas de Eddington-Finkelstein y las retar-
dadas para r < 2M describen zonas distintas de la variedad. Por ello necesitamos unas
nuevas coordenadas, las coordenadas de Kruskal, que nos van a permitir cubrir todo el
espacio-tiempo.

No obstante, no estamos interesados en la derivacion y expresion de la métrica en
las coordenadas de Kruskal. Nuestro objetivo es encontrar una forma de presentar las
principales relaciones causales del espacio-tiempo. Para ello nos basta con el diagrama de

Penrose.

21



La solucién de Schwarzschild

3.5. Diagrama de Penrose

Al estar trabajando con un espacio-tiempo de cuatro dimensiones no hay manera de
poder visualizarlo directamente. Sin embargo, gracias a la simetria esférica que posee
podemos reducir en dos la dimension y construir una representacion bidimensional en la
que cada punto es una dos-esfera.

La idea entonces es representar el espacio-tiempo infinito en un espacio finito mante-
niendo el comportamiento de la métrica y la estructura causal de dicha variedad. Para
construir el diagrama vamos a usar las nuevas coordenadas que obtuvimos al introducir

la coordenada tortuga:

v="1t-+r,, dv = dt + dr, (3.26)

u=1t-—r,, du = dt — dr,, (3.27)

con estas relaciones podemos reescribir la métrica de Schwarzschild, obviando el término

dQ2 como:

ds? = —f (r)dudv, con f(r)=1- - (3.28)

A partir de aqui y sabiendo como estan relacionadas las nuevas coordenadas u y v con t

Y T,
v — U t_u—i—v
2’ 2

(3.29)

Ty =

podremos definir dos tipos de bloques, analizando el comportamiento de los limites de la

métrica en los puntos singulares, con los que construiremos nuestro diagrama.

3.5.1. Bloque regular

En el caso de la métrica de Schwarzschild, hemos visto como tenemos un solo horizonte
de sucesos en r = 2M que divide el espacio-tiempo en dos regiones, si atendemos a la
coordenada radial.

El bloque regular es aquel en el que consideraremos las regiones delimitadas por estos
horizontes que no contienen a la singularidad, en este caso, 2M < r < oo.

Recordando cémo se define r, (4.34) estudiemos qué pasa con las nuevas coordenadas

cuando nos acercamos a los extremos de la region:
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v finito, u — —o0, t = —o0,
Para r—o00, 7.>0— (v—u)>0

u finito, v — 400, t = +00,

v finito, u — 400, t — +00,
Para r—2M, r.<0— (v—u) <0

u finito, v = —o0, t = —o0.
Para poder representar estas fronteras en nuestro diagrama tenemos que realizar un
nuevo cambio de variable (compactificacién) para poder cubrir la totalidad del espacio-
tiempo en un rango finito:

u=tanU y wv=tanV, (3.30)

de esta forma, cuando u y v tomen los valores +co0, U y V valdran +7.

Ahora ya si, estamos en condiciones de representar graficamente nuestro bloque que se
corresponde con la figura 3.1. En ella podemos ver como las lineas temporales (r = cte),
comienzan en 7" y se extienden hasta alcanzar i~. Por esto, nos referimos al punto i*
(i”) como infinito temporal futuro (pasado). De forma andloga i® representa el infinito
espacial, el conjunto de los puntos iniciales y finales de las curvas espaciales (¢t = cte).
Por otro lado, tenemos las geodésicas nulas, que se dirigen del infinito nulo pasado (&)

hacia el infinito nulo futuro (#7).
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Figura 3.1: Bloque regular para la métrica de Schwarzschild. Las lineas moradas son para
t = cte y las azules para r = cte.

3.5.2. Bloque singular

Ahora realizaremos el mismo procedimiento pero para la regién que contiene la singu-
laridad, o < r < 2M. Veamos pues lo que ocurre con v y v cuando nos acercamos a las
fronteras:

Para »— 0, r,=0—v=u.

v finito, u — 400, t — 400,
Para r—2M, r.<0— (v—u) <0
u finito, v - —o0, t = —00.

Representando nuestro bloque en los ejes U y V', obtenemos la figura 3.2:
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Figura 3.2: Bloque singular para la métrica de Schwarzschild. Las lineas moradas son para
t = cte y las azules para r = cte.

Sin embargo, debemos tener en cuenta un detalle que ya habiamos comentado previa-
mente. Al cruzar el horizonte, en esta region donde se sitia la singularidad, los papeles
de la coordenada radial y temporal se invierten. Esto nos lleva a que las lineas que hemos
dibujado como temporales son espaciales y viceversa. Hay que hacer una transformacion

y el bloque que buscamos queda representado en la figura 3.3:

Uy o+

t =400

Figura 3.3: Bloque singular transformado.

3.5.3. Construccién del diagrama

Finalmente, una vez tenemos bien definidas las estructuras de nuestros bloques, para

llegar al diagrama definitivo de Penrose debemos unirlos de todas las formas que nos sea
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posible. Para ello debemos tener en cuenta las simetrias que presentan:
1. Se puede tomar ¢t — —t porque el espacio es estatico.

2. Se puede hacer una inversion u — —u y v — —v, ya que el la métrica aparece el

producto (dudv).

El diagrama que resulta de unir todos los bloques se conoce como diagrama de extension
maxima. Este nos permite estudiar la estructura causal de espacio-tiempo compatible con
las ecuaciones de campo de Einstein.

En nuestro caso, la solucion de Schwarzschild, el diagrama de Penrose completo toma

la forma descrita en la figura 3.4 .

i+ Singularidad r =0 i+

i Singularidad r =10 1

Figura 3.4: Diagrama Penrose para el agujero negro de Schwarzschild.

Los conos de luz forman angulos de 45° 1o que hace del horizonte r = 2M una superficie
nula, ya que también forma un angulo de 45°. Una particula que entra en la regién II no
podra emitir senales a la region I y acabard en la singularidad inevitablemente. Por el
contrario, en la regién IV ocurre justo lo contrario, cualquier senial emitida tiene que salir
forzosamente. Con esto, queda claro que la region II es el agujero negro y la IV corresponde
al agujero blanco.

No obstante, existe una regién asintéticamente plana que ninguna de las coordenadas
de Eddington-Finkelstein podia ver, III. Es una especie de imagen espejo de I, desde donde
observadores y particulas pueden caer a la singularidad en la region II. Estan conectadas

por un unico punto t,r = 0, llamado puente de Einstein-Rosen o agujero de gusano. La
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estructura causal es tal que no pueden pasar influencias causales de una regién a otra, pero
si pueden ponerse en contacto observadores de distintas regiones si cruzan el horizonte y
entran en la region II.

Al igual que el agujero blanco se considera que no tiene ninguna manifestacién fisica
y surge de la definiciéon de una de las soluciones, parece probable que este nuevo universo
que aparece sea también un artefacto matemdtico. Sin embargo existe una propuesta
especulativa en la que la comunicacién planteada detras del horizonte puede ser posible.

La idea de que esta nueva region corresponda necesariamente a un universo diferente no
tiene por qué ser cierta. Las dos partes asintoticamente planas podrian ser dos agujeros
negros muy separados pero pertenecientes al mismo universo. Esto seria una solucion
aproximada ya que por muy lejos que se encuentren se atraerian.

Visto de esta forma, los dos observadores que comentabamos, que viven a anos luz de
distancia, podrian saltar a estos agujeros negros y encontrarse detras del horizonte. Eso
si, inevitablemente acabarian llegando a la singularidad.

Una propuesta, que nace de la gravedad cuantica, sugiere que los dos agujeros negros
estan conectados si tienen alguna medida de entrelazamiento cuéntico. Esta propuesta
recibe el nombre de EP=EPR, donde EP denota el puente de Einstein-Rosen [19], el
cual caracteriza una conexién geométrica , y EPR [20] denota el entrelazamiento de la
paradoja de Einstein-Podolsky-Rosen [21]. M4s informacién detallada sobre este tema y el

entrelazamiento se encuentran [22], asi como en las referencias incluidas en estos trabajos.
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Capitulo 4

La solucion de Reissner-Nordstrom

Hemos estudiado la solucién para la ecuaciones de Einstein en el vacio que nos han
llevado al agujero negro de Schwarzschild. Ahora vamos a considerar una generalizacion
que podria parecer relativamente sencilla: el agujero negro con carga o agujero negro
de Reissner-Nordstrom. Sigue siendo una solucion esféricamente simétrica y estatica y
surge como solucion a la accién, en este caso, de Einstein-Maxwell. No obstante, antes de
encontrar las ecuaciones de movimiento y derivar la solucién de la métrica es necesario

introducir la generalizacién de la teoria de Maxwell en espacios curvos.

4.1. Teoria de Maxwell en espacios curvos

La teoria de Maxwell se comporta de manera covariante bajo las transformaciones de
Lorentz, es decir, los objetos que aparecen toman de manera natural la forma de tensores
y 1-formas.

La densidad de carga p y la densidad de corriente j = pv forman las componentes de

una 1-forma j y los potenciales ® y A de otra 1-forma A®.
j¢ = ) At = . (4.1)

Los campos eléctricos y magnéticos se definen a partir de los potenciales ¢ y A mediante

las siguientes relaciones:
E=-Vd—0A B=VxA. (4.2)
Podemos combinar ambos en un tensor antisimétrico £'%, llamado tensor electromagnético

Fob = 97A" — 9b A, (4.3)
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que escrito en forma matricial queda

Fu = 1. (4.4)

La ecuaciones de Maxwell vienen dadas por:
a(1Z71bc + aCFab + 8cha =0 aaFWb = jb' (45)

Podemos generalizar la teoria de Maxwell a espacios curvos, donde las leyes anteriores

toman la forma:

VaFye + VeFu 4+ ViyFq =0 V F* = jb. (4.6)

Si tenemos en cuanta la conexion Levi-Civita y la antisimetria mencionada del tensor

electromagnético, permiten reescribir la ecuacion homogénea como:
Oalye + OoF o + OpF., = 0. (47)

Retomamos la misma forma que en el espacio plano de Minkowski, es decir, el tensor elec-

tromagnético sigue teniendo la misma forma con derivadas parciales vista en la ecuacién
(4.3):
Fab = Vaf4b - Vb14a

= aaAb o F21)146 - abAAa - zaAc (48)
= 0,4, — OpA,.

4.2. La accion de Einstein-Maxwell

El agujero negro de Reissner-Nordstrom aparece, como ya hemos introducido, al consi-
derar tanto la masa como la carga eléctrica. Para encontrar las ecuaciones de movimiento
que posteriormente resolveremos, tenemos que proceder de forma equivalente al caso de

Schwarzschild.

No obstante, tenemos que trabajar con una nueva accién donde se incluya el término
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electromagnético. Se trata de la denominada acciéon de Einstein-Maxwell:

1 1
S = /d% 9| (ﬂR — ZF2> , (4.9)

donde el primer término es equivalente al visto en la accién de Einstein (2.19) y F' es el
tensor electromagnético introducido en la secciéon anterior.

Nuevamente, las ecuaciones de movimiento las obtendremos a través del principio
variacional, donde esta vez tenemos que considerar tanto la variacién respecto la métrica

como la 1-forma A (potencial vector magnético).

4.2.1. Variacién con la métrica

Comenzaremos desarrollando la variacién de la accidén con la métrica.
5,5 = /d% s /lol (2R — 22} + Jgls, (~r—1F2)|. (410
g g 2K 4 9\ 2k 4

Hemos aplicado simplemente la derivada del producto consiguiendo dos términos que ana-
lizaremos individualmente. El primero de ellos corresponde con la variaciéon del elemento
de volumen. Este cdlculo se encuentra en el apéndice B y el resultado se recoge en la
expresion (2.21).

Para el segundo, tanto el escalar de Ricci, R, como el tensor electromagnético, F',
dependen de la métrica. La variacion del escalar de Ricci es idéntica a la vista en el
capitulo 2 para la accién de Einstein-Hilbert. Por tanto, veamos como calcular la del
tensor electromagnético.

G2 =8 (F"Fu) =6 (¢"'9" FuaFu) =

(4.11)
gacégbchdFab + gbdégac chab - 2de96dFacégab-

Con las variaciones de cada uno de los elementos podemos reescribir la variacion de la

accion total:

1 1 1 1 1
5,8 = [ d* - — R— -F? — Ry — =Fyqg°F,.| 6g%. 4.12
QS / r |g| |: 2gab (QKR 4 ) + 2/{Rab 9 bdg ac g ( )

Por ultimo para llegar a las ecuaciones de movimiento para la métrica solo tenemos que
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igualar a cero la variacion:

1 1
Rab - §gabR =K (FaCFbc - ZgabF2> . (413)

Sin embargo, estas no son la ecuaciones completas. Ahora debemos considerar la variacién

respecto a la 1-forma A para hallar las eom del campo electromagnético.

4.2.2. Variacién con la 1-forma A

Como vamos a ver, este calculo es mas sencillo, ya que el tensor electromagnético es
el inico que tiene una variacion no nula respecto a A. Recordemos que F' se define por la

ecuacién (4.3), si aplicamos la variacién nos queda:

54 (F2) =04 (F®Fy) = 254 (0" A'0,A, — 0° A9, A,) =

(4.14)
204 [G“Ab (0, Ay — 81,Aa)] =40, (8“Ab) Fu.
Intercambiando la derivada parcial con la variacién,
54F? = 40" (64A%) Fyp. (4.15)

Con ello la variacion total de la accion respecto a A se expresa de la siguiente manera:

648 = —b4 / d%ﬂ}lﬁ =— / d*z/]g]0" (64A%) Fuy =
- / d4x8“< |g|Fab> Al = — / dia\/[g[ VO Foyd, AL.

(4.16)

donde en la tultima igualdad hemos empleado la siguiente relacion:

]' a
on/lgl* = —=0. (V/lalv

|
Vgl Vgl (4.17)

Vi, = V* (gabvb) = gag™ Ve = 55V’ = Vil

V0% = 0,0 + FZ/\U/\ = 0,0% +

N———

Igualando la variacion a cero llegamos a las ecuaciones de movimiento,

VeE, = 0. (4.18)
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Ahora si, atendiendo a los dos resultados, las ecuaciones de movimiento de la teoria de
Einstein-Maxwell vienen dadas por la ecuacion de Einstein y la ecuacion de Maxwell en

el vacio:

1 1
Rab - §gabR =R (FaCFbC - ZgabFQ) ) Va-Fllb =0. (419)

4.3. Derivacion de la solucion de Reissner-Nordstrom

Con las ecuaciones ya planteadas, el siguiente paso es encontrar una solucién. La
solucién de Reissner-Nordstrom, como ya hemos mencionado, es esféricamente simétrica y
estatica igual que la de Schwarzschild. La forma de proceder sera idéntica a la desarrollada
durante en el capitulo 3 ya que la métrica que buscamos es de la misma forma. Ademas,
debemos proponer también un ansatz para el campo electromagnético. Para el segundo

escogemos lo que se conoce como ansatz eléctricot
ds® = —e2A0de? 4 2B Ar? 4 12d 02, F,.=FE(r). (4.20)

Ahora tenemos que determinar las funciones A () y B (r) usando las ecuaciones de Eins-

tein y Maxwell.

4.3.1. Ecuacion de Maxwell

Vamos a comenzar resolviendo la ecuacion de Maxwell que podemos escribirla aten-

diendo ala relacién (4.17) como:

VOF, = " ( |g|Fab> ~0. (4.21)

VIl

Las componentes r, 8 v ¢ de la ecuacién anterior estan satisfechas autométicamente ya

que son nulas. sin embargo, la componente ¢ nos da informacion:
r2e” W Bgen=190" (—rQe(A+B)sen9E (r)) =0. (4.22)

Hemos tenido en cuenta que +/|g| = r2e“+Bsend y F,, = —F,, = —E (r).

L Aparte del ansatz eléctrico, se puede considerar un ansatz magnético Fyy = B(0), que describe un
monopolo magnético —ver [23] y sus referencias.
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La expresion solo puede ser cierta si el término entre paréntesis es independiente de

r, lo que nos llega a que el campo eléctrico toma la forma:

E(r) = _ 9 —tam+0)) (4.23)

)
T2

donde @) es una constante de integracién adimensional.

4.3.2. Ecuacion de Einstein

Partiendo de la ecuacién (4.19), si tomamos la traza, se tiene que el escalar de Ricci
es cero?, R = 0. Con ello, la ecuacién de Einstein que tenemos que resolver queda:

1
Ry = K (FFb — ZgabF2> . (4.24)

Las componentes del tensor de Ricci las definimos a partir de los simbolos de Christoffel.
No es necesario introducirlos de nuevo ya que la forma de la métrica es igual a la de
Schwarzschild y en su momento los definimos de manera general sin especificar una forma
concreta para las funciones A y B de acuerdo a (3.2).

Para este caso las componentes del tensor de Ricci distintas de cero son:

Ry = 62(A—B) AIQ + 2A/T’_1 —_ A'B +AH] 7
Ry, =—A%+2Br '+ AB — A",

(4.25)
Rop = e 2B [—1 —rA +rB+1,

R4y = sen’0 Ry,

donde la prima, nuevamente, denota la derivada con respecto a r.
Sustituyendo el ansatz presentado en la ecuacién (4.20), nos queda el siguiente sistema

de ecuaciones diferenciales para A y B:

2(A-B 2 K Q? A
2A=B) [ 42 4 o Arp1 —A’B’+A"] A )

2 rd
2
_A,Q + 23/7"71 + AB — A" — ;%GQ(QAJFB)’ (4'26)
2
e Bl —rA+rB)+1= EQ—€74(A+B)-
2 r?

2Esto ocurre tGnicamente en D = 4.
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La manera de resolver el sistema es multiplicando la primera ecuacién por e 2G4+B) y

sumdandola con la segunda, obtenemos la misma relacién que en la expresion (3.13). Lo

que simplifica la ecuacién (4.23) y deja la tercera igualdad como:

2
2A)’ K Q
La solucion mas general de esta ecuacion viene dada por

(4.28)

donde C' es 2M, la misma constante de integracién con dimensién de longitud vista en
la solucién de Schwarzschild recogida en la ecuacién (3.14). Finalmente, las relaciones

obtenidas llegamos a la métrica de Reissner-Nordstrom:

oM 2 oM 2\ !
ds* = — 1——+EQ— dt? —|—1——+EQ— dr? + r2dQ3, Ftr:—Q.
r 2 r2 r 2 r2 72
(4.29)

Asimismo, veamos como determinar la carga eléctrica ¢ del agujero negro y cémo estd
relacionada con la constante (). Para calcularla basta con obtener el flujo de campo

eléctrico a través de una esfera de radio r alrededor del origen mediante la ley de Gauss
_ (@ _
q= [ —risenfdfdp = 47 Q. (4.30)
r

Queda claro que la constante ) corresponde a la carga eléctrica del agujero negro (con

un factor de normalizacién 4r).

4.4. Estructura causal de la soluciéon de Reissner-
Nordstrom

Con la métrica definida podemos estudiar la estructura causal. Al igual que lo visto
para la soluciéon de Schwarzschild, lo primero es ver los puntos en los que las componentes
de la métrica se vuelven singulares y/o tienden a cero. Queremos determinar si correspon-
den con singularidades fisicas o de coordenadas, siendo estas tltimas una consecuencia

del sistema de coordenadas empleado para describir la métrica.
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Es facil ver que uno de esos valores problematicos corresponde con r = 0, para calcular

el resto basta con ver cuando se hace cero f (r), siendo la funcién g'".
l——+-—=0. (4.31)

Se trata de una ecuacion cuadratica en r y el nimero de soluciones reales pueden ser dos,
una o ninguna, dependiendo del valor relativo entre M? y $xQ?.

Para determinar si se tratan realmente de singularidades fisicas nos apoyaremos en los
invariantes de curvatura, en concreto el invariante de Kretschmann que definimos en la

ecuacién (3.17) y ahora toma la forma:

14K2Q* + 48KkQ* M1 + 48 M?r?
78 '

K = Rgpeg R = (4.32)

Con esto queda claro que r = 0 corresponde a una singularidad fisica y las soluciones de
la ecuacion cuadratica corresponden a singularidades de coordenadas y como veremos a
continuacion definirdn los horizontes de sucesos de este agujero negro.

Comencemos viendo la soluciones de la ecuacién (4.31) y los distintos casos que pode-

mos encontrarnos en funcion de ellas.

» Caso sub-extremal M? > %HQQ: la ecuacion cuadratica posee dos raices reales,

1
Ry = M [ M? — SrQ2 (4.33)

Es facil ver cémo efectivamente si sustituimos r = R en la expresién (4.32), no se

situadas en,

anulan y por tanto estamos ante singularidades de coordenadas. El agujero negro
tiene entonces 2 horizontes, uno exterior en r = R, y otro interior en r = R_.
Las coordenadas t y r son respectivamente temporal y espacial fuera del horizonte
exterior y dentro del horizonte interior, sin embargo, intercambian sus papeles en la

zona entre los horizontes (R_ < r < R,).

» Caso extremal M? = %/{QQ: este caso limite surge cuando la carga eléctrica esta
exactamente ajustada a la masa del agujero negro. Se tiene una raiz doble en r = M (
de nuevo los invariantes en dicho punto no se anulan), de forma que los dos horizontes
coinciden. Las coordenadas t y r permanecen temporal y espacial respectivamente

tanto dentro como fuera del horizonte.
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» Caso sobre-extremal M? < %/@Cf: el polinomio no tiene soluciones reales, por lo
que la solucién de Reissner Nordstrom no tiene horizontes que tapen y escondan la
singularidad en r = 0. La singularidad es temporal (las coordenadas t y r siguen
siendo respectivamente temporal y espacial en todo el espacio). La singularidad es
visible y esta en contacto causal con cualquier otro punto del espacio-tiempo, lo que

recibe el nombre de singularidad desnuda.

4.5. Nuevas coordenadas de Eddington-Finkelstein

Como ya hemos visto anteriormente en la seccién 3.4, buscamos unas nuevas coordena-
das en las que la métrica se vuelva regular para r = R.. Vamos a derivar las coordenadas
de Eddington-Finkelstein para la solucién de Reissner-Nordstrom. Lo primero es calcular

la coordenada tortuga, r,, que ya definimos en ecuacién (3.18):

2

r r

2
+ —
= ———log|l— —|— ——log |l — —]|. 4.34
Tt R TR | TR TR R Og‘ R‘ (4.34)
De esta forma las geodésicas nulas toman la expresion:
dr 2M Kk Q?
ds* =0= — =+ (1-—+ = 4.35
s dt ( r 2 7’2) ’ ( )
que en términos de la coordenada tortuga queda:
dr,
drt —4l=ttr, =0 (4.36)

El valor positivo corresponde a las geodésicas entrantes y el negativo para las salientes.

Ahora si, podemos introducir el nuevo par de coordenadas nulas:

v="1+r,, y  u=t-—r,. (4.37)

Con ellas podemos redefinir las coordenadas de Eddington-Finkelstein entrantes y salientes

para la métrica de Reissner-Nordstrom:

» Coordenadas de Eddington-Finkelstein entrantes (o avanzadas):
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Surgen al considerar el cambio (¢,7,6,¢) — (v,7,60,¢). Tenemos entonces:

t=v—r, = dt:dv—dr*:dv—<1———|——— dr. (4.38)

sustituyendo en 4.29 encontramos las nueva métrica en la que desaparece el término

dr?:

r 2 r2

2M 2
ds? = — (1 - —+ EQ—) dv?® + 2dvdr + r2d€;. (4.39)

» Coordenadas de Eddington-Finkelstein salientes (o retardadas):

Surgen al considerar ahora el cambio (¢,7,0,¢) — (u,r,6,¢), quedando:

oM 2\ !
t=v+r, = dt:du+dr*=du+<1——+gQ—2) dr. (4.40)
r r

sustituyendo en expresion (4.29) encontramos las nueva métrica en la que desaparece

de nuevo el término dr?:

2M Kk QP

ds® = — (1 -—+ —Q—Q) dv? — 2dvdr + r2dQ3. (4.41)
r 2r

Como con el agujero negro de Schwarzschild estamos interesados en representar el espacio-

tiempo en su totalidad y para ello empleamos el diagrama de Penrose en cual usaremos

ambas coordenadas, u y v que definimos a partir de la coordenada tortuga r,. Recordemos

que ambas coordenadas se relacionan por:

: t= . (4.42)

4.6. Diagrama de Penrose

En la seccién 3.5 vimos detalladamente la estructura de los bloques, regulares y sin-
gulares, con los que formamos el diagrama de Penrose para el caso de Schwarzschild. El
procedimiento para el construir el diagrama para agujero negro con carga es el mismo.
Dado que tenemos casos sub-extremal, extremal y sobre-extremal —en funcién del niime-
ro de horizontes existentes—, dividiremos la construccion de los bloques para cada uno

de ellos y formaremos el diagrama de Penrose para cada caso.
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Figura 4.1: Bloque regular para la métrica de Reissner-Nordstrom. Las lineas moradas
son para t = cte y las azules para r = cte.

4.6.1. Caso sub-extremal

En esta caso la ecuacion (4.31) tiene dos soluciones reales, r = Ry, que definen dos
horizontes dividiendo el espacio-tiempo en tres regiones. Atendiendo a esto, podemos
construir tres bloques para formar el diagrama de Penrose, dos regulares y uno singular

que contiene la singularidad » = 0. Comencemos con los regulares:

Bloque regular-A

La primera regién que consideraremos sera R, < r < oo. Veamos como se comportan

las nuevas coordenadas cuando nos acercamos a los extremos de la region:

v finito, u — —o0, t = —o0,
Para r—o00, 7.>0— (v—u)>0

u finito, v — 400, t = +00,

v finito, u — +o00, t — +00,
Para r > Ry, 1. <0— (v—u)<0

u finito, v — —o0, t — —o0.

Haciendo uso de la compactificacién definida en 3.30 podemos representar nuestro

bloque graficamente en la figura 4.1.
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Figura 4.2: Bloque regular para la métrica de Reissner-Nordstrom. Las lineas moradas
son para r = cte, coordenada temporal en este caso y las azules para t = cte, coordenada
espacial.

Bloque regular-B

La segunda regién con las que construiremos nuestro bloque es el interior entre los dos
horizontes R_ < r < R,. El comportamiento de las coordenadas cuando nos acercamos

a los extremos es el siguiente:

.
v finito, u — —o0, t — —o00,
Para r—-R_, rn.>0— (v—u) >0
u finito, v — 400, t — 400,

\

(

v finito, u — +o00, t — +00,
Para r— Ry, r.<0— (v—u) <04

u finito, v — —o0, t — —o0.
\

Debemos tener en cuenta que en este intervalo la funcién f (1) es negativa por lo que
los papeles de las coordenadas r y t estan intercambiados, la coordenada espacial pasa a
ser de tipo tiempo y viceversa. Con la compactificacion realizada, la representacion gréfica

para el bloque queda recogida en la figura 4.2.
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Y

Figura 4.3: Bloque regular para la métrica de Reissner-Nordstrom. Las lineas moradas
son para t = cte y las azules para r = cte

Bloque singular

Finalmente nos queda estudiar la region que contiene la singularidad, rg < r < R_.

Como siempre observemos el comportamiento de las coordenadas en sus limites:

Para »r— 0, r,=0—v=u,

v finito, u — 400, t = +00
Para r—= R, r.<0— (v—u) <0

u finito, v - —o0, t — —00

En este dltimo bloque las coordenadas r y t vuelven a respresentar espacio y tiempo

respectivamente. Su representacion grafica podemos verla en la figura 4.3.

Construcciéon del diagrama

Con las figuras de nuestros bloques bien definidas podemos dar paso a la construccion
completa del diagrama. Para ello, igual que en el caso de Schwarzschild, debemos combinar
los bloques de todas las formas posibles que podamos teniendo en cuenta sus simetrias

recogidas en la seccion 3.5.3. Finalmente obtenemos la figura 4.4
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0 = pepuemgsurs

singularidad r =0

=0

. peprremgurs

singularidad r

0

Figura 4.4: Diagrama de Penrose para el agujero negro de Reisnner-Nordstrom caso sub-
extremal

Las zonas marcadas como I, II, III, se corresponden con los bloques regulares A, B y
el bloque singular respectivamente.

Podemos ver diferencias significativas al diagrama de Schwarzschild. La primera de
ellas es que podemos extender el diagrama infinitamente. Es decir, nos encontramos con
una serie infinita de regiones asintéticamente planas conectadas por tineles a través de
horizontes mientras que en Schwarzschild la singularidad limita nuestro avance. Esto nos
lleva a la siguiente, en Schwarzschild la singularidad es inevitable al contrario de lo que
encontramos aqui, donde podemos atravesar el agujero negro.

Supongamos que empezamos como observadores en la region I, donde al igual que
en el caso de Schwarzschild corresponde al exterior del agujero negro. Avanzamos en el
tiempo y accedemos a la region Il cruzando un horizonte de sucesos, lo que nos impide
la opcién de retorno. La tnica opcién que nos queda es avanzar hacia la region I1I, que
estd conectada con la region II por un horizonte de Cauchy. Finalmente, entramos en la

regiéon que contiene la singularidad, la cual, podemos cruzar sin chocar necesariamente
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con ella. Si seguimos avanzando, llegariamos a una region equivalente a I. Apareceriamos
en un universo exactamente igual al inicial. Por otro lado, para una particula masiva que
se encuentre en la region II inferior, la estructura causal del espacio-tiempo la envia fuera
de ella. Es decir, se trata de un agujero blanco al igual que ocurre con Schwarzschild.

Este resultado es el que encontramos al analizar las soluciones desde un punto de vista
tedrico. No obstante, desde una perspectiva fenomenolégica no se espera este comporta-
miento. Esto es debido a que todo lo que sigue a la region II es inestable bajo perturba-
ciones y no tenemos acceso a ello. Para comprenderlo vamos a plantear un experimento
mental que nos llevard a entender mejor esta idea.

Supongamos que hay dos observadores fuera del agujero negro situados en la region
I, uno de ellos con una linterna y otro que se lanzara hacia el interior del agujero negro.
El que tiene la linterna envia un pulso de luz con una cierta frecuencia, de acuerdo a su
tiempo propio. El observador que se encuentra en el interior, lo que vera cuando se acerque
al horizonte de Cauchy es que los tultimos pulsos que esta mandando el observador del
exterior se acumulan en el horizonte, resultando un pulso electromagnético muy energético.
Podemos interpretar que el agujero negro focaliza las ultimas senales en el horizonte de
Cauchy. Esto sugiere que una perturbacion minima en el exterior se convierte en una

arbitrariamente fuerte dentro del agujero negro provocando su inestabilidad [24].

4.6.2. Caso extremal

En el caso extremal tenemos una soluciéon doble r = M, es decir, solo tenemos dos
regiones y por tanto dos bloques. La construccién exactamente igual que para el caso
anterior considerando el bloque regular-A con limite r = M en vez de r = R, y el
singular con el horizonte en r = M. El comportamiento de las coordenadas también es
idéntico ya que la funcién f (1) es positiva en todas las regiones. Es decir, las coordenadas
r y t son espacial y temporal respectivamente. Considerando todo esto, el diagrama de
Penrose completo para este caso es el presentado en la figura 4.5. De nuevo, como en el
caso sub-extremal, nos encontramos con una singularidad evitable. Un observador que se
encuentre en la zona I y se adentre en el agujero negro cruzando el horizonte de sucesos
podra continuar su trayectoria hasta una nueva zona idéntica a I sin necesidad de chocar
con la singularidad. También, a diferencia del caso sub-extremal, no aparece el horizonte

de Cauchy. El comportamiento del horizonte de sucesos situado en r = M es equivalente
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singularidad =0 singularidad =0

singularidad =0

Figura 4.5: Diagrama de Penrose para el agujero negro de Reisser-Nordstrom caso extre-
mal.

al visto en el agujero negro de Schwarzschild.

4.6.3. Caso sobre-extremal

En este caso la ecuacién (4.31) no tiene soluciones reales, es decir, ningin horizonte
envuelve a la singularidad. Por este motivo, recibe el nombre de singularidad desnuda.
Su diagrama de Penrose es distinto a todos los vistos hasta ahora, ya que tiene un tnico

bloque, el cual construimos de la misma forma y se recoge en la figura 4.6.
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Singularidad r =0

Figura 4.6: Diagrama de Penrose para el agujero negro de Reisser-Nordstrom sobre-
extremal.

Como podemos observar, este tipo de solucién permite la propagacién de influencias
causales desde la singularidad a cualquier punto del espacio-tiempo. Dado que esta so-
lucién no puede representar una realidad fisica bien definida, en 1969 Penrose propuso
la conjetura del censor césmico [25], que postula que en condiciones normales, las solu-
ciones con singularidades desnudas no se pueden formar a partir de condiciones iniciales
no-singulares genéricas. Esta conjetura estd generalmente aceptada, aunque no ha sido

demostrada rigurosamente.

44



Capitulo 5

Conclusiones

Como planteamos al inicio del trabajo hemos logrado nuestro objetivo de estudiar la
estructura causal del agujero negro de Reissner-Nordstrom. Previamente, hemos estudia-
do también el caso del agujero negro de Schwarzschild para obtener intuicién, ya que
representa un caso mas sencillo.

En primer lugar hemos introducido la teoria gravitatoria en el lenguaje de la geometria
diferencial, describiendo los conceptos basicos necesarios en el desarrollo del trabajo. De
igual forma, hemos conseguido derivar las ecuaciones de campo de Einstein a partir de la
accion de Einstein-Hilbert por medio del principio variacional.

En segundo lugar, para familiarizarnos con la derivacion de la solucién a partir de
las ecuaciones de Einstein nos hemos centrado en estudiar la solucion de agujero negro
de Schwarzschild. Al analizar su estructura causal y elaborar el diagrama de Penrose
(que nos permite una representacion grafica del espacio-tiempo) hemos podido entender
el agujero negro como una singularidad fisica envuelta por un horizonte de sucesos. Esta
singularidad es inevitable y todo observador que cruce el horizonte de sucesos (situado en
el radio de Schwarzschild) estd destinado a llegar a ella.

Posteriormente, tras obtener intuicién en el caso sin carga, hemos derivado el agujero
negro de Reissner-Nordrom como solucién a la teoria de Einstein-Maxwell. En contraste
con la situacion sin carga, al analizar la estructura causal hemos encontrado diferentes
casos dependiendo del valor relativo que exista entre la masa y la carga del agujero negro.
Primero nos hemos centrado en el caso sub-extremal que en comparacion con el caso de
Schwarzschild se trata de una singularidad evitable con dos horizontes de sucesos. Hemos
visto que uno de ellos representa una superficie de inestabilidad, denominada horizonte
de Cauchy. Para el caso extremal, en el que la carga del agujero negro equivale a la masa,
el resultado es una singularidad evitable envuelta por un horizonte de sucesos equivalente
al visto en Schwarzschild. Podemos verlo como un limite del caso sub-extremal en el que

hemos mantenido la carga constante y disminuyendo la masa hasta que los dos horizontes

45



Conclusiones

convergen en uno solo. Por tltimo, hemos comprobado que en el caso sobre-extremal
corresponde a una solucion que carece de horizontes, dejando una singularidad desnuda,
que se espera que no represente una situacion fisica posible en la naturaleza, como indica
la conjetura del censor césmico.

El desarrollo de este trabajo ha servido como introduccion a la teoria de la relatividad
general en un aspecto tanto matematico como fisico. Hemos conseguido de forma satis-
factoria nuestros objetivos planteados al inicio del trabajo y nos sirve como base para la

continuacion de estudios més avanzados en el ambito de la gravitacién.
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Apéndices

A. Conmutador de las derivadas covariantes

Veamos el cdlculo del conmutador de las derivadas covariantes actuando sobre el vector
V.
Vo, Vi) V=V, V, V¢ -V, V, V7 (A1)

Calculamos el primer término:

VoVioV? =0, (V,V?) =T V.V + TV, Ve
= 0,0,V + 0, TV + T 0, Ve (A.2)

— 10,V -1 ve + T2 9, Ve 414 T ve.

El segundo término es idéntico intercambiando los indices a y b. De esta forma el conmu-

tador viene dado por:

[V, Vo] V= Ryp'VE — TS,V VY, (A.3)

donde
Rabcd = aargd - 8bFZd - FgeFZd + FZGFZU (A4)
T;b = FZb - Fga' (A~5)
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B. Variacién del elemento de volumen /|g|

Partiendo de la identidad de Jacobi:
§A=Atr (A7'5A), (B.1)

si la aplicamos sobre la métrica, resulta:
dg=gtr(9709) = g (9"°0g) = —39 (9ar0g™’) , (B-2)

donde en la tultima igualdad hemos empleado el siguiente resultado:

5 (0 =0=16(9"9ap) = gap0g™ + g*°6gas

gab(;gab — _gabégab-

(B.3)

Teniendo encuenta los descrito anteriormente podemos calcular la variacion del elemento

de volumen:

6g = ——ggab g = ——\/_gazﬁg (B.4)

W= 5= 5
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C. Variacion del tensor de Ricci

Para calcular la variacion del tensor de Ricci respecto la métrica vamos a escribirlo en
funcién de los simbolos de Christoffel:
S Rap =0 (0.5, — 0algy — Toqlay + Ty T4,

(C.1)
=5 (0.1°%,) — 0 (0.15,) — T40TG, — T4, 018, + T5.6T%, + 5,00,

a

Teniendo en cuenta la definicion de la derivada covariante, podemos simplificar la expre-
sion:

6Rup = Ve (0T%,) — Vo (0T%) + T2 (5T%,) (C.2)
Cuando la conexion es Levi-civita, la expresion anterior se denomina identidad de Palatini,

quedando:

0Rap = Ve (01G) = Va (015,) , (C.3)

sin el ultimo término ya que el tensor de torsion es nulo.
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