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RESUMEN

El objetivo principal de este trabajo consiste en estudiar los procesos resultantes de la
interaccion electromagnética electréon-positron mediante el calculo y posterior analisis de sus
secciones eficaces. En concreto, se examina el denominado scattering Bhabha (e"et —
e~ e™) ylaproduccion de leptones en el estado final (e “e™ — [711), haciendo especial énfasis
en el caso de los muones. Ademas, aunque durante el trabajo no se aborde el calculo que
conduce a su seccidn eficaz, también se presentara la produccion de fotones con la finalidad

de compararlo con el resto de los procesos estudiados.

En primer lugar, durante la introduccidn se presenta la ecuacién de Dirac y el concepto de
antiparticulas, ideas fundamentales para el trabajo y que sientan los precedentes de la teoria
cuantica de campos, el formalismo utilizado para la descripcién de particulas relativistas. A
continuacion, en el capitulo II se detalla el formalismo de la electrodindmica cudntica
presentando, entre otros, el concepto de la matriz de dispersidn, esencial para el célculo de
las secciones eficaces de los procesos estudiados. Finalmente, el capitulo III se enfoca en un
estudio de la cinematica de dichas secciones eficaces analizando la contribuciéon de cada
proceso en la interaccion electromagnética electrén-positréon y, de manera general, leptén-
antileptén. Ademas, se comprobara la validez de las expresiones tedricas comparandolas con

datos experimentales.

Por Ultimo, merece la pena resaltar que la motivacion y relevancia de este estudio reside en
que constituye una introduccién al calculo de secciones eficaces en régimen relativista a través
del formalismo de la electrodindmica cudntica. De este modo, se sientan las bases para el
estudio de proceso mas complejos que involucren particulas con estructura interna, fuerzas

nucleares o sistemas ligados.



I. INTRODUCCION

Antes de abordar el calculo principal del trabajo, asi como el posterior andlisis de resultados,
resulta crucial presentar los conceptos fundamentales que se van a manejar. Para ello,
durante este capitulo se exploraran las teorias y resultados mas importantes de comienzos
del siglo XX, que fundamentaron la idea de antiparticula y el formalismo de la teoria cudntica

de campos, imprescindibles para el estudio de la interaccién electron-positrén.

1.- Ecuacién de Dirac

» 1.1.- Contexto histdrico

A comienzos del siglo pasado, debido a la violacidn del principio de relatividad galileano por
parte de las ecuaciones de Maxwell, Albert Einstein concibié en 1905 su teoria de la relatividad
especial (TR). Postulando un nuevo principio de relatividad y la velocidad de la luz como una
constante universal, consiguiendo desentraiar el comportamiento de la naturaleza a altas
velocidades. De este modo, el cientifico aleman habia abandonado la idea de espacio y tiempo
absoluto, propia de la fisica Newtoniana, en virtud de una visién relativa de los mismos. Entre
otros, uno de los resultados mas significativos de la teoria fue establecer una relacidon entre

masa y energia a través de una nueva expresién para la energia mecanica:
E? =m? + pZ (1)

Paralelamente Max Planck, debido a la aparicién de la denominada catastrofe ultravioleta [1], dio
el primer paso hacia la creacion de la mecénica cuantica (MC) con la discretizacion de la
energia. Esta idea fue respaldada con el trabajo de Einstein referido al efecto fotoeléctrico,
que describia la luz a través de unos constituyentes minimos (cuantos) que recibieron el
nombre de fotones. Veinte afios mas tarde, en 1925, Erwin Schrédinger dio a conocer su
famosa ecuacién de onda, permitiendo la descripcidn precisa de los sistemas cuanticos con
gran acuerdo a los resultados experimentales. Su concepcidon proviene del principio de
correspondencia, que aplicdndose a la expresion cldsica de la energia se deduce:

p? OV (r,t) [—1

- [ — =
at

E=1 v vt V(r)] Wrt). (2)



Debido al gran éxito de ambas teorias, en los afios posteriores se intentd aunar el
comportamiento de ambas bajo un mismo marco de estudio, la mecanica cuantica relativista
(MCR). Los primeros en abordar el problema fueron Oskar Klein y Walter Gordon quienes,
procediendo de manera andloga a Schrodinger mediante el principio de correspondencia,
pero partiendo de la expresidn para la energia de Einstein (1), intentaron deducir la primera
ecuacion cudntica y relativista (KG). Sin embargo, la ecuacidn resultante presentaba ciertas

complicaciones que dejaron insatisfecha a la comunidad. Las principales fueron [2]:

1) Laimposibilidad de definir la funcién de onda univocamente a través de su valor en un
instante previo, una caracteristica fundamental de la MC. Esto a su vez conlleva una
densidad de probabilidad que no se define positiva, dando lugar a graves problemas
de interpretacidn. La fuente de estos problemas radica en que se trata de una ecuacion
diferencial de segundo orden en el tiempo, siendo por tanto necesarias dos
condiciones iniciales.

2) La presencia de soluciones de energia negativa debido al caracter cuadrdtico de la
expresion de (1). En otra situaciéon se habrian desechado estas soluciones por su
aparente carencia de significado fisico, pero su presencia era necesaria para construir

un conjunto completo de soluciones [3].

> 1.2.- Deduccién de la ecuacion

Es en este contexto que Dirac se propone desarrollar una nueva ecuacién que solvente los

problemas expuestos para KG mediante una expresion linealizada para (1) dada por:

3
E=2ai-pi+ﬁm=&~ﬁ+ﬁm. (3)
i=1

Los coeficientes @ y B, en principio desconocidos, los dedujo imponiendo una serie de

condiciones que debia respetar la expresion (3), como es la siguiente relacion:
E? = (&P +Bm)? = p? +m?, (4)

de donde se derivan las relaciones de anticonmutacién para estos coeficientes. En

consecuencia, tras considerar otros requisitos como la hermiticidad del operador



hamiltoniano, se deduce que estos coeficientes deben ser matrices de, al menos, de
dimensiodn 4 [2]. Esto constituye una diferencia fundamental respecto a los resultados de Klein

y Gordon que se detallara en la siguiente seccidn al examinar las soluciones de la ecuacién.

Finalmente, expresando (3) en términos de las matrices de Dirac presentadas en el anexo Ay

aplicando el principio de correspondencia, se puede deducir la ecuacidn:
(ig—-m)¥=0, (5)

donde se comprueba que la derivada temporal pasa a ser de primer orden y desaparecen los
problemas asociados a la ecuacién diferencial de segundo orden. No obstante, al analizar las

soluciones de la ecuacidn, el problema referido a las energias negativas seguird presente.

» 1.3.- Soluciones de la ecuacidon de Dirac

Es sencillo comprobar que, debido a que la ecuacién la conforman matrices 4x4, las funciones
de onda deben tratarse de elementos matematicos constituidos por una columna de cuatro
componentes, radicalmente diferente al caso de KG donde las soluciones eran escalares. Sin
embargo, estas soluciones deben ser espinores en lugar de vectores, pues al efectuar una
rotacién completa de la funcion de onda esta adquiere una fase -1. Una demostracidn mas

detallada puede encontrarse en la referencia [4].

Esta caracteristica expone porque en una de sus charlas el propio Pauli afirmé que esta
ecuacién era mas inteligente que su autor, segun se cita en [4]. Aun sin perseguirlo, habia

concebido la ecuacidon que explica el comportamiento de particulas con espin %.

Admitiendo soluciones con energia, momento y helicidad (proyeccién de espin) bien definidos

se diferencian las siguientes cuatro soluciones para la ecuacién:

- Energia positiva:

m g [ - E + m - Xj
Y(x) = /ﬁu(p, s)e™P* con u(p,s) = e o-p N (6.1)
E+m”™®



- Energia negativa:

m . . E+m G-p
W) = (v e con v = [ Em
2

(6.2)

Donde u(p,s) y v(p, s) son los espinores de Dirac (de cuatro componentes) para energias
positivas y negativas respectivamente, mientras que y, y & son los espinores de Pauli (de dos
componentes), de nuevo, para energia positiva y negativa. Entre sus propiedades
fundamentales, la mas relevante para el desarrollo que se presentara en el trabajo es su

relacidn con el operador proyeccién de energia. Las relaciones en cuestién son:

. M
2@, = (P - ) = w9 F,5) (7.1)
ap +s
. P+ M
[A_(ﬁ)]aﬁ = (};_;) = —z Vo (B, )03 (D, ), (7.2)
ap +s

donde se han introducido los espinores adjuntos de Dirac definidos como:

u(3,s) = ut (@, s)y° 5(B,5) = vt (B, 5)y°. (8)

2.- Soluciones de energia negativa

> 2.1.- El mar de Dirac

De este modo Dirac, al contrario que Schrédinger, consiguid no solo elaborar una ecuacidn de
primer orden en el tiempo, con la consiguiente densidad de probabilidad definida positiva,
sino también introducir el espin en el formalismo de manera natural. Aun asi, Dirac no
soluciond el inevitable inconveniente de las soluciones de energia negativa, intrinsecas al
caracter cuadratico de (1). Como consecuencia, debido a la tendencia de los sistemas a
evolucionar hacia el estado de minima energia, las particulas siempre podrian transitar hacia

estados de menor energia emitiendo radiacion indefinidamente.

Para solucionar esta catastrofe radiativa [5] Dirac postuld que todos los estados de energia
negativa debian encontrarse ocupados por un “mar” uniforme de electrones, de modo que no

se manifestara una fuerza neta. En consecuencia, el principio de exclusidon de Pauli impediria



a los electrones de energia positiva descender a niveles de energia negativa. Asi pues, Dirac

habia concebido el primer modelo del vacio el cual, paraddjicamente, se encontraba

infinitamente poblado [6].

Energy

m

Figura 1. Formacion de
vacantes en el mar de
Dirac [7].

Por otro lado, segun se ilustra en la figura 1, un electrén de energia
negativa podria absorber radiacion y ser excitado a un nivel de energia
positiva, dejando tras de si una vacante que podria interpretarse como
una particula cuyo efecto neto fuese el mismo que la presencia de la
vacante. Por ello, dicha particula debia presentar carga positiva (lo que
hizo pensar a Dirac que se trataba del protén) y la masa del electrén

(razén por la que se descarto la hipdtesis).

Debido a la aparente inexistencia de una particula con tales propiedades,
la teoria de Dirac se puso en duda hasta que en 1932 Carl David Anderson
evidencio la existencia del positron. La consolidacién de su teoria le

merecid a Dirac, junto con Schrédinger, el premio nobel en 1933 debido

a “El descubrimiento de nuevas formas productivas de la teoria atémica” [8].

» 2.2.- Descubrimiento del positron

La primera observacién de rayos cosmicos fue realizada por el ruso Dmitri Skobelzyn, quien

advirtié la presencia de trazas inusuales en su cdmara de niebla durante una medicién de

radiacion. Impulsado con la idea de cuantizar la energia de los rayos cdsmicos, tras terminar

su doctorado en 1930, Anderson se dedicé a la investigacion de este campo en auge junto a

Millikan, su director de tesis. Seis afios mas tarde, Anderson recibiria el premio nobel gracias

a este experimento, pero no por lo referido a los rayos césmicos, sino por el descubrimiento

del positrén [9].

La idea del cientifico estadounidense era exponer la cdmara de niebla a un campo magnético

y determinar la energia de las particulas cargadas incidentes analizando la curvatura de su

trayectoria. La ley de Lorentz dicta que F= q(ﬁ + U X E), asi que para discernir la carga de

las particulas bastaba con comprobar la direcciéon de curvatura.



Para aplicar el campo magnético, Anderson precisaba de
dos enormes bobinas (como la que se muestra en la figura
2) que requerian de una décima parte del suministro
eléctrico del campus de Caltech, por lo que solo le estaba
permitido trabajar de noche. Ademads, para registrar las

trazas de las particulas disponia de una camara fotografica

y, como no era posible predecir cuando serian visibles,

Figura 2. Anderson ajustando la cdmara L, , .. .
para las mediciones [9]. realizé mas de 1600 fotografias. La mayoria inservibles.

Por ultimo, Anderson instalé una delgada lamina de cobre
(linea horizontal en la figura 3) que permitiria discernir si
las particulas provenian de arriba o abajo, ya que al
penetrarla el radio de curvatura se veria atenuado por la

pérdida de energia. Aunque Millikan se opuso a este ultimo

elemento del montaje, pues argumentaba que no podian

e provenir rayos césmicos desde abajo, resultd crucial en la

Figura 3. Traza del positrén [9]. deteccidn del positrén. El motivo es que de considerar que
la traza de la figura 3 es el resultado de una particula que viene desde arriba, entonces de la

ley de Lorentz se deduciria erroneamente que su carga se corresponderia a la del electrén.

Al analizar sus resultados, Anderson advirtié la traza de una particula de carga positiva que no
podia ser el protén, debido a que su masa se encontraba en el orden de la masa del electrdn.
Aunque desconocia el trabajo de Dirac, debido a su complejidad y caracter tedrico, Anderson
llegd a la conclusidn que necesitaba la teoria del fisico britanico. Segun él, habia detectado un

“electrdn positivo”.

Es importante resaltar que el positrén que se detectd procedia de abajo, lo cual, tal y como
indicaba Millikan, resulta desconcertante pues se trataba de mediciones de rayos césmicos
procedentes del espacio. Sin embargo, parece que fue un hecho ignorado por la comunidad
cientifica del momento, debido a la falta de articulos al respecto. Aunque hoy dia se barajan
diversas hipodtesis sobre lo ocurrido, como que los fuertes campos magnéticos desviaran al
positron de forma que incidiera en la cdmara desde la parte inferior, resulta dificil legar a una
conclusién exacta. Uno de los principales inconvenientes es la poca informacién que se

conserva de los detalles del montaje de Anderson.
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> 2.3.- Interpretacion de Feynmann y Stuckelberg

Aunque la ecuacién de KG seria rescatada mas adelante reinterpretando la densidad de
probabilidad como una densidad de corriente, la ecuacion de Dirac fue la primera en aunar,
de forma consistente, la MC y TR. Sin embargo, su gran éxito iba mas alla, pues solucionaba
problemas como la prediccidn del espin o correcciones en la estructura fina del atomo al
desarrollarla en el limite no relativista. Ademas, su teoria de huecos (el mar de Dirac), también
explicaba ciertos fendmenos hasta entonces desconocidos [5]. Para empezar, explica la
polarizacién del vacio. Entendiendo este como un conjunto infinito de particulas, el campo
producido por otra particula puede alterar los estados de energia negativa, de modo que estos
perturben el valor original del campo. Por otro lado, también describe el Zitterbewegung, que
consiste en rapidas oscilaciones que realiza el electrén en su movimiento. Debido a la
perturbacién que ocasiona el movimiento del electrén sobre el vacio, puede producirse un par
electrén-positron (hueco), de forma que el antiguo electrén rellene el hueco y el nuevo

electrén ocupe la posicion del primero.

Aun asi, la teoria de huecos presentaba ciertas carencias que dejaron disconforme al colectivo
cientifico. Para empezar, tratar con un modelo del vacio de carga y energia infinitas requerian
de un proceso de renormalizaciéon que dotara al vacio con valores nulos de estas magnitudes.
Esta renormalizacion ocasionaba cierto rechazo pues, aunque factible, resultaba poco
estética. Ademas, la teoria de huecos hace aguas al tratar con bosones, pues como no
respetan el principio de exclusion de Pauli no se ven forzados a permanecer en los estados de
energia positiva, volviendo a la catastrofe radiativa [7]. Por Ultimo, se trataba de una teoria de
muchos cuerpos y por tanto impedia seguir concediendo a la funcién de onda su cardacter
probabilistico en el estudio de una particula, pues no se trata realmente de un sistema Unico

y aislado.

Es por ello que, en la década de 1940, Feynman y Stiickelberg concibieron una interpretacién
mas sencilla de las soluciones de energia negativa [7]. La idea principal es que una particula
de energia negativa, que se propaga hacia atras en el tiempo, puede reinterpretarse como

una antiparticula de energia positiva que se propaga hacia delante en el tiempo.

Esta idea nace de la correspondencia biunivoca que se presenta matematicamente entre

ambas funciones de onda, la de particula de energia negativa (‘P(E < 0)) y la de antiparticula



(‘PC(E > O)). Para entenderlo, primero hay que introducir las antiparticulas como soluciones
de la misma ecuacién que las particulas, pero con carga opuesta. Es decir, tendrian la misma

masa, pero carga y demds nimeros canticos aditivos opuestos. De este modo:
(ihcg —mc? —ef)¥P=0 - Y(E < 0) ~v(p,s)e Et ~ v(p, s)ellFlt (9.1)
(ihcd —mc? +ef ) ¥, =0 - W(E >0)~u(p s)e Ft ~u(p,s)e lElt  (9.2)

donde se comprueba que cambiar el signo de t en la solucién de particula conduce al mismo
factor exponencial que en la segunda solucidn. La correspondencia entre ambas
interpretaciones se consigue matemdaticamente por medio del operador conjugacién de carga,

gue permite pasar de una solucion a otra de la siguiente manera:
CY¥ = iy?¥* =¥, (10)

En resumen, la teoria de huecos de Dirac entiende las soluciones problemdticas como
particulas que, efectivamente, poseen energia negativa y no pueden ser observadas
directamente (pues el conjunto de estados negativos no tiene efecto neto). Por otro lado, esta
nueva vision reinterpreta las soluciones negativas como particulas de energia positiva con las
mismas propiedades, aunque carga opuesta (antiparticulas), y que son matematicamente
equivalentes a particulas de energia negativa viajando hacia atras en el tiempo. Lo que en Ia

teoria de huecos eran precisamente las vacantes.

Aun asi, ambas interpretaciones asientan una dualidad crucial e intrinseca a la futura teoria
cuantica de campos y es que a cada particula le corresponde una antiparticula. Este hecho se
verificaria en los afios venideros con los descubrimientos del antiprotén, observado por

primera vez en 1955 por Berkely Bevaton, o el antineutrén [6].

3.- Teoria cuantica de campos

De acuerdo con lo expuesto hasta ahora, la MCR ha logrado grandes hazafias, tales como la
prediccion de las antiparticulas y la explicacion de diversos procesos ya mencionados. Sin
embargo, aunque por separado la MC y la TR son teorias muy satisfactorias, al intentar

aunarlas en una sola teoria emanan numerosas inconsistencias. El principal problema reside



en como ambas teorias abordan de formas muy diferentes dos aspectos fundamentales, que

son la conservacion de la materia y el tratamiento del espacio y el tiempo [10].

La TR permite la conversion de materia en energia y viceversa, pero contrario a esto, la MC
establece una condicién de normalizacidn tal que la probabilidad de encontrar una particula
en todo el espacio es constante. Este comportamiento contradictorio se ejemplifica

perfectamente en la paradoja de Klein [11].

v Analizando el comportamiento de un electrén incidiendo

® @

Vo

\/\/_\ ilustra la figura 4, se observa como surgen problemas al
—

considerar V, > E,. En concreto, para V, > E, + m,c?,

sobre una barrera de potencial de extension infinita como

—» se admite la propagacion de una onda por el interior de

Figura 4. Electrdn incidiendo en una barrera 1@ DArrera, asi como un coeficiente de reflexion R > 1, es

de potencial [10][11]. . , ,
decir, regresan mas particulas de las que entran.

En la teoria de huecos se considera que los electrones incidentes promueven electrones de
los estados negativos del vacio en la region II, de modo que las vacantes (positrones)
correspondientes fluyan en la regidn del potencial. Sin embargo, para la interpretacion que se
ha presentado en la seccidén previa, resolver la paradoja precisa de admitir que el exceso de
energia en la barrera permite la creacion de pares electrén-positrén y, segin se ha expuesto,

esto no es admisible en primera instancia debido a la condiciéon de normalizacién de la MC.

Este concepto, la creacion de pares, se manifiesta matematicamente a través de la
denominada longitud de Compton [12]. El concepto es sencillo, al igual que la longitud de onda
de De Broglie constituye la escala a partir de la cual surge la naturaleza ondulatoria de la
materia, la de Compton es aquella en la que el concepto de particula individual deja de tener
sentido. A partir del principio de Heisenberg, seria la escala en la que la incertidumbre en

energia sea, al menos, la energia requerida para la creacién de mas particulas. Viene dada por:
A

At-AE>h @ -» —->2—— - 12
c

Se comprueba como el recorrido libre medio o, andlogamente, su tiempo de vida medio se
reduce segun la creacidn de la particula requiera mas energia. Es decir, al igual que en la teoria

de Dirac, este nuevo modelo atribuye al vacio una naturaleza dindmica al introducir la
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posibilidad de crear y destruir las denominadas particulas virtuales, denominadas asi debido

a su efimera presencia.

Por todo ello surge la necesidad de desarrollar una teoria mas completa, que permita la
unificacién de la TR y MC sin la presencia de paradojas. Es asi que nace la teoria cudntica de
campos (TCC) cuya diferencia mas fundamental con la MCR es que generaliza el concepto de
funcién de onda al de campo, prescindiendo de la condicién de normalizacién ya mencionada
en virtud de la creacidén y destruccién de particulas. Este concepto de campo ya era conocido,
siendo primeramente concebido para el electromagnetismo. La novedad radicaba en su
cuantizacién y entender estos cuantos de campo como las particulas ordinarias, extendiendo

el concepto de campo, no solo a los fotones del electromagnetismo, sino a todas las particulas.

En la concepcion clasica, el campo se presenta para evitar la accidn a distancia, es decir, que
el movimiento de un cuerpo indefinidamente alejado de otro se vea afectado inmediatamente
por el segundo. Debido a que la TR también exige en las leyes de la naturaleza un caracter
local al postular una velocidad limite, la presencia de campos resulta inevitable para una teoria
satisfactoria. Ademas, los campos también solventan el problema asociado al hecho de que
particulas del mismo tipo son indistinguibles pues, independientemente de su procedencia,

todas serian manifestaciones del mismo campo, extendido por todo el universo [12].

Aun asi, es importante resaltar que la TCC tampoco constituye una teoria completamente
satisfactoria. El motivo principal se presenta en que se ha dotado al vacio de un cardacter
dindmico que permite la creacién y destruccidon constante de particulas virtuales. De este
modo, debido a las contribuciones de particulas virtuales de altas energias, al calcular cudnto

se modifican las magnitudes de particulas reales aparecen divergencias indeseadas.

Sin embargo, Feynman, Schwinger y Tomonoga habian desarrollado el novedoso
procedimiento de regularizacion, que excluia las contribuciones problematicas, resultando en
un célculo perturbativo con un nimero finito de términos [10]. Este procedimiento tuvo gran
éxito en el dambito de la electrodindmica cudntica (QED), donde cortar el desarrollo esta
justificado debido a que los términos de mayor orden tienen cada vez menor relevancia. Se
pueden lograr por tanto resultados de gran precision considerando los términos mas bajos del
desarrollo perturbativo. Sin embargo, en la interaccion fuerte, debido a la intensidad de la

fuerza, los términos de orden superior son cada vez mas significativos, impidiendo la

11



justificacion de este procedimiento y la capacidad de adquirir resultados precisos con un
numero bajo de términos. Es por ello que, para este ambito, surge nuevamente la necesidad

de elaborar una teoria que resuelva el problema de la divergencia [10].

4.- Dispersion electrén-positron

Aun con todo lo expuesto en el ultimo parrafo, la QED resulta ser, hasta la fecha, la teoria que
presenta el mejor acuerdo con los resultados experimentales. El mejor ejemplo de esto es el
momento andmalo del electrén, que se sitla en una posicion privilegiada entre las mediciones
de constantes en la naturaleza, con una concordancia de hasta la décima cifra significativa
[13]. Con todo ello, el marco de trabajo mas adecuado para abordar los objetivos de este
trabajo es, precisamente, la QED, cuyo formalismo se desarrollard en secciones posteriores
para el calculo de secciones eficaces. A continuacion, se define el proceso a analizar, asi como

su relevancia y motivacion de estudio.

e, e’ El proceso en cuestién es la dispersion electromagnética electrén-
positron, que consiste en la interaccion de ambas particulas de
forma que el estado final quede constituido por otros dos leptones
(particulas de espin % que no sienten la interaccion fuerte) o fotones.

e g Es importante apreciar cdmo se considera la posibilidad de que las

Figura 5. Scattering Bhabha.  Particulas resultantes tras la interaccién no sean las iniciales, de
hecho, se analizara en detalle la situacion en la que el estado final lo constituyan una pareja
de muén-antimuén. Este hecho no resulta sorprendente considerando que se maneja un
formalismo que permite la creacidon y destruccion de particulas, siempre que las leyes de
conservaciéon lo permitan. Generalmente, la dispersion que resulta en las mismas particulas
para el estado final recibe el nombre de “Scattering Bhabha” en honor a Homi J. Bhabha, el

primero en analizar este proceso con el formalismo de la QED [14].

Este proceso de dispersién tiene una gran relevancia en el dmbito de la fisica tedrica, sin ir
mas lejos, en el andlisis experimental de las secciones eficaces de otros procesos.
Concretamente M. N. Frary y D. J. Miller resaltaron que Unicamente a través del analisis del

scattering Bhabha seria posible un estudio de la masa del quark top [15]. Ademas, debido a
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que son particulas elementales, también se han utilizado para analizar la validez de modelos

atémicos y moleculares simplificados en otros procesos de dispersion [16].

Por otro lado, también es un proceso de gran relevancia en numerosos dmbitos. Pueden
mencionarse los siguientes: desarrollo de nuevas tecnologias, semiconductores, técnicas de
espectrometria, analisis en la estructura de atomos y moléculas, fisica del plasma, modelos
atmosféricos, astrofisica de altas energias e incluso medicina. Para este ultimo caso, se puede
destacar el uso del PET (tomografia de emisidn de positrones) para el diagndstico de cancer o

trastornos de las funciones cerebrales [17].

En conclusidn, resulta ser un proceso de enorme importancia, tanto en el ambito académico
como en multitud de disciplinas. Por esta razén y por ser un célculo relativamente sencillo,
durante el resto del trabajo se obtendra y estudiara la seccidon eficaz del proceso ya
mencionado como introduccién al uso del formalismo que proporciona la QED para el calculo

de secciones eficaces.
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II. ESTUDIO DE LA INTERACCION
ELECTRON-POSITRON

Después de revisar los conceptos fundamentales, se introduce el capitulo con el formalismo
tedrico que proporciona la QED para el calculo de la seccién eficaz de los procesos a estudiar,
definiéndose los campos (fermidnico y electromagnético), el propagador y la matriz S de
Dyson. Durante el resto del capitulo se llevard a cabo el objetivo principal del trabajo, deducir

las secciones eficaces para procesos de dispersion de electrones y positrones.

5.- Formalismo de la QED

En primer lugar, es necesario comprender que, a diferencia de la MCR, la TCC permite trabajar
con sistemas de infinitos grados de libertad a través de una teoria lagrangiana. La idea es
describir el comportamiento de particulas libres mediante una densidad lagrangiana libre (£,)
e incorporar la interaccidn a través de una densidad lagrangiana de interaccion (£;) junto con
un desarrollo perturbativo. Sin embargo, dentro del desarrollo aparecen términos de orden
superior que presentan problemas de divergencia debido a esta £; que, aun si la particula esta

aislada, permite contribuciones de autointeraccion [18].

De este modo, el primer paso es deducir una £, para cada tipo de particula (fermidnica o
bosdnica) cuyas ecuaciones de movimiento coincidan con las presentadas en la MCR. Ademas,
también debe satisfacer otras consideraciones, como su caracter escalar o ciertas propiedades
de simetria. En cuanto a las ecuaciones de movimiento, estas se definen con las ecuaciones
de Euler-Lagrange tras imponer el principio de Hamilton (minimizacion de la accién), igual que

en la teoria clasica de campos [18].

Por ultimo, es importante mencionar una de las herramientas mas importantes de la TCC, el
teorema de Noether. Este dicta que cada transformacién continua que deje invariante el
sistema (simetria) lleva asociada una magnitud conservada, con su correspondiente ecuacion
de conservacion. Es por ello que, sabiendo las simetrias que debe obedecer un sistema, es
posible deducir sus magnitudes fundamentales y expresarlas en términos de los operadores

de creacidn y destrucciéon mediante un desarrollo en serie de Fourier [18].
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> 5.1.- Campo fermidnico

En el caso fermidnico, es evidente que la £, que se defina debe conducir a la ecuacion de Dirac
(5). Ademas, considerando que ha de ser un escalar y las soluciones de las ecuaciones de

movimiento deben ser espinores, se comprueba que para fermiones seria [18]:
L, =P)|[ig — m]¥(x) . (11)

Es importante destacar que en este caso W(x) no serd una funcién de onda sino, como ya se
adelantd, un campo, siendo W(x) su campo adjunto definido como ¥(x) = ¥(x)y°.
Considerando que (11) conduce a la ecuacién de Dirac, es evidente que las soluciones seran
las presentadas en (6). Por tanto, admitiendo un desarrollo en serie de Fourier en ondas

planas, donde r designa las dos posibles valores de la helicidad, la solucidn general quedaria:

2
_i m > >\, —ipx tn 2\ o iDx
W) = W; = 2. Prin e + G, (12

El comportamiento de campo surge al interpretar los coeficientes del desarrollo (c y d), no
como simples escalares, si no operadores de creacién y aniquilacion, propios del formalismo
de segunda cuantizacidon [18]. Sus relaciones de conmutacién se deducen de aplicar las
siguientes reglas de conmutacién sobre el campo (12), su adjunto y los campos conjugados
(my y mg) , cuyos papeles son los mismos que juegan las variables candnicas (q;) y sus

momentos conjugados (p;) en la teoria clésica:

(W), 1@} = {F@E@), 1e(®)} = i6(X — %), donde my = 9L, Ty = ‘2; . (13)

oW
De este modo, considerando una simetria gauge global, a través del teorema de Noether

puede expresarse el operador carga en términos de ¢ y d como sigue:

2
0=4a) > (N - ND). (14)

p r=1
Se puede comprobar como las contribuciones a la carga total del sistema por parte de las

particulas asociadas a ¢ y d son opuestas. Si a esto se le une el hecho de que los operadores

tienen reglas de conmutacién independientes, se concluye que deben tratarse de los

15



operadores asociados a un fermion y su correspondiente antifermién. Como resultado, si nos

referimos al caso del electrén, cada término de los campos W y ¥ corresponde a:

2
m .
Destruccién e™: ¥ (x) = /ﬁ Z c,(Pu,(p)e™P* (15.1)
r=1
2
m .
Creacién e™: YO (x) = /ﬁ Z dl (B)v, (B)e* (15.2)
r=1
2
_ m .
Destruccién e™: P (x) = /V_E Z d,.(p)v,.(p)e”P* (15.3)
r=1
2
_ m .
Creacién e™: PO (x) = /V_E z ¢ (B, (B)er* . (15.4)
r=1

Por ultimo, es importante destacar que en el formalismo de la TCC no intervienen soluciones
de energia negativa, ni es necesario realizar reinterpretaciones de las mismas, sino que de

forma natural surge el concepto de particula y antiparticula.

» 5.2.- Campo electromagnético

De la expresion (11) se deduce que un sistema de fermiones no presenta simetria gauge local,
aungue si la respeta de forma global, como se comprueba al deducir el operador carga (14).
Para exigir esta simetria de forma local es necesario incluir un término extra en (11) tal que,

al realizar la transformacién, esta nueva £, permanezca invariante. Dicho término seria [18]:
L = —qP)y*P(0)A,(x) = —j* () A, (x) = —qP(O)AY(x) . (16)
Merece la pena hacer dos puntualizaciones al respecto:

- Este nuevo término incorpora en la expresion de £, un nuevo campo Au(x) con
estructura del cuadrivector que puede asociarse al campo electromagnético.

- El nuevo término denotado como L; es precisamente la densidad lagrangiana de
interaccion que se mencionaba anteriormente. Puede identificarse como tal porque

acopla el nuevo campo con la cuadricorriente del campo fermidnico j*.
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La lagrangiana libre de este nuevo campo puede deducirse a través de propiedades basicas
gue debe respetar. Es evidente que esta lagrangiana deberia respetar la simetria gauge local,
pero para que ademads tenga significado fisico ha de ser invariante ante transformaciones
Lorentz e inversidn espacial. Por ultimo, exigiendo que tenga las dimensiones correctas para
que la accidn asociada sea adimensional (L™* = M*), se concluye que una opcién es:

— 3,4, . (17)

u

1
L, = _ZF‘“’FW con F, =0d,A,

Puede deducirse que esta £, desemboca en las ecuaciones de Maxwell y por tanto 4, puede

identificarse con el campo electromagnético. En este caso, la solucién general seria:

3
1 1 - = . o
A= \/_VZ 2wy, mzzo Em(k)[am(K)e™™ + ap(K)e™], (18)

-
donde E”m(k) son los vectores de polarizacién cuyas propiedades pueden encontrarse de
forma detallada en el capitulo 8 de [18]. Al igual que en el caso fermidnico, el caracter de
campo surge de cuantizar la expresion, esta vez, mediante las reglas de conmutacidn de los

bosones, resultando en que el operador a se asocia a los fotones.

» 5.3.- Propagador

A continuacidn, es necesario introducir la herramienta matematica que permite describir la
interaccion entre las particulas involucradas en el proceso que se pretende estudiar, asi como
su energia y momento intercambiado. En la teoria clasica, este papel lo interpreta el campo
electromagnético, sin entrar en mds detalle sobre el mecanismo de transmisidon de la
informacién. En la TCC, debido a la cuantizaciéon del campo, este mecanismo lo constituiran
los cuantos de los campos fermidnicos y foténicos que intervienen en el proceso, es decir,
electrones y fotones virtuales que sean emitidos y absorbidos por particulas reales. En
concreto, para este trabajo Unicamente serd necesario considerar el campo foténico, hecho

gue se justificard en secciones posteriores al analizar los diagramas de Feynman del proceso.

Esta idea puede expresarse matematicamente a través de la operacién de contraccién de
campos, que mide la amplitud de probabilidad de que una particula surja en un punto del

espacio-tiempo y sea aniquilada en otro. Para un campo bosdnico seria [18]:
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i o~ ik(x—x")

= 4k 19
o kz_mzdk (19)

¢|%(x’) = (0|7 (¢(x)p(x"))|0) = iAp(x — x)

El propagador para los fotones seria precisamente la expresion (19) en el limite de masa nula
y multiplicada por el tensor métrico g*¥, que refleja el caracter cuadrivectorial del campo. De

este modo, el propagador foténico quedaria como [18]:
AF(0)A,(x') = iDE" (x — x") = —igh¥ lin}) Ar(x —x"). (20)
L n

A partir de esta expresidon puede realizarse un interesante analisis sobre la causalidad en la
TCC [19]. Es logico pensar que la trasmisidon de informacion entre dos eventos alejados una
distancia espacial ((x — x")? < 0) deberia ser nula, pues no pueden interferir entre ellos. Sin
embargo, puede comprobarse que la amplitud en el propagador (19) decae exponencialmente
como e ™Yl y por tanto, aunque sea pequeiia, dicha amplitud no serd nula para dos

eventos separados una distancia espacial.

En principio, tal y como se ha expuesto, esto violaria el principio fundamental de causalidad
porque se admite la transmisidon de informacién. A pesar de ello, se puede comprobar que el
hecho de que el propagador no se anule no implica que ambos eventos interfieran
mutuamente. Para demostrarlo basta comprobar que el conmutador de los campos en ambos

puntos es nulo, es decir, la medida de uno de los eventos no afecta al otro.

Al ser un invariante Lorentz, la distancia espacio-temporal entre estos dos hipotéticos eventos
es la misma en cualquier sistema de referencia. Ademas, como (19) también es un invariante
Lorentz [18], su valor serd el mismo en cualquier sistema de referencia. Por tanto, calculando
el conmutador para tiempos iguales quedaria demostrado. El calculo quedaria como sigue:
[b(x), p(x)] = 1 f@(e—i%(f—f’) _ eiTc(J‘é—f’)) = {k>-k}=0, (21)
212m)3 ) wyg
donde el ultimo paso hace referencia a que en la segunda integral se realiza el cambio de
variable indicado. Esto conlleva la aparicidn de un signo menos en el diferencial d3k gue se
cancela por haber intercambiado también los limites de integracion, resultando en dos
integrales idénticas pero de signo opuesto. La interpretacion de este resultado viene de la

mano de la siguiente expresién, que puede demostrarse si se integra la variable k, en (19):
[p(x), p(x)] = iAp(x —x") —iAp(x’ —x) ={(x —x")> <0} =0 (22)
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Es decir, que aun permitiéndose la propagacion de particulas virtuales de x a x’, la amplitud
de que se envia otra desde x' hasta x es la misma y, como los bosones neutros son su propia

antiparticula, ambas contribuciones se cancelan.

» 5.4.- Matriz S de Dyson

Hasta ahora, con L, se ha introducido el estudio de sistemas libres sin presencia de
interacciones, pero para el andlisis de este trabajo es necesario incluir la contribucién de £;,
como ya se ha mencionado, mediante teoria de perturbaciones. La matriz S de Dyson resulta
de gran utilidad pues, ademas de contener la informacién de todas las posibles colisiones,
permite extraer la amplitud de probabilidad del suceso deseado en cualquier orden de teoria

de perturbaciones [18].

En una colision donde los estados final (|®(0))) e inicial (|J®(—))) estan perfectamente

caracterizados, la matriz S de Dyson se define como:
|®(c0)) = S|P(—)), (23)

donde el estado final |® (o)) representa cualquiera de las posibles configuraciones finales del
sistema (|®)). Definiendo el elemento de matriz S;; como la proyeccién de S sobre ciertos
estados |Cl)f) y |®(—0)) se puede deducir su significado desarrollando |®()) en términos

de la base de estados |CDf) como sigue:
[B(e2)) = Y |0} (@ 0(e0)) = (23} = ) [ )by [|D(—0)) = > Spldy). (20
f f f

Proyectando sobre el estado f' y considerando la ortogonalidad de la base, se comprueba que
el modulo al cuadrado de cada elemento de matriz S;; se corresponde con la amplitud de
probabilidad de que tras la interaccién, dado un estado inicial i, se alcance el estado final f'.

Se tiene entonces que:

(@r|®(0)) = (@ [S|D(—00)) = Z(¢f’|¢f)<¢f|5|¢i> = Z 8pp1Spi = Sprin (25)
f f

donde, considerando el caracter unitario de la matriz (STS =1), se comprueba que

efectivamente dicha probabilidad se normaliza a la unidad de la siguiente manera:
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1= (d;|STS|D;) = (P(0)[S|D;) = {14} = zg;i (f|S|®;) = Z|sﬁ|2 . (26)
7 7

Esta ultima expresidon es de gran importancia, pues juega en la TCC el mismo papel que la
condicién de normalizacién de la densidad de probabilidad en la MCR. La diferencia es que en
la MCR dicha condicién conservaba las particulas y en la TCC se garantiza la transicidon desde

un estado inicial a un estado final con la posibilidad de creacién y destruccién de particulas.

En cuanto a la expresién de la matriz S de Dyson, como era de esperar, se parte de la ecuacion
diferencial que marca la evolucion temporal de los estados segun H;. Integrandola de obtiene:

9| (1)) [

i—— =HO2®) - [0®)=|P(-x))—i[ dtH (t)]|P)). (27)
Repitiendo este procedimiento para |®(t;)) se obtendria una nueva variable temporal t,
definida para instantes previos a t;. Si se repite el proceso indefinidamente se obtiene la
expresion (B.2) que, tomando el limite t — oo, adquiere la forma de la ecuacion (23) que

relaciona los estados final e inicial y define la matriz S. Reescribiendo conveniente dicha

expresidon segun figura en el anexo B, se deduce que la matriz S quedaria:

n!

S = ; (ie)" f_: dx, j_ o:o d4x, j_ o:o d*x, T {(@AW)M (Fpw), - (ww)xn}_ (28)

Por otro lado, en el anexo C se incluye una discusidn sobre los estados final e inicial y porque
restringiendo el desarrollo hasta el segundo orden se evitan problemas a la hora de definirlos.
Ademas, se puede comprobar que el término de primer orden es nulo y no serd necesario
considerarlo, pues con un solo vértice es imposible respetar las reglas de conservacion en este.
Por consiguiente, el desarrollo perturbativo de menor orden posible se restringira al término

de segundo orden.

Es importante resaltar que el tratamiento perturbativo de la interacciéon aparece
precisamente en esta expresion de S. Esta caracteristica se manifiesta al aplicar repetidas
veces la ecuacion de evolucidon temporal, pues por cada vez que se aplica aparece la densidad
hamiltoniana en otro instante de tiempo, es decir, se considera una nueva interaccion. Es por
ello que n manifiesta el nUmero de interacciones que se consideran en el desarrollo,
coincidiendo con el orden de este. Ademds, se comprueba cuanto mayor sea n (el orden)

menor contribucion tendrd ese término del desarrollo debido al fator e™, que disminuye
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rapidamente gracias a que la constante de acoplo e es mucho mas pequefia que la unidad. De
este modo se justifica porqué en la seccidn 4 se comentd que el desarrollo puede restringirse

a ordenes bajos e igualmente obtener resultados con gran acuerdo experimental.

Finalmente puede abordarse el cédlculo de las secciones eficaces, para el cual se seguird un
procedimiento similar al desarrollado en [20]. Sin embargo, antes de abordar el procedimiento
gue se muestra en las siguientes secciones, es conveniente especificar el sistema de referencia
desde el que se abordara el problema. Para este trabajo se escoge el sistema centro de

momentos. Las principales consecuencias de esta eleccién se recogen en el anexo D.

6.- Seccion eficaz

Se trata de la magnitud fundamental de cualquier proceso de dispersion y se define como la
probabilidad por unidad de tiempo, centro dispersor y flujo incidente de que se produzca
dicho proceso. Para un experimento en el que un haz de particulas incide sobre un blanco, la
seccidn eficaz diferencial cuantifica el nUmero de particulas que son dispersadas al interactuar

con dicho blanco, ya que pueden no hacerlo y continuar con su trayectoria original.

Debido a la interaccion electromagnética entre

Y‘) las particulas, la dispersion no se basa en si
b
i ]

estas colisionan o no, sino que depende de

+—
a
=]

V o muchos factores como sus velocidades o

Figura 6. Descripcion grdfica de la seccion eficaz [21]. parémetro de impacto. Asi pues, el concepto
de una seccion trasversal que cuantifica la probabilidad de dispersién puede asociarse a una
expresiéon que, incorporando la interaccién, relacione la amplitud de dispersién (D (6, E)) con
el angulo sélido de dispersion (dQ) y el area de incidencia (do) que se muestra en la figura 6.
Por tanto, la seccién eficaz diferencial (do/d(}) determina la probabilidad de detectar una
particula en una direccién determinada por unidad de angulo sdélido segln se expone en:

do
do=D(0,E)dQ = o D(6,E), (29)

A continuacidn, se deducira la expresion general de la seccién eficaz para los casos de interés.

Debido a que se estudiardn el scattering Bhabha (e"et — e~e™) vy la creacion de muones
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(e"et - u~ut), en la expresion para la seccién eficaz se considerara que las masas de las
particulas finales e iniciales pueden ser distintas, de modo que pueda recuperarse la expresion
para la dispersion Bhabha igualando las masas. Para obtener la seccion eficaz, se comienza
deduciendo la probabilidad de transicién por unidad de tiempo y volumen (Wfi), donde entra
en juego el papel de la matriz de dispersion (28) pues sus elementos de matriz Sg;

corresponden con esta probabilidad de transicion (25). Por tanto, Wy; quedaria como:

(@ [s|)]” _ m2m2

= (30)
[ d*x VAE2E'?

Wy = - 2m) 64 (P, — Pp) - | M|

)

donde se ha hecho uso de la expresioén (E.1) del anexo E dedicado a las propiedades de la delta
de Dirac. Ademas, se ha expresado el elemento de matriz en términos de una constante
dependiente de la energia, el factor asociado a la delta de Dirac y la denominada amplitud
invariante (Mﬁ), expresion que se probard al calcular los elementos de matriz. Es
conveniente obtener, a partir de (30), la probabilidad de llegar a los estados finales
circundantes a |d>f) en un intervalo diferencial del espacio de momentos, es decir, la
probabilidad de que las particulas finales tengan un momento en concreto. Para ello, se
multiplica (30) por la densidad de estados de las dos particulas finales usando la densidad de
estados que se deduce del problema de una onda estacionaria encerrada en una cavidad, que

puede encontrarse en la primera seccion de [20]. La expresidon quedaria:

dSﬁl d3q>l

e W 8

Ny
V =/ 7
dWr; = H(ZTﬁdspf Wy; = {dos particulas} = V?

Finalmente, considerando que en (6) las funciones de onda se normalizaron de forma que una
particula ocupa un volumen V, si se divide (31) entre el flujo de particulas incidentes |/jc| Y

el nimero de centros dispersores por unidad de volumen (en este caso uno) se deduce que:

m d3p’ M d3q

del del mM 2
do = = = = — |\ Ms .(27-[)454 pP.—pP,) — - ’
Tlinel 2 LTratl Bl 4 B~ G B (32
Vv Vv

donde |V, es la velocidad relativa de las particulas. Segln ya se ha mencionado, el dltimo
término representa el volumen tridimensional del espacio fasico el cual, aunque no es
manifiestamente covariante, puede deducirse que se trata de un invariante Lorentz [20]. De
este modo, cada particula tendrd una contribucién distinta a la seccién eficaz segin su
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densidad de estados finales en el espacio fasico, lo cual es ldgico, pues a mayor cantidad de
estados accesibles mas probabilidad de transicion. El factor referido a la delta impondra la
conservacién del momento y la energia una vez sea integrado. Por otro lado, a diferencia del
resto de elementos que constituyen la parte cinemadtica, la amplitud invariante contiene la
informacién de la interaccion. Se trata precisamente de un invariante Lorentz, pues al calcular

los elementos de matriz se comprobara que se trata de la contraccién de cuadrivectores.

Finalmente, el primer término constituye el denominado factor de flujo por unidad de tiempo
y area, que también se trata de un invariante Lorentz, aunque solo bajo la condicién de
colinealidad dada por (p - q)? = p?q?. Esto quiere decir que los momentos del electrén vy el
positron deben estar alineados antes de la interaccidn, lo cual es falso para situaciones mas
complejas (como la fisica del plasma), pero valido para el proceso de estudio [20]. Aplicando

esta condicidn, el término en cuestién de (32) se deduce que:

mM _ mM _mM 1
E2bal (G F —mt  EZ 2[k| (33)
E

A continuacién, hay que tener en cuenta que esta magnitud es una medida experimental
sujeta a cdmo se disefia el propio experimento. Suponiendo un montaje que no permite
detectar la polarizacion de las particulas, para comparar (32) con los resultados del
experimento primero habria que hacer la media de las posibles helicidades. Ademas, como
tampoco suele determinarse el estado final concreto de las dos particulas finales (solo de una
de ellas), se integrara (32) sobre los momentos finales de modo que 6 y E sean las Unicas

variables que se mediran en el experimento. De este modo, la expresidon quedaria:

2ng2 321 33231

m-M 2 d°p' d°q
dg = ———5—- | | M| - 6%(P;—P;) - 4 ————, 34
2(2m)?|k|E fl pl 8PP Ao (34)
donde el acento en forma de barra en la amplitud invariante y la seccion eficaz denota que se
hace la media sobre las helicidades. Dado que el integrando contiene una delta de cuatro
dimensiones, es conveniente reescribir la expresién para transformarla en una integral de
cuatro dimensiones y facilitar la manipulacidn de la delta. Haciendo uso de la identidad (E.4)

del anexo E, la expresiéon (34) quedaria como:

ZszZ 2
d—=f-fm St +q—p —q') - 8(q" —m2)e(q’) -
wTT: |Mp|" - 8*@ +q—p' —q) - 8(q'* —m?)0(q))

&P

d*q =
2
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1P dIf'lde

2m2M2 2
WJWM -§((p+qg—p")*—m*)O(p, + q, — ps) 2E (35)

o)

Es importante apreciar como integrando la delta se impone la conservacién de la energia y el
momento, lo cual implica que las energias finales e iniciales coincidan, tanto en el scattering

Bhabha como en la creacion de muones. Puede deducirse de forma sencilla como sigue:
Po+qo=pv,+q, = 2E=2E" = E=E' (36)

A continuacién, se considera el cambio de variable |p’| d|p’| = p, dp),, que surge de la
expresion para la energia de Einstein (1): péz = |p'|?> + M?. Después de este cambio, los

limites de integracion para p,, vendrian marcados por:

- Cotamaxima: O(p, +q, — ;) = O(2E —p,) = p, <2E. (37.1)
- Cotaminima: p,>=|p'2+M*={|p'|=0}=M2 = p,>M. (37.2)

Las cotas manifiestan que el reparto de energia entre las particulas finales debe ser tal que
ninguna adquiera una energia mayor a la disponible inicialmente (37.1), ni inferior a la
necesaria para producir la propia particula (37.2). Estos limites en la energia de una de las
particulas del estado final resultan evidentes, pero lo interesante es que aparecen de manera

natural, sin necesidad de imponerlos de forma externa.

Por otro lado, si se desarrolla la delta de (35) se obtiene la expresion:

6(po — E)

AE (38)

§((p+q—p')*—m?) =5(4E? — 4Ep,) =

donde se ha aplicado la propiedad para la delta mencionada en (E.6). Finalmente,
introduciendo los limites de integracidn (37) para eliminar la funcién de Heaviside en (35) y

sustituyendo la expresion (38), se concluye que la seccion eficaz diferencial seria:

do =

mZMZ 2E 5 6(p, _ E) R
|1l 2R 131 g d
m

(2m)2|k|E2 4E

dg  m*M* K| 2

= 16n7E | [27.]" (39)

donde hay que tener presente que la amplitud invariante tiene la restricciones impuestas por

la delta que se ha integrado, es decir, la conservacidn de la energia y el momento.
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7.- Calculo de los elementos de matriz

Después de haber obtenido la expresidn para la seccién eficaz (39) Unicamente quedarian por
deducir los elementos de matriz para los procesos considerados, mas concretamente, la
amplitud invariante. Se comenzara con el calculo del scattering Bhabha, donde se abordara el
caso general y el limite ultrarrelativista, y se continuard con la creacion de muones, que
reutilizard muchos de los procedimientos de la dispersion Bhabha. Aun asi, conviene comentar

las caracteristicas generales de ambos procesos.

En primer lugar, es fundamental tener definidos los estados inicial y final que definen el
elemento de matriz, tal y como se expuso en la seccién 5.4 dedicada a la matriz S de Dyson.
En ambos procesos, tanto el estado inicial como final estdn constituidos por una pareja de
leptén-antileptdn. Los vectores estados serian pues el resultado de aplicar los siguientes

operadores de creacidn sobre el estado de vacio:

;) = ¢} (B)dl(@)]0) |®;) = ¢l (3)dl (G)]0). (40)

En segundo lugar, como se trata de un desarrollo perturbativo, hay que establecer cuando se
interrumpira el mismo. En este caso, ya se examinaron al final de las secciones 3y 5.4y

durante del anexo C los motivos por los que se limitard al término de segundo orden.

De este modo, desarrollado el producto temporal en la expresion (28) a través del teorema
de Wick [18] aparecen ocho términos. De entre todos, habria que escoger aquel que presente
dos lineas fermidnicas externas, pues se trata del Unico término que presenta los operadores
de creacidon y destruccidon necesarios para conectar los estados definidos previamente.

Denotando con el superindice (2) el orden del término, este quedaria como:

2
s@ = Tef f d*x,d*x, : (‘T’A‘P)xl(‘?ﬁ‘l’)xz P (41)

> 7.1.-Scattering Bhabha: (e"e™ — e”e™)

Sin embargo, aun definiendo el elemento de matriz, el proceso no esta completamente
determinado. La razén es porque los estados inicial y final pueden conectarse de diferentes

maneras segun la ordenacién de las interacciones intermedias y, como en el experimento solo
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pueden identificarse los estados inicial y final, en el elemento de matriz habra que considerar
la contribucion de todos los posibles procesos intermedios. Para el scattering Bhabha se

ilustran en las figuras 7 y 8, donde se ha tomado la evolucién temporal en direccién vertical.

Figura 7. Diagrama directo de la figura Figura 8. Diagrama de intercambio de la figura
3.25 a) en la seccion 3.4 de [20]. 3.25 b) en la seccidn 3.4 de [20].

Es importante subrayar que, aunque las figuras 7 y 8 parezcan ilustrar inicamente dos de los
cuatro diagramas mencionados, la realidad es que en cada una de ellas se considera la
contribucién de dos diagramas. Para entender esto es conveniente examinar el hamiltoniano

de interaccién de uno de los diagramas, por ejemplo, el de la figura 7.

En cada vértice hay dos campos fermidnicos representados por las lineas externas en los
diagramas y, atendiendo a la estructura de (16), debe tratarse de una pareja constituida por
un término del campo y otro del campo adjunto. Los términos que intervienen en el
hamiltoniano del vértice x; en (41) deberian ser el asociado a la destruccién de un electrén
(15.1) y la creacién de otro (15.4) y para x, seria andlogo, pero con los términos del campo
asociados al positrén. Sin embargo, la estructura de (16) permite intercambiar los campos de
ambos vértices sin afectar a los estados final e inicial, de modo que en x; sean los del positréon
y en x, los del electréon. Como en el diagrama de intercambio (figura 12) puede hacerse un
razonamiento andlogo se comprueba que cada diagrama presenta realmente una

contribucién doble y por tanto los elementos de matriz deberan multiplicarse por dos.

1) Diagrama directo:

Como se acaba de explicar, los campos del vértice x; deben asociarse a la destruccidon y
creacion de un electrén y los de x, a un positron. Introduciendo en la expresién (41) los

campos de (15) correspondientes a estas lineas externas quedaria:
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=5 [ [ atnate, s @ra ), @0pano) s

donde el superindice denota que es el término directo. Debido a la presencia del producto
normal, los operadores se deben reordenar de modo que los de destruccidn actuen primero,

por lo que intercambiar ¥ (x;) con W) (x,) introducira un signo menos en la expresion.

A continuacidn, segun se ilustra en (25) el elemento de matriz se calcula multiplicando a cada
lado por los vectores estado, de forma que todos los operadores de creacion y destruccidn se
cancelan, ya que este término de S debe conectar ambos estados para no ser nulo. Como

resultado aparece el producto del estado de vacio consigo mismo que vale la unidad.

Si se sustituyen las expresiones (15) para los campos, se extraen de la integral las constantes
asociadas am, E y V y se agrupan las exponenciales asociadas al mismo vértice, la expresion

del elemento de matriz quedaria:

S]Pl- = de de Xy (u y”1|4 Ly Uy el(P p)X1)(v yv/|1 WUs ,el(q q)xz) (43)

EZV2

donde se ha omitido la dependencia con el momento en la notacidn, asi que de aqui en

adelante se entendera que:
u@ =y U@)=us vu(@)=vy (G =7 (44)
A continuaciodn, si se introduce la expresion del propagador del campo electromagnético dada

por (20) y se hace uso del punto 2 del anexo E, la expresién final seria:

2 2

Sfi = gz @' @' + ¢’ —p - Ol ' )V”ur(p)] ,)2 |75y, (§))]. (45)

2) Diagrama de intercambio:

El procedimiento seria andlogo al caso anterior a excepcidn de dos diferencias referidas a las
lineas externas de los vértices. La primera seria que mientras que en el diagrama directo cada
vértice contiene lineas de creacién y destruccién, ahora hay lineas de un solo tipo. De este

modo, la expresion (41) para este caso seria:
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st = — ] J d*x;d*x, : (tp(+)yu,|4ulp<+))x1(q1< )yv,|4vq1< >)x2 :, (46)

donde ahora el producto normal introduce dos permutaciones en lugar de una y como

consecuencia no aparece un signo menos como en el término directo.

La segunda diferencia consiste en que para el diagrama directo cada vértice tiene Unicamente
lineas de electréon o positrdn, pero en el de intercambio aparecen lineas de ambos tipos en
cada vértice y la expresion del elemento de matriz mezclard los espinores de particula y
antiparticula dentro del mismo corchete, al contrario que en (45). Ademas, como la pareja
electron-positron se aniquila momentdneamente, el cuadrimomento del fotén virtual que
transmite la interaccion debe coincidir con el total del estado inicial, es decir, ky =p+gqen
lugarde k, = q — q'. De este modo, la expresidn resultante para el elemento de matriz seria:

2 in2

m A4 QA[ 1 [ TG4 (a’ l—
@2mn)*6*(p' +q' —p — Plu @y vy (g )](erq)2

1 _
Sfi T E2p2

[7:@y,u-B)].  (47)

Asi pues, agrupando las contribuciones del término directo y de intercambio, puede
justificarse porque en (30) se dio esa expresion para el elemento de matriz. Comparando este

resultado con lo expuesto en (30) se deduce que la amplitud invariante seria:

ie?
(»+q)?
ie? (48)

(q_eW [ﬁs (C_I)))/uvs' (C_I),)]

My = [ (B)y*ver ()] [7:( @Dy, )]

_[ar'(ﬁ,)yuur (ﬁ)]

> 7.2.- Produccién de muones: (e"et - pput)

En este caso, la Unica contribucién al elemento de matriz es el
diagrama ilustrado en la figura 9. El motivo de no considerar un
diagrama analogo a la contribucidn directa en el scattering Bhabha
es porque violaria la conservacion de los niumeros cuanticos en

cada vértice. En concreto, si en el mismo vértice se incluye un

electrén entrante y un mudn saliente (ademds del fotén virtual),

, , . aunque se respete la conservacién de la carga, energia y momento,
Figura 9. Diagrama produccion

de muones de la figura 6.5 en la

> se viola la conservacion del numero leptonico.
seccion 6.5 de [22].
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Ademas, aunque se comprobard al deducir su seccidn eficaz, este proceso tiene una condicién
afiadida y es que la energia minima en el estado inicial debe ser al menos la necesaria para
producir los muones, es decir, p, + q, = 2E = 2M. El motivo de que no aparezca en el caso
anterior es porque, al ser las mismas particulas, esta condicidn se satisface siempre. Es
importante aclarar que no se trata de la misma condicién que (37.2), pues es una exigencia en

la energia inicial, no en el reparto de dicha energia entre las particulas del estado final.

En cuanto al elemento de matriz, resulta evidente que debe coincidir con la expresién (47) a

excepcion de la masa de las particulas del estado final, asi que la amplitud invariante quedaria:

My = [y By ver (@] ﬁ (7@ B)] (49)

8.- Calculo de las amplitudes invariantes

Finalmente, solo quedaria expresar las amplitudes invariantes en términos de las variables
independientes que se especificaron durante el calculo de la expresidon general de la seccidon

eficaz en la seccion 6, el dngulo de dispersidn 0 y la energia de una de las particulas E.

> 8.1.- Scattering Bhabha: (e"e™ — e”e™)

En primer lugar, realmente en (39) interviene el mdédulo al cuadrado y promediado de la

amplitud invariante, de modo que, para la expresiéon (48), esta magnitud quedaria como:

4

84 1
= Z Z {[arlyuvsl][ﬁrlyvvsr]-l- —(p n q)4 [ﬁsyuur] [ﬁsyvur]'l'

2
|75
rr'ss’

Ly H TR AT LI 1 7 7 t

+ [y l[uyVu,d m[vs)’uvs'][vsyvvs']

_ _ 1 _ _
- [ur'y#vs'][ur'yvur]T (p T q)z(q — q,)z [vsy#ur] [US]/VVSI]T

1
- [ar’y‘uur] [ar'yvvs’]-l- (p + q)Z(q _ qr)Z [ﬁsyﬂvs'][ﬁs]/vur]-r} ’ (50)

A continuacién, haciendo uso de la relaciones de cierre (7), se deduce que cada uno de los

términos en (50) puede expresarse como una traza o el producto de ellas. En concreto,
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nombrando al producto de espinores en cada linea de la ecuacién (50) como M@, en los
términos MW y M@ (de intercambio y directo respectivamente) aparecera el producto de
dos trazas. El motivo es porque los espinores con el mismo indice del sumatorio (misma
helicidad) se encuentran separados en los dos productos que hay a cada lado del cociente de
los cuadrivectores. Por el contrario, en M 3 y M@ (los términos de interferencia) estos

indices se reparten por todos los corchetes, de modo que resultaran en una Unica traza.

Como el procedimiento es analogo en todos los términos se demostrara Unicamente para una
de las trazas de M'(D, ya que es el mismo cdlculo que aparecera para la creacién de muones.
Ademas, en lugar de escribir las expresiones explicitas de los espinores y matrices, se

denotardn los productos a través de indices. De este modo, usando (7) la traza quedaria:

[ﬁr,y”vs,][ﬁr,yvvsr]-r - Z UpryHvgr - UgryVupr = (51)
TZ r's
= ZZ(u i (y’%Z[(v D @] i)y =
r! ijkl
g - m N g - m
ZZ(u iy >l,< — ) @) = ) ) 1@ (yﬂww) =
r! ijkl ii 7! il

4 4
p +m d—m pP+m 4 —m p+m 4 —m

= u v :E I vl =T I vi
Z( 2m )li<y 2m >il 2m 14 2m 14 I r 2m 14 2m 14

il l

De este modo, los términos de la amplitud invariante se pueden expresar como:

p+m o —m d—m p+m
M =Tr{ 2m vt 2m yv}-Tr{ om ¢ om )/v} 521
pP+m p+m d—m d —m 29
M@ =T u v (52.2)
r{ om ¥ 2m y} {Zm Ve om )/v}
g—-m p+m _pP+m 4 -—m 2.3
M® =T v u (52.3)
r{yv om " om ¥ Tom U Tom }

d—m ¢ —m V¢’+m ”¢+m}. (52.4)

MW =T
r{yv om " om ¥ Tom 2m

Por consiguiente, tan solo faltaria deducir el valor de las trazas (52), para lo cual se hara uso

de los teoremas de trazas, que pueden encontrarse en el anexo F. Mediante estos, las

30



expresiones (52) pueden escribirse en funcién del producto de cuadrivectores que, a su vez,

pueden expresarse en funcidon de 8 y E a través de las expresiones del anexo D.

Llegados a este punto, se presentan dos posibles maneras de abordar el problema, de forma

general o considerando el limite ultrarrelativista, tal y como se muestra a continuacién.

1) Caso general:

Para empezar, las expresiones de (52) pueden simplificarse prescindiendo de los términos que
tienen un factor m™P%", porque presentan un nimero impar de matrices y* multiplicandose
y, segun dicta el teorema (F.1), esas trazas seran nulas. De este modo, se procede con el
calculo de las trazas, que se limitard a los términos M@ y M3, ya que los dos restantes
tienen la misma estructura y el calculo seria completamente analogo. Comenzando con M@,

si se sacan fuera de las trazas los factores 1/2m, la expresién (52.1) se simplifica como sigue:

4

1
20 = (1) [reysty) - ety )] [l - meTty)] . (63

Como este término consiste en el producto de dos corchetes con las mismas trazas, el calculo
se centrard en el primero de ellos, siendo idéntico para el segundo. Empezando con la traza
de cuatro matrices gamma, primero hay que definir dos cuadrivectores auxiliares A y B tales
que Unicamente sus componentes u y v sean distintas de cero, respectivamente, y valiendo

estas 1 en ambos casos. De este modo, la primera traza de MM puede reescribirse como:
Tr{gy dy”} = Tr{g AdB} (54)
Por tanto, aplicando los teorema de trazas (F.2) y (F.3), se deduce que:
Tr{p Ad'B} = 4(p"“ ¢ — (' - ) g" +p""q'*). (55)
En cuanto a la segunda traza, aplicando el teorema (F.4) esta se reduce a:

Tr{y*y'} = Tr{g""v,v"} = {(F.4)} = g* g, " Tr{l} = 4g" . (56)

Repitiendo el calculo en el segundo corchete y contrayendo los cuadrivectores quedaria como:

2
MO =— (0" @)@ p)+ @ p)@ -+ p +q-p)m*+2m*]. (57)
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En cuanto a (52.3), su expresion se vuelve mdas complicada apareciendo un total de ocho trazas

gue se muestran a continuacién:

1 4
M® = <ﬁ) Tr{v vy "By e — m*ndypy ' v: — m*ndy,  Bre + mPydyy Vv i
+ MY VY B YE — MEn Yy YR — mPn B YR+ mt Y vE) . (58)
Como el primer término es el mismo que aparecera en el régimen ultrarrelativista, Gnicamente

se calculara este de forma explicita, pues los cdlculos son analogos para todas las trazas

involucradas. Volviendo a hacer uso de un vector auxiliar 4, se puede deducir que:

1,\* 1y\*
(55) - Trlndmer ey} = (EDY = (5-) - COTlppasyra). (59

2m 2m

Deshaciendo el vector A en funcién de y# y aplicando los teoremas (F.2) y (F.6) se tiene que:

= Tripy'dpy"d} = -

2

i CRVDICRE DR (60)
Tras obtener el resto de las trazas para M3, asi como las expresiones de M@ y M@, se
puede deducir la amplitud invariante para el régimen relativista. Considerando que muchos

de los productos de cuadrivectores son idénticos segln lo expuesto en el anexo D, la expresién

de la amplitud invariante quedaria como:

2z e [(p-q)+ @ -p)?+2(p-qm?+2m*

|Mfi| - 2m4 (p + q)4
N @-q)Y+@-9*-2@ pH)m*+2m* 2[(p-q')+m?]*—m* (61)
(q—q')* »+q@)?(q —q')?

Es importante resaltar que ahora la expresidn (61) solo tiene tres términos, en lugar de los
cuatro que habia antes. La razén es porque, tras calcular las trazas, los dos términos de

interferencia resultan idénticos y como consecuencia el ultimo cociente tiene un factor 2.

Sin embargo, como ya se ha comentado, esta expresién debe reducirse a una dependencia
exclusiva con 8 y E, lo cual se consigue sustituyendo los productos de los cuadrivectores segun
los resultados del anexo D. De este modo, solo habria que incluir esta expresion de la amplitud
invariante en la férmula general para la seccién eficaz dada en (39) e imponerquem =M y
|E| = |E’| Si ademas se sustituye la expresidn de e en términos de la constante de estructura
fina (e? = 4ma) se concluye que la seccidn eficaz general del scattering Bhabha seria:
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dc a? |3m*+4(E? —m?»)m? + (E? —m?)?(1 + cos? 6)
dQ) 8E?Z 2E*

m* + 4(E%2 — m?)m?2 cos? (g) + 2(E? — m?)? (1 + cos* (%))

* 2(E? — m?)2sen* (%)

3m' + 8(E2 — mm? cos? (7) + 4(E* ~ m?)? cos* (3)
2E2(E? — m2)sen? (%) | !

2) Limite ultrarrelativista:

La diferencia fundamental respecto al caso anterior es que ahora también se puede prescindir
de los términos con factores mP%", porque al trabajar en el limites de altas energias se admite
que E > m. Como los términos de m!™P seguirdn siendo nulos, ya que es un resultado
independiente del régimen que se escoja, Unicamente quedarian los que no tienen factores

de masa. Restringiendo de nuevo los cdlculos a M@ y M B estas se simplifican como sigue:

4 4

1 1
M = () Tefgyray) Trlaan) - MO = (o) - Trlndnarsrea). (63

Se comprueba que la Unica diferencia reside en que ahora no aparecen las trazas ligadas a
factores mP4", De este modo, aplicando los mismos procedimientos que antes se deduce que

la amplitud invariante para el scattering Bhabha en el limite ultrarrelativista es:

(64)

2. e[ a)+@ p? )Y+ q? 2(p-q')°
|Mfl| =5 4 4 + N4 + 2 nz|-
2m (r+q (g—-4q") ®+9)?*@q@—-1q")
Aplicando de nuevo los resultados del anexo D, las contracciones de (64) pueden expresarse
en funcién de 8 y E, de modo que se concluye que la expresién general para la seccién eficaz

ultrarrelativista del scattering Bhabha quedaria como:

| o? | 1+ cos?(6) 1 + cos* (g) 2COS4 (g) -
O B e

Ademas, como es logico, comparando (62) y (65) se verifica que la segunda puede deducirse

de la primera imponiendo E > m y despreciando los términos que tienen factores de masa.

33



Estas expresiones coinciden con las expuestas en la bibliografia [20], en concreto, puede
demostrarse que (62) resulta equivalente a la expresién (21) del ejemplo 3.8 y (65) coincide

con el resultado (3.143) de la seccién 3.4.

> 8.2.- Produccién de muones: (e"et - p~ut)

En este segundo proceso, como solo existia la contribucion de un diagrama al elemento de
matriz (figura 9), la expresidon de la matriz invariante (49) estaba constituida por un uUnico

término. Tomando su médulo al cuadrado y promediando sobre las helicidades se obtiene:

1
@+ q*

et (1 —
| "4 Z {[ur'Y” v ][ty vt

rr'’ss’

[oras]mnalt],  (66)

donde, tal y como se adelanté en el proceso anterior, la expresiéon (66) coincide con MD
definido en (50). De este modo, el siguiente paso seria expresar (66) en términos de la traza
de matrices, pero este cdlculo ya se detalld al deducir (52.1), por lo que este caso seria

completamente idéntico y se obtendria:

4 ’ ’ —
2 e— Tl"{ys +My“q 1\4)/1/}'1‘1'{’21 m)/ ¢+m}/v}. (67)

u
e,

CE 2M 2M 2m "% 2m

La Unica diferencia respecto al caso anterior es que, como las particulas finales se tratan de
muones en vez de electrones, los espinores asociados a estas tienen una masa distinta,
denotada por M en lugar de m. Ademas, el calculo de las trazas también se abordd en la
seccion previa, resultando en la expresién (57) en el caso general. De este modo, considerando
que los momentos finales tendran asociados un factor M en vez de m, puede deducirse que:

Tz e @ -0 p+@ p)@ - q@+@  pIM +(q-p)m* +2m’M?

K = . (68
| m2M?2 2(p + q)* (68)

fi

Ademads, como en este proceso se pierde parte de la simetria que habia antes debido a que
las particulas finales son distintas a las iniciales, algunos de los productos de cuadrivectores

que antes coincidian ahora no lo haran. Atendiendo a lo expuesto en el anexo D, quedaria:

|2 et (@ pP+ @ p)?+(q -pIM? + (q - p)m? + 2m*M?

 m2M?2 2(p + q)* (69)
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Finalmente, introduciendo (69) en (39) y expresando los productos de los cuadrivectores en

términos 8 y E, la seccidn eficaz para el proceso de creacién de muones seria:

dé a? |EZ2—M?2 E*(1+ cos?(8)) + E?(m? + M?)sen?(8) + m?>M? cos?(0) (70)
dQ 16 |E2 —m? E® '

Comparando este resultado con la bibliografia [20] se comprueba que, tomando el limite
ultrarrelativista, la expresién (70) coincide con la 3.144 de la seccién 3.4. Sin embargo, en este
trabajo se ha deducido una expresion general, no solo por la limitacidn que impone el limite
ultrarrelativista en el valor de la energia, sino con el objetivo de poder utilizar este resultado
(70) para estudiar cualquier proceso de creacidn de leptones. Debido a que la Unica diferencia
entre este tipo de particulas es su masa, la expresiéon (70) puede utilizarse para cualquier

proceso sean cualesquiera (e, u, 7).

Por ultimo, es importante comentar que, a diferencia de los resultados (62) y (65), para

— —
deducir (70) no se satisface |k| = |k’| y como consecuencia aparece un factor en forma de
raiz cuadrada en la expresion de la seccidn eficaz. Es precisamente este término el que impone

la restriccion E = M que se comentd en la seccidn 7.2 al presentar el diagrama del proceso.

Se comprueba facilmente que si no se satisface la condicién E = M entonces el término
dentro de la raiz seria negativo y la seccién eficaz imaginaria, lo cual carece de sentido.
Ademas, se podria pensar que para E < m tanto el numerador como el denominador del
cociente serian negativos y no habria problemas, pero esto es imposible de satisfacer, pues

las particulas iniciales no pueden tener menos energia que la que les aporta su masa.
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[1I. ANALISIS DE LOS RESULTADOS

Finalmente, en vista de los resultados del capitulo anterior, a lo largo de este se presenta el
estudio de las secciones eficaces obtenidas. Se prestara especial interés al scattering Bhabha
y la produccién de muones, aunque se incluirdn otros procesos relevantes en la interaccién
electrén-positron, como es la produccion de fotones!. Durante el andlisis se examinard la
dependencia de cada proceso con la energia y angulo de dispersién, exponiendo que

contribucidon es mas relevante en cada caso.

Ademas, para comprobar la validez de los resultados, se compararan las predicciones tedricas
con los resultados experimentales publicados en [23-26] y recogidos en los aceleradores
PETRA y LEP durante 1982 y 1994. Los valores experimentales y sus correspondientes errores
pueden encontrarse en la base de datos [27]. Por ultimo, hay que mencionar que todas las

figuras mostradas a continuacién han sido realizadas con el software de MATLAB.

9.- Scattering Bhabha

En la figura 10 se ilustra la dependencia de la

z Expresion general
10 T T T

— 0.7 MeV seccion eficaz diferencial (62) con el cos(6)
— 1.1 MeV
1.7 MeV para tres energias distintas no muy superiores

10°
a la masa del electrén. Lo primero que destaca

es que, aunque cos(0) € [—1,1], el dominio

se ha restringido a [—0.8,0.8]. El motivo es

do/dQ [blstr]
=)

porque los dos ultimos términos de (62)

1072 . ., .
tienen una funcién seno en el denominador
que para 6 = 0° (cos(f) =1) se anula y la

103 X . : : ; j 4 .y . .

08 06 -04 02 0 02 04 06 08 seccion eficaz diverge.

cos(0)

Figura 10. Seccion eficaz diferencial del scattering Bhabha La EXpIicaCion de esta divergenda reside en

frente al cos(0) para energias en torno al MeV. . L, L. .
que la interacciéon electromagnética tiene

alcance infinito, de modo que el electron siempre interactuard con el positréon

! La seccidn eficaz de este proceso no ha sido deducida en el trabajo y, aunque con el formalismo ya presentado
no supondria una dificultad afiadida, a falta de espacio se dard la expresidn que figura en la literatura [20].
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independientemente del parametro de impacto. Es por ello que aun si las particulas estan muy
alejadas efectivamente existiria interaccidn, aunque su efecto sera practicamente nulo y las
particulas no se desviaran de la trayectoria inicial, dando como resultado infinitas

contribuciones a la seccidén eficaz para cos(6) = 1.

Otra caracteristica fundamental es la falta de simetria en la funcién, pues se observa que a
medida que disminuye el coseno la seccién eficaz decrece, comenzando en un valor
divergente para 6 = 0° y alcanzando el minimo en 8 = 180°. Para estudiar correctamente
esta caracteristica es preciso analizar la contribucidn de cada término en la seccion eficaz (62),

que incluye el término de intercambio (M(l)), el directo (M(Z)) y los de interferencia

(M(3) y]\/[(‘”), gue ya se comprobd que eran idénticos analizando la expresion (61).

Enlafigura 11 se comprueba que la contribucidn principal procede del término directo debido
a lo expuesto sobre la divergencia para angulos pequefios. Mientras que en el proceso directo
contribuye cualquier electrén, independientemente de su distancia al positrén, en el de
intercambio ambas particulas deben estar suficientemente cerca para aniquilarse

momentaneamente en un fotdn virtual, siendo por tanto menos significativo.

Contribuciones por diagrama (E=1.7 MeV) En cuanto a las simetrias de cada proceso, en el

de intercambio las particulas finales surgen de
forma espontanea tras la aniquilacién en un

fotén virtual. Por esta razén es de esperar que,

aa
o
N

para una misma direccion de salida de las

do/dQ [b/str]
>

particulas finales, las contribuciones de los dos

0t ] posibles sentidos sean idénticas, resultando en
(+) (=) — Intercambio ., .
105 — Directo una funcion simétrica. Por otro lado, la falta de
Interferencia
- - Total simetria en el término directo se debe a la ya
107?0.8 »0‘.6 »(;.4 02 0 0.‘2 01.4 0‘.6 0.8 . . . ~
c0s(©) comentada divergencia para angulos pequefios

Figura 11. Contribucién de cada término de la seccidn por CUIpa del alcance infinito de la interaccion

eficaz diferencial del scattering Bhabha frente al cos(6). " . .
f 4 g f ©) electromagnética. Por consiguiente, debido a la

dominancia de la contribucién directa, el caracter simétrico del término directo no se aprecia

y la seccion eficaz exhibe un comportamiento asimétrico, tal y como ilustra la figura 11.
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Por ultimo, el término de interferencia de la figura 11 ha sido representado en valor absoluto
para poder observar su contribucidn para todos los angulos en escala logaritmica. Realmente,
tal y como como muestran los signos de la figura 11, solo tiene valores positivos en el intervalo
cos(0) € [—1,0.5] siendo este mds grande cuanto menor sea la energia. En general, cuando
toma valores positivos su contribucién es mucho menor que la de los otros dos términos, pero
una vez se vuelve negativo crece muy rapidamente, llegando a divergir también cuando el
cos(@) es préoximo a la unidad. Sin embargo, como siempre se mantiene por debajo del
término directo, en la figura 11 se observa como el valor total de la seccién eficaz para angulos

pequefios es practicamente la contribucidn directa, aunque ligeramente reducida.

Como conclusion de lo expuesto hasta ahora, las figuras 10y 11 muestran que la seccién eficaz
predomina principalmente para dngulos pequefios. De este modo, la situacion mas favorable
serd observar las particulas finales en la misma direccién y sentido que las iniciales,

reduciéndose la probabilidad del proceso segiin aumenta el dngulo de dispersion.

Por otro lado, en la figura 10 se comprueba que la energia inicial de las particulas no afecta a
la forma de la funcion pues, mas alld de un descenso en el valor global, el comportamiento de
la seccién eficaz es el mismo para las tres energias. El motivo de este descenso es que, al
aumentar la energia, la velocidad de la particula también se incrementa y como consecuencia
el tiempo de interaccion entre ambas disminuye. Como resultado, la transferencia de
momento serd menory, con ella, el cambio en la direccién de movimiento, por lo que de forma
general la contribuciéon a todos &angulos disminuye, aunque para cos(6) =1 seguira

divergiendo por los motivos ya comentados, tal y como se aprecia en la figura 10.

Ademas, examinando la expresién (62), también puede comprobarse que cuando la energia
coincide con la masa del electrdn los dos ultimos términos divergen nuevamente, en este caso,
porque el denominador es de la forma (E? —m?). Sin embargo, esta situacién carece de
sentido pues, si inicialmente se consideran infinitamente alejadas y toda la energia de las
particulas reside en sus masas, entonces estas no pueden acercarse para que tenga lugar la
interaccion. De todos modos, seglin disminuye la energia, aumenta la seccion eficaz y por
tanto la probabilidad de que tenga lugar el proceso, que se maximiza si las energias iniciales

de las particulas son ligeramente superiores a sus masas.

38



0 Comparativa a cos(9)=0.4
10
—Relativista
—Ultrarrelativista
—10"
»
=}
c
iz
3
102
1078 :
0 1 2 3 4 5
E [MeV]

Figura 12. Seccion eficaz diferencial del scattering Bhabha
general y en el limite ultrarrelativista frente a la energia

para un valor fijo de cos(0) = 0.4,

En cuanto al limite ultrarrelativista, ya se
comento al final de la seccién 8.1 que para altas
energias la expresion (62) se reduce a la (65), de
modo que, representando ambas funciones
frente a la energia para un valor fijo del coseno,
se verifica que para energias del orden del GeV
sus comportamientos son idénticos. Sin
embargo, en la figura 12 se aprecia claramente
gue para energias bajas el limite ultrarrelativista
(65) no coincide con la expresidn general (62). A

partir de esto, puede identificarse que, como

para todos los valores del coseno las funciones exhiben un comportamiento similar al de la

figura 12, el limite ultrarrelativista empieza a tener validezentornoa E ~ 4 MeV/, pues a partir

de esa energia se asegura que la diferencia entre ambas predicciones sera menor al 2 %.

Por otro lado, en la figura 13 se comprueba como las secciones eficaces deducidas para este

proceso se adaptan con gran precision a los resultados experimentales, coincidiendo en un

amplio rango de valores del cos(0) y para tres energias distintas. En este caso, en base a lo

comentado sobre la validez del limite ultrarrelativista, es evidente que tanto (62) como (64)

predicen los valores experimentales porque se encuentran en el orden del GeV.

Validez scattering Bhabha

— 7 GeV

11 GeV
— 17 GeV
H PETRA

ks
o
=)

do/dQ [nb/str]

ac
<

»—f—f_'/_i/
“‘_—N_E_i_,*—z—rqq"—i
1072 . . . . . | I
0.8 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6

cos(B)

0.8

No obstante, es importante resaltar que para
las energias de 7 GeV y 11 GeV, aunque la
mayoria se mantiene en el margen de error,
los valores correspondientes a angulos
grandes difieren apreciablemente de Ia
prediccién tedrica. Aunque para estos angulos
hay menor estadistica porque se registran
menos eventos, lo cual aumenta el error de la
medida, otro motivo a considerar para

explicar la discordancia reside en el hecho de

gue el tratamiento perturbativo empleado se

Figura 13. Seccion eficaz diferencial del scattering Bhabha y
datos experimentales de [23] frente a cos(0).

restringe al orden mdas bajo posible. Si se
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considerasen mas términos en el desarrollo probablemente estas diferencias con los valores
experimentales se reducirian. A pesar de ello, la figura 13 justifica porqué los calculos pueden
restringirse al primer orden no nulo y porque tiene sentido que Feynman, Schwinger y
Tomonoga propusieran detener el desarrollo perturbativo, tal y como se comenté al final de

la seccidn 3, pues aun en el orden mas bajo posible las predicciones resultan muy acertadas.

10.- Produccién de muones

Brevdinceitin A8 En la figura 14, se ilustra el comportamiento de la
— 7 GeV
— 9GeV
13 GeV

55

seccion eficaz (70) frente al cos(8) para varias

50 -

energias y comparandola con la figura 10 se

pueden apreciar ciertas diferencias. La primera es
que ahora no hay divergencia para cos(8) = 0,

porque el denominador en (70) no tiene términos

do/dQ [pb/str]

divergentes para ningun angulo.

La segunda y mas evidente es que ahora la funciéon

si es simétrica, presentando un minimo para

-1 -0.5 0 0.5 i
cos(8) cos(8) = 0, de modo que en este caso la situacion

Figura 14. Seccidn eficaz diferencial de la produccion MENOS favorable serd observar a los muones en
de muones frente al cos(0) para energias en torno al . . . i

GeV. una direccion perpendicular a la de las particulas
incidentes. De todos modos, la probabilidad seguird siendo maxima cuando los muones
conserven la direccién de las particulas iniciales, pues los maximos de la funcién se encuentran
en cos(8) = +1. La diferencia es que ahora, debido a la simetria, la probabilidad de que la

particula (antiparticula) final se propague en sentido opuesto a la particula (antiparticula)

inicial coincide con la probabilidad de que se propaguen en el mismo sentido.

El motivo de ambas diferencias se encuentra en que para este proceso solo hay que considerar
el diagrama de intercambio de la figura 9. Como este es completamente analogo al
correspondiente del scattering Bhabha, sus propiedades seran idénticas y por tanto la seccion
eficaz resultante sera simétrica. Ademas, la ausencia de un término directo y la condicién que
se examino al final de la seccién 8.2, la cual impone que solo las particulas suficientemente
energéticas pueden dar lugar a los muones, evita la divergencia para cos(8) = 0.
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Una consecuencia directa de que las particulas iniciales tengan una cota minima en la energia
para dar lugar a la interaccion es que, en general, la seccion eficaz se reducira respecto a la
dispersidon Bhabha. Esto se comprueba comparando las figuras 13 y 14 para valores muy
negativos del coseno, donde el valor de la magnitud se reduce casi un orden de magnitud para
la energia de 7 GeV. Ademas, para valores grandes del coseno, la divergencia resultante del
término directo en el scattering Bhabha introduce una diferencia de casi tres érdenes de
magnitud. Por tanto, aunque el scattering Bhabha y la creacién de muones sean procesos que

compiten en la interaccidn electron-positron, el primero siempre dominara sobre el segundo.

Por otro lado, la seccidn eficaz para la produccién de muones (70) se reduce con el aumento
de la energia vy, a diferencia de la seccién eficaz del scattering Bhabha (62), esta vez no se
concentra en torno a dngulos pequefios. Sin embargo, mientras que en la férmula (62) aparece
una divergencia cuando E = m, ahora la expresién (70) se anula si E = M debido al término
de la raiz. Aun con esa diferencia se comprueba que, al igual que antes, la probabilidad se

incrementa segln E tiende a la masa del mudn, siendo maxima cuando la supera ligeramente.

En cuanto a la validez de (70), la figura 15 ilustra que para este caso los datos experimentales
no se adaptan a la prediccién tedrica igual de bien que en la figura 13. Ademads, ahora no
puede argumentarse que sea debido a no considerar términos de orden superior en el
desarrollo, pues estos introducen pequefias correcciones y la prediccién de la figura 15 difiere
considerablemente de los experimentos. El motivo real de esta discrepancia surge

principalmente de haber ignorado la interaccion débil en los calculos.

Validez de la produccién de muones Aunque no se haya abordado en este trabajo,

— 21.5GeV

- % PETRA realmente muchos de los procesos que pueden

tener lugar a través de la interaccién
electromagnética compiten con la interaccion

débil. En concreto, todos los procesos que

do/dQ [pb/str]
o~

involucren diagramas de intercambio (figura 8)

pueden ser mediados por el bosén neutro Z° en

2 - ‘ ‘ lugar del fotdn virtual, ya que respeta la
g -0.5 0 05 1

cos(6) conservacién de la carga. Como consecuencia,

Figura 15. Seccion eficaz diferencial de la produccion de

-5+ -+
_)
muones y datos experimentales de [24] frente a cos(6). todos los procesos de la forma e”e =1

(donde [ denota leptdn), como es la creacion de
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muones, no son descritos de forma satisfactoria por la QED cuando la energia disponible se

acerca a la masa del bosén Z° [28].

La principal repercusién de la contribuciéon débil es que esta interaccion viola la paridad y
como consecuencia la seccidon eficaz manifiesta una ruptura de simetria. Comparando la
prediccidén tedrica de la figura 15 con los datos experimentales se aprecia como, aunque

presentan una forma similar a la funcidn, estan centrados en un valor mayor del cos(8).

Sin embargo, aunque la distribucién angular de la seccién eficaz presente errores, la
distribucién en energia presenta una gran concordancia con los resultados experimentales a
bajas energias con respecto a la masa del bosén Z°. Para deducirla, es necesario sumar la
contribucién de cada angulo sélido, es decir, integrar la expresidon (70) sobre las variables

angulares de modo que la Unica variable independiente sea la energia, resultando en:

wa? |E%2— M2z (M? + 2E?)(m? + 2E?)

(71)
12 \|E? —m? E®

o=

En la figura 162 los datos se ajustan con gran precision a bajas energias y, aunque seguiran
presentes los efectos de la interaccion débil, en este caso también se podria argumentar que

las ligeras discrepancias son debidas a no considerar los términos superiores del desarrollo.

. Seccién eficaz total Sin embargo, puede comprobarse que este
10 : : :
0 e comportamiento solo se respeta a bajas energias
104} H LEP

respecto a la masa del bosén Z°, en torno a los
90 GeV. La razdén es que, como el propagador de
Z9 sigue la expresion (19), pues es valida para

cualquier bosén, segun la energia se acerque a la

masa de la particula el denominador del

propagador tendera a cero y el proceso quedara

0 20 40 60 80 100 . . . e
/s [GeV] dominado por la interaccion débil. Como

Figura 16. Seccion eficaz total de la produccién de resultado, aunque la prediccion tedrica de la
muones, datos experimentales [25] y resonancia Z° [26]
frente a la energia total del estado inicial. expresion (71) ilustra un descenso continuo en la

seccion eficaz, la figura 16 muestran como para energias cercanas a los 90GeV aparece un pico

2 La variable s del eje x en la figura 16 coincide con (2E)? y se corresponde con una de las tres variables de
Mandelstam presentadas en el ejercicio 3.8 de [20], cuyo uso esta muy extendido para las colisiones binarias.
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en la representacion denominado polo o resonancia de Z°. Ademds, de la figura 16 también

se puede comentar que la seccion eficaz total del proceso decrece con el aumento de la

energia, hecho que no podia comprobarse en el scattering Bhabha pues, aunque para angulos

grandes exhibia ese comportamiento, devido a la divergencia para 8 = 0 no puede integrarse.

11.- Produccién de fotones (aniquilacién)

Como ya se ha comentado, aunque no se haya abordado el

calculo, también se analizara la seccidn eficaz para el proceso

de aniquilacién, cuyo diagrama se ilustra en la figura 17. Una

de las principales diferencias consiste en que, al tratar con

fotones en el estado final, serd necesario emplear las

e et

Figura 17. Diagrama de aniquilacion.

expresiones de sus campos que hasta ahora no habian sido

requeridas. La otra diferencia es que, como bien indica lalinea

interna de la figura 17, el propagador para este proceso es fermidnico en vez de bosénico,

pero deduciendo la expresion equivalente a (19) para fermiones el calculo seria analogo.

De este modo, la seccidn eficaz para este proceso en el limite ultrarrelativista resulta en la

expresion (24) del ejercicio 3.14 en [20] que se muestra a continuacion:

a? 1+ cos(8)

T 4EZ sen? (6)

do
10° Aniquilacién
| — 7GeV
[ — 11 GeV
f\\ 17 GeV
%
3
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o . ¥ L
T \\\\ ///’/
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cos(8)

Figura 18. Seccidn eficaz diferencial de la aniquilacion
frente al cos(6) para energias en torno al GeV.

(72)

Comparando la figura 17 y 7 se puede deducir que
el diagrama de este proceso es andlogo al
diagrama directo para el scattering Bhabha, de
modo que compartira algunas similitudes con la
contribucién directa de la figura 11. En concreto,
también presenta wuna divergencia en la
distribucién angular debido a que el pardmetro de
impacto puede ser indefinidamente grande
porque la interaccidn tiene alcance infinito. Sin

embargo, a diferencia del scattering Bhabha, ahora
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la divergencia se presenta por igual tanto para angulos grandes como pequefios. El motivo de
este comportamiento radica en que los fotones del estado final son indistinguibles uno de
otro y por tanto tampoco podra distinguirse la situacién con 8 = 0° de aquella con § = 180°,
por lo que se presenta la divergencia a ambos lados. Debido a que este comportamiento se
extiende para todo par de adngulos a la misma distancia de 90°, la seccién eficaz (72) es

simétrica en torno a cos(8) = 0.

Asimismo, la dependencia con la energia también es parecida a la del scattering Bhabha,
reduciéndose la seccién eficaz para dngulos grandes con el aumento de la energia y
aumentando para angulos pequeiios, debido a los motivos expuestos en la pagina 38 de la
seccién 9. Sin embargo, aparece una diferencia respecto al resto de los procesos pues,
mientras que en estos se comprobé que la seccidn eficaz se maximizaba cuando la energia
inicial de las particulas era ligeramente superior a la masa de las particulas finales, en este
caso no es asi. Con la expresion (72) se comprueba que, efectivamente, si la energia se hace
cero entonces la seccion eficaz diverge, es decir, cuando la energia coincide con la masa del
fotén. No obstante, esta situacion es imposible de satisfacerse, porque como minimo las
particulas iniciales deben tener una energia ligeramente superior a sus masas y por tanto los
fotones no pueden tener E = 0. Es por ello que ahora la situacién mads favorable se
corresponde a aquella en la que las particulas iniciales tienen una energia ligeramente

superior a SUS masas.

Por otro lado, comparando las figuras 18 y 13, se aprecia como las secciones eficaces de los
procesos de aniquilacién y dispersién Bhabha presentan el mismo orden de magnitud, en
torno al nb para energias del orden del GeV. Por tanto, aunque al igual que la produccién de
muones este proceso tenga Unicamente la contribucidn de un diagrama, sera mucho mas
relevante. Ademas de por la divergencia asociada al diagrama directo, el motivo de esto es
gue no aparece una cota minima en la energia inicial pues, aunque las particulas finales son

distintas a las iniciales, la masa de los fotones es nula.

En la figura 19 se han representado en rojo los datos experimentales para este proceso, los
cuales se adaptan con alto grado de satisfaccion a la prediccion tedrica, comprobando la
validez de la expresién (72). Ademas, en la misma figura se ilustran los resultados del
scattering Bhabha, que ya se comentaron, y se observa como efectivamente ambos procesos

tienen una seccién eficaz del mismo orden de magnitud.
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Comparacién (E = 7GeV) En general, se verifica que el scattering Bhabha es

10"
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||+ PETRA: Aniquilacion / | grandes del coseno. Sin embargo, debido a la

/] simetria de la seccion eficaz (72) para el proceso

de aniquilacién, con valores muy altos de 6 el

100}
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proceso dominante pasa a ser este. Esto
constituye otra diferencia con el proceso de

creacién de muones pues, aun siendo también

simétrico, este nunca tenia preferencia.

Figura 19. Seccion eficaz diferencial de la aniquilacion  En  conclusién, esto significa gque en un
y datos experimentales de [23] a E = 7GeV frente a

cos (). experimento donde interactien electrones y
positrones, para la direccidon de propagacién de las particulas incidentes, la mayoria de las
veces se observaran de nuevo el mismo par de particulas y con un poco menos de frecuencia
se observaran fotones. Segun se fijan angulos mds grandes en las mediciones, el nimero de
veces que se observa el par electrén-positrén va reduciéndose en favor de la producciéon de
fotones, hasta que este proceso se convierte en el preferente para valores préximos a
cos(0) = —1. Ademas, siempre existe la posibilidad de observar muones en el estado final si

la energia inicial es suficientemente alta, pero como ya se ha estudiado, la probabilidad del

proceso sera mucho menor en comparacion con cualquiera de los otros dos.

12.- Comparacidn con los tres sabores lepténicos

Para terminar, merece la pena senalar que con las expresiones (62), (65), (70) y (72) pueden
estudiarse todos los procesos electromagnéticos binarios constituidos por un par leptén-
antileptén que den lugar, nuevamente, a una pareja leptén-antileptéon o dos fotones. El
motivo es porque realmente la Unica diferencia entre los leptones es su masa, de forma que
sustituyendo en las expresiones las masas finales e iniciales por las de las particulas

correspondientes se obtendria la secciéon eficaz del proceso que se desee estudiar.

En cuanto al scattering Bhabha, este puede estudiarse también cuando las particulas

involucradas no son un par electrén-positrén, sino una pareja particula-antiparticula con
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muones o tauones. En lineas generales la forma de la funcién seguira teniendo las mismas

propiedades y la Unica diferencia sera el valor de las secciones eficaces.

Sin embargo, a la hora de comparar estos tres procesos aparece una dificultad. Como la
energia minima de las particulas tau es del orden del GeV, debido a su masa muy superior a
la del electrdn, si se impone una energia comun para los tres procesos esta deberia ser de este
orden. En consecuencia, el proceso para los tauones seria relativista mientras que para los
electrones y muones seria ultrarrelativista y por tanto idénticos, pues en la expresion
ultrarrelativista (65) la diferencia de masa entre las particulas desaparece. Es por ello que el

analisis careceria de interés, pues esta informacion seria analoga a la de la figura 12.

, Es por ello que para la comparacion de los
Scattering Bhabha

— e’ »ee’ procesos de la figura 20, en vez de estudiarlos a
Al T YT

[— 77 >77" | una energia comun, se ha impuesto la misma

relacion E/m en cada caso (concretamente E/

‘Oo/’/ m = 1.1), tomandola ligeramente superior a 1

g

g

g10? para no entrar en el limite ultrarrelativista. De este
10 /// modo, observando la figura 20 se deduce que, para
108 la misma relacion energia-masa, el proceso serd

— | mas favorable seglin la masa de las particulas
-0.8 -0.6 0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

cos(6) involucradas sea menor. Obviamente, aunque no

Figura 20. Seccion eficaz diferencial del scattering
Bhabha para todos los leptones frente a cos(0) para
una relacion E/m = 1.1.

tiene por qué darse simultdaneamente en los tres,

en el limite ultrarrelativista todos serian idénticos.

En cuanto a los procesos de creacion, el estudio se limitard a aquellos que involucren
exclusivamente leptones y antileptones. La razén de excluir los fotones del estudio es porque
la expresion (72) para la creacién de fotones es ultrarrelativista, asi que no pueden estudiarse
las diferencias segun la masa inicial de las particulas. Ademas, también se excluird del estudio

el proceso u~u*t - 77 tt, porque seria muy similar a la creacién de muones de la figura 14.

Para empezar, la figura 21 ilustra (para dos valores del coseno especificados entre paréntesis)
como la probabilidad de que un par electron-positron se transforme en muones es mayor que
para tauones a energias cercanas a la masa del tau y para cualquier valor del coseno. Segun

aumenta la energia, esta diferencia disminuye rapidamente hasta que se alcanzaria el limite
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Figura 21. Seccion eficaz diferencial para la creacion de
muones y tauones frente a la energia para dos valores

del cos(0) especificados entre paréntesis.

ultrarrelativista, momento en el que ambos
valores coincidirian. De todos modos, aunque para
el valor alto del coseno (lineas rojas) se aprecia
como la creaciéon de particulas tau siempre es
menos probable, para el valor bajo del coseno
(linea azul) existe una energia a partir de la cual la
creacién de muones es menos favorable. De aqui
se deduce que, para direcciones perpendiculares a
la de las particulas iniciales, es mas probable la
creacion de particulas tau que de muones (a partir

de una energia en torno a 2.4 GeV). De todos

modos, se han representado las secciones eficaces totales de ambos procesos en la figura G.1

del anexo G y se observa que la creacidon de muones domina siempre frente a la de tauones.

Produccion de leptones ligeros (E = 3.5GeV)
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También podria estudiarse el proceso en el que
las particulas iniciales fuesen mas masivas que
las finales. Atendiendo a la expresién (70), se
puede comprobar que la seccion eficaz es casi
idéntica al proceso inverso, ya que las masas de
las particulas finales e iniciales siempre
intervienen juntas a excepcion del cociente en
la raiz. Como ahora este cociente serd mayor

seguln la masa inicial también lo sea, tal y como

Figura 22. Seccion eficaz diferencial para la creacion del
par electron-positron desde leptones mds masivos frente

al cos(0) para una energia de 3.5 GeV.

se ilustra en la figura 22 el proceso con las
particulas tau sera siempre mads favorable.

Ademas, comparando las figuras 20, 21y 22 se

comprueba que el scattering Bhabha para cualquiera de los tres leptones es mas probable que

todos los procesos de creacion estudiados, ya sean hacia particulas mas o menos masivas.

Por ultimo, el proceso T°177 —» u~u* no se estudia porque, aunque su seccién eficaz es

ligeramente inferior a la de T-t* — e~ e™ para energias en torno a la masa de tau, resulta

inapreciable. La razén es que en (70) el Unico término con un cambio relevante entre ambos

procesos es el del producto m?M? y su contribucién (10~nb) es muy inferior a los otros.
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IV. CONCLUSION

En este trabajo se ha estudiado la interaccidn electromagnética electrén-positrén empleando
el formalismo de la QED. Para ello, en el capitulo II se han deducido las expresiones de las
secciones eficaces para los procesos de dispersion, en un principio concebidas para la pareja
electrén-positrén, pero igualmente validas para el resto de los leptones. Posteriormente, en
el capitulo III se han estudiado estas expresiones obteniendo las caracteristicas
fundamentales de cada proceso. En lineas generales, se ha comprobado cémo se reduce la
probabilidad del proceso, para direcciones que no presentan divergencias, segin aumenta la
energiay cdémo se maximiza de la probabilidad cuando la energia es ligeramente superior a

la masa de las particulas finales (excepto para el proceso de aniquilacién).

En cuanto a resultados mas concretos de cada proceso, se ha advertido la dominancia de la
dispersidon Bhabha frente al proceso de produccidn de leptones o fotones, aunque este ultimo
puede ser preferente para dngulos grandes. Asi mismo, se ha expuesto como el scattering
Bhabha se vuelve menos favorable segin aumenta la masa de las particulas, aunque con
suficiente energia se alcanza el limite ultrarrelativista (4 MeV para el caso electrén-positrén)
y la seccidén eficaz tiende a un valor independiente de la masa de las particulas. Por otro lado,

se ha comprobado que el término directo es responsable de las divergencias para 8 = 0°.

Por ultimo, alguno de los resultados mas sorprendentes han sido la ligera preferencia de
produccién de tauones en lugar de muones para direcciones perpendiculares a la de las
particulas incidentes, aunque de todos modos en el anexo G se ha comprobado que la seccién
eficaz total de muones siempre domina para todas las energias. Ademds, aunque en lineas
generales las predicciones tedricas coinciden con los datos experimentales, se ha observado
cierta discrepancia en la produccion de muones, sobre todo a altas energias. Debido a esto,
se abre la puerta a un estudio mas detallado del proceso, incluyendo la interaccion débil, de
forma que se compruebe si las nuevas expresiones predicen la resonancia de Z°. Asi mismo,
también podria incluirse la interaccién fuerte en el estudio, de modo que se considerase el

proceso de creacion de hadrones admitiendo la aparicidon de una pareja quark-antiquark [14].

En resumen, este trabajo presenta un estudio detallado de la interaccién electromagnética
electréon-positrén, asi como de procesos similares para el resto de leptones, y sienta las bases

para el analisis de procesos mas complejos en el futuro.
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V. ANEXOS

A.- Matrices de Dirac

En relacion con lo expuesto en la seccidn 1.2, se desarrolla a continuacién la ecuacidn de Dirac
en términos de las conocidas como matrices de Dirac, que permiten expresar la ecuacién de
forma manifiestamente covariante. Esta descripcién de la ecuacién era precisamente uno de
los objetivos de Dirac, pues se trata de la notacién intrinseca a la TR que su ecuacién debia
respetar. Ademas, de este modo se facilita el estudio de la invarianza Lorentz de la ecuacidn,
gue constituye otro requisito fundamental que efectivamente satisface la ecuacion, aunque
no se entrard en detalle porque escapa de los contenidos del trabajo. Estas matrices, que

definen el algebra de Clifford, se expresan en términos de @ y 8 y sus propiedades son:

y'=p, v =Ba (A1)
GO =0T =y° (A.2)
)" =0 = (A3)
vy =vtyY +y vyt =29"1 (734)

Es importante resaltar que no se presentan explicitamente las componentes de las matrices
porque no son necesarias a lo largo del desarrollo. Esto se comprueba durante la seccion
referida al calculo de los elementos de matriz, donde empleando los teoremas de trazas se

expresan estas en términos del producto de cuadrivectores.

A lo largo del trabajo se emplea de la notacién slash, utilizada para expresar de forma

compacta la contraccidn de las matrices gamma con cuadrivectores de la siguiente forma:

g =yHo, (A.3)

B.- Calculo de la matriz S de Dyson

Para empezar, es necesario considerar las expresiones del hamiltoniano libre y de interaccion,
pues la matriz S de define en términos de estos en lugar de lagrangianas. Para una £; que no

depende de las derivadas temporales de los campos, se demuestra que [18]:
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oL L,
ﬂ=ziaf¢)i¢i—£=ziam¢i—£o—£l=}fo+}f1 > Hi=-L  (8)

Partiendo de la ecuacién diferencial para la evolucion temporal de los estados y procediendo

iterativamente, tal y como se expuso en la seccidn 5.4 de la matriz S, se obtiene que:

t t1
|®(8)) = [P(=0)) — if dt H(ty) [lq)(—oo))— if l (B.2)

donde tomando el limite de t tendiendo a infinito se deduciria:

o =Y o [
n=0 ®

Sin embargo, esta expresion no resulta muy satisfactoria, pues se espera una expresion

t1

dt; - f n_ldtn{HI(t1)H1(t2) -+ Hi(t,)}|®(—00)).(B.3)

—00

claramente covariante. Para ello, considerando ciertas propiedades de la integracién que
permiten expresar el integrando en términos de un producto de Dyson y que H; es la integral

espacial de H;, se demuestra que:

S = z (_nli) J_Oo d4‘x1 j_m d4x2 j_ood‘l'xn P{}[I(xl)}[l(xz) j—[l(xn)} . (B4)
n=0

Aun asi, conviene seguir desarrollando la expresidon en términos del producto temporal de
Wick en vez del de Dyson, de modo que pueda aplicarse el teorema de Wick [18] y facilitar su
manejo. Para ello, recordando la expresion (16) de la densidad lagrangiana de interaccidn y el
resultado (B.1) que relaciona la densidad lagrangiana con H;, se comprueba como este ultimo
es bilineal con el campo fermidnico, al menos en la interaccidén de interés. Debido a esto,
sustituir el producto de Dyson por el de Wick no tiene consecuencias pues, en caso de
reordenar los campos, las permutaciones serian entre parejas de campos y se afiadiria un
factor (—1)P%". Si ademas se incluye un producto normal en la expresién de H; (como es

habitual en los operadores de la TCC para evitar divergencias) se obtiene:

S = @jm déx, - jw d*x, T{; (@Alp)xl S (lTJAlP)xn :} (B.5)

Finalmente, si se aplica el teorema de Wick y se desarrolla el producto normal, se verifica que

los términos en los que haya contracciones con los elementos del mismo paréntesis (asociados
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al mismo punto x;) son nulos. Esto se debe a que el producto normal, presente en cada
densidad hamiltoniana, ordena los operadores de forma que actien primero los de
destruccién. De este modo, si se considera una contraccion entre estos operadores, al calcular
el valor medio en el vacio debido a la contraccion el resultado serd siempre nulo debido a la
actuacion del operador de destruccidon sobre el vacio. En conclusidn, estos productos
normales pueden omitirse si se tiene presente que no puede haber contracciones para

tiempos iguales. Finalmente, la expresion general de S seria la que figura en (28).

C.- Hipétesis adiabatica

En un principio los estados final e inicial se definen como estados de particulas libres, pues se
suponen suficientemente alejadas para que no exista interaccién entre ellas, de modo que se
tratan de autoestados de H, y pueden caracterizarse con la aplicacion de los operadores de
creacion y destruccion. Sin embargo, ya se ha mencionado que el término L; tiene
contribuciones de autointeraccion a la energia aun si se trata de particulas aisladas, por lo que
la energia no se corresponde Unicamente con la correspondiente a H, y, por tanto, dejan de

ser autoestados.

En general, esto se soluciona con la hipétesis adiabatica, basada en el hecho de que la colisién
no puede depender de un estado muy anterior a esta. Consiste en asumir nula la constante
de acoplo de £; parat —» —, de modo que se aumenta progresivamente hasta alcanzar su
verdadero valor un tiempo —T antes de la colisidn, suficientemente grande como para poder
seguir considerando a las particulas tan alejadas que no interactlien. Tras la interaccién, que
tendra lugar casi instantaneamente en un intervalo de tiempo mucho menor que [-T,T], la

constante volveria a disminuir tendiendo a cero para t — oo, Finalmente se toma T — co.

Sin embargo, este procedimiento solo es necesario cuando se considera un desarrollo
perturbativo de orden cuatro o superior. El motivo es que las contribuciones de
autointeraccion solo pueden considerarse incluyendo, al menos, dos interacciones (vértices)
mas a parte de las principales, es decir, segln se expuso en la seccién 5.4, dos érdenes mas
en el desarrollo. Por este motivo no se tiene en cuenta en el trabajo, pues se aborda un calculo
hasta segundo orden debido a que, segun lo expuesto al final de la seccién 3, esto proporciona
igualmente resultados muy satisfactorios.
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D.- Sistema centro de momentos

Es fundamental definir el sistema de referencia que se tomara para el cdlculo de la seccién
eficaz. En este trabajo se escoge el sistema centro de momentos, definido como aquel en el
que el momento total es nulo en el estado inicial y, por conservaciéon del momento, también
en el estado final. Denominando P y ¢ a los momento del electrén y positrén inicial

respectivamente se obtienen las siguientes relaciones:
p+4=p'"+4G =0 = p=—qG y p =-qG, (D.1)

donde p’' y q' denotan los momentos de la particula y antiparticula resultantes de la
interaccidon, no necesariamente una pareja electrén-positrén. Para el scattering Bhabha,
teniendo en cuenta que el electrén y el positron tienen la misma masa, resulta sencillo
comprobar como la energia individual de cada particula en el estado inicial y final coincide.
Por tanto, si las energias coinciden, el médulo de todos los momentos individuales también

debe coincidir, de forma que se pueden deducir las siguientes identidades:

E=E =E,=E_=E_ (D.2)

=

-

k=p=—G=p=—-q' (D.3)

Sin embargo, para la produccién de muones, las particulas del estado final no tienen la misma
masa que las particulas iniciales y por ello, aunque seguird verificandose la relacion (D.1), no
se satisfacen (D.2) ni (D.3). De todos modos, segun se expresa en (30), la restricciéon de
conservacién de la energia surge de manera natural y, aunque (D.3) seguira sin satisfacerse
por la diferencia de masas, si se verificara (D.2). Es por ello que, en la producciéon de muones,

se considera que la energia satisface (D.2) pero los momentos no cumplen (D.3), sino:

> - - B-
k = p=-—q ( 4)
T >y = B.
k' = p =-—q". ( 5)

A continuacién, se presentan una serie de productos de cuadrivectores de los que se hacen
uso para expresar la seccion eficaz en términos de E y 0. Estos productos se presentan primero
de la forma mas general posible considerando masas iniciales y finales distintas (creacién de

muones). Usando la relacién (1) los productos se simplifican resultando en:
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p-q=2E*—m?

p' -q =2E* - M?

p-q =p -q :EE’+\/E2—m2\/E2—M2cos(9)

p-p =q-q =EE —+E? — m2{E2 — M2 cos(6)
(p +q)* = 16E*.
Para el caso del scattering Bhabha en el que las masas coinciden, quedarian:
p-q=p' -q =2E*—m? ={E K m} = 2E*?
p-q =p -q=(E?>—m?)cos(0) + E? = {E K m} = E?(1 + cos(8))
p-p'=q-q =(@M?—E?)cos(0) —E? ={E Km} =E?*(1— cos(9))

(p + q)* = 16E*

6 6
(q —q)* = 16(E? — m?)?sen* (E) = {E « m} = 16E*sen* (E)

(B.6)
(B.7)
(B.8)
(B.9)

(B.10)

(B.11)
(B.12)
(B.13)

(B.5)

(B.14)

(p + q9)%(q — q')? = 16E?(m? — E?)sen? (g) = {E « m} = —16E*sen? (g), (B.15)

donde se ha introducido también el resultado para el limite ultrarrelativista en el que la masa

de la particula es despreciable frente a su energia, asi como dos expresiones mas que no son

necesarias para la produccién de muones. Ademas, a partir de estas expresiones puede

definirse el dngulo de dispersién 8 como aquel que forman las direcciones de propagacion de

las particulas finales e iniciales, es decir, el que resulta del productoentrep y p'oq vy ¢q'.

E.- Propiedad de las deltas

1) Para deducir la expresidn (30), la integral del volumen espacio temporal ha sido calculada

a partir de la siguiente propiedad de las deltas de Dirac:

|2m)*s(P, — Pp)|* = (2m)*s(P; — Py) f d*x e~ {(Pi=PP)¥ = (2m)*s*(P; — Py) f d*x,
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fd‘*x _|@m*s(p - P’ (E.1)
(271')484(Pi - Pf)

2) Introduciendo en (43) la expresion del propagador del campo electromagnético (20) y

agrupando las exponenciales, se obtendria un término de la forma:

2

—i N4 VIR VR A VI o
S = 2152V2 (z%‘l f J j d4x1d4xzd4k g = VIS pilo' -ty i(a’-a+r )z (£ 2)
12

Como el resto de los espinores no dependen de las variables de integracién, pueden integrarse

las exponenciales de modo que se obtendria:

—p2492

. u 'yﬂu "V, yvv ! ’ ’
-lgw(zn)‘*fd‘*ky r Tkz == .5*(p' —p—k,)5*(q' — q + k;).(E3)
Y

D _ e'm
Sfi T 2E2yp2

Finalmente, si se integra una de las deltas de modo que desaparezca la variable k, y se

multiplica por dos la expresion del elemento de matriz, por los motivos mencionados al final

de la seccion 7.1, se deduce el resultado (45).

3) Se pretende demostrar la siguiente propiedad:

25' f dq; 8(q"* —m*)e(qe)d’q’ . (E.4)

Para ello, partiendo del miembro a la derecha de la igualdad, se recuperara la expresién inicial:
[ @t sta™ -m?) = [ @' s - 67) = [ a*q sl - Y@ + ). (E5)
0 0 0

A continuacidn, se emplea la siguiente propiedad de la delta de Dirac:

5(x —x;) 6(qo —E) +6(qo + E)
olf(x)) = Z— = Jl(q, —E)(q, + E)] = . (E.
Aplicando este resultado se deduce que:
0 * §(q,—E)  [° 8(qo +E) _d°p’
d4’6[(’—E)(’+E)]=f d4’—,+J d*q’ - = —, (E.7)
L q qO qO 0 q Zqo 0 q Zqo ZE
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donde se ha considerado que la segunda integral es nula, ya que el cero de la delta no

pertenece al intervalo de integraciéon. Ademas, también puede extenderse el dominio de

integracién en (E.5) de modo que coincida con (E.4) incluyendo una funcién escalon de

Heaviside, de modo que igualmente el integrando siga siendo nulo para g, < 0.

F.- Teoremas de trazas

En el estudio de las secciones eficaces interviene el calculo de trazas compuestas por el

producto de las matrices de Dirac, cuyas propiedades fundamentales, a las que se les dard uso

durante esta seccidn, fueron presentadas en el anexo A. En lugar de abordar el calculo con las

expresiones explicitas de las matrices, es mas comodo recurrir a los teoremas de trazas. De

entre todos ellos, los necesarios para el calculo presentado en este trabajo son:

Teorema 1: La traza de un numero impar de matrices gammas es nula.
- Teorema 2: Tr{ﬂb} =4(a-b).
- Teorema 3: Tr{¢b¢¢} = (a- b)Tr{¢¢} —(a- c)Tr{b;zl} + (a- d)Tr{]zS¢} .

- Teoremad:  y,y* =g/1.

- Teorema5: Yudyt = —24.
- Teorema 6: YudBy* = 4(a - b)I.

- Teorema7: YudPgyH = —2¢Pp4 .
A continuacidn, se presentan las demostraciones de estos teoremas.

- Demostracion 1:

(F.1)
(F.2)
(F.3)
(F.4)
(F.5)
(F.6)

(F.7)

Haciendo uso de la matriz y5, cuyas propiedades principales son ysys =1 y que

anticonmuta con el resto de las matrices gammas, se tiene que:

Tr{ - f} = Tr{d - fysys} = (D" Tr{ys £ - hys}-

Considerando la propiedad ciclica de las trazas Tr{AB} = Tr{BA}, se concluye que:

Tr{d - #} = (D" Tr{# - fysys} = (=D Tr{d - #},

de donde se deduce que para n impar la traza debe ser nula.
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Demostracion 2:
1 1
Tr{#p} = Tr{pd} = ETr{ﬂb + P} = ETI‘{V”VV +v"v*}a,b, =

1
= ETr{Zg’“’H}a#bv = Tr{l}a,g*'b, = 4(a - b).

Demostracion 3:
Se considera la siguiente relacidn entre dos cuadrivectores cualquiera, resultado de la

anticonmutacion de las matrices gammas:

ﬂé = V‘uauyvbv = (ngV]] - ]/Vyﬂ)a#bv = Z(CL : b)H - b¢

Aplicando este resultado reiteradamente en la expresién de la traza se deduce que:

Tr{fp¢d} = 2(a - b)Tr{gd} — Tr{pp¢d} = - =
= 2(a- b)Tr{¢d} — 2(a - )Tr{pd} + 2(a - H)Tr{p¢} — Tr{p¢dd} .
Considerando el caracter ciclico de las trazas, puede trasladarse 4 en el Gltimo término
de vuelta a la primera posicion. De este modo, pasado este Ultimo término al otro lado

de la igualdad se deduce que:
2Tr{#p¢d} = 2(a - D)Tr{¢d} — 2(a - O)Tr{¥d} + 2(a - b)Tr{B¢}
Tr{gl¢d} = (a - b)Tr{¢d} — (a- )Tr{pd} + (a - b)Tr{}s¢} .

Demostracion 4:
1 1 u u
vyt =5 (v +vur") = 5(29,°1) = g,/'1 = 41
Demostracion 5:
VudV* = V@' v* = (20,01 — ny)a'v? = 24 — 4d = —24.

Demostracion 6:
YudBy* = vudby v v* = v, db, (29 H1 — yEyY) = 2B4 — v, AvHP =
24 + 24P = 2[2(a - )T — #P] + 24P = 4(a - b1 .

Demostracion 7:
YudBEvH = v, dbc,y v* = vudbe, 2gVH1 — yHyY) = 2¢44Y — v, AbyHe =
= 2¢[2(a - b)I — B#| — 4(a - b)¢ = —2¢P#.

56



G.- Produccion de muones y tauones

Como se comentaba en la seccion 12,

Comparacion para muones y tauones

61 —— Muones |/ para el proceso de creacién de muones
— Tauones i
57 ] y particulas tau se comprueba que para
4r 1 todas las energias el proceso dominante
3| ] es el primero. También se puede
o
=) apreciar que para energias altas aparece
b

27 1 el limite ultrarrelativista y ambas
secciones eficaces tienden a un mismo

valor, pues la diferencia debido a las

17 1 masas de las particulas involucradas

2 4 6 8 10 desaparece.
Vs [GeV]

Figura G1. Seccion eficaz total para la produccion de muones y
tauones frente a la energia total del estado inicial.
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