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Resumen

La teoria de control H,, ha irrumpido con mucho auge en las dos ultimas décadas dadas
las caracteristicas de robustez proporcionadas por sus controladores. Su diseno parte
de hipdtesis mas realistas respecto a las restricciones impuestas a las distintas senales
que aparecen en el esquema de control, no suponiendo ninguna distribucion estadistica
en especial e indicando que sélo se ha de cumplir que la energia de dichas senales deba
estar acotada.

Esta Tesis esta constituida por una serie de contribuciones relacionadas con la Teoria
de Control H,, multivariable, tanto a sistemas lineales como a sistemas no lineales.

Respecto a las de los sistemas lineales, el objetivo principal de esta Tesis es aportar
una metodologia de diseno de forma que se automatice la sintesis del controlador. Para
ello se ha propuesto un método sencillo y facil de utilizar, valido tanto para sistemas
monovariables o como multivariables, y en el que no es necesario un conocimiento
profundo de esta teoria de control para poder aplicarlo.

Esta metodologia utiliza el planteamiento de sensibilidad mizta, enmarcado dentro
de la teoria de control H,,, para el que se proponen unas reglas de diseno de las
funciones de ponderacién involucradas en el mismo. Dichas reglas han sido disenadas
de forma que el comportamiento de cada salida del sistema dependa béasicamente de
un sélo parametro, el cual es facil de sintonizar.

La validez de la metodologia propuesta ha sido corroborada con resultados expe-
rimentales, ya que ha sido aplicada a sistemas reales de distinta indole, tanto mo-
novariables (planta solar, sistema de seguimiento visual, servomecanismo de corriente
continua) como multivariables (planta piloto), obteniéndose en todos ellos resultados
satisfactorios.

Respecto a las contribuciones realizadas al control H,, no lineal, éstas han sido
realizadas en el ambito de la robdtica. Se ha propuesto un controlador basandose en la
ampliacién de una ecuacion diferencial del error, anadiendo la ponderacién del término
integral y aportando una solucion a la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi-Bellman-Isaacs



planteada.

El controlador ha sido reescrito en una estructura similar a la del control por par
calculado, de forma que el controlador externo resultante tiene la ecuaciéon de un PID
no lineal. Ademads, se ha mostrado cémo una eleccién particular de unas matrices
de ponderacion permite encontrar un controlador cuyas ecuaciones no dependen del
parametro de atenuacion.

Dado que los anteriores controladores se basan en un conocimiento perfecto del
sistema, para solventar los problemas de robustez del controlador PID no lineal se
ha propuesto una modificaciéon del método conocido como control por funciones de
saturacion. Se ha reformulado dicho método de forma que se obtenga un incremento
de senal de control que pueda ser anadida a la proporcionada por el controlador PID
no lineal externo, compensando asi el error debido a las incertidumbres del modelo.

Para comprobar la validez de los controladores propuestos, éstos han sido imple-
mentados con éxito tanto en el modelo de un robot de dos grados de libertad como en el
simulador de un robot industrial, considerandose en ambos casos diferencias apreciables
entre el modelo nominal y el “supuestamente real”. En los resultados de las simula-
ciones se observa cémo los controladores propuestos mejoran sensiblemente los errores
obtenidos tanto con un controlador clasico por par calculado como con el controlador
tipo PD de partida.
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Glosario

CN Comportamiento Nominal.

CR Comportamiento Robusto.

DSP Digital Signal Processing.

EN Estabilidad Nominal.

ER Estabilidad Robusta.

E(s) Incertidumbre.

Fg Familia de plantas.

GDL Grados de libertad.

G(s) Sistema nominal.

G*(s) Sistema genérico perteneciente a la familia de plantas F;.
Gr(s) Sistema real.

G(q) Vector de términos gravitatorios de un robot manipulador.
H, Funcién hamiltoniana.

HJBI Hamilton-Jacobi-Bellman-Isaacs.

K(s) Controlador.

L;(s) Funcién de lazo a la entrada.

L,(s) Funcion de lazo a la salida.

LIT Lineal e invariante en el tiempo.

M(q) Matriz de inercias de un robot manipulador.

MIMO Sistema multivariable (Multiple Input Multiple Output).
P(s) Planta aumentada o generalizada.

QFT Terminologia anglosajona Quantitative Feedback Theory.
SISO Sistema monovariable (Single Input Single Output).

Si(s) Funcion de sensibilidad a la entrada.

So(s) Funcién de sensibilidad a la salida.

T:(s) Funcién de sensibilidad complementaria a la entrada.
To(s) Funcién de sensibilidad complementaria a la salida.

TFL Transformacién fraccional lineal.

Vg, q) Vector de términos centripetos y de Coriolis de un robot manipulador.
V(z,t) Solucién a la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi-Bellman-Isaacs.
w Matriz de ponderaciéon en formulacion H,, no lineal.

Ws(s) Matriz de funciones de peso que pondera a S(s).
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Generalidades

En esta tesis se van a presentar distintas contribuciones relacionas con el con-
trol H.,, multivariable, aplicadas tanto a sistemas lineales como no lineales. Para ello,
se ha creido conveniente enmarcar previamente las distintas aportaciones teoricas rela-
cionadas con esta materia, exponiendo en la secciéon 1.2 una breve perspectiva historica
las mismas.

Posteriormente, en la secciéon 1.3 se explicaran las motivaciones de esta Tesis y se
expondran los objetivos perseguidos en ella. Finalmente, en la seccién 1.4 se mostrara
la estructura de la misma.

1.2 Perspectiva histérica

Durante la primera parte del siglo XX aparecieron trabajos relevantes relacionados
con la teoria del control automatico, dando lugar a los métodos del Control Cldsico
([D’a66, Dor83, Fra86]). Estos métodos, que utilizan exhaustivamente el dominio de
la frecuencia, se basan en una serie de procedimientos simples e intuitivos destinados
a controlar sistemas de una entrada y una salida. A menudo el modelado de estos
sistemas se reduce a ecuaciones diferenciales de segundo orden, lo que permite traducir
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facilmente las especificaciones impuestas en el dominio temporal al dominio frecuen-
cial. Medidas como el margen de fase, margen de ganancia y picos en la frecuencia
del médulo de las funciones de sensibilidad aportan indices tanto de robustez como de
comportamiento. Durante esta época destacan nombres tan reconocidos como el de
Bode, Nyquist y Nichols ([Bod45]). Sin embargo, a pesar de que todavia siguen sien-
do ampliamente utilizados en la actualidad, estos métodos se presentan inadecuados
cuando se tratan con sistemas mas complejos y con especificaciones mas restrictivas.

A finales de los anos cincuenta surge la descripcion interna de los sistemas mediante
variables de estado, lo que permite utilizar una formulacion equivalente para tratar tan-
to a sistemas monovariables como multivariables ([Kwa72, Zad63]). La aparicién de las
computadoras anima al desarrollo de nuevos algoritmos de control, aportando éstas un
medio fisico donde poder implementarlos. Estos algoritmos estan disenados para con-
seguir objetivos de control especificos, lo que da lugar a la obtencion de controladores
de una forma mas directa, y no a base de prueba y error como sucedia con los métodos
clasicos. Se consigue plantear problemas de forma mas elegante desde el punto de vista
matematico, si bien se pierde intuicion en el proceso de diseno. En esta época, cono-
cida como Control Moderno, aparece el concepto de optimizacién. Se desarrolla una
teorfa dual para reguladores 6ptimos (LQR, siglas de Linear Quadratic Regulator) y
observadores 6ptimos (KBF, siglas de Kalman Bucy Filter), dando lugar al controlador
conocido como LQG (Control Lineal Cuadrdtico y Gaussiano) en referencia al tipo de
sistema, clases de funciones a optimizar y distribucién estadistica del ruido de estado
y de medicién. En esta época destacan nombres como Kalman, Bucy, Pontryagin y
Luenberger ([Kal61, Lue64, Pon62, Zad63]).

A pesar del gran avance tedrico aportado durante este periodo, muchos de los contro-
ladores desarrollados no resuelven problemas reales debido a la escasa robustez obtenida
frente a incertidumbres en el modelo ([Doy78]). Sélo se obtiene la robustez necesaria
cuando el estado es accesible y las mediciones de éste son perfectas ([Saf77]).

Con el objetivo de recuperar la robustez perdida con el método LQG, Doyle y
Stein ([Doy81]) desarrollan el controlador denominado como Control Lineal Cuadrdtico
Gaussiano con Recuperacion de la Funcién de Transferencia de Lazo (LQG/LTR)
([Ath86, Rub92]). Asimismo surge una generalizacién del método de diseno clésico
para sistemas multivariables basado en los valores singulares de la matriz de lazo
([Doy81, Saf81]). Este método es conocido con el nombre de moldeo de la funcion
de lazo. En estas ultimas publicaciones aparece el término Control Robusto.

A finales de los setenta Youla y colaboradores desarrollan métodos que dan un
enfoque algebraico a los sistemas de control ([You76a, You76b]), proporcionado he-
rramientas para ligar definitivamente el planteamiento en variables de estado con
el de matrices de transferencia ([Net84]). Esto permite que se pueda obtener una
parametrizacion de todos lo controladores que estabilizan a una determinada planta
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([You76a, You76b, Des80]).

En 1981, Zames ([Zam81]) propone un método para modificar de forma éptima los
valores singulares de la funcién de transferencia de lazo. Se expuso céomo la norma
H, era apropiada para especificar tanto el nivel de incertidumbre de la planta como
la ganancia de senales desde las entradas de las perturbaciones hasta la salidas de las
seniales a controlar. Asi pues, esta norma era utilizada para resolver el problema de
estabilidad robusta de un sistema con incertidumbre no estructurada o el problema
de comportamiento nominal ante una familia de senales perturbadoras. Este método
fue extendido por otros autores hasta conseguir una resolucion del problema general
en variables de estado en 1984 ([Saf84, Glo84, Doy84]). Estos métodos son conocidos
como Control dptimo Hy. En 1989, Doyle y colaboradores ([Doy89]) desarrollan un
método de cémputo muy eficiente y un paralelismo con el control LQG, obteniendo
incluso propiedades de dualidad entre los problemas de regulacion y observacion.

Durante esta época se establecen las relaciones entre el control H,, con otros en-
foques del control. Algunos ejemplos los tenemos con el Control sensible a riesgos
(traduccién del inglés Risk Sensitive Control) ([Whi81, Whi90]), la Teoria de juegos
diferenciales ([Bas91, Gre95]) o Métodos de mazima entropia ([Dym86, Mus90]).

Otra area a destacar es la reduccion de orden tanto del modelo de la planta como de
los controladores obtenidos. Un procedimiento de reducciéon muy popular es el basado
en una realizaciéon interna balanceada de los sistemas ([Moo81]). En 1984, Glover
([Glo84]) relaciona este procedimiento con la minimizacién de la norma infinito de un
operador bajo la restriccién de estabilidad interna de lazo cerrado.

Los métodos anteriores proporcionan robustez al sistema ante incertidumbres no
estructuradas, lo cual puede dar lugar a un controlador excesivamente conservador. A
fin de adoptar hipdtesis mas realistas, en la década de los ochenta y noventa se desarro-
llan métodos para tratar con incertidumbres estructuradas. Uno de los mas conocidos
es el denominado Sintesis-u, propuesto por Doyle ([Doy82]), en el que se manejan in-
certidumbres dinamicas estructuradas. Para el caso de incertidumbres paramétricas
estructuradas cabe destacar los trabajos de Rotstein ([Rot91]) entre otros.

Por otra parte, a mediados de los ochenta comenzaron los primeros esfuerzos por
extender el problema de control H,, a sistemas no lineales. En 1987, Ball y colabora-
dores formula el problema no lineal para sistemas en tiempo discreto y demuestra que
se puede hallar soluciones razonablemente aceptables utilizando desarrollos en series de
Volterra ([Bal87a, Bal87b]). Trabajos mds recientes en esta linea se pueden encontrar
en ([Foi95, Foi96, Foi98]).

La soluciéon para sistemas continuos no lineales fue aportada por van der Schaft en
una serie de trabajos a principios de la década de los noventa ([van91, van92, van00]).
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Se basa en la ganancia Ly de sistemas no lineales como extensién de la norma H,, para
los sistemas lineales en el dominio frecuencial, ya que estas técnicas frecuenciales no
son aplicables a sistemas no lineales.

En un planteamiento general, el problema da lugar a unas ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales del tipo Hamilton-Jacobi- Bellman-Isaacs (las cuales hacen las veces
de las ecuaciones de Riccati para sistemas lineales), cuyo principal inconveniente es que
a diferencia de lo que sucede con estas ultimas, no existe un método general para poder
resolverlas, debiendo hallar la solucién de las mismas para cada caso particular. A pesar
de la existencia de conocidos algoritmos (por ejemplo [Luk69]) que permiten aproximar
la soluciéon local de dichas ecuaciones por expresiones polinémicas cuadraticas, éstos
no son aplicables cuando el tiempo aparece de forma explicita en las ecuaciones.

1.3 Motivacién y objetivos

Como se ha podido comprobar en la exposicién de la perspectiva historica, ha sido
grande el auge con el que ha irrumpido la teoria del control H, lineal durante el final
del pasado siglo.

Las numerosas publicaciones realizadas sobre esta materia durante la década de los
noventa pueden ser divididas, a grandes rasgos, en dos clases: por una parte, articulos
con excesiva carga tedrica, dificiles de entender sin una buena base de conocimiento
sobre esta materia; y por otra parte, aplicaciones practicas en las que raramente se
justifica el disefio de los controladores.

Basandose en esta apreciacion, el principal objetivo de la parte de esta Tesis de-
dicada al control H, lineal (la cual ha sido realizada dentro del marco del proyecto
Controladores Robustos de Procesos Industriales, otorgado por la CICYT con referen-
cia TAP95-0370) es aportar una metodologia de diseno de forma que se automatice la
sintesis del controlador. Las premisas utilizadas para el desarrollo de dicha metodologia
han sido las siguientes:

e La sintesis del controlador ha de realizarse de forma sencilla e intuitiva.
e Debe ser valida tanto para sistemas monovariables como multivariables.

e No debe ser necesario un conocimiento profundo de esta teoria de control.

Estos objetivos han sido alcanzados utilizando un planteamiento de sensibilidad
mizta, suponiendo un modelo de incertidumbre multiplicativa no estructurada del sis-
tema.
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Por otra parte, la asignacion del proyecto Control Robusto de Robots Industriales
(otorgado por la CICYT con referencia TAP98-05/1) indujo al desarrollo de contro-
ladores dentro del ambito de la robética. Dado el caracter no lineal de la dindmica de
los brazos manipuladores, se inici6 el estudio del control H,, no lineal, materia en la
cual se ha pretendido (y conseguido) avanzar en el diseno de controladores, mejorando
tanto el comportamiento como la robustez del sistema.

1.4 Estructura de la tesis

Esta Tesis consta de ocho capitulos complementados con tres apéndices. Este
primer capitulo es una introduccién al resto de los capitulos donde se ha situado
historicamente esta Tesis y donde se ha dado una perspectiva general de la motivacion
y los objetivos de la misma.

El seqgundo capitulo estda destinado a introducir nociones de control robusto lineal
para enmarcar el tipo de incertidumbres que se van a considerar y como hallar condi-
ciones de estabilidad y comportamiento robusto.

En el tercer capitulo se expone el algoritmo utilizado para la sintesis de contro-
ladores. Asimismo se realiza una exposicién de cémo imponer especificaciones al pro-
blema de control y se introduce el planteamiento del problema de sensibilidad mixta.

En el cuarto capitulo se presenta una metodologia de diseno de las funciones de
ponderacion que intervienen en el problema de sensibilidad mixta, la cual permitira
automatizar la sintesis de un controlador. La validez de dicha metodologia serd co-
rroborada en el quinto capitulo con aplicaciones reales de diversa indole, presentando
resultados experimentales tanto de sistemas monovariables como multivariables.

El objetivo del sexto capitulo serd el de realizar un breve resumen de teoria de control
H, no lineal, enfocandola como una extension de la desarrollada para sistemas lineales.
En este capitulo se estableceran las bases teodricas de las aportaciones realizadas en el
capitulo siete.

En el séptimo capitulo se exponen las aportaciones realizadas del control H, no
lineal a la robdtica. Se desarrollaran controladores que mejoraran sensiblemente tanto
el comportamiento como la robustez del sistema. Asimismo, se presentaran resultados
simulados para un robot de dos grados de libertad y para el robot industrial RM-10.

Finalmente, en el capitulo ocho se realizara una exposicion de las conclusiones de
esta Tesis y se propondran futuras lineas de investigacion como continuacion del trabajo
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realizado en la misma.



Capitulo 2

El Problema del Control Robusto

2.1 Introduccion

El primer paso para diseniar un sistema de control para una planta real consiste
en obtener informacion sobre ésta y disenar un modelo matematico que la represente.
Este modelo, que a partir de ahora se denominara sistema nominal, es utilizado para
disenar un controlador de tal forma que se verifiquen las especificaciones requeridas.

Sin embargo, el objetivo final de todo sistema de control es que sea capaz de obtener
ciertas prestaciones cuando se controle al sistema real y no sélo al sistema nominal.
Para tener en cuenta esto, no se puede obviar el hecho de que, por muy bueno que sea
el diseno del modelo, siempre existiran diferencias entre éste y el sistema real. Estas
diferencias entre el sistema real y el nominal son conocidas como errores de modelado,
o simplemente como incertidumbres.

Existen muchas disciplinas de control que proponen metodologias de diseno de con-
troladores basandose en el modelo obtenido. Sin embargo, para ser consecuentes con el
objetivo final, se tendrian que introducir hipdtesis mas realistas en las que se tengan en
cuenta las incertidumbres del sistema nominal (sobre todo cuando éstas son grandes),
siendo éste el proposito del control robusto.

Los sistemas reales suelen ser suficientemente complejos como para no poder evitar
cometer el mas minimo error de modelado. Esto implica que no se puede conocer
totalmente la dindmica del sistema real y, por lo tanto, no se puede calcular la diferencia

7
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exacta entre el sistema real y el modelo. Para resolver este inconveniente se realiza
la hipétesis de que, si bien la incertidumbre no puede ser conocida con exactitud, su
valor si que puede ser acotado superiormente. Segin esta hipotesis, existe una familia
de posibles plantas al variar el valor de la incertidumbre, siendo el sistema real una
de las plantas contenida en dicha familia. Por ende, la incertidumbre de un sistema
dependera del sistema nominal que se elija.

A partir de ahora se adoptara la siguiente notacion para representar a los distintos
sistemas considerados:

e ((s) : sistema nominal

e G.(s) : sistema real

F : familia de plantas para los distintos valores de la incertidumbre.

G*(s) : planta genérica perteneciente a la familia de plantas.

En la figura 2.1 se muestra un diagrama polar en el que se representa una familia de
plantas F; formando una banda correspondiente a distintos sistemas monovariables,
dentro de la cual se ha incluido el modelo nominal G(jw) y el sistema real G, (jw).

. G(jw)
G,(jw)

Figura 2.1: Familia de plantas debido a incertidumbres.

A menudo se tiende a utilizar modelos simplificados que sélo muestren las carac-
teristicas esenciales del sistema. También es usual utilizar modelos lineales e invarian-
tes con el tiempo, ya que la teoria para este tipo se sistemas estd muy desarrollada. Por
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tanto, para estos casos, la finalidad del control robusto serd el diseno de un controlador
fijo, lineal e invariante en el tiempo que obtenga buenas prestaciones, desde el punto
de vista del control, no sélo con el sistema nominal G(s), sino también para cualquier
sistema G*(s) perteneciente a la familia de plantas Fg, y en concreto, para el sistema

real G,.(s).

A lo largo de este capitulo se realizard un repaso general a la teoria basica del con-
trol robusto. En la siguiente seccion se expondrd una clasificacion de los objetivos de
control tipica de la teoria del control robusto y en las secciones sucesivas se presentaran
las condiciones necesarias para cumplir cada uno de estos subobjetivos. Se comenzara
con el problema del comportamiento nominal (seccién 2.3), definiendo las relaciones
fundamentales necesarias para especificar condiciones de comportamiento. A continua-
cion se empezara a abordar el problema de la robustez realizando una exposicion de las
distintas clasificaciones de las incertidumbres, forma de representarlas en la frecuencia
(secciones 2.4 y 2.5 respectivamente) y presentando la problematica de la eleccién del
modelo nominal (seccién 2.6). En la seccién 2.7 se expondra cémo normalizar la incer-
tidumbre, abordando posteriormente el problema de estabilidad robusta (seccién 2.8).
Finalmente, en la seccion 2.9 se planteara el problema del comportamiento robusto, el
cual serd resuelto con una formulacién similar a la utilizada en el caso de la estabilidad
robusta.

2.2 Objetivos de control

El principal objetivo que persigue el diseno de un sistema de control es que el
controlador funcione bien cuando se implante en el proceso real. Sin embargo, debido
a que se utiliza un modelo nominal para el diseno del controlador y a la existencia de
incertidumbres en dicho modelo, este objetivo de control se puede descomponer en una
serie de subobjetivos.

Para realizar este estudio se va a utilizar la formulacién general del problema de
control robusto representado en el esquema de la figura 2.2, donde P(s) representa
a una planta generalizada (también conocida como planta aumentada) que depende
exclusivamente del sistema nominal y de algunas funciones de ponderacién (ver seccién
3.6), K(s) es el controlador, A(s) representa a la incertidumbre (normalizada) del
sistema (la cual serd descrita a lo largo de este capitulo), w representa al conjunto
de senales perturbadoras del sistema (referencias, perturbaciones, ruidos, ...), z es
el conjunto de senales objetivos a controlar, v es el vector de senales medibles que
alimentara al controlador y u serd el vector de senales de control que generara un
controlador a partir de las senales v. Basandose en esta configuracion, los subobjetivos
de control que se plantean son los siguientes:
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OBJETIVOS DE CONTROL

A(S) [&—
uA yA

—
Ww—>» P ——> 2
u

K(s) [«

Figura 2.2: Formulacién general del control robusto.

¢ Estabilidad Nominal (EN)

Este objetivo consiste en conseguir que el controlador K (s) disenado estabilice
al sistema nominal G(s) elegido para representar al sistema real. La formulacién
del problema de EN se obtendra eliminando w y A(s) en el esquema de la figura
2.2.

Comportamiento Nominal (CN)

Una vez conseguida la estabilidad nominal, se debe exigir que el sistema nominal
G(s) se comporte adecuadamente, segtin algin indice de funcionamiento o funcién
de coste. Este problema es conocido como el de comportamiento nominal. Para
obtener la formulacién del CN habrd que anular A(s) en la formulacién general
del problema del control robusto.

Estabilidad Robusta (ER)

Con el término robusto se hace referencia a la familia de sistemas F¢; (en la que
estd incluida la planta real G,(s)) que se obtiene de considerar que el sistema
nominal no es un modelo perfecto. Por tanto, se consigue la estabilidad robusta
si el controlador disenado es capaz de estabilizar no sélo al sistema nominal G(s)
sino también a cualquier planta G*(s) perteneciente a la familia de sistemas Fg.
Esta formulacién se consigue anulando las senales w en el esquema de la figura
2.2.

Comportamiento Robusto (CR)

Este es el objetivo final del diseno de un controlador robusto y consiste en que
éste sea capaz de hacer que cualquier sistema G*(s) perteneciente a la familia de
plantas Fg (y en concreto G,(s)) se comporte adecuadamente segin algin indice
de desempeno o funcién de coste.
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De la definicién de los subobjetivos se deduce que para conseguir CR es necesario
obtener previamente CN (y por tanto EN) junto con ER. Sin embargo, el reciproco no
es cierto, esto es, conseguir CN y ER no implica obtener CR (al menos para sistemas
multivariables).

2.3 Comportamiento nominal. Relaciones funda-
mentales

Sea el diagrama de bloques general de un sistema de control de la figura 2.3
([Rub96b]), donde G(s) representa al modelo nominal, K(s) es el controlador de la
planta, d; y d, representan a las perturbaciones sobre el sistema en la entrada y en la
salida de éste respectivamente, r es la referencia o consigna, y es la salida del sistema
y n es el ruido ligado a las medidas de los sensores.

r K(s) G(s)

Figura 2.3: Sistema de control.

Para el sistema de la figura anterior se define una serie de matrices de funciones
de transferencia que son de especial interés, pues caracterizan al comportamiento del
sistema en bucle cerrado.

En primer lugar se definen la funcién de lazo' a la salida (L,(s)) y a la entrada

(L;(s)) como:

L,(s) = G(s)K(s)
Li(s) = K(s)G(s)

'En esta Tesis se utilizard la terminologia funcidn de lazo como sinénimo de funcidn de trans-
ferencia en bucle abierto, a pesar de que el término lazo pueda considerarse equivalente a bucle,
independientemente de si éste estd o no cerrado
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Estas son funciones de bucle abierto y se obtienen de relacionar la salida del lazo
con su entrada dependiendo de si el bucle de realimentacién se rompe a la salida o a
la entrada de la planta respectivamente.

A partir de las funciones de lazo se pueden definir las siguientes funciones de bucle
cerrado, conocidas como funciones de sensibilidad:

e Funcion de sensibilidad a la salida (S,(s)) y a la entrada (S;(s)):

So(5) = (I+Ly(s))™"
Si(s) = (I+ Li(s))™"

e Funcidn de sensibilidad complementaria a la salida (Ty(s)) y a la entrada (T;(s)):

s)(I + LO(S)):II

Por la propia definicién de S,(s) y To(s) (Si(s) y T;(s) respectivamente) se deduce
que:

So(s) +To(s) =

Si(s) +Tils) =

~NoN~
~—

He aqui el porqué de que los nombres de T,(s) y T;(s) incluyan el adjetivo de
complementaria.

Suponiendo que el sistema nominal con el controlador K(s) es internamente es-
table (véase, por ejemplo, [Zho96]), el sistema en bucle cerrado cumple las siguientes
relaciones:

= T,(r —n)+ S,Gd; + S,d, (2.3)
= S,(r—d,) + Tyn — S,Gd; (2.4)
u = KS,(r—n-—d,) —Td, (2.5)

donde e = r — y es el error de seguimiento a referencias. Notese que este error es
distinto al error medido e,,, diferencia entre la senal de referencia r y la salida medida
ym- Por otra parte, véase que la funcién de transferencia que relaciona a la senal de
control u con la referencia r, el ruido n y las perturbaciones a la salida d, es K(s)S,(s).
Por este motivo esta funcién de transferencia es conocida con el nombre de funcion de
senstbilidad del control.
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De las ecuaciones anteriores se puede deducir cuales son los requerimientos de un
sistema de control para que el sistema en bucle cerrado se comporte adecuadamente.
Tomando como medida de la ganancia de un sistema su maximo valor singular (ver
apéndice A), las especificaciones en un sistema de control se pueden expresar de la
siguiente manera:

e Rechazo de perturbaciones: se pretende que la salida y se mantenga en un valor
constante cuando se introducen perturbaciones en el sistema. Por lo tanto, si se
desea que y se vea poco afectada por d, y d; habra que disenar un controlador que
haga que la ganancia de S,(s) y de S,(s)G(s) sea pequena (ver ecuacién (2.3)),
esto es:

7(S,(jw)) <« 1
7(Se(jw)G(jw)) < 1

e Sequimiento de referencias: se pretende que la salida y sea lo méas parecida posible
a la referencia r, por lo que se desea que el error de seguimiento e se haga lo mas
pequeno posible frente a cambios de referencias. Para conseguir esto, aplicando
(2.4) se requiere que la ganancia de S, sea pequena, o lo que es lo mismo, teniendo
en cuenta la ecuacién (2.1), que la ganancia de T, sea lo més parecida posible a
la unidad, esto es:

(T, (jw)) =~ a(To(jw)) =~ 1

e Atenuacion de ruidos: se pretende que los ruidos n, inherentes en cualquier me-
dida, se reflejen lo menos posible en la salida y del sistema. Para ello, segin
la ecuacién (2.3) se debe conseguir que la ganancia de la funcién 7, sea lo mas
pequena posible, esto es:

(T,(jw)) < 1

e Reduccion de la energia de control: para evitar que el sistema de control con-
suma una energia excesiva, se desea que el controlador genere una actuacién no
demasiado enérgica, lo cual se traduce en que se desea que la senal de control sea
lo méas pequenia posible. Esto se consigue, segin (2.5), haciendo que la ganancia
de las funciones KS, y T; sean lo mas pequenas posibles, esto es:

o(K(jw)S,(jw)) < 1
o(Ti(jw)) < 1
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De lo recién expuesto se observa que existen objetivos de control que son con-
tradictorios. Por ejemplo, teniendo en cuenta la relacién (2.1), no se pueden hacer
pequenas simultdneamente S, (deseable para problema de seguimiento y rechazo de
perturbaciones) y T, (deseable para problema de atenuacién de ruidos). Por lo tanto,
en cada caso se debe adoptar una soluciéon de compromiso entre los distintos requisitos
de control.

Afortunadamente estos requisitos de control suelen estar localizados en distintas
zonas en la frecuencia. En general, los ruidos suelen ser de alta frecuencia mientras que
las perturbaciones al sistema y los cambio de consigna suelen tener unas componentes
frecuenciales mucho mas bajas. Esto implica que se puede plantear cada requisito de
control en una zona de frecuencia diferente, con lo cual se puede dar una solucion al
problema.

Habitualmente se suele diferenciar tres zonas de frecuencias, dentro de las cuales se
plantean distintos objetivos de control:

e Zona de baja frecuencia: En esta zona se plantean los problemas de seguimiento
de referencias y rechazo de perturbaciones.

e Zona de frecuencia intermedia: En esta zona se marcaran la estabilidad (margenes
de estabilidad) y la velocidad de respuesta (ancho de banda).

e Zona de alta frecuencia: Se deberd disenar para rechazar el efecto de los ruidos
de los sensores y reducir la energia utilizada en controlar al sistema. Ademas,
en este rango de frecuencias se impondrd la cota de estabilidad robusta, como se
expondra en secciones posteriores.

En la figura 2.4 se muestran estas especificaciones en una grafica en la que se
representa la forma requerida que deben adoptar las funciones de sensibilidad para
cumplir estos requerimientos.

2.4 Descripcion de las incertidumbres

Como se expuso anteriormente, el objetivo del control robusto consiste en disenar
un sistema de control basandose en el conocimiento de las incertidumbres. Para ello
es necesario saber qué factores influyen en la existencia de dichas incertidumbres. A
continuacion se presentan distintas clasificaciones de las incertidumbres segun diversos
criterios.
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Figura 2.4: Especificaciones en un sistema de control.

2.4.1 Incertidumbres segin su origen

El origen de las incertidumbres puede ser de lo mas variado. En este apartado se
va a dividir la incertidumbre en dos grupos, dependiendo de si interviene en ella algiun
elemento dindmico o depende sélo del valor de algiin parametro.

1. Incertidumbres estructurales

En este caso la estructura dindmica de la familia de plantas cambia respecto a la
estructura dindmica del sistema nominal elegido. Algunos ejemplos de este tipo
de incertidumbres podrian ser:

e Modificacion del sistema al cambiar de punto de trabajo: En este caso podria
suceder que, por ejemplo, el orden de un sistema linealizado en un punto de
operacién varie al cambiar a otro punto.

e Dindmica no lineal: Sucede en sistemas en los que se separa la parte lineal
de la parte no lineal, considerando esta tultima como incertidumbre.

e Dindmica despreciada: Un ejemplo tipico es la no inclusién de las dindmicas
de alta frecuencia de actuadores y sensores en el modelo nominal por no
considerarlas suficientemente importantes o ser desconocidas.

e Dindmica no modelada: Este es el caso en el que no se incluye en el sistema
nominal alguna dindmica conocida para no aumentar su complejidad, a pesar
de que ésta influya significativamente en el comportamiento del sistema. La
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no consideracién del retardo de un sistema en el diseno del sistema nominal
puede ser un ejemplo representativo para este caso.

e Reduccion del orden del controlador: Aunque no constituya en si una incer-
tidumbre en el modelado de la planta, es interesante incluir aqui este punto
por ser una técnica muy empleada. En este caso, el origen de la incertidum-
bre se debe a que el controlador calculado para soportar cierta incertidumbre
ha sido reducido de orden por considerar que éste era muy alto. Asi, el con-
trolador reducido introduce una incertidumbre adicional debido al cambio
de la estructura a considerar en el sistema en bucle cerrado

2. Incertidumbres paramétricas

En este caso se considera que el sistema nominal posee pardmetros (polo, cero,
ganancia, ...) que pueden variar entre un rango de valores determinado, si bien
la familia de plantas mantiene la misma estructura. Algunos ejemplos tipicos
podrian ser:

e Parametros no identificados con precisién.

e Cambios del valor de pardmetros por cambio de punto de trabajo.

e Modificacién del valor de pardmetros por deterioro del sistema.

2.4.2 Incertidumbres segiin su representacion

A pesar de que la incertidumbre de un sistema es siempre la misma, ésta puede ser
representada utilizando distintas expresiones matematicas.

Sea el diagrama de bloques general de un sistema de control de una planta con
incertidumbres de la figura 2.5 (similar al de la figura 2.3 pero incluyendo el bloque
E(s) representando los errores de modelado existentes en la planta). Las senales ygp y
ug interconectan al bloque de incertidumbre con el sistema nominal y representan los
vectores de entrada y salida respectivamente al bloque de incertidumbre de forma que

up = E(s)yp

Los modelos de incertidumbres méas empleados son los siguientes:

1. Incertidumbre aditiva:
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r K(s)

Figura 2.5: Sistema de control con incertidumbres en la planta.

2. Incertidumbre multiplicativa en la entrada:

G*(s) = G(s)(I + Epmels))
Eme(s) = G(s) {(G"(s) = G(s))

3. Incertidumbre multiplicativa en la salida:

G*(s) = (U4 Ens(s))G(s)
Ens(s) = (G*(s) — G(s)G(s)™

4. Incertidumbre aditiva inversa:

G'(s) = (I—G(s)Euls))"'G(s)
Ea(s) = G(s) H(G(s)G"(s) ' = 1)

5. Incertidumbre multiplicativa inversa en la entrada:

G*(s) = G(s)(I = Epic(s)) ™"
Bpie(s) = I—G*(s)7'G(s)

6. Incertidumbre multiplicativa inversa en la salida:

G*(s) = (I = Epis(s))'G(s)
Enis(s) = I —G(s)G*(s)*

En la figura 2.6 se muestra un esquema de cada una de estas configuraciones. Existe
una relacién entre las distintas expresiones de la incertidumbre de forma que a partir
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de cualquiera de ellas pueden encontrarse expresiones para el resto de manera que la
familia de planta Fs sea la misma. Dicha relacién es la siguiente:

Eo(8) = G(8)Eme(s) = EnsG(s) = [(I + G(s)Eu(s)) ™' — I G(s) =

ST T T T | T T T T T
| G (9 G'(9 |
» E9
| o ! |, P 5 7, |
| R ‘| | : |
| » G i > G(9) —|—>
——————— —_— — —————— — —
Aditiva Multiplicativa en la entrada
| G'(9) | 1G9 |
| V. En(9 U | x (9 | >
| v | | W y |
—|—> G(s) » | | E Ea](s) < E |
e — — — — — — — — e — o— o— o— o— — —
Multiplicativa en la salida Aditivainversa
—————— — — — -————— - — —
| G () I | G(s |
) > G > - G H >
| o ; I
| Bl : : T B [
Multiplicativa inversa en la entrada Multiplicativa inversa en la salida

Figura 2.6: Modelos de incertidumbre mas empleados.

De los modelos anteriores, el mas utilizado es el de incertidumbre multiplicativa
debido a que expresa errores relativos en el modelado. El nivel de incertidumbre suele
aumentar con la frecuencia, debido principalmente a dindmicas no modeladas en alta
frecuencia (actuadores, sensores, modelos de ruidos de la planta). Por lo tanto, las
incertidumbres multiplicativas suelen ser pequenas en baja frecuencia (rango en el cual
la planta suele ser bien conocida) y grandes en alta frecuencia (rango en el cual el
modelo es mds impreciso).

Por otra parte, en los modelos anteriores se ha distinguido entre incertidumbres a la
entrada y a la salida de la planta, dependiendo de en qué punto del lazo se encuentre el
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bloque de incertidumbres. Esta distincion tiene sentido sélo en sistemas multivariables,
siendo equivalentes para sistemas monovariables.

Por ultimo, comentar que es posible combinar estos modelos en un mismo sistema,
es decir, se podria modelar, por ejemplo, un sistema con dos fuentes de incertidumbres:
una multiplicativa a la entrada y otra multiplicativa a la salida (ver figura 2.7).

— — — — — — — — — — — — — c—

Figura 2.7: Combinacién de dos modelos de incertidumbre

2.4.3 Incertidumbres segiin su estructura

En general, el bloque de incertidumbre E(s) (ver figura 2.5) serd una matriz de
funciones de transferencia, donde como caso particular se admite que algunos elementos
no posean dinamica, como sucede cuando el origen de incertidumbre es paramétrico.
Dependiendo de la estructura de ésta se puede hacer una distincién entre incertidumbre
estructurada o no estructurada.

1. Incertidumbre no estructurada

En este caso se considera que el bloque de incertidumbre E(s) es una matriz de
funciones de transferencia completa, no pudiéndose establecer ninguna estructura
dentro de ella. Lo que se puede conocer de E(s) en este tipo de incertidumbre es
una cota de su magnitud, que generalmente dependera de la frecuencia, expresada
mediante algin indice o norma.

Este tipo de incertidumbre se produce cuando se supone una sola fuente de
incertidumbre o bien cuando, aun suponiendo distintas fuentes, se admite un
acoplamiento total entre ellas, considerando asi el peor caso posible.

2. Incertidumbre estructurada

Cuando se puede determinar claramente el origen de cada una de las incertidum-
bres, la matriz E(s) puede ser escrita de forma que ésta posea algin tipo de
estructura. Se supone entonces que no existird acoplamiento entre los distintos
focos de incertidumbre.
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Las estructuras mas frecuentes son las diagonales , donde la matriz de incer-
tidumbres se puede escribir como:

B(s) = diag(Ey(s), ..., By(s))

donde E;(s) se corresponde con cada uno de los bloques que componen la matriz
de incertidumbres. Estos bloques son a su vez matrices de funciones de transfe-
rencia, las cuales pueden poseer algiin tipo de estructura o ser completas. Como
caso particular, en caso de incertidumbre paramétrica las matrices E;(s) se po-
drian escribir como un parametro §; multiplicado por la matriz identidad con la
dimensién adecuada, esto es:

E(s) = diag(d11,,, . ..,041:,)

En la figura 2.7 se presenta un ejemplo de incertidumbre estructurada a bloques.
Teniendo en cuenta que:

up = E(s)yp

. [ UE1 } . [ Y1 }
Ug = Ye =
UE2 YE2

la matriz de incertidumbre E(s) tendra la siguiente expresion:

y tomando:

siendo Epe(s) ¥y Ems(s) matrices de funciones de transferencia, cuyas dimensiones
dependeran del nimero de entradas y salidas del mismo.

2.5 Representacién de la incertidumbre en la fre-
cuencia

Para representar la incertidumbre de un sistema se ha utilizado una familia de
plantas posibles F, la cual origina una banda en un diagrama polar (ver figura 2.1)
dentro de la que esta incluido el sistema real G,(s). Sin embargo, como este tipo
de grafica estd parametrizada en la frecuencia, se estd enmascarando que para cada
frecuencia w existe una regién determinada dentro de la cual puede estar situada la
planta real. Este hecho esta reflejado en la figura 2.8, el la que se expone un ejemplo de
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Im
00, < 00,< 00, (0, < ;< g

Figura 2.8: Representaciéon de incertidumbre en un diagrama polar.

incertidumbre de un sistema monovariable cuando ésta es de origen paramétrico para
varias frecuencias.

A menudo se suele evitar describir la incertidumbre en forma paramétrica 2. Algunas
razones para ello son las siguientes:

e Como se puede observar en la figura 2.8, las regiones de incertidumbre pueden
tener formas més o menos complejas dependiendo del tipo de incertidumbre. En
caso de tener incertidumbre paramétrica, si el nimero de parametros que pueden
variar es alto, la regién puede llegar a tener una forma muy compleja (en el
ejemplo de la figura 2.8 s6lo varfan tres parametros). Esto induce a pensar que
determinar la forma exacta de la regién de incertidumbre para cada frecuencia
puede suponer un alto esfuerzo de calculo.

e Un modelo paramétrico de la incertidumbre puede resultar a veces enganoso en
el sentido de que proporciona una descripciéon muy detallada y exacta, aunque
en muchas ocasiones las hipdtesis sobre el parametro en el sistema real pueden
que no sean tan precisas.

e Se requiere que el modelo nominal tenga la estructura exacta que describe al
sistema real, con lo que no se podria manejar con incertidumbres de dindmicas
no modeladas.

Para evitar estas contrariedades se suele sustituir la region de incertidumbre paramé-
trica por una regién en forma de disco centrado en el valor del modelo nominal para

2A este respecto, es conveniente senalar que se existen otros enfoques del control robusto, como por
ejemplo, las técnicas denominadas como QFT (del inglés Quantitative Feedback Theory) o técnicas de-
sarrolladas a partir del teorema de Kharitonov, que permiten manejar las incertidumbres paramétricas
de forma cémoda. Por supuesto, cada método tiene sus ventajas y sus inconvenientes.
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cada frecuencia y que englobe a la regién anterior (ver figura 2.9). La gran ventaja de
esta sustitucién es que es muy facil describir un circulo (sélo es necesario conocer el
centro y el radio). La desventaja es que se estd ampliando la regién de incertidumbre,
yva que se consideran plantas que estan en el interior del circulo que no pertenecian al
interior de la region original.

Figura 2.9: Aproximacion de la region de incertidumbre paramétrica por un circulo.

Describir la region de incertidumbre con un circulo para cada frecuencia es equi-
valente a suponer que se tiene incertidumbre no estructurada, lo que implica que en
general los componentes de la matriz de incertidumbre serdn nimeros complejos que
varien con la frecuencia. El radio del circulo vendra determinado por una funcién que
depende de la ganancia de las matrices que normalizan a la incertidumbre (ver sec-
cién 2.7). Esta serd la forma en la que se describird la incertidumbre en los capitulos
sucesivos.

2.6 Eleccion del modelo nominal

A lo largo de este capitulo se ha introducido el control robusto partiendo de un
modelo nominal y una incertidumbre asociada. Esta incertidumbre es la que diferen-
cia al sistema nominal del sistema real y en funcién de ésta se plantea disenar un
controlador de tal forma que el sistema controlado sea robusto.

Teniendo en cuenta que, en general, a mayor incertidumbre mas conservador sera
el controlador y que la incertidumbre del modelo nominal depende de la eleccion del
mismo, es razonable hacer algunos comentarios sobre el diseno del modelo nominal.

Partiendo de la base de que para representar las incertidumbres se utilizaran circulos
cuyos radios varian con la frecuencia, en lineas generales existen tres opciones para la
eleccién del modelo nominal:

1. Eleccion de un modelo de bajo orden y sin retardos. Con esta eleccién se obtendra
un sistema nominal simple, lo cual beneficia el proceso de calculo del controlador.
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Como inconveniente se tiene que la region de incertidumbre es muy extensa.
En este caso es muy probable que se esté incluyendo en la familia de plantas
demasiados sistemas que no van a ser posibles desde el punto de vista fisico,
incluyendo al propio sistema nominal.

2. Diseno del modelo nominal de forma que se minimice la region de incertidumbre.
Esta eleccion es la menos conservadora, quedando un modelo nominal complejo
que puede que no sea racional, y donde una aproximacion racional dara lugar a
un sistema nominal de orden muy alto. En este caso, el esfuerzo de diseno del
sistema nominal puede ser demasiado alto.

3. Eleccion de los parametros del modelo como media de los pardmetros de las distin-
tas posibles plantas. Esta opcién es una solucion intermedia en la cual la regién
de incertidumbre no es excesivamente alta y el diseno del modelo nominal no
requiere gran esfuerzo.

En la figura 2.10 se muestran numeradas cada una de estas opciones para una
frecuencia determinada, marcando el centro (valor del modelo nominal para esa fre-
cuencia) en cada una de ellas. Puede observarse que en la opcién (1) el centro queda
fuera de la zona de incertidumbre paramétrica, lo que indica que el sistema nominal
no puede ser el sistema real a esa frecuencia.

Figura 2.10: Opciones de diseno del modelo nominal.

2.7 Normalizacion de las incertidumbres

Como ya se expuso en la introduccion de este capitulo, si bien no es posible conocer
con exactitud la incertidumbre respecto a un modelo nominal (debido a que no se puede
conseguir un modelo que represente a la dindmica de un sistema real de forma exacta),
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se puede realizar la hipotesis de que el tamano de dicha incertidumbre puede ser acotada
superiormente.

Dado que los errores de modelado pueden ser representados por una matriz de
funciones de transferencia E(s) (ver figura 2.5), al sustituir la variable compleja s
por jw dicha matriz serd una matriz de nimeros complejos para cada frecuencia w.
Como consecuencia de que la incertidumbre puede ser acotada superiormente, se puede
hallar un valor dependiente de la frecuencia que sea mayor que la norma utilizada (ver
apéndice A) para acotar superiormente a la matriz.

La idea de la normalizacion se basa en descomponer la matriz de incertidumbres en
tres médulos, dos que representen la magnitud de la incertidumbre (Wi(s) y Wa(s)) y
el tercero (A(s)) que represente la direccién de la misma (ver figura 2.11). Segun esto,
la matriz de incertidumbres podra ser escrita de la siguiente manera:

Figura 2.11: Normalizacién de la incertidumbre.

E(s) = Wa(s)A(s)W1(s) (2.6)

de forma que
I|A(S)||oc =supad(A(jw)) <1 (2.7)

Las matrices Wy (s) y Wa(s) de la ecuacién (2.6) se eligen de forma que sean estables
y de fase minima. La restriccién de estabilidad se debe a que la incertidumbre debe
estar acotada. La condicién de fase minima es importante puesto que dichas matrices
seran incluidas en la planta generalizada (ver figura 2.13), la cual sera utilizada en el
siguiente capitulo para el calculo del controlador.

Por otra parte, es interesante notar que si la matriz de incertidumbres E(s) posee
una estructura diagonal (o diagonal a bloques), la matriz de incertidumbre normalizada
A(s) podra ser escrita de la forma
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de manera que
[Ai(s)lloc = supa(Ai(jw)) <1

simplemente tomando las matrices Wi (s) y Wa(s) diagonales (o diagonales a bloques).

2.8 Estabilidad robusta

Como se expuso anteriormente, el problema de estabilidad robusta consiste en
el diseno de un controlador de forma que el sistema en bucle cerrado permanezca
estable para cualquier planta G*(s) perteneciente a la familia de sistemas F; obtenida
a partir del modelo nominal G(s) junto con la incertidumbre asociada E(s). Hay
que hacer notar que al hablar de estabilidad robusta no se tienen en cuenta senales
externas que perturben al sistema (cambios de referencias, perturbaciones, ruidos, ... ),
constituyendo la inclusién de éstos el problema de comportamiento robusto.

Para el estudio de la estabilidad robusta se va a utilizar el esquema de interconexion
de la figura 2.12, donde A(s) representa el bloque de incertidumbre normalizada y M (s)
es una matriz de funciones de transferencia obtenida de relacionar el vector de salida
hacia la incertidumbre normalizada (ya) frente al de la entrada desde la misma (ua).

A(S)

M(s)

Figura 2.12: Esquema de interconexion para la estabilidad robusta.

Para obtener M (s) se utiliza el esquema de la figura 2.5, anulando todas las entradas
externas al sistema (r, d;, d, y n) y sustituyendo E(s) por Wy (s)A(s)Wi(s), obteniendo
asi el esquema de la figura 2.13. En esta figura se ha marcado el bloque P(s) (planta
generalizada) para relacionar este esquema con el de la formulacién general del control
robusto (ver figura 2.2). De aqui puede observarse que M(s) no es mds que una
transformacion fraccional lineal inferior (ver apéndice A) de P(s) con el controlador:

M(s) = Fi(P(s), K(s))
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donde previamente se han extraido de P(s) las columnas correspondientes a la entrada
w.

P A(S)
yA uA
| i'“""'“""""“"": I
I M(S) ' P(s) 1 I
! \ 4 :
| ERCIRERT o
]
| - 4 v v
' - Vv
| | |
| I
| I

Figura 2.13: Esquema para el cdlculo de la matriz M (s).

La base del estudio sobre estabilidad robusta es el Teorema de la Pequenia Ganancia
([Zam66]), el cual establece una condicién suficiente que garantiza la robustez de la
estabilidad de un sistema. Su aplicacion se basa en la separacion del sistema nominal
y de las incertidumbres del sistema en dos bloques distintos, de tal forma que su
interconexién dé origen a la familia de plantas. Por tanto, establecer que el sistema
de interconexién es estable implica establecer que cualquier sistema perteneciente a la
familia sera estabilizado, que es la definicion de estabilidad robusta.

Teorema de la Pequena Ganancia

Sea el sistema de interconexion de la figura 2.12, donde M(s) y A(s) son
matrices de transferencia estables.

Entonces el sistema de interconexidn (sistema en bucle cerrado) es estable
st se cumple:

[M(s)A(s)]| <1

siendo ||-|| cualquier norma compatible con el sistema que satisfaga || My M,l| <
\|Mi||| Ma]| (ver desigualdad (A.3) en el apéndice matemdtico).

A continuacién se exponen algunos comentarios de interés a la hora de aplicar este
teorema:
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e Este teorema sélo ofrece una condicion suficiente en caso de que la incertidumbre
sea estructurada. Por lo tanto, los resultados de robustez obtenidos aplicando
este teorema pueden ser conservadores al no establecer también una condicién
necesaria.

e La hipdtesis de estabilidad de la funcién de transferencia M (s) implica que el
sistema necesita ser nominalmente estable para poder poseer estabilidad robusta.
La misma hipdtesis aplicada sobre A(s) implica que la incertidumbre tendra una
ganancia acotada.

e El teorema especifica que la norma del producto debe ser menor que la unidad,
no haciendo referencia a la norma de cada uno de los sistemas por separado. Esto
implica que A(s) no tendria por qué ser la matriz de incertidumbre normalizada
del sistema. Teniendo en cuenta que

IM@s)[I[A() <1 = [IM(s)A(s)]] <1

se tiene que si ||A(s)|| < v, la condicién de estabilidad robusta se traduce en
disenar un controlador K (s) para el sistema nominal G(s) de forma que || M (s)]| <
;17. Ahora bien, si se considera que A(s) es la incertidumbre normalizada del
sistema y esta normalizacion se ha realizado de forma que ||A(s)|| < 1, entonces

se puede establecer que el sistema serd robustamente estable si || M (s)|| < 1.

e En la formulacién del teorema no se considera la fase del sistema (sélo su ganan-
cia). Por lo tanto, el resultado del teorema es independiente del signo de la
realimentacion, lo cual es otro sintoma del conservadurismo del mismo.

e Este teorema es aplicable tanto a sistemas lineales como no lineales ([Des75]).
En este ultimo caso no podra hablarse de funciones de transferencia, pero si de
normas que acoten la ganancia del sistema.

e Para sistemas lineales e invariantes en el tiempo (LIT) se puede utilizar cualquier
norma inducida del sistema (ver apéndice A ), y en concreto la norma 2 inducida,
que es la norma infinito del sistema.

El teorema anterior proporciona una herramienta muy potente pero excesivamente
general para algunos casos (de ahi que s6lo aporte condiciones suficientes). Para el caso
de sistemas lineales, la estabilidad del sistema de interconexion de la figura 2.12 podria
estudiarse utilizando el Teorema de Nyquist Generalizado ([DeC77]), que es aplicable
a sistemas multivariables.

De especial interés es el teorema conocido como Condicion de Estabilidad del De-
terminante, obtenido a partir del Criterio de Nyquist Generalizado suponiendo reali-
mentacién positiva (ver figura 2.12) y que proporciona una condicién de estabilidad
robusta en funcién del valor de un determinante.
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Teorema: Condicion de Estabilidad del Determinante

Sea el sistema de interconexion de la figura 2.12, donde M(s) y A(s) son
matrices de transferencia estables, siendo A(s) cualquier matriz perteneciente
al conjunto convexo de incertidumbres permitidas A. Entonces este sistema
de interconexidn serd estable para cualquier valor de A(s) permitido (esto
es, serd robustamente estable) si y solo si:

det(I — M(jw)A(jw)) # 0, Yw, VAeA

Es interesante observar que si bien este teorema tiene un dominio de aplicabilidad
inferior respecto al del Teorema de la Pequena Ganancia, como contraprestacion aporta
condiciones necesarias y suficientes para estabilidad robusta.

2.8.1 Estabilidad robusta para incertidumbres no estructuradas

Como ya se expuso en la seccion 2.4.2, la expresion de la la familia de plantas puede
variar en funcion de la representacion de la incertidumbre que se elija. Por tanto, es
l6gico que la condicién de estabilidad robusta que se obtenga también dependa de dicha
representacion.

A continuacion se van a exponer las condiciones de estabilidad robusta para las
distintas representaciones de la incertidumbre descritas en la seccion 2.4.2, suponiendo
que existe una sola fuente de incertidumbre (incertidumbre no estructurada). Para ello
se va a partir de las la normalizacién de la incertidumbre (ver ecuaciones (2.6) y (2.7))
y se hallara el valor de la matriz:

M(s) = Wi(s) Mo(s)Wa(s)

utilizada en el Teorema de la Pequenia Ganancia. Segun este teorema, al ser ||A(s)]|o <
1, para obtener la estabilidad robusta se ha de cumplir que

[M(s)]loo < 1

Por lo tanto, lo que cambiara de una representacién de la incertidumbre a otra sera
la expresion de My(s). A continuacién se exponen las distintas expresiones de dicha
matriz en funcién de las distintas representaciones de la incertidumbre:
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o Incertidumbre aditiva:

G*(s) = G(s) + E,(s)

Mo (s) = K(s)(I + G(s)K(s)) ™" = K(s5)S,(s)

Incertidumbre multiplicativa en la entrada:

G*(s) = G(s)({ + Epme(s))

Mo(s) = K(s)G(s)(I + K(s)G(5)) ™" = Ti(s)

Incertidumbre multiplicativa en la salida:

G*(s) = (I + Epa(s))G(s)
Mo(s) = G(s)K(s)(I +G(s)K(s)) " =T,(s)

Incertidumbre aditiva inversa:

G*(s) = (I = G(s)Eai(s)) "' G(s)

Mo(s) = (I + G(s)K(s))7'G(s) = So(5)G(s)

Incertidumbre multiplicativa inversa en la entrada:

G*(s) = G(s)(I = Emic(s)) ™!

My(s) = (I + K(5)G(s))™" = Si(s)

Incertidumbre multiplicativa inversa en la salida:

G*(s) = (I = Emis(5))7'G(s)

Mo(s) = (I +G(s)K(s)) ™t = S,(s)

En las ecuaciones anteriores se ha omitido algtin cambio de signo, si bien esto no
afecta al valor de la norma de dichas funciones.

Hay que hacer notar que el sistema My(s) depende exclusivamente del sistema
nominal, por lo que las condiciones que se establecen incluyen, a parte de las funciones
de peso Wi(s) y Wy(s), funciones de sensibilidad de dicho sistema.

Finalmente, es conveniente comentar que cuando la incertidumbre a tratar es no es-
tructurada, el Teorema de la Pequena Ganancia no sélo aporta una condicién suficiente
sino también necesaria.
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2.8.2 Estabilidad robusta para incertidumbres estructuradas

En el caso de que la matriz A(s) posea una estructura diagonal o diagonal a bloques,
el Teorema de la Pequena Ganancia utilizando el sistema de interconexién de la figura
2.12 ofrece s6lo una condicién suficiente. Sin embargo, en este caso se puede plantear
sacar partido del conocimiento de la estructura de la incertidumbre para obtener una
condicién de estabilidad robusta mas ajustada.

Una idea es utilizar el hecho de que la estabilidad es independiente de un escalado.
Segtn esto, se podria definir una matriz diagonal a bloques de escalado:

D= diag(dll,«l, e, dilria Ceey dqqu)

donde d; es un escalar e I,; es la matriz identidad con la misma dimensién que cada
uno de los bloques de la diagonal de A;(s). Reescalando la entradas y las salidas
de la incertidumbre (ver figura 2.14) se obtiene un nuevo sistema de interconexién
M'(s) — A'(s), equivalente al compuesto por M(s) — A(s), donde

M'(s) = DM (s)D™!
A'(s) = DA(s)D™!
L AG) |
v, | ; e |y,
} D «<«— A |€«— D1 <—|—
- - — — 4

Figura 2.14: Escalado del bloque de incertidumbres.

La definicién realizada de A’(s) implica que si [|A(s)]|e < 1, entonces ||A'(s)||o < 1.
Por lo tanto, utilizando el nuevo sistema de interconexion, la condicion de estabilidad
robusta se puede expresar como
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ER <= | M'(s)lloc = IDM(5)D™'||oc < 1

La idea anterior puede ser aplicada no s6lo a matrices D diagonales a bloques con
coeficientes reales, sino que en realidad se puede hacer extensiva a cualquier matriz
compleja D(w) diagonal a bloques que tenga una estructura compatible con A(s), esto
es, matrices D(w) que cumplan

AD = DA

Por lo tanto, una condicién menos conservadora de estabilidad robusta se consigue
minimizando para cada frecuencia el valor singular maximo, obteniendo que

ER — m%nDHD(w)M(s)D_l(w)H <1
€

D(w o0

donde D es el conjunto de matrices diagonales a bloques cuya estructura es compatible
con A(s). Es interesante comprobar que si A(s) es una matriz completa (incertidumbre
no estructurada), la eleccién de D(w) debe ser D = dI, obteniendo que en este caso
(D(w)M(jw)D(w)™) = (M (jw)). Sin embargo, si la matriz de incertidumbre es
estructurada se tiene més grados de libertad en D(w), con lo que & (D(w)M (jw)D(w)™")
puede ser significativamente menor que (M (jw)).

Las condiciones de estabilidad robusta para incertidumbres estructuradas propor-
cionadas hasta ahora son sélo condiciones suficientes. Si ademas se quisiera aportar
condiciones necesarias habria que acudir a la Condicion de Estabilidad del Determi-
nante. Puesto que este teorema postula que el sistema poseera estabilidad robusta
mientras no se anule el determinante de I — M (jw)A(jw), una forma de obtener una
condicién necesaria y suficiente serd encontrar la matriz A € A mds pequena (medida
en términos de 5(A(jw))) que hace que det(I — MA) =0 , donde A es el conjunto de
matrices normalizadas con la estructura de la incertidumbre. El maximo valor singular
de esta matriz es conocido como margen de estabilidad multivariable (k,,) ([Sat82]),
esto es:

km(M) = min{a(A)|det(/ — MA) =0}

AcA

Sin embargo es mas conocido (y utilizado) la inversa de este indice, que es denom-
inada como valor singular estructurado p(M) ([Doy82]), que matemdticamente queda
definido como

1
minaea{d(A)|det(I — MA) =0}

n(M) =
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En caso de no existir ninguna matriz A € A que anule el determinante, se dice que
k(M) es infinito y que u(M) = 0.

Entre los motivos por los que p(M) es mas utilizado que k,,(M), a pesar de que
la definicion de éste tltimo es mas natural, destaca el hecho de que el valor singular
estructurado es una generalizacién del radio espectral (p(M)) y de la norma espectral
(6(M)), cumpliéndose que

p(M) < p(M) < o(M)

Utilizando la definicién del valor singular estructurado se obtiene la siguiente condi-
cién (necesaria y suficiente) para la estabilidad robusta de sistemas con incertidumbre
estructurada:

Sea el sistema de interconexrion de la figura 2.12. Suponiendo que tanto
M(s) como A(s) son matrices de transferencia estables y que ||A(s)||e < 1,
entonces el sistema de interconexion serd robustamente estable si y sélo si

p(M(jw)) <1,  Vw

La condicién anterior puede ser reescrita de la forma:

ER & pu(M(jw))o(A(jw)) < 1, Yw

Esta expresion puede ser interpretada como una generalizacién del Teorema de la
Pequena Ganancia donde se tiene en cuenta la estructura de la incertidumbre. Obvia-
mente, de este teorema se deduce que el valor singular estructurado debe cumplir la
condicion:

M) < ming(DMD™!
p(M) < mino( )

la cual puede ser utilizada para hallar una cota superior del mismo. En anterior
problema de minimizacion puede ser resuelto de una manera eficiente si se expresa
como un problema LMI ([Boy94)).

2.9 Comportamiento robusto

Una vez conseguida la estabilidad robusta y el comportamiento nominal, el dltimo
subobjetivo es conseguir que cualquier sistema G*(s) perteneciente a la familia de
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plantas Fi; cumpla las especificaciones de control establecidas. Estas especificaciones
aluden a aspectos relacionados con los errores de seguimiento, rechazo de perturba-
ciones externas al sistema, esfuerzo de control, etc.

Como se expuso en la seccion 2.3, las especificaciones de control se pueden expresar
mediante una relacién frecuencial basada en el modelo nominal de la planta. Por tanto,
si se desea obtener una forma determinada de la funcion de sensibilidad, ésta se podria
especificar imponiendo la condicion

[Ws(5)So(8) |00 = max, o(Ws(jw)S,(jw)) <1
=1
d(Ws(jw)S,(jw)) < 1, Yw

donde Ws(s) es una matriz de funciones de transferencia que pondera en la frecuencia
a S(s) de tal forma que la funcién de sensibilidad obtenga el perfil deseado en cada
canal (determinado por cada valor singular) y frecuencia.

Para analizar el problema de comportamiento robusto habra que sustituir el modelo
nominal G(s) en la condicién anterior por una planta cualquiera G*(s) perteneciente a
la familia Fg. Segin esto, se obtendra comportamiento robusto si se satisface:

c(Ws(jw)S;(jw)) <1, Vw

donde S*(s) es la funcién de sensibilidad calculada con una planta genérica G*(s) € Fg.

Como se expondra en el siguiente capitulo, se pueden plantear especificaciones sobre
mas de una funcién de sensibilidad de forma simultanea, dando lugar al problema de
sensibilidad mizta.

Si se representa al sistema mediante la figura 2.15, donde N(s) se obtiene del es-
quema de la configuracién general del control robusto (ver figura 2.2) como una trans-
formacién fraccional lineal inferior de P(s) con el controlador:

N(s) = Fi(P(s), K(s))

resulta que establecer especificaciones de comportamiento consiste en establecer una
relacion entre el vector de senales externas que perturban al sistema w y el vector de
senales objetivos z. Supdngase que esta relacion viene especificada por una matriz de
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transferencia F¢(s)? de forma que:

z=E ' (s)w

Entonces, utilizando esta relacién el problema de comportamiento robusto se puede
plantear como un problema de estabilidad robusta([Pac93]), donde la matriz Ec(s)
hace las veces de una incertidumbre ficticia. Para ello, al igual que se planteé con la
incertidumbre del sistema E(s), la incertidumbre ficticia E¢(s) puede ser normalizada
(ver seccion 2.7), de forma que:

Ec(S) = WCQ(S)AC(S)WCl (S)
tal que:
1Ac(5)lleo = sup 5 (Ac(jw)) <1

donde las matrices Weq(s) y Wea(s) seran matrices de funciones de ponderacién que se
elegiran de forma que impongan restricciones frecuenciales sobre las distintas funciones
de sensibilidad.

A(S)

A yA

N(s)

W —P —» Z

Figura 2.15: Esquema de interconexién para el comportamiento robusto.

A continuacién habré que reagrupar en una sola matriz de incertidumbre A’(s) al
bloque de incertidumbre de la planta A(s) y al bloque de incertidumbre ficticia de
comportamiento Ac(s) no estructurada de forma que:

Al(s) = ( A((]S) Ac(*)(s) )

Noétese que, por ser A'(s) diagonal a bloques, se cumple que

3El subindice C hace referencia a Comportamiento
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| 18(5) o < 1
A @) < 1
80(s) e < 1

Una vez realizadas estas transformaciones, el problema de comportamiento robusto
puede ser planteado como uno de estabilidad robusta, donde el sistema de interconexion
estd formado por las matrices N(s) y A’(s) (ver figura 2.16), donde la incertidumbre
tiene una estructura diagonal a bloques, siendo uno de ellos el correspondiente a la

incertidumbre del sistema y el otro el correspondiente a las especificaciones de com-
portamiento.

A' (9

(05.0)

—» N(s)

Figura 2.16: Comportamiento robusto como estabilidad robusta.

Por lo tanto, estas transformaciones permiten enunciar la siguiente condicion de

comportamiento robusto ([Mor89]) utilizando la Condicion de Estabilidad del Deter-
mianante:

Sea el sistema de interconexion de la figura 2.16, donde las matrices N(s)
y A'(s) son estables y N(s) cumple las especificaciones de comportamiento
nominal. Entonces el sistema de interconexrion serd robustamente estable
(esto es, el sistema original tendrd comportamiento robusto) si y sdlo si se
cumple que:

p(N(Gw)) <1, Vw

donde u(N) se calcula respecto a la incertidumbre estructurada A" = diag{ A, Ac}.
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Capitulo 3

Sintesis de Controladores H
Lineales

3.1 Introduccién

En este capitulo de repasa de manera muy somera los conceptos basicos que per-
miten plantear la sintesis de un controlador H, lineal. Se comienza con el planteamien-
to de una formulacién general del problema. A continuacion se muestra cémo poder
hallar la norma infinito de un sistema lineal racional y estable. En la seccién 3.4 se
expone un método para hallar un controlador H,, subéptimo, junto con un proceso
iterativo que permite disminuir el valor de norma infinito. En la seccién 3.5 se muestra
cémo relajar algunas hipotesis en la planta generalizada mediante transformaciones
sobre ella para que pueda ser procesada por el algoritmo de la secciéon anterior. A
continuacion, en la seccion 3.6, se plantea la construccién de la planta generalizada,
donde han de incluirse las especificaciones sobre el sistema de control. Este problema
se divide en dos vertientes: moldeo de la funcién de lazo en bucle abierto (seccién 3.7)
y moldeo de funciones de transferencia en bucle cerrado (seccién 3.8).

3.2 Formulaciéon general del problema de control

La formulaciéon del problema de control que se presenta aqui fue introducida por
Doyle ([Doy83, Doy84]) y se basa en el esquema representado en la figura 3.1.

En ella se propone una planta generalizada P(s) definida como:

37
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w —> > Z
P(s)

K(s) [«——

Figura 3.1: Formulacién general del problema de control.

HESIHE I

donde w representa un vector perturbaciones externas a la planta (referencias, per-
turbaciones, ruidos, etc.), z representa el vector de senales de error, cuya magnitud
(calculada utilizando alguna norma) serd indicadora del comportamiento del sistema,
v es el vector de senales medibles que alimentara a algin controlador y u sera el vector
de senales de control que generara un controlador a partir de las senales v. Supéngase
que las dimensiones de w, u, z y v son respectivamente [, m, p y ¢ y que P(s) posee
una descripcion interna con n estados definida por

i(t) A| B B x(t)
z(t) | = | Ci| D Dio w(t)
v(t) Ca | Da1 Doy u(t)

Por otra parte, sea un controlador K(s) que genere sefiales de control u para la
planta generalizada P(s) a partir de las sefiales medibles v, esto es,

u= K(s)v

Segun esta configuracion, la funcién de transferencia desde las senales perturbadoras
externas w hasta las senales de error z cerrando el bucle con el controlador K (s) viene
dada por la transformacién fraccional lineal inferior (ver apéndice A):

z2="T,,(s)w = F(P(s), K(s))w

donde:



CAPITULO 3. SINTESIS DE CONTROLADORES H., LINEALES 39

Fi(P(s), K(s)) = Pi1(s) 4+ Pia(s) K (s)[I — Pas(s)K(s)] " Pa (s)

El problema de control con esta configuracion consiste en calcular un controlador de
forma que se atenie la relacion entre una medida de la magnitud del vector de errores,
z, frente a una medida de la magnitud del vector de senales perturbadoras, w. A partir
de este punto, al nivel de atenuacién conseguido se le denominara +y.

Para hallar la magnitud de un vector se ha de utilizar algtin indice que proporcione
una medida escalar a partir de las componentes del vector. La eleccion de estos indices
dependera del planteamiento que se desea realizar. En principio es perfectamente valido
utilizar indices distintos para el vector de perturbaciones y para el vector de errores.
En el control H,, el indice que indica la magnitud de los vectores es la energia de las
senales que componen el vector (ver apéndice A), y se utiliza el mismo indice tanto
para las senales de entrada como para las de salida.

Por tanto, el objetivo del control H,, es hallar un controlador que atentie la relacién
de energia del vector de errores frente a la energia del vector de perturbaciones, siendo
~ el nivel de atenuacion requerido. A continuacion se plantea este problema de manera
mas formal.

El problema subdptimo de sintesis de un controlador H,, se puede formular de la
siguiente forma:

Dado un nivel de atenuacidn v, hallar un controlador K(s) tal que se
cumplan las siguientes condiciones:

e La funcion de transferencia T, (s) sea estable.

e La norma infinito de la funcidn de transferencia T, (s) sea inferior a
v, 0 sea,

[T (8) ]| oo = Sgpé(Tzw(jw)) <7

El problema dptimo de sintesis se formula de forma equivalente, salvo que habra
que encontrar el controlador que minimice dicha cota de atenuacién ~, esto es,

Hallar un controlador K(s) tal que se cumplan las siguientes condi-
ciones:

e La funcion de transferencia T, (s) sea estable.
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e Se minimice la norma infinito de la funcidn de transferencia T,,(s),
0 sea,

III(l(iSI)l [ T2 (8)|loc = sup & (Tew(jw)) =70 <

3.3 Calculo de la norma H,, de un sistema

La norma infinito de un sistema G(s) se define como el maximo en la frecuencia
del maximo valor singular de la funcién de transferencia evaluada sobre el semieje
imaginario positivo:

|G (s) e = sup (G )

Una primera opcién para calcular esta norma es elegir un conjunto discreto de
frecuencias {wy,...,wy} y evaluar el méximo valor singular del sistema para esas fre-
cuencias. Una estimacion de la norma infinito del sistema se obtendra como el maximo
de las evaluaciones realizadas, esto es,

1G (5)lloc =~ max sup o(G(jur))

Para elegir el conjunto de frecuencias {w;} (1 < k < N) es de gran utilidad dibujar
un diagrama de Bode generalizado del sistema a fin de observar graficamente en qué
rango de frecuencias se encuentra el pico en frecuencia del valor singular maximo.

A pesar de su sencillez, este procedimiento no es utilizado en la préactica debido
a que no es facil automatizarlo, requiriendo la supervisién en el cdlculo (por ejemplo,
para la eleccién del rango de frecuencias) si se quiere obtener cierto grado de precision.

Para evitar este inconveniente se desarrollé un procedimiento de calculo de la norma
infinito ([Boy89, Doy89, Rob89]) basada en la descripcién interna del sistema. Este
método se basa en el siguiente lema:

Sea v un nimero real positivo y sea una funcidn de transferencia G(s) racional y
estable con una descripcion interna

ow=[442]



CAPITULO 3. SINTESIS DE CONTROLADORES H., LINEALES 41

Entonces, la norma infinito de G(s) es menor que v si y sdlo si (D) < v y la
matriz H no tiene autovalores en el eje imaginario, siendo:

o A+ BR'D'C BR™'BT
~ | =CT(I+DR'D")C —(A+ BR™'DTC)T
donde:
R=+I-D"D

Utilizando este lema es posible calcular de forma iterativa la norma infinito de G(s).
Un posible algoritmo de iteraciéon es el método de la biseccién, en el cual el cdlculo de
|G(s)|| quedaria automatizado con el siguiente pseudocodigo:

1. Elegir inicialmente una cota superior 7, y otra inferior ~; de tal forma que v; <
[G($)]loc < s

2. Si el error relativo WWJ) es menor que la tolerancia maxima admitida entonces

IG(8)]|ec = (732& y parar.

3. Hacer v = (72&)

4. Construir la matriz H para el nuevo valor de 7 y calcular sus autovalores.

5. Si H tiene autovalores en el eje imaginario o (D) > v hacer 7; = . En caso
contrario hacer vy, = 7.

6. Ir al punto 2.

3.4 Algoritmo general para el calculo del contro-
lador H..

En la practica no suele ser necesario hallar el controlador H,, 6ptimo, siendo mucho
mas simple, tanto desde el punto de vista computacional como tedrico, hallar un contro-
lador sub6ptimo para un nivel de atenuacion v predeterminado e iterar sucesivamente
con dicho nivel de atenuacion. Este problema fue resuelto por Doyle y colaboradores
en un famoso articulo en 1989 ([Doy89]).

Para que se pueda hallar un controlador que resuelva el problema se suelen hacer
las siguientes hipdtesis sobre la planta generalizada:
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1. La terna (A, By, C3) debe ser estabilizable y detectable. Esta hipétesis es nece-
saria para garantizar la existencia de controladores estabilizantes.

2. Las matrices D15 y D9y han de tener rango completo, o sea,

rango(Dip) = m

rango(Dsy) = ¢

Esta hipétesis garantiza que los controladores obtenidos sean propios, por lo que
seran realizables. Ademads, el algoritmo exige que las matrices Dy v Do sean
tales que verifiquen

DLDyy, = I,
Dy D3, = I,

Noétese que estas condiciones indican restricciones sobre las dimensiones de Do
y Do;. En particular, esto implica que:

numero de salidas de errores numero de senales de control

Vv

dim(z) =p dim(u) =m

Vv

numero de entradas perturbadoras numero de medidas para el controlador

dim(w) =1 dim(v) = ¢

rango([A_C‘wa 5122]>:m+n YweR

0 sea, esta matriz ha de tener rango completo respecto a las columnas para
cualquier valor de w.

rango([A_ngI 5211]>:q—|—n YVw e R

o sea, esta matriz ha de tener rango completo respecto a las filas para cualquier
valor de w. Esta condicion, junto con la anterior, aseguran que el controlador no
cancele polos y ceros situados en el eje imaginario, lo que provocaria inestabilidad
interna en bucle cerrado.

5. Tanto la matriz Dq; como la matriz Dy deben ser nulas.
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Suponiendo que se verifican estas hipétesis, un algoritmo basado en ([Doy89]) que
calcula un controlador sub6ptimo para el problema general de control (ver figura 3.1)
concluye que:

Dado un nivel de atenuacion vy, existe un controlador estabilizante K(s) tal que

| F/(P, K)||oo < siy solo si se cumplen las tres condiciones siguientes:

1. Ezxiste una matriz X definida positiva que es solucion de la ecuacion algebraica
de Riccati:

ATX + XAy + Xoo (v 2B BT — B,BI X+ CTCL =0

y que satisfaga la desigualdad:

Re(M\[Ay + (v 2BiBT — BoBI) X)) <0 Vi
donde:

A:v - A_BQD’{’QCl

Cl - (I—DlgD’{;)Cl

2. Eziste una matriz Yo, definida positiva que es solucion de la ecuacion algebraica
de Riccati:

AyYoo + Yoo AT + Vi (v 20T Cy — CTCo) Yoo + B1BT =0
y que satisfaga la desigualdad:
Re(M[A, + Yoo (v 2CTC, — CTCY))) <0 Vi
donde:

Ay - A—BlD%;CQ
B1 = BI(I—Dg;DQl)

3. El radio espectral del producto de las matrices Xo, € Yoo ha de cumplir:

P(XooYao) < 7°
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Si se cumplen estas tres condiciones, todos los controladores que consiguen que
IT.0(s)||lo < 7 estdn parametrizados mediante la transformacién fraccional lineal in-
ferior K = F)(K,, Q), donde Q(s) puede ser cualquier funcién de transferencia propia
y estable tal que ||Q|l <7y donde K,(s) tiene la siguiente descripcién interna:

Aoo ‘ _ZooLoo Zoo (BQ + /Y_QYOOC,{D12)
K.(s) = Foo 0 i
—(CQ —+ ’)/_2D21B%1X00) I 0

donde:

= _(BgXoo + Dgc’l)

= _(YOOCQT_FBngl)

(I =77V Xoo) ™!

A+ ByFoo + 7 *B1B] Xoo + ZooLoo(Cy + 7> Do B Xoo)

o t~
8 SN 8 E;Lj
|

En la figura 3.2 se muestra un esquema de bloques con la estructura general del
controlador. En ella se puede comprobar que el controlador se puede dividir en una
estructura de observador del estado mas una ley de control por realimentacion lineal
del vector de estado estimado Z. Si se compara este esquema con el de un contro-
lador LQG junto con una parametrizacion de Youla se puede observar que son muy
similares. La diferencia radica en que en el controlador H., aparecen los bloques adi-
cionales 7 2Do1 B X, v 2B1BT X oo ¥ Zoo (Ba+7 2V CT Dyy), ademas de que aparece
la matriz Z en la ganancia del observador. El término & = v~ 2B] X 4 puede ser in-
terpretado como una estimacion de la “peor” perturbacion w posible, en el sentido que
maximiza la cantidad ||z]|3 — ||w]|| para una entrada dada u.

Sin embargo, es facil comprobar que a medida que el valor de v aumenta, los
términos 7*2D21B%FX00, 7*2BlB%FXOO tienden a desaparecer mientras que el término
Zoo(By + 772YCT Dyy) tiende a B, ya que Z tiende hacia I. Esto indica que a
medida que 7 aumenta, el controlador se va asemejando cada vez mds a un LQG,
pudiéndose decir que éste es el caso limite de un control H,, para ~ igual a co. De
hecho, lo tnico que diferencia a las ecuaciones de Riccati que se obtienen a partir del
planteamiento del LQG respecto al del H,, es la aparicion en estas iltimas de los
términos v 2B, B! y v72C,CY, términos que se anulan en el caso limite.

Respecto a la parametrizacion del controlador, un caso especial se obtiene eligiendo
Q(s) = 0. El controlador obtenido en este caso es conocido como controlador central.
La expresién de este controlador es:
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Q) <

Figura 3.2: Estructura del controlador H.
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K(s) = —Fyo(s — Ay) ' Zo Lo

y tiene como propiedad que su orden es el mismo que el de la planta generalizada P(s).
La divisién de este controlador en la estructura de observador y regulador se simplifica
al no tener efecto la aparicion de algunos bloques, quedando estas ecuaciones como
sigue:

Observador:

&= A% + v 2B BY Xooii + Boti 4 Zoo Lo ((Co + v 2Dy BT )i — )

Regulador:

u=F

Es conveniente recordar que el algoritmo expuesto resuelve no el problema éptimo,
sino el sub6ptimo. A la hora de calcular un controlador seria deseable que éste propor-
cionara un nivel de atenuacién v lo mas pequeno posible. Sin embargo, en el cédlculo
de controladores suboptimos hay que fijar a priori el valor del nivel de atenuacién ~.
La solucién mas comunmente utilizada para resolver este inconveniente es iterar con
v hasta encontrar un valor suficientemente cercano al valor 6ptimo, lo cual se puede
especificar con un valor de tolerancia en la iteraciéon. En este punto hay que hacer
notar que este problema de optimizacion es no convexo, por lo cual algunos métodos
de iteracién comtinmente utilizados, como por ejemplo el de la biseccién, pueden no
converger al valor 6ptimo de 7.

Para finalizar, como se expuso anteriormente, el control LQG se puede ver como un
caso limite del control H.,. Este es el motivo por el que algunos autores proponen hallar
inicialmente un controlador Hy (extensién del LQG que permite incluir ponderaciones
frecuenciales sobre las sefiales) antes de empezar a iterar con el valor de 7.

3.5 Transformaciones sobre la planta generalizada

Segin la seccién anterior, para calcular un controlador es necesario que la planta
generalizada cumpla una serie de restricciones, las cuales en general no tienen por
qué ser verificadas. En particular, no siempre se tiene por qué cumplir que D;; = 0,
como sucede en los casos en los que existan canales directos desde las perturbaciones
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hasta las variables a controlar, o que Dy, = 0, indicando que el sistema a controlar es
bipropio. Asimismo, rara vez se dara el caso en que las matrices D5 y Doy cumplan
las condiciones

DLDy, = I,
Dy DI = 1,

Sin embargo, el hecho de que la planta generalizada no cumpla estas restricciones
no implica que no se pueda calcular un controlador H., para ellas. Para solucionar este
problema Safonov y colaboradores ([Saf89]) propusieron realizar una serie de transfor-
maciones sobre la planta generalizada, de tal forma que ésta se convierta en otra con
la que se pueda plantear un problema equivalente al formulado con la planta original,
pero donde la planta transformada si cumpla dichas restricciones. El controlador es
calculado para dicha planta transformada, y para hallar el controlador vélido para la
planta original s6lo habra que seguir un proceso inverso de los cambios realizados sobre
la planta original, pero aplicandolos al controlador obtenido.

A continuacién se expone el planteamiento del problema y los pasos necesarios para
realizar dichas transformaciones y hallar el controlador correspondiente.

Sea una planta generalizada P(s) definida por

A| By B
p= | Puls) Puls) 175 ‘Dl Dy
- P () P (S) - 1 11 12
S Cy | Dy D
cumpliendo las siguientes condiciones:
1. (A, By, Cy) es estabilizable y detectable.
2.
rango(Dis) = m
rango(Dy1) = q
3.

mngo([A_C‘fWI 5122]>:m+n Yw € R
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mngo([A_C‘jWI 5211}>:q+n Yw € R

El objetivo es hallar, a partir de P(s), una planta generalizada modificada P(s)
definida por

" pll(s) plQ(S) - [ A Bl B2-|
(5) = |:p21(3) f’zg(s) ] - [g; DOQI DO12 J

que cumpla las siguientes condiciones:

1. (A, l§2, (:*2) es estabilizable y detectable.

2.
D,Dyy = I,
Dy DL = 1,
3. X X
mngo([A_CA"leI 5122]>:m+n Yw € R
4.

rango A . =qg+n Yw e R
g ([ Cy Dy, 1

y que sea tal que el problema de hallar un controlador K (s) que satisfaga || Fy(P(s), K(s))|lo0 <
v sea equivalente al de hallar un controlador K (s) que satisfaga ||F;(P(s), K(5))|lec <
7.

En la figura 3.3 se presenta el esquema de bloques de la planta generalizada trans-
formada P(s). Los pasos que se enumeran a continuacién servirdn para hallar el valor
de cada una de las matrices que aparecen en los bloques de esta figura.

Paso 1: Factorizar las matrices D5 y Dy utilizando una descomposicién en valores
singulares.
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N>

©
-«
v, u,T
A
W z
> P9
—>
l D22 - ) ?
Vlzl ! ZZ-lUZT

VAR 5,0,
A

-~ T ———— ——

u Y
[—— |- — — — — — — — 1
| N 47
| Ke(S)
|
|

Figura 3.3: Transformaciones sobre la planta ampliada.
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Dy =Us ([0 %5 )V

Paso 2: Escalar la matriz Dy; y hacer una particién de ella en una matriz de 2 x 2
bloques de manera que la submatriz D;;99 tenga las mismas dimensiones que la
matriz DL,

D D
UT D,V = [ 1111 1112 ]

D1121 D1122

Paso 3: Calcular la matriz K, como:

Koo = _(D1122 + D1121 (’721 - Dﬁann)_lD{ulDum)

Paso 4: Calcular la matriz M y a partir de esta la matriz de transformaciéon © como

sigue':
0 0 D D
M =UTD\V, + _ 1111 1112 ]
L2 [ 0 Ky ] [ Di1g1 Duze + Ko
o — ©11 O | _ —-M (I =~ 2MMT)Y/?
@21 @22 (I — ’}/—2MMT)1/2 ’772MT

En este punto, la matriz Dy del sistema transformado es nula. El valor de las
otras tres componentes de la matriz D vienen dadas por:

I
Dy = [0 I](I—y2M M)

- _ _ 0
Dy = (I—v QMMT) 1/2{ ]

~ _ _ 110
Doy = [0 I ]y °M"(I—~°MM") I[I]

Paso 5: Utilizar la descomposicién en valores singulares para factorizar Dis y Doy

s
Dy = Us[0 %]V

~ 0
Dyy = U3{ ]V},T

'La raiz cuadrada de una matriz simétrica definida positiva R se calcula mediante su descomposi-
cién en valores singulares. Primero se factoriza R = USUT donde UUT = I 'y ¥ = diag(oy,...,04).
Entonces se hace RY/? = UXY2UT, donde £/? = diag(\/o1, ... ,/0n).
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Una vez realizados estos pasos, todos los bloques que aparecen en el diagrama
de la figura 3.3 son conocidos. Estas transformaciones pueden ser representadas de
una forma conjunta utilizando transformaciones fraccionales lineales. Asi, a partir del
esquema de la figura 3.3 se puede calcular el de la figura 3.4, donde los valores de las
matrices 77 y 75 son los siguientes:

Z ¢ T, «—F—

I <« |

|

: (0V) R z |

|| PO |

| [u v] |
P [
| o[
: | ! :
I I I
i A A i
' \% u i
| JAN :
i »  K(9) i

Figura 3.4: Transformaciones sobre la planta ampliada utilizando TFL.

T — —Ui MV, UF(I —~2MMT)2UT
1= ‘/2(1_,}/72MTM)1/2‘/4 772‘/2MTU1T
T VIS Koo S5t UT (T — Ly) 7! VIS — Ly) ' Va5t
2T SJUTSNUT (I - L)Y =S UL S UT Dy VisTH (I — Lo) ™" — D] Va¥s !
donde:
L, = —DpWViS 'K 5'UNL,
Ly = —K XUl Dpiyt

Segun el esquema de la figura 3.4, la planta generalizada modificada f’(s) se calcula
como:
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A

P(S) = Fu(E(P(S)7T2):T1)

Con estas transformaciones se consigue no sélo que DH =0y D22 = 0, sino
también que Dy = [ 0 I, ]T y Doy = [ 0 I, }T, las cuales obviamente cumplen las
restricciones DT, Dy = I, y Dy DL, = I,,.

Una vez obtenida la planta P(s), ésta se utiliza para hallar un controlador K (s)
utilizando el algoritmo expuesto en la seccién anterior. El controlador requerido para la
planta original, K (s), se puede hallar a partir de f((s) deshaciendo el cambio realizado
con el sistema original P(s) respecto a la matriz T5, esto es:

A

K(s) = Fi(Ty, K(s))

Nétese que, segin el esquema de la figura 3.4, no es necesario utilizar 77 para hallar
K (s) a partir de K (s).

La mayoria de las transformaciones realizadas son simplemente multiplicaciones de
senales por matrices ortogonales, las cuales no modifican el valor de sus normas, por
lo que la norma infinito del sistema se mantiene inalterada. Sin embargo, la transfor-
macién con © no cumple dicha condicién, aunque si que preserva su cota superior. En
otras palabras, la norma infinito del sistema original y del sistema modificado seran
diferentes, aunque si se asegura que ambas tendran valores inferiores a .

Ademas, hay que hacer notar que el valor de «y interviene en el cdlculo de las matrices
utilizadas en la transformacion. Esto implica que esta transformacion ha de realizarse
cada vez que el algoritmo intente hallar un controlador para un nuevo valor de 7.

3.6 Construccion de la planta generalizada

El procedimiento para poder determinar las ecuaciones de la planta generalizada se
basa en plantear un diagrama donde se pueda identificar cada una de las componentes
de los vectores w, z, u y v, aislando el controlador del esquema. Una vez realizada esta
tarea, habrd que establecer las relaciones entre cada salida de la planta generalizada
(vectores z y v) con cada una de sus entradas (vectores w y u) (ver figura 3.1).

A continuacién se expone un ejemplo ([Sko96]) para aclarar este procedimiento.
Con este ejemplo se intenta, ademéas, mostrar la versatilidad que tiene esta formulacién
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general del planteamiento de control.

Ejemplo: Sea el sistema de la figura 3.5. En este esquema se plantea controlar
un sistema determinado por las funciones de transferencia G (s) y Ga(s) mediante
un controlador por prealimentacién (K s(s)), un controlador local en la cadena
de realimentacién (Ky(s)) y un controlador de dos grados de libertad formado

por K,.(s) y K.(s)).

+

—>» K (9 K9

G, ——»(O—>»{ G,(9 »

K(S) [«

Figura 3.5: Ejemplo de calculo de la planta ampliada.

En este esquema las perturbaciones externas vienen dadas por cambios de refe-
rencia y por perturbaciones a la entrada de G1(s). La senal de control a calcular
serd u, aplicada a la entrada de G5(s). Como senales medibles v que alimentaran
a los controladores tendremos, segin el esquema, la referencia (r), la perturbacién
(d), la salida del sistema G1(s) (y1) y la del sistema Ga(s) (y2). Segin el esque-
ma, se supone que tanto y; como y, son medidas perfectas, aunque no habria
ningin problema en incluir también posibles ruidos de medicion. Finalmente,
supongamos que como especificacion se decide minimizar la diferencia entre la
salida de G4(s) y la referencia.

Con esta configuracion se habran elegido los siguientes valores:

T
_ d _ | n
w—[r] Z=1Y1 =T V= s
d

Las ecuaciones que ligan a cada salida con las entradas son las siguientes:
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z = iy —1r=Gi(d+Gu) —r=Gid+ G Gau—r

r o= r
1 = Gid+ GGsyu
yo = Ghu

d = d

Por lo tanto, si:

entonces:

PH(S) = [Gl(S) —[]
Piy(s) = [ Gi(s)Ga(s) |
[0 1
) = | 907
T 0
[ 0
Pat) = | GG
0

Por tltimo, habra que tener en cuenta que el controlador K (s) obtenido al utilizar
esta planta P(s) en el algoritmo de sintesis tendra la siguiente estructura:

K(s) = [ Ke(s)Ki(s) —Ke(s) —Kp(s) Kpe(s) |

Hay que hacer notar que existen programas comerciales que aportan herramientas
para automatizar el célculo de la planta generalizada, como por ejemplo [Chi98, Bal95].

Introduccién de funciones de ponderacién en la planta genera-
lizada

En el ejemplo anterior, el vector de error z es directamente el error de salida de la
planta respecto a la referencia. Sin embargo, en un caso mas general (y mas habitual)
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se puede introducir una funcién de ponderacion dependiente de la frecuencia que dé
forma (en la frecuencia) a la senal que se le aplique. Es mads, lo normal es que se
introduzca simultdneamente mas de una funciéon de ponderacién para distintas senales
dentro del esquema, formando asi un vector de objetivos z con mas de una componente.

Se puede ponderar cualquier sefial, tenga o no significado fisico. Sin embargo, lo ha-
bitual es elegir funciones que ponderen a senales de las que tenemos cierta informacién
frecuencial (perturbaciones, ruidos, ...) o senales en las que se conoce qué distribu-
ci6n debe tener su mddulo en la frecuencia para que sea beneficioso en el control (por
ejemplo, se suele requerir errores pequenos en baja frecuencia, no siendo tan restrictivo
en alta frecuencia). Este planteamiento del diseno de las especificaciones es conocido
como diseno basado en senales.

Existe otro enfoque basado en introducir funciones de ponderacién en la planta
generalizada de manera que especifiquen qué forma deben adoptar el médulo de algu-
nas funciones de transferencia. Este enfoque es conocido como diseno por moldeo de
funciones de transferencia.

En este segundo enfoque se pueden distinguir dos casos:

1. Ponderacién de la funcion de lazo.

Con esta opcién se intenta hallar un controlador que moldee adecuadamente la
magnitud (o valores singulares para sistemas MIMO) de la funcién de lazo L(s).
Los parametros que se suelen especificar en este caso son el ancho de banda,
pendiente en baja frecuencia, etc. Este caso serd expuesto con mas detalle en la
seccion 3.7 de este capitulo.

2. Poderacién de funciones de transferencia en bucle cerrado.

Con esta opcién se intenta hallar un controlador que moldee adecuadamente
la magnitud de algunas funciones de transferencia en bucle cerrado, como por
ejemplo, la funcion de sensibilidad, sensibilidad complementaria o sensibilidad al
control. Este caso se detallara en la seccion 3.8 de este capitulo.

3.7 Moldeo de la funcion de lazo

Como se comenté al final de la seccién 3.6, el método de moldeo de la funcién de
lazo consiste en hallar un controlador que proporcione la forma adecuada a la funcién
de lazo del sistema L(s) = G(s)K (s). Las caracteristicas generales que debe poseer la
funcion de lazo para obtener buenas propiedades en el sistema en bucle cerrado son
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bien conocidas desde el desarrollo de la teoria del control clasico. Sin embargo, para
sistemas complejos no suele bastar con calcular directamente el controlador basado en
estos conceptos. McFarlane y Glover [McF90, McF92] proponen un método para ha-
llar un controlador en el que ademas de cumplir con los requisitos del control clasico,
se garantice la robustez del sistema para incertidumbres que se puedan describir me-
diante una factorizacién coprima. Esto iltimo se consigue mediante un problema de
optimizacion en H., sin iteracién con 7.

A continuacién se expone un breve resumen tedrico relacionado con este método.
Para mayor profundizacién en el tema, se remite a las referencias que se incluyen en
esta exposicion.

3.7.1 Especificaciones en la funciéon de lazo

Como se expuso en la seccion 2.3 del capitulo anterior, las especificaciones de
un sistema de control pueden ser expresadas sobre la forma que debe adoptar en la
frecuencia las funciones de sensibilidad en bucle cerrado.

Estas especificaciones pueden ser traducidas a la funcién de lazo teniendo en cuenta
las siguientes desigualdades:

1

o(Lo(jw)) =1 < Zremsy

< o(Lo(jw)) +1

donde L,(s) = G(s)K(s) es la funcién de lazo y S,(s) = (1 + L,)~" es la funcién
sensibilidad.

Por lo tanto, en las frecuencias donde se requiera que 7 (S,(jw)) sea pequena
se tendrd que o(L,(jw)) debe tener un valor alto (aproximadamente la inversa de
(S,(jw))). La misma conclusién se obtiene para frecuencias en las que se desee que
a(T,(jw)) =~ o(T,(jw)) ~ 1, donde T,(s) = Lo(s)(I + L,(s))~" es la funcién de sensi-
bilidad complementaria. Por otra parte, en las frecuencias en las que se requiera que
(T,(jw)) sea pequena se obtiene que 7(L,(jw)) debe ser pequenio (aproximadamente
igual a 7(T,(jw))).

Esto implica las siguientes restricciones en la funcién de lazo:

1. Para rechazo a perturbaciones: o(L,(jw)) > 1

2. Para seguimiento de referencias: o(L,(jw)) > 1
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3. Para atenuacién de ruidos: 7 (L,(jw)) < 1
4. Para reduccién de energia de control: (K (jw)) < 1, lo que implica(L,(jw)) < 1

5. Para estabilidad robusta frente a incertidumbre aditiva: (K (jw)) < 1, y por lo
tanto 7(L,(jw)) < 1

6. Para estabilidad robusta frente a incertidumbre multiplicativa: 7(L,(jw)) < 1

Estas especificaciones estan recogidas en la figura 3.6, en que se muestra una regién
en baja frecuencia que impone una cota inferior sobre g(L(jw)) para obtener compor-
tamiento, y otra region en alta frecuencia que impone una cota superior sobre & (L(jw))
para conseguir robustez, atenuacion de ruidos y baja energia de control.

3 (L)
7 /
> >
Cota de >
comportamiento >
(referencias y 7
erturbaciones )
odg [P )
Cota de estabilidad robusta,
atenuacion de ruidos y
reduccion de energia de control
O (L(0))

Figura 3.6: Especificaciones sobre la funcion de lazo.

3.7.2 Factorizacién coprima de un sistema

La factorizacion coprima de un sistema consiste simplemente en una forma 1til de
representar una matriz de funciones de transferencia. En este apartado sélo se va a
exponer las definiciones necesarias para los siguientes apartados. Una descripcién mas
profunda sobre el tema se puede encontrar practicamente en cualquier libro de control,
como por ejemplo [Zho96, Gre95, Zho98|.
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Sea una sistema G(s) racional y propio. Se dice que Ny(s) y Dg4(s) forman una
factorizacion coprima por la derecha de G(s) si se cumple que:

G(s) = Na(s)Da(s)

donde Ny(s) y Dgy(s) son funciones de transferencia estables y coprimas por la derecha?®.

De forma similar, se dice que N;(s) y D;(s) forman una factorizacién coprima por
la izquierda de G(s) si se cumple que:

G(s) = Dy(s)"" Ni(s)

donde N;(s) y D;(s) son funciones de transferencia estables y coprimas por la izquierda?.

De las definiciones se deduce que tanto Dg4(s) como D;(s) deben ser matrices
cuadradas invertibles. Por otra parte, las condiciones de estabilidad establecen que
tanto Ny(s) como N;(s) deben tener como ceros los ceros en el semiplano derecho de

G(s), y que tanto Dy(s) como D;(s) deben tener como ceros los polos en el semiplano
derecho de G(s).

Las factorizaciones coprimas no son tnicas. De entre todas las posibles, se dice que
Na(s) y Dg(s) forman una factorizacion coprima normalizada por la derecha de G(s)
si cumplen que?:

Nj(s)Ny(s) + Dj(s)Dy(s) =1

De igual forma, se dice que N;(s) y D;(s) forman una factorizacion coprima nor-
malizada por la izquierda de G(s) si cumplen que:

Na(s)Ng(s) + Da(s)Dy(s) =1

2Dos matrices de funciones de transferencia Ny(s) y Dg4(s) son coprimas por la derecha si existen
matrices de funciones de transferencia X4(s) y Yu(s) estables que verifiquen:

[ ) Yalo) ]| ) | = Xalo)Na(s) + Yato) Do) = 1

3Dos matrices de funciones de transferencia N;(s) y D;(s) son coprimas por la izquierda si existen
matrices de funciones de transferencia X;(s) y Y;(s) estables que verifiquen:

[N Di) ]| 30 | = M) + Dot = 1

1G*(5) = G (—)
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3.7.3 Robustificacion del sistema con incertidumbres descritas
mediante factorizacion coprima

Sea una factorizacién coprima por la izquierda de sistema nominal G(s):

G(s) = Dy(s) ' Ny(s)

Se dice que la incertidumbre de este sistema puede ser descrita mediante una factor-
izacion coprima si la familia de posibles plantas puede ser expresada en los términos:

G*(s) = (Di(s) + Ap(s)) "' Ni(s) + An(s)

donde An(s) y Ap(s) son funciones de transferencias estables y desconocidas que
representan la incertidumbre del sistema nominal. Supongamos que la incertidumbre
puede ser acotada mediante la norma infinito, de forma que:

IT Ax(s) An(s) ]| <€

donde el parametro ¢ > 0 es el margen de estabilidad. En la figura 3.7 se muestra el
esquema de esta descripcién de incertidumbre.

T T T T "
| LN AO 2 |
| w |
ro, u ¥ ] Y
K(s) | » N(9) > D, *(s) } '
I
et |

Figura 3.7: Sistema perturbado con factorizacién coprima por la izquierda.

A partir del Teorema de la Pequenia Ganancia (ver seccién 2.8) se demuestra que
el sistema en bucle cerrado sera robustamente estable si se cumple que:

<

[¥]u-ona] <!
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El objetivo de la robustificacién es hallar un controlador K(s) que estabilice a
cualquier posible sistema perturbado que se incluya dentro de la descripcién de la in-
certidumbre via factorizacion coprima. Esto es posible realizarlo mediante el algoritmo
de calculo de controladores subéptimos expuesto anteriormente en este capitulo.

Para ello, supongamos que se puede hallar una realizacién minima de G(s) estabi-

lizable y detectable dada por:
| A|B

y sea Z una matriz tal que A + ZC sea estable. Entonces una factorizacién coprima
por la izquierda de G(s) = D;(s) ' N;(s) viene dada por:

[ Ni(s) D;(s) } =

A+7C|B+ZD Z
¢ | D I

Si se define K(s)~ como:

entonces se puede reescribir el problema en la forma de la formulacién general expuesta
en la seccion 3.2, donde la planta generalizada tendra la siguiente expresion:

ro= 56 ]| Loer ) Lot |

y con la siguiente descripciéon interna:

A | -z B

Al B P 0 | 0 I

o= [Et ] - (11T T3]
C12 D21 D22 C I D

Esta sera la planta generalizada que se le proporciona como entrada al algoritmo
de célculo del controlador subdptimo (ver seccién 3.4).

Sin embargo, a diferencia de lo que sucede en el calculo de controladores ponderando
funciones de sensibilidad en bucle cerrado, en este caso existe una forma explicita para
la cota minima de atenuacion v,,;,, que puede ser conseguida ([Glo89)):
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M=

nin = —— = {1 [ () Dits) J[3} = (14 o)}

max

donde |||z es la norma de Hankel, p es el radio espectral, X es la tnica solucién
definida positiva de la ecuacién de Riccati:

(A-BS'D'CY'X + X(A—-BS™'D'C) - XBS™'B"X +C"R™'C =0

e Y es la tnica solucién definida positiva de la ecuacion de Riccati:

(A—BS'DTC)Y +Y(A—-BS'D'C) —~YCTR'CY +BS'BT =0

donde:

R = I+DD"
S = I+D'D

Esto implica que en este caso no es necesario iterar con el valor de v para hallar el
controlador éptimo.

3.7.4 Metodologia de diseno

Como se expuso al comienzo de esta seccién, el objetivo de esta metodologia es
conseguir los compromisos entre comportamiento y robustez del sistema especificados
sobre la funcion de lazo, utilizando las propiedades de robustez del control H,,. Para
ello, este enfoque realiza el diseno del controlador en dos etapas: primero se especifica
mediante funciones de ponderacién la forma que debe adoptar L(s) y a continuacién
se disena un controlador que robustifique a esta funcion de lazo.

De forma resumida, los pasos a realizar para hallar el controlador son los siguientes:

Paso 1: Utilizar un precompensador Wi(s) y/o un postcompensador Wy(s)
de tal forma que los valores singulares de la funcién de lazo del sistema nominal
adquieran la forma deseada para satisfacer los compromisos entre robustez y
comportamiento (ver seccién 3.7.1). Denominemos G,,(s) = Wa(s)G(s)Wi(s) al
sistema moldeado (ver figura 3.8.a), y supongamos que G,,(s) no tiene modos
ocultos.
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Paso 2: Hallar un controlador K,,(s) que robustifique a G,,(s). Para ello,
hallar una factorizacién coprima normalizada por la izquierda (ver seccién 3.7.2)

de G, (s):

Gm(s) = D, 1 (s)Npi(s)

mi

y calcular el margen de estabilidad maximo como:

mar = \J1 = ||[ Nou(s) Dimils) ]| < 1

Posteriormente elegir un valor de € < €p4, y calcular un controlador K,,(s)
mediante el algoritmo de sintesis de controladores subdptimos tal que satisfaga:

<

K 1
™ (I - GpK,) D, -
I o= e o] =

Para ello, construir una planta aumentada P,,(s) utilizando los conceptos ex-
puestos en la seccién 3.7.3.

De la expresion del controlador obtenida (ver, por ejemplo, [Zho98]) se deduce
que si se toma € = €4, la funcion de lazo se haria singular y por lo tanto
el controlador no seria implementable. Algunas variaciones de este método que
evitan este problema pueden encontrarse en [Saf89, Glo89].

Paso 3: Finalmente, a partir K,,(s) calcular el controlador K(s) que serd
aplicado a la planta original G(s) (ver figura 3.8.b):
K(s) = Wi(s) K (s)Wa(s)

En [Glo89] se demuestra que si el valor % no es muy grande (por ejemplo, menor
que 4) el controlador K (s) no modifica mucho la forma deseada de la funcién de
lazo.

En ([Sko96]) se puede hallar consideraciones mas detalladas sobre el calculo de las
funciones de las ponderacién y otras posibles configuraciones del problema.

3.8 Moldeo de funciones en bucle cerrado

Este es el segundo caso expuesto en la secciéon 3.6 y consiste en disenar un con-
trolador K (s) que dé la forma deseada a la magnitud (valores singulares en sistemas
MIMO) de algunas funciones de transferencia en bucle cerrado.
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) Kin(9) > W) P G > W9
- - — d

» G(s)

b) Célculo del controlador para la planta original

Figura 3.8: Metodologia de diseno del moldeo de lazo.

Considérese el diagrama de bloques de la figura 3.9, donde se refleja un sistema
general de control por realimentacién ([Rub96b]). En él aparecen senales externas que
perturban al sistema (referencias (r), perturbaciones tanto a la entrada (d;) como a
la salida (d,) y ruidos (n)) ponderadas por funciones dependientes de la frecuencia
(Wi (s), Wai(s), Wao(s) y W,(s) respectivamente). El médulo de cada una de estas
funciones debe reflejar una cota superior de la amplitud de la senal correspondiente
para cada frecuencia.

Por otra parte, en el diagrama también se incluyen funciones que ponderan a sefniales
internas del sistema, susceptibles de ser controladas. Estas senales son el error de
seguimiento (e), la senal de control (u) y la salida del sistema (y) y estdn ponderadas
por Ws(s), Wy(s) y Wr(s) respectivamente, que son también funciones dependientes
de la frecuencia. Nétese que se ha distinguido entre el error real e (diferencia real entre
la referencia ponderada y salida) y el error medido e, (diferencia entre la referencia
ponderada y la salida medida y,,). Este es el enfoque que se denominé anteriormente
como diseno basado en senales.

El esquema de la figura 3.9 puede transformarse en un diagrama de bloques equi-
valente mas compacto, como el de la figura 3.10, en el que se han agrupado los bloques
de tal forma que se dispongan segin la formulacién general del problema de control
utilizada en la figura 3.1.

Con este esquema, la planta generalizada P(s) que se obtiene estd compuesta por
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i)

Wy (9) Wyo(9)
e u + + y
r—» W(9 "y K(9 ﬁ»é > G(S) ﬁé » W) > z
v+
Y M (.)1_ Wn(s) €«— n
WS > z » W, (9 —» z

Figura 3.9: Control por realimentacién con funciones de ponderacion.

r--"-- "->"""""-"7""-"""=-""" """ —-="-—-" — I
I P(s) |
I
= W( - |
| 5;37 W > 4
n——» we A |
W < | N—1 W, (9) —I> z, z
d, W, (9) M
| — w o 2
L4 W I
I + ‘y+ "+ I
»O——> 6 »>O—>0 i
I + + y + ym em I

Kis <

Figura 3.10: Estructura general para problemas de control H .



CAPITULO 3. SINTESIS DE CONTROLADORES H., LINEALES 65

los siguientes términos:

% WsW, 0 —WsWa —WsWy | —WsG :
29 . 0 0 0 WU Wdi WU d
i o 0 0 WT Wdo WT G Wdi WT G do
v Wr - Wn - Wdo -G Wdi ‘ -G uZ

P(s)

mientras que la funcién de transferencia en bucle cerrado T, (s) = F;(P(s), K(s)) que
relaciona las senales a controlar con las senales externas queda de la siguiente manera:

2 WsSW, — WeT,Wo — =WsS,Way  ~WsSeGWa ] | |

Z9 = WUKSOW,« —WUKSOWn —WUKSOWdO WUSini d

Z3 WTTOWT‘ _WTToWn WT SoWdo WT SOGWdi !

—— N ~ - dz
——

z T,. w

Como se observa en la expresién de T,,(s), las funciones de sensibilidad en bu-
cle cerrado son moldeadas por las funciones de ponderacién que las premultiplican y
postmultiplican. He aqui el porqué del titulo de esta seccion.

3.9 Sensibilidad mixta

En la matriz de funciones de transferencia T, (s) descrita anteriormente aparecen
muchas funciones de ponderacién. Sin embargo, en casos practicos no suele ser habitual
utilizarlas todas para calcular el controlador deseado debido a que, por ejemplo, se
obtendria un controlador con un orden muy alto. Si en el esquema anterior se hacen
los términos W, (s), Wao(s), Wyi(s) vy Wy, (s) igual a la identidad, entonces se ponderan
las distintas funciones de sensibilidad en bucle cerrado mediante una sola funcién de
ponderacién en cada término. Al hacer pequena la norma infinito de T,,(s) lo que se
consigue es ponderar de forma conjunta las distintas funciones de sensibilidad en bucle
cerrado. De aqui que este planteamiento reciba el nombre de enfoque de sensibilidad
mizta.

En funcién de qué variables consideremos dentro del esquema general, se pueden
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distinguir casos simples ampliamente conocidos. A continuacion se exponen algunos
de ellos.

Configuracién de sensibilidad mixta S/KS

En este caso se considera las salidas z; y 29 en funcién de d, o de r. En funcién
de qué opcidn se elija se tendrd una configuracién de sensibilidad mixta S/KS
para regulacién (ver figura 3.11.a) o para seguimiento (ver figura 3.11.b).

| P(s) |
W(s)
w=d | “ } ,
| =
| r=0 |
NS —»é—'—
y I
I
u | - - - " — - Vv
K(s) <
w=r

K [«

b) Problema de seguimiento

Figura 3.11: Configuracién de sensibilidad mixta S/KS.

Con esta configuracién se pondera simultaneamente la funcién sensibilidad (S, (s))
y la funcién sensibilidad al control (K (s)S,(s)) mediante las funciones de pon-
deracién Ws(s) y Wy (s) respectivamente. Por este motivo a la funcién de pon-
deracion Wg(s) se le ha otorgado el subindice S. Asimismo, esto justifica que en
alguna bibliografia especializada a la funcién Wy (s) se le denomine como Wis(s).

Eliminando las filas y columnas correspondientes del caso general se obtiene que
T..(s) tiene la siguiente expresién para el problema de regulacién:
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B ~Ws(5)S,(s)
Tzw(s) - [ _WU(S)K(S)SO(S) :|

mientras que se obtiene esta otra para el problema de seguimiento:

_ Ws(S)So(S)
o = [l

Se puede observar que ambas se diferencian en un signo, por lo que el problema
de hallar un controlador que acote superiormente a:

T = || woimcnbe ||

se hace equivalente para ambos problemas.

Configuracién de sensibilidad mixta S/T

Para esta configuracion se eligen las salidas z; y 23 del caso general en funcion
de la referencia (ver figura 3.12).

r—-———-—---——-—-—-—— A
P(s
I ( ) > W9 —I> 4
wzr — | )
I —» W9 —l—> z,
I I
I y ¥ | e I
» G(9 »()
I I
A o,
K(s [«

Figura 3.12: Configuracién de sensibilidad mixta S/T.

Con esta configuracion se ponderan simultdneamente la funcion sensibilidad (S,(s))
y la funcién sensibilidad complementaria (7,(s)) por medio de las funciones de
ponderacién Wg(s) y Wy (s) respectivamente, obteniéndose en este caso que habra
que calcular un controlador que acote superiormente a:

S

1T (8)|loo = H [ %’lisgig } Hoo
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Aqui se vuelve a poner de manifiesto el motivo del subindice S de la funcién
Ws(s), mientras que se justifica el por qué se le otorga el subindice T" a la funcién
WT(S).

Configuracién de sensibilidad mixta S/KS/T

En esta configuracion se consideran todas las salidas del caso general en funcién
de la referencia (ver figura 3.13), ponderandose simultdneamente las funciones
sensibilidad S(s), sensibilidad al control K (s)S(s) y sensibilidad complementaria
T'(s) mediante las funciones de ponderacién Wg(s), Wy (s) y Wr(s) respectiva-
mente.

K(s) [«

Figura 3.13: Configuracién de sensibilidad mixta S/KS/T.

La expresién a minimizar en este caso queda como sigue:

Ws (S)SO(S)
1 T2 (8) |l = || | Wor(s)K (5)So(s)
Wr(s)T,(s) N

Otras configuraciones

Si bien las anteriores son las mas conocidas, es perfectamente valido utilizar
cualquier otra combinacién en la que se puedan implementar las especificaciones
necesarias de robustez y comportamiento.

Véase como ejemplo la configuracién G'S/T utilizada en [Chr97] para impedir
que el controlador invierta el sistema nominal, evitando problemas en plantas
mal condicionadas con incertidumbres a la entrada.
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Para hallar la forma que adopta la planta generalizada en cada uno de los casos
anteriores sélo habra que eliminar las correspondientes filas y columnas del caso general.

3.10 Resumen del proceso de sintesis H

La materia expuesta a lo largo de este capitulo incluye la teoria basica para poder
sintetizar un controlador H,,. El procedimiento para calcular un controlador en este
caso sera el siguiente:

1. Elegir la configuracion para crear la planta aumentada.

2. Disenar adecuadamente las funciones de ponderacion que intervienen en la planta
aumentada.

3. Crear la planta aumentada a partir de las funciones de ponderacion y del cono-
cimiento de la planta.

4. Calcular el controlador K(s) mediante el algoritmo de sintesis expuesto en la
seccién 3.4, iterando con ~y hasta conseguir un valor satisfactorio.

Este procedimiento es sistemético salvo en el diseno de las funciones de ponderacion.
Por lo tanto, la bondad del controlador dependera exclusivamente de la eleccion de la
forma de estas funciones.

La eleccién de estas funciones no suele ser trivial, requiriendo por parte del disenador
conocimientos sobre como afecta cada una de ellas al sistema controlado. En el si-
guiente capitulo se propone un método que automatiza el diseno de estas funciones
de ponderacién utilizando configuraciones de sensibilidad mixta, de forma que resulte
simple sintonizar un controlador que haga que el sistema controlado tenga propiedades
de comportamiento y robustez suficientemente buenas.
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Capitulo 4

Diseno de Funciones de
Ponderacion

4.1 Introducciéon

Como se indicé al final del capitulo anterior, en el presente capitulo se va a exponer
una metodologia de diseno de las funciones de ponderacién para el planteamiento de
sensibilidad mixta.

Han sido muchas las publicaciones en estos ultimos anos en las que se propone
resolver un problema de control aplicando el planteamiento de sensibilidad mixta (véase
como ejemplos representativos [Ath94, Lop95, Ban95, Ber96b, Yan96, Lee97, Ima97,
Kit98, Lin98, Bit98]). Sin embargo, a pesar de la importancia que supone disenar
bien las funciones de ponderacién, en la mayoria de dichas publicaciones no aparece
justificada la eleccion de las mismas.

Por otra parte, existen publicaciones cuyo objetivo es exponer consideraciones res-
pecto a la eleccion de estas funciones ([Lun91, Hun92, Anw93, Mei95, Sko96, Seb99]),
si bien en estos casos es necesario tener amplios conocimientos sobre teoria de control
para poder aplicarlas.

Existen muchas aplicaciones industriales en las que los ingenieros encargados de
controlarlas no poseen dichos conocimientos, por lo que el control de dichas aplicaciones

71
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se suele realizar mediante la implementacién de leyes de control simples, normalmente
de tipo PID, destinadas a controlar lazos monovariables, y en los que ademas en muchos
casos ni siquiera estan suficientemente bien sintonizados.

En estos casos es deseable poder aplicar leyes de control mas avanzadas que mejoren
el comportamiento del sistema. Sin embargo, seria interesante poder ajustar dichos
controladores de una manera comoda e intuitiva, a lo sumo con uno o dos pardmetros
que fuesen representativos del comportamiento del sistema controlado.

En este capitulo se propone una metodologia de diseno de las funciones de pon-
deracién de forma que, tras un ajuste inicial basado en la incertidumbre del sistema, el
comportamiento del mismo va a depender basicamente del valor de un parametro adi-
mensional por cada salida a controlar, al que se denominara x; (i = 1,...,n° salidas).

Para que la eleccién de dicho parametro sea comoda e intuitiva, los valores de x; se
han normalizado de forma que sean positivos, proponiéndose una elecciéon inicial de sus
valores igual a cero, de forma que a mayor valor de dicho pardmetro, mas rapido sera el
sistema en bucle cerrado. Como se comprobara con ejemplos de distintas aplicaciones,
para sistemas monovariables un valor aceptable de x suele estar entre 0.5 y 1. Valores
mas bajos suelen ser requeridos cuando se desee que el sistema apenas sobreoscile
mientras que no es conveniente elegir valores cercanos a 1 ya que se podrian obtener
grandes oscilaciones, e incluso se podria llegar a inestabilizar al sistema si el valor
elegido fuera mayor que esta cota superior. Para sistemas multivariables, este valor
superior no sera tan restrictivo, pudiendo ser superado para alguna salida en concreto
(ver seccién 5.6).

El comportamiento del sistema obtenido con esta metodologia es méas que aceptable,
a la vez que es facil de aplicar. Sélo es necesario elegir los valores deseados de «; y
ejecutar un programa para obtener el controlador. Por lo tanto, desde el punto de
vista de un usuario final todo este proceso es simple de realizar, ya que la ejecucién del
programa es transparente para el mismo.

En la exposicion anterior se ha comentado que se necesita un ajuste previo de las
funciones de ponderacion. En esta capitulo también se propone una metodologia para
la realizacion de dicho preajuste de forma que resulte muy sencillo llevarlo a cabo. Para
ello se necesita cierto conocimiento basico de teoria de control, pero no de técnicas de
control avanzado. Por lo tanto, mediante esta metodologia cualquier ingeniero con
conocimientos generales podria implementar el controlador sin necesidad de ser un
experto en la materia.

En el siguiente capitulo se comprobara la validez de esta metodologia mediante su
aplicacion a sistemas reales de distinta indole, tanto en sistemas rapidos, como motores
o sistemas de seguimiento visual, asi como en sistemas lentos tipicos de la industria de
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procesos, como puede ser un sistema para obtener energia solar o una planta piloto.
En esta ultima se comprobara ademas la validez del método también para sistemas
multivariables.

Este capitulo esta organizado de la siguiente manera: en la siguiente secciéon se
mostrard como disenar las matrices de funciones de ponderacién para moldear a la
funcién de sensibilidad complementaria (para lo cual habrd que elegir previamente un
modelo nominal y estimar las incertidumbres respecto a dicho modelo), la de sensi-
bilidad y la de sensibilidad al control. Seguidamente, en la seccién 4.3 se expone la
metodologia de cémo aplicar el método, una vez que es conocido cémo disenar las fun-
ciones de ponderacion. Finalmente, en la seccion 4.4 se expone una serie de comentarios
que justifican la aplicacion de este método de diseno.

4.2 Diseno de las funciones de ponderacion

Como se ha comentado en la introduccién, en este capitulo se pretende aportar
unas reglas que automatizan el proceso de sintesis de controladores H., mediante los
planteamiento de sensibilidad mixta. Estas reglas proporcionan un método de selec-
cion de las distintas funciones de peso que ponderaran a las distintas funciones de
sensibilidad en bucle cerrado.

A continuacién se expone cémo disenar dichas funciones de ponderacion, para lo
cual habra que elegir previamente un modelo nominal G(s) y estimar las incertidumbres
asociadas a dicho modelo.

4.2.1 Eleccion del modelo nominal y estimacion de la incer-
tidumbre

Como se expuso en el capitulo 2, la sintesis de un controlador robusto se ha de
basar en el conocimiento de la incertidumbre del sistema. En este capitulo se va a
hacer uso de la incertidumbre multiplicativa no estructurada del sistema, donde para
poder estimarla lo primero que habra que hacer sera la eleccion del modelo nominal.

El modelo nominal se tomard de bajo orden y sin retardos, o sea, segin la primera
opcion expuesta en la seccion 2.6. Esta propuesta se basa en la concordancia con el
objetivo de que el prediseno de las funciones de ponderacién debe resultar un proceso
sencillo para un ingeniero con conocimientos generales.
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Una vez elegido el modelo nominal, se estimara la incertidumbre multiplicativa a la
salida del sistema como:

Ens(s) = (G*(s) —G(s))G(s)™"

Este célculo habra que realizarlo con cada uno de los puntos de trabajo donde
se pretenda que el controlador funcione adecuadamente, esto es, habra que repetirlo
tantas veces como funciones G*(s) distintas se estén considerando.

Por definicién, la incertidumbre multiplicativa indica el porcentaje de desconocimien-
to que se tiene de la planta en cada frecuencia. Este porcentaje suele aumentar con
la frecuencia y siempre habra una frecuencia a partir de la cual el desconocimiento del
sistema sea total, o sea, una frecuencia a partir de la cual el valor de la incertidumbre
multiplicativa supere la unidad.

Sin embargo, el calculo de la incertidumbre utilizando la férmula anterior puede dar
lugar a confusién en casos en los que G*(s) corresponda a funciones de transferencias
obtenidas a partir de la identificacién del sistema en distintos puntos de trabajo. A
continuaciéon se expone un ejemplo con un sistema monovariable para aclarar este
punto:

Supongamos que se elige como modelo nominal una funcién de transferencia de
primer orden sin retardo donde sus parametros han sido calculados como media
de los resultados de una serie de indentificaciones del sistema en distintos puntos
de trabajo. Segun esto, se tendria que:

donde

S ! 1 —
K:N;Ki F:N;”

Supongamos que se desea estimar la incertidumbre multiplicativa respecto a uno
de los sistemas identificados en cierto punto de trabajo, donde:

K;
Tis + 1

Gi(5) =

El céalculo de la incertidumbre multiplicativa en este caso proporcionaria la si-
guiente funcion de transferencia:



CAPITULO 4. DISENO DE FUNCIONES DE PONDERACION 75

B, (s) = Gi6) = CGls) _ (K7 —Kn)s+ Ki - K

G(s) B K(ris+1)

Esta funcién de transferencia toma un valor en baja frecuencia igual al corres-

pondiente a la incertidumbre multiplicativa de la ganancia, mientras que tiene
—(Ki—K)

—~——=2 yun poloen s = —1/7.

un cero en s =

Si el valor absoluto del polo fuera inferior al del cero, la incertidumbre multi-
plicativa estimada disminuiria con la frecuencia. En la figura 4.1 se muestra un
ejemplo con valores de K;, 7;, K y T iguales a 1.2, 1.1, 1 y 1 respectivamente
(linea continua), donde se ha supuesto una incertidumbre del 20% en la ganancia
y del 10% en la constante de tiempo.

5| / i
Sin polo:de alta frecuencia /
- Con polo de alta frecuencia

I
1N
o

T
~

i

amplitud (dB)
<

I
1N
o

T

-25 il P | il M | il il
10 10° 10 10° 10 10 10
frecuencia (rad/s)

Figura 4.1: Ejemplo de estimacion de incertidumbre multiplicativa.

Al estimar la incertidumbre multiplicativa podria ser sorprendente observar que
dicha incertidumbre disminuye con la frecuencia, contradiciendo lo expuesto an-
teriormente. Para poder explicar este fendmeno es necesario recordar que en estos
casos G7(s) no es més que otro modelo del sistema operando en otro punto de
trabajo. Por lo tanto, éste también tendrd incertidumbres respecto a lo que se
podria considerar el sistema real G,;(s) en dicho punto de trabajo. Esto quedard
en evidencia de una forma més clara con la siguiente modificacion en el ejemplo
anterior.

Supongamos que el sistema G7}(s) posee una dindmica no modelada anterior-
mente, la cual va a ser representada como un polo de alta frecuencia. Segun
esto, la nueva funcion de transferencia a considerar para la estimacién de la in-
certidumbre serd de la forma:
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K;

Gils) = (725 + 1) (5 + 1)

Tri <L Tj

Si se realiza de nuevo el cédlculo de la incertidumbre se obtiene que el médulo de
dicha incertidumbre, a pesar de que pueda disminuir en algiin rango de frecuencia,
al final tenderd a subir a medida que la frecuencia aumenta. En la figura 4.1 se
representa en linea discontinua este efecto, donde se ha elegido un valor de 7,;
igual a 0.01 segundos.

El caso anterior no hubiera inducido a error si el sistema G7(s) tuviera incluido
un tiempo muerto. En este caso, el modulo de la incertidumbre del sistema siempre
superara el valor unidad si se tiene en cuenta que el sistema nominal no incluye al
retardo. Si la unica incertidumbre del sistema se debiera el tiempo muerto, esto es:

Gi(s) = Gls)e

la incertidumbre multiplicativa se corresponderia con la expresion:

_ Gi(s) ~ G(s)
()

=1-eF

Epns(s)

alcanzando el valor del 100% para una frecuencia (en rad/s) aproximadamente igual a
la inversa del retardo en segundos (ver figura 4.2, donde se ha supuesto L = 1).

10

-101

magnitud (dB)
A
S &

!

N

o
T

|
@
S

-0 o 1 2
10 10 10 10
frecuencia (rad/s)

Figura 4.2: Incertidumbre multiplicativa debido a un tiempo muerto L = 1 segundo.

En cualquier caso, para evitar problemas seria conveniente obtener la respuesta
frecuencial del sistema siempre que fuera posible (no lo seria, por ejemplo, si el sistema
fuera inestable) y utilizar dicha respuesta frecuencial para evaluar la incertidumbre del
sistema en cada frecuencia.
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4.2.2 Calculo de la matriz de ponderaciéon Wy (s)

Como el tipo de incertidumbre utilizado es el correspondiente a la multiplicativa a
la salida, la condicién de estabilidad robusta asociada a ella viene dada por (ver seccién
2.8.1):

Wi (s)To(5)Wa(s)]loc <1

donde T,(s) es la funcién de sensibilidad complementaria en la salida y las matrices
Wi(s) y Wa(s) son tales que normalizan a la incertidumbre, esto es:

Enns(s) = Wa(s)Aps (s)Wi(s) [A(S)msloo <1

Si se toma un valor de Ws(s) igual a la identidad y se renombra a Wi(s) como
Wr(s), la condicién de estabilidad robusta resultante tiene la siguiente expresion:

W () To(s)loc = sup o (Wr(jw)To(jw)) < 1

Como puede observarse, el término Wy (s)T,(s) es el mismo que aparece en los
modelos de sensibilidad mixta en los que se ve involucrada la funcién de sensibili-
dad complementaria. Por lo tanto, hacer pequeno el valor de la norma infinito en el
planteamiento de sensibilidad mixta implica hacer pequeno a su vez la norma infinito
de Wiy (s)T,(s), con lo que se estara robustificando al sistema frente a este tipo de incer-
tidumbre. Al final del capitulo se realizardan unos comentarios sobre esta disquisicion.

Puesto que se pretende que Wr(s) normalice a la incertidumbre multiplicativa a
la salida, para su eleccién se ha de tener en cuenta que para cada frecuencia se ha de
cumplir la siguiente condicién:

0i(Ems (jw)) = 0i(Wr(jw) Ams (jw)) < 0i(Wr(jw))a(Ams(jw)) < 0i(Wr(jw))

donde se ha aplicado la propiedad de los valores singulares:

0i(AB) < 0;(A)5(B)

ademds de que (A, (jw)) <1V w.

La propuesta realizada para disefiar la matriz W (s) consiste en escogerla como
una matriz de funciones de transferencia cuadrada y diagonal, de la forma:
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[ WTH(S) 0 0 T
WT(S) = 0 WTii(S) 0
| 0 0 Wqu(S) ]

donde la dimensién de la matriz ¢ es igual al nimero de salidas del sistema. Cada
funcién de transferencia Wypy;(s) de su diagonal deberd ser estable y de fase minima.
Ademas, al ser la matriz Wr(s) diagonal, sus valores singulares para cada frecuencia
seran iguales al médulo de las correspondientes funciones de transferencia evaluadas
en s = jw, esto es:

o;(Wr(jw)) = [Wri(jw)|

donde se ha supuesto que:

Wri(jw)| > Wrge(jw)|, YVi>k Vw

Una vez elegida la forma de Wr(s), para el cdlculo de las funciones de transferencias
de su diagonal se seguird el siguiente procedimiento:

1. Estimar la incertidumbre multiplicativa a la salida mediante la expresién:

Ens(s) = (G*(s) —G(s))G(s)™"

y evaluar E,,;(s) en s = jw. Dado que en general la incertidumbre E,,(s) serd
una matriz de funciones de transferencias, el cdlculo de su expresién analitica
puede ser tediosa, sobre todo si en el sistema G*(s) se incluyen tiempos muertos.
Por esto, en muchos casos resultard més sencillo evaluar previamente las G(s)
y G*(s) en s = jw, con lo que dichas matrices serdn constantes (con nimeros
complejos como coeficientes) para cada frecuencia. Para el célculo de E,,;(jw)
bastara con realizar operaciones matriciales sencillas con matrices constantes para
cada frecuencia.

2. Calcular los valores singulares de E,,5(jw) v representarlos en la frecuencia. Con
esto se obtendran ¢ curvas en la frecuencia, tales que:

0i(Ems(Jw)) = 0x(Ems(jw)) & i>k

siendo cada una de ellas similar a las dibujadas en la figura 4.1. Nétese que se
esta utilizando el concepto de valores singulares como extensién de la magnitud
del diagrama de Bode para sistemas multivariables.
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3. Elegir las funciones Wry;(s) (i = 1,...,q) tales que sean estables, de fase minima
y de forma que para cada frecuencia se cumpla que el médulo de cada una de
ellas sea superior al i-ésimo valor singular de la incertidumbre, esto es:

|WTM(](,U)| Z Ol(Ems(jw)) Yw 1= 1, .. q

Ademas, teniendo en cuenta que Wr(s) debe ponderar a la funcién de sensibilidad
complementaria, para imponer que ésta tenga ganancia pequena en alta frecuencia (ver
seccién 2.3) se disenard cada funcién Wyy;(s) de forma que su médulo posea un valor
alto en alta frecuencia.

Para aclarar conceptos, en la figura 4.3 se muestra un ejemplo en el que se ha
considerado un sistema multivariable con tres salidas. Puede observarse como se han
disenado tres funciones de ponderacién Wiyi(s), Wiaa(s) v Wrss(s) de forma que
sean cotas superiores de o1(Ep,5(5)), 092(Ems(s)) y 03(Ems(s)) respectivamente. Notese
ademds como el médulo de las funciones Wry;(s) es grande en alta frecuencia.
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Figura 4.3: Diseno de la matriz de ponderaciéon Wr(s).

4.2.3 Calculo de la matriz de ponderaciéon Wy(s)

De la misma manera que la matriz Wr(s) es utilizada en el sentido de estabilizar
robustamente a la planta, la matriz Ws(s) va a ser utilizada para imponer condiciones
de comportamiento sobre el sistema.
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Como es sabido, la funcién de sensibilidad es especialmente interesante desde el
punto de vista del control al poseer unas propiedades que caracterizan tanto a la calidad
como a la rapidez de la respuesta temporal del sistema en bucle cerrado.

Respecto a la calidad, el pico en frecuencia del médulo (del valor singular méximo
en sistemas multivariables) de la funcién S(s) (esto es, la norma infinito de la funcién
S(s)) proporciona una idea de cuanto va a sobreoscilar el sistema (comportamiento)
y de la distancia del sistema a la inestabilidad (robustez). En este sentido, se puede
establecer un margen de estabilidad relativa basdndose en esta funcién de sensibilidad.

Respecto a la rapidez del sistema, el ancho de banda de S(s) es un indice muy
indicativo del tiempo caracteristico de la respuesta temporal del sistema en bucle ce-
rrado. El ancho de banda de esta funcion se define para sistemas monovariables como
la frecuencia a la cual el médulo de S(jw) corta por primera vez y en sentido ascen-
dente al valor 1/v/2 (—3dB aproximadamente) en un diagrama de Bode, mientras que
para sistemas multivariables este ancho de banda se corresponde con una franja de
frecuencias entre los cortes de los valores singulares maximo y minimos por 1/v/2. Te-
niendo en cuenta que la funcion de sensibilidad relaciona al error con los cambios de
referencia y con las perturbaciones al sistema (ver seccién 2.3), este ancho de banda
sera interpretado como la frecuencia hasta la cual el control es efectivo en términos
de comportamiento. Por lo tanto, a mayor ancho de banda de S(s), més grande sera
el rango de frecuencias para el cual el control es efectivo y por tanto con mas rapidez
respondera el sistema.

Es especialmente interesante resaltar el hecho de que se exija que la funcién de
sensibilidad sea pequena para que los errores sean pequenos. Esto implica que en el
rango de frecuencia donde el médulo (valores singulares en sistemas MIMO) de S(s)
sea pequeno el error serd pequeno, “independientemente de la fase” del sistema. Si las
mismas especificaciones se impusieran sobre la funcion de sensibilidad complementaria,
la condicién que obtendriamos seria que su médulo deberia ser muy cercano a la unidad.
Sin embargo, esta condicién por si sola no garantiza que el error sea pequeno, ya que en
un caso extremo el sistema podria estar en contrafase atin siendo uno el médulo de 7T'(s),
con lo cual se estaria realimentando positivamente en el rango de frecuencias donde
esto sucediera (normalmente en torno a la frecuencia de corte), y en consecuencia
no se estaria controlando al sistema en absoluto. Este es el motivo por el que las
especificaciones de comportamiento se suelen imponer sobre la funcion de sensibilidad.

Considerando que en el planteamiento de sensibilidad mixta la matriz de pon-
deracién Wg(s) pondera a la funcién de sensibilidad S(s), para el diseno de Wy(s)
se van a tener en cuenta las ideas expuestas anteriormente. La propuesta realizada es
tomar Wg(s) como una matriz de funciones de transferencia cuadrada y diagonal, de
la forma:
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[ WSH(S) 0 0 T
Ws(S) = 0 WS“‘(S) 0
| 0 0 quq(S) |

donde la dimension de la matriz, ¢, de nuevo es igual al nimero de salidas del sistema.
Se disenara cada funcién de transferencia Wg;;(s) de la diagonal teniendo en cuenta que
su inversa, Wg;;(s)™!, serd la que intente moldear a 0;(S(s)) en forma de cota superior.
Por ello se propone disenar cada W;;(s) de la forma

5+ Biws;

N
Wen(s) = (M)

donde se obviara el subindice 7 cuando se trate de un sistema monovariable.

A continuacién se expone como elegir cada uno de los parametros que aparecen en
estas funciones para un valor de N = 1.

e «;: esla ganancia de la funcién en alta frecuencia. Como es sabido, un valor carac-
teristico del pico maximo que debe tener el modulo de la funcion de sensibilidad
para que el comportamiento del sistema sea aceptable es de aproximadamente
2, lo cual sucede en torno a la frecuencia de corte. Puesto que WS“‘(S)_l debe
imponer cotas superiores a 0;(S(s)), es deseable que la ganancia en alta frecuencia
de Ws;i(s)™! (1/a;) sea del orden de 2. Por lo tanto, un valor apropiado para
cada «; deberia ser del orden de 0.5.

e [3;: es la ganancia de la funcién a baja frecuencia. Siguiendo el mismo razona-
miento que se hizo en el punto anterior sobre la inversa de Wy;;(s), el valor de
B; hace las veces de la cota superior del error en régimen permanente permiti-
do. Desde el punto de vista del control podria ser deseable tener errores nulos
en régimen permanente, lo cual implicaria que el valor de (; deseado deberia
ser cero. Sin embargo, por problemas numéricos en el algoritmo de cédlculo del
controlador (ver seccién 3.4), la planta aumentada no puede tener autovalores en
el eje imaginario, cosa que sucederia si se anulase el valor de ;. Por lo tanto,
puesto que [; no puede ser nulo, habra que proporcionarle un valor suficiente-
mente pequeno para que los errores en régimen permanente sean aceptables y a
su vez suficientemente grande para que no dé lugar a problemas numéricos. Un
valor apropiado para este valor puede estar entre 107¢ y 10~* dependiendo de la
aplicacion.
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e wg;: es la frecuencia de corte de la funcion y marcara la frecuencia de corte
minima que se requiere de la funcién a la que pondera. Para el diseno de este
parametro se propone una eleccion inicial de una década por debajo de la fre-
cuencia de corte de la funcién Wiy (s) previamente disenada. A esta frecuencia
se la denominara wy, cuyo valor en el ejemplo de la figura 4.4 es de 0.015 rad/s
aproximadamente. Segin el diseno propuesto de Wr(s), esta frecuencia se corres-
pondera aproximadamente con la frecuencia a la cual el valor singular maximo
de la incertidumbre alcanza el valor unidad. Con esta eleccion inicial se obten-
dran respuestas lentas y raramente oscilatorias. A medida que se aumenta wg;
se iran obteniendo respuestas mas rapidas pero mas oscilatorias. En los distintos
experimentos realizados se ha comprobado que las variaciones del valor de wg;
se deben hacer con una escala logaritmica para que tengan un efecto similar en
todos ellos. Basandose en esto, se propone expresar el valor de wg; mediante la
expresion:

Wg; = 10('%71)(,071

donde una vez obtenida wy, el pardmetro x; serd el encargado de variar el valor
de wg;. La eleccién inicial se obiene para un valor de k; igual a cero, mientras que
para un valor igual a uno se obtendria que wg; seria igual a wy. Por lo tanto, la
eleccion final de esta frecuencia queda determinada por el valor de un parametro
cuyo valor debe ser mas elevado a medida que se desee una respuesta mas rapida.

Para finalizar el diseno de Wys;; habra que elegir el valor deseado de N. Este
parametro determina la pendiente que tiene la funcién de ponderacién en frecuencias
por debajo de la frecuencia de corte. Dado que para valores pequenos de la funcién de
sensibilidad (deseable en baja frecuencia) se tiene que ésta es aproximadamente igual a
la inversa de la funcién de lazo (ver seccién 3.7.1), para ese rango de frecuencia ambas
funciones tendran la misma pendiente. Basandose en este hecho, se elegira el valor
de N para especificar la pendiente deseada de la funcién de lazo a baja frecuencia,
siendo esta pendiente igual a —20N dB/dec. Esto serd especialmente 1itil cuando el
tipo del sistema sea superior a cero. En estos casos, eligiendo un valor de N superior
a 1 se impondra como especificacion que el controlador posea efecto integral, lo cual
es especialmente deseable cuando se han de rechazar perturbaciones mantenidas a la
entrada de la planta.

Hay que hacer notar que al variar el valor de /N también se cambia la ganancia de la
funciéon de ponderacion en baja y alta frecuencia. Para mantener esta ganancia habra
que sustituir el valor de ; por {/a; y el de f; por V/fB;. Véase que la eleccién de N
practicamente no influye en el pardmetro wg;.

Teniendo en cuenta todas estas disquisiciones, finalmente se propone la siguiente
expresion para esta funcién de ponderacion:



CAPITULO 4. DISENO DE FUNCIONES DE PONDERACION 83

N

- ( Vaus + 100 Doy
SM(S) - \s + ]{’/El(](mfl)wT

en la que el pardmetro «; debe ser del orden de 0.5, 5; debe tener un valor mucho
menor que 1y k; adoptara valores positivos, donde mientras mas alto sea su valor mas
rapidamente evolucionara el sistema. En la figura 4.4 se muestra la forma deseada del
modulo de estas funciones de ponderacion.

|Wei (1) g

(20/N) log(B ;) |

-20N dB/dec

\— » W
(20IN) log@@, ) [~

Figura 4.4: Diseno de Wg;(s).

4.2.4 Calculo de la matriz de ponderaciéon Wy (s)

Como se expuso en la seccién 3.9, la funcién Wy (s) pondera a la sensibilidad
al control, funcién que relaciona la referencia y perturbaciones con la actuacién que
proporciona el controlador (ver seccién 2.3). Por lo tanto, el uso de esta funcién permite
penalizar la senal de control en el rango de frecuencia deseado.

Ademas del enfoque anterior, la inclusién de esta funcién de ponderacién permite
eliminar problemas numéricos en el algoritmo de sintesis del controlador. Una de las
hipétesis realizadas en la seccién 3.4 indica que la matriz Dy, ha ser de rango completo.
Observando que dicha matriz es la submatriz de D (matriz directa de la descripcién
interna de la planta aumentada P(s)) que relaciona al vector de objetivos de control
z con la senal de control u, la inclusién de Wy (s) permite que se pueda cumplir dicha
hipétesis. Es conveniente aclarar que con esto no se quiere indicar que sea necesaria la
inclusion de esta funcion de ponderacion para verificar esta hipdtesis, sino que puede
hacer que se cumpla en casos en los que sin su inclusion no se verificaba.

El objetivo que se va a perseguir con el uso de la funcién Wy (s) serd el de disminuir
la sobreoscilacién de la respuesta temporal del sistema sin que con esto se afecte signi-
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ficativamente a la rapidez del mismo. A continuacién se propone un método de diseno
basado en la medicion de la frecuencia de oscilacion de la respuesta temporal del sis-
tema. Para ello se elegird inicialmente un valor constante e igual a la unidad, esto
es:

WU(S) = Im><m

donde m es el nimero de entradas del sistema. Utilizando esta funcién de ponderacién
se calculard un controlador previo que serda implementado para analizar la respuesta
temporal que éste proporcione frente a una entrada en escalén. Una vez obtenida
la respuesta, se estimara la frecuencia de oscilacion de la misma a partir del tiempo
T transcurrido entre el primer pico de subida y el primer pico de bajada (ver figura
4.5). Este tiempo se tomard como medio periodo de la frecuencia de oscilacién de la
respuesta temporal, con lo que la frecuencia de oscilacion, a la que se denominara wy,
estara estimada por

T
Wy = —

rad/s

12

0 I I I I I

tiempo (s)
Figura 4.5: Estimacién de la frecuencia de oscilacién de la respuesta temporal.

A partir de esta medicién, el método propuesto consiste en redisenar Wy (s) de
forma que se aumente su médulo en torno a esa frecuencia, con lo cual se penaliza
en exceso solo las oscilaciones en torno a dicha frecuencia. La forma propuesta para
Wi (s) es la siguiente:

w
(s + de)(s +10pwy)

(s + %)(s + pwq)

WU(S) =
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Como puede observarse, la forma de Wi (s) propuesta es la de un filtro paso banda
centrado en wy, con ganancia unitaria tanto en baja como en alta frecuencia y con
anchura de la banda en funcién del parametro p. El valor de este pardmetro se tomara
en torno a 3, siendo mayor la anchura de la banda a medida de dicho valor aumenta.
En la figura 4.6 se muestra la forma de la funcién propuesta para unos valores de
wg=1rad/sy p=3.

25

amplitud (dB)

-5 I I I i i
10" 10" 10 10° 10 10 10
frecuencia (rad/s)

Figura 4.6: Diseno de Wy (s) con wy =1 rad/sy p = 3.

Existen otras tendencias ([Lun91, Anw93]) en las cuales se propone esta funcién
como un filtro paso alto. Esta segunda opcién tiene la ventaja de que el controlador
obtenido es de un orden inferior. Sin embargo, la respuesta temporal obtenida es més
lenta al penalizar excesivamente las frecuencias altas.

La ganancia estatica de la funcién propuesta es la unidad. Esta ganancia puede
ser aumentada en caso de que la saturacion en los actuadores del sistema sea una
restriccion importante. Por otra parte, si la saturacion apareciera en la velocidad del
actuador seria conveniente disenar Wy (s) como un filtro paso alto que penalizara la
senal de control en las frecuencias superiores a la de la saturacion en velocidad del
actuador.

4.3 Metodologia de diseno

Una vez que se ha mostrado como calcular cada una de las funciones de ponderacion,

en este apartado se van a exponer los pasos a seguir para la obtencién del controlador
final.
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1. Elegir el modelo nominal de bajo orden y sin tiempos muertos.

2. Estimar la incertidumbre multiplicativa a la salida del sistema respecto al modelo
nominal elegido.

3. Disenar Wy (s) segun las condiciones expuestas en el apartado 4.2.2.

4. Disenar Wg(s) con k; = 0 y valores estandares de «; y f3; (ver apartado 4.2.3).
5. Disenar inicialmente Wi (s) con valor unidad.

6. Construir la planta aumentada P(s) y calcular un primer controlador K (s).

7. Redisenar Wg(s) aumentando los valores de k; hasta conseguir un tiempo de
subida de la respuesta temporal ligeramente superior al deseado.

8. Estimar la frecuencia de oscilacion de la respuesta temporal w, obtenida con el
diseno definitivo de Wg(s).

9. Redisenar Wy (s) utilizando la frecuencia wy estimada en el punto anterior y un
valor estandar de p (ver apartado 4.2.4).

En caso de que no se desee incluir la funcién de ponderacién Wy (s) (sensibilidad
mixta S/T), se deberdn omitir los pasos 5, 8 y 9.

4.4 Comentarios acerca del método de diseno

Las reglas de diseno expuestas en apartados anteriores son reglas semiempiricas
disenadas con criterios ingenieriles. El uso del adjetivo semiempiricas se debe a que
en cierta manera es légico disenar las funciones de ponderacién de la forma que se
ha expuesto. Hasta la obtencién de las reglas, han sido muchas las pruebas que se
han realizado en las que el calculo del controlador no ha sido satisfactorio, bien por
la aparicién de problemas numéricos o bien porque el comportamiento del sistema
controlado no era el adecuado. De hecho, esta metodologia ha sido el resultado de
largas horas de experimentacion, en las que se incluyen los resultados del capitulo
siguiente.

Por otra parte, el objetivo de este trabajo es proponer una serie de reglas prdcticas
con las que poder obtener controladores avanzados de una forma simple para el usuario
final, sin necesidad de que éste deba conocer a fondo las técnicas de control H,,. Ahora
bien, en este punto es conveniente aclarar que se es consciente de que utilizando estas
reglas en general no se estd cumpliendo las condiciones matemaéticas de comportamiento
robusto. Esto es, el controlador final obtenido no sera capaz de controlar a cualquier
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sistema G*(s) perteneciente a la familia de plantas F(; considerada, salvo que el valor
de k; elegido sea excesivamente pequeno.

Sin embargo, el uso de las reglas se justifica teniendo en cuenta las siguientes con-
sideraciones:

e Debido al tipo de incertidumbre considerada, la regiéon de incertidumbre con la
que se trabaja suele ser excesivamente amplia, siendo habitual que se incluyan
dentro de la familia de plantas Fg sistemas que no tengan correspondencia con
ninguna situacién real.

e El ajuste del controlador final se realiza partiendo de un controlador inicial bas-
tante conservador y se va haciendo cada mas agresivo basandose en la respuesta
temporal del sistema real G,(s), lo cual implica que realmente el controlador estd
cumpliendo la misiéon de controlar al sistema real.

e El valor de v (ver seccién 3.4) que se suele obtener con este método es del or-
den de la unidad (no muy superior a 1) una vez elegido los valores finales de
k;. Esto implica, aplicando el Teorema de la Pequena Ganancia, que no se
estd lejos de garantizar matematicamente el comportamiento robusto del sistema,
donde ademas habra que tener en cuenta lo conservador que es este teorema. En
cualquier caso, se puede conseguir dicha condiciéon matematica simplemente re-
duciendo los valores de k;, si bien se obtendran resultados pobres en la respuesta
del sistema.

Para finalizar, es conveniente recordar la importancia que tiene el escalado del
sistema como paso previo al diseno del controlador, sobre todo para sistemas multiva-
riables. Aparte de evitar problemas numéricos (por ejemplo, disminuyendo el nimero
de condicién del sistema), el uso del escalado permite normalizar las entradas, con lo
que también se normaliza el valor de la saturacién. Esto permite mantener la ganancia
de Wy (s) con valor unidad.

Ademas, en el caso de sistemas multivariables, el escalado permite que todas las
magnitudes sean comparables en magnitud, y en concreto los errores de los distintos
canales. Recordando que el control H,, atenia la energia del vector objetivo z, al ser
todas las variables de la misma magnitud, todas ellas tendran el mismo peso relativo
en el valor de la energia calculado. Esto permitird utilizar los mismos valores de los
pardmetros de las funciones de ponderacién (e, 3;, ...) para todos los canales.

Como se comentd en la introduccién, en el siguiente capitulo se comprobara la
validez de esta metodologia con su aplicacion a sistemas reales de distinta indole.



88

COMENTARIOS ACERCA DEL METODO DE DISENO




Capitulo 5

Aplicaciones del Problema de
Sensibilidad Mixta

5.1 Introduccion

En este capitulo se va ha probar la validez de la metodologia de diseno de con-
troladores H,, basada en las reglas expuestas en el capitulo anterior. Para ello se
presenta el diseno controladores para aplicaciones reales de distinta indole, exponiendo
resultados experimentales en cada una de ellas.

Los objetivos que se pretenden conseguir para cada una de las aplicaciones son los
siguientes:

1. Garantizar la estabilidad para cualquier punto de operacién admisible de la plan-
ta.

2. Conseguir un buen comportamiento para cada uno de estos puntos de operacion.

De la metodologia de diseno de las funciones de ponderaciéon propuesta se deduce
que si bien no es necesario tener amplios conocimientos tedricos para aplicar esta técnica
de control “avanzada”, si que es conveniente tener una amplia informacion del proceso
a controlar. El método de diseno del modelo nominal y de la incertidumbre asociada al
mismo va a depender del conocimiento que se posea de cada aplicacién en particular.
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En principio, a mayor conocimiento de la dindmica del sistema mejor sera el criterio
de eleccion del modelo nominal. Por tanto, el conocimiento del sistema real sera de
gran importancia para saber distinguir en qué puntos de operacién funcionara bien el
controlador y cudles son los motivos por los que deja de funcionar correctamente en
otros.

Para la exposicién de este capitulo se han elegido distintos sistemas reales como
ejemplos caracteristicos de aplicacién de la metodologia de diseno expuesta en la seccién
4.3. A continuacion se realiza una breve exposicion de las caracteristicas de cada uno
de ellos:

Planta solar:

Se trata de un sistema de potencia para el aprovechamiento de energia solar.
Este es un sistema de grandes dimensiones con una dindmica muy lenta y en el
que existe la posibilidad de trabajar en puntos de funcionamiento muy variados.
Tanto las perturbaciones sobre el sistema asi como las incertidumbres del mismo
son importantes debido al caracter no lineal de su dindmica. Se mostrard como
con un controlador H,, lineal fijo se podran obtener buenos resultados en un
amplio rango de puntos de operacion.

Seguimiento visual:

Esta segunda aplicacion consistira en el control de la posicion de un robot de
realimentado por un sistema de vision, el cual es un sistema rapido con incer-
tidumbres debidas a la calibracion de la caAmara, a la estimacion de la posicién del
objeto por retardos de los algoritmos implementados y por el efecto de la veloci-
dad de la camara y a errores de modelado del brazo manipulador. Se expondrd
como el diseno propuesto de la funcion Wy (s) mejora los resultados respecto al
diseno clésico de esta funcién de ponderacién. Se volverd a comprobar cémo
el controlador disenado proporciona un buen comportamiento, realizando una
comparativa con resultados obtenidos con otras metodologias de control.

Servomecanismo:
Con esta aplicacion se pretende mostrar como el disenio del parametro N de la
funcién de ponderacién Ws(s) puede proporcionar el tipo deseado al controlador.
Para ello se ha elegido un servomecanismo de corriente continua con una zona
muerta y una saturacién, y cuyo comportamiento en la zona de funcionamiento
lineal puede ser aproximado por una funcién de transferencia de tipo uno. Se
vera como la eleccién adecuada de dicho parametro permitird que el controlador
posea efecto integral, lo cual sera 1til para rechazar perturbaciones a la entrada
del sistema asi como para que la senal de control pueda escapar de la zona muerta.

Planta piloto:
Finalmente, en este cuarto ejemplo se presenta la aplicacion de la metodologia a
un sistema multivariable. Este se corresponde con una planta piloto construida
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con elementos industriales y en la que se pretende controlar dos temperaturas de
forma independiente utilizando la apertura de una valvula y una resistencia como
variables de control. Las experiencias anteriores con esta planta indican que este
sistema es especialmente complicado de controlar debido al desconocimiento de
las miltiples dindmicas que interactian en el mismo. Se comprobard que esta
metodologia proporciona buenos resultados desde el punto de vista de control,
ademads de un método sencillo de sintonizar controladores multivariables.

Esta metodologia ha sido probada con éxito no sélo en los sistemas anteriores, sino
también en otros muchos, tanto a nivel de simulaciéon como a nivel de experimentacién
(calentadores de aire, planta de secado de orujo, sistemas de posicionamiento, sistema
de doble rotor, etc.). No se han incluido mds ejemplos por considerar que no apor-
tan nada nuevo conceptualmente o bien por no poseer resultados experimentales de
los mismos (a pesar de haber sido probados en simuladores suficientemente contrasta-
dos). De hecho, todos estos experimentos han sido de gran utilidad para desarrollar la
metodologia de disenio expuesta en el capitulo anterior.

El proceso de sintesis del controlador ha variado de una aplicacion a otra. Asi, tanto
en la primera como en la tercera aplicacién el controlador se ha disenado totalmente
en el dominio de Laplace y posteriormente se ha discretizado utilizando una transfor-
macion bilineal de Tustin. Por el contrario, en la segunda aplicacion el controlador
se ha calculado en el dominio z, discretizando las funciones de ponderaciéon con una
transformacién bilineal de Tustin antes de construir la planta generalizada en tiempo
discreto. Por ultimo, en la cuarta aplicacién el modelo ha sido obtenido en tiempo
discreto (mediante conocidos algoritmos de identificacién), el cual se ha convertido
al dominio continuo (con una transformacién bilineal Tustin inversa) para realizar a
continuacion el mismo proceso seguido en la primera aplicacién.

Finalmente, apuntar que los resultados de este capitulo han sido publicados en los
articulos con las referencias [Ort97, Cam97h, Ort98, Ort99, Ort00a, Ort00b, Ort01].

5.2 Control H,, de una planta solar

La bisqueda de nuevas fuentes de energia ha inducido a que cada vez mas a menudo
se utilicen sistemas de potencia que aprovechen la energia proveniente del sol. Para ello
se han disenado diferentes métodos de captacion de dicha energia, como por ejemplo
paneles de células fotovoltaicas para la extraccién directa de electricidad, radiacion
directa concentrada mediante el posicionamiento de paneles reflectantes, sistemas de
paneles para el calentamiento de agua o la generacion directa de vapor.
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El sistema con el que se va a tratar en esta seccién consiste en un campo de colectores
solares distribuidos. Cada colector tiene un espejo parabdlico que enfoca la radiacion
solar sobre una tuberia por la que circula aceite, provocando que el fluido aumente su
temperatura.

El objetivo de control en este caso consiste en mantener la temperatura del aceite a
la salida del campo de colectores al valor deseado. Para ello habra que tener en cuenta
que existen importantes perturbaciones sobre el sistema, como pueden ser la variacién
del nivel de radiacion solar provocada a la aparicién de nubes, la reflectividad de los
espejos debido al ensuciamiento de los mismos o la variacion de la temperatura de
entrada del aceite al campo de colectores.

Puesto que la radiacién solar no puede ser ajustada, el objetivo de control sélo
puede conseguirse adaptando el caudal del aceite, y teniendo en cuenta la forma de la
caracteristica del ciclo diario de potencia solar, esto hace que dicho caudal deba variar
sustancialmente durante el tiempo de funcionamiento de la planta. Variaciones tan
altas del caudal de aceite dan lugar a modificaciones significativas en las caracteristicas
dindmicas del campo de colectores, como por ejemplo en la velocidad de respuesta o
en el tiempo muerto del mismo, lo cual hace que aumente la dificultad en obtener un
comportamiento adecuado en el rango de operaciéon con un sélo controlador fijo.

Teniendo en cuenta estas perturbaciones y las variaciones en las caracteristicas
dindmicas, el diseno de un controlador robusto que garantice estabilidad y compor-
tamiento queda plenamente justificado. El planteamiento del diseno del controlador se
ha basado en un amplio conocimiento del proceso. Este conocimiento se ha obtenido
a partir de experimentos sobre la planta realizados en los 1ltimos anos utilizando
diferentes estrategias de control ([Rub82, Cam88, Cam92, Cam94, Rub95, Rub96a,
Cam97a)).

Los resultados de esta secciéon han sido publicados en los articulos con las referencias
[Ort97, Cam97h).

5.2.1 Descripcion del sistema

La planta considerada se corresponde con el campo de colectores distribuidos
ACUREX perteneciente a la planta solar SSPS ([Kal82]), situada en la localidad
de Tabernas (Almeria). En la figura 5.1 se muestra un esquema de la misma.

El campo consta de 480 colectores solares distribuidos que utilizan una superficie
parabdlica para concentrar la radiacion solar que reciben perpendicularmente sobre una
tuberia situada en el punto focal de la pardabola. Asimismo, el campo también consta
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Figura 5.1: Esquema del campo de colectores distribuidos.

de un sistema de seguimiento del sol de forma que los espejos giren sobre un eje paralelo
a la tuberia, permitiendo que las superficies parabdlicas estén siempre dirigidas hacia
la posicién del sol en cada instante.

El aceite frio que entra en el campo es extraido de la parte inferior de un tanque
de almacenamiento, atravesando el campo gracias a una bomba situada en la entrada
del mismo. La planta estd provista de un sistema de valvulas que permite que el
aceite sea reciclado al campo de colectores (en vez de dirigirlo de nuevo al tanque
de almacenamiento), en caso de que su temperatura a la salida del campo no sea
suficientemente alta.

El aceite caliente del tanque es utilizado para alimentar a un generador de vapor
para producir energia eléctrica o a una planta desalinizadora.

5.2.2 Modelo dinamico

El sistema puede ser descrito como una conjunto de ecuaciones diferenciales no
lineales de parametros distribuidos, las cuales fueron utilizadas para desarrollar un
modelo ([Ber93]) de forma que el esquema de control pueda ser validado mediante
simulacién.

Bajo ciertas condiciones ([Cam97a)), las temperaturas del sistema pueden obtenerse
mediante las siguientes ecuaciones:

PmCm A e = In,G — HG(T,, — T,) — LH,(T,, — Ty)

m ot

oT .OT
prfAfa_tf + pfcha_xf = LHt(Tm — Tf)
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donde los subindices m se refieren al metal y f al fluido. Los parametros que aparecen
en estas ecuaciones tienen el siguiente significado:

densidad (£4)
capacidad del campo (
drea transversal (m?)
temperatura (°C')
temperatura ambiente (°C')
radiacion solar (1)

n, : eficiencia dptica

H, coeficiente global de pérdidas térmicas (
H, : coeficiente de transmisién metal fluido (m2
G

L

q

KgJ )
KgoC

~NNL QD

el
)

3

Q

anchura de los espejos de los colectores (m)
didmetro interior de la tuberia (m)
caudal de aceite (st)

Las ecuaciones anteriores, obtenidas al aplicar el principio de conservacién de la
energia al metal de la tuberia y al fluido, fueron utilizadas para simular el sistema en una
computadora dividiendo cada uno de los lazos en cien partes y utilizando el modelo de
parametros concentrados para cada parte. El modelo fue contrastado con datos reales
obtenidos del campo ([Ber93, Cam88]|), ajustando posteriormente sus parametros de
forma que reprodujeran el comportamiento del sistema real.

Para analizar el comportamiento dindmico del campo se realizaron pruebas apli-
cando un PRBS (Pseudo Random Binary Sequence) en torno a distintos puntos de
operacién, tanto en el sistema real como en el modelo no lineal ([Ber96a]). En la
figura 5.2 se muestra la respuesta en frecuencia obtenida al realizar un analisis espec-
tral comparando datos de salida frente a datos de entrada para distintos caudales de
aceite. Esta respuesta frecuencial se corresponde con la del sistema junto a un con-
trolador por prealimentacién en serie disenado para compensar el régimen permanente
de las perturbaciones producidas por la radiacién solar y la temperatura del aceite en
la entrada. En esta figura puede observarse como la planta muestra varios de modos
antirresonantes, que son atenuados por las pérdidas térmicas.

5.2.3 Sintesis del controlador

El problema presentado se ha resuelto utilizando el planteamiento de optimizacion
de sensibilidad mizta S/T. Por lo tanto, en este caso se trata de hallar un controlador
estabilizante que minimice
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Figura 5.2: Respuesta en frecuencia del campo de colectores en distintos puntos de
funcionamiento.

1Tz (5)] oo

donde S(s) y T(s) son las funciones de transferencia de sensibilidad y sensibilidad
complementaria respectivamente y Wg(s) y Wy(s) son sus respectivas funciones de
ponderacion que permiten tener en cuenta en el diseno qué rango de frecuencias sera
importante para cada funcién de transferencia en bucle cerrado (ver figura 3.12).

Los pasos que se han llevado a cabo para obtener un controlador que cumpla los
objetivos marcados han sido los siguientes:

Eleccion del modelo nominal

Para elegir el modelo nominal se ha de tener en cuenta que el controlador calculado
sera del mismo orden o un orden superior al de la planta generalizada. Por lo tanto es
aconsejable tomar un sistema nominal de bajo orden. La funcién de transferencia elegi-
da como sistema nominal y que relaciona la temperatura de referencia del controlador
por prealimentacién (el cual, como se ha mencionado anteriormente, estd considerado
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como parte de la planta) y la temperatura del aceite a la salida es la siguiente:

0.8

G(s) = 7(ﬁ 1)

Esta funcion de transferencia ha sido seleccionada a partir del analisis frecuencial de
la figura 5.2, de forma que el médulo de la funcién nominal esté dentro del médulo de
la familia de plantas representadas en la figura. Hay que hacer notar que se ha elegido
un sistema nominal sin retardo, y por tanto no se esta incluyendo el tiempo muerto del
sistema. Este s6lo afecta a la fase del diagrama de Bode y se estd considerando como
incertidumbre.

Diseno previo de las funciones de ponderacién

Siguiendo las reglas expuestas en el capitulo anterior, se ha estimado la incertidum-
bre multiplicativa como paso previo al diseno de la funcién de ponderacion Wr(s). En
el caso de sistemas monovariables la incertidumbre multiplicativa puede estimarse me-
diante la expresién:

donde G*(s) representa a los diferentes comportamientos del sistema en cada uno de
los puntos de trabajo.

En este punto se debe tener en cuenta un tiempo muerto adicional debido a la
implementacion del sistema de control. A pesar de que el controlador se disena en el
domino de Laplace, éste se implementard en ecuaciones en diferencias, con un tiempo
de muestreo de 39 segundos. Dado que el sensor de temperatura esta situado en las
afueras del campo y que existen variaciones en el caudal de aceite, se considerara un
tiempo muerto adicional que puede ser tratado como una incertidumbre en el modelo
nominal. Este tiempo ha sido acotado superiormente por un tiempo de muestreo. Asi,
para el calculo de la maxima incertidumbre se ha ahadido a cada sistema G*(s) un
retardo de 39 segundos y posteriormente se ha tomado la mayor incertidumbre en cada
frecuencia. En la figura 5.3 se muestra el mdédulo del sistema nominal elegido junto
con el modulo de la maxima incertidumbre para cada frecuencia.

Una vez estimada la incertidumbre multiplicativa y segun las reglas expuestas en
el capitulo anterior, la funcién de ponderacién Wy (s) serd disenada de forma que sea
de fase minima y tal que la magnitud de su respuesta frecuencial sea superior a la de
la incertidumbre multiplicativa para cualquier frecuencia.
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Figura 5.3: Modelo nominal y méaxima incertidumbre para cada frecuencia.

La funciéon Wr(s) diselada para esta aplicacion ha sido la siguiente:

(143s +1)(10s + 1)
2.4

Wr =

lo cual supone una incertidumbre en la ganancia estatica del sistema del 41.67% mien-
tras que se considera un desconocimiento total de la planta a partir de la frecuencia
wr = 0.01 rad/s aproximadamente.

En la figura 5.4 se muestra el médulo de la maxima incertidumbre y el de la funcién
de ponderacién Wr(s), donde puede comprobarse cémo se cumplen las condiciones
anteriores. Puede resultar extrano que esta funcion de ponderacion sea impropia. En
la seccién 5.2.3 se realizaran algunos comentarios al respecto.

Para el disenio de la funcién de ponderaciéon Wy(s), siguiendo las recomendaciones
del capitulo anterior, se utiliza la expresion:

as + 10Dy

Wsls) = 5+ B10E= Yy

donde los pardmetros elegidos para esta caso han sido o = 0.5, 3 = 10~ y, teniendo
en cuenta la funcién Wr(s) disenada anteriormente, wy = 0.01 rad/s.
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Figura 5.4: Funcién Wr(s) como cota superior de la maxima incertidumbre multiplica-
tiva.

Inicialmente se ha tomado x = 0, con lo que a la funcién de ponderacién Wg(s) de
partida se la asigna la siguiente expresion:

0.55 + 1073
Wsls) == o7

Construccién de la planta generalizada y obtencién del controlador

Tal como se expuso en seccion 3.10, antes de obtener el controlador habra que
construir la planta generalizada. En este caso se ha utilizado el conjunto de programas
aportados en ([Chi98]), el cual permite introducir una funcién de ponderacién Wr(s)
impropia siempre y cuando se cumpla que el producto Wy(s)G(s) sea propio. En
caso de haber utilizado cualquier otro paquete de programas, esto se podria haber
solucionado simplemente introduciendo un par de polos de alta frecuencia en Wr(s).

Una vez obtenida la planta generalizada, el controlador se calcula aplicando el
algoritmo de sintesis expuesto en el capitulo anterior. EIl controlador obtenido en el
dominio de Laplace se ha discretizado mediante una aproximaciéon bilineal de Tustin
con un tiempo de muestreo de 39 segundos.
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5.2.4 Resultados de simulacion

Para realizar simulaciones con los controladores obtenidos se ha utilizado el simu-
lador basado en ecuaciones diferenciales no lineales de parametros distribuidos al que
se hace referencia en la seccion 5.2.2. En las simulaciones se han utilizado valores de
radiacién solar correspondientes a un dia solar tipico. Estos datos, dibujados en la
figura 5.5, han sido extraidos de una base de datos medidos del campo de colectores.
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Figura 5.5: Radiacion solar de un dia tipico.

Para las pruebas se han elegido varios puntos de operacion, variando entre 230 y
290 °C'. Los resultados de simulacién con el controlador obtenido utilizando el diseno
preliminar de las funciones de ponderacién (controlador 1) se muestran en la figura 5.6,
donde se realiza una comparacién entre la respuesta del sistema con este controlador
y con un controlador PID bien sintonizado ([Cam97al). Se puede observar como el
controlador H,, calculado inicialmente es excesivamente conservador, teniendo mejores
propiedades la respuesta obtenida con el controlador PID.

A continuacién de aument6 el valor de x hasta 0.65, obteniendose la siguiente

funcién de ponderacién:
~ 0.55 + 4.4668 1073

ST T S ¥ 4.4668 107

En la figura 5.7 se muestra una grifica mostrando conjuntamente el moédulo de
Ws(s) y Wr(s) para este caso.

En la figura 5.8 se han expuesto los resultados de simulacién obtenidos con el nuevo
valor de k (controlador 2), en los que aparece de nuevo la respuesta obtenida con el
controlador PID. Puede observarse como la respuesta en este caso se hace sensiblemente
mas rapida si bien se vuelve algo oscilatoria.
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Figura 5.6: Resultados de simulacién con k = 0.
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Figura 5.8: Resultados de simulacién con x = 0.65.

Experimentos similares se realizaron aumentando de nuevo el valor de x hasta 1y
1.1 (ver figuras 5.9 (controlador 8) y 5.10 (controlador 4) respectivamente). La ténica
de disminuir el tiempo de subida y aumentar la sobreoscilacion se repite con el primer
valor, mientras que para el ultimo valor el sistema ya ha alcanzado la inestabilidad en
bucle cerrado.
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Figura 5.9: Resultados de simulacién con k = 1.

Finalmente, en la figura 5.11 se muestra un detalle de las graficas anteriores corres-
pondiente a la evolucion del sistema a temperaturas intermedias. Puede comprobarse
como el segundo controlador (k£ = 0.65) mejora el comportamiento aportado por el
controlador PID, dando por valido el diseno de dicho controlador.
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Figura 5.10: Resultados de simulacion con k = 1.1.
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Figura 5.11: Detalle comparativo de los controladores anteriores.
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5.2.5 Resultados experimentales

Para verificar los resultados obtenidos mediante simulacién con el modelo no lineal
del campo se realizé una campana de pruebas sobre el sistema real.

Como ejemplo ilustrativo, en la figura 5.12 se muestra el comportamiento obtenido
con el controlador disefiado con x igual a 0.65 (controlador 2) y cuya expresion, tras ser
discretizado con una transformacion bilineal de Tustin con tiempo de muestreo igual a
39 segundos, es la siguiente:

K(2) 2.92322% — 0.558522% — 2.4450z + 1.0367
z) =
23 +0.271332% — 0.924382 — 0.34690

Puede observarse como después de una transicion inicial con una sobreoscilacion alta,

el comportamiento del sistema es mas que aceptable a pesar de los cambios de puntos
de trabajo y de las perturbaciones que actuan sobre el sistema. Los tiempos de subida
son de unos 4.5 minutos, los tiempos de asentamiento son del orden de 7.5 minutos y
las sobreoscilaciones del orden de 2.5 grados cuando se impone un cambio de referen-
cia en escalon de 10°C. Estos resultados son comparables a los obtenidos con otras
técnicas avanzadas de control (control adaptativo, predictivo, etc.), si bien hay que
hacer notar la sencillez de la ley de control obtenida en este caso (una simple ecuacién
en diferencias).

La sobreoscilacién inicial se debe principalmente a las condiciones irregulares del
aceite en esta fase inicial. Como puede observarse en la figura 5.12, la temperatura del
aceite en la entrada del campo experimenta fuertes cambios debido a la recirculacién
del aceite a través del campo hasta que su temperatura sea adecuada para entrar por
la parte superior del tanque de almacenamiento. Esto provoca un largo transitorio en
la fase inicial del experimento en el que conduce a una saturacion inicial del caudal a
21/s.

La radiacion solar también experimenta cambios debido a su ciclo diario y a la
presencia de pequenas nubes durante el tiempo de experimento.

Se realizaron otras implementaciones que permitieron obtener sobreoscilaciones
menores y tiempos de subida mas altos, tal como sucede en los resultados de simu-
lacién.
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Figura 5.12: Resultados experimentales con k = 0.65.
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5.3 Control H,, discreto de un sistema de seguimien-
to visual

La principal ventaja de utilizar sensores de visiéon en aplicaciones automatizadas
es que éstos proporcionan una informacién muy completa del entorno sin necesidad
de interactuar con el entorno de trabajo (son sensores no intrusivos) ni de contactar
fisicamente con él. Dependiendo de la complejidad de los algoritmos de interpretacion
de la imagen, se puede extraer dicha informacion de las imagenes con diferentes grados
de abstraccion.

Son muchas las aplicaciones dentro de la robotica en las que es conveniente utilizar
la informacién visual como senal de realimentacién para controlar los movimientos
del robot manipulador. Esto es especialmente deseable en tareas que impliquen la
interacciéon del robot con otros objetos cuya posicion no es fija dentro del area de
trabajo. El término sequimiento visual es utilizado normalmente en aplicaciones en las
que el robot es guiado visualmente durante su movimiento continuo ([Cor96, Has93]).

En el caso que se presenta en este trabajo, el objetivo del sistema de seguimiento
visual es controlar al un brazo de un robot de forma que la posicién relativa entre una
camara situada en el elemento terminal del mismo y un objeto que se mueve de forma
arbitraria sea igual a una determinada consigna. Esta referencia puede ser tanto un
valor constante como una funcién que varia con el tiempo.

Para hacer esto posible se ha fijado una camara digital al elemento terminal del
robot. Este sistema es habitualmente conocido con el término anglosajon eye-in-hand
configuration, indicando que la cdmara se mantiene fijada al robot, en contraposicion
a la configuracién static-camera configuration, en la que la cadmara observa desde el
exterior del espacio de trabajo tanto al robot como al objeto a seguir.

La posicion relativa deseada entre la camara y el objeto constituira en este caso
la referencia del sistema de control, el cual aportard como salida la medida de dicha
posicién. El movimiento del objeto serd considerado como una perturbacién para el
sistema. Segun esto, el objetivo serd disenar un controlador que garantice la estabilidad
y el comportamiento deseado en la respuesta del sistema de seguimiento visual, donde
la teoria del control robusto puede ser aplicada para disenar un controlador que consiga
estos requerimientos.

Los resultados de esta seccién han sido publicados en el articulo con la referencia
([Ort99)).
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5.3.1 Modelo del sistema de seguimiento visual

En esta seccién se va a hacer un resumen de la descripcién del modelado del sistema
de seguimiento visual utilizado. En ([Var98|) se puede encontrar una descripcién mas
detallada de este proceso. Brevemente, el modelo consta de dos niveles de abstraccién
diferentes:

e Niwel de control del robot o modelo de bajo nivel, con el que se pretende aproximar
el comportamiento del robot manipulador utilizado en la implementacion del
sistema de seguimiento visual para cada coordenada o grado de libertad que
interviene en el movimiento.

e Niwel de control visual o modelo de alto nivel, el cual incluye el modelo anterior
de bajo nivel, el proceso de captura de la imagen y la estimaciéon de la posicion
del objeto como mecanismo de realimentacién.

A continuacion se va a realizar una breve descripcion de cada uno de estos niveles
de abstraccion.

Nivel de control del robot

El robot manipulador utilizado en el sistema de seguimiento es el PUMA 560
de Unimation, cuyo controlador es el MARK-III, y cuyo lenguaje de programacién y
sistema operativo se denomina Unimate VAL-II. Como gran parte de los controladores
de robots disponibles comercialmente, éste ofrece facilidades de comunicacién con un
computador externo con un ancho de banda bastante limitado.

En este caso, todas las posibilidades se reducen a un enlace de comunicacion serie
estandar, haciendo uso en concreto del denominado modo de operacion ALTER, me-
diante el cual se puede realizar un control de la trayectoria del brazo manipulador en
tiempo real. El control es limitado, puesto que lo tinico que se permite es enviar de
forma periddica, con ciclos de 28 ms, la proxima posicion destino para el elemento ter-
minal del brazo. Claramente, este periodo es excesivamente grande para poder realizar
un estrecho control de la trayectoria. Sin embargo, esto no supone ningin problema
puesto que el propio controlador del robot dispone de hardware que implementa lazos
de control tipo PID para todas y cada una de las articulaciones, los cuales garantizan
que se alcance la posicién destino especificada (tras resolver el problema cinemético
inverso), siguiendo un comportamiento adecuado . Por lo tanto, en esta etapa de con-
trol el sistema opera en bucle abierto desde el punto de vista del controlador del nivel
superior.



CAPITULO 5. APLICACIONES DEL PROBLEMA DE SENSIBILIDAD MIXTA 107

Desde el punto de vista del nivel de control del seguimiento visual, esto supone
una gran simplificacién a la hora de calcular el modelo del brazo manipulador que ha
de ser controlado. Entre otras ventajas, debido a que se utilizan los lazos internos
de control propios del controlador (el robot no se estd controlando con acceso directo
a los servomotores y codificadores), esto permite que el controlador a nivel de visién
solo tenga que enviar al robot posiciones deseadas utilizando directamente coordenadas
cartesianas, evitando la necesidad de calcular cinematicas y dinamicas inversas.

Este nivel de control ha sido implementado en un pequeno programa en una com-
putadora personal, el cual toma las referencias desde un nivel superior, las chequea por
si se produjeran saturaciones, envia las posiciones de destino deseadas al robot de acuer-
do al protocolo de comunicaciones establecido y recibe los mensajes de reconocimiento
emitidos por el robot.

Desde el punto de vista del modelado del sistema, este nivel tiene un periodo de
muestreo T, = 28 ms' (por imposicién del protocolo de comunicacién cuando se opera
en modo ALTER), introduciendo de forma deliberada un integrador en la funcién de
transferencia, puesto que en realidad lo que se envia al controlador del robot, a través
de la linea serie, no es la posicién cartesiana absoluta deseada, sino el incremento
deseado durante el periodo actual.

Cuando la posicién de destino enviada por este programa es recibida por el médulo
del controlador del PUMA (MARK-III), éste realiza los siguientes pasos:

e 37.5 ms después de empezar cada ciclo se le proporciona a los servos la posicion
deseada, tras haberse realizado la transformacién al espacio articular. Este paso
se ha modelado como un retardo puro de un periodo de muestreo (28 ms) mas
un pequeio retardo de transporte puro, e*7¢, siendo T;= 9.5 ms.

e 27 ms después del paso anterior se tiene garantizado que el robot ha alcanzado
la posicién deseada. Para modelar el movimiento del robot durante este tiempo,
se ha ajustado un sistema de segundo orden con polos reales (respuesta temporal
sobreamortiguada) de forma que tenga un tiempo de subida de 27 ms. El hecho
de tomar un sistema de segundo orden, en vez de uno de primer orden, se justifica
por el hecho de suponer que el arranque del movimiento del brazo es suave. Tras
ciertos ajustes, se adopté como modelo estimado el siguiente:

1
(1+718)(1 + 795)

Ry (s) =

donde 7, =10.003 s y 7= 0.005 s.

1E] subindice r hace referencia al nivel de control del robot.
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En la figura 5.13 se muestra el modelo utilizado para aproximar el comportamiento
de cada coordenada cartesiana en este nivel de control.

T, =28ms Z 1
———> ji—b —b» DIA e > R (s)>

z-1 |z :
Tiempo
Saturacién  Integrador Convertidor  muerto
(9.5 ms)

Figura 5.13: Modelo detallado para cada grado de libertad cartesiano.

Se realizaron varias pruebas moviendo mas de un eje al mismo tiempo, llegando a la
conclusion de que, utilizando esta configuracién, las seis coordenadas del robot pueden
ser consideradas como variables de control independientes. Esta es otra de las ventajas
de aprovechar, en la medida de lo posible, la electronica propia del controlador del
robot y las facilidades que éste nos ofrece.

Nivel de control visual

Para construir el modelo de alto nivel se partira del modelo de bajo nivel obtenido
anteriormente y se completara el lazo de realimentaciéon con el sensor visual. Para
capturar imagenes se ha usado una camara CCD modelo Pulniz TM-520 mientras que
para procesarlas se ha empleado un computador personal (basado en un procesador
Pentium) que actia como soporte para una tarjeta con un médulo de adquisicién de
imégenes, gobernado por un DSP (modelo TMS320 C40) junto con otros tres DSP
funcionando en paralelo.

Respecto al modelado de la cdmara, entre otras simplificaciones, se ha supuesto que
el parametro de distorsion radial es nulo. Esta suposicion es tanto mas aceptable cuanto
que los experimentos sean realizados en las proximidades del centro de la imagen. El
unico parametro que se ha necesitado modelar es una ganancia de la lente, K., que nos
permite modelar la conversion de unidades métricas a pixels. Este parametro depende
exclusivamente de la profundidad a la que se encuentra el objeto respecto a la cAmara
y se expresa en pixels/m.

Respecto al proceso de captura y procesamiento de imagen, el sistema operara
tomando iméagenes periédicamente, proporcionando el desplazamiento relativo entre el
objeto y la camara, y pasando la correspondiente referencia al modelo de nivel de control
del robot. La duracién del ciclo al que se opera en este nivel se denominara 7,2, y se
ha de tener en cuenta que buena parte de este tiempo estara ocupado por la captura y
procesamiento de cada imagen. Esto provocard retrasos significativos en la estimacion
de la posicién del objeto y en el envio del correspondiente comando al robot. De

2E] subindice v hace referencia al nivel de control visual.
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esta forma, resulta inevitable contemplar el modelo del conjunto cdmara-digitalizadora
como un muestreador mas un cierto retardo de un ciclo completo de operacién. Por
otra parte, se puede incluir en este mismo bloque el proceso de estimacién de la posicion
del objeto. Para ello es necesario disponer de una estimacién de la ganancia de la lente,
la cual sera representada por Kiep. Segin todo lo expuesto, el modelo del sistema de
vision junto con el procesamiento de imagen sera de la forma:

Ken —
V(zy) = _len 1

len

v

En la figura 5.14 se muestra el esquema de control a nivel visual. Para aclarar ideas,
a continuacion se exponen algunas indicaciones sobre este diagrama de bloques:

Wh
XO
Controlador Incluye D/A
Cy d . d W
Xo Ax K(z) DX, | Trans. Estim, Axg Modelo Xy Trans. Real X X*
4 "] camara-Garra "1 Robot "1 Garra-Céamara )

Captura + Procesamiento Imagen

Figura 5.14: Modelo detallado del lazo de un grado de libertad multifrecuencia.

La senal de entrada al sistema es la posicion relativa deseada entre cdmara y objeto,
7,%. Esta entrada es comparada con “Z, (posicién relativa cimara-objeto estimada a
través del sensor visual), siendo el error resultante (Az.?) la entrada del médulo del
controlador a nivel de visién. La salida del controlador (Az.) serd el cambio de posicién
requerido en la camara, el cual habra que transformarlo al movimiento requerido del
elemento terminal del robot (Az,)?. Este incremento de posicién serd el proporcionado
al modelo del robot descrito en la secciéon anterior.

C

El robot evolucionara, alcanzando su elemento terminal una determinada posicién
(x,) 4, a partir de la cual, teniendo en cuenta la fijacién entre la cdmara y el elemento
terminal, se obtendra la posicién resultante de la camara “z..

En este punto se introduce el movimiento (variacién de posicién) del objeto, “z,, co-
mo una perturbacion que habra que rechazar. La nueva posicion relativa entre camara
y objeto (“z,) es estimada por el sensor visual, obteniendo una medida °Z, que sera

3El subindice g hace referencia a la posicién de la garra del robot
4El superindice w hace referencia a un sistema de referencia global y fijo
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comparada con la posicion relativa camara-objeto deseada, cerrando asi el bucle de
realimentacion.

Este modelo de alto nivel opera con un tiempo de muestreo de T, = 5 T}, ob-
servandose como el sistema de seguimiento visual es claramente un sistema multi-
frecuencia.

Discrepancias del modelo con el sistema real

El uso de un controlador robusto se justifica cuando existen incertidumbres sig-
nificativas en el sistema respecto al modelo nominal. En este caso, los efectos mas
significativos que producen algin tipo de discrepancia son basicamente tres:

1. El efecto de distorsiéon de la lente.
2. El efecto de la velocidad en la cdmara.

3. La incertidumbre en la dinamica del brazo.

En cuanto al primero, decir que en este apartado no se ha tenido en cuenta la
distorsion de la lente para determinar el modelo del sistema. El parametro que estima
la ganancia de la lente, f(len, se considera constante para todos los experimentos y
estd calibrado para una situacion intermedia entre el centro de la imagen y el borde
de la misma. Por consiguiente, si varia la ganancia de la lente Kj., y no se modifica la
estimacion de la misma se estara alterando la ganancia del controlador que apliquemos
en cada situacion.

La distorsién que en general se tiene en cuenta en las lentes de TV es inicamente
radial ([Tsa87]), la cual produce un acercamiento del objeto hacia el centro del marco
de la imagen que es mayor cuanto mayor sea la distancia al mismo. Como consecuencia,
conforme alejamos el objeto se reduce en cierta medida la ganancia real de la lente.
Dado que el parametro Klen es fijo, la relacion Klen/f(len disminuird en la misma forma
que lo harda K.,

En cuanto al efecto que provoca la velocidad de la camara en la estimacion de la
posicion, a mayor velocidad de la camara peor serd la estimacion del centroide del
objeto. Existen algunos métodos basados en la prediccién de la velocidad del objeto
que permiten mejorar esta estimacién ([Cha91l]), si bien en los experimentos realizados
no se ha utilizado ninguna de estas estructuras predictoras.
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Finalmente, en cuanto a la incertidumbre en la dindmica del brazo manipulador,
éste ha sido modelado como un sistema de segundo orden con polos reales, y por lo
tanto, se tendra incertidumbres de alta frecuencia no modeladas, como sucede con
cualquier sistema fisico.

5.3.2 Sintesis del controlador

De nuevo se plantea la sintesis del controlador formuldndolo como un problema
de optimizacién H,,. En esta aplicacion el problema ha sido resuelto empleando una
configuraciéon de sensibilidad mixta S/KS/T. Para ello, se hallard un controlador
estabilizante que minimice:

[Tew(2)lloo = || | Wo(2)K(2)S(2)

‘ Ws(2)S(2)
Wr(2)T(2)

o0

donde S(z), K(2)S(z) y T(z) son las funciones de transferencia de sensibilidad, sen-
sibilidad al control y sensibilidad complementaria respectivamente y Ws(2), Wy (z) y
Wi (2) sus respectivas funciones de ponderacién. Como puede observarse de la expre-
sién anterior, en este caso se plantea el problema de sensibilidad mixta directamente
en tiempo discreto. En el apartado 5.3.2 se expondran algunos comentarios al respecto.
La forma en la que se ha implementado la formulacion del problema puede observarse
en la figura 5.15.

r
()
d

Figura 5.15: Modelo de sensibilidad mixta S/KS/T discreto.

Para hallar un controlador H,, para el sistema de seguimiento visual se han llevado
a cabo los siguientes pasos:
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Eleccion del modelo nominal

Para simplificar la etapa de diseno del controlador, el sistema se ha aproximado
por un modelo con un sélo tiempo de muestreo.

Es evidente que el modelo realizado del sistema es multifrecuencia, dado que posee
dos periodos de muestreo diferentes: uno asociado al robot (7;) y el otro el corres-
pondiente al sistema de visién (7,). El efecto fundamental asociado a los sistemas
multi-frecuencia es que pueden introducir retrasos variables adicionales debido a la no
simultaneidad de los muestreos.

Para evitar problemas de retardos no modelados, se ha elegido T;, como el miltiplo
de T, que permite realizar todas las operaciones implicadas en el proceso de estimacion
de la posicién. Para esta aplicacion se ha tomado T, = 5 T,. Ademas, en la imple-
mentacién se han sincronizado los muestreadores para evitar retrasos adicionales.

El modelo utilizado para calcular el controlador se obtendra remuestreando al sis-
tema de bajo nivel (el cual ha sido previamente discretizado con un tiempo de muestreo
T, ) a un tiempo de muestreo Ty, esto es, al tiempo de muestreo del modelo de alto
nivel. Tras realizar las mencionadas operaciones (ver ([Var98]) para mas detalles), la
funcién de transferencia resultante es la siguiente:

blz + b(]
(z—1)22

donde ya se ha reemplazado z por z,, y donde los coeficientes by y b; cumplen la
siguiente relacién:

T,
bO—*_bl:T:E)

T

Utilizando esta expresion, la funcion de transferencia anterior puede ser reescrita
de la forma:
G(z) = (b1z + % —bi) _ bzt (5—b)
(z —1)22 (z —1)22

Tras un ajuste experimental del parametro b, se ha estimado que el valor del mismo
es del orden de 4, pudiendo variar entre entre 3.5 y 6 aproximadamente dependiendo
de las condiciones de trabajo. Como valor nominal se ha tomado b; = 4, con lo que el
modelo nominal utilizado para calcular el controlador se corresponde con la siguiente
funcién de transferencia:
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4z +1

Glz) = (z—1)22

Diseno previo de las funciones de ponderacién

El diseno de las funciones de ponderacién que moldeara a las funciones de sensibi-
lidad en bucle cerrado se ha realizado en dominio continuo, a pesar de que el sistema
nominal esté expresado en tiempo discreto. Para formar la planta generalizada se han
discretizado las funciones de ponderacion, obteniendo asi una planta generalizada en
tiempo discreto. La discretizacién de la funciones de ponderacién se ha realizado con
una aproximacion bilineal de Tustin, utilizando el mismo tiempo de muestreo que usara
el controlador (Ty,).

Para la funcién de ponderacién Wr(s) se ha estimado la incertidumbre multiplica-
tiva del sistema respecto al modelo nominal variando el parametro b; entre los limites
establecidos. En este caso sencillo es facil comprobar que los valores de b; se propor-
cionan mayor nivel de incertidumbre son los valores extremos (3.5 y 6). La funcién
Wr(s) serd disenada de forma que su magnitud en un diagrama de Bode sea superior
a la incertidumbre en cada frecuencia y que tenga un valor elevado en alta frecuencia.
La funcién disenada para esta aplicacién ha sido la siguiente:

0.1s

Wi(s) = ———°
7(5) = 5 o01s 1

Esta eleccion implica un buen conocimiento de la planta en frecuencias bajas, mien-
tras que el modelo nominal no sera preciso en absoluto para frecuencias superiores a
wr =10 rad/s aproximadamente.

En la figura 5.16 se muestra el médulo de la méxima incertidumbre para cada
frecuencia junto con el médulo de la funcién de ponderacién Wr(s). Como puede ob-
servarse, el modulo de esta funcion es cota superior de la magnitud de la incertidumbre
maxima en cada frecuencia.

Para el diseno de Ws(s) se vuelve a utilizar la férmula propuesta en el capitulo

anterior:
as + 106Dy

5+ B10E= Yy

WS(S) =

donde los parametros elegidos para este caso han sido o = 0.5, 3 = 1079 y, teniendo
en cuenta la funcién Wr(s) disenada anteriormente, wy = 10 rad/s.
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Figura 5.16: Funciéon Wr(s) como cota superior de la maxima incertidumbre multi-
plicativa.

Inicialmente se ha tomado x = 0, con lo que a la funcién de ponderacién Wg(s) se
le asigna en un principio la expresion:

0.55+1
Wsle) = S ios

La funcién de ponderacién Wy (s) ha sido disenada inicialmente como un valor
constante e igual a 1.

Construccién de la planta generalizada y obtencién del controlador

Tras el célculo de las funciones de transferencia en tiempo discreto (utilizando
una aproximacién bilineal) correspondientes a las funciones de ponderacién, la planta
aumentada ya puede ser construida.

En este caso es interesante senalar que, debido a la presencia de un poloen z =1
en el modelo nominal, es necesario hacer una transformacién en la matriz dinamica de
la planta antes de crear la planta generalizada para evitar problemas numéricos en el
calculo del controlador. Esta transformacion podria consistir, por ejemplo, en la adiciéon
de un valor pequeno € a la diagonal de dicha matriz dindmica. Para compensar esta
modificacion, una vez calculado el controlador se realizara la transformacion inversa
sobre el mismo, esto es, se restard el valor € a la diagonal de la matriz dindmica del
controlador obtenido ([Chi98]).
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Una vez creada la planta generalizada, el controlador serd obtenido mediante un
algoritmo de sintesis en H,, que calcula el controlador directamente en tiempo discreto
([Igl91]). Este algoritmo se ha expuesto de forma resumida en el anexo B. Para ello, se
ha programado en MATLAB una biblioteca de programas (con la misma filosofia que
algunos productos comerciales existentes) que permite la sintesis de dicho controlador
de forma automatizada.

En este punto es conveniente comentar que en algunos programas comerciales apare-
cen rutinas que calculan controladores H,, en tiempo discreto. Sin embargo, un examen
de dichas rutinas (al menos de las més conocidas) permite comprobar que lo que imple-
mentan internamente es una transformacion al plano frecuencial continuo de la planta
generalizada utilizando una transformacion bilineal, para posteriormente calcular el
controlador H,, utilizando las mismas rutinas que en el caso continuo. Una vez cal-
culado el controlador, éste se vuelve a discretizar utilizando la transformacién bilineal
inversa a la usada con la planta generalizada. A continuacién se muestra un esquema
de las transformaciones de este proceso:

bilin~! bilin
P(2) = Pw) = Kw = Kw)

El calculo del controlador directamente en tiempo discreto proporciona ciertas ven-
tajas respecto al procedimiento anterior. A continuacién se exponen algunas de ellas:

e Permite trabajar con sistemas no propios en tiempo continuo, puesto que un
sistema no propio en continuo se transforma en uno propio en tiempo discreto
al aplicar la transformacién de Tustin. Habrd que tener cuidado con obtener
controladores impropios en tiempo continuo.

e Posibilidad de disenar las funciones de ponderacion directamente en tiempo dis-
creto, evitando el fendmeno de las deformaciones (traduccién de la terminologia
inglesa “warping”). No obstante en este trabajo no se ha tenido en cuenta este
fenémeno.

e Aunque la transformacién bilineal proporciona férmulas para el problema de
sintesis H,, discreto, se obtienen ventajas desde el punto de vista tedrico si se
formula el problema en sus “coordenadas naturales”.

Una aplicacion de este calculo consiste en sacar partido de la estructura interna
propia del controlador en tiempo discreto en la aplicacién de estructuras predictoras
en tiempo discreto ([Gre98]). En ellas podria aprovecharse la matriz dindmica para
predecir senales en una estructura similar a la del predictor de Smith, pero utilizando
la descripcion interna del controlador.
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5.3.3 Resultados de simulacion

Para evaluar el comportamiento de cada controlador se analizara la respuesta
temporal frente a una entrada en escaléon normalizado en la referencia en cada uno de
los experimentos.

Los resultados conseguidos utilizando la eleccién preliminar de las funciones de
ponderacion descrita en la seccion anterior se muestran en la figura 5.17 con una linea
a trazos. Puede comprobarse como la eleccion inicial de kK = 0 se traduce en un
controlador (controlador 1) excesivamente conservador.

0.8

0.6

041

Posicion relativa camara-objeto

— — — - Controlador 1
—-—-- Controlador 2
Controlador 3

0.2

tiempo (s)

Figura 5.17: Resultados de simulacién con tres disenos diferentes de las funciones de
ponderacion.

Tras el diseno preliminar, el parametro x fue aumentado hasta un valor igual a 0.65
con el objetivo de aumentar la rapidez de la respuesta del sistema. Como resultado, la
nueva funcién de ponderaciéon Wg(s) obtenida es la siguiente:

0.5s5 + 4.4668
s+ 4.4668 106

WS(S) =

y los resultados obtenidos con el nuevo controlador (controlador 2) calculado con estas
funciones de ponderacién se muestran en la figura 5.17 con una linea a puntos y rayas.
Es obvio la reduccién en el tiempo de subida con relacion al experimento preliminar.
Sin embargo, en este segundo experimento la respuesta obtenida es sobreoscilatoria.

La sobreoscilacién de la respuesta puede ser disminuida, manteniendo constante el
valor de k, modificando la funcién de ponderacién Wy (s). Segin lo expuesto en el
capitulo anterior, se ha disenando esta funcién con la forma:
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w
(s + Hdp)(s + 10pwq)

(s+ %)(s + pwa)

WU(S) =

donde se ha elegido un valor de p = 3. El valor de wy se ha estimado, como se indicaba
en la seccion 4.2.4, midiendo el semiperiodo de la oscilacién de la respuesta temporal.
Este valor es aproximadamente 0.6 segundos, con lo que se ha elegido un valor de wy
igual a:

Wy = :125rad/s

0.6

NI =

Por lo tanto, la funcién Wy (s) elegida para el tercer experimento tiene la siguiente
expresion:

(s + 0.16667)(s + 150)

Wy(s) = (s 4 1.6667)(s + 15)

La respuesta frecuencial (s6lo el mddulo) del conjunto de funciones de ponderacién
obtenidas con el ultimo disefio se muestra en la figura 5.18, donde previamente se
ha aplicado la aproximacion bilineal con un tiempo de muestreo 7, = 140 ms para
discretizarlas.
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Figura 5.18: Funciones de ponderacién discretas disenadas para el tercer experimento.

El controlador obtenido (controlador 8) con este dltimo diseno tiene la expresion:
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7.96952° — 0.990552% — 6.91742° + 1.52802% — 1.6621 10~ 62 + 1.8434 10~ !

K(z) =0.01
(2) 2% —0.149882% — 0.3738523 — 0.2820922 + 0.036340z + 0.015810

donde previamente se le ha aplicado una realizacion minima, lo cual justifica que su
orden sea inferior al de la planta aumentada. El controlador proporciona la respues-
ta temporal mostrada en la figura 5.17 con linea continua. En dicha figura puede
apreciarse como se ha reducido el tiempo de subida respecto al diseno inicial (linea
discontinua) y sin embargo no oscila tanto como la segunda respuesta (linea a puntos
y trazos).

Se ha probado a implementar el mismo controlador anulando los coeficientes del
polinomio del numerador correspondientes a las potencias uno y cero (término inde-
pendiente) en z (obsérvese que dichos coeficientes son muy pequenos) y no se ha notado
diferencia apreciable entre la respuesta temporal obtenida con el controlador original
y el modificado.

Finalmente, para justificar la eleccién de la funcién Wy (s) como un filtro paso
banda, se ha sintetizado un dltimo controlador (controlador 4) tomando esta funcién
como el filtro paso alto que se obtiene de anular en la anterior Wy (s) el polo y el cero
de alta frecuencia. Asi, la funcién Wy (s) para la sintesis de este controlador queda de
la forma:

i

S [
Wols) = 10 1695 5+ 016667
oy Y s+ 1.6667

P

En la figura 5.19 se muestra una comparacién entre las respuestas temporales
obtenidas con el tercer y cuarto controlador (lineas continua y discontinua respecti-
vamente). En ella se puede observar como la respuesta temporal del tercer controlador
es ligeramente mas rapida al no penalizar excesivamente las frecuencias altas.

5.3.4 Resultados experimentales

Los mismos controladores evaluados previamente por simulacién han sido probados
también sobre el sistema real.

Para evaluar los controladores sobre el sistema real se ha vuelto a emplear un escalon
normalizado en la referencia del sistema. En la figura 5.20 se muestra conjuntamente
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Figura 5.19: Comparacion de respuestas temporales del tercer y cuarto controlador.

la respuesta temporal de los distintos controladores calculados anteriormente. Com-
parando estas respuestas con las representadas en la figura 5.17 puede observarse que
se obtiene practicamente el mismo comportamiento con las pruebas simuladas que con
el sistema real.
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Figura 5.20: Resultados experimentales con los tres primeros disenos de las funciones
de ponderacion.

Asimismo, en la figura 5.21 puede comprobarse como la disquisicion realizada en la
figura 5.19 respecto a la funcién Wy (s) también se verifica en el sistema real.

Este sistema ha servido como banco de pruebas para estudiar la bondad de contro-
ladores disenados utilizando distintas técnicas de control ([Rub98]). En la figura 5.22
se muestran las respuestas temporales reales obtenidas con la sintesis de distintos tipos
de controladores. Como puede comprobarse, esta técnica de control es una de las que
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Figura 5.21: Resultados experimentales con el tercer y cuarto controlador.

mejores resultados han proporcionado sobre este sistema. Solo un Predictor de Smith
ha conseguido superar sus resultados. Sin embargo, hay que tener en cuenta que no
existe incertidumbre en el retardo del sistema (igual a dos tiempos de muestreo). Por
lo tanto, este tipo de estructura funcionarda muy bien en estos casos.
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Figura 5.22: Resultados experimentales con distintos tipos de controladores.

Por tltimo, comentar que a pesar de las ventajas expuestas en el apartado 5.3.2,
no se ha apreciado mejoria aparente por disenar el controlador directamente en tiempo
discreto en vez de calcularlo en continuo y discretizarlo posteriormente.
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5.4 Control H,, de un motor de corriente continua

Como se indico en el capitulo anterior, la eleccién del pardmetro N para el diseno
de la funcién de ponderacién Ws(s) puede ser crucial si se requiere que el controlador
tenga efecto integral.

Como es sabido, se requiere que la funcién de lazo sea de tipo uno para tener error
en régimen permanente nulo frente a referencias en escalén o frente a perturbaciones en
la salida. Sin embargo esto no es suficiente cuando se pretenda rechazar perturbaciones
mantenidas en la entrada o cuando el sistema posea una zona muerta importante.

En este ejemplo se ha tomado un motor de corriente continua, el cual puede ser
aproximado por una funcion de transferencia de segundo orden de tipo uno. Aprovechan-
do estas caracteristicas del sistema, se va a exponer céomo el diseno del parametro N
en la funcién Ws(s) va a permitir aportar efecto integral al controlador, pudiendo asi
rechazar perturbaciones mantenidas en la entrada ademas de evitar que la senal de
control permanezca permanentemente inmersa en la zona muerta.

5.4.1 Descripcion del sistema

El sistema considerado es un servomecanismo muy popular utilizado en practicas de
laboratorio ([Man]). Esta compuesto por una fuente de potencia, una unidad preampli-
ficadora, un servoamplificador, un motor de corriente continua controlado por tensién
en su armadura, un disco de inercia acoplado al motor, una unidad atenuadora que
permite ajustar niveles de tension a la entrada del equipo y un potenciémetro que
permite medir la posicion de carga acoplada al motor. Para poder controlar el motor
se ha utilizado una computadora personal, la cual lleva incorporada una tarjeta de
adquisicion de datos, permitiendo obtener el valor de la posicion del motor y aportar
tension a la entrada del sistema. En la figura 5.23 se muestra el diagrama de conexiones
utilizado.

Segin este diagrama, la entrada del sistema a controlar es la tension aplicada al
atenuador, mientras que la salida se obtiene por la tensién aportada por un poten-
ciometro. En la figura 5.24 se muestra la caracteristica estatica del motor, en la que
se ha representado la velocidad angular del servomecanismo en régimen permanente
frente a la tension de entrada al sistema. Esta caracteristica es simétrica, habiéndose
representado en dicha figura sélo la parte correspondiente a tensiones positivas en la
entrada.

Puede observarse como la caracteristica estatica del sistema presenta una zona



122 CONTROL Hy, DE UN MOTOR DE CORRIENTE CONTINUA

C———r

b o
+15V COM -15V
o
O o
o3

'

O o5 |
/ae

Figura 5.23:

4.5

Esquema de conexiones.

]

AY

IS4 515 1T
C/I2ZIC/I2L0 177

Y/ 1 o B 9 i A e }

.G Onega

medida de la velocidad (V)

0.5

i

Figura 5.24: Caracteristica estatica
entrada.

15 2 25 3
tension a la entrada (V)

del servomecanismo para

35

valores positivos de la



CAPITULO 5. APLICACIONES DEL PROBLEMA DE SENSIBILIDAD MIXTA 123

muerta con un umbral de tensién de algo menos de 0.2 voltios. A continuacién le sigue
una zona en el que el sistema es casi lineal hasta que se alcanza una zona de saturacién
a una tension de 2.3 voltios aproximadamente. En la figura 5.25 se muestra un grafico
de la estructura equivalente al sistema de control con la no linealidad situada a la
entrada del sistema.

+ u +
r ° K(s) —>é—>_/—/_—> G(9) >y

+

Figura 5.25: Estructura del sistema de control.

5.4.2 Sintesis del controlador

La sintesis del controlador se ha planteado como un modelo de sensibilidad mixta
S/KS/T, por lo que se tratard de hallar un controlador estabilizante que minimice:

[Tew($)lloe = || | Wur(s)K(s)S(s)

Ws(s)S(s)
Wr(s)T(s)

o0

donde S(s), K(s)S(s) y T(s) son las funciones de transferencia de sensibilidad, sen-
sibilidad al control y sensibilidad complementaria respectivamente, y Ws(s), Wy (s) y
W (s) son sus respectivas funciones de ponderacién que permiten tener en cuenta en
el diseno qué rango de frecuencias sera importante para cada funcién de transferencia
en bucle cerrado (ver figura 3.13).

Veamos a continuacion los pasos realizados para hallar los controladores para el
sistema.

Modelado del sistema

Para la eleccion del modelo nominal que se utilizard en la sintesis del contro-
lador se han realizado experimentos para identificar al sistema en distintos puntos de
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funcionamiento. La funcién de transferencia que representa al modelo nominal se ha
elegido de la forma:

K, K

)= s

donde la primera fraccion corresponde a la funcién de transferencia desde la tension
de entrada al motor hasta la velocidad del mismo, y la segunda es un integrador con
una ganancia que relaciona la velocidad del motor con la posicién de la carga que lleva
acoplada. Nétese que el sistema resultante es de tipo uno.

Teniendo en cuenta que el sistema tiene accesible la medida de la velocidad (v(t))
del motor, para hallar las constantes K y 7 se han analizado las respuestas temporales
de la velocidad frente a una entrada en escaléon en puntos de funcionamiento tanto de
velocidades bajas como de velocidades altas. Por otra parte, para hallar la constante
K, se ha relacionado la pendiente de la tension de salida (derivada de la posicién €2(t)
respecto al tiempo) con la medida de la velocidad (v(t)) del sistema, esto es:

K2 — dt

Teniendo en cuenta que la carga esta acoplada rigidamente al motor, este valor se
considerard constante para cualquier punto de funcionamiento, y por lo tanto no estara
sujeto a incertidumbres provocadas por trabajar el motor a distintas velocidades.

Tras la realizacién de dichos experimentos, los parametros del modelo nominal han
sido elegidos como la media de los valores estimados en cada punto de funcionamiento.
La funcién de transferencia del sistema nominal obtenida es la siguiente:

1.95 6.45  12.5775
(1.155s+1) s s (1.155s+ 1)

G(s) =

El modelo nominal escogido es un sistema estimado a partir de la respuesta ante
escalon del sistema; por lo tanto, es un modelo que aproxima bien al sistema en
baja frecuencia. Para resaltar la importancia que puede tener la dindmica de alta
frecuencia no modelada, en ([Ort98, Ort00al) se realiz6 un andlisis de bifurcaciones
([Vid93, Kha96, Gel68]) sobre este sistema (ver figura 5.26). Se comprobd cémo al
controlar al sistema con un controlador proporcional, y debido a la existencia de la
zona muerta junto con la saturacién, aparecen dos ciclos limites (bifurcacién silla-nodo
de érbitas periddicas en cuadro ¢) ) al aumentar el valor de la constante del controlador
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(desde cuadro a) hasta cuadro e)). Todo ello es explicable sélo si se tiene en cuenta al

menos un polo de alta frecuencia no modelado.
: VI

\XZK

a) b) 0 d) €

Figura 5.26: Descripcién de la bifurcacién del servomecanismo en cinco cuadros
(rojo: cuenca de atraccién de la banda de puntos de equilibrios; azul: cuenca de
atraccion del ciclo limite estable).

Diseno de funciones de ponderacion

Repitiendo la secuencia de instrucciones aportadas en el capitulo anterior, como
paso previo al diseno de la funcién de ponderaciéon Wy (s) habré que realizar el cdlculo
de la incertidumbre multiplicativa. Siguiendo la recomendacion de la seccion 4.2.1, se
ha obtenido la respuesta frecuencial del sistema (tensién de entrada frente a velocidad
del motor) en distintos puntos de funcionamiento. En la figura 5.27 se muestra dicha
respuesta junto con el diagrama de Bode del modelo nominal propuesto.

A partir de la respuesta frecuencial y una vez disenado el sistema nominal, ya es
posible realizar el calculo de la incertidumbre multiplicativa y disefiar la funcién Wr(s)
de forma que el médulo de ésta sea superior al maximo médulo de la incertidumbre
para cada frecuencia. Ndétese que en el calculo de la incertidumbre no intervendra la
parte de la funcién de transferencia correspondiente al integrador junto con su ganancia
(K3). La funcién Wrp(s) elegida en este caso es:

10s + 1
Wa(s) = 0.15 ——0
7(s) 0.001s + 1

donde se ha supuesto una incertidumbre de la ganancia del 15% y un desconocimiento
total del sistema a partir de la frecuencia wy = 0.65 rad/s. En la figura 5.28 se
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Figura 5.27: Respuesta frecuencial del sistema (tension entrada/velocidad).

muestra el modulo de la respuesta frecuencial de la incertidumbre asi como el de la

funcién Wr(s) elegida para este caso.

Respecto a la funcién de ponderacion Wg(s), la férmula a utilizar para su diseno
sera recomendada en el capitulo anterior, esto es:

Ws(s) = (

Vas + 10(“_1)wT> N

s+ V/B106=Dwr

Los pardmetros elegidos para este caso han sido a = 0.5, f = 107* y wy = 0.65
rad/s, segin el diseno realizado de Wr(s). Como el objetivo de este ejemplo es com-
probar como afecta la eleccion del parametro N al tipo del controlador, se va a obviar
la iteracion con k, siendo el valor final adoptado para este pardmetro igual a 1. Nétese
que este valor es ligeramente alto respecto a los valores elegidos en ejemplos anteriores,
lo cual es explicable ya que el sistema tiene que abandonar inicialmente la zona muerta.

Se han disenado dos controladores: uno con el pardmetro N = 1 (controlador 1)
y otro con N = 2 (controlador 2), con lo que las funciones Wg(s) obtenidas son las

siguientes:
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Figura 5.28: Funcién Wr(s) como cota superior de la maxima incertidumbre multi-
plicativa.

Controlador 1 Controlador 2
0.55 + 0.65 0.55% + 0.91924s + 0.42250
Ws(s) = —————  Ws(s) = —
s+ 6.5 10 524 0.01300s 4+ 4.2250 10

Por simplicidad, la funcién de ponderaciéon Wy (s) se ha tomado igual a la unidad
para ambos casos.

Construccién de la planta generalizada y obtencién del controlador

Una vez disenadas las funciones de ponderacion, sélo resta construir la planta
generalizada y obtener el controlador con el algoritmo de sintesis expuesto en el capitulo
3. Sélo habra que recordar que el sistema tiene un polo en s = 0, por lo que habra que
realizar una transformacion similar a la llevada a cabo en el sistema de seguimiento
visual (ver apartado 5.3.2), salvo que en este caso el sistema es continuo.
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5.4.3 Resultados experimentales

Como se comento al comienzo de la seccion, con este ejemplo se pretende presentar
la utilidad del pardmetro N en la funcién de ponderacién Ws(s). Una vez ejecutado
el programa de sintesis, las expresiones de los controladores obtenidos, tras haberlos
discretizados con una transformacién bilineal de Tustin con tiempo de muestreo igual
a 0.025 segundos y haberles efectuado una realizacién minima, son las siguientes:

e Controlador 1:

K(2) 0.498442° + 0.435272% — 0.478682 — 0.41551
A
23 +0.454212% — 0.49801z — 0.13569

e Controlador 2:

1.60752* — 0.192682% — 2.937922 + 0.193122 + 1.3308
24— 1.771923 4 0.02532922 + 1.28882 — 0.54225

K(z) =0.01

Es fécil comprobar que el segundo controlador tiene efecto integral (tiene un polo
en z = 1), mientras que no sucede lo mismo con el primero.

En las figuras 5.29 y 5.30 se presentan resultados experimentales obtenidos con el
primer y con el segundo controlador respectivamente, donde partiendo de un punto de
equilibrio (error e(¢) nulo) se ha programado una perturbacién mantenida (d(¢)) en la
entrada del sistema. Se puede observar como la senal de control u(t) aportada por el
primer controlador es tal que la actuacién sobre el sistema (suma de la senal de control
més la perturbacién en la entrada) no abandona la zona muerta, por lo que el error no
disminuye. Sin embargo, esto no sucede con el segundo controlador gracias a su efecto
integral.

5.5 Control H,, de una planta piloto

En esta seccion se va a exponer el diseno de un controlador robusto para una
planta piloto situada en los laboratorios del departamento de Ingenieria de Sistemas
y Automatica de la Universidad de Sevilla, la cual es un buen ejemplo de un proceso
industrial real. Esta construida a base de componentes industriales, tales como un
tanque de agua, una resistencia para calentar agua, un intercambiador de calor, bombas
de agua y varias valvulas neumadticas. El sistema esta siendo utilizado en la actualidad
como banco de pruebas para distintas estrategias de control (véase, por ejemplo, [Cas98,
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Figura 5.29: Resultados experimentales con el controlador 1.
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Figura 5.30: Resultados experimentales con el controlador 2.
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Ram89, Zaf99, Urq00]), que pueden ser implementadas sobre un SCADA industrial
conectado a ella.

El objetivo del sistema de control es regular algunas temperaturas del proceso, co-
mo suele ser habitual en cualquier proceso industrial. Serd necesario la introduccién
de un controlador robusto para obtener un buen comportamiento de la evolucién de
dichas temperaturas debido a que el sistema se comporta de forma diferente depen-
diendo del punto de trabajo en el que se esté operando. La principal causa de estas
diferencias en el comportamiento se debe al intercambiador de calor, cuya eficiencia
puede cambiar de forma drastica de un punto de operacion a otro. Esto incorpora una
no linealidad bastante influyente en el sistema, que sera tratada como una incertidum-
bre no estructurada. Para tratar con dicha incertidumbre, se propone un controlador
H., multivariable que sea suficientemente robusto para trabajar de modo adecuado
respecto al comportamiento de las variables a controlar.

Los resultados referentes a esta seccién han sido publicados en los articulos con las
referencias [Ort00b, Ort01].

5.5.1 Descripcion del sistema

La planta es basicamente un sistema que utiliza agua como fluido de trabajo en la
que se lleva a cabo varios procesos termodindmicos con intercambio de masa y energia.
Esencialmente consiste en un tanque de agua con una resistencia en su interior y una
serie de tuberias de entrada y salida y un circuito de recirculacién con un intercambiador
de calor.

El diseno de la planta permite que se pueda probar en ella la bondad de distintas
estrategias de control para un gran nimero de lazos. Dependiendo de la configuracion
elegida, sera posible controlar los tipos de magnitudes mas frecuentemente encontradas
en la industria de procesos, tales como temperaturas, caudales, presiones o niveles.
Para ello, la planta tiene disponible cuatro actuadores: tres valvulas neumaéticas y un
calentador eléctrico que calienta el agua del interior del tanque.

En la figura 5.31 se expone una fotografia y un esquema de la planta piloto donde
se muestran sus principales elementos asi como la localizacién de su instrumentacién.
A continuacion se describen sus componentes mas destacados:

e (ircuito de alimentacion: La planta tiene dos tuberias de entrada, una de agua
fria (cuya temperatura se regula con un sistema de enfriamiento) y la otra de
agua caliente (con una temperatura de unos 70 °C') con unos valores nominales
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Figura 5.31: Planta piloto.

de caudal y presién de 10 1/min y 2 bares para el agua caliente y 5 1/min y 1
bar para el agua fria. Las temperaturas y los caudales de entrada son medidos
con termopares y caudalimetros de placa-orificio respectivamente. Ademas, la
planta incorpora valvulas neumaticas automatizadas para regular los caudales de
entrada.

e Tanque: Es cilindrico con dimensiones de 1 m de altoy 20 cm de didmetro interior.
Su volumen interior es aproximadamente de 31 1 y estd aislado térmicamente.
Puede trabajar de forma presurizada (hasta un limite superior de 4 bares) o
a la presion atmosférica dependiendo de la posicion de una valvula de venteo
conectada al mismo. En su interior se ha colocado una resistencia eléctrica de 15
KW para calentar el fluido que contenga. Ademas, el tanque tiene conectada una
tuberia de rebosadero, otra de evacuacion de agua y una tercera para recircular
el agua a través de un intercambiador.

e (lircuito de recirculacion: El agua caliente del tanque puede ser enfriada intro-
duciendo agua fria a través de este circuito de enfriamiento. FEl circuito estd
compuesto por una bomba centrifuga que hace que el agua caliente extraida de la
parte inferior del tanque circule a través de un intercambiador de calor de tubo
envuelto, devolviendo el agua con una temperatura mas baja a la parte superi-
or del tanque. El caudal de este circuito puede ser controlado por una valvula
neumatica automatizada.
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Control de la planta

Para controlar la instalacién se ha implementado un sistema de control distribuido
ORsI AUTOMAZIONE INTEGRAL CUBE ([Use|), compuesto de un controlador y un
supervisor conectado por una red local tipo ARCNET. El controlador es el encargado
de ejecutar el control digital y otras rutinas semejantes mientras que el supervisor actia
como plataforma de programacion y de comunicaciones con el operador. Los algoritmos
de control son, por tanto, implementados en el sistema de control distribuido. Este
sistema de control constituye un tipico ejemplo de controlador industrial, poseyendo
la mayor parte de las caracteristicas mas comunes de los sistemas de tamano mediano
que se puedan encontrar en la actualidad en el mercado. Como en la mayoria de los
computadores de control, los recursos de cédlculo son limitados y sélo hay disponible un
tiempo pequeno para ejecutar el algoritmo de control debido a la atencién que debe
prestarse a la realizacién de otras operaciones.

El sistema particular

Como se mencioné anteriormente, se podran controlar distintas variables depen-
diendo de los lazos elegidos dentro de las muchas posibilidades que proporciona esta
planta. En esta aplicacion, el sistema considerado corresponde al tanque con el circuito
de recirculacion y el intercambiador de calor. Por una parte, las variables de control
son la potencia calorifica (()) suministrada por la resistencia situada en el interior del
tanque y el caudal de agua (f;) que circula por dicho circuito. La potencia calorifica
es aportada por ciclos de 41 segundos y esta modulada por un pardmetro R, siendo
éste el porcentaje de tiempo del periodo del ciclo en el que la resistencia esta activa-
da. El caudal f; serd controlado mediante la apertura de la valvula automatizada V.
Por otra parte, las variables a controlar son la temperatura del agua en el interior del
tanque (T75) y la temperatura del agua a la salida del intercambiador (7T}). El inter-
cambiador de calor reducira la temperatura del agua de recircualciéon impulsada por la
bomba utilizando un caudal constante de agua fria con temperatura (7'7T») entre 18 y
20 °C'. El resto de las valvulas se cerraran para trabajar con este sistema en particular.
Por lo tanto, esta eleccién da lugar a un sistema multivariable con dos entradas y dos
salidas.

La dinamica del sistema puede ser descrita con un conjunto de ecuaciones no lineales
representando balances de masa y energia. Aplicando un balance de energia en el
tanque se obtiene que:

pCp VAT = p fiCpr(TTu(t) = Tu(t)) + R-Q

TT5(t) = Td(t - Dl)
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mientras que el modelo dindmico no lineal del intercambiador puede ser expresado
mediante las ecuaciones:

|d(T'Ty))
dt

=Ti(t = Da) = §;(t = Dy)-(Ti(t — D2) = TT5(t — Dy)) — TTi(t)
Ty(t) = Tu(t — Ds)
Er(1) = & (TTu(t), fa(2))
fa(t) = fa(Va(?)))

donde el significado de cada una de las variables implicadas es el siguiente:

fi: caudal a la salida del intercambiador

Ty temperatura en la parte inferior del tanque

R porcentaje de tiempo de ciclo en el que la resistencia esta activa
Q . potencia maxima que puede aportar la resistencia

|4 volumen de agua en el interior del tanque

Cp capacidad calorifica del agua

p densidad del agua

D, : retardo debido a la inercia térmica en el tanque

T constante de tiempo de la dindmica del intercambiador de calor

Dy : tiempo muerto de la dindmica del intercambiador de calor

T; . temperatura a la entrada del intercambiador

D3 . retraso de transporte del agua desde el tanque hasta la entrada del intercambiador
TT, : temperatura del agua refrigerante del intercambiador

& : eficiencia del intercambiador

Vs : porcentaje de apertura de la valvula del circuito de recirculacion

La funcién que define la eficiencia & se ha tabulado a partir de valores experimen-
tales medidos en estados estacionarios de la planta en distintos puntos de trabajo y
su caracteristica se expone en la figura 5.32. Asimismo, se ha obtenido experimental-
mente la caracteristica estética de la valvula del circuito de recirculacién (fy — V), la
cual se muestra en la figura 5.33. Los retardos Dy, Dy y Ds, asi como la constante de
tiempo 7 dependen del punto de operacion de la planta, y sus valores también han sido
estimados experimentalmente.

Estas ecuaciones han sido utilizadas para realizar simuladores del sistema ([Cas93,
Min94, Ort00b]) utilizando distintos lenguajes de modelado ([Ref, Elm)]).
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Eficiencia

caudal 4 (/min)

Figura 5.32: Eficiencia del intercambiador de calor.

Candal £ (IAmin)

Vérula VA (%)

Figura 5.33: Caracteristica estatica de la valvula Vj.
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5.5.2 Sintesis del controlador

El diseno del controlador se ha resuelto utilizando la formulacién del problema de
sensibilidad mizta S/T para la planta en continuo (ver figura 3.12), el cual pretende
hallar un controlador estabilizante que minimice:

o= | [ ]

Debido a que el sistema es multivariable, en este caso se va a realizar un escalado de
la planta como paso previo al diseno de las funciones de ponderaciéon. A continuacién
se exponen los pasos a seguir para llevar a cabo la sintesis del controlador.

Eleccion del modelo nominal

En esta seccién se obtendra un modelo lineal del sistema por linealizacion en torno
a un punto de trabajo. El conjunto de ecuaciones no lineales expuestas en el apartado
anterior podrian ser linealizadas para obtener un modelo y posteriormente ajustar el
valor de algunos parametros mediante experimentacion. Sin embargo, en este caso
es mucho mds simple obtener de dicha linealizacion sélo el orden de las funciones de
transferencia ([Urq00]) y hallar el valor de sus coeficientes mediante algin algoritmo
de identificacién. Esto se ha llevado a cabo introduciendo secuencias binarias pseudo
aleatorias (PRBS) en la entrada de cada uno de los actuadores, esto es, en la valvula
V5 v en la resistencia R.

La region de trabajo elegida para el control esta limitada por condiciones fisicas de
la planta. Estas limitaciones son las siguientes:

e Se tendra que asegurar que la temperatura del tanque esté dentro de los parametros
de funcionamiento del mismo. Esto se traduce en que la temperatura 775 debe
ser menor que 75 °C.

e Se atenuara el efecto de la temperatura del agua de refrigeracion 1775 sobre la
temperatura de salida del intercambiador. Esto supone trabajar a temperaturas
TT, superiores a 30 °C'.

e Se evitara la gran componente de ruido que introduce la resistencia a regimenes
bajos de funcionamiento. Para ello, se trabajard con valores de R superiores al
40%.
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Estas tres restricciones dan lugar a una region de trabajo respecto a los valores
permitidos para los actuadores. En la figura 5.34 se muestra dicha regién, en la que
se puede comprobar que el valor minimo permitido de R es de 40%, mientras que se
trabajard con valores de la apertura de la valvula por encima del 30%. Puede observarse
que la regién no es rectangular, lo cual indica que tampoco se podran tomar de forma
independiente los valores de R y Vg para cumplir las restricciones anteriores.

Teniendo en cuenta la regién del espacio de trabajo de los actuadores, el punto
nominal de operacién se ha elegido en unos valores de R = 60% y Vs = 80%, el cual
proporciona unos valores de equilibrio de T'T, y TT5 iguales a 32 °C' y 52.9 °C respec-
tivamente. En la figura 5.34 han sido marcados siete puntos, donde el correspondiente
a este punto aparece con las siglas PN. El resto de puntos se corresponden con los
diferentes puntos de trabajo en los que se han identificado los modelos que aparecen
en la figura 5.37.
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B B
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80
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Figura 5.34: Espacio de trabajo de las acciones de control.

Los resultados experimentales obtenidos de aplicar un PRBS en torno a este punto
de trabajo fueron introducidos en un algoritmo de identificacién ([Lju86]), obteniéndose
la siguiente matriz de funciones de transferencia utilizando un tiempo de muestreo de
un sequndo:

[ TT, -| B [ Gn(Z) G12(Z) -| [ J4
17, | | Gu(e) Gma) | | B

1
|
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donde:
n(2) 0.14122% + 0.4021z — 0.5366
ya = ya
1 23 —1.12722 — 0.0962 — 0.2286
(o) —0.00027962% — 0.0001735z + 0.0001557 _,,
Z =
12 23 —1.12722 — 0.0962 — 0.2286
~0.00221122 4 0.004087z — 0.002198
Ggl(Z) _ z° 4+ z 11

23 —2.86222 4+ 2.7952 — 0.9323

) 0.000023422 — 0.000003862 + 0.0000639 .,
VA = A
22 23— 2.86222 + 2.7952 — 0.9323

Los resultados experimentales y simulados de la identificacién se muestran en la
figura 5.35, correspondiéndose los primeros con las senales con mas alta componente
frecuencial. En ella puede observarse como las constantes de tiempo asi como los
tiempos muertos han sido estimados con bastante precision, mientras que existe un
error significativo en los valores estimados en régimen permanente. Esto es debido a
la gran no linealidad de la eficiencia del intercambiador de calor, que como se comento
anteriormente, puede cambiar drasticamente su valor de un punto de operacion a otro.

5
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a 200 400 g0o0 o0 1000 1200 1400
2 T T T T I I
| —  — : L ,. ______ o L]
- i : ' )
E n JI ______ :_ ______ JI _______ by I
& : . i ]
S e P A b 3 e e
3 : : ; : : :
0 200 400 go0 gon 1000 1200 1400

tiempo (s}
Figura 5.35: Resultados experimentales y simulados de la identificacion.
En la figura 5.36 se muestra la respuesta temporal ante escalén del sistema lineali-

zado. Como puede observarse, la influencia de una variacién del porcentaje de tiempo
de activacién de la resistencia (R) sobre la temperatura de salida del intercambiador
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(T'T,) es muy pequena. Esto implica que dicha temperatura se debera controlar prin-
cipalmente con el caudal de agua del intercambiador (f;) utilizando la apertura de la
valvula V5.
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1 0.04
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Figura 5.36: Respuesta ante escalén del sistema linealizado.

Escalado de la planta

A diferencia de los ejemplos anteriores, el sistema a tratar en este caso es un
sistema multivariable. Para este tipo de sistemas es conveniente realizar un escalado
de la planta antes de obtener el controlador.

Entre los principales motivos por los que se debe escalar un sistema multivariable
destacan dos principalmente:

e Evitar problemas numéricos en el proceso de sintesis del controlador. Es conve-
niente recordar que el nimero de condicién y(w), definido como la relacién entre
el valor singular maximo y minimo del sistema para cada frecuencia, depende del
escalado del sistema. Por lo tanto, se podran evitar problemas numeéricos si las
matrices dejan de ser mal condicionadas.
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e Al escalar el sistema se normalizan las senales de tal forma que éstas sean com-
parables (ver seccién 4.4). No seria correcto utilizar la funcién de sensibilidad
como medida del comportamiento del sistema si sus errores no fueran de la misma
magnitud para cada canal del sistema.

Para llevar a cabo el escalado del sistema serd necesario determinar la méaxima
variacién deseada para cada una de las salidas, asi como la de la senal de control en
cada una de sus entradas. En esta aplicacion se han elegido los siguientes valores:

f4 mazx = 2 l/m
Rpwe = 10%
TTy maz = 2.5°C
TTs pax = 5.0°C

Por lo tanto, si se considera que G(z) es el sistema sin escalar y se denomina al
sistema escalado como G(z), éste podrd se calculado segiin la ecuacién ([Sko96]):

G(z) = D;'G(2)D,

e

donde:
bo_ [TTime 0 25 0
¢ 0 TTs max N 0 5
_ f4 max 0 o 2 0
Du = { 0 R ~ o 10

Aplicando la ecuacion del escalado, la funcion de transferencia escalada obtenida es
la siguiente:

~ ~

[Gll(z) 612(2)-‘ [ 4

. 1
[ TT; J [ Go(z) Gnl(2) J [ R J

donde
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- 0.11292* + 0.3217z — 0.4293 _,

G —
1(2) = 317977 —0.0965 —0.2286"
Gral2) 0.00111922 — 0.000694z + 0.000623 __,
zZ) = V4
12 23 — 1.12722 — 0.0962 — 0.2286
i (2) —0.00088422 + 0.001635z — 0.000879 |
z) =
2 23 — 2.86222 + 2.7952 — 0.9323
. 0.000046922 — 0.00000773z + 0.0001279 _,,
GQQ(Z) =

23 —2.8622% 4 2.795z — 0.9323

Una vez escalado el sistema, el modelo nominal utilizado para la sintesis del con-
trolador se ha elegido (siguiendo las recomendaciones del capitulo anterior) como el
sistema anterior eliminado los retardos que aparecen en él, esto es:

0.112922 4 0.3217z — 0.4293 0.00111922% — 0.0006942 + 0.000623
23 —1.1272% — 0.096z — 0.2286 23 —1.1272% — 0.096z — 0.2286

G(z) =
—0.0008842% + 0.001635z — 0.000879  0.000046922 — 0.00000773z + 0.0001279
23 —2.8622% 4 2.795z — 0.9323 23 —2.8622% 4 2.795z — 0.9323

Estimaciéon de incertidumbres

Son muchos los factores que introducen incertidumbre en este sistema. Entre ellos
cabria destacar:

1. La eficiencia del intercambiador &, cuyo valor puede variar drdsticamente de
un punto de trabajo a otro al cambiar el caudal f;. También afecta de forma
significativa al valor de £y la temperatura del agua de refrigeracién 715, lo cual
implica que aun estando en las mismas condiciones de funcionamiento, el sistema
pueda comportarse de forma notablemente diferente.

2. Histéresis de la valvula Vg, la cual es controlada en bucle abierto para obtener
el caudal f; requerido. Esto se consigue invirtiendo la caracteristica estatica de

esta vélvula (ver figura 5.33).

3. Dindmicas no modeladas de actuadores y sensores.
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Se han realizado distintos procesos de identificacién en puntos de operacion alrede-
dor del punto nominal (ver figura 5.34), lo cual permitird estimar la incertidumbre no
estructurada del sistema en su forma multiplicativa a la salida. En la figura 5.37 se
muestran las funciones de transferencia estimadas para dichos puntos.

Para obtener la expresion de la incertidumbre, antes de aplicar su formula habra que
escalar previamente cada uno de los modelos incluidos en la figura 5.37. Es interesante
notar como interviene el escalado en la incertidumbre multiplicativa resultante. La
expresion de esta incertidumbre utilizando los sistemas escalados es la siguiente:

A ~

Ens(z) = (G*(2) — G(2))G(2)"

Si en esta expresién se sustituye G(s) por D, G(z)D, y G*(s) por D, *G*(z) D, se
obtiene que:

Enms(2) = (D7'G*(z

I
UU‘U
Q
oy
|
Q
S

Por lo tanto, la incertidumbre multiplicativa a la salida del sistema escalado sélo
depende de la misma incertidumbre en el sistema sin escalar y de la matriz de escalado
de los errores. Notese que si el sistema fuera monovariable, D, seria un escalar, lo que
implica que la incertidumbre del sistema escalado y sin escalar seria la misma.

Tras escalar los sistemas, se han calculado los valores singulares de la incertidumbre
de cada uno de los modelos respecto al sistema nominal elegido, tal como se indicé en
la seccién 4.2.2. Solo habra que tener en cuenta que, al estar expresados los sistemas
en tiempo discreto, habra que sustituir el cambio s = jw por z = /T, donde T es el
tiempo de muestreo (1 segundo). En la figura 5.38 se muestran los valores singulares
de estas incertidumbres estimadas para las distintas plantas identificadas alrededor del
punto de trabajo nominal.

En esta figura puede observarse como existe un sistema (linea discontinua) cuyo
maximo valor singular de la incertidumbre es superior a 0 dB en baja frecuencia, lo
cual supone un desconocimiento total del sistema en todo el rango de frecuencias. Este
sistema se corresponde con el modelo 1 de la figura 5.37, el cual se ha obtenido en el
punto de trabajo V3 = 60% y R = 50% (ver figura 5.34). Esta incertidumbre tan grande
en baja frecuencia se debe a que la apertura de la valvula es excesivamente baja, con
lo que el caudal f; también lo serd (ver figura 5.33). Un caudal tan bajo hace que la
eficacia del intercambiador & varie excesivamente respecto a su valor en las condiciones
nominales. Teniendo en cuenta que el punto de trabajo donde se ha estimado el modelo
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—0.15962” 4+ 0.7384z — 0.5549 ,  —0.00094312 + 0.0008883z + 5.712 1075 .,

T, 23 — 1.5522 4+ 0.3998z + 0.16262 23 —1.5522 +0.3998z + 0.1626
TT; —0.0140522 + 0.02796z — 0.01396 _,, 0.00172322 — 0.003436z + 0.001718 _,,
z
23 —2.99322 + 2.989z — 0.9958 23 —2.99322 4 2.989z — 0.9958

Modelo 1: Vi = 60% , R = 50%

—0.040052* + 0.6753z — 0.6332 —0.00044332* + 0.0003536z + 0.0001684

T, 23 —1.3622 + 0.122z + 0.2398 ? 23 —1.3622 + 0.122z + 0.2398
TT; —0.01032% 4+ 0.01128z — 0.002062 _,,  2.597 10°2% 4+ 2.104 10~°z + 0.0001502 _,,
z
23 — 1.84522 + 0.8496z — 0.004288 23 —1.8452? + 0.8496z — 0.004288

Modelo 2: Vi = 70% , R = 50%

—0.0294722 + 0.7877z — 0.7433 0.00017062% — 0.0004557z + 0.0004042 .o

Ty 2 —1.3462° + 0.1179z + 0.2349 23 — 1.34622 + 0.11792 + 0.2349
TT; —0.00634122 + 0.0089132 — 0.003255 _,, 0.00011752% — 4.085 10 5z +1.489 105 _,
23 — 2.87222 + 2.8132 — 0.9402 23 — 2.87222 + 2.813z — 0.9402

Modelo 3: Vi = 70% , R = 70%

0.18462% + 0.1831z — 0.3628 0.00101322 — 0.0008943z + 0.0002837

TT, 2 —1.4222% + 0.4677z — 0.0407 23 — 1.42222 + 0.46772 — 0.0407
TT; —0.00457622 4 0.0091882 — 0.00463 _, 0.00161622 — 0.003217z + 0.001606 _,,
23 —2.9922 + 2.9832 — 0.9936 23— 2.9922 + 2.983z — 0.9936

Modelo 4: Vi = 90% , R = 50%

0.18462% + 0.1831z — 0.3628 0.00101322 — 0.0008943z + 0.0002837

TT, 2 —1.4222% + 0.4677z — 0.0407 23 — 1.42222 + 0.46772z — 0.0407
TT; —0.00457622 4 0.0091882 — 0.00463 _, 0.00161622 — 0.003217z + 0.001606 _,,
23 —2.9922 + 2.9832 — 0.9936 23— 2.9922 + 2.983z — 0.9936

Modelo 5: Vs = 90% , R = 70%

0.205722 + 0.3042 — 0.5023 2 —0.00042862% + 0.0018312 — 0.001093
TT, 23 — 1.45222 + 0.52962 — 0.07149 23 — 1.45222 + 0.5296 — 0.07149
TT; —0.00482922 + 0.0099862 — 0.005256 10 0.000309122 — 0.00054522 4 0.0002527 _,,
23— 2.97422 + 2.972 — 0.9957 23 —2.97422 +2.972 — 0.9957

Modelo 6: Vs = 90% , R = 90%

Figura 5.37: Modelos del sistema en distintos puntos de trabajo.
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V.S. max. (dB)

10 10 10 107 10° 10 10"
frecuencia (rad/s)

V.S. min. (dB)

10° 10" 10° 107 10 10 10
frecuencia (rad/s)

Figura 5.38: Valores singulares de la incertidumbre multiplicativa a la salida.

1 es un extremo (en el sentido de que se estd utilizando simultdneamente el valor mas
pequenio tanto de R como de V3) no se va a considerar ese modelo, si bien habra que
tener en cuenta que en principio el controlador calculado no tiene por qué funcionar
bien en ese punto de trabajo.

Diseno previo de las funciones de ponderacién

Para obtener un controlador utilizando el planteamiento de sensibilidad mixta
habra que disenar dos matrices de funciones de ponderacién, una para moldear la
funcién de sensibilidad S,(s) y la otra para moldear la funcién de sensibilidad comple-
mentaria T,(s). La eleccién de estas funciones de ponderacién se basard en las reglas
enunciadas en el capitulo anterior.

De nuevo las matrices de ponderacién seran disenadas en continuo, pudiendo ser
dicretizadas con una transformacién bilineal de Tustin en caso de ser necesario (ver
seccién 5.5.2).
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La matriz de ponderaciéon Wr(s) serd disenada como una matriz diagonal cuadrada

. WTH(S) 0
WT(S) o 0 WTQQ(S)

donde las funciones de transferencia W11 y Wrgs han de ser de fase minima y ser tales
que sus modulos sean cotas superiores respectivamente del maximo y minimo valor
singular de la incertidumbre estimada anteriormente.

En esta aplicacidn, la eleccién de la matriz Wr(s) ha sido la siguiente:

89.13s + 0.8913

0
_ 0.01s + 1
Wr(s) = 5 17.783s + 0.17783
0 0.01s+1

En la figura 5.39 se ha representado el médulo de las funciones de ponderacion
junto con el maximo y minimo valor singular de la incertidumbre, donde ya se ha
dejado de considerar el modelo 1 del sistema. En ella puede observarse como el diseno
de Wr(s) elegido cumple las especificaciones anteriores practicamente en todo el rango
de frecuencias. La funcién Wyqq(s) sélo deja de ser cota superior del méximo valor
singular de la incertidumbre en dos franjas en la frecuencia: una en el pico del valor
singular maximo de la incertidumbre en torno 0.15 rad/s y la otra en una pequena zona
entre 1 y 3 rad/s. Respecto al primer pico, éste se produce s6lo para el modelo 6 (ver
figuras 5.34 y 5.37), el cual, al igual que sucedia con el modelo 1, también es un punto
de funcionamiento extremo trabajando simultdneamente con la maxima apertura de la
valvula (Vg = 90%) y el méximo valor del ciclo de la resistencia (R = 90%). Por otra
parte, teniendo en cuenta que el controlador se implementard en tiempo discreto con
un tiempo de muestreo de 1 segundo, la segunda franja estd en torno a la frecuencia de
muestreo del sistema. Estas dos consideraciones justifican la eleccion de Wrq(s), ya
que de haber querido cumplir estrictamente con las reglas, la frecuencia del cero de esta
funcién tendria que haber sido sensiblemente mas pequena, con lo que la frecuencia de
corte wr tendria que haber sido considerablemente mas baja, haciendo al sistema de
control sensiblemente méas lento.

Por otra parte, la matriz de ponderacién Ws(s) se ha seleccionado también cuadrada
y diagonal, donde cada elemento de su diagonal tendra la forma:

;s + 1005 Doy ,
WSii(S) N s+ 51-10("‘1‘*1)@07” ' 17 2

Los parametros elegidos para las funciones de ponderacién han sido los recomenda-
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Figura 5.39: Matriz Wr(s) como cota superior de los valores singulares de la incer-
tidumbre multiplicativa a la salida.

dos en el capitulo anterior, esto es, a; = as = 0.5y B3, = f = 10~*. Por otra parte,
del disefio de Wr(s) realizado anteriormente se obtiene que wy (frecuencia a la que
Wri1(s) corta a 0 dB) es igual a 0.005 rad/s. Finalmente, para el disefio preliminar
de r; se vuelve a tomar unos valores de 1 (asociado a la rapidez de la respuesta de la
salida 1, esto es, de la temperatura TT}) y ko (asociado a la rapidez de la respuesta de
la salida 2, esto es, de la temperatura T'T5) iguales a cero.

Con estas elecciones, el diseno inicial de Ws(s) es el siguiente:

0.55+5 10~ .
_ | s+510°%®
Wa(s) = 0 0.55+5 104
s+510-8

Construccién de la planta generalizada y obtencién del controlador

Una vez elegidas las funciones de ponderacion, se tendra que construir la planta ge-
neralizada como paso previo a la sintesis del controlador. En este caso se ha convertido
el sistema nominal al plano w mediante una bilineal inversa de Tustin con un tiempo de
muestreo de 1 segundo. Tras haber realizado la conversion se ha construido la planta
generalizada utilizando las funciones de ponderacion disenadas en continuo. A contin-
uacién se ha sintetizado el controlador en continuo y, finalmente, se ha discretizado el
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controlador obtenido mediante una transformacion bilineal de Tustin.

El proceso de sintesis queda resumido en el siguiente esquema:

Finalmente, es necesario recordar que el controlador ha sido obtenido con un sistema
escalado. Para obtener el controlador que debera ser implementado en el sistema real
se debera desescalar el controlador obtenido directamente del algoritmo. Esto se realiza
mediante la expresion:

donde D, y D, son las matrices que se utilizaron para escalar el sistema (ver seccién
5.5.2).

5.5.3 Resultados de simulacion

Para evaluar el comportamiento de los controladores sintetizados se va a dibujar la
respuesta ante escalén de las temperaturas de salida. Se va a proporcionar un escalon
de 2.5 °C' en la referencia de la temperatura 77, y de 5 °C en la temperatura 775.
Notese que la magnitud de estos escalones coincide con la maxima variacién utilizada
en el escalado de la planta. En cada una de las figuras presentadas en este apartado se
van a exponer la respuesta del sistema en el punto nominal de trabajo (linea continua
gruesa) asi como las respuestas de todos los modelos de la figura 5.37, haciendo especial
hincapié en el modelo 1 (linea gruesa a trozos), en el cual se supuso que el controlador
no tenia por qué comportarse adecuadamente.

En la figura 5.40 se muestran los resultados obtenidos con la eleccién inicial de
Ws(s). Puede observarse que, como viene siendo habitual, el controlador resultante es
muy conservador.

A continuacion se aumenté los valores de k1 y ko hasta un valor de 1, obteniendo
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Ref. TT5

Ref. TT4

incrementos de temperaturas (°C)
N
T

~ I'd Nominal
AN l - — = - Modelo 1
_2 |- \~ - " -
R e Otros
-3 I I I I I I I
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

tiempo (s)

Figura 5.40: Resultados simulador con k; = k9 = 0.

la matriz de ponderacion:

0.55+5 1073 .
_ s+510°7
Wa(s) = ; 0.55+5 103
s+510°7

y cuyos resultados se exponen en la figura 5.41. En ésta se puede observar como las
respuestas se hacen significativamente mas rapidas. La evoluciéon de T'Ty empieza a ser
algo oscilante para algunos modelos mientras que la de 7T, no sobreoscila en ningin
caso. Esto induce a pensar que se podria aumentar el valor de x; mientras que no seria
conveniente aumentar mucho mas el valor de k,.

Para comprobar el razonamiento anterior, se ha vuelto a aumentar los valores tanto
de k; como de k9 hasta 1.5. La matriz de ponderacién Wg(s) obtenida es:

0.55 + 1.5811 1072
We(s) = | s+ 1381110
0

0

0.5s + 1.5811 1072
s+ 1.5811 10-5

mientras que los resultados de simulacion de este controlador se muestran en la figura
5.42. En ella puede comprobarse que la evolucién de la temperatura 17T} sigue siendo
lenta mientras que la de la temperatura 775 es excesivamente oscilante, considerandose
que este comportamiento no es admisible.
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Figura 5.41: Resultados simulador con k; = k9 = 1.
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Figura 5.42: Resultados simulador con k1 = kg = 1.5.
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Segin las ideas expuestas se deduce que para obtener un buen comportamiento
habra que aumentar el valor de x; a la vez que habra que reducir el de k5. Para el
controlador final se escogen unos valores de k1 = 3 y k9 = 1, donde el valor de ks
se podria haber tomado algo mas alto si se admitiesen ciertas sobreoscilaciones en la
respuesta de TT5. La matriz de ponderacién Wg(s) resultante para el controlador final
es la siguiente:

0.55 +5 1071 .
_ | s+5105
Wi(s) = . 0.5 +5 1073
s+5 107

Los resultados de simulacion con este controlador se exponen en la figura 5.43.
Puede comprobarse como se consigue una evolucién mucho mas rapida en la tempe-
ratura 1Ty que en la temperatura T7T5, lo cual es logico puesto que la dindmica del
intercambiador es mucho mas rapida que la dindmica de la temperatura del tanque
de agua (ver figura 5.36). Se observa que el desacoplo de las dindmicas conseguido
es muy bueno para el punto de trabajo nominal y mas que aceptable para el resto de
modelos, incluido el modelo 1, para el cual, como es légico, el comportamiento estd mas
degradado. Ademas, puede observarse que, tanto en esta figura como en las anteriores,
existe un modelo en el que la dindmica de 1T es especialmente lenta. Este modelo se
corresponde con el sexto en la figura 5.37, al cual se hizo mencién anteriormente (ver
seccién 5.5.2) por ser un punto de operacién extremo.

Ref. TTS -~ _ .
5r e e S|
2

4 4
o
<
1%}
£ ot :
@ [} Ref. TT4
° Ly
[=X
£
g 2t g
[}
k=l
[%2]
e
I
e 1r }
(3}
S
£

0 } il

—— - —
- — -
AN BPthae Nominal
|~ -
-1 hibe ===~"Modelo1 |
Otros
-2 1 1 1 1 1 1 |
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

tiempo (s)

Figura 5.43: Resultados simulador con k1 =3y kg = 1.
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5.5.4 Resultados experimentales

La validez del controlador propuesto ha sido comprobada mediante experimentacion
con la planta piloto real.

En la figura 5.44 se muestra la expresién las matrices de estado del controlador
propuesto, obtenido con el 1iltimo diseno de las matrices de ponderacion.

9.9765 10~ 1 —3.7109 102 —6.6298 102 9.4900 10~ 1 2.1134 —7.4576 1071 —1.4177 —8.7008 1072 —4.5422 107!  —7.0679 1072
—4.5025 104 9.9531 101 —7.4468 10°3  0.8543 10~1 3.5871 1072  —2.0139 10~} —2.3220 10~! —1.5014 10! —4.0500 103 11.252
—7.0010 10~%  —1.3686 10~ 2 9.7508 10~ 1 —1.0190 10~ 1 9.1651 10~ 1 —2.0534 10-!  —4.6057 10~} 3.7695 10~ 2 —1.9345 10~ L —5.9909
2.8334 1072 —3.0040 1073 —6.6588 1073 6.7314 1072 2.0731 10~ 1 —2.0617 10~1  —7.0614 10~  5.8437 1072 —4.1717 108 —12.231
A 6.4642 10 ° —6.7553 1074  —1.7081 1073  2.4045 10~} 4.6341 107 L —4.0460 1071 —1.3085 1.3861 1071 1.8412 1071 5.5419
K 1.2788 1076 —1.7043 10-%  3.3844 1074 5.8764 102 4.2797 1072 9.8333 10~ 1 3.0286 1071 —3.5837 102 —2.5342 10~ ¢ 1.7506
5.8096 1077 —6.6516 107°  —6.6157 107°  2.3425 1072 1.0005 10~ 1 2.3583 10~ 1 6.5655 10~ 1 1.2044 1071 7.1715 1071 —6.6923 10~ 1
—1.2085 10~ 1.6123 10—%  —1.2662 10% —5.6070 102  —1.2273 10} —1.3508 —1.8326 —1.0088 1.7432 —2.5008
—1.1681 108 1.4607 104 —1.3278 107%  —5.0755 1072  —1.0852 10~} —1.2728 —1.5230 —9.4801 10! 4.2804 10~1 —2.3886
—1.7607 10710 1.3449 1078 1.3028 10-7  —5.0478 106 —7.3802 1075  2.0400 107%  —1.2022 1073  2.7424 10~% 1.5013 103 —0.9949 10~}
—6.2572 10~ L —2.1314
—75.604 2.5353
38.647 4.8619
—74.646 2.7632 10~ 2
34.125 1.3307 1071
Bx = 7.4332 —2.5880 10~ 2
—1.6989 —4.0414 10—2
—7.7413 6.0217 10~ 2
—7.5627 5.1486 10~ 2
5.6170 10~3 3.0847 1075
Cr = 1.7210 10~ 8 —2.2112 108 3.0409 10~6 7.6573 10~ 4 1.1280 10~3 2.2066 102  1.5211 10~2  1.6811 10~ 2 —1.1693 10~ 2  4.1095 102
K —1.8041 106 1.3712 1074 1.4101 1073 —5.1464 1072  —7.5310 10”1 2.9964 —13.171 2.7951 16.220 5.1515
b, — [ 157461071 —6.0758 1074
K= 57.251 3.0664 1071

Figura 5.44: Matrices de estados del controlador propuesto.

En la figura 5.45 se muestran los resultados experimentales obtenidos para el sis-
tema funcionando en el punto nominal de operacién. Puede observarse como el com-
portamiento obtenido es més que aceptable, obteniendo un tiempo de subida de unos
200 segundos en la temperatura 775 y sobre unos 50 segundos para la temperatura
T'T,, ambas sin sobreoscilar. Ademads, un cambio de referencia en una variable de salida
apenas tiene influencia sobre la otra salida.

En la figura 5.46 se muestran resultados experimentales obtenidos en un punto de
funcionamiento cercano al correspondiente al del modelo 1 de la figura 5.37. A pesar
de que se ha expuesto uno de los resultados mas desfavorables, se observa como el
comportamiento del controlador también sigue siendo aceptable, obteniendo tiempos
de subida menores que los anteriores, pero con una sobreoscilacién del 20 % aproxima-
damente en un cambio de referencia en T'T5 y sobre el 5 % en el caso de la temperatura
TT.

Se realizaron pruebas en los otros puntos de funcionamiento no nominales, obte-
niendo resultados experimentales con mejor comportamiento que los expuestos en la
figura 5.46. Esto prueba la robustez del controlador propuesto, dado que en el caso
méas desfavorable (dentro de la regién de trabajo establecida) el controlador hace que
el sistema se comporte adecuadamente.
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Figura 5.45: Resultados experimentales en el punto nominal de trabajo.
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Figura 5.46: Resultados experimentales en un punto de trabajo no nominal.
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5.6 Conclusiones

Se han disenado controladores H,, mediante el planteamiento de sensibilidad mizta
utilizando la metodologia de diseno de las funciones de ponderacion propuesta en el
capitulo anterior y se ha comprobado la validez de la misma aplicdndola a distintos
sistemas reales.

A pesar de la sencillez del método, los resultados obtenidos han sido satisfactorios
para todas las aplicaciones, monovariables y multivariables, tanto desde el punto de
vista de robustez como de comportamiento.

Hay que hacer notar que si bien la metodologia de diseno propuesta para el calculo
de controladores permite aplicar esta técnica de control sin necesidad de amplios
conocimientos tedricos, si que es conveniente tener un amplio conocimiento del sis-
tema real para saber en qué puntos de trabajo funcionara correctamente el controlador
y en cuales no.

Respecto a los distintos procesos seguidos para la sintesis del controlador (conver-
siones de continuo a discreto), la conclusién que se ha obtenido es que desde el punto de
vista de la descripcién externa del controlador obtenido no hay diferencias apreciables
entre un método y otro.

Respecto a la eleccion de los parametros k;, se puede concluir que un buen valor
final para sistemas monovariables puede estar entre 0.5 y 1. Esto se justifica con el
hecho de que si la funcién Wy (s) es una cota superior de la incertidumbre, se puede
suponer que a partir de la frecuencia wy se tiene una incertidumbre multiplicativa
superior a la unidad. Por tanto, el desconocimiento del sistema sera total a partir de
esta frecuencia. Notese que con el valor kK = 1 se estd imponiendo que la frecuencia
de corte de Wg(s) sea precisamente wr, por lo que con valores superiores de Kk se
estaria pidiendo al controlador que funcione bien en frecuencias donde se desconoce
completamente la direccion del sistema.

El mismo razonamiento no es valido para sistemas multivariables, ya que existe toda
una banda de frecuencias en la que los valores singulares de la incertidumbre corta a
0 dB. Teniendo en cuenta ademas que en general los valores singulares de la misma no
estan asociados a las mismas direcciones de las salidas del sistema, no se puede saber
a priori que salida se puede hacer més rapida y cual no. De hecho, en algunos casos
habra que tomar una solucién de compromiso entre las rapidez de unas salidas frente
otras, lo cual sucede, por ejemplo, cuando el sistema tiene ceros de transmision en el
semiplano derecho ([Sko96]). Del razonamiento expuesto se justifica el diseio de W(s)
en funcién de wr (ver seccién 4.2.3), con lo que se consigue que ambas respuestas sean
inicialmente lentas (x; = 0), evitando asi la posibilidad de que el sistema se inestabilice
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con el diseno preliminar del controlador.

Finalmente, comentar que los resultados obtenidos han sido probados tanto por
simulacién como en los distintos sistemas reales (exceptuando el tercer ejemplo en el
que no se ha creido conveniente incluir resultados simulados por la sencillez del modelo),
obteniendo valores similares en ambos casos.



Capitulo 6

Sintesis de Controladores Hy, No
Lineales

6.1 Introducciéon

La solucién del planteamiento de control H, no lineal para sistemas continuos no
lineales fue aportada por wvan der Schaft en una serie de trabajos a principios de la
década de los noventa ([van91, van92]). Se basa en utilizar el concepto de la ganancia
Ly de sistemas no lineales como extension de la norma H,, para los sistemas lineales.

Como se expuso en la seccion 3.3, la norma infinito de un sistema lineal se de-
fine como el pico en frecuencia del maximo valor singular del sistema, por lo que esta
definicion no es valida para los sistemas no lineales al no ser aplicables técnicas fre-
cuenciales. Sin embargo, si se traslada esta definicién al dominio temporal, resulta que
la norma infinito del sistema puede ser entendida como su norma 2 inducida, siendo
ésta la relacién entre la energia (norma 2) de su salida respecto a la energia (norma 2)
de su entrada. Esta definicién de la ganancia de un sistema coincide con la norma L,
del mismo, la cual si puede ser utilizada en sistemas no lineales.

En un planteamiento general, el problema da lugar a unas ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales del tipo Hamilton-Jacobi-Bellman-Isaacs (las cuales hacen las
veces de las ecuaciones de Riccati para sistemas lineales), cuyo principal inconveniente
es que, a diferencia de los sucede con estas tultimas, no existe un método general
para poder resolverlas, debiéndose hallarse la soluciéon de las mismas para cada caso

155
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particular.

A pesar de la existencia de conocidos algoritmos (por ejemplo [Luk69]) que per-
miten aproximar la solucién local de dichas ecuaciones por expresiones polinémicas
cuadraticas, lo cierto es que éstos no son aplicables cuando el tiempo aparece de forma
explicita en las ecuaciones (como sucede en la aplicacién que se expondra en el capitulo
7).

Con este capitulo se pretende realizar una breve exposicién de los principales con-
ceptos manejados en esta teoria de control, los cuales seran necesarios para obtener
los controladores en el siguiente capitulo. Asi, en la siguiente seccién se presentard el
planteamiento general del control, el cual se enfocara como una extension natural del
planteamiento realizado en la seccion 3.2 para sistemas lineales. Seguidamente, en la
seccion 6.3 se mostrara como plantear una ley de control por realimentacién del vector
de estado para un sistema no lineal genérico. Finalmente, en la seccion 6.4 se planteara
el mismo problema particularizando para sistemas no lineales afines en la actuacién.

Desarrollos mas detallados sobre esta teoria pueden ser hallados en ([Isi96, van00]).
Asimismo, la referencia ([Hel99]) puede ser de gran ayuda para encontrar los més
variados detalles matematicos sobre este enfoque de control.

6.2 Formulaciéon general

Se van a considerar sistemas no lineales P(z,u,w) (ver figura 6.1) cuyas dindmicas
pueden ser expresadas mediante las siguientes ecuaciones:

T = a(z,u,w)
v o= c(z,u,w) (6.1)
z = h(r,u,w)

Al igual que en los sistemas lineales, w(t) representa el vector de perturbaciones
externas al sistema, z(t) es el vector objetivo cuya energia serd indicadora del compor-
tamiento, v(t) representa el vector de senales medibles que alimentara a algin contro-
lador, u(t) es el vector de senales de control y z(t) es el vector de estado del sistema.
Supdéngase que las dimensiones de x, w, u, z y v son respectivamente n, [, m, py q.
Noétese la correspondencia entre este sistema y la denominada planta generalizada en
los capitulos anteriores.

El problema de control consiste en calcular un controlador K (zy,v), siendo zj los
estados del mismo, de forma que se atentie la relacion entre la energia del vector objetivo
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w —> - 7
P(x,u,w)
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K(X, V) [¢—

Figura 6.1: Formulacién general del problema de control.

z(t) frente a la energia del vector de senales perturbadoras w(¢). De nuevo, al nivel
de atenuacién conseguido se le denominara . Matematicamente, esta condicién puede
ser expresada mediante la siguiente desigualdad:

T T
| l@lide<a? [ julia v
0 0

donde ||z(t)||5 ¥ |lw(t)]|> representan la potencia (energfa instantdnea) del vector ob-
jetivo y del vector de perturbaciones respectivamente, siendo la expresion de éstas las
siguientes:

()1l = 2" (1)2(2) = Z [2(t)]°
lo@)ll; = w" (B(t) = Z Jwi(®)]”

Tanto el control H,, no lineal 6ptimo como el suboptimo pueden ser enunciados
de manera andloga a la realizada en la seccion 3.2 para sistemas lineales. Esto se
puede realizar simplemente modificando la definicién de la norma infinito del sistema,
introduciendo en su lugar la definiciéon de norma Ly, también conocida como norma 2
inducida. La definicién de esta norma (7*(G)) para un sistema genérico y(t) = G(u(t))
viene dada por la siguiente expresion:

T T
Y@ =inthlBecRts [ IuOid <[ Ju@lidre VT
0 0

donde se supone que la senal de entrada u(t) tiene una energia acotada. Ndtese como
esta definicién coincide con la de la norma infinito de un sistema lineal.

Volviendo a hacer una analogia con la teoria H, lineal, el problema de control se
puede dividir en dos formulaciones duales: control por realimentacién del vector de
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estado y observacién del mismo, donde la uniéon de ambas formulaciones da lugar al
control por realimentacion de la salida del sistema. En este capitulo sélo se va a exponer
la primera de ellas puesto que en las aplicaciones realizadas en el siguiente capitulo se
va a suponer que el estado es accesible (lo cual es habitual en robética). Una exposicién
del problema de observacién Ho, no lineal puede encontrarse en ([van00]).

6.3 Control H no lineal por realimentacion del es-
tado

Como se indicé en la introduccion de este capitulo, en esta seccion se mostrard
cémo hallar una ley de control basada en la realimentacién del vector de estado, donde
para poder implementar esta ley de control se han de tener los estados accesibles.

Siguiendo la misma ténica del capitulo 3 para sistemas lineales, se va a exponer
como plantear un controlador H,, no lineal subdptimo, para lo cual habra que suponer
a priori un valor de la atenuacion . Este valor de la atenuacion puede ser reducido
siguiendo la misma técnica planteada en la seccion 3.4.

Partiendo del sistema (6.1), el control Hy, no lineal subéptimo puede formularse a
partir de la Teoria de juegos diferenciales eligiendo la siguiente funcién de coste .J,(1):

T8 = 57 @+ 5 =01 (62)

La minimizaciéon de esta funcién da lugar a la siguiente formulacién Hamiltoniana
([Hel99)):

oV (t, ) .

St H () =0 (63)

donde V(¢,x) es una funcién escalar positiva y derivable, p = % representa al

vector de co-estados definido como el gradiente de V (¢,z) y donde H’(x,p) tiene la
siguiente expresion:

, . . 1 1
H;(x,p) = min H,(, p,w, u) = min <pTa(z,u,w) =577 llwlly + 5 ||Z||§> (6.4)

siendo el vector a(z,u,w) el correspondiente a la dindmica del sistema (6.1). Para
resolver el problema de minimizacién habrd que anular la derivada de la funcién H,
respecto a w y a u, esto es:
0H,(z,p,w,u)
Ow

0H,(z,p,w,u)
ou

=0 ,

=0 (6.5)
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La resolucién del sistema de ecuaciones (6.5) da lugar a las expresiones del control
6ptimo u*(z,p) vy de la peor perturbacién posible w*(z, p), donde se ha supuesto que
dicha solucién constituye un punto de ensilladura de la funciéon hamiltoniana, esto es:

H,(z,p,w,u*) < Hy(z,p,w",u*) < Hy(z,p,w*,u) Yw, uy (z,p) (6.6)

Evaluando la expresién (6.4) en u = u*(z,p) y w = w*(z,p) se obtiene la expresion
de la hamiltoniana éptima:

H:(x,p, w*(z,p), u(z,p))

oV (t, )

Finalmente, sustituyendo el vector de co-estados p por se obtiene la si-

guiente expresion de la hamiltoniana:

. ovi(t,z) ,,  OV(tx) IV (t, )
H; <:E, ¥ (z, T)’ u(z, T)> (6.7)

Por tanto, el problema de control H., por realimentacién del vector de estado se
reduce a calcular una funcién V(¢,z) > 0 que satisfaga la ecuacién (6.3), donde H,
es la correspondiente a la expresién (6.7). Si puede hallarse dicha funcidn, la ley de

control
u* (x, %) (6.8)

garantizard que el sistema en bucle cerrado formado por (6.1) y (6.8) tendrd ganancia
Ly (desde w hasta z) menor que 7.

6.4 Particularizacion para sistemas afines en la ac-
tuacion

Existen muchos sistemas fisicos cuyos modelos, a pesar de ser no lineales, son afines
en la actuacion. En este caso particular, el sistema se puede representar mediante las
siguientes ecuaciones:

T = f(x)+g(@)u+k(x)w

o [ o) } (6.9)

u
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En este caso, la funciéon de coste adopta la siguiente expresién:

2

50 = =32 Wl + 3 10l =5 e+ 5| 9 ]) - 6a0)

2

Sustituyendo esta expresién en (6.4) (teniendo en cuenta la nueva expresién de la
dindmica del sistema) se obtiene:

2

Hy (o) = () 4 glahut Koo ) = 07 ol || ")

2

= T () + g(x)u+ k(@) ) — %’yszw + %hT(x)h(z) + %uTu (6.11)

Anulando la derivada de la funcién H, respecto al vector de perturbaciones w se
tiene que:
0H,(z,p,w,u)

=pTk(x) — YT = 12
5 P k(r) —7w =0 (6.12)

de donde se obtiene la perturbacién w*(z, p):
1
2

w*(z,p) = /y—k(x)Tp =0 (6.13)

Por otra parte, anulando la derivada de la funcién H,, respecto a la senal de control
u se tiene que:

0H
(&P w, ) =plg(x) +u’ =0 (6.14)
ou
dando lugar a la senal de control u*(x, p):
u*(z,p) = —g" ()p (6.15)

Al igual que se expuso en la seccién anterior, el punto (w*(z, p), u*(x, p)) constituye
un punto de ensilladura en la funcién hamiltoniana H,(z, p,w,u). Sin embargo, en el
caso particular de que el sistema sea afin resulta que:

Hw(x,p,w,u) S Hy(x,p,w*,u) vwa uy (xap)
H,(z,p,w,u*) < Hy(z,p,w,u) Vw, uy (z,p)

que son mas restrictivas que las expuestas en la ecuacién (6.6). Esto indica que w*
puede ser considerada como la perturbacion posible mas desfavorable mientras que u*
puede ser considerado como el control éptimo para cualquier perturbacién posible.
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Para hallar el hamiltoniano 6ptimo habra que sustituir las expresiones de (w*, u*)
(ecuaciones (6.13) y (6.15) respectivamente) en la ecuacién (6.11), obteniendose, tras
realizar sencillas manipulaciones matriciales, la siguiente expresion:

e (2,p) = " f(2) + %pT [%k(z)kT(z) _ g(z)gT(z)] p+ %hT(z)h(x)

Finalmente, sustituyendo el vector de co-estados p por el gradiente % y susti-

tuyendolo en la ecuacién (6.3), se obtiene la siguiente ecuacién de Hamilton-Jacobi-
Bellman-Isaacs:

oV (t,x) +8VT(t, x)
ot ox

T A T
1) VDN T @) — gta)o” ()] DD T i) = 0

2
(6.16)

Por lo tanto, el calculo de una ley de control por realimentacién del vector de estado
para sistemas afines en la actuacion puede hallarse mediante el siguiente teorema:

Sea un valor de la atenuacidn y > 0. Si existe una funcién escalar V(t,x) >
0 derivable que satisface la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman-Isaacs
(6.16), entonces el sistema en bucle cerrado correspondiente al sistema (6.9)
Junto con la ley de control (6.15) tiene ganancia Ly (desde w hasta z) menor
o0 igual a 7.

Este resultado serd utilizado en el siguiente capitulo para hallar la expresiéon de un
controlador para brazos manipuladores, cuyas ecuaciones de Fuler-Lagrange tienen la
particularidad de ser afines en la actuacion, siendo éstas los pares aplicados en las
articulaciones.
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Capitulo 7

Aplicaciones del Control Hy, No
Lineal a la Robdtica

7.1 Introduccion

En estos ultimos anos estdn surgiendo con mucho auge publicaciones en las que
se aplica la teoria de control H, no lineal expuesta en el capitulo anterior. Este
enfoque esta siendo empleado satisfactoriamente en distintos tipos de sistemas, como
por ejemplo, convertidores de potencia ([Kug99]), sistemas de orientacién de naves
espaciales ([Kan95]), procesos quimicos ([Li99]) o aplicaciones aeronduticas ([Har00]).

Sin embargo, el principal inconveniente de esta teoria radica en el hecho de que no
existen soluciones analiticas generales para las ecuaciones de Hamilton-Jacobi-Bellman-
Isaacs planteadas en el capitulo anterior, teniendo que ser resueltas para cada aplicacion
en particular.

Para paliar este inconveniente, en la actualidad se estan implementando métodos
numéricos ([Luk69, Har00, Con00]) que permiten integrar dichas ecuaciones, si bien
dichos métodos no son aplicables con caracter general.

De especial interés para esta Tesis son las numerosas aplicaciones realizadas a la
robdtica, area en la que se ha avanzado notoriamente, como puede observarse, entre
otros, en ([Che94, Fen94, Ast94, Maa95, Pos98)).

163
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En este capitulo se van a presentar las aportaciones de esta Tesis relacionadas con
esta materia, exponiendo a continuacién un resumen de las mismas.

La solucion analitica para el control H,, no lineal de robots manipuladores aportada
por Feng ([Fen94]) permite atenuar los efectos de perturbaciones en los pares de las
articulaciones. Sin embargo, este resultado (aplicado satisfactoriamente en [Pos98])
tiene principalmente dos inconvenientes:

1. Supone que las perturbaciones en los pares son de media nula. Esta hipétesis es
poco realista si se tiene en cuenta que el robot debe transportar una carga en su
elemento terminal, lo cual supone una perturbacion mantenida.

2. Supone que el modelo del robot es perfecto, asumiendo que las incertidumbres
pueden ser interpretadas como perturbaciones englobadas en el punto anterior.
Hay que hacer constar que, a pesar de realizar estas hipotesis en dicha referencia,
en ella se incluye una formulacién adaptativa basada en la dependencia lineal de
los pardmetros inciertos desarrollada por Slotine ([Slo88]) que permite atenuar el
efecto de las incertidumbres del modelo.

Las aportaciones de este capitulo estdn enfocadas a resolver estos dos inconve-
nientes:

1. Por una parte se ha modificado la ecuacién diferencial no lineal del error planteada
por Feng, incluyendo un nuevo término que permite penalizar la integral del error
de la posicion del robot. Se aporta también una solucion analitica a esta nueva
ecuaciéon (con una estructura similar a la solucién de la ecuacién original) y se
establecen condiciones para reformular el controlador en la forma de un PID no
lineal, en el que ademas de ponderar al error, a su integral y a su derivada, se
podra penalizar también a la senal de control que proporciona el controlador.

2. A pesar de la robustez del controlador anterior, hay que recordar que su formu-
lacion se ha basado exclusivamente en el rechazo a perturbaciones, suponiendo
un modelo perfecto. Para resolver este inconveniete, en este capitulo también se
aporta una solucion a este problema basada en una extension a sistemas no linea-
les del método conocido en robdtica como control con funciones de saturacion.

La validez de los controladores propuestos se comprobara primero con el modelo
de un robot de dos grados de libertad y posteriormente con el modelo de un robot
industrial.
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7.2 Enfoque de control H,, no lineal

En esta seccion se van a considerar sistemas no lineales afines tanto en la actuacién
como en las perturbaciones. La ecuacion dinamica de este tipo de sistemas puede ser
expresada de la forma:

(t) = f(z,t) + g (x,t)u(t) + k (z,t) w(t) (7.1)

donde u(t) es el vector de senales de entrada, w(t) se corresponde con el vector de
perturbaciones externas y z(t) es el vector de estados. Considérese que las dimensiones
de los vectores u, d y x son respectivamente p, ¢ y n respectivamente. Tal como
se expuso en el capitulo anterior, el comportamiento deseado del sistema puede ser
especificado por un vector objetivo z, de dimensién m + p, cuya energia se pretende
minimizar. El vector z va a ser expresado segun la expresion:

2=W { iz) } (7.2)

u

donde h(z) representa el vector (de dimensién m) de las senales de error cuya energia
se pretende hacer pequena y W es una matriz de ponderacién. Haciendo la hipotesis de
que los estados z(t) son accesibles (lo cual suele ser normal en robdtica, pues éstos estan
relacionados con las posiciones de las articulaciones), el problema de control subéptimo
H, no lineal puede ser formulado de la siguiente manera:

Dado un nivel de atenuacion vy, hallar una ley de control por reali-
mentacion del vector de estado u = u (x,t) tal que la ganancia Ly del sis-
tema desde las perturbaciones w(t) hasta el vector objetivo z(t) (tras haber
cerrado el bucle de control) es menor o igual a 7y, esto es:

4 2 4 2
[ R
0 0

El integrando del miembro de la izquierda en la desigualdad anterior puede ser
reescrito como ([Fen94]):

)2 = 2Te = [ W(a) T |WTW [ ) ]

donde la matriz de ponderacién W' W puede ser expresada de la siguiente manera:

WIW = [c?T g} (7.3)
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y donde las matrices () y R son simétricas y definidas positivas, cumpliéndose ademas
la siguiente desigualdad:
Q—-CR'C">0

A diferencia de la formulacién original, en este capitulo se va a considerar que las
matrices () y C tienen la siguiente estructura:

Q1 Q12 Qi3 - [ C:'1 -|
Q=1 Qu Q2 Qo C=1 Gy
[ Q13 Q23 3 J [ 3 J

En estas condiciones, se puede calcular la senal de control 6ptima u*(z,t) para el
sistema considerado a partir de la resolucion de la siguiente ecuacion diferencial en
derivadas parciales de Hamilton-Jacobi- Bellman-Isaacs (HIBI):

v oV 197V [ 1 r T Al
o T o @)+ 35 |k O @) — (@ )R @ )| 5
(7.4)
aTV -1 T 1 T ~ —1~T
———g(x. )R CTh(z) + S (2) (Q = CRCT) h(x) = 0

Resolviendo la ecuacién anterior para un valor de v > 1/ (R), se obtiene como
solucién la funcién escalar V (z,t), a partir de la cual de calculara la ley de control
6ptima para el valor de 7y elegido mediante la expresién ([Fen94)):

u' =R (CTh(x) + g7 (2,1) ‘Z—D (7.5)

7.3 Control H, no lineal de robots manipuladores

Como suele ser habitual en robética, para describir la dindmica de un brazo ma-
nipulador de n grados de libertad (GDL) se va a utilizar la siguiente ecuacién matricial
de Euler-Lagrange:

M(q)q+V (q,9) + G (q) =7+ dr, (7.6)

donde ¢ representa al vector de n coordenadas generalizadas (posiciones de las articula-
ciones del robot, que se suponen accesibles para ser medidas), § y ¢ se corresponden con
las velocidades y aceleraciones respectivamente de dichas coordenadas generalizadas, 7
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representa al vector de dimensiéon n de pares aplicado en los ejes de las articulaciones
(senales de entrada del sistema) y d, es considerado como un par adicional represen-
tando el efecto global de los errores de modelado del sistema y de las perturbaciones
externas. El significado del resto de elementos que aparecen en esta ecuacion es el
siguiente:

M(q) : matriz de inercias del robot (simétrica y semidefinida positiva)
V(g,q) : vector de términos centripetos y de Coriolis
G(q) : vector de términos gravitatorios

Como es bien sabido, para controlar un brazo manipulador es necesario calcular
los pares que hay que aplicar en las articulaciones del mismo para que éste siga una
trayectoria deseada. Si se representa a la posicién, velocidad y aceleracion de refe-
rencia de las articulaciones (las cuales deben ser proporcionadas por un generador de
trayectorias) como ¢,, ¢, y §, respectivamente, se puede calcular el error que se esta
cometiendo en cada instante de tiempo mediante las expresiones:

ezq_QT
e=4q—q
€=4q—4qr

t t
/edt=/<q—qr)dt

donde las expresiones anteriores se corresponden, de arriba a abajo, con los errores
se seguimiento de la aceleracion, de la velocidad y de la posicién de las coordenadas
articulares, ademas de la integral de estas tltimas.

Para plantear en este capitulo el control H,, no lineal del robot manipulador, se
define el vector de errores de seguimiento z(t), asi como su derivada, Z(t), de la siguiente
manera:

x(t) = e(t) T=| é(t) (7.7)

Nétese como, a diferencia de la formulacion original de Feng, en el vector de errores
se ha incluido un término con la integral del error, el cual permitird conseguir errores
en régimen permanente nulos frente a perturbaciones mantenidas en la entrada del
sistema.

Una vez elegida la representacién de la dindmica del robot mediante la ecuacion
(7.6), se propone una ley de control con la siguiente estructura:

T=M(q)i+V(g,9) +G(q) — (M (q) T3+ Clq.9)T2) + ju (7.8)
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donde el término C(q, ¢) debe ser calculado mediante la expresion:

C(q.4) = 1M (q) + N (¢, 9)

y donde a su vez las matrices M (q) v N (q,q) deben ser calculadas de la siguiente
manera:

. d aMZ
N, = = B 7.10

Nétese que, segiin su definicién, la matriz N(q, §) es antisimétrica. Esta propiedad
sera utilizada posteriormente en la demostracion expuesta en el apéndice C. Ademas,
puede demostrarse que ([Spo89, Qu96]):

Vi(g,q) = Clq,9)q

la cual es una propiedad muy conocida de los robots manipuladores.

En la estructura de la ley de control propuesta en (7.8) se observa que sus tres
primeros términos estan disenados para compensar la dindmica del robot (ver ecuacién
(7.6)). Por otra parte, aparecen términos que proporcionan par (senal de control)
en funcién de la magnitud del vector de error x(t) y su derivada @(t), pudiéndose
considerar esta parte de la ley de control andloga a un controlador externo disenado
con la conocida técnica de control por par calculado (ver figura 7.1). Finalmente, se
ha incluido un término u representando el esfuerzo de control adicional necesario para
atenuar el efecto de las perturbaciones.

La matriz T que aparece en dicha ley de control va a ser dividida en tres bloques:

T=[T T Ty]

donde se considerara T} = pl, siendo p un escalar positivo e I la matriz identidad de
dimension n.

Si se sustituye la expresién de la ley de control (7.8) en la ecuacién matricial de
Euler-Lagrange (7.6) que modela al robot y se define w = pd,, se obtiene que:

M(q)Ti(t) + O(q, §)Tx(t) = u(t) + w(?) (7.11)
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Esta expresién representa la ecuacion de la dindmica del error del sistema. Es una
ecuacién matricial no lineal de dimensién 3n, ya que los valores de las matrices M(q)
y C(g,q) no son constantes en el tiempo, sino que variardn su valor a medida que se
mueve el robot.

Notese la diferencia entre este enfoque y el enfoque clasico del conocido método del
control por par calculado ([Spo87, Lew93]), en el que el control por realimentacién se
utiliza precisamente para linealizar la ecuacion diferencial del error resultante.

Teniendo en cuenta la ecuacién no lineal del error (7.11), el problema de control
se puede plantear en los términos que se expusieron en la seccion 7.2, esto es, hallar
un controlador u de forma que la energia del vector objetivo z = W [h(z) u]" sea
atenuada respecto a la energia del vector de senales perturbadoras w, dada una relacion
de atenuacion .

Sin embargo, para poder utilizar los resultados tedricos expuestos en la seccion
anterior, es necesario reescribir la ecuacién dinamica del error obtenida en la forma
estandar del problema de control H, no lineal (ver ecuacién 7.1).

Si se definen las expresiones:

-M1C O O
f (517, t) - Toil %I - %T2 —I - % (T3 - TQ) Tox
0 I —1

Mfl
gz, t)=k(x,t)=T, | O
O

donde [ es la matriz identidad y O es la matriz nula, ambas cuadradas de dimensién
n, y siendo:

T T, Ty
T,=| 0 I I (7.12)
0O 0 I

resulta que la ecuacién dindmica del error (7.11) puede escribirse segin la formulacién
general (7.1).

Para plantear el problema de la forma indicada anteriormente, se disefa h(x) (ver
ecuacién (7.2)) como el vector de senales de error, esto es, h(z) = z. Una vez elegida
esta funcion, para calcular la ley de control u que consiga el objetivo propuesto habra
que obtener la solucién V' (z, t) de la ecuacién de HJBI planteada en la seccién anterior.
Esta solucion se halla a partir del siguiente teorema:
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Teorema: Sea V(x,t) la siguiente funcion escalar:

1 [M O O 1
V(x,t):§xTTOT[8 S}—/Y §;§;ij

donde S € R"™™ es una matriz constante, simétrica y definida positiva, Y y Z €
R™*™ son matrices constantes auziliares, M es la matriz de inercias del robot, y T,
corresponde a la expresion de la ecuacion (7.12). Sea T = [ T, Ty T; } la matriz
que aparece en la ecuacion dindmica no lineal del error (7.11). Si estas matrices son
tales que verifican la ecuacion:

0O Y S ) 7 L
Y 25 Z425 | +Q+ST'T—(C"+T) R (C"+T)=0
S Z+2S O 7

Entonces, la funcion V(z,t) satisface la ecuacion de HIBI (7.4) para un valor de
suficientemente alto.

Demostracion: Por claridad en la exposicién, la demostracion de este teorema se
realiza en el apéndice C .

Para poder calcular las matrices anteriores, se propone utilizar la siguiente metodologia,
de manera que se verifique la ecuacién (7.3):

1. Calcular las matrices 77 y 15 resolviendo las siguientes ecuaciones de Riccati:

1 - _ _ _
T (?I — Rl) T,-CR'\ -T/R'CT —CiR'CT +Qy = O

1 - _ _ _
TS (?I — Rl) Ty — CsR T3 —T{ R'Cy = C3R™'C{ + Qs = O

2. Utilizando los valores de T y T3 obtenidos del paso anterior, calcular la matriz
S dada por:

1 _ _ _ _
S=— (TlT <¥1 - Rl) T;—CiR'T; - T/ R'C{ — CiR7'CY + Q1>

3. Finalmente, una vez hallada la matriz S, calcular la matriz 75, resolviendo la
siguiente ecuacion de Riccati:

1 _ _ _ _
T <¥I - R_1> Ty — CoR™ T, — Ty RT'CT — CyR7'CY + Qo +25 =0
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Una vez halladas todas la matrices, ya es conocido el valor de V (z,t). Sustituyendo
esta matriz en la ecuacién (7.5), se obtiene una ley de control con la siguiente expresion:

oV (x,t)

u*(z,t) = —R* (CTx + g7 (,1) -

) R +T)  (713)

donde el valor de u* se corresponde con la senal de control éptima, segtn el criterio de
la ganancia Lo, desde las perturbaciones w hasta el vector objetivo z = W [z u]T, para
un indice 7 elegido con antelacion.

7.4 Ley de control como un PID no lineal

El objetivo de esta seccion sera el de reescribir la ley de control de forma que se
obtengan unos términos proporcionales al error de las coordenadas articulares, a su
integral y a su derivada.

Sustituyendo las expresiones de T', & y la de la senal de control 6ptima u* hallada
(7.13) en la ecuacién del controlador (7.8), se obtiene un par 6ptimo 7* con la siguiente
expresion:

T*:vaw_;(M[TQ 7 [i]wm) IR T)a

Teniendo en cuenta la definicién del vector de error z realizada en la ecuacién (7.7),
para hallar una ley de control en funcién de las senales de error, de su derivada y de su
integral s6lo habra que reescribir la expresion anterior, sacando factor comtin el vector
de error z, en la forma:

T=MG+V+G—1(M[T, T3 0]z+CTa+R"'(C"+T))x

o de forma mas compacta:

T = M(q) ¢ +V(a.d) +G(q) — (Kpé + Kpe + K [edt)
= M(q)§+Vi(g,4)+G(q) — K(q,4)x (7.14)

donde K es la matriz:
K: [ KD Kp K[ ]
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cuyos coeficientes Kp, K; y Kp tienen las siguientes expresiones:

Kp = (M3 +CTy+ R (G +T3)) (7.15)
K; S (CT+ R7H(C5 +T3)) (7.16)
Kp = 1 (MT,+CT+ R (Cf +T)) (7.17)

Noétese como la matriz K estd multiplicando al vector de error z en la ecuacion
(7.14). Teniendo en cuenta que este vector estd compuesto por la derivada del error, por
el error y por su integral (ver ecuacién (7.7)), este controlador puede ser interpretado
como una ley tipo PID, siendo sus coeficientes no lineales ya que sus valores dependen
de las posiciones y velocidades articulares, y por tanto varian en el tiempo.

Caso particular: Elecciéon de W diagonal

Un caso particular de diseno de la matriz de ponderacién W es elegirla diagonal,
de forma que las submatrices que componen la matriz WTW (ver ecuacién 7.3) se
correspondan con las siguientes expresiones:

Q= wQDIan
Q2 = w?DInxn
Q3 = w%Ian
R= wi[nxn
Q2 =Q13=Qa =0
Ci=Cy=03=0

donde wp, wp v wr son escalares que ponderan respectivamente a las derivadas de los
errores, a los errores y a las integrales de los mismos, y donde w, es otro escalar que
penaliza las actuaciones sobre las articulaciones del robot.

En este caso, las matrices T7, Ty y T3 pueden escribirse de la forma:

lep[
TQZHI
T3:/,LI

donde las expresiones de los parametros p, k y p pueden calcularse de la siguiente
manera:
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1. Calcular p y u resolviendo las siguientes ecuaciones

1 1
2 2
<’}/2 ’LUZ) v

11
2 2
Wl=-——|+w;j=0
(72 ?Uﬁ) o

2. Calcular la matriz S (que en este caso es un escalar) mediante la expresion:

1 1
5= (%)

3. Finalmente, calcular x resolviendo la ecuacién:

11
K> <—2——2)+w%+2820
v wy

Eliminando la matriz S en el anterior sistema de ecuaciones y resolviendo para p,
Ky p se obtiene que:

P S,
7= wy
w
K= 2“7 - w? + 2wpwy
Y wy,
PR
7= wy

Finalmente, la sustitucion de estos valores en las expresiones generales de Kp, K;
y Kp calculadas anteriormente da lugar a:

Jwd + 2 1
Kp— YLy Y We T 2Wpts (C’+—I>

wp wp w2
1
Klzﬂ<c+—21>
Wp u
Vws + 2 1
Kp =YY~ UM+ C+—T
Wp

u

Obsérvese cémo en este caso particular, las ganancias no dependen del pardmetro

v. Estas seran las expresiones que se utilizardn en el experimentos expuestos en las
secciones 7.6 y 7.7.
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Por tltimo, comentar que, como es de suponer, la solucién presentada por Feng (la
cual también sera implementada a modo de comparacion en los experimentos realiza-
dos) es un caso particular de las expresiones expuestas, obteniéndose dicho controlador
simplemente anulando el pardmetro de diseno w;. Por lo tanto, el controlador de Feng
puede ser reinterpretado como una ley de control por par calculado con un controlador
externo PD no lineal.

7.5 Robustificacion de la ley de control

Como se comentd en la introducciéon, a pesar de la robustez del método expuesto en
la seccién anterior, en dicho método se supone un conocimiento total de la dinamica
del robot, incluyendo en un mismo término d, (ver ecuacién 7.6) los efectos de las
perturbaciones (pares perturbadores sobre las articulaciones) y de las incertidumbres
del robot (dindmicas no modeladas, errores en la estimacién de pardmetros, etc.). Por
tanto, este método esta claramente indicado para el rechazo de perturbaciones, no
abordando el problema de las incertidumbres del sistema.

Puesto que esta hipotesis no es excesivamente realista, en esta seccién se propone
anadir al controlador disenado en la seccién anterior una senal de control adicional
que aumente la robustez del sistema respecto a errores de modelado. Para ello se
va a exponer una extension a sistemas no lineales del método conocido como control
con funciones de saturacidn. En ([Sag99]) puede encontrarse una buena exposicién
de las distintas formas en las que se puede implementar este método basandose en la
obtencién de ecuaciones lineales del error.

A continuacién se expone un resumen de este método para sistemas lineales basado
en la exposicién que se realiza en ([Spo89]), para después aplicarlo a la ley de control
obtenida en la secciéon anterior:

Método de control de robots con funciones de saturacién

Sea la dindmica de un robot a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange de la
ecuacién (7.6) y sean M(q), V(q,4) vy G(q) las estimaciones de las matrices M(q),
V(q,q) v G(q) respectivamente. Dado que la dindmica real del robot no podré ser
conocida con total exactitud, siempre existiran diferencias entre las matrices supues-
tamente reales y las matrices estimadas. Como el disenio del controlador se basara en
el conocimiento que se tiene del modelo (matrices estimadas), este método propone
generar una sefial de control que tenga en cuenta los errores de estimacién de estas

matrices suponiendo que se pueden obtener cotas superiores de dichas incertidumbres.

Para ello se realizan las siguientes hipétesis:
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e sup,s, ||Gr|| < @1 < oo: esta hipétesis supone que el generador de trayectorias
del robot no va a proporcionar una referencia en aceleracion infinita, lo cual es
bastante 16gico desde el punto de vista fisico.

~

e |E(q)] = |IM(q)""M(q) — I]] < a < 1 para algin valor de a. Nétese que la
definicién de E(q) se corresponde con la incertidumbre multiplicativa de la matriz
M(q), de forma que si la estimacién de esta matriz fuera perfecta (M(q) = M(q)),
el valor de F(q) seria nulo. Esta es la condicién mads restrictiva, por lo que
se deberan estimar bien las inercias del robot para hacer el valor de a lo mas
pequeno posible. No obstante, siempre es posible hallar una matriz M(q) que
cumpla dicha condicién. De hecho, como M (q) es definida positiva ([Cra89]) para
cualquier valor de ¢, siempre es posible hallar dos valores reales positivos M y M

tales que: o
M < |[M(g)7'|| < M Vge®
- 2
Con lo que disenando M = ———— [,,,,, se obtiene que:
+ M
. M—-M
E@|=IM@) "M@ —I||< =——==a<1
1E(q)|| = [[M(q)~ M(q) ||_M+M <
e |[AN(q,9)| = ||AV(q,q) — AG(q)|| < ¢(z,t) para alguna funcién conocida

¢(x,t) acotada en el tiempo, siendo en este caso z(t) = [é(t) e(t)]” (obsérvese la
diferencia respecto a la definicion realizada en la ecuacién (7.7)) y

AV(g,q) = V(g q)
(q) q

AG(qg) = Gl(g) —Glq

()

Noétese céomo AN (g, ¢) no es mas que la definicién de la incertidumbre aditiva de
los términos de aceleraciones centripetas y de Coriolis (AV (g, ¢)) y gravitatorias
(AG(q)) , de manera que si las estimaciones de V(q,q) y G(q) fueran perfectas,
el valor de AN(q, ¢) seria nulo.

Una vez obtenidos los valores de estas cotas, el método propone utilizar la estruc-
tura del control por par calculado (ver figura 7.1), donde se intenta linealizar por
realimentacién utilizando las matrices estimadas. Si la estimacién fuera perfecta y se
utilizara una ley de control externa tipo proporcional mas derivativo (con matrices de
ganancias constantes Kp y Kp respectivamente), la dindmica del error del sistema li-
nealizado en bucle cerrado quedaria definida por la siguiente ecuacion diferencial lineal:

(1) = Az(t) = (A — BK)a(t) (7.18)

donde las matrices A, B y K son constantes y tienen la siguiente expresion:

A:|:0n><n Onxn:| B:|:In><n:| K:[KD KP]

Ian Oan Oan
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Notese que en este caso, sélo habra que disenar K para especificar la dindmica del
error, haciendo que la matriz A posea los autovalores deseados.

_—— e —— e — e —_— —_—

' Sstema linealizado

q | Q |

. Controlador | I
X \% + T+ »

(i?;e;;%cr)zaie % lineal > K@) > Robot |
4 4 ) externo | e

A A

| I

I - |

| N@.d) |, |

| I

| |

— e e o 4

Figura 7.1: Esquema de control por la técnica de par calculado.

Debido a que la estimacion no puede ser perfecta, este método propone el siguiente
algoritmo para obtener una senal de control v aplicada al sistema linealizado (ver figura

(7.1)):

1. Disenar una ley de control externa v de la forma:
v(t) = G, (t) — Kz(t) + Av(t) (7.19)

donde K = [K Kp]| es la matriz del control PD externo disenado anteriormente
y Av(t) es un incremento de senal de control que atenia los efectos de la incer-
tidumbre estimada del sistema . Como es facil de adivinar, el objetivo final de
este método serd calcular una expresion de Awv que consiga el proposito deseado.

En este punto es interesante observar que la ecuacion dinamica del error obtenida
al linealizar con las matrices estimadas y realimentar con el PD externo tiene la
siguiente expresion:

i = Az + B(Av + 1) (7.20)

donde
n = EAv+ E(§, — Kx) + M AN (7.21)

Es ilustrativo ver ¢cémo la ecuacién (7.20) indica que en caso de que la incer-
tidumbre fuera nula (lo cual implicarfa n = 0), se ha de anular el término Av
para obtener la ecuacién de la dindmica del error original (ver ecuacién (7.18)).

2. Dada la ecuacién dindmica del error del paso anterior, donde la matriz A es Hur-
witz, supéngase que se puede hallar una funcién escalar continua p(x,t) acotada
en el tiempo tal que satisface las siguientes desigualdades:

Inll < p(=,1) [Av]| < p(z, ) (7.22)
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Notese que lo que indica la primera expresién de la ecuacion (7.22) es simplemente
que la incertidumbre del sistema puede ser acotada superiormente. En tal caso, la
funcién p(z,t) podria ser definida implicitamente. Para ello, teniendo en cuenta
las tres hipétesis realizadas anteriormente, se puede obtener que:

0]l = |1EAv+EG—Kz—M™ AN < ap(z, t) +a@Qi+ || K| z]|+M(z, 1) = p(a,1)

De la expresion anterior se puede despejar p(x,t), resultando:

MLUZIIQ@rWKWW+MW%m (7.23)

—

3. Dado que se debe haber elegido K de forma que la matriz dindmica del error
A = A — BK sea Hurwitz, elegir una matriz Q,,, simétrica definida positiva y
hallar la tnica solucion P, ., simétrica definida positiva de la siguiente ecuacion
de Lyapunov:

ATP+PA+Q=0 (7.24)

4. Escoger el término Awv(t) con la siguiente expresién:

BTPx
- t) ——— si ||BTPzx|| >
Au(t) = (7.25)
— t
=Y prpy s |BTP| < ¢
€
donde € < 1. Nétese como se ha linealizado esta ley de control para valores
de || BT Pz|| inferiores a € para evitar el efecto de las vibraciones (traduccién del
término anglosajon chattering).

La idea propuesta en esta seccién es hacer extensivo este método (al que se denominara
método estandar) a la ley de control PID no lineal aportada en la seccién anterior. El
argumento de esta idea se basa en que el controlador PID no lineal propuesto tiene un
estructura similar a la del método recién expuesto. Sin embargo, en este caso habra
que tener en cuenta las siguientes consideraciones:

e La matriz del control externo K en el método estandar consta sélo de dos sub-
matrices (Kp y Kp), dado que es un controlador tipo PD, mientras que en la
modificacién propuesta, la matriz K debe constar de tres elementos (Kp, Kp y
K;), debido a que es un controlador tipo PID.
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e La matriz dindmica del error A = A — BK en el método estindar es constante,
ya que la ecuacién diferencial del error es lineal con coeficientes matriciales (A,
B, K) constantes. Sin embargo, el controlador PID no lineal propuesto en la
seccién anterior se obtiene a partir de considerar una ecuacién diferencial no
lineal de la dinamica del error, lo cual se traduce en que tanto la dinamica del
error del sistema (ver ecuacién (7.11)) como las ganancias Kp, Kp y K del
PID (ver ecuaciones (7.15),(7.16) y (7.17) ) son variables con el tiempo (ver las
expresiones de estas iltimas en la seccién anterior).

Este tltimo punto es especialmente importante, ya que el hecho de considerar A
constante permite plantear la ecuaciéon de Lyapunov (7.24), de cuya solucién P depen-
derd el incremento de control Av(t) deseado. Sin embargo, en el caso del PID no lineal
la dindmica del error en bucle cerrado sera claramente no lineal, lo cual complica el
planteamiento del método estindar. Este inconveniente puede ser solventado teniendo
en cuenta que:

e A pesar de que la dindamica del error al aplicar el control PID es no lineal, si se
tiene garantizado que para el modelo nominal es asintéticamente estable.

e La ecuacién de Lyapunov en el caso lineal se obtiene de suponer una funcién
potencial cuadratica de la forma:

V(z) = 2" Px

Es interesante observar como la solucién P de dicha ecuaciéon aparece en la ex-
presiéon de Av(t) mediante la conocida expresién del control éptimo B” Px.

Teniendo en cuenta las anteriores consideraciones junto con el hecho de que la matriz
P es simétrica, se puede hacer una analogia entre el control 6ptimo lineal y no lineal
([Hel99]), comparando las leyes de control obtenidas en cada caso:

Lineal No lineal
oV (z,1)
_BTPT _ T )
v g ox

Basdndose en esta analogia, es posible reformular el método estandar dando lugar
a la metodologia propuesta en esta seccion.

Modificacién del método de control de robots con funciones de saturacién

Sea la dindmica de un robot a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange de la
ecuacién (7.6) y sean M(q), V(q,q) vy G(q) las estimaciones de las matrices M(q),
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V(g,q) v G(q) respectivamente. Asumiendo las mismas hipétesis que en el método
estandar, seguir el siguiente algoritmo para obtener una senal de control v aplicada al
sistema linealizado con la ley de control de la ecuacién (7.14)(ver figura (7.1):

1. Disenar una ley de control externa v de la forma:
v(t) = G- (t) — Kx(t) + Av(t) (7.26)

donde K = [Kp Kp K| es la matriz del control correspondiente al PID no lineal
que aparece en la ecuacién (7.14) y donde Awv(t) tiene el mismo significado que
en el método estandar. Siguiendo el mismo método expuesto en ([Spo89]) para el
controlador externo tipo PD lineal, en este caso se puede hallar una expresion de
la dindmica del error en bucle cerrado, andloga a la ecuacién (7.20), de la forma:

i = f(z,t) + B(Av +n) = A(q,¢)z + B(Av +n) (7.27)

donde f(z,t) = A(q,¢)x(t). En este caso, la matriz dindmica del error es
fl(q,(j) = A — BK(q,q), donde A y B son las mismas matrices que aparecen
en la ecuacién (7.18). Nétese que la dependencia del tiempo del vector f(x,t) se
obtiene a través de la variacion temporal de las posiciones y velocidades articu-

lares.

2. Hallar una funcién escalar p(e,t) mediante la expresiéon (7.23), donde se ha
supuesto que se cumplen las desigualdades (7.22). Notese que en este punto
s6lo se estan acotando las incertidumbres, las cuales son las mismas independi-
entemente del método que se utilice.

3. Dado que se debe haber elegido K de forma que en el caso nominal (incertidum-
bres nulas) la dindmica del error en bucle cerrado f sea estable, hallar una funcién
escalar V(x,t) > 0 que sea solucién de la ecuacién:

oV (x,t) N OtV (x,t)
ot Ox

siendo f(z,t) = A(q, ¢)x(t).

4. Finalmente, para completar la ley de control de la ecuacién (7.26), escoger el
término Awv(t) con la siguiente expresion:

flr,t) <0 Va0 (7.28)

( BTaV(l‘,t) av( t)
_ Oz : TV OIS
pla.t) BT IV (z,t) si B oz =
Av(t) = | dx (7.29)
—p(x,t) BTBV(x,t) o BT@V(:E, t) —
{ € Oz Oz
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donde se ha vuelto a linealizar este incremento de control a partir de un valor de
OV (1)

la cota de || BT === (=.) || menor que e, siendo este dltimo valor mucho menor que la

unidad.

La demostracién de la estabilidad del sistema resultante aplicando (7.29) puede
realizarse utilizando el segundo método de Lyapunov, de forma similar al planteamien-
to para sistemas lineales. Para ello, supéngase una funciéon escalar positiva
V(z,t), tal que satisface la ecuacién (7.28). Evaluando la derivada temporal
(absoluta) de esta funcion se obtiene que:

dVi(z,t)  OV(x,t) I"V(x,1) .
& - o a0

Teniendo en cuenta la ecuacién (7.27) se tiene que:

dV (z,1) B oV (z,1) " aTV(iEat) (f( t)+ B (Av+n))

dt B ot ox
otV (z,t)

donde se ha aplicado que V(x,t) cumple la ecuacién (7.28). Para que la derivada
temporal de V' (z,t) sea negativa se ha de tener que:

0TV (x,t)

B (A <
e (Av+n) <0

de donde se ha de elegir Av de forma que:

o'V (x,t

T
OV ) pry < - ) By

o0x o0x

Teniendo en cuenta que la norma de 7 estd acotada por la funcién p(x,t) (ver
ecuaciéon (7.22)) y tomando el caso més desfavorable, en el que los vectores

TV (z,t . . - s .
BT% y n tengan la misma direccién, se deduce que Awv se tiene que ele-
. . .-, T 7
gir en la direccion opuesta a a‘gig”’t)B (para contrarrestar a 1) y con mdédulo

p(x,t), esto es:

8V(a§ t)
ox

que es la expresion que aparece en la ecuacién (7.29).
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Debido a la complejidad de la expresion de la ecuacién de HJBI, atin no se dispone
de una expresion analitica de la funcién escalar V'(z, t). Para resolver este inconveniente
y poder implementar este controlador, esta funcién ha sido linealizada en cada punto
de operacién (t,,x,) (utilizando los resultados de la conjetura de Aizerman ([Vid93]),
donde se ha supuesto que la derivada respecto al tiempo es suficientemente pequena
respecto a la derivada espacial), a través de la solucién de una ecuacién de Lyapunov:

AP+ PA, +Q =0

donde @ vuelve a ser una matriz simétrica definida positiva y A4, es el jacobiano del
vector f(x,t) evaluado en el punto (,,x,):

t=to,x=To

En las siguientes secciones se expondrd como este método ha sido implementado
con éxito utilizando tanto un modelo académico de un robot de 2 GDL al que se le han
supuesto incertidumbres aleatorias del 20% en cada uno de sus parametros, como en el
simulador de un robot industrial donde para disenar el controlador se ha considerado
un modelo nominal simplificado.

7.6 Aplicacién a un robot de 2 GDL

Para comprobar la validez de los esquemas de control propuestos, en esta seccién se
van a presentar los resultados de simulacion obtenidos al aplicarlos al modelo de un
robot de dos grados de libertad.

En la figura 7.2 se muestra un esquema del robot considerado. Como se observa,
es una estructura plana compuesta por dos eslabones y dos articulaciones de rotacién.
Las caracteristicas de cada eslabén i (i = 1,2) son su masa (m;), su longitud ([;), la
posicién de su centro de gravedad (l.;) y su inercia (I;).

El vector de coordenadas articulares en este brazo manipulador estda compuesto por
los angulos ¢; y ¢» v a los pares aplicados en dichas articulaciones se les denominaran
Ty Y To respectivamente.

Las expresiones de las matrices de la ecuacién matricial de Euler-Lagrange de la
ecuacion (7.6) en este robot en particular son las siguientes:

myl? + mo (12 + 12 + 2lylg cos qo) + I + Iy mo (1% + 11l cos qo) + Iy

M =
(a) my (1% + L1l cos go) + I malZ, + I
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20=z1

Figura 7.2: Robot de dos grados de libertad.

— (242421 +3) }

V(q,4) = malileosingo [
q;

(male + maly) cos qr + males cos (q1 + ¢2)

Ga) =g }

Mmales cos (¢1 + ¢2)

A partir de estas expresiones se pueden calcular las matrices M(q,q) vy N(q, q), tal
como se indica en las expresiones (7.9)y (7.10). Estas son los siguientes:

. . . 2Go
M (q,q) = —malileysin gy [ 2 %2 ]
q2
: . C 0 —1
N (q,q) = malilesingy (fh + 5(]2) 1 0

Finalmente, conociendo las expresiones de estas dos matrices se puede calcular el
valor de C(q, §):

2

C(g,9) = $M + N = mylilosin gy [ _‘1(112 _QQO_ ! ]

Los valores nominales que se han escogido para los distintos parametros del robot
han sido los siguientes:
ll = l2 =1m
lcl = ZCQ =0.5m
m; =mo =3 Kg
Il = IQ = (0.2536 Kgm2
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A lo largo de esta seccion se van a presentar los resultados de cuatro experimentos,
que en orden de aparicién seran: control por par calculado clasico, control PD no
lineal propuesto por Feng, control PID no lineal propuesto en la seccién 7.4 y control
utilizando la metodologia de la seccion anterior, al cual se le identificara en la figuras
7.8 y 7.14 como PID NLS'.

En todos ellos las referencias de las coordenadas articulares han sido calculadas
por un generador de trayectorias mediante un polinomio de quinto orden, desde una
posicién inicial para ambas articulaciones de 0 rad hasta una posicién final, también de
ambas articulaciones, de 7 rad/s. En el calculo de los coeficientes del polinomio se han
impuesto condiciones de velocidades y aceleraciones nulas tanto en el instante inicial
como en el final, siendo el tiempo de transicion de 2 segundos para ambas articulaciones
(ver figura 7.3).

Para comprobar la robustez de los distintos controladores, en la implementacion del
modelo del robot se ha considerado una desviacién maxima del 20% de todos y cada
uno de sus parametros, mientras que los controladores han sido disenados basandose
en los pardmetros nominales del robot. La desviacién de los parametros ha sido elegida
de forma aleatoria con una distribucién uniforme. Ademas, para evaluar el compor-
tamiento ante perturbaciones externas, en los experimentos se ha introducido un par
constante de 7 Nm en la primera articulacion en el instante ¢ = 1 s y otro de 2 Nm en
la segunda articulacién en el instante ¢ = 0.7 s, considerandose ambas como perturba-
ciones mantenidas.

En la figura 7.3 se muestran las referencias de las trayectorias (expresadas en grados)
de cada una de las articulaciones. Debido a que la magnitud de los errores en todos
los experimentos es muy pequenia respecto a la magnitud de la referencia, en este tipo
de figura no se observaria diferencia alguna entre la trayectoria de las articulaciones
y su referencia, por lo que no se van a exponer mas figuras de este tipo. En su lugar
se mostraran graficas en las que se representan los errores obtenidos en los distintos
experimentos, los cuales si van a poder ser claramente comparados.

En la figura 7.4 se presentan los resultados conseguidos mediante la técnica cldsica
del par calculado utilizando un controlador externo tipo PID lineal (ver figura 7.1).
Este controlador ha sido sintonizado de forma que el tiempo de establecimiento del
error sea del mismo orden del obtenido en el resto de experimentos.

Como puede observarse, el error maximo en posiciéon que se obtiene con este con-
trolador es del orden de 8 x 10~ rad, mientras que el maximo en velocidad es del orden
de 3 x 1072 rad/s.

El siguiente controlador a considerar es el PD no lineal propuesto por Feng. Para

!Las siglas NLS hacen referencia a No Lineal con funciones de Saturacion.
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Figura 7.3: Trayectoria de referencia de las articulaciones.

- Error en posicion -
gX10 . . . ‘p ! . . . Error en velocidad
0.03 T T T
002 B
001} 4
= 1@
g 2
o g o L;..:C}f
I
o |
o
&
-001f B
2 1
L . . . | -0.02 B
6 I I | I I | I | | 003 1 I I I 1 | 1 | 1
0 1 2 3 4 5 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
tiempo (s) tiempo (s)
Pares
70 T T T T T T T T T
E
2 =
=
20 .
10 —
0
_10 I | | I | | I | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
tiempo (s)

Figura 7.4: Resultados con técnica par calculado cldsico.
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disefiarlo se ha considerado una matriz de ponderacion W (ver ecuacién (7.3)) de forma
que WTW sea diagonal. La eleccién de los pardmetros realizada para este experimento
se refleja en la tabla 7.1, mientras que los resultados obtenidos con este controlador se
presentan en la figura 7.5. Notese como la reinterpretacion del controlador como un PD
permite sintonizar la matriz de ponderacién atendiendo a las mismas ideas intuitivas
desarrolladas en la teoria de control lineal.

Senal a ponderar Matriz de ponderacion
Derivada del error: é Q1 = (%)2 1

Error: e Q=1

Esfuerzo de control: u R =0.01%1

Tabla 7.1: Matrices de ponderacion para controlador PD no lineal.

X107 Error en posicion X107 Error en velocidad
i i i i i T T T T

q-q, (rad)
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i i i i i i i i _. i i i i i i i i
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
tiempo (s) tiempo (s)

70
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20

| | | I | 1 | |
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Figura 7.5: Resultados con controlador PD no lineal.

Al margen de que los errores maximos obtenidos tanto en posicién (del orden de
4 x 107* rad) como en velocidad (del orden de 7 x 10™* rad/s) sean aproximadamen-
te la mitad que los conseguidos en el caso anterior, se quiere resaltar como principal
caracteristica de estos resultados el hecho de que se genere un error en régimen perma-
nente no nulo cuando la perturbacion en el par es mantenida. Como se expuso en la
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introduccién del capitulo, esto puede ser significativo si el robot debe transportar una
carga pesada en su elemento terminal.

Para anular el error en régimen permanente, a continuacién se exponen los resulta-
dos de disenar el controlador PID no lineal propuesto en la seccién 7.4. Para ello, a las
matrices de ponderacion elegidas en el caso anterior se ha anadido la correspondiente
a la penalizacién de la integral del error. En la tabla 7.2 se muestra la eleccién de
parametros elegida para este experimento, mientras que sus resultados se exponen en

la figura 7.6.

Tabla 7.2: Matrices de ponderacién para controlador PID no lineal.

x10°

Senal a ponderar Matriz de ponderacion
Derivada del error: é 1= (%)2 I

Error: e Q=1

Integral del error [edt Qs = 2%1
Esfuerzo de control: u R =0.01%1

Error en posicion
T T T

x10™ Error en velocidad
; ; ; ; :

ap - ap, (rad/s)

5
tiempo (s)

70

|
5 6
tiempo (s)

60
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30+
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ok

-10

I L L
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Figura 7.6: Resultados con controlador PID no lineal.
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Los aspectos a destacar de este experimento son dos: por una parte se ha conseguido
dividir por tres el error maximo en posicién (del orden de 1.4x 10~ rad) mientras que el
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de velocidad no presenta grandes variaciones; por otra parte, se ha conseguido anular el
error en régimen permanente de ambas articulaciones con un tiempo de establecimiento
del mismo orden que el obtenido con la técnica del par calculado clasico. Notese que,
al igual que sucedia en el controlador anterior, interpretacion del controlador como un
PID permite sintonizar la matriz de ponderacion segin las ideas intuitivas del control
lineal.

Por 1ltimo, a continuacién se van a exponer los resultados del diseno del controlador
PID no lineal anadiendo el método de robustificacién propuesto en la seccién 7.5.

Las matrices de ponderacién para la parte del PID no lineal son las mismas que
se expusieron en la tabla 7.2, mientras que el valor del resto de parametros necesarios
para hallar la funcién p(z,t) de este controlador han sido disenados de la siguiente
manera:

e Para el valor de () se ha tenido en cuenta el valor singular maximo de la referencia
en aceleracion. En funcion de éste, el valor elegido ha sido ; = 6.505.

e El cédlculo de a se ha realizado explorando numéricamente el valor singular
méximo de la incertidumbre multiplicativa de la matriz de inercias (E(q) =
M(q)~"M(q) — I) para distintos valores de las posiciones articulares. El valor
adoptado para este parametro ha sido o = 0.7053.

e Elvalordelanormade K = [Kp Kp K] se ha obtenido explorando numéricamente
el valor singular maximo de dicha matriz para los distintos valores de las posi-
ciones y velocidades articulares en cada paso de integracion.

e Respecto al valor de la cota M, ésta se ha calculado numéricamente como el
maximo valor singular de la inversa de la matriz de masas estimada evaluada
para distintos valores de las coordenadas articulares. El valor asignado a este
parametro ha sido 3.5981.

e El diseno de ¢(x,t) se ha basado en el hecho de que se pueden acotar de forma
independiente tanto ||[AV (g, )|l como ||AG(q)|| ([Lew93]), de forma que:

Ve, o)l < llel?
Gl <

Puesto que ¢(x,t) debe acotar superiormente a ||AN(q, ¢)||, se tiene que:
IAN] = [[AV + AG|| < [AV]| + |AG]| < wllél* + 7, = é(x. 1)

Los valores de v, y 7, también han sido hallados numéricamente, asigndndoles
unos valores a dichos parametros iguales a 26.683 y 1.7266 respectivamente.

e Finalmente, el valor de ¢ elegido ha sido 107°.
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En la figura 7.7 se muestran los resultados conseguidos con este controlador, de
los que cabe destacar como ademads de seguir manteniendo nulo el error en régimen
permanente, se vuelve a dividir por dos el error méximo tanto en posicién (del or-
den de 5 x 107° rad) como en velocidad (del orden de 2 x 10~* rad/s) respecto al
anterior controlador con un tiempo de establecimiento no muy superior al conseguido
anteriormente.

x10° Error en posicién
! ! ! x10™ Error en velocidad
2 T T T

~
T
I
°
2
T
L

o
T

T

q-q,(rad)
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tiempo (s) tiempo (s)
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10+ +
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Figura 7.7: Resultados con controlador PID no lineal robustificado.

Para tener una imagen mas clara de los beneficios conseguidos con los controladores
propuestos, en la figura 7.8 se muestran unas gréaficas de barras en las que se comparan
los érdenes de magnitud de los errores maximos tanto en posicion como en velocidad.
En esta figura puede observarse claramente la bondad de los controladores disenados
a lo largo de este capitulo.

Finalmente, hay que senalar que la magnitud de los pares resultantes con todos los
controladores es aproximadamente la misma.
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Figura 7.8: Comparacién de los resultados con los distintos controladores.

7.7 Aplicacién a un robot industrial

Como segunda aplicacion, en esta seccién se presentan los resultados de simulacién
obtenidos al aplicar las distintas técnicas de control expuestas en este capitulo a un
robot industrial.

7.7.1 Descripcion del robot

El robot en concreto es el RM-10 ([Sys91]), cuya apariencia se muestra en la figura
7.9 junto con un esquema del mismo. Es un brazo manipulador de seis grados de
libertad, siendo todas sus articulaciones de revolucion. El par de control en cada uno
de sus ejes es proporcionado por un motor de corriente continua sin escobillas con una
inercia pequena. Estos motores son capaces de aplicar un par elevado en cada una de
las articulaciones, permitiendo asi un control donde se requiera grandes picos en los
valores del par solicitado. Los motores estan acoplados a los ejes del brazo manipulador
a través de reductoras de engranajes, siendo por tanto un robot de accionamiento
indirecto. Las articulaciones también estan provistas de frenos eléctricos para poder
bloquear al robot en cualquier posicion.

La medida de la posiciéon del brazo manipulador se obtiene a partir de unos sen-
sores inductivos de dos polos acoplados a cada motor. El controlador original del robot
utilizaba una arquitectura basada en un bus VME, incluyendo tarjetas de control in-
dependientes para cada uno de los ejes. Esta estructura ha sido modificada para poder
implementar controladores propios. Esto se ha llevado a cabo manteniendo la parte
de potencia y las tarjetas de cada eje, e introduciéndo una nueva tarjeta de control en
tiempo real modelo DS1103 (]MOQO98]), de la marca comercial dSPACE ([Imp99]), en
la que son implementadas las leyes de control. Esta tarjeta de control estd insertada en
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(a) Fotografia (b) Esquema

Figura 7.9: Robot manipulador RM-10.

una ranura de expansién del bus de un PC comercial, el cual dispone de un PowerPC
a 333 MHz como procesador principal, ademas de un DSP adicional para gestionar las
senales de entrada/salida del controlador del robot.

7.7.2 Resultados de simulacion

A continuacién se presentan los resultados de implementar las distintas metodologias
de control expuestas en este capitulo en un simulador suficientemente contrastado de
este robot ([Per99]). Los controladores han sido disenados basindose en un modelo
simplificado del robot, donde se han obviado, entre otros, los efectos de la friccion de
las articulaciones (que si estan incluidos en el simulador del robot).

Como idea representativa del peso del robot, en la tabla 7.3 se exponen las masas de
cada uno de los eslabones del robot. El resto de parametros, asi como sus ecuaciones
dindmicas pueden ser encontradas en ([Per99]).

En este trabajo sélo se han controlado las tres primeras articulaciones del brazo
manipulador, habiéndose mantenido fijas las tres tltimas. Notese que las articulaciones
controladas son las correspondientes a los eslabones de mayor peso, correspondiendo
las tres ultimas no controladas a la muneca del robot. Esta eleccién ha sido realizada
teniendo en cuenta que practicamente no existird acoplamiento dindmico entre ésta (de
pequenas dimensiones) y el resto del brazo.
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N Eslabén | Masa (Kg)
38.65
51.80
84.10
33.89
7.36
5.00

S| O = W ND|—

Tabla 7.3: Masas de los eslabones del robot RM-10.

De nuevo las trayectorias proporcionadas al robot han sido generadas utilizando un
polinomio de quinto orden, con especificaciones de velocidades y aceleraciones nulas
tanto en el instante inicial y como en el final. Las posiciones de referencia iniciales han

sido [ Q1 Q2 Q3 ] = [ 0 -2 0 } rad, mientras que las finales fueron [ Q1 Q2 Q3 } =
15 5 % } rad. Para probar la eficacia del efecto integral se han introducido unos

pares constantes de 100 Nm en las tres articulaciones, siendo estos aplicados en los
instantes t = 0.5s,t =158y t=1.5s en las articulaciones 1, 2 y 3 respectivamente.

Al igual que se realizé con el robot de dos grados de libertad, para realizar compara-
ciones se ha disenado un controlador utilizando la técnica de par calculado cldsico con
una ley de control externa tipo PID lineal. En la figura 7.10 se presentan los resultados
de aplicar este controlador, observandose un error maximo en posicién del orden de
0.15 grados, mientras que el maximo de velocidad es del orden de 0.03 rad/s.

El siguiente controlador implementado ha sido el correspondiente al PD no lineal,
para el cual se ha vuelto a elegir una matriz de ponderacién W tal que WIW es
diagonal, exponiéndose en la tabla 7.4 el valor de sus parametros.

Senal a ponderar Matriz de ponderacién
Derivada del error: é Q= (%)2 1

Error: e Q=1

Esfuerzo de control: u R = 0.005%1

Tabla 7.4: Matrices de ponderacion para controlador PD no lineal.

Los resultados obtenidos con este controlador se exponen en la figura 7.11 donde,
como puede observarse, los errores maximos son comparables con los del controlador
anterior, si bien en este caso se tienen errores en régimen permanente no nulos.

En la figura 7.12 se muestran los resultados al implementar el controlador PID no
lineal propuesto en la seccién 7.4. Para disenarlo simplemente se ha anadido a los
parametros del controlador anterior el correspondiente a la integral del error. En la
tabla 7.5 se muestran los valores de los pardametros de diseno para este experimento.
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Figura 7.10: Resultados con técnica par calculado cldsico.
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Figura 7.11: Resultados con controlador PD no lineal.
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Figura 7.12: Resultados con controlador PID no lineal.
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Senal a ponderar Matriz de ponderacion
Derivada del error: é Q1= (%)Z 1

Error: e Q=1

Integral del error [edt Qs = 321
Esfuerzo de control: u R = 0.005%1

Tabla 7.5: Matrices de ponderacion para controlador PID no lineal.

Como puede observarse, con este controlador se atenuan ligeramente los errores
méximos tanto en tanto en posicién (del orden de 0.13 grados) como en velocidad (del
orden de 0.06 rad/s) respecto al controlador anterior, proporcionando ademds error en
régimen permanente nulo.

Por ultimo, a continuacién se presentan los resultados al anadir al controlador PID
no lineal el método de robustificacion propuesto en la seccion 7.5. Los parametros para
dicho método han sido calculados computacionalmente, de manera similar a la realizada
con el robot de 2 DGL del ejemplo anterior. Simplemente indicar como parametro de
diseno més caracteristico de este método que el valor de € adoptado ha sido de 0.1.

Los resultados de este experimento se presentan en la figura 7.13, donde puede
observarse una disminucién dréstica tanto del error maximo en posicion (del orden de
0.025 grados) asf como el de velocidad (del orden de 3 x 1073 rad/s). Nétese cémo
este controlador ha disminuido los errores de pico en un orden de magnitud.

Al igual que se hizo como el ejemplo anterior, en la figura 7.14 se muestran unas
graficas de barras en las que se comparan los érdenes de magnitud de los errores
maximos obtenidos tanto en posiciéon como en velocidad. En éstas puede observarse
claramente la bondad de los controladores propuestos en este capitulo.

Finalmente, comentar que en este caso si ha habido una reduccién considerable del
par de un controlador a otro, correspondiendo las magnitudes més pequenas a los dos
ultimos controladores.

7.8 Conclusiones

Se ha expuesto un controlador H., no lineal que resuelve satisfactoriamente lo
inconvenientes del presentado por Feng ([Fen94]). Para ello se ha modificado la ecuacién
no lineal del error ampliandola con una ponderacion del término integral.

Se ha proporcionado un controlador que atenia (segin la norma L) dicho error,
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hallando una solucién a la ecuacion de HJIB obtenida.

El controlador ha sido reescrito en una estructura similar a la del control por par
calculado, de forma que el controlador externo resultante tiene la ecuacion de un PID
no lineal. Ademas, se ha mostrado cémo una eleccion particular de las matrices de pon-
deracion permite encontrar un controlador cuyas ecuaciones no dependen del parametro
de atenuacién 7.

Dado que los anteriores controladores se basan en un conocimiento perfecto del
sistema, para solventar los problemas de robustez del controlador PID no lineal se
ha propuesto una modificaciéon del método conocido como control por funciones de
saturacion. Se ha reformulado dicho método de forma que se obtenga un incremento
de senal de control que pueda ser anadida a la proporcionada por el controlador PID
no lineal externo, compensando asi el error debido a las incertidumbres del modelo.

Para comprobar la validez de los controladores propuestos, éstos han sido imple-
mentados con éxito tanto en el modelo de un robot de dos grados de libertad como en el
simulador de un robot industrial, considerandose en ambos casos diferencias apreciables
entre el modelo nominal y el “supuestamente real”. En los resultados de las simula-
ciones se observa cémo los controladores propuestos mejoran sensiblemente los errores
obtenidos tanto con un controlador clasico por par calculado como con el controlador
tipo PD de partida.
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Capitulo 8

Conclusiones

8.1 Contribuciones y conclusiones de la Tesis

En este capitulo final se presentan de forma resumida las contribuciones aportadas
por este trabajo de Tesis, asi como las futuras vias de investigacion a las que pueden
dar lugar los estudios realizados.

Este trabajo es una aportacion al control H,,, pudiéndose distinguir en él dos partes
diferentes correspondientes al control de sistemas lineales y al de sistemas no lineales.

Respecto al control H,, de sistemas lineales, las aportaciones mas destacadas de
esta Tesis han sido las siguientes:

e En el capitulo 2 se ha realizado un resumen didactico de la teoria de control
robusto enfocada al control H,, lineal, mostrando una clasificacién de las incer-
tidumbres y dividiendo el objetivo final de control en cuatro subapartados: esta-
bilidad nominal, comportamiento nominal, estabilidad robusta y comportamiento
robusto.

e En el capitulo 3 se ha mostrado coémo sintetizar controladores una vez impuestas
las especificaciones de control. Para ello se ha expuesto el algoritmo de sintesis
que se ha utilizado en las aplicaciones lineales de esta Tesis, englobando toda la
casuistica posible de forma compacta.

199
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Asimismo se ha mostrado como imponer condiciones mediante la construccion
de una planta generalizada, dividiendo este problema en dos enfoques: moldeo
de la funciéon de lazo en bucle abierto y moldeo de las funciones de sensibili-
dad en bucle cerrado. Finalmente, en este capitulo se muestran los distintos
planteamientos del problema de sensibilidad mixta, los cuales seran utilizados en
capitulos posteriores.

En el capitulo 4 se propone una metodologia para el diseno de las distintas fun-
ciones de ponderacién que intervienen en el planteamiento de sensibilidad mizta,
automatizando asi el diseno del controlador. El método propuesto se ha disenado
de forma que resulte sencilla la sintonizacién del controlador, sin necesidad de
poseer conocimientos sobre la Teoria de control H,,. La rapidez de cada salida
del sistema en bucle cerrado sera impuesta mediante la eleccion de un adimen-
sional, denominado como k;, aportando ademas las indicaciones necesarias para
elegir su valor.

En el capitulo 5 se presentan distintas aplicaciones, obteniendo resultados experi-
mentales que corroboran la validez del método propuesto en el capitulo anterior.
A pesar de la sencillez del método, los resultados obtenidos han sido satisfactorios
para todas las aplicaciones, monovariables y multivariables, tanto desde el punto
de vista de robustez como de comportamiento.

De la experiencia obtenida durante la realizacién de esta Tesis se ha concluido que
si bien la metodologia de diseno propuesta para el calculo de controladores per-
mite aplicar la técnica de control H, lineal sin necesidad de amplios conocimien-
tos tedricos, si que es conveniente tener un amplio conocimiento del sistema real
para saber en qué puntos de trabajo funcionara correctamente el controlador y
en cuales no.

El calculo del controlador se ha realizado tanto en tiempo continuo como en tiem-
po discreto (para lo cual se ha programado el algoritmo expuesto en el apéndice
B), llegando a la conclusién que desde el punto de vista de la descripcién externa
del controlador no hay diferencias apreciables entre un método y otro.

Por tultimo, al final de este capitulo se exponen unas disquisiciones sobre la elec-
cion del valor de k;, distinguiendo entre sistemas monovariables y sistemas mul-
tivariables.

Por otra parte, las aportaciones mas destacadas de esta Tesis respecto al control

H, no lineal han sido las siguientes:

e En el capitulo 6 se ha realizado una breve exposicion del planteamiento de control

H,, no lineal, enfocando el problema como la extension del control H,, para
sistemas lineales expuesta en capitulos anteriores. Se ha expuesto un método para
hallar una ley de control por realimentacién del vector de estado para sistemas
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no lineales en general y posteriormente se ha particularizado dicho método para
sistemas no lineales afines en la actuacion, obteniendo las conocidas ecuaciones de
Hamilton-Jacobi- Bellman-Isaacs que hacen las veces de las ecuaciones de Riccati
en los sistemas lineales.

e En el capitulo 7 se ha presentado la aplicacion del control H,, no lineal a la
robédtica, resolviendo satisfactoriamente los inconvenientes del controlador de
Feng ([Fen94]). Para ello se ha modificado la ecuacién no lineal del error del
controlador inicial, amplidndola con una ponderacién del término integral y apor-
tando una solucion a la ecuacion de Hamilton-Jacobi- Bellman-1saacs obtenida.

El controlador ha sido reescrito en una estructura similar a la del control por
par calculado, de forma que el controlador externo resultante tiene la ecuacién
de un PID no lineal. Ademas, se ha mostrado cémo una eleccién particular de
las matrices de ponderacion permite encontrar un controlador cuyas ecuaciones
no dependen del parametro de atenuacién.

Dado que los anteriores controladores se basan en un conocimiento perfecto del
sistema, para solventar los problemas de robustez del controlador PID no lineal
se ha propuesto una modificacion del método conocido como control por fun-
ciones de saturacion. Se ha reformulado dicho método de forma que se obtenga
un incremento de senal de control que pueda ser anadida a la proporcionada
por el controlador PID no lineal externo, compensando asi el error debido a las
incertidumbres del modelo.

Para comprobar la validez de los controladores propuestos, éstos han sido imple-
mentados con éxito tanto en el modelo de un robot de dos grados de libertad
como en el simulador de un robot industrial, considerandose en ambos casos
diferencias apreciables entre el modelo nominal y el “supuestamente real”. En
los resultados de las simulaciones se observa cémo los controladores propuestos
mejoran sensiblemente los errores obtenidos tanto con un controlador clasico por
par calculado como con el controlador tipo PD de partida.

8.2 Lineas futuras de investigacion

Para concluir, en este apartado se van a apuntar posibles lineas de continuacién
de la investigacion llevada a cabo en esta Tesis.

e Desarrollo de software para implementar controladores H, lineales en sistemas de
supervision, control y adquisicion de datos, de forma que sea facilmente aplicable
a plantas industriales.

e Desarrollo de una metodologia de diseno para el moldeo de la funcién de lazo en
bucle abierto similar a la presentada para el planteamiento de sensibilidad mixta.
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LINEAS FUTURAS DE INVESTIGACION

Combinacion de la metodologia de sintesis de controladores H, lineales propuesta
con estructuras predictoras para sistemas multivariables con retardos.

Aplicacion de los controladores H,, no lineales desarrollados al robot RM-10 real,
lo cual se espera que se realice en un corto espacio de tiempo.

Aplicacion de dichos controladores a otros sistemas reales que pueden ser mode-
lados mediante ecuaciones similares, como por ejemplo, un sistema de doble rotor
propulsado por hélices o un sistema giroestabilizado para el control de barcos.

Profundizacién en el estudio de la eleccion de la funcién de ponderacion para el
controlador PID no lineal propuesto.

Formulacién de otras funciones de ponderacién, modificando asi la expresion del
vector objetivo, y por tanto, las expresiones de las ecuaciones de Hamilton-Jacobi-
Bellman-Isaacs resultantes.

Aplicacion de esta formulacion a otros tipos de no linealidades. En concreto, en
la actualidad se esta trabajando en problemas relacionados con la saturacién.



Apéndice A

Fundamentos Matematicos

En este anexo se van a exponer algunos apuntes matematicos relacionados con el
desarrollo de esta Tesis. En concreto, se definirdn algunas normas, haciendo hincapié
en las que se utilizan en el marco de este trabajo. Por iltimo, se hard una breve
descripcion de las transformaciones fraccionales lineales.

A.1 Normas

A continuacion se va a desarrollar un breve resumen relacionado con las distintas
normas y elementos a los que pueden ser aplicadas. Con esta exposicién se pretende
aclarar qué expresién de la norma habra que utilizar en cada caso y qué se pretende
hacer con ella.

En general, la definicién de una norma va a depender del tipo de elemento al que se
le aplique. En este apéndice se van a distinguir cuatro: vectores constantes, matrices
constantes, vectores de senales temporales y matrices de funciones de transferencias o
de respuestas impulsionales de un sistema.

A.1.1 Definicién de norma

La norma de un elemento A perteneciente a un espacio vectorial lineal normado
es un nimero real, al cual se le denotard por ||A[|, el cual debe satisfacer las cuatro
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propiedades siguientes:

LAl =0

2. |[4l=0 & A=0

3. llaAll = fer [|All

4 [[Ar+ Aol < JJAL| 4[| Ao

Es interesante observar cémo un solo numero puede representar la medida de la
magnitud de un vector, una matriz o una senal temporal.

A.1.2 Normas de vectores

Sea un vector v constante de n elementos:

V={v}=[wn - vn}T

Se define la norma p de un vector V' como:
. 1
HVME(ENMﬁ (A.1)
i=1

De especial interés para el marco del trabajo es la definicién de norma 2 del vec-
tor, también conocida como norma euclidea, a la cual se le ha denotado como ||-||2 o
simplemente como |||, donde:

VIr= 1Vl =

siendo el lugar geométrico ||.|| = cte una hiperesfera centrada en el origen y de radio el
valor de la constante. Nétese la diferencia respecto a otras normas, como por ejemplo,
la norma infinito del vector:

[Vlleo = lim [[V], = max o]
p—o0 7

la cual representaria un hipercubo también centrado en el origen.
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A.1.3 Normas de matrices

Sea una matriz M constante de f filas y ¢ columnas:

myp et Mye
M = {my;} =

mfl “ .. mfc

La definicién de la norma de una matriz podria hacerse como una extension de la
norma p expuesta anteriormente para vectores, esto es:

1
I e P
M= Y0 Imyl”

i=1 j=1

siendo las tres més conocidas las correspondientes a p = 1 (suma de los valores absolutos
de los elementos de la matriz), p = 2 (norma de Frobenius) y p = oo (maximo valor
absoluto de los elementos de la matriz).

Sin embargo, teniendo en cuenta el entorno de este trabajo, es mucho mas conve-
niente trabajar con el concepto de norma inducida de una matriz, la cual interpreta la
matriz como a un sistema constante al que le entra un vector cualquiera u, proporcio-
nando un vector de salida y dependiente de la entrada:

y= Mu (A.2)

Para definir la norma inducida simplemente habra que decidir qué norma p de los
vectores (definida en la seccién (A.1.2)) de salida y entrada van a ser utilizadas y maxi-
mizar la relacion de éstas para cualquier valor del vector de entrada. Matematicamente,
la norma p inducida se podra definir mediante las siguientes expresiones equivalentes
entre si:

M
| M|y = max ||[Mull, = max ||[Mul|, = maxw
[lull[p<1 llull[p=1 w0 |[ull,

donde el subindice i hace referencia al adjetivo inducida’.

INétese que la ecuacién (A.2) hace referencia a un sistema lineal. Sin embargo, con la definicién de
norma inducida no habria ningiin inconveniente en tratar a sistemas no lineales sin mas que cambiar
la expresion Mu por M (u).
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Las normas inducidas mas conocidas son de nuevo las correspondientes a valores de
piguales a 1, 2 e co. Para estos casos, las expresiones resultantes son las siguientes:

1M = max ) |myl
Ml = o(M) = +/p(M*M)

[M|ie = miaXZ |mij|

donde M* simboliza la matriz traspuesta conjugada de la matriz M.

Ademas, dichas normas cumplen la propiedad:

[ My M| < ([ My [[| Mo (A.3)

la cual es muy importante cuando se esta trabajando con sistemas, constituyendo ésta
la base del Teorema de la Pequena Ganancia (ver seccién 2.8).

De las posibles normas matriciales, la norma 2 inducida (denotada como ||-||;2 o
simplemente como ||-||) es especialmente interesante para este trabajo, siendo ésta la
definicién de norma infinito de un sistema.

A.1.4 Normas de senales temporales

Las normas de las senales temporales pueden ser entendidas como una extension
de las normas de los vectores, sin mas que considerar que los vectores de senales son
vectores constantes para cada instante de tiempo.

Sea un vector temporal e(t) de n senales:

e(t) ={e)}=[er(t) - et)]"

Al igual que se expuso en la seccién A.1.2, se puede definir la norma p de un vector
de senales temporales e(t) sin mas que aplicar la definicién (A.1.4) e integrarla en el
tiempo, dando asi lugar a las conocidas normas /,:

Je(oll, = ( | Sl dr>p
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Al igual que en los casos anteriores, las normas mas usuales (ya que tienen un claro
significado fisico) son las correspondientes a valores de p iguales a 1, 2 e oo, siendo:

lee)l = ( /°°_Z|ez~<r>|d7> (A0
lefo)le = ( / m2|ei<r>|2dr) (A3)

el = max (max fei()]) (A.6)

Obsérvese como las ecuaciones (A.4), (A.5) y (A.6) se corresponden con la integral
del valor absoluto de la senal, la “energia de la senal” (concepto que ha sido muy
manejado en esta Tesis) y el pico mdzimo “temporal” de la senal, donde en caso de
considerar a e(t) como una senal de error, las dos primeras definiciones son las de los
conocidos indices de comportamiento IAFE e ISE respectivamente.

A.1.5 Normas de sistemas

Finalmente, las normas de los sistemas seran expuestas haciendo la misma extensién
realizada para las senales temporales, solo que en este caso se utilizaran las normas
inducidas de las matrices. Asi, en funcién de qué norma inducida se escoja, se estara
situado en una o otra disciplina del control.

Un sistema multivariable puede ser considerado como una matriz constante si éste
es evaluado en cada instante de tiempo (utilizando la respuesta impulsional del sistema
como descripcion externa) o en cada frecuencia (utilizando matrices de funciones de
transferencia).

La teoria de control H., se basa en la norma 2 inducida, lo cual indica que el
problema que ésta resuelve es el de la acotacion de la amplificacion de la energia de la
senal de salida respecto a la de la senal de entrada.

Con este enfoque es facil entender otros planteamientos tedéricos, como por ejemplo
el del control /; (basado en la norma oc inducida), en el que se pretende atenuar la
relacion entre los picos temporales de las senales de salida y entrada.
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A.2 Transformaciones fraccionales lineales

Las transformaciones fraccionales lineales (TFL), tal como se utilizan en el &mbito
del control, estan basadas en la realimentacion de algunas de las salidas de una matriz
(en general las salidas de un sistema dindmico) a través de otra matriz (sistema) y
utilizando parte de las entradas de la misma. Dependiendo de si las salidas/entradas
realimentadas son las primeras o las ultimas se habla de una TFL superior o inferior
respectivamente. En cualquier caso, siempre se puede reescribir las ecuaciones de un
sistema para reordenar las salidas/entradas como se desee.

Siguiendo la misma terminologia de los capitulos de esta Tesis, sea P una matriz
de p + q filas y | + m columnas, de forma que esta puede ser dividida de la siguiente

forma:
Py Py
P =
[ Py Py ]

Segun la particién anterior, las ecuaciones que relacionan las salidas con las entradas
de esta matriz (ver figura A.1) son las siguientes:

z = Phw+ Pau

v o= P21’LU + PQQU (A7)

r—,-.v - = 1 r -

IF(P.K) | [F(P) |
> 5, 1?2 | ) |

| —> | | @ “11

| u Vl | ld P |

| K e U A ——+>v

I |

Figura A.1: Transformaciones fraccionales lineales.

Sea la matriz K de dimensiones m X ¢, compatible con la particién realizada en P.
Si se utiliza la matriz K para realimentar positivamente a P utilizando sus ¢ tltimas
salidas y sus m tltimas entradas (ver figura A.l.a), se tendra la siguiente relacién:

u = Kv (A.8)
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Introduciendo la ecuacién (A.8) en (A.7) y eliminando u y v se obtiene la relacién
entre la salida z y la entrada w de P, una vez cerrado el bucle. Dicha relacién es
conocida como transformacion fraccional lineal inferior de P con K, denotandose por:

E(P, K) — P11 + P12K(I — PQQK)_lpgl (Ag)

Siguiendo un razonamiento analogo al anterior, sea la matriz A de dimensiones [ X p,
compatible con la particién realizada en P. Si se utiliza la matriz A para realimentar
positivamente a P utilizando sus p primeras salidas y sus [ primeras entradas (ver
figura A.1.b), se tendra la siguiente relacién:

w = Az (A.10)

Introduciendo la ecuacién (A.10) en (A.7) y eliminando w y z se obtiene la relacién
entre la salida v y la entrada u de P, una vez cerrado el bucle. Dicha relacién es
conocida como transformacion fraccional lineal superior de P con A, denotandose por:

FU(P,A) = P22+P21A(I_P11A)71P12 (All)
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Apéndice B

Sintesis de Controladores H
Discretos

En este anexo se van a exponer las ecuaciones necesarias para poder implementar un
algoritmo de sintesis de controladores H,, discretos de una forma similar a la realizada
en el capitulo 3 para sistemas continuos.

B.1 Formulacion del problema

Al igual que en caso continuo, se considera el problema de control en forma de
una transformacion fraccional lineal de una planta generalizada discreta P(z) y un
controlador discreto K (z), tal como se expone en la figura B.1.

W —> —> Z
P(@)

A 4

A

K(2

Figura B.1: Formulacién general del problema de control en discreto.

Las variables de la figura anterior tienen el mismo significado que las correspondi-
entes al caso continuo, s6lo ahora representan a la transformada Z de secuencias en
vez de a transformadas de Laplace de senales temporales.
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En este caso se considera que la descripcién externa de la planta generalizada es la
siguiente:

HECIHEEEE N

donde es importante no confundir la salida z de la planta generalizada (objetivos de
control cuyos valores se desea atenuar) con la variable z de las que dependen las fun-
ciones de transferencia. En lo que sigue se omitira la dependencia de z de las funciones
de transferencia donde pueda crear confusion.

Asimismo se considerara que la planta generalizada posee una descripcion interna
representada por el siguiente conjunto de ecuaciones en diferencias:

Tk+1 -| [ A ‘ Bl BQ T

[ 2k =1 Cy| Dy Dy W
[ Uk J [02 J [ J

Dy Dsyy Up

donde las dimensiones de los vectores xy, wg, ug, 2x ¥ v son respectivamente n, [, m,
pyaq.

Segiin esta configuracion, la funcion de transferencia desde las senales perturbadoras
externas wy hasta las senales de error z;, cerrando el bucle con el controlador K(z),
viene dada por la transformacién fraccional lineal inferior:

z2="T,,w=F(P, K)w

donde:

F(P,K) =P +P12K[I—P22K]_1P21

El problema de sintesis subdptimo de un controlador H,, discreto se puede formular
de la siguiente forma:

Dado un nivel de atenuacion vy, hallar un controlador K de manera que
se cumplan las siguientes condiciones:
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e La funcion de transferencia T,, sea estable.

e La norma infinito de la funcion de transferencia T, sea inferior a -,
0 sea:

ITlle= sup o(Teule?®)) <~
0e(—m,m)

B.2 C(Calculo de la norma H., de un sistema discreto

Las consideraciones en este apartado son las mismas que las que se realizaron en
la seccién 3.3, por lo que no se va a repetir la exposicion.

Para el cédlculo de la norma H,, discreta s6lo habra que cambiar la definicion de
esta norma, que para sistemas continuos es:

IG(8) e = 50 0(Gj)

por la definiciéon para sistemas discretos:

1G]l = sup G(G(e)

0e(—m,m)

Este cambio provoca que el método de calculo de esta norma utilizando la descrip-
cion interna del sistema varie en cuanto a las condiciones a evaluar. En el caso de
sistemas discretos el calculo de la norma H,, se basa en el siguiente lema:

Sea v un nidmero real positivo y sea una funcion de transferencia G(z) racional y
estable con una descripcion interna:

o= [445

Si se define la siguiente matriz a partir de la descripcion interna del sistema:
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donde:

= A+ B(WQI — DTD)*lDTC’
—B(WQI — DTD)*IBT
C’T(nyI — DDT)_l)C

Q> m> s
I

Entonces la norma infinito de G(z) es menor que 7y si y sélo si se cumplen las tres
condiciones siguientes:

1. 6(C(I—A)'B+ D)<~
2. La matriz H no tiene autovalores en la circunferencia unidad.

3. La matriz A es no singular.

Utilizando este lema es posible calcular de forma iterativa la norma infinito de G(z)
utilizando la misma metodologia que se expuso para el caso continuo.

B.3 Algoritmo para el cdlculo del controlador H.
discreto.

Para poder hallar un controlador que resuelva el problema se realizan hipdtesis
similares a las del caso continuo. Estas son las siguientes:

1. La terna (A, By, Cy) debe ser estabilizable y detectable.

2. Las matrices D15 y Doy han de tener rango completo, o sea:

DLDy > 0
Dy DL > 0
3. y ”
— el B2
=m+ Vo € (—m,
rango ([ %) Dy, }) m+n (—m, 7]
4

_ pd0
mngo([A Cj 1 5211}>:q+n Vo € (—m, 7|

5. Doy = 0. En estas hipdtesis no se asume que Dyy deba ser nula.
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Suponiendo que se verifican estas hipdtesis, un algoritmo basado en ([Igl91]) que
calcula un controlador subdptimo para el problema general de control concluye que:

Dado un nivel de atenuacion vy, existe un controlador estabilizante K que consigue
hacer que ||F}(P, K)||oo <7 si y sdlo si se cumplen las tres condiciones siguientes:

1. Existe una matriz X definida positiva que es solucion de la ecuacion algebraica
de Riccati discreta:

Xoo =CTJC + ATX A~ L"R'L
y que satisfaga las siguientes condiciones:
IM(A—BR'L)| <1 Vi

R —RIR;'R, <0

donde:
I 0
J = pXp
[ 0 _721l><l :|
NT 7T T Rl Rg nxn mxm
R = D'JD+B'X B = con Ry € R y Ry € R
Ry Rj

L = DT'JC+BTX_ A

. e
C =
ks
- [ Dll D12 :|
D =
| Il><l 0q><m

2. Eziste una matriz Z definida positiva que es solucion de la ecuacion algebraica
de Riccati discreta:

Zoo = ByJBY + A, Z AT — M,S;* M|

satisfaciendo:
INi(A; — MyS;PCY) <1 Vi

Sy — StQStngtE <0
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donde:
- | L 0
J N |: 0 _72[m><m :|
S, = DIJDT+ CZCl = [ gt; gﬂ
t2 t3
At = A- 31V’1Lv
Bt = [ Bl‘/zzl OnXm ]
C _ [ V12R§1(L2 — RyV™'Ly)
¢ Cy — Dy V—1Ly
™ [ ‘/12R51R2‘/211 Imxm
D, = 21
DQI‘/Ql 0q><m
\V4 = R, — RgR;le
Ly = L —RYR;'L,
ViVis = Rj
ViVa = —v7*(Ri— RJRy'Ry) = —7°V

] con Sy € R™™ y Sz € R

Si se cumplen estas dos condiciones la descripcién interna del controlador central

K (2) que resuelve el problema planteado es la siguiente:

A — Mt2St_310t2 + BQ‘GEI[StQSE;lC’tz — Cy]

[Mys — BoVi5' Si) S5

Vﬁl[StQStElCﬂ — Cy|

—Vi2' SSs'

Ademés, todos los controladores que consiguen que || T, (2)]|s < 7 estan parametriza-
dos mediante la transformacién fraccional lineal inferior K = Fj(K,, @), donde Q(z)
puede ser cualquier funcién de transferencia propia y estable tal que ||Q(z)||o0 < 7.



APENDICE B. SINTESIS DE CONTROLADORES H,, DISCRETOS 217

Aparentemente en esta formulacion se requiere una condicién menos que en con-
tinuo, donde existian también dos ecuaciones de Riccati (una para el problema de
regulacién con estado accesible y la otra para el de estimacién de estado) mas una
condicion de transversalidad. Sin embargo, esto no es cierto ya que la segunda ecuacién
de Riccati expuesta para el caso discreto no es exactamente la correspondiente al pro-
blema de estimacién, llevando ya incluida la mencionada condicién de transversalidad.
De ahi que a algunas matrices de dicha ecuacién se la haya incluido el subindice ¢ de
transversalidad.

Finalmente, hay que recordar que este controlador es el obtenido directamente del
algoritmo donde se han supuesto una serie de hipotesis que en general no serdn cumpli-
das por la planta generalizada. Al igual que sucedia en los sistemas continuos, pudiera
ser necesario realizar una serie de transformaciones antes de obtener el controlador
que se implemente en el sistema real. Estas transformaciones son las mismas que las
expuestas en la seccion 3.5.
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Apéndice C

Demostracion del Teorema de la
Seccion 7.3

En este anexo se va a exponer la demostracion del teorema enunciado en la seccién 7.3.

Teorema: Sea V(x,t) la siguiente funcion escalar:

1 M O @)
Vi(x,t) = §xTTOT O Y S-Y |Tyx
O S-Y Z+Y

donde Y, S y Z € R"™™™ son matrices constantes simétricas y definidas positivas, M
la matriz de incercias del robot, y T, corresponde a la expresion de la ecuacion (7.12).
Sea T = [ T, Ty T; } es la matriz que aparece en la ecuacion dindmica no lineal del
error (7.11). Si estas matrices son tales que verifican la ecuacidon:

O Y S . i . i
Y 28 Z425 | +Q+5T'T—(C"+T) R (C"+T)=0
S Z+25 O 7

Entonces, la funcion V(z,t) satisface la ecuacion de HJIBI:

ov 9TV 197V [ 1 LT ov
o0 T [+ 37 | ke k(1) — g(o, )R (@ 1) | 5o

orv 1T L S 1 AT
—Wg(x,t)R C h(m)+§h (x) (Q—C'R C )h(m):()

para un valor de vy suficientemente alto.
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Demostracion:
Para demostrar este teorema se van a calcular por separado cada uno de los términos

de la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi para ser sumados posteriormente:

e El gradiente de V/(z,t) viene dado por:

M 0] 0]
T t 1
‘927(‘”’)::5%3’ O Y S-Y [Tyt5[0nm Q Oren ]
T O S-Y Z+Y
donde

i i
68(1 O O 66(1 O O

_ TT 1 T T

Q=| z'T, O O O Tox, .., z'T, O" 0 O Tox

0] O O 0] O O

Es facil comprobar que:

[ Oixn  Oixn ](g(w,t)u—i—k(m,t)w) =0

y en consecuencia:

M O @)
ov” (mat)f _ (mTTT
o

0 Y S-Y

O S—-Y Z+Y 2

1
o To+_[01><n Q2 O1xn ])f

1 1
Tof+= [ O1xn 2 O1xn ]f+§ [ O1xn 2 O1xn ] (gu—|—kw) =

M 0 0
2

="T"'{ O Y S-Y
O S-Y Z+Y

M O @)

1
Hﬁ?[o Y  S=Y [T,f+=[01xn @ Oixp |3

2

O S-Y Z+Y

Teniendo en cuenta que:

—M (074 N) 0 0
szgl %I I—<1T2> —I—%(Tg—TQ) Tyx
0] I —1I
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el primer término de la expresion anterior puede escribirse como:

M O 0
T O Y S-Y |T,f=
| O S-Y Z+Y
M O 0O [ vt (%M—FN) ) )
=TT | O Y S-Y 17 I—(ng) —I-1(1y—1) Tox =
| O S-Y Z+Y o Y *
[ — (41 +N) 0 0
= -TTT(;T %Y S — %YTQ - — %Y (T3 — TQ) Tox
S(S=Y) S+Z-L(S-Y)T —(S+2)~(S~Y) (T3 —T)

mientras que el segundo término puede expresarse como:
1 1 ¢
E[len Q len]izi[olxn Q2 len] 2 =
(&

n 9T M .

—q O O
_1 . l S an (Qk q'rk)
_296— 57 T, o 0 0O Tox
) 0O O
e Calculo de la derivada temporal de V (x,t):
n 9TM
oV 1 ) gr O O
= = 7T | k=1 Yk T,z.
t 2 ¢ 0 O O
@) 0O O

e Suma de los resultados obtenidos hasta este punto:

v VT (x,t)
T e
M O )
1
:%_ZJFmTTf O Y S=Y |Tf+5[0n @ O | =
O S-Y Z+Y
n T
_ 1 TpT | k=1 99
_2.7: T 0 O O Toz+

0 O O
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n 9'M .

M 0O 0 > 5o~ (G —d) O O
+2TTT | O Y  S—Y |T,f+=z"TT | k=1 Y% T ¢ =
O S—Y Z+Y 2 0 0 0

0 O O
n T
M O 0, ) 86qu 0O O
=2TTT | O Y S—-Y |T,f+ =TT | k=1 Y% Tx =
0O S-Y Z+4Y 2 0 00
o) O O
—(%M+N O O
= :ETTOT %Y S — %YTQ -5 - %Y (T3 — TQ) Tor+
S(8=Y) S+Z-J(S-Y)T» —(S+2)-,(S-Y)(T3—T)
. M O O
+§$TT(:‘F O O O |Tx =
O O 0
-N 0 0
— T ly S -1y —S =Y (T3 — T) Tox
S(8=Y) S+Z—-J(S-YV)T2 —(S+2)—5(S=Y)(T3 - Tp)

Teniendo en cuenta que la matriz N es antisimétrica y dada la estructura de T, se
tiene que:

-N 0 O
T 0 0 O |Tz=0,
O 0 O

con lo que expresion inicial puede ser escrita como:

ov 8VT(:E,t) _
T T
O O O
:xTT(;T %Y S—%YTQ —S—%Y(T3—T2) Tox =
5(S=Y) S+Z-J(S=Y)T2 —(S+2)—;(S=Y)(T3-T)
0] O O 1 O O O OY S
=27 | Y S O |z = §$T Y S O|+]10 S 285+Z7 T =
S 285+2Z O S 25+7Z O O O O



APENDICE C. DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE LA SECCION 7.3 223

O S-Y Z+Y

IV (x,t)
ilculo de g7 (z,t) ——=——>
e Célculo de ¢" (z,t) %
M 0 )
QT(mat)wz[M_l 0 0}(T01)TToTlo Y SY]TO:E =

Por otra parte, puesto que g (z,t) = k (z,t) se tiene que

1oV € -1, T ov
2 9z <72k(‘”’t)k($at)—g($,t)R g (x,t)) =
1 1 B
- §$TT1T <?I—R 1) Tz

e Sustitucién de V (z,t) en la ecuacién de Hamilton-Jacobi:

Finalmente, sustituyendo la ecuacién de V' (z, t) propuesta en la ecuaciéon de Hamilon-
Jacobi:

av 9TV 107V [ 1 o av
O+ T @) + 5 %50 (ko 08,0~ e, 0 (0)) -
7'
—%—xvg(x, HR Tz + %xT (Q-CR'CT)z=0

se obtiene que:

) O Y S . )
S0 | Y 28 2428 |a+ o] <—21 — Rl) Tz —
S Z+25 O 7

1
—TTI R 'C Tz + §$T (Q—CR'CT)z = 0

de donde se obtiene:

O Y S . .
Y 28 Z425 |+Q+TTi—(C"+T) R'(CT+T1) =0
S Z+28 O 7

como se queria demostrar.
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