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INTRODUCCION

En este trabajo, damos el cllculo de longitudes de cur-
vas y n;medidas de n-superficies contenidas en un grupo
de Lié, por un procedimiento original. Por construccidn
estas medidas son invariantes a izquierda por eiementos
de G(grupo de Lie a%biente). A continuacién se analizan -
los casos en que dichas medidas son invariantes a dere-
cha. .

En el cdlculo de estas medidas, hemos partido de las de-
finiciones de vector integral de una curva y n-vector
integral de una n-superficie dadas por Radziszewski, ha;
biendo obtenido las condiciones bajo las cuales dicho
vector 'y n-vector, son invariantes a derecha por elemen-
tos de G.

La forma de hallar longitudes y n-medidas consiste en
trasladar -a izquierda una porcién infinitesimal de cur-
va(o n—superficié), consiguiendo que uno de los verti-
ces coincida con el punto unidad del grupo base. El ar-
co infinitesimal trasladado(o cada uno de los n arcos
dafinitesimales de la n—superficie trasladada), define

un subgrupo uniparametrico, y este a su vez un vector

13



en el espacio tangente Te(G), del que definimos como md-

dulo el dado por la metrica euclidea en dicho espacio tan-

gente. La longitud de un arco de curva serd por tanto, la
suma de los mddulos de los vectores correépondientes a ca-=a
da arco infinitesimal de la particidén. Esta suma se calcu-
lard por medio de una integral al tender a cero la longi—/
tud de los intervalos de la particidn considerada. De for;
ma parecida procedemos con una n-superficie, resultando la
longitud como caso particular de n-medida con n=1. “
El trabajo queda dividido claramente en tres partes; la
primera referente a curvas; la segunda a n-superficies, y
la tercera reservada a realizar medidas sobreé espacios ho-
mogeneos. Cada una de estas, da lugar a un Capitulo.

Hemos afiadido en todos los casos ejemplos seleccionados en
los cuales se aplican las teorias expuestas. |

Deseo hacer constar mi mayor agradecimiento al Profesor

D. Francisco Javier Echarte por la direccidn de esta tesis,
asi como a todos los miembros de la Seccidn de Matemitieas
de esta Facultad, y especialmente a D. Antonio Alcaraz Mar-

tinez.




CAPITULO I

51.~ VECTOR INTEGRAL DE UNA CURVA,

Tengamos un grupo de Lie G, de dimensidn r, y analiti-
co. Una curva IcG, se define como la imagen homeomorfa
en una carta local U de G, de un intervalo {td,%} R.
La expresaremos:

i

T 1 g :gl('t), 'to'é't’<'t, i=1,...,r

DEFINICION 1-1.-

Diremos que dos curvas Ty g=g,(t), Tyt g=gz(t),

toé.télt, son congruentes, AL exdste un elemento

aeG.tal que: ry=a.ry.



Vamos a determinar las funciones aditivas (en el senti-
do de la teoria de la medida), Q(g(tl),g(tz)) = Q(gi,gz)
del arco (g(ti),g(tz)) = (gi,gQ), tg % t1? t,% t, de la
curva

r: g = g(t), g el

tales que sus valores correspondientes de dos curvas con-
gruentes son iguales, y reciprocamente, si estos valores

son iguales, las curvas serin congruentes.

1-1. DEFINICION DE VECTOR INTEGRAL.-

Sea U(e) una carta local de G, ecG el elemento unidad, y

vy g = y(u), y(0) = e, -u<uzu
un subgrupo uniparametrico de G. Supongamos que el arco
y(u), -&<14<L% esté dentro de U(e), y que g~ son las coor-

denadas canonicas de primera especie en U(e) (ver apén-

dice). Entonces, la ecuacidn del subgrupo, puede escri-

birse:
i 1 ~ -~
Y: g = au, -u%uxu
o sea
i i - ~ .
y (u) = a"u, -ufu<u, 1i=1,...,r

-donde al son las coordenadas del vector a=alei,'tangen—
te a g=y(u), en el punto ee@, y los vectores (ei) forman

la base natural del &lgebra de Lie L(G) de G.



Hagamos una particidn del intervalo {0,u}, por los pun-

tos us tal que

-'—'1.1, u. <

u. Au.=u -U. Au.=Au
1 1+1°2 i i’ 1

i+l
donde 1,3j=0,1,...,s-1.

Consideremos los dos puntos y(ui), y(ui+1). Multiplican-

dolos a izquierda por y_i(ui), obtenemos

y_l(ui).y(ui) e

-1 _ — -
y (ui).y(ui+1) = Ay(Aui) = y(ui+1—ui) = y(Aui).
En coordenadas
k - .k N ok
Ay (Aui) =y (Aui) = o.Aus
La ultima igualdad por ser las coordenadas canonicas. For-

memos ahora en L(G) el siguiente vector

k k .
w(Aui) = Ay (Aui).ek = av.Aus e, 1=0,1,...,sf1
Sumando en i :
~ S“'j. S"j. S"l
w(u) = ) w(Au,) = Y ak.Aui.ek = ak.ek ) Au, = au
1=0 i=0 i=0

ya que Aui=Auj.
Hagamos ahora Aui*O, S>e

w(1) = wly(0),y(w)) = lim oS(0) = ou

Sre

Luego hemos hecho corresponder a cada arco (y(8),y(u))

del subgrupo y, el vector w<ﬁ), del &lgebra L(G).



Si hubieramos utilizado otras coordenadas diferenciables
tendriamos el mismo resultado.

Pasemos ahora a una curva

r: g= g(ty, to? t<t

Hagamos una particidn del intervalo {to,t}, por los puntos

»~

t0< t1< ...<‘ts=t
Con sideremos dos de ellos consecutivos :,g(ti), g(ti+1).

Multiplicandolos a izquierda por g—l(ti), obtenemos

-1 _
g (ti).g(ti) = e

-1 _
g (ti).g(ti+1) = Ag(Ati).
Si At. es suficientemente pequefio, los dos puntos g(ti),

g(t 1) estardn muy prdéximos, y por tanto tambien los

i
puntos e y Ag(Ati). Entonces existird un un subgrupo uni-
parametrico que contiene a Ag(Ati); este subgrupo existe

y es Gnico, ya que existe
un entorno U(e), y un en-
torno V(O) en L(G), tal

que cualquier geG se pue-

de poner de manera Unica

g=expX, XeVcL(G). Este X,

define un fGnico subgrupo

uniparametrico que contie-



ne al punto g. En nuestro caso, el punto Ag(Ati)eU, si
como decimos At es suficientemente pequefio. Denotaremos

este subgrupo por y(Ati)

. -y A /“
y(Ati) : y-y(ui), 0% u,% u,

de tal forma que se cumple

~

y(ui) = Ag(Ati), u; = Aty = ot

En la figura, el subgrupo y(Ati) lo dibujamos con linea
discontinua.
Como ya hemos visto, cada subgrupo uniparametrico deter-

mina un vector
(}.)(ui) = a(Ati).Ati

ﬁuesVAti es la longitud del intervalo en este caso. El
vector a(Ati) es tangente a Y(Ati) en el punto g; Obser-
vemos que la eleccidn del parametro u, sobre y(Ati) es
posible, siendo que se puede elegir el vector a(Ati)
tangenfe a y(at;) en e. :

Cada AT, nos determina pues, un vector de este tipo. Su-

mando en i, obtenemos el vector

s-1 A s-1

Q_(r) = Y wlat:) = Agj(At.).e. = HI(t E,T) e

s i20 1 izo 1 3 s 0 ]
~donde

j N S—i 8—1 j .

Ho(tg,t,T) = izo rg(aty) = izo ad(At;). Aty (1.1)



Si existe el limite

-l " = qam 1l :
o(r) = H (to,t,r).ej = lim Hs(to,t,r).ej
S0
A>O

donde A= méx(Ati), 3=1,...,0

y ademds es independiente de la particidn de {ty>t}, en-
tonces Q(r) serd llamado "vector integral" del arco de

curva g(t), Tty tx t.

Vemos que si T es un arco de la curva Tgo> entonces Q(P)
es funcidn aditiva de r. Pongamos o(t) = Q(g(to),g(t)).
Si ahora hacemos una traslacibén a izquierda de T, multi-
plivando por aeG, obtenemos los puntos

a.g(ti), a.g(ti+1)

y al realizar el proceso de construccidn del vector in-

tegral para la curva a.r, obtenemos los puntos

1

-1 -1 - -
{a.g(ti)} .{a.g(ti+1)} =g (ti).a .a.g(ti+1)‘-

_ -1 _
= g (). gt ) = aglaty),

Asi pues, nos determina el mismo VEctor integral que la
curva I, correspondiente a cada intervalo Ati‘ Con esto

tenemos el siguiente resultado

Dos curvas congruentes tiemen el mismo vector Ante-

gral : qlr) = qla.r), para todo aeG.



1-2. EXISTENCIA DEL VECTOR INTEGRAL.-

Para estudiar el problema de existencia del vector in-
tegral, calcularemos las coordenadas del punto Ag(Ati)
a partir del cual hemos definido dicho vector.
En el grupo G, dados dos puntos X,y el producto (x.y) es
funcidn analitica de x,y

(x.y) = f(x,y), f analitica
En coordenadas

r

(x.y)7" = fl(xl,...,x ,yi,...,yr) = £ (x,y)

siendo r la dimensidn de G. Ademés se verifica

fi(x,e) (x.e)i xi

1"
it

fi(e.y)

(y.e)t =yt

Desarrollando en serie fl(x,y) en x=e, y=e

i i i i jk i j.k.1
f (x,y) = f(x,e) + f (e,y) + ajkx:l + bjklx] yoo+
i jok.1 i j. k. 1l.m i j k., lom 1.92.1
+ Cix1X Y'Y + djklmx X7y o+ e ki X VY coe (.. 1)

Esta serie es absolutamente y uniformemente convergente
en U(e):

i i i i
-r ¥ x %r, -R"< y"<R

Sea I': g = g(t), tal que g(tdel(e), g t(t)eli(e). Desig-

‘nemos las coordenadas de g—l(t) con x7(t).

Como Ag(Atj) = g_l(tj).g(tj+1), aplicamos a este produc-
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to el desarrollo anterior, con lo que

ik 1
) o+ a1 (tj).g (tj+1) +...

i i i
Ag—(At.) = t.) + t.
g 5 x( 5 g ( 5+1

Pero poniendo : .

i _ i i,
g (tj+1) =g (tj) + (Atj)

y sustituyendo en la ecuacidn anterior

1

i o 1
Ag (Atj) = x (tj) + g (tj) toag

k S
1% (tj).g (tj) +

ik 1
toap % (tj).n (Atj) +...
Para Atj=0, se tiene

Agl(Atj) =0, nl(Atj) =0

ya que coinciden en este caso g(tj) y‘g(tj+1), con lo cual

Ag(Atj) e. Asi pues, en el desarrollo solamente nos queda-

‘rén los elementos en n

Agl(Atj) = nl(Atj) + al

k 1 -
le (tj)ln (Atj) +oco -

= ‘P i p q i .
n (Atj).Fp(X(tj),g(tj)) + n (Atj).n (Atj).qu(x,g,n) (1.

RS 4

~donde F; resulta ser la serie

. i . . . . oL v
Pl - Ch <;’ L, K =i, v o= vieo (1.2.
2y

Siendo la serie F (x,y) convergente en U(e), la serie F;

es convergente tambien, absolutamente y uniformemente en
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U(e), de donde

i ~
leq] <M  para todo tjg{to,t}

Las series F; scn funciones continuas de x(t), g(t) en

U(e). Asi pues, de (1.1) se deduce

. s-1 . s-1 .

1 - a2 P P _gnl _
H (t,,t,T) = Fo(x(t. .. t.) + F =
S(tgsts ) jZO p(x( 3),g( J)) n (A'j jzo nTnFog

szl i, p D
= jZo Folem(ty,)-g"(x)) +
ssl i | p p a q -
+ F- . t. - t.)}. t.,.)-g*(t.)}.
jZO g 18 (typ)-87 (803 (g7 (ty, ) -g (1))}

y si A = méx(Atj)+O, entonces para las funciones gP(t) de

variacidn acotada, el limite
i . i

H = lim Hs
S>eo

se expresa mediante la integral de Stieltjes

H(r) = 1im Bl - jFé(g_i(t),g(t))dgp
(o] T

1
(r) = H (I‘).ei

Decimos que la curva I': g = g(t) es de variacidn acota-
da si existe homeomorfismo gi = gi(t) tal que gi(t) son
de variacibn acotada, y el cambio de coordenadas t'=¢ (t)
es de clase CT satisfaciendo la condicidn : d¢/dt 0.

El resultado obtenido se puede expresar
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TEOREMA 1-2.1.-

S{ La curva T ocontendda en un ghupo de Lie G, es de
variacddn acotada, entonces existe en el dlgebra de

Lie L{G) un vegion'inzeg&aﬁ §inito a(r).

DEFINICION 1-2.1.-

EL vecton Antegral Q(2) = Q(g(IO),g(t)), deteamina
en el dlgebra de Lie L(G)zTQ(G) una curva Q= Q(zt]

LLamada indicatriz Aintegral de T.

Se deduce inmediatamente que la indicatriz integral es
la misma para todas las curvas congruentes.
Damos a continuacidn el siguiente teorema del cual omi-

timos la demostracidn

TEOREMA 1-2.2.-

S4 dos curvas Ty g=g,(£), Ly g=gz(t}, %1% t en
un grupo de Lie G son absolutamente continuas y tie-
nen La misma indicatriz integral, entonces son con-

gruentes : Ip=a.ry.

TEOREMA 1-2.3.-

Sea La cunrva T: g=glt), to<fz€ z. AL recorren T en

un sentido o en otro, obtenemos vectores Lintegrales
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opuestos en T, (G).

Demostracidn
Recorriendo la curva en el sentido de los valores creci-
entes de t, obtenemos los puntos
-1
Ag(At.) = (t.).gCt. . )
g(bty) = g (). glty,y
Si la recorremos en sentido contrario conservando la mis-

(&) ma particidn, obtenemos los

G 441
///zf”jf‘\\\ ' puntos
o -1
//"’// VII 5g(Atj) = g (tj+1).g(tj)
'I;Q”JAﬁuﬂﬁ Si At. es suficientemente pe-
z’% - | |
5a%) quefio, los puntos g(tj),g(tj+1)

son prdximos, y por tanto los

Ag(Atj), Gg(Atj) serdn proéxi-
mos a e. Cada uno de estos puntos define un Gnico subgrupo
uniparametrico, seglin vimos. Pero tenemos.

Ag(At.).é .) = ). .) =
g( t]) g(Atj) Gg(Atj) AggAt]) e

luego pertenecen al mismo subgrupo. Aplicando al producto
anterior el desarrollo (1.2.1)

0 = ei = (Gg(Atj).Ag(Atj))i =

1 k 1
", +
kldg (Atj).Ag (Atj)

6gl(Atj) + Agl(Atj) + a

+

i k 1 m :
bi1m58 (Atj).ég (Atj).Ag (Atj) o
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Para despeijar Ggl(Atj) en funcidn de Agl(Atj); hagamos

una primera aproximacidn en la ecuacidn anterior con
i - i .
sg TAtj) = ~Ag (Atj), con lo cual

. Agk(Atj).Agl(Atj) 2

i _ i
sg (Atj) = ~Ag (Atj) toag!

- bt

k 1 m
K1imb8 (Atj).Ag (Atj).Ag (Atj) +...

Y sustituyendo la expresidn (1.2.2) de Agl(Atj)
i | i, -1 ’
AgTCat.) = nPAtL) PR (g (L) g (L)) +
g 3 n i P g i s g 3
P q b -1
+ At. At.).FD (g(t. St (at.)
ne( j)n ( j) pa g( j),g ( 3),nk 3 )

i

i J i
set(at.) = -nPeat.).Fr - nPatnd(at.). . FE o+
g/ 3 n At b n-( j)n ( j) -
i Py y.4 k .1 3
+ a (At In (ALt )F T F- + 0(AtL)
k1" 3’0 i’"p'taq (8t

Analogamente a como se hizo para Ag(Atj), formemos para

5g(Atj) la suma

s-1

A (ty,t,r) = - § nPat).FL - 1 Pt .t Fl
.: j p .: ] J

, J=0 J=0

s-1 .

i p q k -1

+ a (At dn*(At.) . FO.FD +.

j§0 ESEER S A R A
=1 - . | N i. p
H (to,t,r) =z ;if Hs(to,t,r) = —Jr deg

. pues al ser los restantes sumandos en orden mayor de n,
con coeficientes acotados, se anulan. Asi pues

1 " i "
H (to,t,r) = _H (togt,r)’

Pa

+
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INVARIANCIA DEL VECTOR INTEGRAL.-

Vimos al final del parrafo (1-1) que el vector integral de

una curva es invariante por traslaciones a izquierda. Nos

ocuparemos ahora de buscar las condiciones para el grupo de

Lie G, bajo las cuales este vector integral es invariante

por traslaciones a derecha.

TEOREMA 1-3.1.-

~

Dada La cunrva T: g=glt)lc UcG, ty< £ 1, el vector Ain-
Leghal openando a Lzqulenda coincdide con el vector Lin-

tegnral openrando a derecha 44 y s0Lo 54 se verndfica :
( R, -1 -1
aplgl£)) . Fplg™ (2], g(2)) - Fola™ (2),g(21),
donde aé = aé(g(ﬁ)) son Los elementos de La matriz de
La nepresentacién adjunta de G, y Fg(g-j(t),g(t)) son

Las senies (1.2.3).

Demostracién : 7 e

Operando a izquierda obtene-

mos los zpuntos
Ag(At.) = g (t.).glta, )
J -] j+1

Si operamos a derecha los

Gg(Atj) = g(tj+1).g(tj)
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Pero observemos que

1

Sglat.) = g(t.).A t.).g “(t.) = (ag(At.))
&18Y glty).oel ty).8 i °g<tj> EMAT
donde cb es el automorfismo interno
-1 . :
Oyt 8 *b.g.b ~, b,geG (1.3.1)

Pero en coordenadas canonicas tenemos

1

(b.g.b” oo a%(b).gj ' (1.3.2)

donde a;(b) son los elementos de la matriz de la represen-
tacibn adjunta de G. En nuestro caso
i ' i k
g (at.) = a, (g(t.)).ag (Aat.) (1.3.3)
205 LA M »

Las componentes del vector integral definido a partir de

los puntos Ggl(Atj) son

. n s-1 .
Htg,t,r) = ] esgh(at.), (1.3.4)
j=0 ]

Pero de (1.2.2) tenemos

k

k - P k Peas 1.4
A At.) = At.).F + At.) At.).F
g ( J n*( J Y n™( J n J pa

con lo cual, sustituyendo en (1.3.3) y en (1.3.4)

. s-1 . :
- ~ k
gt + = * ). 0Pt ) FX o+ Pt dndat.) FX =
LtgstsT) jZO ak(g(tj) n (Atj) ot m ( ])n ( 57+Fpq
s-1 . s-1 .
- 1 P k 1 N P .9 =K .
= t.)). t.). P+ (t.))Y.n".n?.F .7
.Z a (g( ])) n® (A J) A .Z a; (g 3 nten=.Fog
j=0 j=0 \
Considerando : nP(Atj) = gp(tj+1) - gp(tj)
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s-1

~1 ~ _ 1 k P _.P

H (tg,t,0) = jZO ak(g(tj)).Fp.{g (tj+1) g—(tj)} +

55 Ieo(t.)) LePt, . )Pt} g%, ) -g2(t.)}.FS
j§0 Gt BRI B g ITE AT B Ry g B Ry

que para las curvas de variacidn acotada, pasando al 1limi-

te : goe
rlee,, b = f ai(g(t)).Fg.dgp
T

Pero siendo

i " - i P
H (t,,t,r) = J F_.dg
0 r P
Para que sea El(to,%,r) = Hl(to,%,r) para cualquier arco

de curva T' G, se Ha de verificar :

ai<g<t>>.yg(g<t>,g‘1<t>> - Fé(g(t),g—l(t))

TEOREMA 1-3.2.-

Dada La cunrva T: g = glt), toﬁ.télz, el vector inte-

gral es Lnvaniante a derecha y-por tanto bi-invari-

ante, 44 y s0Lo 84 se verdfdica :
. _ . -1
afth) . Filgle), g7 (1) = Filglel, a7 12))

para todo elementfo heB, tal que P.H_2U<:G.

Demostracidn

pPq
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Queremos que el vector integral de T: g = g(f) sea el mis-

mo que el de T: g = g(t).p, para todo peG tal que I U G.

~11

(o2
T o
teedgluty) ~"/}/;4§ugjt
g ({'j-;»i}‘ i"”i

-1 -1 _
h.g (tj).g(tj+1).h =

h;Ag(Atj).h_

Pongamos mejor p=h—1. La
curva T, nos define los pun-

tos

-1
L) o= J).glt
Ag(At]) g (tj) g( j+1)

La curva T ‘los

d t.) =
g(a j)

= {g(tj).h

Pero en coordenadas esto se expresa

i i k
dg (Atj) = ak(h).Ag (Atj)

Lo mismo que en el teorema anterior, el vector integral

definido por T

51 " i k
Ho(ty,t,T) jr ak(h).deg

P. _1
= ak(h).erpdg

F.h"l, es de componentes

k,. P

Para que sea el mismo que el definido por T, de compo-

nentes

1 - _ i, p
3 (t,»t,T) = JP Fldg

" para culquier curva I'ecUc G se ha de verificar

iy ok -1 i -1
ak(h).Fp(g(t),g (t)) = Fp(g(t),g (£))
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TEOREMA 1-3.3.-

Exdiste un entonno Uj(e)czu(e), donde para toda cutr-
va relly, y todo elemento hely Los teonremas (1-3.1)

y (1-3.2), son equivalentes.

Demostracidn

Es evidente que existe un entorno Ui(e)cU(e) tal que

U1;U1”¥:U. Si se verifica el teorema (1-3.1), coinci-

den el vector integral operando a derecha y a izquierda
1 1 En particular
1

se verifica el teorema para la curva I : T.h’ cy,cU,

de cualquier curva de U Sea heUi, rcy
y calculando el vector integral de esta operando a de-
recha por ejemplo, nos encontramos con los puntos

1,-1 1 —1(

) -1 -1,-1 _ -
{g(ij+1).h }.{g(tj).h } = g(tj+1).h .h.g tj)

- -1
= g(tj+1).g

(t.)

J
puntos que coinciden con los obtenidos para la curva T
operando a derecha. Asi pues, ', y T tienen el mismo
vector integral, con lo cual queda demostrado el teore-

ma (1-3.2). Reciprocamente, si se verifica el teoreme

(1-3.2), tenemos la igualdad

ai(h>.F§<g<t>,g‘1<t>> - F;(g(t),g_l(t?),.heUi (%)

~

En particular para h = g(t)‘donde t {to,t}pues siemprg

'F.chic:U si TeU.Asi se puede escribir (*) con h=g(t).
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TEOREMA 1-3.4.-

EL vector integhal de una curva es Lnvariante a de-

necha s4i y s0fo 44 el grupo de Lie es conmutativo.

Para la demostracidn de este teorema, nos apoyaremos en

el siguilente

LEMA 1-3.1.-

EL deteaminante lF?l, L,{=1,...,4, donde Las F? son

Las sendies (1.2.3) es distinto de cero para cuakl-

quiern grupo de Lie G.

Demostracidn

Supongamos que es cero dicho determinante

1 2 r
Fl Fl . e F1
1 2 r
F2 F2 .o F2 i
= 0
Fi F2 P
r r T

Entonces existe una columna combinacidn lineal de las de-

més, por ejemplo la primera

1 2 r
F1 = AQ Fl + ... + Ar F1
P et et ] Az,;..,APeR, algun Ai#O.
FL = A .F2 4+ ... + 2 .FC
r 27 r r
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Entonces, dada una curva cualquiera T: g = g(t), tof'té :

su vector integral que viene dado por

g gt 3 - 1 geP

cumple segun las anteriores relaciones

1 1

Hi(to,%r) = J Fl.agP = J (Fi.dg + ...+ Froagh)
r P r . T

2 T 1
Jr fOg Fy + ven w0 F ) dgm + e

it

2 ‘ ry .1 2 .1 2. p
—? : * & @ +
+ (12.}r + ... 4 Ar.Fr).dg } JPAQ.(Fl.dg + F dg )+
, T 1 r vy _
+ oL, F err.(Fi.dg * ...+ F_ .dg ) =
_ 2 .. p r .Dp _
= AQJ Fp.dg + oL, APJ Fp,dg =
T r
= AL HZ(E L, E,T) 4 A LHTCE . ,T,T) (%)
2. O’ , * & o r. 0, ’

0 sea que la primera componente del vector integral de cual-
quier curva, debe ser combinacidn lineal de las restantes.
Pero podemos escoger siempre un vector VETe(G), tal que

en la base natural de Te(G) su primera componente no ve-
rifique tal condicidn:

Yoo+
vieg t e tvoe s vy 7 XoeVy A

.V
r'r
Este vector v, induce en L(G) un campo invariante a iz-

quierda X, y este un subgrupo uniparametrico exptX, cuyo
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‘vector integral para 0% t<t, es proporcional a v, y por

tanto no cumple la condicidn (#%). Entonces debe ser

Demostracidn del teorema
Si el vector integral de una curva I': g = g(t), t,<t<t

se verifica segln el teorema (1-3.2) la relacidn
2 () FS(g(0),g7 (1)) = F(g(o),g7 (1)),

donde heG tal que T.hcU(e)c G.

Escribamos desarrollado este sistema para p=l,...,r
i1 i .2 i e _ 1
ai.F1 + a F1 + ...t ar.F1 = Fi
i L1 i .2 r _ i
ai.F2 + az.F2 + + a., F2 = F2
i=d,...,r
i1 i 42 i v i
+ + . =
al'Fr + az.Fr e a, Fr Fr
. P i i
Son r ecuaciones con r 1ncdgnitas Ay e sdp. Como por

el lema el determinante de los coeficientes es distin-

to de cero, podemos despejar por la regla de Cramer,

llamando A = !F%] £ 0

i 2 r 1 -.1 T
F1 F1 . F1 Fl F1 F1
1 2 r 1 i T
3 s Fy F, Ty ... Fp

ai- 1 At = 1

- "= 1 e e e e o 2000 00 23 . 3 "':co e 0 .. . .

1 A 2 A
: i 2 r 1 i T
Fr Fr . Fr Fr Fr . Fr
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1 r-1 i

F1 . Fi F1

1 r-1 1

F2 . F2 F2

adot

P—A .......... ¢ ¢ = ¢ s o @

F1 Fr~1 pt

T T T

y como se comprueba facilmente se verifica

a%(h) = 6% para todo heG

Asi pues la matriz de la representacidn adjunta de G, tie-

ne la forma

1
Adj(h) = Ty

Luego el grupo G es conmutativo. Con esto tenemos una ca-

racterizacidn de los grupos de Lie conmutativos.

:1-4. CASOS PARTICULARES.-

a) G = RxR :
Los subgrupos uniparametricos de—-wR»2 son las rectas pasan-
do por e(0,0). La operacidn producfo de dos puntos viene

dada por
P(Xiaxz)a Q(ylsy2)

p"lq = st - (g 52,0 (75,0 = (=X, 4y, 5-%,t,)

de donde
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1,,-1

T

1

"ty = .ot

2

g2p~1 -1 0?2

'Q) = "Xz + y2

I

Q) (P

y recordando la expresidn (1.2.3)

e R ¥ S G o)

P 3y P
| 2 . 2
Fy =13 F, = 03 Ff = 03 F, = 1

OQ'tQ't. El vector

integral, si T es de variacidn acotada viene dado por

Sea ahora una curva en R?r: g = glt), t

. . . € . - L
o(r) = Hl(to,t,r).ei, gt = f F;.dgp, e =3—) e =2

ty 1 9x7e "2 3yle
1 1 .2 (¢ 1 1,4 1

H™ = J F dg t Fp.dg” = J dg” = g (t) - g (to)
tg tg
- +

H? = J r dgt + Fg.dgz - J ag? = g2(t) - gQ(tO)
t
0

alr) = {g (t)—g (to)}.gi + {gQ(%)-gz(tO)}.e2 = Q(to,t)

Como vemos solo depende de los extremos de la curva, pues

resulta ser el vector integral'de la curva ', la cuerda

de dicha curva

' Seglin esto, dos curvas
con los extremos coin-

1
& cidentes, tienen el mis-

mo vector integral. Se

Pou

deduce que toda curva ce-
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rrada en RQ, tiene el vector integral cero.

Al ser R2 conmutativo, el vector integral es invariante

a derecha.

La indicatriz integfal de una curva en R2 es la misma
curva trasladada a €(0,0). Todo lo dicho para R2, se pue-
de aplicar tambien, por ejemplo al cilindro, pues la ley’
de composicidn es tambien la suma de coordenadas. Unica-
mente existe la diferencia de que la indicatriz de una
curva es el resultado de dearrcllarla sobre el plano tan-
gente en e.

y

b 6 = %x,.%, = X cR7, xi¢0, izl, ... 0

1%y X

273

En el apéndice se demuestra que este conjunto con la ope-
racidn

(Xl’XQ’x35xu)’(yi’y2’y3’yu) z (xi.yi,xz.yz,x3.y3,xu.yu)
es un grupo de Lie conmutativo, de dimensidn 3, con ocho
componentes conexas.

Sea una curva I': g =g(t)< G, t,%t<«t. Tomemos dos puntos

0

X = (Xigngxsaxu)) y = (Y1>y2’3’39yu()

-1 -1 1 1 1 1
X .y = f(x y) = (= ,= 32 3= ) (Vi sY0sYqsYy)
’ xl’xz’x3 Xy, 1272%*73°7L
Ya Vo Y0 ¥
172 73 71 . ;
X13X2)X3,XL}), Xi # O, yi # 0, 1"1,2,3,”‘

de donde las F% son
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1.1 2 . 3 . kol
Fy = sp F; = 0 F; = O F, = 0
1. 2 _ 4 3 . Y
F, = 0 Fy = 55 Fy, = 0 F, = 0
1. 2 3 . 1 R
Fy = 0 Fa = 0 F3 < %, Fy = 0
1 _ 2 _ 3 . b_ 4
F, = 0 F, = 0 F, = 0 Fy = 5

de donde las componentes del vector integral de T son

Hl(to,%,r) = J Ft dgp = J j; dgl =
r P r g
t i i,n . i
= j £J-L-— dt = 1 g—.»-(—t—)- . gl: g—%
ty 8 g ()

de donde el vector integral es

i ~
(r) = {1n g-iﬂ—)——}e-, e =2 )
1 1 ox.e
g (to) i

Observemos que en este grupo toda curva cerrada tiene el

vector integral cero. En efecto : si g(to) = g(t)

X . . i»
gl(to) =_gl(t), H* = 1n EILEl = 1n 1 = 0, para todo 1i.
g (1)
Es sencillo ver aqui en particular, que si dos curvas tie-
nen la misma indicatriz integral, son congruentes: Sean

T g = g(t), I, : h = h(t), t.%t%t

1 2 0

La indicatriz tiene de componentes

. i i .
Hi(t) = In gziil = 1n Eziﬁl = Hy(t)
- g (ty) n(t)

tomando antilogaritmos
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. . i
i i . g (t ) .
gl(t) - hl(t) , gle) = - o iy
g (to) h (tO) h (to)
de donde
ioo0 . id L _elty)
g (t) = a .h(t), g(t) = a.h(t), a = € G
h(t )
o
c) : G = 83.—

3 . . .
La esfera G = S8 es un grupo de Lie no conmutativo. Vie-
3 . . .
ne dada S° por la correspondencia biunivoca que existe

y .
, Yy los cuaternios

3
entre los puntos P(xl,x2,x3,xu)e8 < R
‘unimodulares Q:

(Xi’XQ’Xs’Xu) j——+(x1+ix2+jx3+kxu)

2 2 2 2 _
donde X1 + %, + x3 + xu = 1

Por este motivo se tiene
1 -z- (x,-ix,~jx,-kx,), x conjugado de x
17T R TIRT Y Jjug :
Calculemos las funciones F;

-1 ~1

f(x

(x ~.y) ,y) = (xl—ixz—jxg—kxu).(yifiy2+jy3+kyu) =

T Ry F Ry, toXguys tox Ly F 1.(x1.y2 - Xy.yq *
tox, .Yy - x3.yu) + j.(xi.y3 - Xg.yq t Xyeyy - Xu.yz);+
+ k.(xi.yu— X, -Yq f KgeV,- x2.y3)

i . .
Con esto , las Fp son sin mds que derivar con respecto a

yp cada una de las componéntes de ese producto
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1 2 _ 3 _ Lo
F1 5% P =% Py =% Hy
1 2 3 _ 4o
P2 = %, F2 = Xy F2 ==Xy F2
1 _ 2 3 W
F3 = Xg F3 = Xy, F3 = Xy FB
1 _ 2 3 _ b
Fu = %X, FH = ~Xg FH = X, FH_
Sea la curva I': g =g(t)<,83. Las componentes
integral de TI:
e 2oy = [F . . ;
H (to,t,r) = (gl.g1 t g,y t 83-83 +
0
H2(t,,t,r) = * ( . Pt g3 -~
0°°> £1°8p 7 BBy T BBy
0
H3(t % r) = * ( - 't o o
0°®-° —J gi‘gg g3'g1 gz‘gu
o
: u : - t t t !
H (to,t,F) = . (gl.gkl - g,-8] * 83:8) -
0

Al nc ser conmutativo, el vector integral no
ante a derecha.

(%':):
d)

se deduce derivando gi + g%*+ gg + gi

G = G1(2,R)

del

es

.g&)dt = 0

vector

()

.g&)dt
.g%)dt

.gé)dt

invari-

No es conmutativo, y la operaci”on viene dada por

11 %12 Y1 Y12 1
X = y =
X914 %22 Yo1 Yo7
donde A = £ 0.

11:%927%12° %21
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P -X y V.
4 22 172 11 12\
X.y—A'“' =
%91 211/ \V21 Y29
1 Y41°%99 = X49°Y9q Yio:¥oo = Yoo %49
:—A- .
“Yq1°%91 T Y14 Y19+ %91 t Ypp-¥qq

Deravando con respecto a Y11:Y12:Y212Y90 las componen-
tes de esta matriz considerada como un vector de Ru,‘se

obtienen las F%

Py ® 5%20 Fp =0 Fi 5 5T %1 Fg =0
Fy = 0 Fy = g%y, Fp =0 Fy
| F% = '%/X12 Fy = 0 Fg = % %44 Fg‘: 0

Sea entonces una curva I:

gll(t) glz(t) X
g = g(t) = CGL(2,R) ty=t=t
() g,,01)

Las componentes de su vector integral

~ ~ e—

Wy = [ rloagP = [ L - 1)dt
"y & T . & ‘822811 T Bg284
0 0
2 _ ft 2 p _ Pt 1 . y
H°(r) = . Fp.dg = ). T (g22.g12 - g12'g22)dt
0 0 .
3 _ ft 3 p _ ?‘t 1 , :
H (r) = Je Pp.dg = J. N (gii.g21 - g21.g11)dt
0 0
ot £
L _ 3 p _ | 1 I '
H'(r) = Jt Fp dg )+ T (gil.g22 g21.g21)dt
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2.- LONGITUD EN GRUPOS DE LIE

Observemos en primer lugar cbmo se calcula la longitud
de una curva en el plano R2

%@p g“&? Dada la curva r: g = g(t),
/ r P /A

t0< t< t, hagamos una par-
ticidn del intervaio {t_,t}.

vy
//ﬁ%LL’ Entonces, el arco de curva
€

(g(tj),g(t }), se confun-

3+l
de en el limite con su cuer-
da, y tomamos la longitud de esta como la del arco co-
rrespondiente. Sumando para todos los arcos, se obtiene
la longitud de T.
Esto podemos verlo desde otro punto de vista segﬁn la 1i-
nea seguida
Si trasladamos el arco (g(tj),g(tj+1)) haciendo coinci-
dir g(tj) con e(0,0), entonces g(tj+1) pasa a ser el pun-
to Ag(Atj). Existe una recta pasandé por e y por Ag(Atj).
El vector tangente en e a esta récta, no es otra cosa que
el mismo vector cuerda del arco (g(tj),g(tj+1)). El mb-
dulo de este vector, es el que tomamos como longitud de
dicho arco. Sumando para todos los tj’ el limite es por
definicidn la longitud de T. |
Vamos a generalizar esta idea a un grupo de Lie cualquie-

ra G.
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2-1. DEFINICION DE LONGITUD.-

Consideremos en primer lugar, definida en Te(G) la mé-
trica euclidiana.

Sear: g = g(t), t < t% %, TeU(e) ¢ G una curva. Haga-
mos una particidn del
intervalo {to,%}, por
los puntos

<t,< .. <t = t.

to<ty s-1

A partir del proceso

bien conocido ya, el pun-
to

- -1
Ag(Atj) g (tj).g(tj+1)

determina un vector tangente en e, al subgrupo unipa-

rametrico que 1lo contiene : y(At.)
3

Y(Atj) T g o= y(uj), 0< Uy < Uy, Ug S Atj

Llamando w(Atj) a dicho vector, tenemos
wlat.) = Agi(At.).e. = ai(At.).At..e.
J J 1 J J 1
siendo o = al(Atj).ei el vector tangente a y(Atj) en e.

Tomemos el mbddulo de este vector

1/

r .
- 1,0 y121 2
Iw(Atj)I = [-§=1 {ag (A}j)} } Atj. [g

. Y
{ul(At.)}Q]
=1 J

Sumando en j=0,1,...,s-1
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A
s-1 s~1 roo- o 9
Voo JeCat)] = J [Z {a (At )} AL,
j=0 J j=0 [ i=1 ] J
Si ewiste limite para esa suma cuando ) = méX(Atj)+O,

y s»e, serd la longitud de TI.

Observemos que para cada arco (g(tj),g(t. )), el vec-

j+l

tor w(Atj) es el vector integral de dicho arco si la
particidn es suficientemente fina. Si conservamos fijo
g(tj), y vamos hallando el vector integral de cada ar-

co (g(t;),g(ts,1)), kgctj>,g<t )),..., el extremoc de

3+l

estos vectores describe en Te(G) la indicatriz integral

j+2

del arco correspondiente al intervalc de t considera-
do. La longitud de dicha indicatriz, al ser Te(G) con
la metrica euclidea, se calcula mediante la suma de las
longitudes de las curedas correspondientes a la parti-
cidn hecha de {to,%}, y pasando al limite. Pero gstas
cuerdas no son otra cosa que los mddulos de los vecto-
res integrales correspondientes a cada intervalo {to,%}.

Asi pues, tenemos la siguiente =

DEFINICION 2-1.1.-

Sea 1: g = glt), Ioé.tél% una curva tal que TclcG.
Leamamos Longitud de v, a £a Longitud de su Lndica-
thiz integral, definida La metrnica euclidea en TQ(G):

2ir) = Zlalt)), £y=t%

supuesta T de varlacibn acotada.
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Consecuencia de la definicidn

La Longitud de una cunva T, es independiente del

sentido de neconrnide de La misma.

En efecto : Al recorrerla en un séntido o en otro, va-
mos obteniendo vectores integrales opuestos en Te(G),y
en consecuenciaylas indicatrices integrales para cada
caso son curvas simetricas con respecto a e en Te(G),

y por tanto de igual longitud.

PROPOSICION 2-1.1.-

La Longitud de un Aubg&upd,unipanameznico 0 una tras-
Lacibn a Lzquierda o derecha de este, es Lgual al mé-

dulo de su vector integhral.

Demostracidn

Es inmediato para un subgrupo uniparametrico, pues la
indicatriz integral de cualquier.subgrupo es una rec-
ta, ya que el vector integral de y: g = y(u), 0% u% u

es, segin vimos en (1-1)

i ~ ~
Qly) = «a ‘u.e; T U.a

siendo o el vector tangente a y en e. Al variar u, se
describe una recta en Te(G). Coincide entonces la suma
de mddulos con el mbédulo de la suma. Entonces queda cla-

ro que su longitud es 1(y) = G.[a].
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Si trasladamos el subgrupo a izquierda : ¥y =.a.y, obte-
nemos una curva cuya indicatriz integral es la misma que
la de y, o sea una recta, con lo cual su longitud es el
médulo de su vector integral.

Si trasladamos y a derecha : ; = y.a, la indicatriz de
esta curva es la misma que la de

N =1 =
Yy = a’ .y = a.y.a

pero esta curva es un subgrupo uniparametrico y por tan-
to su longitud tambien es el mbédulo de su vector inte-
gral, aunque sea distinto del de y. Que es un subgrupo
se comprueba sin més que considerar

Y(s+t) = afity(s+t).a = a—i.y(s).y(t).a =

-1

= a t.y(s).a.a Ty (t).a = Y(8).¥ (1)

si s y t son pequefios.

2-2., LONGITUD BI-INVARIANTE.

Como siempre, consideraremos curvas I' : g = g(t)cUCG
y traslaciones que sean dentro de U(e).

Es conocido que en un grupo de Lie existe siempre me-
trica bi-invariante si y solo si la matriz de la repre-
sentacidén adjunta de G es ortogonal. Vamos a deducir
‘ésto haciendo uso de lo visto hasta el momento en este
trabajo, para comprender méds tarde la generalizacidn a

n-superficies, objeto del Capitulo II.
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TEOREMA 2-2.1.-

La Longifud de una curva T: g = g{£)clUcG es An-
variante a derecha y pon tanto bi-invariante 34 Yy
s0Lo 84 La matrniz de La nrepresentacidn adjunia de

G es ortecgonal.

Demostracidn
Al ser la indicatriz integral invariante por traslacio-
nes a izquierda, la longitud tambien lo es. Asi pues,
el . ' .
veamos cuando es invariante a derecha.

Sea enteonces la curva T: g = g(t), tO? t% t. Conside-

rando una particibén del intervalo {ty,t}

<t = T

to< t1< .o s-1

tomemos el arco de curva (g(tj),g(tj+1)). Si Atj es su-

ficientemente pequefio, la longitud de este arco viene

dada por el mbdulo del vector

i -1
. = .).e. . = ).t
w(Atj) Ag (At]) e Ag(Atj) g (t]) g( 54 )

1

lw(Atj)|2 = (Agl(Atj))2 +o.4 (Agr(Atj))Z

Traslademos ahora la curva I' a derecha : T = I’.h"1

-1,

Para esta curva tenemos el arco (g(tj).h_i,g(tj+1).h
La longitud de este arco de la misma forma que antes
“viene dada por el mddulo B(Atj), que se define

1 -1

- ~1,-1 |
sg(aty) = {g(t).n™ ) gty ) n )
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1

Sg(At.) = h.ag(at.).h™ w(At.) = 6 i(Atl.).e.

Pero segin vimos, al ser las coordenadas canonicas, Sse
*iene
sl (at.) = at(n).agtat.)
J k ]

- S k, . . ~ 1 1 + 1 r
m(Atj) = ak(h).Ag (Atj).ei = (ai.Ag cootoajhg ).e,

r 1 r r
+.o..0% (ai.Ag to..toa.ag ).er

ot ]2 = gh2.a@h? .+ @)%+ 4
J 1 1
P gD e @Dy

+ Z.Agp.qu.(aé.aé +o, .04 ag.ag), P<qg, P=1l,...,r-1

Para que los arcos considerados tengan igual longitud,
los vectores correspondientes w(Atj), GCAtj) deben ser

de igual mbédulo, con lo cual

(gh? +or g2 = gh?i@h? s @D s

+ (Agr)z.{(ai)z P (aﬁ)z} +

+ 2.Agp.qu.(a;.aé +...t ag.az), P<qg, P=1,...,r-1

En particular, se ha de verificar para aquellos subgru-
pos inducidos por los elementos de la base de Te(G), o

‘sea, para vectores de coordenadas (1,0,...50),...,

(0y...,0,1) con lo que

1

(a1)2 o@D 21,0, @h? e (aﬁ)2 =1
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Tambien en particular, se ha de verificar 1a'igualdad
para aquellas curvas inducidas por ei+ej, i#j, o sea
para vectores de coordenadas (1,1,0,...,0),.....
(0,...,0,1,0,..,0,1;0,...,0>,...,(0,...;0,1,1), con lo
que se obtiene

i1

a_.a r.af
b q

+.. a .
P q

=0, p<qg, pl,...,r-1

Asi vemos que la matriz adjunta es ortogonal.

COROLARIO 2-2.1.-

S{ el vecton Lntegrhal de Las curvas es Lnvarniante a

denecha, tambien Lo es su Longditud.

Demostracidn

Es inmediato, pues el grupo serd conmutativo.

2-3. CASOS PARTICULARES.

a) G = R :

~

Dada la curva I': g = g(t), to% t<t, la indicatriz in-

tegral viene dada por
a(t) = {gh(t) - glltdl.e, + (g7(t) - g°(t )} e,

que COmMO curva en un espacio euclideo, su longitud es
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7
[(<g1>'>2 ¥ <<g2>'>2Jat
to .

expresidn ya conocida por 1la geometria diferencial cla-

t
1r) = 1(a(t) = J

sica.

Sea la curva r: x = x(t), tO?'t? t. Su indicatriz in-

tegral es

Q(t) = HE(t).e., HY () = 1n i
e = In T

x.(t,) x!1(t)
Q' (t) = —= 0 - .e

xi(t) xi(to) i
N |7
t rx! x) x! x! z
1w>=1mwn=J kiﬂ+-@%2+g§ﬂ+<§bﬂm
t %1 %9 3 M

. ' . . L

Observemos que esta metrica no es la inducida por R,
0 » P,

cosa logica, pues la operacidn en G no es la suma de

componentes.

) @ = G1(2,R).

Sea la curva T:

Xll(t) Xiz(t)
o

X21(t) xzz(t)

x(t) = <t<t
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La indicatriz integral de

t
1 - 1
H (t) = J T(xon%yy -

I'y, tiene de componentes

. Xy p%pq0dt
0
2 (t
- e 1 o [] .
H(t) = I A(x22x12 x12x22)dt
O - —
5 T b= Xy4Xgy = Xyp¥oq # 0
. - _ 1
H (t) = Jt (X11 21 x21x11)dt
0
Hu(t) = * l(x x},. - %! )dt
T Jtgh 11722 T F21%12
De donde sin més que derivar
1(r) = ¢ 1 {( ! ! )2 + ( x!,. - xix) )2 +
Tl B Xoo®41 T ®q0%91 X00%12 “2%92
0
t _ 1 2 v ' 2.1/2 -
L IPE Y R L PR C PEY P S LS PR AL
[T LT ¢ e+ (x )2}‘+
T ). B 11 %12 %92 21
0
N L oN24 2 2.
+ {(le) + (x 2) }'{<X12) + (Xil) }
- 2. (x) x), 4 x) xriY.(x, . x + % X,.) 1/2 dt
Y X11%21 12%207 Y ¥12%92 11%21 .
Para ver si esta longitud es bi—invariante, la matriz
adjunta cuyo calculo estd en el apéndice Qabe'ser ortog.
Ly .x 1 X Xa4X Ky X \
A f11%22 A %12%22 2 *11%21 h F12%21
1 1 2 1 .2 1
— X X - XX p4 ’ pd X
Ad(xy =| B 21722 5 %22 A %21 5 F22721
1 1.2 1.2 1. «
A *12%11 A %12 A *11 A f11%12
—'j:'X X 2-" pd ZL")"l X ;—L'”X X
A F12%21 A %92%12 A F21711 A *11%22
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Al no ser ortogonal esta matriz, la longitud‘en el grupo

G1(2,R) no es invariante a derecha.

d) G = s°
Sea la curva I': x = x(t), to? t% %, tal que
2 2 2 2
%y + LN + X3 + Xy, = 1

Las coordenadas de la indicatriz integral son

ot
1 - ) 1 ! 1 1 -
H (t) = J (xix1 + X% + XaXg + xuxu).dt = 0
-t .
0
Hz(t) = * (x,x! - %%} + x%x, %! - x,x').dt
J 172 271 B3 3747
t
0
Hg(t) = * (x.x! - %.x! + x.x! - %, x!).dt
J 173 371 274 T A
t v
0
Hu(t) = * (x,x! - x, %!} + x.x) - x.,x!).dt
| S T S B A
0

en consecuencia su longitud es
y g

t
- 1 _ 1 o 1
1(r) = Jt {(x1x2 X,%q t Ry X xu) +
0

o+

o 1 t
(X1X3 Xa®g + Xy), %

to_
+ (X1Xu X

t
Jt (D Gp? e Gp? e DD

0

1/2.d

5]

t

. . . . . 4
Como vemos esta metrica coincide con la inducida por R
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Para ver si la longitud es invariante a derecha, obser-

vemos que la matriz de la representacidn adjunta de_83

cuyc calculo damos en el apéndice es ortogonal

2(x2x3—x1xu) 2(x1x3+xzxu)

/x2+x2»X2~x2
1 72 73 74

. 2 2.2 2
Adi(x) =| 2(x,x,+x X=Xy tRa-x) 2(x3xq—x2X1)

1 ¥y tXo%g)
2 2 2.2
Q(szu‘X1X3> 2(x3xu+x1x2) xl—x2~x3+x11L

Con lo cual la longitud si que es invariante a derecha.




CAPITULO II

51, N-VECTOR INTEGRAL DE UNA N-SUPERFICIE,

Sea G un grupo de Lie de dimensidn r, y analitico. Sea
S €G una n-superficie definida por :
™

g = g(ul,...,un), gl = gl(ui,...,u , 1 = 1,...,p

en una carta local U de G, donde el punto u

"
~
o
c

recorre el intervalo D

i

i ~
“uT, 1=1,...5n

i,
< u
Ug

en el espacio euclidiano En'

Damos a continuacidén una definicidn analoga a (1-1) Capl
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DEFINICION 2-1.~

Decdmos que Ras n-superficies Si’ Sz,‘Aon congruen-

tes, s4 exdste un elementfo aeG tal que : 32 = a.S,.

1-1.DEFINICION DE N-VECTOR INTEGRAL.-

. . . . i/' i Ai
Hagamos una particidn del intervalo D : ug < u <u
ui'< Ui< <ui = C‘[i
0 U< eeesug
i
Asi hemos descompuesto D en suma de intervalos D. 3
1°°"“n
i .. 1, 1 . .
. %< < ul = ceesny Joo= ceeySe
uJi u u]i+1, i 1, 5 3y 1, »8;

Fijando el punto g(u% ,...,u? ) en S, y tomando n pun-

\ 1 n
tos
2 1 k ' n
g(us sUS seeesls Jyae.sglul 5...,us geewsUs Jyans
1%1773, In Jq Ji*d In
g(u? ,...,u?"i s U ) .
J1 Jn-1 3n+1
que forman los vertices correspondientes a Dj 5 adya-
10 . ¢ n

centes a (u% ,...,u? ).

1 jn

Multiplicando a izquierda cada uno de esos n puntos por

obtenemos
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gni(u , ,ul ) g(u? , ,ul ) = e
1 jn Jq Jn
-1, 1 n 1 n B 1 n
g (ujl, *,ujn).g(u L ,ujn) Aig(uji, ,ujn)
-1 n 1 k n 1 n
(u . ) .glul u. u. ) = A, glu u. )
g 1) 9u3n g ujla 9 jk+1, 3 jn kg 1 jn
-1 n 1 n
(u: ,...,u. d.glul u. Y = A g(ul ,...,u. )
g 315 3 jn g ]13 9 ]n+j 317 9 Jn

Las coordenadas canonicas de primera especie del pun-

to A g(u% »+..5UL ) serédn designadas por
K J1 In
A gl(u% see.,ul ), i o= 1yees,r
K J1 In
. k k
S1 : Au. = ul - L
K 3t Ty

es suficientemente pequefio, define un subgrupo unipa-
rametrico que lo contiene

1 n
vy o (ui ,...0ul ) og o= oy ()
k 34 In k o

que en U(e) estard representado por la ecuacidn

1 n i i, 1 n
yo(us ,ee0,uy ) gt o= al(ul s...5u. ).t
K J1 In k J1 In
i i i,° i, 1 n -
yo(t) = ol t; yo(t. ) = A, g (Ul ye..sul )y A u. = t.
K koo K Ix K J1 In k Ix Ik

Tomemos en el &lgebra de Lie L(G) el vector
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1 n i, 1 n
w, (ul u. ) = ol (u: S VD IV, S o1 e. =
A P I Dk PR PR S I
= A gi(u1 u, J.e.; k = 1 ny; j. = 1 S .
k j ? b * i 3 b] * b 2 1 b4 9 1

donde e, son la base natural de L(G) en e. El vector

- o1 ,
@, = ap.e; es el vector tangente a Yy €N €.

Tomamos ahora el n-vector

1 n - « -
w(llji’...,ujn) - wlf\o Awn -
i i i
1 2 n
= A,g TA,g T..0A g TTies s A €
1 2 n 14 i,
Sumando con respecto a todos los intervalos D. 3
' 1°""“n
Q(S,Mu) = ) w(u% sev,ul 30u) =
ji" I, 1 n
i i
1 n
= ] z . Aj_g N Ang .ei ~ Aei
Jqe00 3, 1 n

Del mismo modo que en (1-2) Cap. I, se puede aplicar a

Akg(u% ,...,ug ) el desarrollo (1.2.1), con lo que

1 n -
Akg(uilf'?.,u?n) = ni(u%l,...,u?n).F;(x(ugl..u?n),g(u§1
+ ni.nE.Féq
donde
ni(u%l, . ,u?n) = gp(u§1, ,u§k+1, ,u?n)—g(ugl, ,u?n



T

-1, 1 1, 1 ’
jl,...,u? YT o= xl(uj ,...,u? )

n » 1 n

{g

(u

Analogamente que en Cap.l la serie F; es convergente,
y es funcidn continua de las variables x,g en U(e).

Ademés F;q es acotada en U(e). Asi pues tenemos
i
Q(S,au) = ) F *...F

donde 8 contiene exclusivamente sumandos con al menos

. P i i
(n+1) factores ng Y Fp, qu.

Supongamos que S tiene el plano tangente continuo, es

decir, un n-dimensional subespacio del espacio vecto-
rial tangente a G. Entonces la anterior suma tiene el
limite igual a la integral de Riemann :

i

i P D
Q(s) = {J r 1l ..F n.aig 1. g n.dul...dun}e. Ao
p P1 P n 1
siempre que el mayor diametro de los Dj j‘ tienda
REERN

a cero. Pongamos

asgp.dus = dsgp (no hay suma) _

. . p P

1 1 1 n

Q(s) = {J F i pn, Dm0t auMe, L.
D P1 - Pn 1

D(ut,...,u™ 1
i 1 P P
= {J F 1...F n.dg 16...Adg M oe. ooi.e. i1<...<i
D P1 Pp 14 n

De esta formula se deduce que Q(S) no depende de la elec-
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cidén de las cocrdenadas ufL sobre S, y de las gi en G.
Resulta que Q(8) es invariante respecto a las trasla-
ciones a izquierda de G. Sefa llamado el n-vector in-
tegral de S.

Los coeficientes

o 17 n(sy - J Fll...Fln.dgpia...Adgpn; i
s P1 Pn ‘ 1
Son invariantes por traslaciones a izquierda de la su-
perficie S, y no dependen de las coordenadas ui sobre
S. Pero dependen de la eleccidn de los vectores e, del
&lgebra de Lie L(G). Los coeficientes (%) seran inva-
riantes absolutos si los vectores e; estdn determina-
dos univocamente por S, es decir, si la superficie S
determina en el punto geS r vectores ei linealmente in-
dependientes que por la traslacidn a izquierda trans-
formando g en e, pasan a ser vectores e de la base
natural de L(G).
Los invariantes integrales de S serdn las funciones de
(*) que no dependan de la base €. - Puede ocurrir que
para la superficie S no existan mas que algunos de los
coeficientes (*).
Evidentemente la superficie S puede ser un subconjun-
to de la superficie S_ . Si ¢ es toda la familia de ta-

les subconjuntos S de So’ entonces, la funcidn aditiva

Q(S) se llamard indicatriz integral de So-
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1-2.BI-INVARTANCIA DEL N-VECTOR INTEGRAL.-

Analogamente que hicimos con las curvas, damos la con-
dicidn de bi-invariancia del n-vector integral de una
n-superficie por elementos de G. Tambien suponemos que
realizamos traslaciones dentro de U(e).

Sea entonces la n-superficie S

TEOREMA 1-2.1.-

EL n-vecton integral de La n-supenficie S es Lnvarni-
ante a derecha y por tanto bi-Lnvanlante, 84 y s0ko

A4 be cumple

L L £ L L L
a, . azl Fg’ . 91 F ! ... F I
1 n Py Py Pq Py
AL L £
a,£” .aﬁnF" F Fh .. F R
n Pq n Py Py

expresibn sumada en ﬂh = 1,.;??&,'y donde :Lh=1,..,a

dy<ove Ly ppelyee,n, pi¥pj; Los elementos

1(: S
azk(h) son Los de La matrniz de La hepresentacddn ad-
Ly
funta de G, y Fp' Las senies
i
¥
£ k, -1
FRoo2f X _4) oy yeq
Pj Pj

ay
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Demostracidn

El n-vector iﬁtegral de S viene dado segln acabamos de

ver por
i i ) P
Q(sS) = {J rloF Nag 1A...Adg n}ei areaty
» D P1 Pn 1 n
donde i1< e < in’ ikzl,.¢,,r; pk=1,...,r

Traslademos S a derecha por p1

Repitiendo el
proceso de cons-
truccidn del n-
vector integral
para la n-super-
ficie § = S.h—i,

nos encontramos

con los puntos

1 n 1 n -1
§,g(uy 4evoyu. ) = hoA, g(u. 5...,u. J.h
kg 31) b Jn kg ]13 b ]n
0 en coordenadas
i, 1 n 1 7 1 n
8 (U: 5ee.sus ) = a~(h). .o, g€us ,...ou. ) =
| kg ujj_, s :]n . kg uji, s Jn

_ o1 P21 n J P _Q ]
= a.(h).{nfu’ ,...,u. ).FJ + na.F2 O}

donde ag(h) son los elementos de la matriz de la repre—'

sentacidén adjunta de G.
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Formemos ahora los vectores

- 1 n i, 1 n
w, (ul ,...5ul ) = S g (ul se..5UL D.eL
k J1 In K J1 In *
y de aquil el n-vector
i i i
- - ~ P | 2 n
W T Waneeoatd = 6,8 76,8 "vo.0.8 8 L. a..ia€l
1 n 1 2 n 14 1,
Sumando para todo el intervalo D
& . — - 1 n . _
Q(8,au) = ‘ ) . m(uj ,...,uj SJAu) =
Jqee o1y 1 n
i i
- 1 n -
= Z . Gig ..6ng €; aveenly F
34 1, 1 n
* 11 n ln
= Z ) Alg ceed Ang P@L areenly =
Jqe 003, 1 n 1 n
i i 1 1
= ali(h) ..al‘(h).: ) 3T 1. bog n eilﬂ N
n Jq0e03, n
i 1 1 1 P P
= all...aln. z F 1...F n.nil nnn.ei - “el
1 n -3, Fa Pn 1 n

que en el limite, si S tiene el plano tangente conti-

nuo es

. . p p
1 1 1 1 1 n
Q(8) = all.. n.J F1,..F D, agj....agrl.dui..du €. . uaEs
1 D Pi Pn 9 u 9 u 4

Si reordenamos los sumandos con i1<...<in , obtenemos

el n-vector integral de S



) = 11 "n
Q(S) = J a; ... ay 3
D 1 ’

y para que los n-vectores 0(S), 2(S) coincidan cualquie-
ra que sea la n-superficle y heG debe verificarse la i-
gualdad de los integrandos, © sea los coeficientes de la

n-forma

P4 P

dg “.....dg n

lo que se expresa por medioc de los determinantes del e-

nunciado del teorema.

TEOREMA 1-2.2.-

EL n-vectorn integral de La n-supenficie S codncedde

al operarn a Lzquienda y al operar a denrecha 5L y s0-

Lo AL ¢
L £ £ L AL £
a£1.. a£1 F1o.. ] F11 Pl
1 n Py n P Py
“n “p zn Kn n n
a£ a, F ; F . F
1 " Py Py Py n
L L -
donde aﬂé = a£E(g(u1, ,u™y, Ay <. <Ln
J J
- Demostracidn

Basta considerar

1 k 1
Gkg.z g(uj ,...,uj +1,..,u? (uy s...5u. )3 k=1,..,n

1 Xk In J1 n

y analogamente que en las curvas
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-1 1 ‘n
beg = g (ul sUu. J.gluy ,..,u +1° ,uj 3
1 n Jq k n
se tiene la relacidn
X 1 - n -1,.1 n
§.g = glul se.0.5ul Db geg (Ul ,..0,un )
k Jq i,k 34 I
gue en coordenadas se expresa
(6kg)l = ai(g(u% ,...,u? )).(Akg)lg k=1,...,n
1 ‘n ‘

Con un proceso analogo al del teorema anterior, el n-
vector determinado por los puntos 5,8 coincide con el
determinado por los LB si y solo si se verifica la i-

gualdad del enunciado.

COROLARIO 1-2.1.-

Existe un entorno U1(e)c U donde son equivalentes
a) el n-vector Anteghal de S es Anvariante a dere-
cha; b) el n-vector integral de S codinedide operando

a Lzqulenda y denecha.

Demostracidn

Es semejante que la dada para curvas.

Vamos a dar ahora un teorema sobre invafiancia del n-
vector integral, generalizacidn del dade para curvas
de forma que en el caso de n=1, se deducirid facilmen-
te alg‘ﬁn resultado ya conocido pero naturalmente con

més complejidad en la parte operatoria.
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LEMA 1-2.1.-

En el sistema

A £ ya £ L L
o) a,'y (F, Pl Pl Fl
1 n Py Py Py Py
L L 4 2
aﬁn a£” F . F FI F
1 n Py Py Py n

donde n <n, LT<,..<Ln, pk,ﬂh:?,.,.,n desarnollado

en p, s el determinante formado por Los coefdiclen-

tes

F F

Pq Py

........... , e distinto de cero.
£

S

Pq n

Demostracidn

Para abreviar, usamos la notacidn

1 1 1
a a11 F 1 F 1
n 1 Pq Py
A ) R ; Fpl pn N B
1 1 1 n ln n
a aln F F
1 pi_ Pn

y escribamos desarrollado el sistema en p1<”...< D

donde p, = 1,...,r, que en total seran

r,n 1.2 e eiinennes

C _ r(r»i)...(r—n+i) couaciones
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i,0..1 i,...1
A 1 n .F12...n—1,n ...+ A 1 n .Pr—n+1...r -
12...n-1,n""12...n-1,n r-n+l...r' " 12...n-1,n
1,
- F 1 n
12...n-1,n
All"'ln F12...n~1,n + + All"'ln Pr-n+i...r -
12...n-1,n""12,..n-1,n+1 " r-ntl...r" "12...n-1,n+1
i Fll...ln
T 712...n-1,n+1
i,0..1 i,0..1
1 n 12,..n~1,n 1 r-n+tli...r
A12 n-1,n" r-n+l...r toot Ar~n+1...r'Fr—n+1...r
igeeedy

r-ntl...r
- Tomemos el determinante de los coeficientes y suponga-

mos que es cero

\ .n-1,n . e
Fio o n-1.n T12..n-1.n - Fio...ni1om
Fl?...n—l,n Pi?...n—l,n+1 Pr—n+1...r
A = 12...n-1,n+1712...n-1,n+1 """ "12...n-1,n+1| _ 0
12...n-1,n F12...n—1,n+1 Fr—n+1...r
r-n+l...r r-ntl...r " YT Tpentl...r

Entonces existe una combinacién lineal entre,por ejem-
plo las columnas. Sea la primera de ellas combinacidn
lineal de las otras.
Existen entonces

p\

A eR

12...n-1,n+1?"""? “pon+l...>

alguno de ellos distinto de cero, tal que
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. el200.n-1,n _ 12...n-1,n+1 + +
Fi2. . on-1n 7 Mo, .n-1,n+1° %12, n-1on  Feee
r-ntl...r
¥ Ar-n+1...r'F12...n-1,n
12...n-1,n - 12...n-1,n+1 | +
Flo . in-1,n+#1 © M2, .n-1,n+1°F12.. .n-1.n+1 T*°
N Fr—n+1...r
r-n+*l...r""12...n-1,n+1
12...n-1,n _ X 12...n-1,n+1 o+
r-n+l...r

12...n-1,n*1" " r-nt+l...r

Fr—n+1...r

+ . .
Xr—n+1...r r-n+tli...r

Pero las componentes del n-vector integral de S, que vie-

nen dadas por

coad i ]
Q 1 N(s) = J F 1 ..F Nag *.....dg "
p P1 Pp

verifican la relacidn siguiente

Q12+ n-1,n gy J JER ni o P1 o Pp
p P1 P2 Ppg Py

- ...n-1,n 1 n 12...n-1,n 1 n+1
= JD{F121..n-1,n'dg aeeendg vi'f12._.n_1,n+1dg aeeendg +

r-nt+l

+
+
v

neeoadgly=

F12...n—1,n+1

i r-n+l..r
D 12...n-1,n+1"712...n-1,n

teeot An#1. vt 12. oot 041}

dglh...ﬁdgn + (continfa)
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12...n-1,n+1 : o-ntll L
¥ JD{A12...n—i,n+1'F12...n—1,n+1 oot Apn+t. 12, onsinen !
.dgl,\...hdgnmi,\dgnJr1 ...t
12..n-1,n+1 r-n+l..r
* J{X12..n—1,n+1 r-ntl...r oot Ar—n+1..r 12..n—1,n+1}'
- D
-n+1
gt L agt -
/
- 12..n-1,n+*1 . 1 a1 s
: x12..n-1,n+1'J i n-1,n +987.--ndg 7 dg
D
" I:12..11—a1,r1+1 dglh Adgn—iAdgn+1 b4+

12..n-1,n+1"

F12..n~1,n+1.dgr’—n+1

r
L3 I +.00.l0+
r-ntl...r ~ ~dg"}

r-n+l...r 1 n
r—n+1...r'J {F12..n—1,n°dg aeecadg ¥
D

+ A

r-n+l. s 0 1 n_l n+1
+
g nidne1-98 e eadgl T Tdg T 4
r-n+tl...r r-n+1 r, _
¥ r-n+i...p"98 areeadg ) =
= 3 12..n—1,n+1 + 4

r-n+l...r

+ .
lr—n+1...r

O sea, que la primera componente del n-vector integral
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de cualquier n-superficie de G, es combinacidn lineal
de las demds componentes. Pero siempre podemos encon-

trar n vectores v .,vneTe(G) tal que en la base

1,0)
PR la primera componente del n-vector

V 2 VaeeanV
1~ n

no verifique la condicidn anterior. Estos n vectores
definen sendos subgrupos uniparametricos, los cuales,
junto con traslaciones de ellos mismos forman un ele-
mento de n-superficie, cuyo n-vector integral es pro-
porcional a v, y por tanto no verificando la condicidn
deducida para cualquier n-vector. Asi pues, debe ser
el determinante del enunciado del Lema distinto de
cero.

Recordemos que para que el vector integral de una cur-
va fuera invariante a derecha, debia ser G conmutati-

vo. La generalizacidn, nos la da el siguiente

TEOREMA 1-2.3.-

EL n-vectorn integral de una n-superficie, n<n, sien-
do n La dimensién de G es Lnvariante a derecha y pox
tanto bi-invardante s4 y s0L0 44 se verdflea : a) 84
n es par, G conmutativo o anticonmutative; b) 84 n

es Ampan, G conmutativo.

Demostracidn



~58-

Por ser bi-invariante el n-vector integral de la n-su-
perficie S, se verifica el-sistema de ecuaciones (1.2.1)
considerando las incbdgnitas las
il"°in
A ; n°® de incdg. = C
11...1 r,n
Acabamos de demostrar que el determinante de los coe-

ficientes de este sistema es distinto de cero, con lo

cual se puede resolver por la regla de Cramer

it p12..n-1,n+1 r-n+l...r
12..n-1,n 12..n-1,n “*"12..n-1,n
i 177 n pl2..n-1,n+1 r-n+l...p
A 1 n - 1}712..n-1,n+*1 "12..n-1,n+1 12..n-1,n+1
12..n-1,n A
11y 12..n-1,n+1 " or-n+l...p
r-n+1 T r-nt+l..ir """ r-n+tl T
F12..n—1,n F12..n—1,n+1 .Fll' “In
12..n-1,n 12..n-1,n ""712..n-1,n
. pl2..n-1,n  -12..n-1,n+1 1" "'n
14 in 1 12..n-1,n+*+1 "12..n-1,n+*1°"""12..n-1,n+1
AI‘-—H'*‘j....I" - A [ o e o 8 o 8 ¢ & s o a v s e » ® ¢ o o 0 0 s 0 3 0 ] . .0 »
pl2..n-1,n  [12..n-1,n+1 717" ''n

‘de donde, al tomar 1

siendo i,<..

1

r-nt+li...r

1,-.

c,id
’n

r-n+l...r

r-ntl...r

todos los valores de 1 a r

'<in’ sin md&s que observar la forma de es-

.. 4 3
tos determinantes, y recordando el valor de A, se tiene:
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donde los 51k son los simbolos de Kronecker.

J

Entonces esto quiere decir que en la matriz de la re-
presentacidn adjunta de G, todos los menores de orden
n tienen determinante cero, excepto los diagonales que

tienen determinante igual a uno. Sea dicha matriz :

1 2
a a . . . . . . a
1 1
a1 a2
2 2 * . -
i i+1 i+n
. . a- a- . av . . .
i 1 i
. i i+1 i+n
A =y, . . a. . a. . . .
dj(h) aiiq 141 ayiq
ai ai+1 i+n
' 1+n i+n ° i+n '
. . . . . . . a

Considerando el menor diagonal Di+1 su deter-

3 b
seseyltn
minante sabemos que vale 1. Si le orlamos con la fila
'y columna i, obtenemos un menor de orden nt+l, que de-

sarrollado por la primera columna vale :

|D | = a;

1yesesitn 1
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Si le desarrollamos por la columna itk, vale :

_ itk
ID. . [ = a., .-
l1geessltn 1tk
lo cual implica que
i ai+k _ _ ai+n
i itk Tt i+n

para todo 1, de forma que los elementos de la diagonal
principal de Adj(h) son todos iguales
i

ay = a%, 35350, 0 e,

Observemos ahora que si son cero los menores de orden
n no diagonales, tambien lo son los de orden n+1,..,,r~i
no diagonales. LLamando A§ al adjunto del elementoya?,
se tiene

A§ = 0, it3; A} £ 0
Aplicando la propiedad de que los elementos de una fila
o columna por los adjuntos de una paralela vale cero,

obtenemos considerando la fila i y la j

a~.Av + al Ay +...+ aj.Aj +...+Va%.A% +...+ al.A
31 3771 311 — 32 J

-con lo cual
i

aj = 0 para todo i,j con i # j

Nos queda entonces la matriz adjunta en la forma

a
Adj(h) = < .'é

. i .
siendo a = ai,_1=1,...,r
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Como teniamos ya que los menores de orden 1 tienen de-
terminante 1, se tiene
()™ = 1

Al ser a¢R, se verifica
si n es par : a=1, y a=-1, con lo cual la matriz de la
representacidn adjunta puede ser

1 -1 \

) o bien ‘.
"1 f-1

Si n es impar : a=1, y solo tenemos el primer caso. E-
videntemente el primer caso corresponde a grupos de Lie

conmutativos, y el caso Adj = -1, a grupos de Lie anti-

conmutativos.

COROLARIO 1-2.2.-

EL vectorn Anteghal de una curva es Lnvariante a de-

necha 54 y s0lo 54 G es conmuiativo.

Demostracidn

Es evidente, pues en este caso n=1, impar

COROLARIO 1-2.3.-

S n es pan, para que el n-l-vector L{nteghal de una
hipernsuperficie sea Lnvariante a derecha debe sen G

conmutativo, y a4 n es Lmpar, o blen G conmufativo
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0 bien anticonmutativo.

Demostrcidn

Es inmediato.

COROLARIO 1-2.4.~

EL n-vecton Ainteghal de una n-supenficie en un gru-
po de Lie de dimensidn n es Linvandante a derecha 44

y s0Lo 84 G es undmodular.

Demostracidn
El Lema (1-2.1) sirve para este caso con n=r, pero solo

tenemos una ecuacidn por ser i1 <...<in, 1< ...<ln,

Py < +«+<P> ik,l.,p. I

3771
1 1 1 1 1 1
al....ar Fl""Fr Fl' . Fr
r ie r r r r
al. ar Fl' Fr Fi' Fr

y al ser segln el Lema (1-3.1) Cap.Il el determinante

|73

5 £ 0, nos queda

|Adi(h)] = 1

luego G es unimodular.

COROLARIO 1-2.5.-

S{ el vecton Aintegral de una curva es Lnvariante a
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denecha, tambien es Ainvandante a derecha el n-vecton

Antegral de Las n-supenficies, para todo n.

Demostracién

Es inmediato, pues G es conmutativo.

1-3. CASOS PARTICULARES. -~

a) G = Rg) S = porcibn finita de plano

Sea S la porcidn de plano definida : g = g(u,v)

x = g1 = gi(u,v) = Aqu WV ey
u,.<u<u
y = g2 = gz(u,v) = hou tuvo e, g D{ 0 A
v.<v<v
0
z = 3 . 3(u v) = A,u + v + ¢
g -g 9 - 3 U3 3

En este caso conocemnos ya las

N(s) = J F ~.F ~. g . .3
D P1 Py 1 0

912(8) = I Pi.Fg dgihde = J dgiﬁdg =

D D

= JD (xidu+u1dv)h(kzdu+p2dv) = J (Aiuz«kzul)dudv



o13¢s) = J
D
= J (>\1U3—
D
§z23(8) = J
D
D
Co lo cual
62,\6
a(s) =| M
Hq
p) 6 = 8%, S ¢

-6~

g(ul,uQ)

J (Aldu+u1dV)A(A3du+u3dv)

J (deu+u2dv)A(k3du+u3dv)

1.3 .1 B
Fi'F3 dg~.dg =
D
A3u1)dudv
2 .8 .2 .3 _
FQ'FS dg”.dg =
D
Aguz)dudv
3 €341 €1-%9
Ao A3 J dudv
D
Yo Y3

Conocida la expresidn de los Fg para s y la formula del

2-vector integral, se tiene

Q(sS) = {J

D
+ JD (FyFh
+ ;D‘(F%Fﬁ
+ (j (Fifg

-F

1.2 1.2
(FlFQ—FzFl

1.2 1 b
uFi)dg ~dg  + J
1.2 2 4

D

D

1
(F F

1
(F3F

YdgT.dgt Tk J> (FiFg—FéFi)dgiadg
D

2_
3

2_—
i

3

3

1.2y, 2
F P, dg .dg” +

1.2..3 . &
FHFB)dg Adg] e 8 +

1.3,..1 . 2 1.3 1.3,, 1 , 3
-F,F)dg .dg” + J (FyFy-F5F;)dg ndg” +

D
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3 3 1.3,.2 .3
; 5-FaF,)dg .dg” +

+ (PiP l)dgi agt J (Fir
R ]

1
2

+ (F, F3 F Fl )dg Adgu + (Fng F F )dg dgu NP
o D 3T 4 €1+%3

~ la ’)
+ P2p-p2rdyagt ag? + | (FITL-FS ryagt.ag’ +
P F 173
D
. J (FiE-FiFagt.agt + (P2P3-rlrsyag’ . ag® +
D ‘D
+ J )dg dgL‘L + (FgFS iFg)ngAdgF\ezheg =
D ‘D -

[j {(p ) +(g ) }dgiﬁdg + J (gig”+g2g3)dglﬁdg3 -
D D ,

3 4 24 13..2 .3
o (g g g g >dg ~dg +J (g°g -g g )dg .dg -
D D

,
- (glgt+geragl.ag” -J {(g3)2+(gu)2}dg3Adgﬂ e ney *
D D

. , ’
1 g2 -gtehagt.ag? +| 1(eH %+ g %ragt.ag® ¢+
‘D JD
[ (
+ J (g1g2+g3gu)dg1,\dg11L + J (g1g2+g3gu)dg2ﬁdg3 +
D D

o

J (g% g %1ag%.agt + j (gQgg—glgu)ngAdg€Yeine3 "
D

{

D

+

4 2 34 1 2..1 .3
J (g g +g g >dg dg + J (g"g -g g )dg .dg -
D D

J (22)%+(g%)%1agt.ag" + J teHZegh?raglag® +
D D
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192 34,2 .4 9L 1 3...3 ..U
+ JD (g7g"~g g ddg .dg + J (g"g +g'g )dg ﬁng e,nCy
D

Conocida la expresidén de Adj(G)(Cap.I,2-3,caso d), se
tiene que el 2-vector integral de una 2-superficie no
es invariante a derecha, pero por el Corolario (1.2.4),
al ser Adj(G) ortogonal, el 3-vector integral de una
3-superficie si es invariante a derecha, pues en parti-

3 .
cular S8 es unimodular.

c) 6 = G1(2,R), S = g(ui,uz).—

Lo mismo que en el caso anterior, llamando

A Z 0

T 811899 T 842874

el 2-vector integral de S es

_ 1 2
a(s) = {JD 21(827) d811~8177819897¢d814-9895 ¥

2 |

+ dgiQAdg21) + (glz) delAdg224 e ney ¥

1 1

N = (- +
+‘jD A dg11~dg23 €4n€g * JD 2 (Bg189p9844-981;
8118999811298y * 81989198192 %8p1 T 2

1

- g11g12dg21*dg2% a8y f J =y (8518999844-9899 *

D

t 8418999819498y * 84,8719811-489y -
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1 \
- o 9 — a -+
B118799871~08y, ©pny ¥ JD L 9819-98)9 €2~y

rt

1 2, -
+ {D 2 (Bp17d8q5+9815 - BygEpy(dRyg-dBgy

2
- dg12ﬁdg2i) + (gli) dgziAdgzﬂ €qn€y

Conocida la matriz Adj(€1(2,R))(Cap.I,2-3,casc c),se de-
duce que el h-vector integral de las 4~suﬁerficies, es
invariante a derecha por ser

|adj(e)| = 1
y por el Corolario(1-2.4). Los casos n=1,2,3 no es in-

variante el n-vector.
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2. N-MEDIDA DE N-SUPERFICIES.

Tengames una n-superficie en un grupo d

por

! 1 n 1.
g = glu,.u)s ug<u

Hemos definido S, como imagen homeomorf

valo D cRn, en una carta local UcG.

considerada un

Cada intervalo D.
:]1...]

nos determina en Te(G) n vectores linea

)
n

dientes, por ser las curvas que unen g(

los vertices adyacentes independientes.

~

9 ¢ ¢ o

1

n subgrupos uniparametricos -independien

tos puntos a izquierda por g—l(u%

sus vectores tangentes considerados en

e Lie Gr, dada

5 de un n-inter-

a particidén de D,

Imente indepen-
1

B n
U, 5.«.sU. ) cCON
31

In

Al trasladar es-

n o .
u..) determinan
In
tes, 0 sea que

el espacio vecto-

E i1
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rial ”e(G) son independientes.

Es una condicidn generalizada de la conocida para el es-
. . 3 .

tudio de las superficies en R°. Alli1, dada la superficie:

~
U, VOQ v<vy

g = glu,v), u,<ux

0
se supone se verifica

g~y £ 0
o sea, los vectores g ., g, independientes en el interva-
lo de definicidn de la superficie.
Asl como en R3 el mbédulo del producto vectorial de dos
vectores nos da el area comprendida por ellos, y el pro-
ducto mixto de tres vectores nos da el volumen delvpara—
lelepipedo formado, vamos a generalizarlo a n dimensiones

-dentro de un grupo de Lie r-dimensional

2-1, DEFINICION DE N-MEDIDA DE UNA N-SUPERFICIE.-

Antes de dar la definicidn, probaremos el siguiente

LEMA 2-2.1.-

Dados Los veciores independientes en.Te(G) Vipeoos
v, 4e pueden determinan r-n vectores orntonormales
y ontogonales a Ros ViseoesV .

Demostracidn
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Sea €15 s€ la base natural de L(G) en e. Los vec-~

tores v, ,...,v_ se expresaran

v, = a,,e, *...+ a
1 111 1r%p
v, T a,,e, *t...*t a, e
2 2471 Zr v
v = a ,e, +...+ a e
n nl 1 nr r

Tomemos r-n vectores en Te(G) e impongamos que sean or-

T .,T_. Por

togonales a los v, Sean estos : T ”

n+1’ n+2’

ejemplo, supongamos que es

Theq 7 Ppag 480 o0 F Prig 185
Tn+2 B bn+2,1ei Tt bn+2,rer
= toeoot
Tr brlei ’ brr r
Por ejemplo, para Tn+1’ imponiendo que sea ortogonal a
VsV
814Pn+1,1 * @10Ppeg 0 Yoot @ Prig 70
891Pns1,1 * @gPpag,p Tro T BppPriq T 0
b +...+ a b = 0

a + a .b
ni"n+i,1 n2 " nt+li,2 nr n+l,r

Como VyseeenV  SON linealmente independientes, la caracte-
ristica de la matriz (ai.) es n.

1Supongamos por comodidad que el menor de determinante

distinto de cero es



a

a

11
a,q @
aq @

1

2

n

-71 -

2

2

2

Podemos despedjar entonces

bn+1,1

241
a91Pne1,1 ¥

b

n1 n+l,1 *

+‘..+

+ a

alnbn+1,n

ot
— aann+1,n

b
nn n+l,n

=

Aplicando la regla de Cramer

A

ntl,1” 10 o

-1

b =
n+l,n A12.

e

(

(a2,n+1

(a

b

a4 n+1Pn+1,n+1?

+
ntl,n+1

.

+..
n,yn+1°n+1,n+1

11 %12 %1 ,n-1
21 F292°:% . n-1
2n1 an2"an,n—1

-(a

= -(a

in
on
# 0
a
nn
1,n+1bn+1,n+1+'

+
a2,n+1bn+1,n+1 o

n,n+1bn+1,n+1+'

b )

.ota
ir n+l,r

)

. O+
aorPn+1,p

+a__ b
nr ntl,r

)

..+a1r

+a
2r

.

12

22

an2

b

b

)

n+l,r

)

n+l.,r

anrbn+1,r)

in

n

nn

(@) eaPneq neatrTR4pPheg, )
(a2,n+1bn+1,n+1+"+a2rbn+1,r)
(an,n+1bn+1,n+1+"+anrbn+1,r)

Asi pues, quedan r-n parametros libres. Hagamos por ejem-

plo

Phst,n+1”

1, b

n+1,n+2=

0,...
2 2

b 0

n+l,r
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Con 10 cual

81 . n+1 F2 F13 0t %an
8y on+1 %22 %23 “on
P P M L0 1 I
P11 TR, L. . . . bi9...n
Tt n,n+l n2 n3 ° ' "nn
Analogamente
b, - Al,n+1§3,...5n
ntl,? Bigoiii... n
. A
b 1 - _ _12...n-1,n+1
n¥ost A12, ..... el
Asi nos queda determinado Tn+1
Tn+1 = (bn+1,13bn+1,2;"'gbn+1,n5150;"';O)

Lo mismo hacemos con T oo T ero dando a los r-n
>r9

n+2°°
parametros libres valores distintos en cada caso. Antes
hemos dado los valores (1,0,...,0); ahora damos los va-
lores : (0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1) respectivamente pa-

ra obtener Tn o, T

IR r

Asi por ejemplo, para T,

+2 ‘
. _An+2,23...m Y49 n-1,n+2
b H -7
nt2,1 bgo. ... ,n n+2,n bip.......n
de dorde T ., = (bn+2,1;" ;bn+2,n30,1;0; ;0)

y hasta Tr
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b bp.2.3,...,n b= - By2, .. ,n-1,r
rl b4 2,...,n rn P T .
Tr = (brig ;brn;O; 503;1)
El paso siguiente es ortogonalizar los Tn+1""’Tr'
ello, basta aplicar el proceso de Smith
= = 1
Vst 7 Thaq = Oy obig 1515050..50)
- m + rm
Vn+2 ln+2 k'ln+1
= + . +,.0.F o
Vr Tr ©1 Tr-l Ppr-n-1 I‘n+1
donde se buscan todos esos coeficientes A, ELPERER
Vn+1 = (bn+1,1;"'3bn+1,n3130; 30)
Vn+2 = (bn+2’1;.,.;bn+2,n;A;1;0;...;O)
Vr = (bri""’brn’pr~n—1""’p1’1)

s P

r-n-1"

Una vez ortogonalizados, los normalizamos dividiendo por

»

su mddulo

0,...,0)

N - (bn+1,1 bn+1,n 1 0 0)
n+1" T T LAY 3T s Yy -5 U)
[V 4q! | "'n+1| [ "n+1]

b b
+2.,1 n+2,n A 1
N = (Tﬂu—LT . 2
n+2 Vn+2 ’ ’]Vn+2ialvn+;1’[vn+2[,J
N _,(brl brn Pr-n-1 Pq 1 3
- F A | 3 203 2
r W f r er lvr[ Vr
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Estos Nn+1""’Nr demuestran el Lema.

Pasemos ahora a definir el concepto de n-medida. Para e-
llo, observemos que si {Xi""’xr} es una base de campos
invariantes a izquierda, de forma que en la carta local

U(e), se expresan

X; =

: i=1,..0.,7

. ' 1
y consideramos las formas duales dg™, en e tenemos

9 9 . 1 r §__ _3__ =
we{(-a—g;l)e,..',(-a_;;r)e} - (dg I.O'lOAdg )e{(agl)e,ao,(agr)e} 1

1 r . .
donde w = dg .....dg , que es una r-forma invariante a

izquierda y no se anula en ningin punto de U.

Pongamos

9 .
(“—i)e = e,y d= I
g

DEFINICION 2-2.1.-

LLamaremos elemento de n-medida determinado porn Los
veetones vy, ...,V en TQ(G), al nesultado de aplican

w. a Los v,,...,vn,N ceo, N

e n+1?’ n

dV(v7,...,vn) = we(u],‘..,u N N

n* n+l?? n

Considerando las expresiones de los Vi’Nj’ se tiene

dV(vi,...,vﬁ) = we(vl,...,v W N

0 n+1""’Nr) =
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= det(V,N) . (e, ... e ) = det(V,N)

sonde (V,N) es la matriz (rxr) formada con las n prime-

ras filas las componentes de VysesesVios ¥ las r-n res-

n

tantes las componentes de N W N

ntl?>* "y’

TEOREMA 2-2.1.-

EL valon de dV{v,,...,v ), es Lndependienig de Los
1 n

vectores N "’Nn escogddos.

n+l1°

Demostracidn

Sean las componentes de K Nj

V. = V., e + . .e +...+ . 3
11%1 v A\ e

1 1272 ir v
. = N. + N, +... .
N] leei hjzez + erer
Vi1 V12 © Vip
Voq Voo ’ Vor
- 7 (s ' - .
A = dV(&l,...,vn) . o R T
Nov1,1 Mova,2 0 0 Mheap
N, | T

Veamos que A2 es independiente de Nn+1""’Nr realizan-

do la operacidn
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Vig o Vip ot 0 Vg Va1 Vo1 v Npaa,1 o Mg
Vo1 Voo Vor Vip Vot Npwa,o 0 Np
A2 - Vn1 Vn2 Var i )
Nowa,1 Nowa, 2 © Nowap :
er Nr? vl Nrr ' Vip Vop o Nn+1,r : Nrr
VyeVy VyeVy o VeV 0 0 0
VeV, VoV, VoV 0 O 0
VgV VoV © o VaeVy 0 O 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1
| v |2 ViV V..V
1 1772 1°'n
V, .V, |V |2 Vo,V
1772 2 2" 'n
VeV V..V . |2
1" n 2 'n n
que ev1dente@ente es independiente de Nn+1,...,Nr

2-2. EXISTENCIA DE N-MEDIDA.-

. . 2
Usaremos la ultima expresién de A" para buscar las con-
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diciones de existencia de n-medida. Para ello, expre-
semos los n vectores determinados por cada intervalo

D. . en funcidn de sus coordenadas

V, .V, = A

Teniendo en cuenta que

Fl

i, Pl P9
A .F nk.nk. pq

k& T M

y sustituyendo en las anteriores expresiones

, - P 1,2 P T2 P q 1 1, +
l‘k‘ = (nk.Pp) +.. .04 (nk FP) *ongeny Fp.Fq ce
+ np.nq‘Pr R ) npnsnm Fl F1 +...+ npnsnm.Fr.Fr O(nu)
kK''k'"'p Ta k'k'k ' "p “sm k'k'k
- P g pipl P.Q prpr p.s m.1.1
ViV ® ey FpFg et g FLE g ey P em
+ npnsan1F1 + + npnsanppr npnsanrFr + O(nu)
h'k k" p sm k'h 'h"p sm h'k 'k"p sm

Recordemos que

1 k 1 n
nk - gp(uj ,..,Uj +1,-¢,U.gl )—gp(uj ,‘o--,uj- ) =

= égg-—.Auk
du., ]k
Ik

siempre que S tenga el plano tangente continuo.
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o » p :
o 17 = ok 02 | BB w D2 s CEFD
K jk U, P U, P
35 Iy
. Bcri “ggf;_ I awi g_g_? [P 4
sus eyt P4 suc sut P4
vk I Jx

+ 2A FIE +
k ou. Buk Buk p s
x I x
o) s m o
¥ ng o8 agk FPFD ) |+ 0Caul )
Ju.  su. du. p ' k
ko Ik Ik
K h \aeP 3gd 1.1
v, .V. = Au Au. °e 2B F"F~ + .+
k' 'h jk jh auk auh P a
x In
P P
L RE BB pTET (a2 22 28 plpl 4
k h h P sm
ou. 2u q Jk ou. U 3u
Jx  In Jh k X
P
» 2228 BB pTrT ) (aull ). (BB 2B SA
ou u. ou. h ou su. su
h xSk x JIn h

P s m
b+ agk agh agw FPFP
auj du. au? 5

k Jhn Jn

r oW

.

Al sustituir en 2% 1as expresiones obtenidas: para cada

producto ViV, ¥ cada Vi Vi > nos aparece en cada ele-

mento del determinante, o bien (Au% )2, o (Auk )(Au? )

k Jx h
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A -
(Au% )2[...‘+ o(Au)u .o .Au% I e O(Au)u
i Ll RE Y B
) put au? \..j}+ oaw” .. Laul aul \..j\+ oCam)
A2 - nPR PN SPRR N -
mt aul }+ oGawdt .. . " >2\...\+ oCaw)
J1 In L In . J
- P i P q
L e fy? 1 TR TURIN j
-y B Csur sut P9
Jq 31 In
. q .
agz gg%w plpl 4 } 5 ?_ el plpl }
lour sut PO sus aud P I L (aul )
- 31 2 Jo I 3y
P q "D
e 2e_ plfl 4 cole rh? oy
dU.. auP P4 Bug P
]1 jl’l :]n -
Pongamos : - K.(Au? )2...(Au. )2
J1 In

donde K es suma de productos de funciones continuas.

po= a0t L ‘
31 In
Sumando para todos los Dj 3 y pasando al limite, se
1°""“n
tiene

V(S) = J 01 25t a®
D

‘que es la n-medida de\S. Hemos supuesto entonces, que S
tiene el plano tangente continuo para la existencia de

‘n-medida.

LA
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TEOREMA 2~-2.7.-

La definicién deda de n-wmedida, codinedde en el caso

n=1 con La definicién (2-1.1),Cap.T de Longitud.

Demostracidn

Sea I': g = g(u), uoi'u? u una curva en G. Se trata de

calcular su l1-medida por el procedimiento general.
Cada intervalo Auj, nos determina un vector vaTe(G).

Hemos de construir entonces (r-1) vectores N2,...,N R

r

ortonormales y ortogonales a v.Segln la definicidn de

n-medida, la correspondiente a V,Nz,...,Nr viene dada
por
Vq Vo Vp
N21 sz . . N2r
av(ir) = . . : . =
Nri Nr? Nrr
\Y 1 v 1 \Y 1
1°Tv] 2°Tv] r V]
J
No1 No2 Now
=l = vl
er er . . . . Nrr

que sumando y pasando al limite, es la longitud de la in-
dicatriz de T.

Pasemos ahora a estudiar la invariancia de la n-medida.
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2-3. INVARIANCIA DE LA N-MEDIDA.-

Como vimos en el Capitulo I, la longitud, o lo que es lo
mismo, la 1-medida es invariante a derecha si y solo si
la matriz de la representacidn adjunta de G es ortogénal.
Es de suponer, que al ir aumentando la dimensidén de la n-
superficie, la condicidn para G vaya siendo cada vez me-
nos fuerte. Dada la dificultad de operaciones en el caso
general, vamos a dar las condiciones de invariancia de la
2-medida, para luego facilmente generalizarlo a n-super-

ficies.

TEOREMA 2-3.1.-

La 2-medida de una 2-supernficie S en un grupo de Lie
G de dimensién n, es Linvariante a derecha 84 y s0ko
54 se vernifican Las helaciones sigudlentes entre Los

elementos de La matniz de La nrepresentacidn adjunta

s

de G
'{(aé)2+...+(az)2}.{(a2)2+ ..+(aﬁ)2 ~(ab h +aga2)2=1
{(aL)2+...+(a§)Z} (a;a;+ +ana2) -

1 1 n

- (ahap+,..+afa

para todo h,k,p,q=1,...,4 con k#¥h, p<q

Demostracidn



-82-

i
<u

A\

Sea S : g = g(ui,uZ); S=S8.h: g-= g(ui,u25;h; ug
Repitiendo el proceso bien conocido ya, tanto S como S
nos determinan dos vectores tangentes én e act
(vyw), (V,u) respectivamente, correspondientes a cada
intervalo de particidn de D : {ué,ai}, i=1,2, y gque se
relacionan de la forma

v = Adj(hv, w = Adi(hw
Cada pareja de vectores de estos (v,w), nos determinan
un elemento de 2-medida dV, que tendri que coincidir con
el determinado por la pareja correspondiente (v,w): aV.
Por definicidn, estos elementos de 2-medida vienen'da~
dos en funcién de los determinantes
917

‘v]2 V.ew V.o
o]

para S, para S

V.o A P
Si estos determinantes coinciden para todos los inter-
valos de D, S y 8, tienen la misma 2-medida, y recipro-
camente. ’

Nuestro problema se reduce entonces a estudiar las con-

diciones para que sea : dV = dV para todo (v,w), o sea

|v|2 V.

V.ew lw|2

" para todo v,weTe(G), siendo v = Adj(R)v, w = Adj(Mw.

Abordaremos el problema de la siguiente forma: 1) con-

u

i
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diciones para Adj(€) bajo las cuales esa ighaldad se ve-
rifica para cada dos vectores distintos de la base natu-

ral de Te(G) : (e .,er); 2) Condiciones para Adj(G) ba-

1,‘0
jo las cuales esa igualdad se verifica para un vector
cualquiera veTG(G) y uno de la base (ei,...,er) tal que
v no sea proporcional a el; 3) Si se verifican las con-
diciones anteriores, la igualdad es cierta para todo par
(vyw)eT (G).

e
Vayamos entonces siguiendo esos pasos

1) Sean e k#h.

k> n’

Al estar definida la metrica euclidea en Te(G)’ se tiene

2
le, | e, .e 1 0
{dV(ek,eh)}2 = K kohto. =1
e ey |eh|2 0 1
- .7 - -
. &yl k' %n
{dV(ek,eh)} =
- - _ 2
€x eh ]ehJ
donde
e, = ai (e )j e. = at.e. = ale + + ate
K T a5cte ey T oapee; T oapey et &8,
e, = ai (e )j e. = ai e. = ate + + afe
h j°""h? Ui h' 71 h 1 °°° hr

y sin mis que cperar se obtienen los mddulos de ambos
vectores, asi como su producto escalar, que resultan ser

los siguientes
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- 2 _ .12 r,?2
'ekl had (O.k) 'coc+ (ak)
-2 _ . 142 ‘ .2
[ehl = (ap)” +ok (&)
- - 11 r_r
ek.eh = akah +, ..t akah

v sustituyendo en el determinante {dV(éy,éh)}Q

2

- {(ai)2+...+(a£)2}.{(a Y24, . 4(a) %)= (a

1
h
gy 2 sy 2
y para que sea (dV)" = (dV)", debe ser
1.2 2 1,2 v 1.1
(a4 .+ @)% e ™. 4@ F-(agar+. . +aja

que es la primera de las condiciones dadas en el enun-
ciado del teorema.

2) Sean v, e Supongamos que las componentes de v son

K
v = vle +to00F vre
1 r .
Los transformados de v, e, por Adj son
- _ 1 .3 _ 1.1 ir r 1 r T,
v o= aj.v e, = (aiv ...t a.v )e1 +...+ (aiv +..+arv )eln
e = at (e ). e. = ale, + + afe
k S ] k1 0o kK r
1917 = HZg@D e 4@ v
+ (vr)z.{(ai)2+...+(a§)2} + 2vpvq(a;aé+...+agag); pP<q
- 12 _ 1,2 T2
ley |7 = (a0 +...+ (&)
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' . . - 2 - =
Pero teniendo en cuenta las expresiones de Iekl , (e, .e )

k" "h
se tiene
1917 = P, 1P s PR 2vPvae 8 )
- 12 - (2
!eklzlekl
-2 S
, | v] veep |
{dV(v,ek)} = _ 2 |2 =
vee, e
1.2 (= 12 (= (2 K2 1= 4
= (v™) .leil .Iekl tooot (V) .|ekl‘ oot
2 1= 12 (= 2 =2
(v r‘ lekl + QVqu(ep.eq).lek[ -
1.2 ,~ - - k2 - b
S 20 R T Y N B S N Y DT
ry2 .z P,9¢s .3 s .a
- (v7)©.( . k)'(&r°ek) A (cp.ek).(eq.ek)

y teniendo en cuenta que por el paso 1)
EREE-
k k" h

& e, e |?
k*"h h

queda la expresidn : S

k-1,2

{dV(G,ék)}Q = (w2 e (FTHZ o (KTH2 4

- - _ .0 _ -
+ (v? 4 2vpvq.(ep.eq).|ekLL - (ep.ek).(eq.ek)
Esto ha de coincidir con

2
” [v] v.e
{dV(v,ek)} = =
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t
<
©

- (v.ek).(v.ek) =

1,2

= (v7) k-1

2

y2 4 (vk+1>2

...+ (v S & (vr)2

Co lo cual debe ser

(O]

P4 =S 7 = 2 = = - = -
2viv ..(ep. q). ey (ep'ck)'(eq°ek) 0
en particular para aquellos v = ep + eq, con lo cual

- - - D - - - - _
(ep.eq). ey - (ep.ek).(eq.ek) = 0

que se traduce en

1.1 r.Tr 1.2 r,?2
(apaq+..+apaq).{(ak) +..+(ak) }-
- (aéai+...+aga£).(aéai+...+agai) = 0, P, G, k =1,..,D

distintos entre si.

3) Sean v,w, cualesquiera de Te(G).

v = atvl.e. = (aiv1 .00+ aivr) e, *+ +
1 1 1
r 1 rr
+ (aiv +...4+ a_v) e,
- 17 _ 1 1 1r + +
© = aiw-.e. = (aiw +...4 a’w ).e1 .
+ (>arw1 +.o..4 ate) e
4 e . e,

con lo que sustituyendo en los determinantes correspondien-

tes
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(aviv, N2 = It - (v (vew) =
= (vp)Q.(mq)2 + (vq)Qt(wP)z - ovPvRePud, p<g
(AG, 1% = 19120817 - (.») . W) =
S leodN2 = 2 ry2 1z |2 pqnj“}
= .(v ) .!Vil tooor (V) .[erl + 2viv (ep.eq)".
. kw1)2.|51!2 +oo0t (wr)z.léwlz + 20Pu(E_ .5 )J -
- Viwi.l51}2 oo vt e%fz + (VP dePy (e _.e ) 2
= ohHZhHZE " v OTWH2 e I
+ {<VP>2<wq>2+<vq>2<wP>2}.lép12.}éq12 +
+ 2. {(v )24 wq+(w ) vpvq} (e eq).léil2 +
+ PSP e Y. (e e ) + b (vPv whm 4Py qV \% )
P q P 4

(5.8 .5 .5 - wHZwh e 1t .-

P q h' 71 €1
- 22 e | - {(vp)z(wq)2+(vq)2(wp)2}.(ép.éq)z -
- 2vPvauPy1, lapsz.{aq|2 - zviwi<vaq+vqu><ép.éq>|éi|2 -

- PV PR LB ) (BB ) - 2vPuvit(E 8 ) (58 -

- oy3,Pyl =y (= =3y _ o,pa,l ez = yes oy L
2v vw (ep.eq).(eh.el) 2viw v w ep.eq?(eh.el)

- 2v3u Py (e .éq)(éh.él) s P<a, h<l, 1,g,1=1,...,

p

Teniendo en cuenta los casos 1),2) y las igualdades
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.e
g

ES

) - (ép.ék).(éq.ék)

0

que corresponden a dichos casos, se sustituyen en la i-

gualdad anterior, con lo que se obtiene

(a7,3° = P2H? ¢ DWW -

(aV(v,u)7 2

Asi queda demostrado el teorema para n=2.

Para el caso general, pongamos por abreviar

(ai)2+.. =

(ai)2+..+(a£)2; aa t.. =

1.1
k™h

TEOREMA 2-3.2.-

1.1
+0 l+-
a,ay a

QVPV‘w‘w

Qpq .

r_r
k™h

La n-medida de una n-superficie en G es Lnvarlante a

denecha 84 y s0ko 44 se vendfican Las relaclones

{(aé1)2+..} .(aélaén+..)
faéya%2+..). .(aézaéni..)
(aélaén+. ) {{a;1)2+ 3
{(aé7)2+ ) (aéia;+
(aé}aé2+. ) (aéza +
(ahla +. )+(aélaé+..) .{(a;)2+

T 1

..H{akiaq+..

17
.H(akzaq+.

+

da

L o~

1
. 2
1+ (apa

Q

+I

.)
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para fodo h,,k?,...,k%= T,...,0 ¢y distintos , y para
- ¥

todo p,q=l, ..., n distintos y distintos a ko, ..,k .
Demostracidn
Generalizandce el proceso conocido para n=2, se demuestra
facilmente. En primer lugar, como caso particular, debe
ser invariante a derecha la n-medida determinada por n
cualesquiera de los r vectores de la base (el,...,er). Se~

an estos n vectores : e. ,...,e, , kK.#k.. La n-medida de-
k k 1]
1 n
. . o -
terminada por ellos, viene en funciodon de

2

te, | e, .e, . e, .e 10 .0

kg kg TRy ki Ry 0 1

2 L]
e e le, | e, .e
k k. k k k . . .
(dV)2 = 1 2 2 2 o=, . L=

e e e e e e e e e . 0
ey ey e ey }ek [2 0 . . 1

1 n 2 n n

1 n
[ék I2 e, e C ey ey
1 1 2 1 n
PR O - e 8y
(av) - = 1 2 2 2 n
&, 8 & g . 5, |2
~1 n 2 n n
donde sabemos que
- 1 r
e = a, e, +t,..t a;’ e
kl ki 1 ki r
- 42 _ 142 - = .11
!ek'l = (ak‘) + 3 e € T oap ar +.
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de donde para que

@ ? = (ai)?

se tiene la primera condicidn del enunciado.

A continuacién, tambien como caso particﬁlar, debe conser-
varse por traslaciones a derecha la n-medida determinada
por n-1 vectores de la base con otro cualquiera, en parti-
cular, suma de otros dos distintos de la base.

Sean eki,...,e

kn,p,q = 1,...r, p#q. La n-medida determinada en este ca-

K ,ep+eq, n vectores independientes, kl""’
n

. ..
so viene en funcidn de

!ék |2 e, ey e, ey e, (e _*e )
1 1 2 1 n-1 1
5 e rep ey [2 R e, (e te )
(av)® = 1 2 . 2 “n-1 2
e, (e te ) e (e te ). .o (e +e ) le_+e |2
1 2 n
1 0 . 0 ,
0 1 0
= 1 = 2
0 0 2
Los transformados definen
R 5, -5, 5, (8 +8,)
1 1 n-1 1
2 _ | e .e .. . e, .e e, (e_+e )
(an* = | %k, %k, Ky k4 k,
5. (5 48 ) . 5, (548 e +e |2
ke P a ko, P9 P q
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con lo cual, para que (dV)" = (dV)", considerando las

expresiones de los e como en el teorema (2-3.1), se

k.
1

sigue la segunda parte del enunciado.

Como vemos, las condicicnes exigidas por el teorema
(2-3.1), (2-3.2), son un poco més flojas al ir aumen-
tando la dimensidn de la n-superficie. El caso n=1 es:
el més exigente, pues Adj(G) debe ser ortogonal para

la invariancia de la 1-medida, o sea la longitud. For

tanto, se tiene :

COROLARTIO 2-3.1.-

SL La T-medidallongitud) es Linvarlanite a denrecha

en un ghupe de Lie G, tambien Lo es La n-meddida.

El otro caso extremo, es un resultado conocido, que a-

qui se deduce como :

COROLARIO 2-3.2.-

Para el caso n=r, La n-medida es Lnvarnianite a de-

recha 44 y s0blo 84 G es unimodulan.

Demostracidn
Es muy sencilla la demostracibén acudiendo a la defini-

cibén de n-medida, para n=r
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Hemos de formar la matriz con las r filas las componentes
de VyseeesVs Y €D este caso no hay que determinar los vec-
tores ortonormales y ortogonales a los Vi Lo mismo para

sus transformados 51,...,§r:

av

det(vl,..,vr)

dv

1]

det(vi,..,vr)

pero como Qi = Adj(v.), se sigue que para que dV = dV, ha
de ser

lagi(e)| = 1
o sea, G unimodular.

Teniendo en cuenta el Corolaric (1-2.4), se deduce

COROLARIO 2-3.3.,~

La n-medida de una n-supernflcede en un grupo de Lie
de dimensién n es LAnvariante a dernecha 54 y s0lc 44

Lo es el n-vector Aintegral.

Demostracidn

En ambos casos, se exige que G sea unimodular.

2-4. CASOS PARTICULARES.-

a) G = R3, S = g(ui,uz) urzutzut

Consideremos una particidén de D : u,<u <u , y los vec-
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. 1 2 N .12 2
tores determinados por los puntos g(uj ,uj ),g(uj +1,uj Y,

g.(u,:.t ,uz. ) 1 2 1 2
Jq7 o™
= ! = l o = §, -
vy © Alg €;s Vy T AQg ei, €y = f3>e
g
big = g(u% +1,u§ y - g(u% :UZ y = wi%" aul
11 J2 Ji 1y aus 1
I
1 1 2 e .2
r,g = glul ,u ) glu, ,ul ) = £ au
? g7 3% R P P
J2
con lo cual
v 12 v,y
2 1 1°7°2
{avlv,,v,))° = o o2 3
1°72 2
1 i
] 2E? RG] -
3 Buj i auj Buj
1 1 2
= ' CCaut )% (au’ )2
] R 2B P (2E
1 duL  du. i su
1 32 Iy
1 2 3 2
Dleam o8 ) 7 (aul »%(au? )7
D(ul ,us ) 1 2
3,773,
donde
D(giagzagg) 2
| === |
D(ul ,uL )
J17 3

es el cuadrado del mbédulo del producto vectorial de CEALE

Sin més que pasar al limite, y recordando la nomenclatura
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de la geometria diferencial clasica

1.2 3 ,
Area = j s 2fk ) |autau® = j (ee-r?1* 2autau?
D D(u” ,u”) D

= - - 1 .2
b) G = Xy T XyeXg, S = glu”,u”)

Como en el caso anterior, partiendo el intervalo D

AL

ué?'ul?:ul, y considerando los puntos
b,g = g_l(u. ,u ).g(u% b0l ) = 5 1 g(u 410U
J1 2 J1 2 g(ul ,us ) 1
J1 J2
= (gl u? e 2B sl v 1 =
31 2 dul 71 glu: ,u. )
B
I1 Ji 2
1+ Bgi 11 Avu +
dur  glul ,ul ) 1
1 Ji° 32
hog = 1 + 28 1 sl +..

au? g(u? ,u? ) 12
J2 J17 32

puntos que definen los vectores tangentes

i du g7 (ul ,ul ) Jq
1 317 Iy
e oagt 1
v, = Z 82 T Auj e
i du g (u. ,u. ) 2
2 J1 32

y formando el determinante definido por estos dos vectores:



2 .
{dv(‘]i,vz)} - ‘J

2
) !Vzl I

haciendo operaciones y pasando al limite se obtiene para

o, .2 .3 .3 .2
A = J A?;%MT%<51)L {ogi og? _2g ag o+
p &¢&8¢€ L 3u” au” 3u” su
) 11172
) y 3
+ (g2)2 {88 g o):L BW’Z} + (g3>2 {Gg, ogz g Bgz;x
s3u- du 3u~ 2u au” du au~ du B




CAPITULOIII

LONGITUD Y N-MEDIDA EN ESPACIOS HOMCGEMEQGS.

Sea G un grupo de Lie de dimensidn r, H un subgrupo cerra-
do de G. Consideremos el espacio G/H de las clases de G
mddulo H. El espacio G/H admite estructura de variedad di-
ferenciable de tal forma que la accidn de G en G/H es di-
ferenciable

 GxG/H — G/H, (g,g'H) — gg'H

En particular, la proyeccidn

x: G »G/H
es diferenciable. Al actuar G- transitivamente sobre G/H,te-

nemos un espacio homogeneo. Si el subgrupo H fuera ademés
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pitulos I y IT se le puede aplicar.
Si H es compacto, es conocido que G/H admite una metrica
invariante a izquierda. Nosotros exigiremos a H otras con-
diciones distintas, y dotaremos a G/H de dicha metrica. Va-
mos a considerar entonces H subgrupo cerrado y a definir
una longitud y n-medida a partir de la de G, tal como he-
mos visto.
Para ello,’tengamos la 1-forma canonica 6 de G, gque es in-
variante a izquierda, con valores en el &lgebra de Lie
L(G), definida por :

0(X) = X, para todo XelL(G)

Sea X,,...,X_una base de L(G). Entonces :
1 r

donde 91,...,6r forman una base del espacio de 1-formas
invariantes a izquierda de G

En todo lo que sigue, trabajaremos en un entorno del pun-
to unidad U(e), que estaré conteﬁzgd en la componente co-
nexa Ge’ y por tanto nos servirén los resultados de gru-
pos de Lie conexos, en dicho entorno U.

Consideremos el fibrado principal G(G/H,H). Denotaremos
con L(H) el 4lgebra de Lie de H.

Damos a continuacidn el siguiente teorema que nos impon-

drd las condiciones para H



TEOREMA 3-1.-

Sea G de Ldie conexo y H un subgrupe cernado de G. Se
tiene ¢ (1) S& exdste un Aubaépaaio/@% de L(G) tak
que : L(G) = L(H) eﬁﬂig Adj(H)ﬁ% =/Ei, entonces, La
L{H)-componente w de La 1-forma canonica 6 de G con
rnespecto a La descompesielbn antendlon, define una co-
nextén en el {fibrado G(G/H,H) Lo cuak es Lnvarfante
a Lzgulerda pon elementcs de G, (2) Recdprocomente,
una conextdn en G{G/H,H) Lnvarniante a Lzqudleirda ponr
elementos de G, s4 exdiste, defemmina una descomposi-
cibn en L{G) = L{H) odll, y se puede obtener de fa

forma desenita en {1).(Nomizu,Vol.1,Pdg 103)

Supongamos que la matriz de la representacidn adjunta de
G restringida a elementos de H, es ortogonal.
Consideremos una cur-
t. < t<t en

t?> 70

G/H. Dada una conexidn

va ¥

en G(G/H,H), tenemos

la elevacidn de x, a
kﬂ través del punto ugeG.

Es la curva en G tal

/ N '
\ ve: n(u, )=x u! ho-
o ) q /7% Yt
o “ / . .
: *o T , rizontal. Consideremos
— - T

la conexidn dada por



la 1-forma o, L(H)~componente de la 1-forma canonica 0
definida en L(G). Esta 1-forma « es invariante a izqui-
erda por G, y por tanto los campos horizontales invari-
antes a izquierda se.transforman en campos invariantes
a izquiercda al aplicarles una trasiacibn a izquierda.

Como dice el teorema anterior, cualquier 1-forma que ve-

[¢3]

rifique esto, es del tipo de w. Asi pues, queda defi—i
nida una ccrrespondencia uno a uno entre los complemen-
tosﬁk& de L(H) en L(G) y las 1-formas invariantes a iz-
quierda. Cada complementoﬂ@ide L(H) determina una co-
nexidn, y entre todcs los posibles complementos, vamos

a escoger uno determinado, quedando asi determinada la

forma de conexidn para G(G/H.H).

En Te(G) habiamos definido la metrica euclidea. Tomemos
entonces una base ortonormal, de forma que p de esos vec-
tores sean tangentes a la fibra por e : H, siendo p la
dimensidén de H. Los otros (r-p) son ortogonales a la fi-
bra y constituirén el espacio horizontal en e. Este con-
junto de r vectores induce v campos invariantes a izquier-
da, de ellos, p base de L(H), y (r-p) base de;&i.

La condicidn Adj(H)ﬂ@\:;&ﬂ, siendo ademés'Adj(HJ ortogo-
nal, veamos a qué equivale :

Llamando X

' /
,...,Xp la base de L(H), X X, la de A@[

1

se verifica :

p+15-o-,

Koy iz=l,...0,r3 J=1,...,p

AQJ(DX; = ai.X;

[N
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. i . . ' .
siendo aj(H) los elementos de la matriz Adj(H). Como di-~
cha matriz transforma campos de L(H) en campos de L(H), y
debe transformar por el teorema campos de,%ﬂyen campos de

AAA,, se verifican las relacicnes

AQS(H)X,

1
fu

Adj(H)Xp = al'x, +...+ apo; ar,...,a” ctes

171 p 12 P
. , . .Dbti,, ptl,, . _ptl ptl ..
Adj(H)kp+1 ap+1xp41 4 a Xr’ L ctes
AdF ()R | = a§+1xp+1 bt aixr; ag+1, ,al ctes

de forma que los demis elementos de Adj(H) que no apare-

cen ahil, son cero. Luego tiene la sencilla expresidn

Adj(H) = \\, A >A, ortogonales y ctes

3-1. DEFINICION DE LONGITUD EN G/H.-

Con todo 1lo precedente, pasemos a dar la definicidn de lon-
gitud. Sea para ello, un espacio homogéneo G/H, tal que se
cumplen las condiciones del teorema (3-1), y tal que la ma-

triz Adj(H) tiene la forma (%)

DEFINICION 3-1.1.-

~Sea T: x tof‘tf Z una curva en G/H. LLamamos Longi-

,—C’

()
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tud de 1T, a La Longliud de una elevacidn de Xp en

el grupe G, seglin La conexddn w defdnida.

«

Observemos que esta definicidn tiene sentido, pues cual-

quiera de las elevaciones de x, tiene la misma longitud.

En efecto : sean u u, dos elevaciones de %, a traves

t? Tt
de Ug sy respectivamente. Entornces

u, = u,.h, t,<t<t, heH

T t 0

pero al ser Adj(H) ortogonal, por el teorema (2-2.1) del

Ugs U tienen la misma longitud.

Cap.I las dos curvas +

Realicemos ahora

(4
una traslacidn a
izquierda en G/H :
Ry T BeXys geG
Gy Para calcular la

longitud de g%y

hemos de encontrar

una de sus elevaciones. Pero al ser la forma de conexidn

w invariante a izquierda, se deduce que una de tales e-

~

levaciones es g.ut; to? t<t. Como por definicidn las
curvas u, y g.u, son congruentes, tienen la misma lon;
gitud en G, y por tanto XY geXy to?'tQ %, tienen i-
gual longitud en G/H. Asi, la longitud en G/H es inva-

riante por traslaciones a izquierda.
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TEOREMA 3-1.1.-

La Longitud de una curva T en G/H segdn La forma de
conexidn w, es mencn que La Longitud de La misma cun-~
va segdn ofra conexidn cualquiera invardanie a ALz-

quienda w'.

Demostracidn

WﬁwwMMW%%\ Consideremos la ele-
> /;— / N N \_\\
/////// \ & vacién u, de x,_ me-
; e | .
: i ; diante la conexlon w.
y Ny
\ €y ( , .
~— - Sea w' otra conexildn
- S o e l"”"/
GVH invariante a ilzquier-
(// ey, \> da, y v, la elevaci-
r
o~ o TE //// én correspondiente
R - . sp i .

Se tiene :
W(Vt) = w(ut) = R TpR bRt
Hemos tomado por comodidad las elevaciones Uy ¥V vy de o

a traves del mismo punto, que ademids vamos a suponer que

es et uy = vy = e
Tanto u, como v, cortan a cada fibra en un punto,distin-
to excepto a la fibra H, en que ug = vy = e Se tiene en-
tonces :
- -~ < "_
Vi T apeUgs to <tz<t, atC_H

Hagamos una particidn de {to,t} y consideremos por ejem-

plo el intervalo (t,.,t,). Veremos que el arco (v_ ,v_ )
0’ "1 tO T
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tiene mayor longitud que el (u,. »u Y. La longitud de

Tt

0 1
(ut ,u, ) viene dada en funcidn del mbdulo del vector
0 "1
tangente en e al subgrupo uniparametrico determinado
por u, , si bt, = t -ty es suficientemente pequefio. A~
Lo
1
né&logamente para el arco (Vt 2V ). Estos vectores tan-
0 1.
gentes, se confunden con los tangentes a las curvas ug,
Ve, €n e g1 At, es pequefio.
Aplicando a Ve T oupeay la formula de Leibnizt :
v% = u*':.adC tougeal tgetet (la ' es derivada)
gue en t:to :
1 - ! Y - i - 1
A% = u, .e t+ e.a = u + a
T T t T
0 0 0 0 0
pero por ser a, una curva en H, a{ es tangente a la fi-
' 0
bra en e, por tanto, ortogonal al vector u% (horizontal)
0
de donde
RPN
0 0

»

Analogamente para cualquier Atj, y por tanto para la su-
ma de todos ellos. Pasando al limite, se tiene el resul-

tado.

3-2. N-MEDIDA EN ESPACIOS HOMOGENEOS.-

Sea G de Lie de dimensidn r, H subgrupc cerrado de dimen-

sidén k, y consideremos el espacio homogeneo de dimensidn
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(rwkj : G/H. Definiremos la nwmscidéwae aﬁé;?“$uperfiQie

S CG/H, donde 1<2n% (r-k). Lo mismo que en‘dn grupo d= Lie
S viene dada como imagen homeomorfa de un intervalo DC R
por medio de

1. "1

n) - i1
» Ug<u <us, isl,...,n

- 1
g = glu,...,u
Consideramos aqui, 1o mismo que en 1o que va de Capitulo

grupos de Lie, y subgrupos B cumpliendo las condiciones

del teorema (3-1).

B A Tengamos una par-
G . i ™,
ﬁgﬁ } ticidén de D:
4 T i
a3 P ¢ . N
\ // ut < ...<ud o=ut
T 0 s
~—— ™ s
R i

L v en particular el

e

T e TR e P :
¢y, 5//_ N Dﬂf7 intervalo D. -
/ 4 . 2NN
f ] R Jaee]
L. - FRRREN
1
m/{// En G/H tenemos un

B U —— SRS —

n-cubo curvilineo

homeomorfo a D. . . Consideremos los arcos de curva
AP
. 1 n
en G/H que unen los vertices g(ul S VD I
] +13 > jn b

oo glu

% e ,ul ) con g(u% ,...,uY ). Si trazamos sus
] i, 11 ] ]
n 1 n

elevaciones a traves de un punto pOcG, obtenemos n curvas
que nos definen un elemento de n-medida en G por el pro-
cedimiento ya conocido. Si las elevaciones laé tomamos por
un p, de la misma fibra que Py» cada "arista" curvilinea

define el mismo vector en e que la que pasa por Pg> ¥ esto
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nos dice que la definicidn tiene sentido. Se repite el

proceso para cada D, . ,» v pasando al limite se ob-
'RRRE
-]

tiene la n-medida de S en G/H.
Realmente, para n>71, no hace falta que Adj(H) sea or-
togonal sino algo mas debil.
Por un razonamiento an&logo que en las curvas, se dedu-
ce que S y g.S tienen el mismo elemento de n-medida, y
queda entonces :
Todas Las n-supenficies congruentes en G/H Llenen
La mismae n-meddda, o Lo que es Lo mismo : La n-me-

dida en G/H es Linvariante a Lzquienda.

Como vemos, en este caso ni G ni H son compactos, pero

®

se verifica

L(G) = L(E) &ML, Ad3(H) /W:M{ it ot

. _ 9 _ 8 i 1
siendo L(H) = 5 {}{~ 57 ' ﬁl
Dada una curva(recta) en R: ¥
.« . - A
Y, Su elevacidn es y, cuya >
. S ‘A' . . L.
longitud e la de vy qui, E - m/%'

G/H es de Lie.
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b) Espacios Simetricos : (G,H,0).
Con G de Lie conexo, H subgrupo cerrado de G, y ¢ un au-
tomorfismo involutivo, tal que H estd entre el conjunto
cerrado de todos los puntos fijos de o, y la componente
identidad de dicho conjunto.
Por ser (G;H,0) simetrico, (L(G),L(H),s) donde ¢ es el
inducido por el automorfismo de G, es un &lgebra de Lie
simétrica, o sea que

L(G) = L(H) & LA
donde L(H) = {XeL(G)|o(X) = X}; MA= {XeL(G)|o(X) = -X}
Se compruega que

@(H),L(Hi]c:LxH>; [i(ﬁ),ﬁm{in:;X@K oM A T e ]

(Adjﬁh)k) = Adjo(h) . {o(X)}= Adj(h)(-X) = -Adj(h)¥

de donde

Ad3 (AN = A
Ademés necesitamos que Adj(H) sea ortogonal, y estamos
en las condiciones del teorema (3-1).
Un ejemplo lo constituye

s = 50(4)/50(23)
0 en general

s™ = 50(n+1)/s0(n)

. +
si SRR es la base natural de R 1, el subgrupo de

isotropia en eq s™ es todas las A SO(n+1) tal que

O sea .
1 0\

Ae,., = e

0 0’

A =
0 B

Py
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donde BzS0(n). Si llamamos 80(n) = {A] Aeo = eO}g y de-
finimos el automorfismo
o: 30({n+1) —— S0(n+1) dado por : o(A) = sas™1
donde
-1 0
S=\g 1
n

por lo que SO(n) coincide con la componente identidad del
.. n
subgrupo de todos los puntos fijos de o. Asi pues, S es

simetrico. Se podria ver tambien que Adj(H) es ortogonal.




APERDICE

1. COORDENADAS CANONICAS DE PRIMERA ESPECIE,

Sea G de Lie, y L(G) gu &lgebra de campos invariantes a

izquierda.

TEOREMA 1.-

Existe un entonne Ule) en G, y un enterno V{(0) en L(G)
tok que s4 gel, entonces g puede expresarse unlcamente

como g = exp(X), XeV.

La aplicacifn X rexp (X) es un difeomongismo de V en

U. {(Matsushima, Cap 1V, Pdg. 205)

Sea (Xi""’Xr) una base de L(G). Elijamos un nimero posi-
tivo ¢ pequefio, de forma que el entornc V{(0) pueda escri-

birse como
T i i
vV o= {Z a X.{la’] <e, 1=1,...,1}
1=1 1

Entonces la aplicacidn

) i ‘ 1 T
exp(} avX,) —(a’,...,a)
1=

1
es un difeomorfismo de U en un cubo {(al)ilallé c, i=1,..,r}

de RP. Asi pues, podemos definir un sistema local en U por
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. 1 . -
medio de (% ,...,x ) de forma que

xk éxp(§:1aixi9 = at (%)

El sistema de coordenadas locales (Xl,..;,xr) definido
por (%) en el entorno U(e), es llamado el sistema de co=
ordenadas canonicas de primera especle de G, con respec-
to a la base <X1”"’XP)’

. |
2, EL GRUPO G © Xq-%, = %,.%, R, x; # 0, ES DE LIE,

Es un grupo de Lie conmutative y tridimensional, con o-
cho componentes conexas, respecto de la operacidn
(Xiaxzaxgbxu)'(y13YQ$y35yM) = (X1Y19X2yZ>X3Y39XuyH)
En efecto
a) es variedad diferenciable. La correspondencia
¥: 6 —R% — {0XYV0XZ U0OYZ)

tal que

&

(Xi’XZ’X8’Xu) = (XI,XQ,Xg)ERS

es un homeomerfismo.

b) La operacidn es interna. En efecto, los puntos
(Xiaxzaxaaxu)>(y15y2>Y3syu)

satisfacen

1%y T Fo¥gs Yq¥y T Vo¥3

y si las multiplicamos miembro a miembro, queda expresada
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la condicidn. Fsta operacién verifica ademés los axiomas
de grupo conmutativo, siende el punto unided (1,1,1,1).
¢) La aplicacién

v (x,y) ~~w-x.yw1, es C.

3, CALCULO DE LA MATRIZ DE LA REPRESENTACION ADJUNTA,

Hremos dicho calculo para 83 y 61(2,R). Previamente, ne-

cesitamos los siguientes

LENA 1.-

Sea G un grupe de Lie de dimensién n, y (u,,...,v&)

una base de TQ(G). Entonces existen bases de campos

(X,,...,X ), (VT""’VM) tales que

n
(a) X, es Lnvariante a Lzquierda

(b) Vi es Anvarlante a derecha

/ = = R
(c) (&L)e (Xé)e v,
LEMA 2.-

En Las condiciones del Lema anterior, b4 geG y A:(aij)

es La matriz de cambio de base



~111-

o]
9J

3-1. APLTICACION A S, -

En este caso, las bases de campos invariantes a izquier-
da y derecha son respectivamente
(1<“x2’xi’xu’“x3)5X2("X3>“Xuﬁxi’xz>3X3("X4=X3>"X25x1)
Yi(”X2>X1>“X4>X3)5Y2(”X33XQ’X1”X2)3Y3(“Xu5"X35X25X1)
ambas bases ortoncrmales. Podemos expresar'esfo en la

forma matricial

X1 =%, o' X, TXg /e1
xz 2 —x3 ~Xy x1 XZ . (53 = A.E
. _ e
X8 -3y, k3 %o Xi/ u/
Y1 —X, X, 7%y xg\ ey
@
. 2% = B
e

I

el cambio de base es entonces

1

(Y) = B.ATT(C

que sin mas que operar, resulta ser

2. 2.2 2 .
it - 7 + 4
R T 2(x2x3 Xlku) 2(x1x3 X2Yu)
Adj = 2(X2X3+X1Xu) X§+X§—X§~Xi 2(x3xg—xix2) =
2.2 2 2
_ dsr b e C e
Q(XZXH xixa) 2(X1X2+X3Xu) X R K, =%y

3-2. APLICACION A G1(2,R).-
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Las bases de campos en funcion de la base natural eij’

sen en este caso

24 F g8 Y X9q89q

K19 T X14%40 T Fpq®9y

le = % e v e Xij invariantes a izquierda.
12%11 1 %2291

Rog = X49€40 * X909

Y41 T %4841 F Eq08q

Y19 T ¥9q®11 T %084y

Yoy = Xy €54 * . 0€00 Yij invariantes a derecha.

Yoo T %p4891 t %p,eyy

. 3 .
que con el mismo calculo que en el caso de S7, se tiene

Zi

1 1 \
%11%902 % ¥12%22 Th *11%e1 % %19%91

>
-

L 1.2 12 L
L %21%20 7 %99 L %21 A F22%21
Adj(x)=
—— L, N 1 2 }-’2 1 =
\ A f12%11 Th *19 A *11 A *11%12
—}'X X -—l x® -1— xX lX X
\ F *12%01  TF ¥12%20  F *11%21 T F11%20
donde
A = £ 0

‘11%22 7 F42%21
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