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INTRODUCCIÓN 
 

Antes de comenzar quisiéramos dar alguna explicación sobre la elección, para 
nuestra tesis, de estos dos filósofos-matemáticos franceses llamados Jean 
Cavaillès y Albert Lautman que son prácticamente desconocidos (sobre todo 
el segundo) en España. Aunque somos, profesionalmente hablando, de 
formación matemática, siempre nos ha gustado la filosofía en general; pero, de 
una manera especial, los escritos que tenían que ver con las matemáticas. Así, 
por ejemplo, y siguiendo un orden cronológico, nos entusiasman los pasajes 
de cualquiera de los Diálogos de Platón donde se refiere a ellas; lo mismo que 
su discípulo Aristóteles, a pesar de que tenía una visión diferente al maestro 
respecto de las matemáticas. Dando un salto en el tiempo, ¿qué decir de 
Descartes y de Pascal? también contemporáneos y también con dos formas 
diferentes de entender las matemáticas siendo los dos, a la vez, grandes 
matemáticos y grandes filósofos. Algo parecido podemos decir de Newton y 
Leibniz, o mejor quizá, de Leibniz y Kant (pues no siendo matemático, pero sí 
gran filósofo, Kant escribe cosas sobre las matemáticas muy interesantes y 
que, todavía hoy, estarían vigentes de alguna manera en cualquier tipo de 
“intuicionismo”). Entrando ya en pleno siglo XIX y comienzos del XX, los 
escritos de Riemann, Dedekind, Cantor, Kronecker, Frege, Peano, Poincaré, 
Hilbert, Brouwer, Russell, etc. son todos extraordinarios a pesar de algunos 
enfrentamientos personales respecto a los fundamentos de la matemática. Con 
Gödel es evidente que se cierra una etapa y se abre una nueva en lo que se 
refiere a los escritos sobre matemáticas que, a partir del interesante libro del 
año 1919 de Russell Introducción a la filosofía matemática, se llamarán de 
“filosofía de las matemáticas” o de “filosofía matemática”.  
 
En el verano de 1990 encontramos en una librería de París el libro de 
Cavaillès Philosophie Mathématique y así conocimos no solamente a él sino a 
su amigo Albert Lautman. De esta forma nos adentramos en las trayectorias 
intelectuales de estos dos filósofos-matemáticos que, en ocasiones, parece que 
convergen, desde luego se entrecruzan, y además tienen como punto de 
partida una profunda e intensa reflexión sobre el pensamiento matemático. Ya 
veremos, a lo largo de este trabajo, que el origen de su interés está en la 
fascinación que sienten ambos tanto por el álgebra abstracta como por el gran 
maestro David Hilbert. Creemos que cualquier matemático estará de acuerdo 
en que el álgebra abstracta es una de las más altas creaciones de los 
matemáticos y que Hilbert es, además de uno de los más grandes matemáticos 
que han existido hasta la fecha, uno de los actores principales en el desarrollo 
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del álgebra abstracta. De aquí nuestra primera "fascinación" por Cavaillès y 
Lautman. Al formarse ambos en el doble aprendizaje de la filosofía y de las 
matemáticas, se les puede considerar como los iniciadores de un movimiento 
que trata de constituirse en alternativa al neokantismo dominante de la época, 
personificado en Léon Brunschvicg y Ernst Cassirer. Contra este neokantismo 
ellos defienden una filosofía de la estructura, que tanta importancia tuvo 
posteriormente. Se "empaparon" de la matemática de su tiempo; es decir, de la 
"matemática viva" y sólo así pudieron expresar en sus escritos lo que creían 
sobre el pensamiento matemático, creando de esta manera una filosofía 
matemática diferente. 
 
Por todo esto podíamos decir que los escritos de Cavaillès y Lautman marcan 
a la vez una renovación y una ruptura. En cierto sentido pretendían hacer, 
salvando las distancias oportunas, lo mismo que sus amigos del Grupo 
Bourbaki pero en filosofía de la matemática. Intentaron captar (agarrar o 
comprender), en su autonomía, los gestos constructores de la matemática 
efectiva; o sea, la que hace el matemático en su trabajo diario. Ya hemos dicho 
que pudieron hacer esto porque, además de sus conocimientos filosóficos, 
tenían una sólida formación matemática. No nos preocupará en absoluto si los 
materiales matemáticos o lógicos con los que trataron se han quedado 
anticuados porque han sido superados o mejorados; pues esto no le quita 
importancia ninguna a lo que realmente nos interesa de sus obras respectivas: 
la forma en que pensaron la matemática que se estaba haciendo en su época o 
el camino que eligieron para explicarnos la matemática que surgía ante sus 
ojos.    
 
Después del famoso “giro lingüístico” en filosofía, aparecen dos corrientes 
casi irreconciliables conocidas por los nombres genéricos de filosofía analítica 
y filosofía continental que continúan vigentes hoy día. La primera es la que ha 
dominado y sigue dominando la mayoría de los escritos sobre filosofía 
matemática1. La segunda, que se desarrolla fundamentalmente en el 
                                                           
          1 El ejemplo más claro sería la famosa obra editada por P. Benacerraf y H. Putnam Philosophy of 
Mathematics: Selected Readings, Cambridge University Press, 1983 (2ª edición). La primera edición es de 
1964 en Prentice Hall, New Jersey. Sabemos que se trata de una selección de 28 artículos de eminentes 
filósofos de la matemática, aunque casi todos ellos se pueden catalogar más bien como "filósofos analíticos de 
la lógica matemática"; es decir, no hacen mención alguna a los métodos existenciales o a las construcciones 
de la matemática moderna. Todo lo contrario a lo que vamos a ver en los trabajos de Cavaillès y, sobre todo, 
Lautman. Nosotros no queremos quitarle importancia al inmenso valor filosófico que tiene la perspectiva 
lógica y conjuntista de los autores de los 28 artículos; pues sabemos que la teoría de conjuntos, la lógica de 
primer orden y la aritmética de Peano contienen en sí mismas la suficiente complejidad como para dedicarle 
esos esfuerzos y muchos más. Pero a nosotros nos gustan más los filósofos que descubren y aprecian las 
formas diferentes de la creatividad matemática, que no son las utilizadas en las aproximaciones analíticas 
usuales.                                                                                                                                                                                  
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continente europeo y dentro de él en Francia y Alemania especialmente, trata 
de seguir fiel a la tradición que arrancando de Platón pasa por Descartes y 
Kant hasta llegar a Husserl. Con la elección de Cavaillès y Lautman, 
pretendemos hacer una apuesta por esta filosofía de la matemática de tan 
honda tradición. Digamos algo sobre la singularidad del caso francés.      
 
En Francia, durante el siglo XX, han existido y coexistido dos tipos de 
filosofías: la del sujeto y la del concepto. La filosofía del sujeto es la filosofía 
del sentido o la filosofía de la experiencia; mientras que la filosofía del 
concepto es la filosofía de la racionalidad o la filosofía del saber. 
 
En el primer tipo estaría la fenomenología francesa con Sartre y, sobre todo, 
Merleau-Ponty. En la filosofía del concepto, que afectaría más a la historia y 
la filosofía de las ciencias, estarían Cavaillès, Lautman, Gonseth, Bachelard, 
Koyré, Canguilhem, Desanti y Granger. Esta oposición entre ambos tipos de 
filosofía se acentuará al final de los años 1960 en el existencialismo y el 
estructuralismo naciente. En este último, Cavaillès aparece casi siempre como 
una figura pionera y destacada. Nosotros estaríamos de acuerdo en considerar 
a Cavaillès como el precursor de una filosofía sin sujeto; aunque, por su 
acción concreta, Cavaillès garantiza, de cualquier forma, la integridad del 
sujeto.  
 
Como nuestro objetivo está centrado en los filósofos-matemáticos Jean 
Cavaillès y Albert Lautman, nos interesará el estructuralismo matemático; es 
decir, que será muy importante —dentro de la matemática moderna— el 
álgebra abstracta ya que en ella el concepto de estructura es fundamental (lo 
que no implica que consideremos sinónimos “estructuralismo matemático” y 
“álgebra abstracta”). Además, el hecho de que Cavaillès y Lautman tuvieran 
por maestro común a Brunschvicg, ¿puede significar que el “realismo crítico” 
de éste sea el punto de partida de las filosofías de la matemática de aquéllos? 
Veremos que, efectivamente, el maestro tuvo una importancia capital en la 
inclinación hacia la filosofía de las matemáticas de sus alumnos; aunque éstos, 
en el desarrollo de sus trabajos respectivos, terminaran por "enfrentarse" a él.  
 
Tanto en Cavaillès como en Lautman, la noción de dialéctica matemática es 
muy importante, por lo que trataremos de definirla de forma precisa. Pues 
dicha noción no está del todo definida (quizá donde menos, en la filosofía de 
las matemáticas francesa), lo que constituye un problema epistemológico, ya 
que con ella se investigan diferentes niveles de reflexión en el estudio y la 
comprensión de las condiciones y modalidades del conocimiento matemático. 
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Es de dominio público (se entiende que para los interesados en ello, claro está) 
que una corriente importante de la filosofía matemática francesa del siglo XX 
se reivindica resuelta y explícitamente “dialéctica”, entendiendo por tal el 
concebir y aclarar con términos teóricos renovados los problemas de 
fundamento y de método de las matemáticas, que su tradición ha trasmitido o 
que sus innovaciones contemporáneas han suscitado.  
 
El primer problema que tendremos que afrontar es el de la naturaleza de los 
objetos matemáticos: ¿son seres objetivos que existen aparte y que los sabios 
deberían descubrir laboriosamente o son simples ilusiones y abstracciones 
obtenidas a partir de los signos utilizados en los cálculos? En definitiva, ¿cuál 
es su estatuto ontológico? O más exactamente, ¿cuál es su modo de 
existencia? ¿Son entidades independientes de la actividad matemática concreta 
de los investigadores o son productos reducibles a la simple manipulación de 
signos? Dicho de una forma más general; ¿cómo una ciencia como las 
matemáticas que se constituye históricamente y que está en constante devenir 
puede ser la depositaria de verdades no históricas? ¿En qué podría depender 
de la subjetividad de los matemáticos que las hacen aparecer, la objetividad de 
las formaciones teóricas? 
  
Desde luego, sin meternos por ahora en profundidades sobre si los objetos 
matemáticos son conceptos, construcciones mentales, intuiciones o correlatos 
de cosas; sino, simplemente, considerándolos sólo como objetos para el 
"matemático que trabaja" (al que podíamos llamar también "matemático en 
activo", o como veremos dirá Cavaillès, "matemático militante"). O sea, desde 
el punto de vista de que dichos objetos contienen y provocan necesariamente 
un hacer, podíamos decir que objetos matemáticos son: los números, las cifras, 
los palotes o trazos, las figuras, las funciones, la suma, la diferencia, el orden, 
la cantidad, las cuentas, el cálculo, el infinito, las letras, la identidad, las 
ecuaciones, los algoritmos, los esquemas, el punto, la recta, el círculo, el 
triángulo, el plano, el espacio, la curva, las superficies, los cuerpos, las 
inclusiones, la pertenencia, la medida, los conectores lógicos, los 
cuantificadores, las fórmulas, las pruebas o demostraciones, etc. Y así 
podíamos seguir enumerando hasta llegar al más sofisticado de todos ellos: el 
propio texto matemático. Quizá algunos parezcan raros, pero es evidente que 
en todos ellos está empapado el matemático y es sobre ellos sobre los cuales 
trabaja. 
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Por otra parte, sabemos que los matemáticos hablan constantemente de la 
existencia y de la no existencia de objetos matemáticos. Así, por ejemplo, 
dicen que existe una única circunferencia que pasa por tres puntos no 
alineados, y que no existe un triángulo rectángulo equilátero. Además, 
generalmente proporcionan las pruebas de existencia o de no existencia, y 
eventualmente las construcciones, de dichos objetos. Ahora bien, la pregunta 
clave es ¿qué sentido dan los matemáticos a la palabra "existe"? y, a 
continuación, ¿qué tipo de realidad le atribuyen a sus objetos? Como vemos 
las preguntas no se agotan.    
 
Un segundo problema sería el de dilucidar la naturaleza del quehacer 
matemático: nos parece evidente que el quehacer matemático requiere tanto 
de la creatividad como de la deducción lógica. Es decir, que sin razonamiento 
deductivo ⎯sin demostración⎯ no hay matemáticas, pero sin intuición 
creadora no sólo no hay matemáticas, sino que nos quedamos sin 
matemático... Por lo tanto, podemos decir que una parte esencial del método 
matemático está en el método axiomático-deductivo; pero, hacer matemáticas, 
consiste básicamente en resolver problemas, con lo cual tiene mucho de arte o 
de técnica. De donde se deduce que las matemáticas no son una disciplina 
exclusivamente conceptual; aunque sabemos que desde sus orígenes, en la 
Grecia de Pitágoras y Eudoxo, las matemáticas se han considerado una ciencia 
de ideas y de conceptos, o sea, una ciencia eidética (adjetivo con el que nos 
referiremos, cuando lo hagamos, a una teoría que da a las ideas una dimensión 
de realidad y objetividad)2. 
 
He aquí la gran cuestión de la filosofía de las matemáticas, que trataremos de 
afrontar en nuestra tesis desde las posiciones muy concretas y específicas de 
Jean Cavaillès y Albert Lautman. Suponiendo que haya una racionalidad 
dialéctica en las matemáticas, ¿qué estatuto epistemológico, enfocado 
ontológicamente, le darán nuestros matemáticos dialécticos? Ante todo, es 
evidente que por numerosas razones, la dialéctica no parece ser, en principio, 
adecuada a las cuestiones y problemas matemáticos. Así, por ejemplo, G.-G. 
                                                           
          2 No nos hemos podido resistir a incluir aquí las frases textuales de Capi Corrales Rodrigáñez en un 
artículo reciente en la Revista sobre la enseñanza y el aprendizaje de las Matemáticas SUMA (nº 49, Junio 
2005, pp. 101-108) titulado "Escher I: Las matemáticas para construir". Dice así: "Una de las características 
de las matemáticas que hacen difícil el enseñarlas, es su doble naturaleza de herramienta para construir cosas 
y herramienta para pensar sobre las cosas" (p. 101). ¿No está aquí una nueva forma de expresar la dualidad 
creación/descubrimiento sobre la naturaleza de la matemática? También podíamos añadir el doble aspecto que 
señala Lluís A. Santaló en La matemática: una filosofía y una técnica (Ariel, Barcelona, 1994). Precisamente 
nuestro objetivo principal en este trabajo será algo análogo, encerrado en el título, sobre la doble naturaleza de 
la matemática: la "formalista" de Jean Cavaillès y la "platónica" de Albert Lautman. 
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Granger (nacido en 1920 y alumno de Cavaillès en la Escuela Normal 
Superior) en su libro Formes, opérations, objets3 trata de demostrar la 
imposibilidad de su formalización. De todas formas, la definición de dialéctica 
que da Granger, sin evocar a Cavaillès, es la siguiente: "por dialéctica, 
nosotros entendemos solamente el movimiento de reestructuración de un 
sistema de conceptos que resuelve las contradicciones y las tensiones internas, 
cuando este movimiento no es reducible a la deducción reglada de 
consecuencias a partir de proposiciones ya dadas"4. 
 
Pero, su contenido semántico, aunque no es fijo, nos lleva principalmente a la 
relación entre el devenir de las teorías matemáticas y la exigencia de su verdad 
objetiva; a la articulación de las dualidades propias a la constitución de los 
contenidos de los saberes (como: objetivo/subjetivo, creación/descubrimiento; 
pero también: forma/contenido, continuo/discontinuo, finito/infinito, 
estructura/existencia, etc.); a la determinación del estatuto de los 
objetos/idealidades matemáticas. En concreto, veremos la importancia que 
tiene en Lautman la dualidad estructura/existencia.  
 
Ahora bien, ¿cuál es la naturaleza o el estatuto epistemológico de esta 
dialéctica matemática que tratamos de delimitar? Para empezar, podemos 
establecer de forma muy general que las concepciones de la dialéctica 
matemática se pueden dividir en: débiles, intermedias y fuertes. 
 
En las "débiles" diríamos que la dialéctica es subjetiva, reflexiva, cómoda y 
didáctica a la hora de organizar datos exteriores múltiples. 
 
En las "intermedias" el pensamiento humano procede dialécticamente; es 
decir, que hay objetividad, realidad en sí de la dialéctica en nuestros procesos 
de pensamiento. 
 
En las "fuertes" la dialéctica es la ley del ser y del saber (que lo toma del ser); 
es decir, que hay realidad en sí dialéctica del objeto estudiado, tanto como de 
nuestros procesos de pensamiento. 
 
Concretando un poco más podemos decir que la versión débil hace de la 
dialéctica un simple modelo explicativo (este sería el caso de G.-G. Granger).  
La versión intermedia hace de la dialéctica el modo de funcionamiento propio 
                                                           
          3 Editado por la Librería Filosófica J. Vrin en París en 1994. 
 
          4 Granger (1994), p. 343. 
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del pensamiento humano: hay realidad objetiva y característica de la dialéctica 
subjetiva; es decir, que el pensamiento matemático en acto procede en sí 
dialécticamente (aquí estarían Cavaillès y Gonseth). La versión fuerte indica 
un autodesarrollo del universo matemático que sería objetivamente, en él 
mismo, dialéctico. Objetividad de la dialéctica significa aquí que la dialéctica 
es el modo mismo de producción de las teorías, de la realidad matemática en 
sus contenidos, estructuras y articulaciones, independientemente de la 
conciencia que los matemáticos o epistemólogos pudieran tener (aquí está 
reservado un lugar privilegiado para Lautman, ya que veremos que en él se 
puede hablar de un “reino” objetivo de la dialéctica).  
 
Respecto a Cavaillès podemos decir que no define explícitamente el término 
"dialéctica", pero veremos que lo emplea para constituir la relación entre 
signos y gestos, entre concepto e intuición o, salvando las distancias, entre 
teoría y práctica, donde cada término opuesto no es más que otro aspecto de 
un todo. Por ejemplo, veremos que los diferentes pares que expresan, en 
Cavaillès, los aspectos de esta relación son: discurso y experiencia5, lengua y 
trabajo6, símbolo y operación intuitiva7, uso del signo y experiencia sobre los 
símbolos (mención del signo)8, pensar y hacer9, necesario y contingente10, 
multiplicidad y singular/actualización11, etc. Pero lo que está muy claro es 
que Cavaillès manifestó de forma explícita que filosóficamente no estaba 
orientado por el materialismo dialéctico; sino, más bien, se encontraba en el 
polo diametralmente opuesto al que quiere hacer nacer del mundo sensible 
todo pensamiento. Para Cavaillès la dialéctica del pensamiento matemático no 
estará en la interacción recíproca entre sujeto y objeto, entendimiento y 
sensibilidad, concepto e intuición, racional y real, espiritual y material, puesto 
que él recusará estas oposiciones, precisamente, porque suponen sus términos 
como previamente dados. Para él la dialéctica es interna; es decir, toda acción 
exterior debe ser eliminada de antemano. En definitiva, como ya hemos dicho 

                                                           
          5 Cavaillès (1981), p. 179. 
 
          6 Cavaillès (1994), p. 577. 
 
          7 Cavaillès (1994), p. 577. 
 
          8 Cavaillès (1981), pp. 96-97. 
          
          9 Cavaillès /Lautman (1939), p. 33. 
 
          10 Cavaillès /Lautman (1939), p. 9 y en Cavaillès (1994), p. 578. 
 
          11 Cavaillès (1962), pp. 271 y 273. 
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unas líneas más arriba, para Cavaillès la dialéctica será lo propio del 
pensamiento; o sea, pensamiento del Devenir.      
 
Por el contrario, veremos que Lautman hablará muy claramente del término 
"dialéctica" utilizándolo también con mayúsculas. Algo análogo hará con 
"idea". De todas formas, a lo largo de nuestro trabajo, iremos viendo que tanto 
para Cavaillès como para Lautman el método de investigación matemática es 
de carácter dialéctico; es decir, no tiene un esquema a priori, sino que se va 
construyendo en una constante interacción con la práctica de los matemáticos. 
En definitiva, Cavaillès y Lautman utilizarán la palabra dialéctica como un 
"diálogo" (lo que coincide con su origen etimológico) que articula la 
consecución del conocimiento en general y del matemático en particular. 
Dicho diálogo se establecerá entre el investigador y su ambiente científico y el 
pasado de su ciencia y del conocimiento en general. Por esto nos gusta tanto y 
veremos que la filosofía de las matemáticas de Cavaillès y de Lautman, su 
filosofía dialéctica, es una "filosofía dialogada". Los dos concebirán la historia 
de las matemáticas no como una cronología inerte de los hechos, o como una 
crónica psicosociológica de los descubrimientos matemáticos, sino como una 
descripción, explicitación e interpretación de la dialéctica interna de las teorías 
matemáticas.          
 
Pues bien, es desde este clima “distinto” de la epistemología francesa de las 
matemáticas; en concreto, considerando las posiciones de Cavaillès y 
Lautman, desde donde nosotros queremos aportar nuestro granito de arena al 
mejor conocimiento de “eso” que llamamos matemática (o matemáticas). El 
motivo de elegir a estos autores es, en primer lugar, porque tratan de explicar 
la “esencia” de la matemática desde dentro de ella; es decir, conociendo no 
solamente la historia de cómo se han desarrollado y evolucionado los 
conceptos matemáticos, sino que se sumergen en los conocimientos 
matemáticos de esa época tan extraordinaria que les tocó vivir para, desde esa 
posición privilegiada, decirnos (lógicamente, cada uno según sus propias 
experiencias y vivencias) lo que creen y piensan sobre la matemática moderna. 
Matemática moderna que podemos considerar que se extiende desde mediados 
del siglo XIX a mediados del siglo XX y que se caracteriza por utilizar de 
forma sofisticada propiedades estructurales y cualitativas. Los matemáticos 
fundamentales pertenecientes a ella comenzarían con Galois y finalizarían con 
Hilbert. La importancia de la matemática moderna creemos que está en el 
hecho de que dentro de ella se acumula una gran cantidad de conocimientos 
que evolucionan y que conforman el cuerpo actual de la matemática: teoría de 
conjuntos y lógica matemática, teoría analítica y algebraica de números, 
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álgebras abstractas, geometría diferencial y algebraica, funciones de variable 
compleja, medida e integración, topología general y algebraica, análisis 
funcional, variedades diferenciales, teoría cualitativa de ecuaciones 
diferenciales, etc.     
 
En segundo lugar, la elección de dichos autores tiene que ver con el hecho de 
que, siendo amigos y perteneciendo a un mismo entorno cultural (el del París 
de las décadas 1920-1930 y 1930-1940) tienen, en principio, posiciones 
opuestas respecto a la matemática. Trataremos de concluir nuestro trabajo 
probando que la oposición no es tan radical y que, en el fondo, sus posiciones 
son complementarias. Quizá el origen de esta complementariedad esté en el 
hecho de que, tanto el uno como el otro, hacen “filosofía matemática” en lugar 
de “filosofía de la matemática”; o sea, que tratan de elaborar una filosofía 
sustantiva “sobre” la matemática, que está en clara oposición a la forma más 
corriente de hacer una filosofía adjetiva “de” la matemática. Teniendo en 
cuenta la evolución y las desviaciones de la filosofía matemática, Cavaillès y 
Lautman tratan de mejorarla o rehacerla. Pero no la filosofía de la matemática, 
digamos, académica, sino la filosofía de la matemática que viven, 
experimentan y de la que dan testimonio día a día los matemáticos. Para 
nuestros autores es fundamental el hecho de que la filosofía matemática puede 
y debe continuar siendo abordada con los útiles heredados de la gran tradición 
filosófica.   
 
Por último, diremos que en la elección de Cavaillès y Lautman está nuestra 
fascinación por estos dos personajes tan singulares (aparte dejaremos el hecho, 
nada insignificante, de su participación de forma muy activa en la Resistencia 
que haría que sus vidas quedaran truncadas en plena juventud, al ser 
asesinados por los nazis). Su singularidad está, para nosotros, en que son dos 
personas muy comprometidas y muy entusiastas con todo lo que hacen; como 
están atentos a todas las novedades que llegan de la vecina Alemania sobre los 
descubrimientos recientes que se están produciendo, tanto en matemáticas con 
el “álgebra moderna” como en física con la “mecánica cuántica”, viajan en 
cuanto les es posible a las Universidades de ese país donde se están gestando 
los nuevos acontecimientos científicos, para tener información de primera 
mano. Pero su singularidad no acaba aquí, pues sabemos que en el año 1931 
Gödel publica sus famosos teoremas de incompletud que dejan herida de 
muerte, en principio, la búsqueda de fundamentos seguros para la matemática. 
Ellos piensan que los resultados de Gödel no son tan negativos como parecen; 
es decir, que de dichos resultados se deduce que la búsqueda de los 
fundamentos de la matemática es una búsqueda sin término, pero no por ello 

 15



será una búsqueda sin esperanza. Nosotros estamos totalmente de acuerdo con 
esto, pues pensamos que el edificio de las matemáticas debe, para ser eficaz, 
revisar regularmente su organización interna y desplazar, a merced de la 
evolución de tal o cual concepto, la atribución de su carácter primitivo o 
fundador. Desde esta perspectiva afrontamos nuestra investigación. 
 
Teniendo en cuenta los planteamientos racionales de la matemática, tanto en 
su trabajo de eficiencia como en su desarrollo histórico, Cavaillès y Lautman 
intentan encontrar una vía intermedia entre las diversas actitudes dominantes 
de la época (logicismo, intuicionismo, formalismo y positivismo lógico). 
Cavaillès tratará de explicar que hay “experiencia matemática”. Lautman 
intentará, por su parte, elaborar una comprensión descriptiva de la “realidad 
matemática” mediante la cual, en el marco de teorías matemáticas dadas, se 
libera una “realidad ideal”. A Cavaillès le interesaba de la matemática, 
especialmente, la axiomatización y la formalización de sus teorías. A Lautman 
le atraía de la matemática su relación con lo real; es decir, con el mundo físico 
y también con el mundo de las Ideas de Platón. Para conseguir estos objetivos 
nuestros autores tienen como referente común al gran matemático alemán  
David Hilbert, que no tenía inconveniente en sostener opiniones filosóficas o 
epistemológicas en artículos de matemáticas, aunque fueran muy técnicos. 
Así, por ejemplo, en 1925 escribió un artículo famoso que tenía por título 
"Sobre el infinito" donde sostenía más o menos que "en la elucidación 
matemática de la cuestión del infinito se halla en juego la dignidad misma del 
espíritu humano"12.  
 
Es evidente que si entendemos bien las expresiones “experiencia matemática” 
y “realidad matemática” de Cavaillès y Lautman respectivamente, estaremos 
más cerca de conocer la respuesta, no sólo a la pregunta que nos hicimos al 
principio sobre la naturaleza de los objetos matemáticos, sino también a la que 
se sigue inmediatamente de ella y que podemos expresar así ¿qué relación 
hay entre las matemáticas y la realidad? O dicho con una frase famosa 
¿cómo se explica esa increíble o irrazonable eficacia de las matemáticas? ¿por 
qué un sistema de símbolos, regido por reglas aparentemente arbitrarias, da 
muestras de una eficacia tan notable en las ciencias de la naturaleza? En 
resumen, expresando todas estas preguntas de una forma un poco más técnica, 
con palabras que le gustaban a René Thom, diríamos ¿tienen las matemáticas 
una función hermenéutica? Aunque, para entender estas preguntas, sería 
                                                           
          12 Ver las páginas 259-260 de la edición en francés de 1997 de Jacques Gabay de los Fundamentos de 
la Geometría donde hay, en uno de los apéndices, un extracto de dicho artículo. 
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necesario explicar previamente lo que se entiende por “eficacia” aplicada a las 
matemáticas13. 
 
De todas formas, nos gustaría decir ahora que alguna de estas preguntas que 
nos estamos planteando aquí, cuando lleguemos a la Conclusión puede que 
tengamos que modificarla. Esto no tiene nada de extraño, sino todo lo 
contrario; es natural que en el curso de un trabajo de investigación aparezcan 
“nuevos elementos” que obligan a cambiar los objetivos que inicialmente se 
habían planteado.   
 
Cavaillès y Lautman sabían muy bien que las soluciones más radicales en el 
tema de los fundamentos de la matemática no podían prosperar; pues el que se 
ponía al lado de un formalismo exacerbado, se topaba rápidamente con los 
resultados de Gödel y el que se ponía al lado de un idealismo trascendental, 
digamos, con anclaje ontológico, tampoco tenía éxito porque no se pueden 
obviar los resultados de la lógica formal. El propio Hilbert, al final de sus días, 
era plenamente consciente de las dificultades a las que se enfrentaba el 
pensamiento matemático. Sus ambiciones eran igualmente legítimas pero 
difícilmente conciliables, pues se repartían entre su vocación por describir lo 
real y la búsqueda de una coherencia incondicional. Por eso Cavaillès y 
Lautman, aunque ambos se apoyan en Hilbert, cada uno utiliza de él lo que 
más le interesa; el primero para probar, a través de su "formalismo 
modificado", que existe la experiencia matemática y el segundo para descubrir 
y describir la realidad matemática.  
 
En definitiva, tanto Cavaillès como Lautman intentarán decirnos con sus obras 
respectivas que un conocimiento más profundo de la práctica matemática nos 
puede ayudar a resolver determinadas controversias de la filosofía matemática. 
Con otras palabras, Cavaillès y Lautman nos sugerirán una primacía de la 
matemática real y, en consecuencia, una subordinación de la lógica a la hora 
de hacer filosofía matemática. He aquí una vez más el “giro” dado por 
nuestros amigos en filosofía matemática (que va más allá de la dominante 
filosofía analítica) y que constituye, en el fondo, el motivo principal de que los 
hayamos elegido para realizar nuestro trabajo. 
 

                                                           
          13 Lo que ya se sale fuera de nuestros propósitos. Ahora bien, un libro interesante respecto a la relación 
entre las matemáticas y la realidad —que citaremos varias veces en nuestro trabajo— es Les mathématiques et 
le réel de Maurice Thirion, editado en París en 1999 por la editorial Ellipses. Tiene cosas muy interesantes 
sobre Cavaillès y Lautman.  
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Nosotros pensamos que las posiciones de Cavaillès y Lautman se pueden 
reconciliar al final en una síntesis de tipo dialéctico entre los momentos 
intuitivos y axiomático-formales del pensamiento matemático. El reconciliar 
lo formal y lo trascendental no es fácil. Más bien, todo lo contrario; es 
complicado. Pero creemos que en esta síntesis está en juego la legitimidad y, 
quizá también, el porvenir de la matemática. De ahí que tratemos, por lo 
menos, de intentarlo. No cabe duda de que la síntesis entre Cavaillès y 
Lautman se refiere a las relaciones que veremos existen entre las diferentes 
posiciones de ambos respecto a la matemática moderna. Síntesis que será 
posible gracias a que las diferencias entre ambos no serán radicales. Dicha 
síntesis presupondrá divisiones de algún tipo. No trataremos de que haya 
unidad entre las posiciones de Cavaillès y Lautman ya que tendería a borrar 
las relaciones, sino que éstas se mantengan y haya complementariedad. A la 
hora de tratar con los conceptos contrarios formal/intuitivo, pueden aparecer 
como análogos: riguroso/heurístico o abstracto/concreto.     
 
Por una parte, opinamos que es prácticamente imposible pensar seriamente las 
matemáticas fuera de un cierto idealismo (o platonismo). Ahora bien, que 
quede claro que no se trata de "un platonismo de fachada exterior" o 
"platonismo ingenuo", sino del platonismo que, por ejemplo, propone 
Lautman (ya lo veremos en su momento). Por otra parte, como ya hemos 
dicho unas líneas más arriba, tenemos muy claro que la ciencia matemática es 
decididamente una ciencia de conceptos. Pero además es una ciencia 
deductiva e intuitiva; lo que hace que las matemáticas sean, desde un punto de 
vista lógico, una ciencia profundamente coherente y unitaria. Sin embargo, 
unidad y coherencia no significan uniformidad. De ahí que existan diferencias 
cualitativas entre, por ejemplo, un tratado de Geometría y otro de Análisis 
infinitesimal. Diferencias que se establecen, además de por la diferencia entre 
los objetos de estudio, por los diferentes requerimientos que le plantea a un 
matemático trabajar con un objeto como el círculo y un concepto como el de 
elemento infinitesimal de superficie (pues es evidente que no es lo mismo el 
objeto-círculo, que además de elemental se puede representar fácilmente sobre 
un dibujo, que un elemento infinitesimal de superficie, que es mucho más 
complejo ya que en él intervienen las nociones de infinito, de paso al límite, 
de medida, etc.). O sea, que más allá de los modos de deducción, son los 
conceptos y las intuiciones los que ponen su impronta, su huella, a la 
naturaleza misma de los razonamientos matemáticos. 
 
Así como Camino Cañón en su libro de 1993 La matemática: creación y 
descubrimiento, haciendo un recorrido a lo largo de la historia de la 
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matemática sobre las distintas concepciones ⎯de las que los matemáticos y 
los filósofos han dejado constancia escrita⎯ respecto a dicha ciencia, llegaba 
a la conclusión (o, mejor quizá, pregunta) de la que habla el título; nosotros 
hemos intentado algo parecido pero centrándonos en dos filósofos-
matemáticos franceses contemporáneos y amigos, practicantes de una filosofía 
matemática que queremos reivindicar. En su recorrido, Camino Cañón 
solamente analiza ⎯una vez que llega a los años en que aparecen los teoremas 
de Gödel⎯ autores adscritos a la filosofía dominante: la analítica. Le falta el 
análisis de la "otra" filosofía matemática que se origina, fundamentalmente en 
Francia y Alemania, en el periodo que abarca el espacio entre las dos Guerras 
Mundiales. De aquí que intentemos rellenar este hueco con nuestro trabajo. 
 
Nos gustaría “representar” las posiciones de Cavaillès y Lautman sobre la 
matemática moderna utilizando el famoso cuadro de Rafael "La Escuela de 
Atenas", donde ocupan un lugar destacado Platón y Aristóteles señalando con 
el dedo el primero al cielo (al mundo de las Ideas) y el segundo a la tierra (al 
mundo de lo físico), podemos imaginar una situación similar (salvando las 
"grandes" distancias que separan a ambas situaciones). Se trataría de 
"cambiar" el famoso cuadro de Rafael de la siguiente manera: el título sería 
"La Escuela Normal Superior de París", los personajes secundarios se irían 
sustituyendo unos por otros (sabemos que desde su fundación hasta la época 
de Cavaillès-Lautman son innumerables los "grandes hombres", tanto de 
Ciencias como de Letras, que han salido de la ENS de París) y los personajes 
principales (Platón y Aristóteles) se sustituirían, respectivamente, por 
Lautman y Cavaillès como los "nuevos" Platón y Aristóteles del siglo XX (en 
lo que respecta a la filosofía de las matemáticas). Es muy posible que esta 
situación que estamos imaginando llenara de satisfacción a los franceses con 
su "grandeur", pero a nosotros nos resulta bastante ilustrativa de la 
importancia que damos a Cavaillès y Lautman respecto a sus posiciones 
filosóficas respectivas sobre la matemática moderna.   
 
Si quisiéramos resumir, enumerándolos, los objetivos que pretendemos 
alcanzar con nuestro trabajo sobre Cavaillès y Lautman, diríamos que son los 
siguientes: 
 
1º.- A través del estudio de sus respectivas obras, intentaremos conocer lo que 
es la matemática, el quehacer matemático, o, como acordaron ellos mismos en 
la conferencia-debate del 4 de Febrero de 1939, el pensamiento matemático. 
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2º.- Puesto que tanto Cavaillès como Lautman utilizan unos términos 
filosóficos bastante específicos, no solamente por el tipo de filosofía que 
hacen, sino por la complicación técnica de algunos de sus ensayos, trataremos 
de "rebajar" lo que podamos el nivel para que sea lo más comprensible 
posible. Creemos que podemos conseguirlo, puesto que solamente somos 
"aficionados" (aunque en un alto grado) a la filosofía. Pensamos que esto es 
una ventaja, ya que nos obligará a ser más didácticos.         
 
3º.- Concluiremos tratando de hacer complementarias las posiciones de 
Cavaillès y Lautman (aparentemente opuestas) sobre su visión de la 
matemática moderna, que es lo que expresa realmente el título de nuestro 
trabajo; lo cual es, por otra parte, análogo a lo que hemos dicho al hablar del 
libro de Camino Cañón unas líneas más arriba. En concreto, intentaremos 
establecer que las descripciones de la matemática moderna de Cavaillès y 
Lautman son tales que, partiendo de la opción de Lautman, se puede recuperar 
a Cavaillès y ver a ambas posiciones como complementarias. Quizá podamos 
decir que la matemática moderna, según Cavaillès, es una creación de la 
mente humana (se inventan) en el sentido de que los grupos de axiomas son 
inventos humanos. Sin embargo, una vez inventados adquieren vida propia y 
los humanos tienen que descubrir todas sus propiedades siguiendo el espíritu 
de la visión platónica de Lautman.     
 
Pues bien, teniendo en cuenta todo esto, en el Capítulo I comenzaremos 
haciendo un repaso histórico por las relaciones entre los fundamentos de la 
matemática y la filosofía. Continuaremos en el Capítulo II analizando la 
importancia que tuvieron para el pensamiento de Cavaillès y Lautman el 
álgebra abstracta, la topología, la teoría de conjuntos y la axiomática, así como 
la lógica y los fundamentos, desarrollados todos ellos en Gotinga alrededor de 
D. Hilbert y E. Noether. En el Capítulo III nos detendremos en las biografías 
intelectuales de Cavaillès y Lautman, a las que añadiremos: un primer 
apartado sobre su maestro, el influyente y poderoso Léon Brunschvicg, y un 
segundo sobre las relaciones de nuestros autores con el Grupo Bourbaki. En el 
Capítulo IV analizaremos el "formalismo modificado" de Cavaillès a través de 
su obra. En el Capítulo V haremos lo propio con el idealismo platónico de 
Lautman, al que llamamos "platonismo estructural". El Capítulo VI lo 
dedicaremos a la conferencia-debate del 4 de Febrero de 1939 entre Cavaillès 
y Lautman sobre La Pensée Mathématique en la Sociedad Francesa de 
Filosofía, así como a las consecuencias que se derivaron de dicho debate para 
ambos. Terminaremos con una Conclusión donde intentaremos hacer una 
síntesis entre las posiciones de Cavaillès y Lautman. En definitiva, podemos 
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dividir nuestro trabajo en tres Partes muy claras: la Parte I comprendería los 
tres primeros Capítulos, la Parte II estaría constituida por los tres Capítulos 
siguientes y la Parte III se reduciría a la Conclusión. 
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CAPÍTULO I 
  

Fundamentos de la matemática y filosofía 
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Introducción.- Si nos planteáramos las preguntas: ¿Tiene sentido en el año 
2008 hablar de los fundamentos de las matemáticas, después de más de un 
siglo del origen de la famosa crisis de fundamentos? ¿Por qué pretender 
fundamentar las matemáticas si de todas formas han seguido desarrollándose y 
siendo útiles después de que surgiera el problema de sus fundamentos? ¿Se 
necesita fundamentar las matemáticas para amarlas? ¿O para practicarlas? ¿O 
para creer en ellas? Es evidente que a la mayoría de la gente corriente les basta 
con su existencia de hecho, su coherencia y su éxito. También para muchos 
matemáticos y filósofos estas preguntas no les merecen atención alguna. Los 
primeros creen sencillamente que nombrando a Gödel y sus teoremas de 
incompletud, punto final. Para algunos filósofos apelando al giro lingüístico y 
a la postmodernidad todo está dicho. En cambio para otros, entre los que nos 
incluimos, las preguntas anteriores siguen teniendo tanta importancia y 
vigencia como en sus orígenes; quizá diríamos más si reconocemos que con la 
postmodernidad se ha llegado a una crisis en filosofía14, lo que implica que 
dicha crisis también afectará a la metamatemática. Por este motivo ha vuelto 
el interés últimamente hacia los orígenes de la metamatemática y por lo tanto 
hacia los fundamentos de la matemática.  
 
En general se puede decir que, después de los trabajos de Gödel posteriores a 
sus famosos teoremas de incompletud de 1931, la búsqueda de una 
justificación simple y segura de la corrección de las matemáticas perdió 
mucha importancia. Pero esto no ha significado la muerte de las 
investigaciones “sobre los fundamentos”. Bien es verdad que la palabra 
“fundamentos” ha cambiado de significado; pues ocuparse hoy día de los 
fundamentos ya no puede significar, como en los tiempos de Frege, de 
Russell, de Hilbert o de Brouwer, intentar “asegurar” la verdad de las 
matemáticas. Se trata más bien de entender de una forma local ⎯y no global 
como antes⎯ dónde y cómo funcionan. Luego, todas las tentativas de 
fundamentación global de la matemática fallarán o tendrán grandes 
dificultades. En otras palabras, no hay futuro para los programas de 
fundamentación global de la matemática. Lo que no impide que las técnicas 
desarrolladas por dichos programas tengan interés matemático y puedan 
contribuir al esclarecimiento parcial de la propia actividad matemática.  
 
                                                           
          14 Bastaría con nombrar a H. Putnam y su libro Cómo renovar la filosofía de 1994 y a A. Badiou con su 
Manifiesto por la filosofía de 1989 (publicados ambos por Ediciones Cátedra, S.A. el primero en el mismo 
año, 1994, de su publicación en inglés y el segundo al año siguiente, 1990, de su publicación en francés). Pero 
podíamos añadir también el último que hemos hojeado de Mario Bunge titulado Crisis y reconstrucción de la 
filosofía (publicado por Gedisa en 2002). 
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Desde esta perspectiva, muchas investigaciones de hoy que se siguen 
llamando “investigaciones sobre los fundamentos”, se ocupan sobre todo de 
las zonas limítrofes entre teorías matemáticas distintas, entre matemáticas y 
ciencia o entre matemáticas y filosofía. Es posible que la actitud que ha 
prevalecido pueda parecer entre pragmática y ecléctica tratando de reconciliar 
o complementar las posiciones que estuvieron enfrentadas. 
 
Ahora bien, si estamos de acuerdo en que, desde Platón, las matemáticas están 
consideradas como paradigma de una ciencia donde el contenido está 
vehiculado por los signos; para lo cual nos basta con tener en cuenta el célebre 
pasaje de La República: “los que se ocupan de geometría y de cálculo [los 
matemáticos] … se sirven de figuras visibles y hacen discursos acerca de 
ellas, aunque no pensando en éstas sino en aquellas cosas a las cuales éstas se 
parecen”15. Si aceptamos esto como correcto, una investigación 
epistemológica sobre la naturaleza de los objetos matemáticos debe ser de 
naturaleza semiótica. Luego, aunque se rechace el platonismo, la 
determinación de la relación particular entre teoría del conocimiento y teoría 
de la significación aplicada a los objetos matemáticos constituye la cuestión 
filosófica del fundamento de las matemáticas. Los que tratan de eliminar el 
carácter mediador de los signos en matemáticas; es decir, los que confunden 
los signos con los objetos de un sistema sintáctico, están en un error. La 
tentativa de transformar el problema filosófico del fundamento en problema 
técnico ha perdido su plausibilidad debido al segundo teorema de incompletud 
de Gödel. 
 
En definitiva, una solución filosófica del problema de los fundamentos de la 
matemática exige no solamente la puesta en marcha de la parte de la semiótica 
que se ocupa de la sintaxis de los signos, sino también de la que trata de su 
significación; es decir, la semántica. Sabemos que la obra de Tarski fue en 
esa dirección. 
     
1.1 Matemáticas y filosofía.- Es un hecho histórico que las matemáticas 
han tenido durante mucho tiempo un papel importante en filosofía; ya que 
ellas le aportaban sus claridades y sus misterios, alimentaban las reflexiones y 
las controversias a través de los ejemplos. En otras palabras, desde la 
Antigüedad, las matemáticas y la filosofía se han enriquecido mutuamente. 
Así, por ejemplo, las matemáticas estaban en el centro de la intriga en los 
Pitagóricos y en los Eleatas y ocupaban un lugar privilegiado en el sistema de 
                                                           
          15 510, d 5-7. Ver página 336 de La República de Platón, 3ª reimpresión en 1998 de la primera edición 
de 1986, en la Biblioteca Clásica Gredos, Madrid. 
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Platón. Tanto es así que sabemos muy bien la facilidad con la que el autor de 
los Diálogos habla de la irracionalidad de 2  y, lo que es más importante, 
cómo se apoya sobre la geometría para hacer comprender su teoría de las 
Ideas. Es en el texto célebre de La República, al que hemos aludido unas 
líneas más arriba, donde recuerda que los geómetras construyen los 
razonamientos sin tener en el espíritu las figuras que ellos trazan, “sino las 
figuras perfectas de las que éstas son las imágenes”; intenta hacer entrever la 
Idea de justicia por encima de las justicias particulares y partidarias. Es 
evidente que esta analogía tuvo una influencia muy considerable sobre la 
forma de pensar las matemáticas, que fueron durante mucho tiempo ⎯y lo son 
todavía a menudo⎯ comparadas o más bien asimiladas a las Ideas platónicas. 
Sin ninguna duda, al decir esto, estamos pensando en G. Cantor.  
 
Sin embargo, andando el tiempo, nuevas problemáticas traídas por los Árabes 
aparecerán en el siglo XVI, desconocidas por los Griegos ya que están unidas 
a las notaciones simbólicas. Una fórmula se descubre para resolver la ecuación 
de tercer grado. Se introducen los números imaginarios por Cardano y su 
escuela, lo que origina una situación que, en el fondo, es la inversa de la que 
se produjo con el descubrimiento de las magnitudes inconmensurables. Pues 
ésta se presenta en los griegos como una carencia; es decir, falta algo para 
medir la diagonal del cuadrado, aunque se sabe bien que esta diagonal existe y 
los razonamientos de los geómetras no se ponen en duda. Otra cosa muy 
distinta es la audacia de introducir un número “i” cuyo cuadrado es -1, un ser 
imaginario del que no se sabe si tiene alguna legitimidad; desde luego, a priori 
ninguna. Se trata de un salto a lo desconocido que hizo que se desarrollara el 
álgebra durante los siglos XVII y XVIII de una forma espléndida y fecunda. 
Coinciden además estos dos siglos con un periodo formidable en Europa de 
matemáticos-filósofos y de filósofos-matemáticos. El álgebra vendrá a 
fecundar la geometría a través de la geometría analítica y el cálculo 
diferencial. Durante esta época el pensamiento matemático no tiene un marco 
general ni fronteras precisas. La historia de los números complejos16 es un 
                                                           
          16 Otra cosa que siempre nos ha sorprendido de los números complejos, a nivel elemental en nuestro 
trabajo diario, es la capacidad de simplificación que pueden tener. Nos referimos a la complicación que 
representa para los alumnos de Bachillerato el aprenderse todas las "fórmulas de trigonometría" (expresión de 
las funciones circulares en función del ángulo doble, del ángulo mitad, transformación de productos en sumas 
y de sumas en productos, etc.), cuando utilizando la fórmula de De Moivre sobre los números complejos: 
(cosα+isenα)n = cosnα+isennα, así como: (cosα+isenα) (cosβ+isenβ) = cos(α+β) + isen(α+β), la mayor 
parte de la trigonometría desaparece. En otras palabras, los números complejos permitieron simplificar 
notablemente algunos cálculos y dieron origen a una nueva teoría: la teoría de funciones complejas de 
variable compleja; la cual sabemos que desempeña en matemáticas un papel muy importante tanto a nivel 
práctico como teórico. 
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ejemplo privilegiado para comprender lo que es la invención matemática, 
además de ponernos en bandeja la relación que tienen las matemáticas con la 
realidad; pues, por poner sólo un ejemplo, la aplicación de los números 
complejos a la electricidad nos recuerda cómo las matemáticas se aplican a la 
física. Luego, podemos decir que los seres matemáticos toman una dimensión 
física. 
 
Después de la Revolución francesa, sin embargo, matemáticas y filosofía 
toman caminos opuestos. No solamente en Francia, sino en toda Europa, se le 
da gran importancia a las ciencias en la formación de la élite. A partir de esta 
época el desarrollo de las matemáticas presenta una fecundidad extraordinaria, 
en particular para la física. Periodo que está mezclado con controversias vivas 
y apasionadas (como las originadas por las geometrías no euclídeas o los 
números transfinitos de Cantor) y con las crisis de fundamentos. Es natural 
que en un periodo de tanta agitación se generen varias corrientes filosóficas 
propias a las matemáticas muy interesantes; como, por ejemplo, el logicismo 
(Russell), el intuicionismo (Brouwer), el formalismo (Hilbert), etc. a las que 
haremos mención más adelante. Pero la gran filosofía se está apoderando de 
otros problemas más importantes. Con Hegel, cuya lógica no es matemática, 
Schopenhauer, Nietzsche, después Heidegger, la filosofía se desvía, se habla 
de historia, del bien de los hombres, etc. Se interesa por las fuerzas y por los 
poderes que orientan el porvenir de los pueblos. La filosofía no tiene que 
hablar de matemáticas, sobre todo si son difíciles y técnicas. Además, los 
filósofos no conocen bien las matemáticas17. Pero el caso de Cavaillès y 
Lautman es muy diferente, pues ellos se "entusiasman" con las matemáticas 
que se hacen en su tiempo y saben bastante bien lo que dicen cuando hablan 
de (o sobre) ellas. 
   
Concretando un poco más, podemos decir que Kant opinaba que: "El 
conocimiento matemático es clave para saber lo que es el conocimiento". Ya 
veremos que Brunschvicg no está lejos de esta posición, además de ser el 
poderoso e influyente maestro que hace que Cavaillès y Lautman se orienten 
hacia la filosofía de las matemáticas. Para Cavaillès, como la matemática es 
demostración, estructura e historia de los conceptos, esto hace que exista una 
conexión interna (íntima) entre matemáticas y filosofía. En otras palabras, las 
matemáticas son para la filosofía un observatorio privilegiado; puesto que el 
                                                           
          17 El caso de Husserl es bastante significativo pues sabemos que, habiendo debutado como asistente de 
Weierstrass, se vuelve al final de su vida de nuevo hacia las matemáticas, poniéndoles fundamentos 
nomológicos; es decir, sin equívoco, cuando hacía ya veinte años que los lógicos habían demostrado que 
solamente las teorías sin interés matemático podían tener tales propiedades. 
 

 27



pensamiento matemático se desarrolla según su esencia. En su obra póstuma 
dirá textualmente: 
 
Las matemáticas constituyen un objeto 'sui generis', original en su esencia, 
autónomo en su movimiento18. 
 
Por su parte Lautman, en la Introducción de su Tesis Principal, dice: 
 
Lo que el filósofo espera de las matemáticas es una verdad que habría de 
revelarse en la armonía de sus edificios19. 
 
Y, un poco más adelante, continúa: 
 
Las matemáticas, y sobre todo las matemáticas modernas, álgebra, teoría de 
grupos, topología, nos han parecido relatar así, mezclada con las 
construcciones que interesan al matemático, otra historia más escondida y 
hecha para el filósofo20. 
 
Por último, al final del resumen que presentó antes del debate con Cavaillès en 
la Sociedad francesa de Filosofía el 4 de Febrero de 1939, Lautman dirá: 
 
El pensamiento matemático tiene así el eminente papel de ofrecer al filósofo 
el espectáculo constantemente recomenzado de la génesis de lo real a partir 
de la idea21. 
 
Creemos que con estos fragmentos es suficiente para darnos cuenta de que, 
efectivamente, Cavaillès y Lautman son un caso especial o, mejor dicho, una 
feliz coincidencia que nos recuerda los tiempos ya lejanos en que los filósofos 
podían dialogar con los matemáticos sobre sus respectivas materias. 
 
1.2 Actualización de las diferentes filosofías de la matemática.- Si 
quisiéramos actualizar las diferentes filosofías de las que han sido objeto, a lo 
largo de la Historia, las matemáticas podíamos resumirlas de la forma 

                                                           
          18 Cavaillès (1997), p. 21. 
 
          19 Lautman (1977), p. 24.  
 
          20 Lautman (1977), p. 28. 
 
          21 Cavaillès (1994), p. 596. 
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siguiente22:  
 
En primer lugar situaríamos el realismo (o los realismos) por el hecho de la 
antigüedad. Podíamos decir que, tanto en el platonismo como en el 
intuicionismo de Brouwer, hay una primacía de la intuición intelectual 
respecto a la demostración. Ahora bien, para el constructivista las verdades 
matemáticas se inventan o se construyen; nunca se descubren. Nosotros 
estaríamos de acuerdo en que la actitud constructivista es compatible con el 
platonismo siempre que evitemos la afirmación de que la prueba crea la 
existencia. De esta forma coincidiríamos con lo que dice Jean Largeault en la 
página 257 de su libro Intuitionnisme et théorie de la démonstration (Vrin, 
1992): "El objetivo del intuicionismo es asociar a las Ideas una representación 
mental; añadir al platonismo una dimensión de subjetividad y de vida 
interior". En otras palabras, la filosofía de Brouwer se puede considerar un 
idealismo subjetivo. Podíamos decir que el platonismo y el intuicionismo 
divergen en la manera de concebir la intuición: para un platónico la intuición 
es la de un ser o de algo dado; para un intuicionista se trata de un acto.  
 
Quizá lo que más haya pesado, en la consideración de que el intuicionismo de 
Brouwer no era una “tontería”, es el que matemáticos de primera línea hayan 
estado en sus filas. El caso más importante, sin duda alguna, es el del alemán 
Hermann Weyl que siendo uno de los mejores alumnos del gran maestro 
Hilbert se pasó al enemigo... Baste como muestra lo que escribió en 1946: 
“Brouwer ha dejado claro y, yo pienso, de forma indiscutible, que ninguna 
evidencia garantiza la creencia en el carácter existencial de la totalidad de los 
números naturales [...] esto queda por siempre en un estado de creación, lejos 
de ser un orden cerrado de entidades en sí”23. Pero, a pesar de todo, podemos 
decir que el intuicionismo, habiendo enriquecido de forma considerable la 
lógica matemática, no ha cosechado verdaderos frutos en las matemáticas 
propiamente dichas. Para el intuicionismo o constructivismo los objetos 
                                                           
          22 En el libro Filosofías de la matemática fin de siglo XX, Valladolid, Publicaciones de la Universidad 
de Valladolid, 2000, de Javier de Lorenzo se puede ver un panorama bastante amplio y completo, en lengua 
castellana, de las muy diversas filosofías de la matemática moderna. A nuestro modesto entender es éste un 
autor que lleva mucho tiempo atento a todas las corrientes interesantes que han aparecido (y siguen 
apareciendo) sobre la actividad matemática. Todo esto lo decimos a pesar de que parece que no conoce los 
escritos de Lautman ya que no hace referencia a ellos (que nosotros sepamos) en ninguno de sus libros o 
artículos. A Cavaillès lo menciona con relación a su trabajo sobre la teoría de conjuntos (su Tesis 
Complementaria) como ejemplo de búsqueda de la “trabazón interna de dicha teoría, así como la búsqueda de 
las razones por las cuales esa teoría se planteó y las limitaciones que desde nuestra perspectiva actual hay en 
ella” (pág. 403 de la revista Teorema, vol. IV/ 3 - 1974, artículo titulado “En torno al hacer matemático y al 
problema de su historia”).  
    
          23 Weyl (1994), p. 242. 
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matemáticos son entidades producidas en la mente a partir de la intuición 
fundamental de los naturales y el uso de métodos de construcción efectiva. O 
sea, que para los intuicionistas o constructivistas sólo existen los naturales y 
todo aquello que pueda construirse de modo efectivo a partir de ellos. 
 
Los intuicionistas propugnan para la matemática una lógica alternativa, más 
débil que la clásica; donde no valen las leyes lógicas del tercio excluso y de la 
doble negación en argumentos que se refieran a conjuntos infinitos. La parte 
positiva de la matemática que resulta de estas modificaciones, hay que 
reconocerlo, es que se eluden las paradojas. La parte negativa es que con el 
modo constructivista se consigen muy pocos resultados clásicos. Ya veremos 
en su momento lo que opina Cavaillès de la matemática constructivista. El 
análisis constructivista es más complejo y débil que el clásico. La teoría de 
conjuntos constructivista, que debe sustituir a la cantoriana para construir con 
los naturales el resto de la matemática, es también compleja y débil. Pero, a 
pesar de no haber conseguido sus ambiciosos objetivos, los desarrollos 
constructivistas han tenido importantes frutos en la matemática. Así, por 
ejemplo, sus métodos han sido instructivos en las posibilidades de ensayar 
caminos alternativos a los clásicos; en los formalistas han influido en su uso 
de métodos finitistas para la metamatemática y están influyendo 
continuamente en la práctica matemática clásica, en la cual, siempre que es 
posible, se prefiere una demostración constructiva a otra que no lo sea. 
Terminaríamos diciendo que todos los realismos se puede decir que tienen en 
común el hecho de que las nociones matemáticas existen24. 
 
En segundo lugar colocaríamos el formalismo (o los formalismos) que se 
opone al realismo y se puede definir como una filosofía en la cual el sentido 
atribuido a los símbolos, a los términos y a las fórmulas no tiene importancia y 
puede ser elegido en función de consideraciones exteriores a las matemáticas. 
Según este punto de vista las matemáticas son un lenguaje provisto de reglas 
deductivas estrictas y, por qué no, todo sistema formal axiomatizado es 
matemático. Aquí incluiríamos el empirismo lógico del Círculo de Viena que 
hacía suyas las reflexiones de Wittgenstein sobre las matemáticas en el 
Tractatus; es decir, que las matemáticas no son más que un juego, no tienen de 
serio más que las reglas de dicho juego. 
 
                                                           
          24 Para una actualización de los diferentes tipos de realismos o platonismos se puede ver el libro 
L’objectivité mathématique (platonismes et structures formelles) cuyos editores son Marco Panza y Jean-
Michel Salanskis, Masson, Paris, 1995. Igualmente interesante y esclarecedor es el artículo de José Ferreirós 
“Matemáticas y platonismo(s)” publicado en La Gaceta de la Real Sociedad Española de Matemáticas 2 
(1999), 446-473.  
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De todas formas, a mediados del siglo XX (1950-1960) el formalismo estricto 
(que tomó dos aspectos: uno como matemática abstracta conjuntista y 
estructural; el otro como formalismo) se convirtió en la actitud filosófica 
predominante en los libros de texto y demás escritos matemáticos “oficiales”; 
es lo que se llamó “bourbakismo”. Es evidente que este formalismo era 
descendiente del de Hilbert, aunque no era exactamente lo mismo. Hilbert 
estaba convencido, entre otras cosas, de la realidad de las matemáticas finitas 
e inventó la metamatemática con el propósito de justificar las matemáticas de 
lo infinito. Una de las causas de la prevalencia del formalismo fue su conexión 
con el positivismo lógico en la década 1940-1950 que sostenía que la 
formalización había de ser el objetivo a lograr en todas las ciencias. Esta 
postura fue criticada por muchos autores, no ya en la década de euforia antes 
aludida, sino desde el mismo principio de dicho movimiento. Uno de los más 
famosos críticos fue sin duda alguna Popper (1902-1994) que, siendo 
formalista,  propuso en 1934 que las teorías científicas no son inductivamente 
inferidas a partir de los hechos; sino que son más bien inventadas con el 
carácter de hipótesis, especulaciones e incluso conjeturas y son después 
sometidas a ensayos experimentales mediante los cuales tratan los críticos de 
refutarlas. Esto fue, para algunos, una auténtica revolución en la filosofía de la 
ciencia. Veremos, en su momento, que tanto Cavaillès como Lautman hacen 
una crítica bastante dura del Círculo de Viena25, no estando de acuerdo con las 
posiciones que mantienen sobre las matemáticas Wittgenstein (1854-1951) y 
Carnap (1891-1970). 
 
A día de hoy sabemos que el objetivo del programa de Hilbert ⎯el 
proporcionar demostraciones de consistencia del análisis y la teoría de 
conjuntos en el seno de la matemática finitista⎯ es inalcanzable; es decir, 
después de los resultados de Gödel dicho programa está muerto. Pero, sin 
embargo, el instrumento matemático que Hilbert inventó para llevar a cabo su 
objetivo programático ⎯la teoría de la demostración⎯ goza de muy buena 
salud ya que se utiliza como un intrumento matemático para extraer 
información computacional de las demostraciones en sistemas formales. Se 
trata de que cuando se demuestra una aserción en un determinado sistema 
axiomático o formal hay una información suplementaria de carácter 
computacional. Concretando un poco más podemos decir que, a veces, es 
                                                           
          25 A este respecto son interesantes tanto el artículo de Cavaillès "L'école de Vienne au Congrès de 
Prague" publicado, en 1935, en la Revue de Métaphysique et de Morale, 42, pp. 137-149; como el de Lautman 
"Mathématiques et réalité", también de 1935, publicado al año siguiente en Actualités Scientifiques et 
Industrielles, nº 393, pp. 25-27. Aunque el escrito de Lautman no hace referencia directa al Círculo en el 
título, es una crítica feroz contra la Escuela de Viena en una época en la que las opiniones de dicha Escuela 
eran como una ley.     
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posible afrontar una demostración formal como un proto-algoritmo con 
corrección incorporada. De esta forma, el estudio de las relaciones entre los 
sistemas formales y la complejidad computacional de estos algoritmos 
constituye hoy un interesante campo de trabajo e investigación.   
 
En tercer lugar pondríamos el estructuralismo (o los estructuralismos) cuyo 
lema consiste en reagrupar las situaciones similares. Definidas por un 
conjunto restringido de axiomas, las estructuras matemáticas tales como los 
grupos, cuerpos, anillos, álgebras, grafos, etc. establecen una red de 
condiciones salidas del juego iterativo de las relaciones que se pueden 
representar como una pequeña teoría preparada con antelación para poderla 
utilizar en tal o cual caso particular. Poco importa que un grupo sea un grupo 
de simetrías, de desplazamientos o de operadores lineales; las deducciones 
hechas para la estructura se aplicarán. La noción de estructura matemática 
describe una situación sin quedarse atada al sentido de los objetos a los que 
concierne, sino únicamente a sus relaciones; de ahí que se considerase 
interesante en las ciencias humanas. Es importante tener en cuenta que una 
concepción extrema del estructuralismo desemboca en el formalismo. 
Veremos en otro lugar que para Cavaillès y Lautman (pero sobre todo para el 
segundo) la idea de estructura es fundamental en su filosofía de la matemática. 
En concreto, Lautman verá en la eclosión y la génesis de las estructuras 
matemáticas la emergencia de la creatividad matemática. Huelga decir que 
para el Grupo Bourbaki, aunque no es filósofo ni ha hablado propiamente 
como un matemático ⎯puesto que deja a sus miembros publicar sus 
descubrimientos en su propio nombre⎯, el concepto de estructura es vital. 
Quizá el miembro del Grupo con una tendencia más formalista sea Jean 
Dieudonné. 
 
En cuarto lugar podemos poner el falibilismo (o los falibilismos) que está 
ligado a la idea, por cierto de las más antiguas de la filosofía de todos los 
continentes, de que el hombre no puede alcanzar la verdad. Para el falibilismo, 
no solamente la ciencia es refutable, sino que la refutabilidad caracteriza el 
conocimiento verdadero. Aquí está el principio capital de la filosofía de 
Popper: “debe ser posible para un sistema científico empírico ser refutado por 
la experiencia”. Pero, ¿qué lugar tiene Popper para las matemáticas en su 
construcción epistemológica? Curiosamente, se interesa poco, y no habla de la 
cuestión de la “lógica del descubrimiento” en matemáticas. Esta tarea se la 
dejará a su pupilo Imre Lakatos (1922-1974) que tratará de extender su 
filosofía falibilista a las matemáticas. Podíamos decir que el reto de Lakatos 
fue mostrar que la deducción no es el patrón de la lógica del descubrimiento 
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matemático, del mismo modo que Popper mostró que la inducción no es la 
lógica del descubrimiento científico. Lakatos presenta el desarrollo de una 
idea o teoría matemática a partir de un problema y una conjetura. 
 
Aunque, antes de continuar, es necesario decir que la traslación de las tesis 
popperianas a las matemáticas es un programa algo paradójico porque, 
contrariamente a lo que sucede en física, el desarrollo de las matemáticas no 
pone en cuestión las etapas anteriores. Así, por ejemplo, ni la integral de 
Riemann ni la de Lebesgue tienen nada que quitar a la perfección de las 
demostraciones de Arquímedes (fundadas sobre las aproximaciones externas e 
internas obtenidas sumando trozos más o menos finos) para calcular el área o 
el volumen de la esfera. La manera de intentarlo de Lakatos fue situando el 
descubrimiento matemático en una configuración experimental. Por 
sugerencia de Pólya (1887-1985), que junto con Popper fueron los padrinos de 
su obra, eligió por tema la historia de la fórmula de Euler-Descartes: V-
A+C=2 (que sabemos dice que en todo poliedro convexo el número de caras 
más el número de vértices es igual al número de aristas más 2). En lugar de 
presentar símbolos y reglas, Lakatos presenta, con humor y talento, un 
profesor con sus alumnos en una clase imaginaria en presencia de las pruebas 
sucesivas y los contraejemplos, así como las matemáticas del periodo histórico 
que abarca dicha fórmula (un siglo aproximadamente; de 1750, cuando Euler 
la enuncia por primera vez sin demostrarla, a 1847, cuando Von Staudt 
demuestra un teorema de Euler provisto de hipótesis correctas; en 1850 
Schläfli lo extiende de dimensión 3 a la n).  
 
Su obra maestra se titula Pruebas y Refutaciones26. El sermón del trabajo de 
Lakatos es que las matemáticas, lo mismo que las ciencias naturales, son 
falibles y no indubitables; en realidad, que son “cuasi-empíricas” (o 
hipotéticas). Ataca especialmente al formalismo, pero no terminó de llevar a 
cabo el programa de reconstrucción de la filosofía de las matemáticas con una 
epistemología falibilista. El impacto de Pruebas y Refutaciones estriba en que 
presenta una imagen filosófica de las matemáticas que está en total 
discordancia con el retrato que nos presentan los logicistas y los formalistas 
fundamentalmente. Es claro que para los interesados en la enseñanza o la 
historia de las matemáticas desde un punto de vista crítico, el programa de 
Lakatos es realmente interesante y estimulante. Pero, hay que reconocer que la 
empresa que se propone Lakatos es, sin embargo, un poco artificial ya que hoy 
                                                           
          26 Que durante 15 años fue un clásico “underground” entre los matemáticos. Se publicó como una serie 
de artículos en 1963 en el British Journal for Philosophy of Science. Después de su muerte prematura se 
publicó en libro. En castellano, Alianza, lo ha publicado ya en varias ocasiones. 
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día se sabe que las hipótesis del teorema de Euler deben ser expresadas en 
términos topológicos; siendo esto precisamente lo que ha escapado durante 
mucho tiempo a los matemáticos que se han interesado en el asunto. Lakatos, 
en su libro, intenta mostrar que la matemática progresa por aproximaciones 
sucesivas, por tentativas, tanto como por impulsos de genio. Esta idea general 
es buena; pero la forma en que se hace ⎯mediante un diálogo entre 
estudiantes sobre los poliedros, de cuya discusión hace emerger las conjeturas 
y las pruebas⎯, es quizá desdeñosa con lo esencial del trabajo de 
investigación: un esfuerzo individual y conceptual organizado por las visiones 
orgánicas y no solamente por los comentarios de circunstancia.  
 
No cabe duda que Lakatos ha pasado al lado de los mecanismos 
fundamentales del descubrimiento matemático, poniendo un toque de 
desconfianza (lo cual es legítimo) en la historia de la matemática como un 
proceso hipotético-deductivo; ya que dicho proceso está lleno de errores. Sin 
embargo, ¿se puede realmente creer que, por ejemplo, los números complejos 
han sido inventados por un proceso de ensayo y error? ¿Se puede pensar que 
la noción de grupo fue imaginada gracias a las conjeturas y refutaciones? 
¿Que la noción de espacio de Hilbert, una de las más importantes estructuras 
matemáticas, ha sido forjada por las tentativas de pruebas y de 
contraejemplos? Los conceptos matemáticos están raramente sujetos a los 
contraejemplos. Quizá las conjeturas no son necesariamente puntos de paso 
obligados de la investigación matemática; pues muy a menudo en las escorias 
de un proceso creativo está lo más interesante, como sucedió con el análisis no 
estándar de A. Robinson rescatado en los años 1960 de los restos inútiles 
deshechados del análisis estándar. La insuficiencia de la filosofía de Lakatos 
es evidente. En realidad, si se analiza más de cerca, se trata de un realismo 
disimulado; pues, ¿qué es una conjetura? Por su propia naturaleza, se trata de 
un enigma que se refiere a algún objeto existente. Si las matemáticas 
solamente fueran conjeturas y su resolución, estarían instaladas 
definitivamente en las manipulaciones sobre las nociones antiguas. Pero lo 
que se observa, por el contrario, son innovaciones semánticas mucho mayores. 
Es evidente que el investigador procede con numerosas conjeturas seguidas de 
tentativas de pruebas o de refutaciones, pero en los casos más interesantes 
estas conjeturas nos llevan a los conceptos nuevos de los cuales atestiguan la 
eficacia y no son formulados únicamente con las ideas antiguas. 
 
En quinto lugar, está el relativismo (o los relativismos) cuyo lema puede 
reducirse a que se puede comprender algo de diferentes formas. Dicho así, 
quizá este lema sea un poco incomprensible. Digámoslo con otras palabras, las 
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llamadas "verdades" son relativas ya que dependen de las circunstancias o 
condiciones en que son formuladas. Estas circunstancias o condiciones pueden 
ser una determinada situación, un determinado estado de cosas o un 
determinado momento. Así podíamos hablar de la posición filosófica de Paul 
Feyerabend, cuyo relativismo es un principio de tolerancia destinado a que la 
naturaleza sea estudiada de la forma más favorable al progreso de los 
conocimientos. La posición de Bruno Latour es más radical que la de 
Feyerabend, pues mientras que éste y la mayoría de los relativistas solamente 
relativizan las culturas, Latour intenta relativizar además la naturaleza. Latour 
se basa en las propuestas de Michel Serres y de David Bloor. Para Nicolas 
Bouleau, en su libro de 1999 titulado Philosophies des mathématiques et de la 
modélisation, el filósofo relativista de la matemática más importante es W. V. 
O. Quine. Aunque sea, por otra parte, para Javier de Lorenzo a partir de Quine 
cuando aparece el naturalismo en filosofía de la matemática27. Por último, 
para Jean Petitot el filósofo Quine es un platónico pragmático28. ¿Se puede 
decir algo más de Quine? Creemos que sí, ya que él es el que establece un 
paralelismo de los tres puntos de vista principales en la Edad Media respecto 
de los universales: realismo, conceptualismo y nominalismo con las tres 
doctrinas de la filosofía de las matemáticas en el siglo XX, bajo los nombres 
de: logicismo, intuicionismo y formalismo respectivamente29.  
 
Por último, podemos situar el naturalismo (o los naturalismos), término que 
mucha gente maneja actualmente aunque casi nadie aclara su significado30. Si 
ser “naturalista” en filosofía de la matemática consiste en considerar a la 
matemática, o identificarla, con las ciencias experimentales que manejan, de 
modo exclusivo, entidades “naturales”; entonces, dicho esto así, parece que el 
naturalismo tiene que ver con el falibilismo y con el relativismo. Pero, 
concretando un poco más, podemos decir que para el naturalista las 
matemáticas están ligadas a capacidades psicológicas o neuropsicológicas del 
sujeto humano que pueden adquirirse durante el desarrollo del hombre. 
También podrían estar ligadas las matemáticas a capacidades innatas del 
                                                           
          27 Ver página 22 de Filosofías de la matemática fin de siglo XX. 
 
          28 Ver las páginas 150-151 del libro L’objectivité mathématique (el capítulo de Petitot se titula “Pour un 
platonisme transcendantal”). 
  
          29 Ver las páginas 41-42 del libro de Quine Desde un punto de vista lógico, Ediciones Orbis S.A., 
Barcelona, 1984 (Traducción de Manuel Sacristán). El título original es From a Logical Point of View de 
1953. 
 
          30 Es muy interesante a este respecto el artículo de José Ferreirós titulado "Certezas e hipótesis: 
perspectivas históricas y naturalistas sobre la matemática" en el libro colectivo, edición de Anna Estany, 
Filosofía de las ciencias naturales, sociales y matemáticas, Trotta, Madrid, 2005, pp. 45-73.   
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cerebro. Así, por ejemplo, la capacidad de contar y la capacidad de 
representación espacial, que tienen un alto valor de adaptación, estarían 
profundamente inscritas en la estructura del cerebro humano antes de todo 
contacto de éste con el mundo. En este caso, sería la evolución la responsable 
de la progresiva creación de los fundamentos de la actividad matemática. 
Estas teorías son particularmente interesantes porque vinculan las capacidades 
matemáticas con las capacidades científicamente analizables del sujeto 
humano. Pero es preciso que expliquen también la emergencia de los 
conceptos evolucionados de las matemáticas contemporáneas, que carecen de 
un alto valor adaptativo directo. Dos representantes de esta corriente serían el 
biólogo Jean-Pierre Changeux y el matemático-psicólogo Stanislas Dehaene. 
 
Resumiendo lo anterior podíamos llegar a la conclusión, si hemos estado 
atentos a lo que hemos dicho y exceptuamos los relativismos (sobre todo los 
relacionados con el llamado “programa fuerte” en Sociología de la ciencia de 
D. Bloor), de que existen dos grandes corrientes en filosofía de las 
matemáticas: el realismo y el formalismo. Ya hemos dicho anteriormente que 
estas dos filosofías se oponen una a la otra; mejor dicho, son la negación la 
una de la otra31 aunque no dejan de existir ciertas analogías entre ellas. Pues 
hay un real para el formalista que es la sintaxis y su filosofía no tiene en 
cuenta que el desarrollo de esta sintaxis no es dado a priori sino que resulta de 
un proceso histórico. De igual manera, el realista no puede dar cuenta de la 
libertad interpretativa que tiene y que no está limitada más que por el respeto 
de las reglas formales. En definitiva, frente a la visión platónica (o realista) de 
la naturaleza de las matemáticas existe otra totalmente diferente que está 
relacionada intrínsecamente con el "formalismo" y el "constructivismo". Para 
esta segunda visión, los objetos matemáticos carecen de realidad objetiva, son 
imaginarios. Esta visión de las matemáticas como una invención humana se ha 
                                                           
          31 Es decir, que se pueden considerar como platonismo y antiplatonismo, lo que coincide con el título 
del libro de Mark Balaguer Platonism and Anti-Platonism in Mathematics. Oxford University Press, 1998. En 
este libro Balaguer consigue algo admirable: no existe, a su modo de ver, una posición que sea realmente muy 
distinta del platonismo o del antiplatonismo. Demuestra que no hay discusiones interesantes a favor o contra 
el platonismo matemático. Considera que tanto el platonismo como el antiplatonismo son dos visiones 
perfectamente defendibles. Introduce una forma de platonismo a la que llama “Full-Blooded Platonism” que 
soluciona, según él, todos los problemas asociados tradicionalmente a esta visión, procediendo a defender un 
antiplatonismo (un ficcionalismo particular, matemático) contra los diversos ataques que ha recibido (quizá el 
más notable sea el de la tesis de imprescindibilidad de Quine-Putnam). En resumen, el proyecto de Balaguer 
consta de tres partes: en la primera hace una defensa del platonismo (su versión a la que llama “Full-Blooded 
Platonism”); en la segunda defiende un ficcionalismo para los objetos matemáticos y en la tercera llega a una 
conclusión antimetafísica. Cree Balaguer que nunca podrá haber un buen argumento que proporcione la 
solución a la cuestión de la existencia de las entidades matemáticas. La nota negativa que pondríamos al libro 
de Balaguer sería quizá su anacronismo; es decir, en todo el libro solamente hace una pequeña referencia al 
Menón y al Fedón de Platón. De esta manera muestra la poca relación que existe entre el platonismo 
contemporáneo y la filosofía de Platón.      
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llegado a considerar por los psicólogos modernos como un sinónimo del 
"intuicionismo". Así, Stanislas Dehaene en su libro de 1997, The Number 
Sense, llega a la conclusión de que "el intuicionismo me parece que aporta el 
mejor informe de las relaciones entre la aritmética y la mente humana". 
 
1.3 El problema de los fundamentos de la matemática (versión 
canónica-ortodoxa).- Al intentar hacer un repaso histórico sobre el 
problema de los fundamentos de la matemática, nos encontramos con que 
existen, hoy día, dos opciones o posiciones muy claras y antagónicas. La 
primera consiste en una visión, digamos, canónica, ortodoxa u oficial según la 
cual, en matemáticas, ha existido realmente una "Crisis de Fundamentos" a 
finales del siglo XIX y principios del XX. La segunda, que llamaremos 
versión crítica y con la que nosotros estamos totalmente de acuerdo, intenta 
defender que no hubo ni hay crisis de fundamentos en la práctica matemática; 
sino que se trata, más bien, de "Controversias", de "cambios" o inversiones en 
dicha práctica respecto a lo que se hacía anteriormente. Esta es la tesis que 
defiende, por ejemplo, Javier de Lorenzo en su libro de 1998 La matemática: 
de sus fundamentos y crisis, que nos servirá de guía cuando tratemos esa 
opción. 
 
Vayamos con la versión ortodoxa, la "oficial", la que se puede encontrar en la 
mayoría de los libros de Historia de la Matemática32. Podíamos decir que se 
trata de una visión histórico-descriptiva. 
 
Todos sabemos que las matemáticas de Babilonia y Egipto fundamentalmente 
eran algorítmicas o prácticas; es decir, trataban de resolver los problemas 
cotidianos con que se enfrentaban las gentes de aquella época. Lo mismo se 
puede decir de las matemáticas de India y China; aunque es importante tener 
en cuenta que las matemáticas griegas le deben mucho más de lo que dicen la 
mayoría de los libros de “Historia de las Matemáticas”, con su fuerte 
eurocentrismo, a las matemáticas de los países anteriores33. 
 
En cambio, en Grecia, además de las matemáticas prácticas, se desarrollaron 
las matemáticas puras o teóricas, que llegaron a su punto más alto con la 

                                                           
          32 Por ejemplo en los de C. B. Boyer (1968), J-P. Collette (1973), Rey Pastor y Babini (1985), M. Kline 
(1972), etc. 
              
          33 Se puede ver como ejemplo el libro La cresta del pavo real que tiene por subtítulo Las matemáticas y 
sus raíces no europeas de George Gheverghese Joseph, que es un hindú educado en varios países africanos e 
Inglaterra. 
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creación del llamado  método axiomático-deductivo  que aparece  en  los 
Elementos de Euclides y que permaneció intocable, como muestra de 
perfección, durante más de 2.000 años. Esto es lo que llaman mito de Euclides 
los matemáticos Ph. J. Davis y Rouben Hersh en su famoso libro Experiencia 
Matemática (de la, hoy día, desaparecida Editorial Labor, 1988, p. 238). 
 
También sabemos que se le atribuye a los Pitagóricos el descubrimiento de la 
inconmensurabilidad del lado y la diagonal de un cuadrado y las 
consecuencias que se derivaron de ello34. Para los griegos la Aritmética es 
como si se hubiese terminado aquí; por eso se centraron en la Geometría que 
fue para ellos desde ese momento “La Matemática”. Podemos considerar que, 
históricamente, este hecho fue el primer episodio de crisis o controversia sobre 
los fundamentos de la matemática. 
 
Mucho tiempo después, con el ¿descubrimiento? (o quizá es más adecuado 
decir  ¿creación?35) del Cálculo Infinitesimal, casi al mismo tiempo, por los 
genios de Newton (1642-1727) y Leibniz (1646-1716) al estar basado 
totalmente en la intuición geométrica36 origina que se reciban críticas por 
parte de filósofos como el obispo G. Berkeley (1685-1753) en su obra El 
Analista de 1734 cuyo  subtítulo completo es impresionantemente largo y 
significativo (Discurso dirigido a un matemático infiel, en el cual se examina 
si los objetos, principios e inferencias del análisis moderno están más 
                                                           
          34 Por cierto, quizá el ejemplo clásico más bello de demostración por reducción al absurdo en 
matemáticas  sea la demostración de la irracionalidad de ,2 dada por Euclides en los Elementos. 
 
          35 Un libro muy recomendable para este dilema es el de Camino Cañón titulado La matemática: 
creación y descubrimiento. En general, para los partidarios de la sociología del conocimiento, todo es 
construido y nada es descubierto. Para ellos "ser" no es devenir, ni existir en el espacio y el tiempo, ni la 
capacidad de actuar sobre otras cosas. Por el contrario, para ellos, "ser" es construir o ser construido (casi 
siempre colectivamente). Para los que no quieren saber nada de esa sociología del conocimiento, todo esto 
está muy bien y es muy bonito, pero existen bastantes contraejemplos (sobre todo en matemáticas) como: la 
matemática griega, el álgebra abstracta, la teoría de conjuntos, la topología, la lógica matemática, etc. que, 
aunque útiles a todas las ciencias y por lo tanto también a las técnicas, no respondían a ninguna necesidad 
práctica. En realidad, en el apartado anterior de este Capítulo, ya hemos analizado las diferentes posturas o 
filosofías de la matemática. 
      
          36 A lo que algunos autores, como Javier de Lorenzo, llaman el Hacer Figural en su libro La 
matemática: de sus fundamentos y crisis. Este Hacer Figural será sustituido por el Hacer Global (más 
abstracto, ese que hará exclamar al viejo Gordan cuando lo utiliza el joven Hilbert “eso no es matemática, 
sino teología”). Con la llegada de los ordenadores, el Hacer Global está “amenazado” por el Hacer 
Computacional; pues no solamente se demuestran teoremas con el ordenador, sino que el fenómeno de la 
modelización (que se hace también a través de esos mismos aparatos) está revolucionando las aplicaciones de 
las matemáticas a las ciencias sociales. Para una visión conjunta de las filosofías de las matemáticas y de la 
modelización se puede ver el libro de Nicolas Bouleau Philosophies des  mathématiques et de la 
modélisation, de la Editorial L’Harmattan de 1999. 
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distintamente concebidos o deducidos con mayor evidencia que los misterios 
religiosos y las tesis de la fe. Saca primero la viga de tu ojo, y después verás 
claramente cómo sacar la paja del ojo de tu hermano37). El matemático infiel 
era el también famoso astrónomo inglés Edmund Halley (1656-1742). Y 
precisamente estas críticas, que por cierto estaban muy bien fundamentadas, 
como casi toda la obra filosófica de Berkeley, las hacía porque “esa nueva 
manera de hacer matemáticas” no coincidía con el mito de Euclides (o sea, 
con la forma axiomático-deductiva). 
 
Ahora bien, todo esto no era nada comparado con lo que estaba por venir... A 
mediados del siglo XIX con los trabajos de Gauss (1777-1855), Bolyai (1802-
1860), Lobachevski (1792-1856) y, por encima de todos, Riemann (1826-
1866), sobre las geometrías no euclídeas (o riemannianas) se desata una gran 
crisis sobre los fundamentos de la matemática al desaparecer el mito de 
Euclides, pues la geometría euclídea ya no es LA GEOMETRÍA; sino una 
más entre otras posibles. Esto crea un gran problema que requiere el concurso 
de grandes matemáticos para resolverlo. Se aplican a ello, entre otros, 
Weierstrass (1815-1897), Dedekind (1831-1916) y Cantor (1845-1918). Lo 
que hacen es que aritmetizan el análisis38; es decir, tratan de fundamentar el 
nuevo cálculo no en la geometría que ha perdido su trono, sino en la aritmética 
que es la nueva reina de las matemáticas. Pero para poder concluir la empresa 
con éxito, necesitan de unos nuevos objetos que son los conjuntos. El artífice 
principal de la teoría de conjuntos es G. Cantor que los utiliza sin restricción 
alguna y esto es lo que origina las famosas paradojas o antinomias que no son 
más que eufemismos de lo que realmente son: contradicciones. 
 
Entre las paradojas más famosas encontradas en la teoría de conjuntos y los 
métodos modernos en matemáticas, podemos enumerar: la de Burali-Forti 
(1861-1931); la de Cantor; la de Russell39 (1872-1970); la de Richard (1864-

                                                           
          37 Ver Durán (1996), p. 169 y Boyer (1986), p. 539. 
 
          38 En la Tesis Complementaria de Cavaillès Remarques sur la formation de la théorie abstraite des 
ensembles, se pueden ver las similitudes y/o las diferencias entre las construcciones de Weierstrass, Dedekind 
y Cantor. Igualmente sucede en la Tesis de José Ferreirós El nacimiento de la teoría de conjuntos, 1854-1908. 
 
          39 No podemos resistir la tentación de indicar que la paradoja de Russell se puede explicar de una forma 
sencilla y en un marco finito, a través del ejemplo de un bibliotecario escrupuloso que quiere hacer un 
catálogo de los catálogos que se mencionan a sí mismos y un catálogo de los catálogos que no se mencionan a 
sí mismos. Cuando el sesudo bibliotecario está a punto de acabar el trabajo, se pregunta si el catálago que 
acaba de hacer se debe mencionar a sí mismo o no, lo que le lleva a una clara contradicción. Es evidente que a 
poco que piense el bibliotecario, llegará a la conclusión de que estos nuevos catálogos que ha intentado hacer 
en su proyecto no pertenecen a la misma categoría que los antiguos. He aquí una prueba más de la intrincada 
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1921); la de Grelling (1886-1941); etc. que, en realidad, fueron las que 
desataron la auténtica crisis en los fundamentos de la matemática durante el 
primer cuarto del siglo XX. Todas ellas son consecuencia de la convicción de 
que todo predicado razonable; es decir, toda descripción verbal que parezca 
tener sentido, podría utilizarse para definir un conjunto; a saber, el conjunto de 
los objetos que comparten la propiedad enunciada (esto es lo que se llama: 
principio de comprehensión o principio de abstracción)40. Sabemos que 
Burali-Forti hizo ver en 1897 que no puede considerarse la existencia de un 
conjunto formado por todos los ordinales, pues dicho conjunto estaría bien 
ordenado, lo que implicaría que sería isomorfo a una de sus partes, lo cual es 
absurdo. En 1899 Cantor, en una carta a Dedekind, hace la observación de que 
no puede decirse que los ordinales formen un conjunto, ni tampoco se puede 
hablar del "conjunto de todos los conjuntos" sin llegar a una contradicción. 
Finalmente, en 1905, Russell demuestra (sin usar cardinales) que la noción del 
"conjunto de todos los conjuntos que no son elementos de sí mismos" es 
contradictoria. 
 
Al principio se pensaba que estas "antinomias" aparecían solamente en las 
regiones periféricas de las matemáticas porque se consideraban conjuntos de 
una "magnitud" inaccesible a la intuición; pero pronto se vio que otras 
"paradojas" amenazaban las partes más clásicas de las matemáticas. Así, 
Berry41 y Russell, simplificando un razonamiento de J. Richard42, señalaron 
que el conjunto de los enteros cuya definición puede expresarse en menos de 
dieciseis palabras francesas es finito, pero que definir un entero como "el 
entero más pequeño que no puede definirse en menos de dieciseis palabras 
francesas" es contradictorio, ya que esta definición consta de quince palabras 
(en efecto, la frase francesa: "le plus petit entier qui n'est pas définissable en 
moins de seize mots français" consta de quince palabras).   
 
Tres fueron los principales “remedios” que se habían propuesto hacia 1930: 
 

                                                                                                                                                                                 
relación entre lo finito y lo infinito; o, lo que es lo mismo, para encontrarse con las paradojas de la teoría de 
conjuntos no es necesario irse a la teoría de los números ordinales (como veremos que decía Jules Richard).     
   
          40 Frege fue el que puso como fundamento de la concepción de una clase a dicho principio, que se 
puede resumir en la creencia de que a cada atributo (o concepto o predicado) le corresponde su propia 
extensión; es decir, el sistema de todos los objetos para los que ese atributo es predicable. 
  
          41 Sabemos que Berry era un amigo de Russell, bibliotecario y aficionado a la lógica. 
 
          42 En la Tesis Principal de Cavaillès Méthode axiomatique et formaisme.Essai sur le problème du 
fondement des mathématiques, se puede ver el auténtico razonamiento de Richard. 
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                a) El programa de la escuela logicista, encabezada por Frege (1848-
1925), Russell y Whitehead (1861-1947), trataba de establecer las 
matemáticas sobre la lógica; es decir, que las matemáticas eran una parte de la 
lógica. Pero para ello tuvieron que admitir “cosas”, es decir, axiomas poco 
naturales en tanto verdades lógicas. Esto hizo que se considerara al objetivo 
filosófico de los fundamentos como inalcanzable. Hoy sabemos que sus 
trabajos desempeñaron un papel crucial en el desarrollo de la lógica, aunque 
fracasaran en su propósito primitivo. Es decir, que tanto las Leyes 
fundamentales de la aritmética de Frege como los Principia Mathematica de 
Russell y Whitehead constituyeron importantes pasos en la construcción de la 
matemática sobre lógica y teoría de conjuntos. Jean Dieudonné expresó muy 
bien la dificultad de esta empresa, considerando que la idea de Russell de 
querer hacer de las matemáticas una parte de la lógica, en realidad era una 
“necedad”; ya que una afirmación tal sería tan absurda como la que 
considerara que las obras de  Shakespeare o de Goethe forman parte de la 
gramática. Como ocurrencia, esta comparación hecha por el matemático 
francés se puede decir que es genial; aunque no se debe entender como una 
descalificación total de la obra del filósofo, matemático, lógico y literato 
inglés. A lo largo de nuestro trabajo veremos la oposición tan radical, tanto de 
Cavaillès como de Lautman, a este programa.   
 
                b) Tras la logicista, la siguiente de las grandes escuelas fue la 
constructivista (también llamada intuicionista). El que la erigió fue el topólogo 
holandés L. E. J. Brouwer (1881-1966) hacia el año 1908. Así como 
Kronecker decía que los números naturales nos son dados por una intuición 
fundamental o intuición primordial, que es el arranque de todas las 
matemáticas; Brouwer exigía que todas las matemáticas estuvieran fundadas 
constructivamente sobre los números naturales. Para Brouwer los entes 
matemáticos existen cuando son efectivamente construidos; aunque esta 
connotación de constructividad es esencialmente subjetiva, es decir, referida al 
sujeto que opera y elige entre un conjunto de posibilidades sin salirse nunca de 
sí mismo. Hoy sabemos que el tratamiento de todas las matemáticas según los 
principios del constructivismo complicaría éstas considerablemente y las 
empobrecería en sus contenidos; pero aún está vigente y con fuerza porque la 
matemática constructiva se halla en estrecha relación con los fundamentos de 
las técnicas numéricas e informáticas. Lautman nos dirá que la posición 
intuicionista no es más que una tentación sin espíritu; que la lógica 
intuicionista no puede dejar de parecer ante el matemático en acción como una 
mutilación y que, lejos de algunas muy prudentes coacciones, las matemáticas 
eligen siempre la vía que les permite un pleno y seguro florecimiento. En otras 
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palabras, Lautman nos está diciendo que está totalmente de acuerdo con la 
famosa frase de Cantor: “La esencia de las matemáticas es la libertad”. 
Cavaillès, por su parte, opina que Brouwer con su matemática intuicionista lo 
que hace es crear un edificio nuevo (una nueva matemática) al lado de otro ya 
existente. Pero Cavaillès trata de comprender las posiciones de Brouwer y de 
su sucesor A. Heyting entrevistándose con ellos en Holanda varias veces 
cuando estaba elaborando sus Tesis. 
 
                c) David Hilbert fue el auténtico creador de la escuela formalista. 
Trató de defender las matemáticas y ponerlas a salvo de la crítica de Brouwer 
dando una demostración matemática de la consistencia de las matemáticas 
clásicas. Además se propuso hacerlo con argumentos de tipo combinatorio y 
puramente finitista; para que ni el propio Brouwer pudiera rechazarlas. O sea, 
que el programa o proyecto de Hilbert consistía en resolver el problema de la 
consistencia; es decir, demostrar que la matemática no era contradictoria (ya 
que la intuición no era fiable).                 
 
Este programa de Hilbert constaba de tres pasos: 
 
           1º.- Introducir un lenguaje formal y reglas formales de inferencia 
suficientes, de modo que cada demostración correcta de un teorema clásico 
pudiera ser representada por una derivación formal a partir de los axiomas. 
Esta tarea estaba realizada ya, en gran medida, por los trabajos de Frege, 
Russell y Whitehead, Zermelo, etc. 
 
           2º.- Desarrollar una teoría de las propiedades combinatorias de este 
lenguaje formal. Esta teoría fue denominada metamatemática o teoría de la 
demostración  formal. 
 
            3º.- Demostrar, mediante dicha teoría (mediante razonamientos 
puramente finitos), que en los sistemas axiomáticos de la matemática clásica 
no se puede deducir una contradicción. 
 
Pues bien, procediendo así, creía Hilbert que se darían a las matemáticas 
cimientos seguros; entendidos  como  garantía de consistencia. En otras 
palabras, que la consistencia sería condición necesaria y suficiente de la 
verdad matemática y de la existencia de los objetos que con ella se postulen. 
Contribuyeron al triunfo del programa formalista de fundamentación de la 
matemática los resultados, tanto de Emil Post (1897-1954) de 1921 que 
demostró la corrección y completud de la lógica de orden cero (la de 
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conectores o lógica proposicional), como el de Gödel de 1930 que demostró la 
corrección y completud de la lógica de primer orden (con cuantificadores 
aplicados a objetos individuales, o lógica de predicados). Pero toda la 
pretensión del programa de Hilbert la echó por tierra el propio Gödel (1906-
1978) con sus teoremas de incompletud del año 1931. Desde entonces, para 
algunos la búsqueda de fundamentos seguros para las matemáticas no se ha 
rehecho jamás de esta derrota. Además, casi simultáneamente al resultado de 
Gödel, están los de Alonzo Church (1903-1995) y Alan Turing (1912-1954) 
que son en todo paralelos y pueden ser considerados como un mismo 
descubrimiento; a saber, que las matemáticas no se pueden reducir a 
procedimientos algorítmicos. Cuando Hilbert comenzó a interesarse por los 
fundamentos de la matemática estaba convencido de tres cosas: la 
resolubilidad de todo problema matemático; la decidibilidad de los sistemas 
formales (en realidad, sabemos que la decidibilidad significa que las 
demostraciones en el interior de un sistema formal son mecánicas y realizables 
por un ordenador) y, por último, la relación entre la existencia de los objetos y 
la consistencia de los axiomas.        
             
Como resumen de esta visión canónica-ortodoxa, podemos decir que las dos 
crisis de fundamentos más importantes fueron las siguientes: la primera, la de 
las paradojas de la teoría de conjuntos alrededor de 1900, que se intenta 
arreglar diciendo que las matemáticas son igual a la lógica más la teoría de 
conjuntos; la segunda, la de los teoremas de Gödel-Church-Turing de los años 
1931-1937, que es evidentemente la más grave. Y lo es no sólo porque hace 
fracasar el programa finitista de Hilbert, sino porque el objetivo filosófico de 
los fundamentos (en sentido global) se perdió para siempre.       
                 
1.4 El problema de los fundamentos de la matemática (versión 
crítica).- Ya hemos dicho que esta versión se opone a la anterior (la tópica, la 
que "quiere" la existencia de una auténtica crisis de fundamentos en la 
matemática de finales del siglo XIX y principios del siglo XX). Diríamos que 
se trata de una visión histórico-crítica. En 1968, J.-T. Desanti, en el libro Les 
idéalités mathématiques establece que la verdadera crisis de fundamentos en 
matemáticas estuvo en el descubrimiento, por parte de los griegos, de los 
números irracionales. Para él las matemáticas "comienzan" en ese momento. 
Todo el libro gira en torno a los números reales porque intenta un recorrido 
epistemológico por el concepto de función real. Nosotros nos centraremos, 
como hemos dicho anteriormente, en el estudio de Javier de Lorenzo del año 
1998 que está situado a finales del siglo XIX y comienzos del XX; es decir, en 
la "más famosa" de las crisis: la existencia de paradojas o antinomias en la 
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teoría de conjuntos. 
 
De Lorenzo, en la página 39, viene a decir más o menos que la versión 
"oficial" no es muy coherente ya que no se habla para nada de por qué el 
edificio de la matemática no se ha hundido definitivamente si es que sus 
fundamentos son contradictorios. Pensamos que es evidente que esto no ha 
sucedido, ni sucederá, porque en la práctica los matemáticos, en su trabajo 
diario, son autónomos; o sea, el matemático resuelve sus problemas, formula 
sus teorías y después es cuando se plantea la cuestión de los fundamentos. 
Poco importa que las hipótesis de partida o los enunciados de los teoremas que 
le han llevado a la resolución del problema sean vagos u oscuros. Esto es lo 
que ha sucedido, por ejemplo, con los números reales o los números 
complejos; al principio se utilizaban sin entender muy bien lo que eran, pero 
como "funcionaban" se seguía adelante. 
 
No deja de ser sorprendente el hecho de que desde la versión ortodoxa los 
matemáticos consideren a las paradojas como fuente de inspiración para su 
trabajo, en vez de considerarlas como la muestra del derrumbamiento del 
mismo. Además de no decir por qué el edificio no se hunde, a pesar de la 
crisis, continúa diciendo De Lorenzo en la misma página 39, "tampoco se 
indica que el logicismo de Frege es anterior a la aparición de las antinomias y 
de la crisis, y que únicamente el intento de superar la misma en línea logicista 
es propio de Russell-Whitehead". Pues sabemos que los Fundamentos de la 
Aritmética de Frege son de 1884 y en ellos existe una crítica de las diferentes 
posiciones que los matemáticos del último tercio del siglo XIX venían 
manteniendo sobre la naturaleza de su hacer. Es evidente que estas diferentes 
posiciones no tenían nada que ver con la crisis producida por las paradojas, 
sino que es algo mucho más profundo; algo que la versión ortodoxa no ha 
visto o no ha querido ver. 
 
El problema surge porque, en la última mitad del siglo XIX, ha aparecido un 
nuevo tipo de hacer matemático que es muy distinto del que se venía haciendo 
hasta entonces. Este nuevo hacer ⎯que De Lorenzo llama "Hacer global" 
frente al anterior o "Hacer figural"⎯ lo practican, entre otros, Weierstrass, 
Dedekind, Cantor, Hilbert, etc. aunque sea de forma confusa en sus 
comienzos. El antiguo es el que manejan matemáticos como Kronecker, 
Hermite, Jordan, Gordan, etc. Para éstos, un teorema estaba fundamentado o 
justificado racionalmente si había "buenas razones" para admitirlo. Así, por 
ejemplo, se partía de unos problemas físicos muy concretos como los de la 
teoría del potencial o el estudio de un fenómeno como el del calor, que le 
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daban toda la credibilidad y justificación al conocimiento matemático que 
salía de ellos. Por el contrario, para los que practican el Hacer global existe 
una inversión total en lo que respecta al objeto matemático; pues no se parte 
de él, sino del sistema, del agregado o conjunto de elementos cualesquiera y 
de la función entre sistemas. 
 
Pues bien, el camino hacia este Hacer global es largo y tortuoso y se 
desarrolla, como ya hemos dicho, en el siglo XIX. No cabe duda que su 
trasfondo es geométrico ya que el siglo XIX es el siglo de oro de la 
Geometría, pues en él se crean la geometría proyectiva, las geometrías 
diferenciales y las geometrías métricas no euclídeas (a partir de enfoques tan 
distintos entre sí como el trigonométrico de Lobachevski, el demostrativo por 
reducción al absurdo de Bolyai y el local-diferencial de Riemann y Beltrami) 
y la geometría algebraica. Después del trasfondo geométrico del Hacer global, 
inmediatamente se sitúa el del Análisis con el concepto de función que va a 
sufrir un cambio radical en su concepción y manejo. Este manejo de la 
función, ligado al de conjunto, obligará a replantear la propia práctica 
matemática. Por último, no podemos olvidar la aportación al Hacer global que 
se origina en el Álgebra. 
 
Desde luego, el papel de Dedekind en la nueva forma de hacer matemática es 
ejemplar; ya que, al menos, introduce tres conceptos con los cuales pretende 
caracterizar sistemas de números como los reales, los naturales y los 
algebraicos. Así la noción de cortadura le sirve para aclarar la idea de 
continuidad y definir el sistema de números reales; la de cadena para definir la 
sucesión de números naturales y la de ideal con el objetivo de establecer la 
factorización única en el dominio de los enteros algebraicos. En los tres casos, 
los sistemas o conjuntos que Dedekind adopta como punto de partida, como 
objetos con los que trabajar, son conjuntos o sistemas de elementos dados en 
acto. 
 
Otra de las novedades que incorpora el Hacer global es el de la llamada 
definición por abstracción, donde se utiliza la relación de equivalencia que 
origina un conjunto cociente, o sistema de clases, o nuevos objetos, en el cual 
se introducen operaciones del mismo tipo que las establecidas en el conjunto 
de partida y que dotan al sistema cociente de una estructura igual o más rica 
que la que tenía el sistema de partida. Esta definición conduce a la 
construcción de nuevos entes numéricos como los enteros de Gauss y los 
cuerpos finitos o de Galois. Este es el mecanismo que utilizará Cantor como 
instrumento para caracterizar la noción de potencia; Frege para definir la 
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equinumericidad y llegar, a través de ella, a la igualdad entre las extensiones 
asociadas a los conceptos; Dedekind para caracterizar la noción de cortadura; 
etc. 
 
Ahora bien, donde verdaderamente se aprecia el nuevo tipo de hacer 
matemático, el Hacer global, es en la demostración por Hilbert del teorema de 
la base finita para invariantes algebraicos de 1888 donde Hilbert resolvió un 
problema iniciado por Gordan y que había quedado abierto: dar una base finita 
para cualquier sistema de invariantes algebraicos de grado cualquiera. La 
demostración es por reducción al absurdo y manejando una cascada de 
teoremas previos. Hilbert demuestra que existe una base finita pero no muestra 
ninguna, ni tampoco se indica cómo puede ser construida de modo efectivo. 
Pero como esto iba en contra del uso establecido, será por lo que Gordan 
pronunciará su famosa frase: "Esto no es matemática, es teología". Pero, en 
1890, Hilbert mostró cómo poder construir de modo efectivo tal base. Con 
esto reconcilia y sintetiza los dos métodos que había heredado: el de Dedekind 
y Cantor por un lado y el de Kronecker por el otro. En 1893 cuando culmina 
su teoría de los invariantes, en su famoso teorema de los ceros, Hilbert vuelve 
a insistir en el mismo método de demostración existencial pero difícilmente 
computable. En otras palabras, ante la elección entre Dedekind-Cantor y 
Kronecker, Hilbert se decanta claramente por los primeros. 
 
En 1900, Hilbert, en Sobre el concepto de número contrapone los métodos 
genético y axiomático. Al primero lo considera el único apropiado para el 
Análisis y el axiomático (del que da una sorprendente caracterización, 
totalmente diferente a la que se conocía hasta entonces) el único apropiado 
para la Geometría. A pesar de que al método genético le concede un alto valor 
pedagógico y heurístico, le da preferencia al método axiomático en la 
"representación definitiva de nuestro conocimiento y su plena seguridad 
lógica". De esta forma, Hilbert cambia el estatuto del método axiomático y lo 
convierte en instrumento no sólo de formación de conceptos, sino también 
como elemento fundacional de la práctica matemática. Cree tan firmemente en 
él que en el problema VI de su famosa lista de 23 (en el II Congreso 
Internacional de Matemáticos de París de 1900) pide que se aplique el método 
axiomático a la física. Así, el método axiomático se une tanto al método de 
definición por abstracción, o relación de equivalencia, como a la demostración 
por reducción al absurdo, en el papel de mecanismos existenciales. 
 
Esta concepción de que los sistemas de axiomas definen un nuevo objeto, de 
nivel distinto al de los elementos que entran en el conjunto de partida, y con 
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ello la teoría asociada, va a ser una de las claves del Hacer global. Se había 
iniciado oficialmente con Peano y su axiomática de los números naturales en 
1889 (aunque sabemos que el método existencial está más claro en el 
Dedekind de 1888; o sea, en ¿Qué son y para qué sirven los números?); la 
continúa Hilbert, en 1904, con su caracterización del espacio vectorial; le 
sigue Zermelo, en 1908, con la axiomatización de la Teoría de Conjuntos; etc. 
Así, a partir de los años veinte, este nuevo papel que se hace desempeñar a los 
sistemas de axiomas ⎯que es una revolución respecto a su papel tradicional⎯ 
se convierte, a su vez, en tradicional. En 1910, Steinitz, en su Teoría 
algebraica de los cuerpos muestra que el Axioma de elección se emplea 
también en Álgebra y en Topología, como si fuera un elemento más del nuevo 
tipo de hacer: el Hacer global. En otras palabras, que dicho axioma es parte 
integrante de ese Hacer global, adopte la forma que adopte. Concretando un 
poco más podemos decir que el hacer matemático ha pasado de tener una base 
figural, constructiva y finitista ⎯en la que se parte de la construcción del 
objeto a las propiedades que puede tener dicho objeto⎯ a tener una base 
global, existencial e infinitista. Desde lo global puede establecerse la 
demostración de existencia de un número natural sin dar, ni poder dar, proceso 
constructivo alguno en el que manifestar dicho número; se puede establecer un 
principio como el axioma de elección sin dar, ni poder dar, una función de 
elección concreta; se puede manejar un principio de abstracción como la 
definición por congruencia manejando clases con infinitos objetos dados en 
acto; etc.     
 
Pues bien, de este recorrido que acabamos de hacer, Javier de Lorenzo extrae 
dos conclusiones que nosotros compartimos plenamente. La primera es que, 
en vez de una "crisis de los fundamentos de la Matemática" a principios del 
siglo XX, lo que se tiene más bien es un nuevo tipo de Hacer matemático que 
se va desarrollando y donde los matemáticos van creando nuevos métodos 
demostrativos, nuevas definiciones y estableciendo nuevas formas de 
razonamiento. La segunda es que, junto a esta ausencia de crisis, el Hacer de 
los matemáticos, su práctica, se reafirma como una práctica humana; es decir, 
como un producto que realizan unos miembros de esa especie: los 
matemáticos. Dicho de otra forma, frente al tópico de que la práctica científica 
y, en particular, el Hacer matemático tiene como punto de partida conceptos 
plena y claramente definidos, que desde sus orígenes dicho Hacer es un saber 
absolutamente objetivo, etc. aparece la tesis radicalmente contraria: los 
conceptos clave no están delimitados o precisados en sus puntos de partida, 
sino que se muestran difusos y se van delimitando, precisando, a lo largo de la 
práctica. Luego, el Hacer matemático no es un saber plenamente cristalizado, 
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sino un saber vivo y en constante proceso de evolución en el que se mezcla 
también la imaginación. Solamente cristalizan algunas teorías, algunos 
conceptos y teoremas en el interior de esas teorías: cristalizan algunos 
resultados, no el Hacer en sí. 
 
En definitiva, este largo proceso lo podemos aislar o concretar en los cinco 
destacados intervalos siguientes: 
 
1º.- En torno a 1870, con las discusiones sobre las geometrías no euclídeas, la 
teoría de funciones y los números reales. 
 
2º.- En torno a 1885, con las divergencias en álgebra, en aritmética superior y 
en teoría de conjuntos: acerca de los trabajos de Riemann sobre la teoría de 
funciones, en los de Dedekind sobre la teoría de números algebraicos o en los 
de Cantor sobre la teoría de series trigonométricas y de conjuntos de puntos. 
Sabemos que, en Alemania, el mayor y más influyente detractor de esta 
matemática abstracta fue Kronecker. 
 
3º.- En 1904, con los debates sobre axiomática y lógica contra intuición, el 
concepto de continuo y teoría de conjuntos. 
 
4º.- En torno a 1925, la crisis en sentido propio, transformando los principales 
puntos de vista en detallados proyectos de investigación. 
 
5º.- En los años 1930, los resultados de Gödel y sus consecuencias 
matemáticas. 
 
En otras palabras, si quisiéramos aclarar la posición de las tres escuelas 
diríamos lo siguiente: 
 
Es el devenir de dicho “Hacer matemático”, y concretamente su nueva 
configuración como “hacer global”, lo que da sentido a la aparición de las tres 
famosas escuelas de fundamentación. El logicismo, que como ya hemos dicho 
aparece hacia 1884, puede entenderse como un intento de justificación 
filosófica de los nuevos objetos y métodos: se intenta argumentar que dichos 
métodos son puramente lógicos, tratando de presentar las nociones de 
conjunto y función como simples conceptos lógicos. Dicho intento fracasará 
primero (hacia 1900) a causa de las paradojas que hacen casi imposible una 
teoría puramente lógica de los conjuntos, y segundo (hacia 1920) a causa de la 
necesidad de adoptar como axioma principios que postulan la existencia de 
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objetos matemáticos (mientras que la lógica, se pensaba, debe ser 
independiente de lo que exista o no). 
 
Entretanto, los matemáticos que se oponen a los nuevos objetos y los nuevos 
métodos van afinando poco a poco sus críticas y elaborando alternativas, 
desde Kronecker a Poincaré y luego a Brouwer y Weyl. Así, el 
constructivismo en general, y el intuicionismo de Brouwer en particular, 
surgen como nuevas alternativas de edificar las matemáticas, con la intención 
expresa de renunciar a ciertos principios que acaban llamándose “clásicos”. 
Rechazan la idea de número real y los métodos de demostración 
“existenciales”, optando por limitarse a los números naturales y lo que resulte 
constructible desde ellos; rechazan el uso habitual de las leyes lógicas y de los 
cuantificadores en su aplicación a todos los infinitos; insisten en una 
limitación estricta al infinito potencial. Se intenta incluso, en la notable 
contribución de Brouwer, desarrollar una aproximación alternativa a la idea 
del continuo, a la topología y al análisis. Pero este nuevo edificio es percibido 
como una “amputación” del “clásico”, y el matemático contempla “con 
pesar”, nos dice Weyl, “cómo la mayor parte de sus elevadas teorías se 
difuminan en niebla ante sus ojos”. Lo que pueda haberse ganado en 
intuitividad y en garantías de verdad no parece compensar ante las pérdidas. 
 
En esta dialéctica de reacciones ante el nuevo modo de Hacer, surge entonces 
el programa formalista de Hilbert como un intento de justificación, de acallar 
o incluso “eliminar” las dudas escépticas “de una vez para siempre”. 
Admitamos que la idea de conjunto infinito, los nuevos objetos y métodos, e 
incluso el manejo usual de los principios lógicos no son seguros ni claros de 
antemano. Con todo, resulta posible emplear los sistemas formales de la nueva 
lógica para “formalizar” las distintas teorías matemáticas, y entonces se puede 
utilizar la metamatemática finitista para demostrar (con todo rigor) que dichos 
sistemas axiomáticos no pueden arrojar contradicciones. Brouwer replicará 
que una simple prueba de consistencia formal no basta para justificar las ideas 
matemáticas, pero lo cierto es que incluso un Weyl está dispuesto a recibir con 
admiración la prueba de consistencia hilbertiana. Y sin embargo, ésta no llega: 
lo que llega son los teoremas metamatemáticos de Gödel, demostrando (con 
todo el rigor finitista) que los métodos propuestos por Hilbert son incapaces de 
resolver el problema que pretendía resolver… 
 
Ante esto, sin embargo, el despliege del nuevo hacer matemático no se para, lo 
cual parece constituir una prueba empírica de la tesis de De Lorenzo, la cual 
vendría a ser algo así como esta doble afirmación: los intentos de 
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fundamentación y justificación son parte y parcela del desarrollo del hacer 
matemático; los fundamentos no son principios dados de antemano, a priori, 
sino que se van elaborando, delimitando y precisando en el despliege de la 
práctica. Y entretanto, el problema filosófico de comprender esta práctica y su 
despliege sigue planteado, e incluso con más fuerza: a este problema se van a 
dedicar, tras la nueva “crisis” causada por Gödel, los autores franceses que nos 
ocupan.         
 
1.5 Posiciones de Cavaillès y Lautman respecto al problema de 
los fundamentos de la matemática.- Las posiciones de Cavaillès y 
Lautman sobre el problema de los fundamentos de la matemática son muy 
interesantes de analizar porque la época que les tocó vivir fue rica y fructífera 
en acontecimientos matemáticos, como destacaremos en sus respectivas 
biografías. Que Cavaillès estuvo muy preocupado por dicho problema lo 
atestigua el subtítulo de su Tesis Principal Essai sur le problème du fondement 
des mathématiques. Además, veremos que la Tesis Complementaria es como 
una introducción a la Tesis Principal; o, dicho de otra manera, la Tesis 
Principal es una continuación de la Tesis Complementaria. Por lo tanto 
podemos decir que, para Cavaillès, el problema de los fundamentos de la 
matemática es la razón de ser de su obra y ⎯conociendo su apasionamiento 
en todo lo que hacía⎯ también de su vida. Puesto que el problema fue 
originado por los conjuntos, Cavaillès se lanza en su Tesis Complementaria 
⎯Remarques sur la formation de la théorie abstraite des ensembles⎯ a 
bucear en el origen de la teoría de conjuntos. Analizando los trabajos de 
Cantor y Dedekind se da cuenta de que aunque, aparentemente, los problemas 
concretos que han llevado a ambos a la teoría de conjuntos no tienen nada en 
común, en el fondo aquí tendrá la clave para demostrar que dicha teoría no es 
una "fantasía histórica", sino una "aparición necesaria"43. 
 
De esta forma, Cavaillès comienza la Tesis Principal con el problema 
planteado por la crisis en la teoría de conjuntos y las soluciones técnicas 
propuestas por Borel y Lebesgue, etc. continúa con el examen de la 
axiomática y el formalismo del siglo XIX, así como con la elaboración por 
parte de Hilbert de un programa metamatemático de fundamentos y con las 
respuestas que Gödel y Gentzen aportan al programa de Hilbert. Veremos que 
Cavaillès no piensa en ningún momento que haya "zanjado" definitivamente el 
problema del fundamento de las matemáticas. Solamente dirá que ha intentado 
aportar un "máximo de claridad", "justamente hasta que un nuevo resultado 

                                                           
          43 Cavaillès (1962), p. 29. 
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aparezca"44. En definitiva, si "fundamento" quiere decir "origen", podemos 
decir que no hay manera de buscar el fundamento, porque no existe el origen 
absoluto; sólo existe una historia, jamás acabada y siempre allí. En otras 
palabras, el problema del fundamento de las matemáticas desemboca en su 
propia negación. Luego, la investigación de la definición y del fundamento de 
las matemáticas nos lleva, inevitablemente, hacia la historia. Esta historia de la 
matemática, después de ver que Cavaillès se apoya fundamentalmente en 
Cantor, Dedekind y Hilbert, no es otra que la visión histórico-crítica de la que 
hemos hablado antes. No en vano Cavaillès fue alumno de Brunschvicg. 
 
En definitiva, para nosotros, las dos tesis a las que llega Javier de Lorenzo en 
su libro de 1998 son deducibles de las Tesis de Cavaillès. Ahora bien, 
Cavaillès casi al final de su Tesis Principal dice textualmente:  
 
En cuanto a la aplicación de las matemáticas a la "realidad"; es decir, al 
sistema de interacciones vitales entre hombre y cosas, se deduce de lo 
anterior que ella ya no tiene interés para el problema del fundamento de las 
matemáticas45. 
 
A partir de aquí, en sus escritos posteriores, Cavaillès se orientará hacia el 
estatuto de la experiencia matemática y del objeto matemático que no se ven 
afectados por la supresión del problema del fundamento. 
 
Contrariamente a Cavaillès, Lautman no se interesará lo más mínimo por el 
problema de los fundamentos de la matemática. Así, en la Introducción a su 
Tesis Principal, dirá: 
 
…lo que las matemáticas esperan del filósofo es que haga aparecer una 
verdad que se revelará en la armonía de sus edificios, y en este dominio, como 
en muchos otros, la búsqueda de nociones primitivas debe ceder el paso a un 
estudio sintético de conjunto46. 
 
Después de esto, no es extraño que a dicha Introducción la titule: De la 
naturaleza de lo real en matemática. En este título se encerrará la constante 

                                                           
               
          44 Cavaillès (1981), p. 164. 
 
          45 Cavaillès (1981), p. 180. 
 
          46 Lautman (1977), p. 24. 
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preocupación de su corta vida: tratar de describir la realidad matemática. 
Califica de "espectáculo" la situación de la mayoría de las teorías modernas de 
filosofía matemática que solamente se ocupan de sus orígenes, de sus 
relaciones con la lógica o de los problemas de fundamentos, olvidándose de 
las grandes tendencias de las matemáticas de su tiempo, así como de lo que 
guía más o menos conscientemente a los matemáticos de la época en sus 
trabajos. Lautman se decantará claramente por la concepción estructural de la 
matemática de Hilbert. En concreto, en su Tesis Principal (Essai sur les 
notions de structure et d’existence en mathématiques), tratará de poner en 
evidencia esa armonía del edificio matemático a través del concepto de 
estructura y después, en su Tesis Complementaria (Essai sur l’unité des 
sciences mathématiques dans leur développement actuel), el estudio sintético 
del conjunto de dicho edificio le revelará su unidad. En definitiva, Lautman se 
dará perfectamente cuenta de que la matemática moderna exhibe una unidad 
sustancial de sus disciplinas; es decir, que el conjunto de dichas disciplinas 
está conectado por caminos más o menos subterráneos que presentan 
inesperadas convergencias. Con su obra tratará de hacer aflorar esos caminos. 
 
Para Lautman el problema de la naturaleza de la realidad matemática no está, 
ni al nivel de los hechos, ni al de los seres, sino en el de las teorías. Y, puesto 
que la producción de teorías viene dada por determinadas "necesidades de 
hecho", es a través de una constante renovación del sentido de las nociones 
esenciales como se progresa en una reflexión que convierte a las paradojas de 
las matemáticas y de la física en inteligibles. Ejemplos de tales necesidades de 
hecho serían: la aparición de los números irracionales, de lo infinitamente 
pequeño, de las funciones contínuas sin derivada, del transfinito, etc.; 
admitidos, todos, por "una incomprensible necesidad de hecho, antes de que se 
convirtieran en una teoría deductiva"47. Algo análogo sucedió en física con las 
constantes h y c. La acción de la inteligencia consiste, según Lautman, en 
formar los esquemas estructurales que permiten unir estos elementos al saber 
anterior. Las ideas de Hilbert, bien comprendidas, permiten ver las 
matemáticas a la vez en su elaboración temporal y en su consistencia interna, 
examinando las teorías por medio "de las nociones lógicas de no contradicción 
y de completud"48. Al comentar el programa metamatemático de Hilbert, 
Lautman trata de probar que procede de una inspiración precisamente inversa 
a la de los logicistas. Pues al sustituir el método de las definiciones genéticas 

                                                           
          47 Lautman (1977), p. 25. 
 
          48 Lautman (1977), p. 26. En realidad, Lautman utiliza "acabamiento" en lugar de "completud". 
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por el de las definiciones axiomáticas, Hilbert, "lejos de reconstruir el 
conjunto de las matemáticas a partir de la lógica, introduce por el contrario, 
pasando de la lógica a la aritmética y de la aritmética al análisis, nuevas 
variables y nuevos axiomas que amplían cada vez más el dominio de las 
consecuencias"49. En otras palabras, se da cuenta del crecimiento de las 
matemáticas al mismo tiempo que de su armonía interna. Veremos que se 
puede resumir la obra de Lautman diciendo que intenta elaborar una 
comprensión descriptiva de la "realidad matemática" mediante la cual, en el 
marco de teorías matemáticas dadas, se libera una "realidad ideal". 
 
Pero no quisiéramos terminar este apartado sin mencionar dos fragmentos de 
Hilbert, uno de 1900 en el II Congreso de Matemáticos de París al plantear el 
problema VI (el de la axiomatización de la física) y el otro de 1905 cuando, 
según la versión canónica, ya ha surgido la crisis de los fundamentos, donde 
Hilbert invierte totalmente la visión del anterior, aunque mantenga la misma 
metáfora arquitectónica. 
 
Dice Hilbert en 1900: 
 
"...para poder axaminar con provecho los principios de una ciencia, es 
necesario estar familiarizados con sus teorías particulares; únicamente el 
arquitecto que conoce a fondo, en todos sus detalles, los distintos destinos de 
un edificio será capaz de poner con seguridad los fundamentos"50. 
 
Y en 1905: 
 
"La construcción de la ciencia no se hace como una vivienda, en la cual los 
fundamentos se ponen firmemente en primer lugar y sólo después se procede a 
construir y ampliar las habitaciones. La ciencia prefiere asegurar tanto como 
sea posible espacios confortables para deambular y sólo posteriormente, 
cuando aparecen signos aquí y allá de que los fundamentos no son capaces de 
sostener el desarrollo de las habitaciones, se decide a sostener y fortificarlos. 
Esto no es una debilidad, sino más bien el camino razonable y saludable de su 
desarrollo"51. 

                                                           
          49 Lautman (1977), p. 26. 
 
          50 Hilbert (1990), p. 26. 
 
          51 Esto lo dijo Hilbert en un curso (seminario de verano) dado en 1905 en Göttingen que tenía por título 
Logische Principien des mathematischen Denkens y se encuentra en la Biblioteca del Seminario de 
Matemáticas de la Universidad de Göttingen. Debemos a José Ferreirós la localización concreta de esta cita 
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Quizá de este fragmento podamos deducir que Hilbert reconoce que la 
relación entre la reflexión filosófica y la práctica matemática es poco 
significativa. Pero lo que a nosotros nos interesa es que este enfoque de 
Hilbert no suele citarse en las historias al uso de la matemática52. Creemos que 
no se hace, entre otras cosas, porque utilizando la ironía parece que dice que 
una vivienda se construye empezando por el tejado en vez de por los 
cimientos. No nos cabe ninguna duda de que Lautman estaba totalmente de 
acuerdo con este enfoque de Hilbert y por eso no le preocupaba el problema 
de los fundamentos; o sea, la cuestión de los fundamentos sólo se plantearía 
como justificación de la teoría construida y en el sentido de manifestar que esa 
teoría es suficientemente cognoscitiva. Es desde la teoría, que se admite como 
válida, desde donde se buscan justificaciones racionales que constituyen los 
fundamentos para la misma.           
                            
Conclusión.- Veremos a lo largo de nuestro trabajo que la filosofía de la 
matemática de Albert Lautman se puede calificar de realismo estructuralista (o 
"platonismo estructural"), entendiendo que ello solamente corresponde a un 
aspecto, aunque destacado, de sus ideas (aquí estamos percibiendo ya esa 
doble faceta de la matemática al mezclar realismo y estructuralismo). La 
posición de Jean Cavaillès al respecto veremos que es, en sus propias palabras, 
de un “formalismo modificado” (que tampoco estaría muy alejado de un 
“intuicionismo modificado”). Al final trataremos de hacer compatibles (o, 
mejor, complementarias) las posturas de ambos. Quizá por ello se nos pueda 
tachar de eclécticos. No nos preocupa excesivamente porque si estamos de 
acuerdo en que las matemáticas contienen conceptos y procedimientos muy 
ricos y variados, sería ilusorio creer que una sola filosofía puede dar una 
respuesta satisfactoria a todas las cuestiones que conciernen a la realidad 
matemática. Llegaremos a la conclusión de que Cavaillès y Lautman 
practicaron una filosofía realista de la matemática (lo que en el caso de 
Lautman es obvio, pero no lo es tanto en el de Cavaillès). Esto nos servirá 
para dar respuesta a la pregunta que nos planteábamos en la Introducción 
sobre la relación entre las matemáticas y el mundo sensible. Nosotros 
pensamos que el realismo es la filosofía más adecuada para reconocer que la 
naturaleza se puede estudiar matemáticamente. 
 
                                                                                                                                                                                 
de Hilbert, a la que muchas veces se hace alusión indicando erróneamente que la pronunció en una 
conferencia publicada en 1905.     
 
          52 De Lorenzo (1998), pp. 20-21. 
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En definitiva, veremos que Cavaillès y Lautman rompen con las formas 
usuales de la exposición filosófica de su época que mantenían al filósofo 
alejado de la matemática real (la que hace el matemático en activo) y se 
preocupan por intentar captar mejor los problemas de la creatividad 
matemática. En este intento Cavaillès, a través de su “formalismo modificado” 
y su filosofía del concepto, nos llevará a que existe la experiencia matemática; 
Lautman mediante su “platonismo estructural” encontrará una explicación 
dialéctico-hermenéutica al hecho de que existe la realidad matemática. Con 
Lautman podremos apreciar y comprender la riqueza dinámica de la 
matemática moderna; en especial, su unidad estructural y la dialéctica que 
gobierna su desarrollo. 
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Importancia del álgebra abstracta y demás corrientes modernas 
de la matemática desarrolladas en Gotinga, alrededor de E. 

Noether y D. Hilbert, para el pensamiento de Cavaillès y Lautman 
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Introducción: precursores del álgebra abstracta.- El nacimiento o el 
origen del álgebra abstracta (estructural o moderna) ⎯a veces mal llamada 
también matemática moderna⎯ es difícil de situar con precisión en el 
tiempo. Quizá en los trabajos de Gauss (1777-1855) ya aparece la marca del 
método estructural. Las ideas de Gauss sobre la naturaleza del trabajo 
matemático son cercanas a las que defenderá después, por ejemplo, Bourbaki. 
Una primera seña de identidad del personaje está en la pluralidad de sus 
intereses científicos. Gauss forma parte de esos genios universales, de 
Arquímedes a Poincaré, capaces de abarcar el campo de las actividades 
científicas de una época y de intervenir en ella de manera decisiva. Su obra da 
testimonio de la unidad profunda de las matemáticas, estableciendo 
paralelismos y relaciones entre fenómenos en apariencia distintos. Un ejemplo 
extraordinario de esto puede estar en las cuatro demostraciones que publicó, 
entre 1799 y 1850, sobre el teorema fundamental del álgebra y que son 
sustancialmente diferentes en su naturaleza.  
 
Sus trabajos sobre la geometría están entre los que cuestionan las verdades de 
tipo kantiano sobre la adecuación de nuestra intuición del espacio al mundo 
físico. Está comprobado que es el primero en comprender la irreductibilidad 
del postulado de las paralelas y la posibilidad de geometrías no euclídeas. El 
estudio de los problemas de curvatura, relacionados con estas investigaciones, 
le llevan a considerar la posibilidad de una geometría intrínseca de las 
superficies; lo que es un gran y extraordinario descubrimiento. Pues, por 
ejemplo, nociones como la curvatura geodésica fueron después el punto de 
partida de los trabajos de Riemann sobre la geometría diferencial y éstos, a su 
vez, están en el origen del formalismo matemático de la relatividad 
matemática. 
 
Otro descubrimiento de primera magnitud realizado por Gauss sería la 
geometría de los números complejos. No duda en dar el "salto" e identificar 
dos objetos matemáticos totalmente distintos desde un punto de vista intuitivo; 
el plano y los números con carácter virtual (cuya existencia había sido durante 
mucho tiempo tenida por sospechosa) obtenidos en la investigación de las 
raíces de polinomios con coeficientes reales. Las estructuras subyacentes a la 
geometría plana imponen esta identificación que parece, en principio, contra 
natura. Aquí creemos que está una de las grandes intuiciones epistemológicas 
atribuidas a Gauss; es decir, que el matemático debe hacer abstracción de la 
naturaleza de los objetos y de la significación de las relaciones que mantienen. 
Lo importante es la forma de las relaciones; o sea, en términos modernos, su 
estructura. En las Disquisitiones arithmeticae y en otras de sus 
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investigaciones aritméticas, introduce las leyes de composición en el marco de 
un cálculo de clases, que él llama de clases de congruencia de enteros módulo 
un entero o de clases de formas cuadráticas, que podemos decir sin duda 
alguna que contienen, al menos, un germen de la teoría de los grupos 
conmutativos finitos. 
 
Otra característica importante de Gauss es su preocupación por el rigor 
demostrativo, lo que le hace precursor de Cauchy o de Abel en la materia. 
Pero si se encuentran en Gauss los gérmenes de un movimiento de 
transformación, de las matemáticas en general y del álgebra en particular, es 
necesario precisar que, siendo su caso ejemplar, está lejos de ser aislado. La 
lista de sus contemporáneos sería larga. Bastaría con citar a Lagrange o Abel 
donde la noción de grupo conmutativo, al igual que en Gauss, está implícita en 
varios de sus trabajos. La idea más general de grupo, sin la condición de 
conmutatividad, se encuentra de la misma manera en Ruffini o Cauchy, en las 
cuestiones relacionadas con los problemas de resolubilidad de ecuaciones 
polinómicas.  
 
2.1 Galois: el primer algebrista moderno.- Nosotros situaríamos a 
Galois (1811-1832) inmediatamente después de Gauss, pues sus 
contribuciones a la resolución de las ecuaciones fueron fundamentales. Galois 
se dio cuenta del alcance del concepto de grupo y del nuevo horizonte de 
aplicabilidad que se abría con él. Muy a menudo se hace de Galois, con razón, 
el primer algebrista moderno, pues es el primero que ha conocido la potencia 
organizadora de los conceptos algebraicos generales, obtenidos por 
abstracción a partir de situaciones a menudo familiares. Así, la identificación 
de una estructura algebraica puede, ella sola, transformar radicalmente la 
naturaleza misma de un problema y su significación. El decidir la 
resolubilidad de las ecuaciones polinómicas le llevará al estudio de problemas 
análogos para los grupos correspondientes. Como las ideas de Galois están 
descritas ampliamente en la historiografía matemática53, nosotros solamente 
insistiremos sobre su alcance metodológico y su carácter emblemático. 
 
La idea del método galoisiano consiste en tratar como objetos de estudio 
autónomos, las estructuras54 que aparecen o se intuyen en las tentativas de 
resolución de un problema. Galois se enfrenta con varios fenómenos, 

                                                           
          53 Por ejemplo, se pueden ver las páginas 992-1016 del Vol. II de Morris Kline de 1992 o las páginas 
244-247 de Dirk J. Struik de 1989. 
 
          54 Quizá el término estructura sea demasiado prematuro para la época. 
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característicos del comportamiento de las soluciones de un polinomio. Para 
abstraer una teoría algebraica nueva, necesita, para empezar, comprender las 
regularidades de comportamiento; es decir, identificar las propiedades típicas 
o comunes a las diversas ecuaciones polinómicas. Luego la creación 
matemática nace, en primer lugar, de la observación. En el caso de Galois, la 
observación se entiende como un estudio metódico de los polinomios y sus 
propiedades, así como una atención persistente a la permanencia de ciertos 
fenómenos al pasar de un tipo de polinomio a otro. 
 
El método de Galois, en su origen, trata de detectar formas típicas en una serie 
de fenómenos; lo que quizá se corresponde con el momento más excitante en 
el proceso de creación de conceptos algebraicos: aquel donde la regularidad de 
los fenómenos deja entrever una inteligibilidad escondida. Es el trabajo el que 
permite descubrir o despejar poco a poco las razones de esta regularidad. Pero 
es el segundo momento, aquel en que se da una forma precisa a las estructuras 
escondidas, el que permite ir de la intuición al concepto. Es, por lo tanto, el 
momento auténticamente trascendental de la creación matemática. En el caso 
de Galois, el concepto identificado es el de grupo. Ahora, una vez identificado 
el concepto, hace falta trabajar con estos nuevos objetos. De esta forma, la 
teoría de grupos se convierte en un campo de investigación. Estas entidades, 
los grupos, que han aparecido en problemas variados, desde la aritmética de 
Gauss a los trabajos de Galois, son unos objetos matemáticos totalmente 
nuevos. Su descubrimiento abre la vía a una concepción del álgebra mucho 
más abstracta y mucho más unificada; ya que el ejemplo de los grupos va a 
mostrar que un mismo concepto es susceptible de intervenir en situaciones 
matemáticas diversas y, al menos en apariencia, alejadas. 
 
Sabemos que Galois fue un genio precoz, pero también es cierto que heredó 
los esfuerzos de generaciones de matemáticos; como los algebristas italianos 
del Renacimiento, Gauss, Lagrange, Cauchy, Ruffini, etc. Si hemos elegido a 
Galois como el representante ejemplar de la entrada en la era moderna en 
matemáticas, es por la amplitud de su contribución y también por su situación 
histórica y su papel de provocador en la renovación de los métodos 
algebraicos del siglo XIX, además de que fue, tanto para Cavaillès como para 
Lautman, un modelo a imitar. (Desde luego, hay al menos un hecho que, 
aunque sea un poco fatalista, sí que los ha unido para siempre: los tres 
murieron muy jóvenes y de forma trágica55).  
                                                           
          55 Suzanne Lautman escribió una "Noticia sobre Albert Lautman" para el Annuaire de l'Association 
amicale de secours des anciens élèves de l'École Normale Supérieure 2, 1946, pp, 56-60 (reeditada después 
en: Albert Lautman, Symétrie et Dyssimétrie en mathématiques et en physique. Le problème du temps, Paris, 
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2.2 Dedekind: el gran impulsor de la matemática moderna.- 
Después de Galois, Grassmann y Hamilton (que fueron fundadores, entre 
otros, del álgebra lineal y multilineal moderna), el gran nombre del álgebra 
moderna del siglo XIX es, cronológicamente, sin ninguna duda Dedekind 
(1831-1916). Fue de los últimos alumnos de Gauss en Göttingen (o Gotinga). 
Sus primeros trabajos estuvieron dedicados al Análisis, y de hecho, es la 
preparación de un curso de análisis lo que motivó su famosa reelaboración de 
la teoría de los irracionales en torno a la noción de cortadura (la construcción 
de Dedekind sabemos que reposa sobre la observación de que todo número 
real "corta" el conjunto de los números racionales en dos subconjuntos 
disjuntos). El pensamiento de Dedekind y su aproximación muy algebraica, 
tanto de los problemas aritméticos como de los problemas de fundamentos, 
fueron decisivos en la constitución de las matemáticas modernas56. 
 
Cuando llega Dirichlet (1805-1859) a Gotinga en 1855 hace que Dedekind 
dirija sus estudios hacia el álgebra, en particular, a través de los trabajos de 
Abel y Galois. La influencia del estilo de pensamiento de Dirichlet en las 
matemáticas debería ser universalmente reconocida hoy día, así como el que 
ese estilo marcó claramente a sus alumnos Dedekind y Riemann. Pues sin 
duda es Dirichlet también el que está detrás de la tendencia de Dedekind a 
investigar, como regla general, las soluciones conceptuales mucho antes que 
las calculatorias. De ahí que, en Dedekind, el método galoisiano se lleva a 
efecto en toda su amplitud. Su trabajo se puede caracterizar como la búsqueda 
de conceptos organizadores, tratando de aislar en cada problema la idea 
fundamental que lo sustenta; es decir, su nudo algebraico. Es el mismo método 
que utilizaba Galois: trata de identificar cada vez los conceptos o estructuras 
trascendentales subyacentes al problema dado, estructuras que se desprenden 
poco a poco y toman cuerpo a través del trato frecuente con los objetos 
considerados. La principal novedad en Dedekind está en el carácter 
sistemático y la universalidad de su aplicación. Como Galois en álgebra, como 

                                                                                                                                                                                 
Hermann, 1946, pp. 3-8) en la que comienza diciendo que se enteró por Albert Lautman de la vida de Évariste 
Galois, el primer día que lo conoció, en 1928, en Davos, cuando tenía veinte años y llevaba dos años como 
alumno de la ENS. Recuerda que le dijo: "No conozco nada más trágico que ese amanecer antes del duelo, 
cuando Galois tomó conciencia de que ya no tenía más tiempo para dar sus demostraciones". Sabemos que en 
la ciudad suiza de Davos, durante los veranos, se realizaban los encuentros filosóficos franco-alemanes a los 
que asistieron Cavaillès y Lautman. Precisamente en 1928, el año en que Suzanne conoció a Lautman, 
Cavaillès no pudo reunirse con él por estar haciendo el servicio militar.  
              
          56 Para quien quiera ampliar el estudio sobre Richard Dedekind le recomendamos encarecidamente el 
libro de Alianza Editorial de 1998 ¿Qué son y para qué sirven los números? , que es una edición con una 
introducción (de 75 páginas) a cargo de José Ferreirós.   
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Dirichlet y Riemann en teoría de números y de funciones, Dedekind es sin 
ninguna duda uno de los más grandes representantes del "pensamiento 
conceptual" en matemáticas. Abogaba por una expresión conjuntista de los 
conceptos, pues reconocía a los conjuntos como fundamentales. De hecho, ni 
Dirichlet, ni Gauss, de los cuales el estilo merece igualmente ser llamado 
conceptual, y que tienen igualmente una concepción firme de la 
generalización, habían emprendido el formular los conceptos matemáticos 
fundamentales en términos de conjuntos, además de que ellos no habrían 
aceptado la legitimidad del uso de un infinito como cantidad completada (el 
infinito actual).   
 
Pero lo esencial de la contribución de Dedekind al nacimiento de las 
matemáticas modernas está en sus resultados sobre teoría algebraica de 
números (aunque las cuestiones de fundamentos sabemos que fueron también 
de primera magnitud). Está, en particular, en la puesta a punto del lenguaje de 
los anillos (a los que denomina "órdenes"), ideales, cuerpos y módulos. La 
elaboración de sus publicaciones sobre la teoría de los ideales se extiende de 
1871 a 1894; la teoría va a evolucionar hacia un nivel cada vez más grande de 
abstracción. El punto de partida es el teorema fundamental de la aritmética; es 
decir, la descomposición de un número entero natural como producto de 
números primos. Gauss fue el primero, después de algunas tentativas de Euler, 
que lo generalizó a lo que después se llamaron enteros de Gauss. Kummer 
(1810-1893) extendió los resultados de Gauss a los enteros ciclotómicos. No 
quisiéramos olvidarnos, hablando de Dedekind, de la siguiente cita textual: "es 
un algebrista de primer rango, precursor de los enfoques estructurales de 
nuestro siglo (Bourbaki), que en el curso de sus investigaciones se ha ido 
convenciendo del papel básico de los conjuntos en la matemática, y que en su 
correspondencia con Georg Cantor ha tomado parte en algunos de los 
capítulos más famosos del nacimiento de la teoría de conjuntos"57.  
 
Los resultados de Kummer se basan sobre la noción, bastante ambigua, de 
"números primos ideales". Su introducción es conceptualmente muy audaz ya 
que se manipulan números donde la definición está implícita. El mérito o el 
genio de Kummer58 está precisamente en presentir la existencia de estructuras 

                                                           
          57 Dedekind (1998), p. 5. 
 
          58 No deja de ser interesante el que, a mediados del siglo XIX, los trabajos de Ernst Kummer tuvieran 
por objeto el intento serio de demostrar el "Último Teorema de Fermat". De hecho, sus ideales (esos objetos 
matemáticos que supusieron el nacimiento de la "teoría algebraica de los números") están entre los 
ingredientes que han hecho posible la demostración de dicho teorema por A. Wiles. Además, Kummer es 
también el primer matemático que desarrolla los métodos del análisis p-ádico. Él no introduce el concepto de 

 62



escondidas y en desvelar las manifestaciones empíricas; es decir, en exhibir 
las leyes aunque la esencia esté provisionalmente escondida (un poco a la 
manera en que los números "imaginarios" estuvieron durante mucho tiempo 
siendo utilizados sin que su existencia se tuviera por verdaderamente cierta). 
El fenómeno clave para Kummer está en la constatación de la derrota de la 
factorización única o del "teorema fundamental de la aritmética". Es cierto que 
Kummer no se llegó a pronunciar sobre la naturaleza de un número ideal, ni 
siquiera se preguntó ¿qué es un número ideal? Se contentó con describir la 
posible manera de representarlos y los cálculos que se pueden hacer con ellos. 
O sea, el contexto de la invención de los ideales es típicamente un contexto de 
uso y de uso operatorio (podíamos decir algorítmico). Como el trabajo de 
Kummer presentaba lagunas, fueron Dedekind y Kronecker quienes dieron, 
simultáneamente, las teorías finales y generales. En ambos casos, con estilos 
matemáticos muy diferentes, el objetivo era claro: se trata de hacer, para un 
cuerpo general de números algebraicos (es decir, para una extensión 
algebraica del cuerpo de los racionales) lo que Kummer había hecho en un 
caso particular, el de los números ciclotómicos. Se trata exactamente de una 
generalización.      
 
El descubrimiento de Dedekind proviene de la sensación de un defecto a 
corregir, de un déficit en los trabajos de Kummer. El más original de los 
conceptos que introduce permite sustituir con ventaja los números ideales; se 
trata de la noción de ideal59. Una de sus características es que permite efectuar 
cálculos no sobre los elementos de un conjunto, sino sobre los conjuntos 
mismos, sobre los que se pueden definir, por ejemplo, sumas y productos. O 
sea, que los cálculos con números del modo tradicional se sustituyen 
ventajosamente por cálculos sobre colecciones de objetos. Este mismo 
procedimiento aparece en otros dominios de la teoría algebraica de números; 

                                                                                                                                                                                 
cuerpo p-ádico , ni la notación p-ádica, pero utiliza con toda soltura los métodos p-ádicos desde sus primeros 
intentos por demostrar el teorema de Fermat. Con esto trata de llevar al campo de la Aritmética las técnicas 
del Análisis y del Álgebra. El que dará solidez a todo lo p-ádico es Kurt Hensel (que fue alumno de 
Kronecker, Kummer y Weierstrass) alrededor de 1920. Posteriormente, el matemático que más ha influido en 
el desarrollo del análisis p-ádico como una rama importante de la matemática ha sido Helmut Hasse que, 
además de ser alumno de Hensel, fue con quien escribió la tesis. O sea, que Kummer dirige la tesis a 
Kronecker, el cual es maestro de Hensel (además de Kummer y Weierstrass) y éste dirige la tesis de Hasse. 
¡Qué maravillosa cadena de matemáticos! 
           
          59 La génesis del concepto de ideal se puede considerar como la primera etapa en la constitución de una 
teoría de los números algebraicos. Este ejemplo se puede utilizar para hacer una reflexión histórica no 
solamente sobre la teoría de números, sino también sobre el álgebra. Ver el artículo de Alain Michel titulado 
"Après Jean Cavaillès, l'histoire des mathématiques" en la Revista Philosophia Scientiae, Vol. 3 (1), 1998, pp. 
113-137.  
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por ejemplo, toda la geometría moderna reposa sobre un principio análogo de 
sustitución de los puntos del espacio por ciertas entidades (digamos) 
algebraicas que le sirven de sustitutos. Luego, aquí la noción de ideal es 
fundamental y el papel histórico de Dedekind decisivo; por esto nos hemos 
alargado un poco, para dejar constancia de su importancia. Por cierto, no 
podemos dejar pasar por alto el hecho de que tanto Dedekind como Kronecker 
(1823-1891) fueran continuadores, aunque con enfoques diferentes, de los 
trabajos de Kummer. En concreto, podemos decir que toda la teoría de 
números algebraicos tiene su origen en los trabajos de Kummer, 
particularmente en sus "números ideales". Éstos conducen a Dedekind al 
concepto de ideal y a Kronecker al de divisor. Kronecker y Dedekind son los 
que introducen la noción de cuerpo. El primero a través del procedimiento de 
adjunción, utilizado ya por Galois, lo convierte en método que le permite 
extender la teoría de cuerpos construyendo extensiones de todo tipo. En 
cambio, la definición que da Dedekind de un cuerpo es a la vez más 
estructural y menos general que la de Kronecker.    
 
Para algunos60 la historia de la teoría de los números algebraicos durante los 
cuarenta años que siguen al descubrimiento de Kummer, se parece o hace 
recordar con Kronecker y Dedekind ⎯que desempeñaron los papeles 
principales⎯, la de la conocida rivalidad entre Newton y Leibniz unos 180 
años antes sobre la invención del Cálculo infinitesimal (aunque en el caso de 
Kronecker y Dedekind, felizmente, sin la misma acritud). También es 
interesante el hecho de que Kronecker, partiendo de la idea de Cauchy de 
definir el cuerpo de los números complejos C como el cuerpo de restos R[x] / 
(x2 +1), demuestra cómo la teoría de los números algebraicos es totalmente 
independiente del "teorema fundamental del álgebra" e incluso de la teoría de 
los números reales, siendo todo cuerpo de números algebraicos (de grado 
finito) isomorfo a un cuerpo de restos Q[x] / f(x) (donde f(x) es un polinomio 
irreducible sobre Q). Poco después se vio que este método de Kronecker se 
podía aplicar a todo cuerpo de base K (por ejemplo, K puede ser un Zp o los 
cuerpos p-ádicos de Hensel). 
 
Sabemos que la formulación de Dedekind le lleva a una teoría conjuntista; el 
propio Dedekind señaló la estrecha analogía entre su definición de los ideales 
y su definición de los números reales por las cortaduras. De hecho la teoría de 
los ideales que data de 1871 se puede considerar como la primera 
aproximación al punto de vista conjuntista. Para Dedekind un número ideal en 
                                                           
          60 Bourbaki (1976), p. 137. 
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un anillo está representado por un conjunto de números del anillo que es 
cerrado para la suma y para el producto con elementos del anillo. De esta 
forma, el anillo queda dividido en dos partes; algo análogo a lo que sucede 
con un número real, que está representado por el conjunto de los números 
racionales más grandes (o más pequeños) que él. El problema está en la 
validez de esta representación. No lo es para Gauss ni para los matemáticos 
que rechazan el infinito actual. Sí lo es para Dedekind que lo acepta. Ahora 
bien, la generalidad, la potencia y la elegancia de la formulación de Dedekind 
son indiscutibles. Pero, a pesar de todo, existe la cuestión de los límites de 
validez de la teoría de Dedekind. Un matemático de hoy día, si es de los que 
no se deja convencer fácilmente de la validez incondicional de la formulación 
cojuntista, puede preguntarse legítimamente ¿qué tipos de sistemas de enteros 
se aceptan como ideales? Y ¿cómo se los describe? En definitiva, la duda 
constructiva pesa sobre la validez del método de Dedekind. 
 
Respecto a la obra de Kronecker sabemos hoy día, por los trabajos de A. Weil 
de 1950 y de H. M. Edwards de 1969 sobre Teoría de números, entre otros, 
que la aproximación de Kronecker no está por debajo en nada, desde un punto 
de vista matemático, a la de Dedekind. Además H. Weyl ha expresado su 
preferencia por la teoría de Kronecker, de la cual desarrolla, en su libro de 
1940 sobre la teoría algebraica de números, una versión modernizada. Aunque 
el contenido de la teoría de Kronecker está expresado en una forma de difícil 
acceso, se trata esencialmente, como ya hemos dicho anteriormente, de una 
teoría de los divisores. Al contrario de lo que sucede en Kummer y Dedekind, 
los cuales dan el papel principal a los factores primos ideales, y enuncian casi 
inmediatamente el teorema fundamental de equivalencia de la divisibilidad 
por un ideal con la divisibilidad por sus factores primos, en Kronecker, el 
concepto de ideal primo no ocupa el lugar central, y los factores primos no se 
introducen hasta que no son necesarios, más tarde, en el desarrollo de la teoría. 
De todas formas, podíamos decir que la obra de Kronecker es preferible para 
la teoría de números estricta, además de que también es constructiva; en 
cambio, la de Dedekind se prefiere para un enfoque más general del álgebra 
(sabemos que E. Noether pensaba incluso que Hilbert había hecho mal en no 
seguir a Dedekind más de cerca, “retrasando” así el desarrollo del álgebra). 
 
Por una parte, la teoría de los divisores de Kronecker hace exactamente lo que 
hacía la teoría de los ideales de Dedekind: la generalización de la teoría de 
Kummer de la factorización ideal de un cuerpo de números ciclotómicos a un 
cuerpo de números algebraicos. Por lo cual parecería bastante difícil de 
sostener que haya aquí una necesidad, como ciertas formulaciones de 
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Dedekind pueden hacer creer, de hacer intervenir los ideales en el sentido de 
conjuntos. Por otra parte, la teoría de Kronecker permite evitar dos defectos 
mayores de la teoría de Dedekind a los ojos de Kronecker, a saber; el defecto 
de carácter intrínseco: la ausencia de una construcción explícita de los 
divisores. Sabemos que Kronecker define sus "divisores" explicando cómo se 
calcula con ellos; lo que le lleva a proporcionar un algoritmo para determinar 
un conjunto de generadores de números algebraicos. Es evidente que esto no 
tiene nada que ver con Dedekind, para el que la definición de un ideal no se 
considera completa y satisfactoria más que si se da el ideal como un conjunto 
(infinito). El otro defecto es de carácter extrínseco; Kronecker destaca que el 
concepto de número primo es relativo al cuerpo de números que se considere; 
así, en una extensión de un cuerpo determinado, el que era primo ya no lo es. 
Sabemos que con los ideales, cuando se pasa de un cuerpo a otro, se deben 
manipular tomando las intersecciones de dichos ideales en el antiguo cuerpo, 
si el nuevo es más pequeño, y tomando el ideal más grande que ellos 
engendran, si el nuevo es más grande. Nada de esto sucede en la teoría de 
Kronecker: su definición de los divisores es tal que nada cambia si el cuerpo 
se extiende o se restringe. 
 
La razón principal del fracaso del proyecto de Kronecker estuvo motivada por 
el éxito final de la teoría cantoriana de los conjuntos infinitos y su 
consecuencia esencial ⎯el reconocimiento como objeto fundamentalmente 
legítimo de las matemáticas a la totalidad infinita completa⎯ que hicieron de 
la teoría cantoriana una doctrina totalmente condenada por él61. No cabe duda 
de que, a este respecto, los esfuerzos, tanto de Dedekind exponiendo los 
fundamentos en su estilo de claridad y de lucidez, como de Hilbert tratando de 
poner de una forma accesible a los estudiantes los trabajos de Kummer y de 
Kronecker, contribuyeron a dejar obsoletos sus trabajos. En definitiva, que lo 
que Kronecker consideraba como la virtud más grande de su obra; es decir, el 
construir sus definiciones, dar demostraciones de existencia en términos 
algebraicos, finitos, y por así decir algorítmicos, ha quedado largo tiempo 
oscurecida. Sin embargo, no definitivamente; pues la historia preparaba a 
Kronecker su revancha con el advenimiento de los ordenadores y, asociado a 
ellos, el éxito de una nueva escuela, en la que podemos ver una tendencia al 
pensamiento algorítmico. Pues, sin duda, la posibilidad de testar las hipótesis, 
de calcular los datos con una rapidez y una facilidad que no se había conocido 
jamás en el pasado, han modificado, no solamente la manera de tratar, sino la 
                                                           
          61 De todas formas, el rechazo de Kronecker al infinito actual no le impide formular como un principio 
la "conservación de la determinación de los conceptos en el paso de los racionales a los números algebraicos", 
y dejarse guiar por él en su estudio de los números y funciones algebraicas. 
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de pensar, los problemas. 
 
Por lo tanto podemos descubrir, en Kronecker, mucho más de lo que se 
encierra en su famosa afirmación de que Dios ha dado a los hombres los 
números enteros; a condición de que no nos olvidemos del punto fundamental, 
que ahora se nos presenta claro: el hecho de que Kronecker pensaba las 
matemáticas, aunque con exigencias diferentes de las de hoy en día ⎯él no 
piensa en la realización práctica⎯, en términos algorítmicos. Sabemos que la 
geometría algebraica moderna insiste en el uso de cuerpos base arbitrarios, lo 
que podemos considerar que tiene que ver con el hecho de que todo teorema 
accesible a los métodos del Álgebra ⎯y no de la Topología o del Análisis⎯ 
es pensable como un teorema sobre cuerpos base absolutamente algebraicos; 
es decir, cuerpos finitos o cuerpos de números algebraicos. Aquí estaría la 
significación profunda del punto de vista de Kronecker. Mientras que su 
método aparece al principio como estrecho a los ojos de un moderno, en 
realidad, comprende de hecho todos los casos susceptibles de ser tratados por 
los métodos algebraicos. Así, sabemos que André Weil dice que se puede 
proponer el estudio de la geometría algebraica sobre un anillo; por ejemplo, el 
anillo de los enteros, o el de los enteros de un cuerpo de números algebraicos, 
o el de los enteros en un cuerpo p-ádico. Es curioso que Kronecker procediera 
así en la teoría de funciones abelianas, a la que consideraba como una parte 
del Álgebra. Si el Análisis y sus demostraciones no constructivas de existencia 
son aquí según él superfluas es porque, desde su punto de vista, toda la 
materia puede ser sumergida bajo una teoría enteramente algebraica, donde las 
demostraciones de existencia son las demostraciones constructivas fundadas 
sobre el método de Galois de adjunción de raíces de las ecuaciones. Sin 
ninguna duda, es este tipo de construcción algebraica el que constituye el 
mejor ejemplo de condición constructiva en la existencia matemática de una 
cantidad. 
 
Pues bien, después de estas alabanzas a la obra de Kronecker, nos gustaría 
terminar este apartado volviendo a destacar la de Dedekind. Para ello nada 
mejor que algo que haga referencia a E. Noether, la gran defensora y 
conocedora de su obra. Sabemos que la austriaca Olga Taussky (1906-1995) 
estuvo contratada, entre otros matemáticos, en la preparación de la edición del 
primer volumen de las obras completas de Hilbert. Dicho volumen estaba 
dedicado a los trabajos realizados por el maestro en teoría de números e 
incluía en lugar destacado el Zahlbericht. Taussky se quedó muy sorprendida, 
mientras revisaba los trabajos de Hilbert, al comprobar que éstos contenían 
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cierto número de errores62. En un artículo que escribió en 1981 titulado “My 
personal recollections of Emmy Noether” y que aparece en el libro Emmy 
Noether: a tribute to her life and work, Taussky dice textualmente en la 
página 81: “Llegó a apreciar la obra de Dedekind inmensamente, y encontró 
muchos frentes de logros posteriores ya en Dedekind. En ocasiones molestaba 
incluso a sus amigos con su actitud. Se las arregló para que los subgrupos de 
Hilbert cambiaran de nombre a subgrupos de Hilbert-Dedekind”. Un poco más 
adelante, en la misma página, continúa: “Emmy se quedó realmente 
asombrada cuando le conté que la obra de Hilbert contenía muchos errores. 
Me dijo que Dedekind nunca cometía errores. Los errores de Hilbert se 
encontraban a todos los niveles”. En las páginas siguientes 82-83 dice: 
“Fueter, Speiser y otros le dieron errores del Zahlbericht, que no les gustaban. 
… Fue solo más tarde, en Bryn Mawr63, cuando Emmy [burst out] contra el 
Zahlbericht, citando también a Artin que habría dicho que retrasó el desarrollo 
de la teoría de números algebraicos en décadas, por el tipo de métodos que 
escogió, y en particular por no usar métodos del álgebra abstracta”.                                         
 
2.3 Hilbert: el fundador oficial de la matemática moderna.- Pero, 
siendo importantes los nombres de Dedekind y Kronecker, la figura que 
destaca más ⎯al menos de forma oficial⎯ entre los fundadores de la 
matemática moderna es Hilbert (1862-1943). Sus ideas han modificado el 
curso y la naturaleza misma de la epistemología matemática. Así, por ejemplo, 
cuando publica en 1899 sus célebres Fundamentos de la geometría su nombre 
quedará asociado para siempre con la empresa axiomática (aunque sería más 
exacto decir con su renacimiento, ya que no se parece casi nada a Euclides). El 
verdadero acontecimiento de los Fundamentos de la geometría es, para 
empezar, que Hilbert disocia el pensamiento axiomático del pensamiento 
natural; es decir, que los objetos de la geometría, desde la perspectiva 
hilbertiana, están fundados en derecho y en razón por su definición formal e 
independientemente de toda intuición.  
 
Las investigaciones sobre los fundamentos de la geometría no eran nuevas, 
pero sí lo era el cambio filosófico tan radical. Muchos matemáticos dedicaron 
ensayos, desde la Antigüedad, a identificar las brechas de la obra euclidiana; 
por ejemplo, a estudiar el postulado de las paralelas y su independencia lógica 
respecto de los otros postulados. En el siglo XIX, las investigaciones se 

                                                           
          62 Almira (2007), pp. 345-346. 
 
          63 El Colegio Universitario femenino americano donde murió y donde se encuentran los restos mortales 
de Noether.   
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centran sobre la geometría proyectiva y sus estructuras fundamentales. 
Destacan dos matemáticos predecesores inmediatos de Hilbert, el primero es 
Klein (1849-1925) que con su Programa de Erlangen de 1872 establece la 
importancia de los grupos de transformaciones en la caracterización de las 
diferentes geometrías. Después del Programa de Erlangen las geometrías 
euclídeas y no euclídeas, desde el punto de vista algebraico, se convirtieron en 
simples lenguajes más o menos cómodos para expresar los resultados de la 
teoría de las formas bilineales. El segundo es Moritz Pasch (1843-1930) que 
se dedica a dar a la geometría proyectiva un fundamento axiomático. Sus 
trabajos generan una corriente de interés por las cuestiones lógicas que 
plantea. 
 
Durante el Segundo congreso internacional de matemáticos64, en París, en 
1900, Hilbert enuncia su famosa lista de 23 problemas abiertos, dándoles el 
título que guiaría los esfuerzos de los matemáticos durante todo el siglo XX. 
Este discurso fue igualmente la ocasión para que él afirmara algunas ideas 
generales dando cuenta del espíritu en el cual, a lo largo del siglo XX, se 
deberían concebir su ciencia, sus métodos y sus resortes. En otras palabras, 
Hilbert escogió problemas, evidentemente, porque creía que las matemáticas 
avanzaban resolviendo problemas. Se puede considerar legítimamente a dicho 
discurso como la profesión de fe y el manifiesto metodológico de las 
matemáticas del siglo XX.  
 
Pero lo que nos interesa más a nosotros ahora de Hilbert, es su relación con la 
idea de estructura que hemos visto germinar en los trabajos de Dedekind 
sobre álgebra. La contribución de Hilbert a la evolución de esta idea aparece 
en sus trabajos sobre la teoría de los invariantes, así como en su decisiva 
aportación a la teoría de números algebraicos de 1897, conocida con el 
nombre de Zahlbericht, donde presenta una síntesis de los resultados de 
Kummer, Dedekind y Kronecker. Para dar una idea de la importancia de la 
aportación de Hilbert en teoría de números algebraicos, Leo Corry compara el 
Zahlbericht, aumentado con algunas otras aportaciones de Hilbert a esta 
teoría, por su amplitud y su influencia sobre el desarrollo de la disciplina, con 
las Disquisitiones de Gauss65. Nosotros pensamos que esta comparación quizá 
sea algo exagerada, aunque es evidente que los trabajos de E. Artin, H. Hasse, 
H. Weyl y muchos otros sobre teoría de números salieron de dicho libro (a 

                                                           
          64 Que se desarrolló entre el 6 y el 10 de Agosto. 
  
          65 Corry (1996), p. 149. 
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pesar de lo que hemos visto que decía E. Noether contra el libro y respecto de 
la opinión de Artin: creía que Hilbert dio un paso atrás por emplear métodos 
tan comprensibles o tan escolares). También nos interesa que Hilbert 
consideraba a las matemáticas como un todo coherente, dinámico y en 
evolución; es decir, que no son una colección de objetos diferentes (con esto, 
Cavaillès y Lautman estarán totalmente de acuerdo). 
 
Podíamos concluir con Hilbert diciendo que hereda tanto las "libres 
creaciones" de Dedekind y Cantor como las "construcciones efectivas" de 
Kronecker. Los primeros hablaban de una matemática conceptual y abstracta, 
Kronecker de una matemática concreta o constructiva (que tiene por 
herramientas principales el algoritmo y la fórmula). He aquí dos concepciones 
muy diferentes de la propia matemática: la matemática del concepto frente a la 
matemática del cálculo. Hilbert será uno de los artífices de la síntesis de estas 
dos concepciones. Por ejemplo, sabemos que en su trabajo sobre los 
invariantes dio una prueba de existencia no constructiva y otra de construcción 
efectiva.  
 
2.4 Noether y van der Waerden: los sistematizadores del método 
estructural.- Ahora bien, la puesta en forma sistemática del método 
estructural; es decir, el nacimiento del álgebra abstracta está clásicamente 
asociado a los años 192066 y hay dos matemáticos particularmente 
representativos de este momento: la alemana Emmy Noether (1882-1935) y el 
holandés Bartel Leendert van der Waerden (1903-1996). Emmy Noether había 
sido alumna de Paul Gordan (1837-1932) en Erlangen, su ciudad natal, quien 
dirigió su tesis en 1907, lógicamente, sobre invariantes. Siempre estuvo 
agradecida a Gordan y a Erlangen. Pero cuando asistió como oyente en 
Gotinga a un curso de seis meses, en el semestre de invierno del curso 1903-
1904, en que recibió clases de Klein, Hilbert y Minkowski, entre otros, se dio 
cuenta rápidamente de que aquel “ambiente” le atraía mucho más que el de 
Erlangen. Aunque no será hasta la primavera de 1915 cuando vuelva a 
Gotinga, pero ahora invitada por Klein y Hilbert. Se impone rápidamente 
como jefe de filas de los algebristas, jugando un papel muy importante tanto 
                                                           
          66 También de los años 1920, en concreto de los años 1924-1927, es la creación del álgebra real por 
Emil Artin y Otto Schreier (1901-1929) que podemos considerarlo como un producto totalmente genuino o 
específico del álgebra abstracta. Sabemos que se trata de una teoría algebraica de los números reales; lo que 
constituye, en el fondo, un tratamiento algebraico del continuo que tiene implicaciones tanto en Álgebra como 
en Geometría Algebraica y Teoría de Modelos. En definitiva, el álgebra real es una muestra perfecta del poder 
de los métodos abstractos; pues estamos viendo que el álgebra abstracta en esta época se consideraba como 
"instrumento" tanto de expresión como de generalización de las nociones matemáticas. Para conocer la 
historia del álgebra real recomendamos encarecidamente el libro de H.-B. Sinaceur Corps et modèles. Essai 
sur l'histoire de l'algèbre reélle, editado por la Librería Filosófica J. Vrin, en 1991 (2ª edición en 1999), París.  
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por sus trabajos como por sus numerosos alumnos. Ella reivindica la herencia 
espiritual de Dedekind y ha contribuido, mejor que nadie, a reponer y a 
devolver sus puntos de vista más abstractos sobre el álgebra. Así, por ejemplo, 
en un ataque de modestia excesivo, sabemos lo que decía a propósito de sus 
propios descubrimientos: "todo está ya en Dedekind", preocupada por 
subrayar la influencia decisiva de este último en la formación de los métodos 
que acababan de cristalizar en los años 1920. Estos métodos permitirán 
reformar la idea general del álgebra, que estaba entonces anclada en las 
propiedades de los números racionales, algebraicos, reales o complejos. El 
contexto teórico de los trabajos de E. Noether va más allá de los de Dedekind 
y se sitúan sin dificultad en el formalismo general de los anillos.  
 
Una de las contribuciones más célebres de E. Noether es el estudio sistemático 
de los ideales de un anillo y de las propiedades de descomposición 
correspondientes; un estudio que se sitúa claramente en la línea de las 
preocupaciones de Dedekind. Podemos decir que el pensamiento matemático, 
a partir de los años 1920, comienza a utilizar de forma clara y resuelta el 
programa axiomático destacando los objetos para preocuparse de su legalidad 
y sus estructuras abstractas (así, la topología fue axiomatizada por Hausdorff 
en 1914, la teoría de operadores por Stone y Von Neumann en 1932, el cálculo 
de probabilidades por Kolmogorov en 1933, etc. Luego existe, más allá del 
álgebra, un amplio movimiento de conjunto en el cual el concepto de 
estructura es fundamental). Paralelamente, el punto de vista genético se va 
poco a poco perdiendo de vista. La filosofía implícita de E. Noether está en la 
línea de la de Hilbert; está convencida, sobre todo, del papel clarificador del 
método axiomático. Es muy posible que E. Noether haya encarnado como 
nadie la transición entre Erlangen y Gotinga; o sea, entre la forma de hacer 
matemática de Gordan y la de Hilbert67. 
 
Pero casi todo el mundo está de acuerdo en que si existe un momento 
programático del álgebra estructural, éste se consigue con el manual Moderne 
Algebra de Van der Waerden, publicado en 1930. Esta obra es la que hace el 
oficio como de manifiesto modernista; es decir, donde el álgebra moderna está 
pensada como tal e identificada en todo su sentido. Van der Waerden había 
trabajado con E. Noether y había participado en los avances teóricos mayores 
de la época. La escuela alemana estaba entonces en lo más alto. La cantidad de 
resultados obtenidos, unido al sentimiento general de que las matemáticas 
                                                           
          67 El estilo de Gordan era constructivo y algorítmico, el de Hilbert era todo lo contrario: dio una prueba 
de existencia de una base finita de invariantes para cualquier forma, fuera el que fuera su grado o número de 
variables, a los 26 años, en 1888, dejando asombrada a toda la comunidad matemática de la época. 
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habían sufrido una mutación, apelaba a una síntesis. Entre las obras que 
aparecieron en esa época y que se propusieron exponer las matemáticas 
modernas, Moderne Algebra se impuso, puede que porque, además de sus 
cualidades técnicas intrínsecas, tradujo mejor la sensibilidad matemática del 
momento68. La obra conoció una difusión inmediata y se convirtió, ya lo 
hemos dicho, en el manifiesto, para todo el mundo, del nuevo espíritu que 
comenzará a reinar en álgebra. Más que una simple exposición de hechos, lo 
que hay en el libro de Van der Waerden es una verdadera concepción de las 
matemáticas (de ahí que Bourbaki y sus contemporáneos no se cansen de 
reconocer en Van der Waerden el portavoz del movimiento estructuralista). 
 
La noción de estructura, con Van der Waerden, adquiere un sentido autónomo 
a pesar de no estar ni axiomatizada ni teorizada69. Van der Waerden muestra 
de hecho que el álgebra moderna es generadora de métodos y técnicas nuevas, 
más o menos uniformes en el espíritu e independientes de los objetos 
estudiados. En otras palabras, Moderne Algebra fue más que el solo resultado 
de un trabajo de formalización; podíamos decir que le corresponde el mérito 
de intentar crear un nuevo horizonte para los objetos matemáticos70. Además, 
todos los resultados obtenidos sobre los diferentes tipos de objetos de la nueva 
matemática, tienen su lugar en un mapa de conjunto que tiene una belleza 
extraordinaria, en relación con el periodo anterior un poco desordenado. Los 
problemas de factorización, como los considerados por Dedekind y sus 
sucesores, están en el corazón del tratado de Van der Waerden. En realidad, es 
a partir de ellos ⎯de los números primos ideales que comenzó a estudiar 
sistemáticamente Kummer⎯ donde podemos considerar que se encuentran los 
elementos fundamentales de las estructuras estudiadas por Van der Waerden. 
Pues bien, de todas estas fuentes "beberán" los fundadores del Grupo 
Bourbaki y sus amigos Cavaillès y Lautman; no es extraño que se sientan 
"fascinados" por este nuevo mundo que acaba de aparecer. 
 
Conclusión.- Ya veremos, al analizar las Tesis de Cavaillès, que las 
referencias a Dedekind y Hilbert dominan. Podíamos decir que el primero lo 
haría porque fue clave en la génesis de la teoría de conjuntos y el segundo por 
                                                           
          68 Un estudio detallado de los trabajos y las obras de síntesis de la escuela alemana está en el libro de 
Leo Corry Modern Algebra and the Rise of mathematical Structures, Basel, Birkhaüser, 1996. 
   
          69 Para aclarar la noción de "estructura" es muy interesante el libro de Leo Corry al que acabamos de 
aludir, pues el autor lo divide en dos partes estableciendo una clara diferencia entre lo que es la imagen de una 
matemática estructural y el esfuerzo por integrar el concepto de estructura en el  cuerpo de las matemáticas. 
   
          70 Nosotros diríamos con H.-B. Sinaceur que en el tratado de Van der Waerden aparece "la matemática 
conceptual" [ver página 191 de Sinaceur (1999)]. 
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la metamatemática. Pero, en realidad, aunque Cavaillès no trató 
explícitamente la cuestión de la teoría de números algebraicos, hemos visto 
que tanto Dedekind como Hilbert jugaron un papel fundamental en la historia 
de dicha teoría. Como no nos cabe ninguna duda de que el álgebra abstracta 
tuvo una importancia capital en la maduración del pensamiento de Cavaillès y 
Lautman, según veremos en sus biografías, nos atreveríamos a decir que el 
hecho de que Hilbert sea el matemático que ambos citan más veces tiene que 
ver con la idea del gran matemático alemán de colocar, como centro de su 
reflexión sobre la naturaleza de la generalización matemática, a los números 
ideales de Kummer. Ahora bien, también hemos visto que quien preparó el 
camino de los ideales, abierto por Kummer, para convertirlos en uno de los 
pilares del álgebra abstracta fue Dedekind. Hilbert se refiere a Kummer a 
menudo, sobre todo en su memoria sobre el infinito, como paradigma de la 
generalización matemática. De la exposición de la teoría de Kummer se puede 
deducir que la teoría hilbertiana de la metamatemática (la distinción entre 
enunciados ideales y enunciados reales)71 puede que le deba “algo” a 
Kummer. Pues sabemos que Kummer habla de "idealización" destacando que 
no se trata de una generalización del tipo de las que ya se habían operado 
sobre los números. También veremos que Cavaillès habla de la "idealización" 
a lo largo de toda su obra.        
 
Si quisiéramos resumir el papel del álgebra abstracta, terminaríamos diciendo 
que así como en la antigüedad "todo era número" según opinaban los 
pitagóricos (o sea, se trataba de contar) y en el Renacimiento "todo era 
medible" (o sea, se trataba de medir), a partir del álgebra abstracta la 
matemática trata de relacionar donde se pueda, que no es en todas partes 
(dicho de otra manera, debemos ser cautos al pensar que en matemáticas hay 
estructura y orden en todos los rincones). Pero para poder relacionar es 
fundamental el concepto de función, así como el de conjunto; con lo cual ya 
tenemos todos los ingredientes necesarios que hicieron posible el 
advenimiento de la matemática moderna. Esa matemática que, impulsada de 
forma definitiva en el maravilloso ambiente creado en Gotinga alrededor de 
las figuras de D. Hilbert y E. Noether, tanto fascinó a nuestros queridos 
filósofos-matemáticos Cavaillès y Lautman; hasta el punto de que podemos 
decir sin temor a equivocarnos que sus obras respectivas no existirían sin ella. 
 

                                                           
          71 En otro lugar hablaremos de los enunciados "contentuales" (o matemática contentual) y los 
enunciados formales (o matemática formal). Famosa clasificación de Hilbert en su metamatemática para 
establecer una distinción entre la matemática real, la evidente, la finitista (o contentual) y la matemática ideal, 
la no evidente, la del infinito (o formal).  
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3.1 Entorno cultural en el que se movían en París Cavaillès y 
Lautman.- Antes de abordar las biografías de Cavaillès y Lautman, vamos a 
centrarnos un poco en el entorno cultural en el que se movían en París; es 
decir, vamos a bucear algo en los orígenes de unas obras como las de 
Cavaillès y Lautman (lo que nos servirá, además, como un complemento a 
dichas biografías). En primer lugar diremos que la Escuela Normal Superior 
de la rue d’Ulm en París era, en la época de Cavaillès y Lautman, no 
solamente un prestigioso centro de enseñanza e investigación, sino que los 
alumnos disponían de una gran libertad en sus estudios. Ahora bien, para 
poder ingresar en ella, había que pasar unos exámenes bastante rigurosos; lo 
que hace que exista una buena selección y, en realidad, que dicho centro sea 
considerado “de élite”. Sería interminable la lista de intelectuales (tanto de 
Letras como de Ciencias) que han estudiado en la ENS de la rue d'Ulm 
parisina no ya desde su fundación, sino considerándola solamente desde que 
comenzó el siglo XX y hasta el día de hoy porque su importancia continúa 
vigente. Allí están todavía en la época de Cavaillès y Lautman, de una manera 
u otra, casi todos los miembros fundadores de “Bourbaki”; pues Delsarte y 
Weil entran en 1922, Cartan en 1923 al igual que Cavaillès, Dieudonné y 
Ehresmann en 1924 y Chevalley es de la promoción de 1926 al igual que 
Lautman.   
 
¿Cúal es la inquietud intelectual que tienen estos jóvenes? ¿Qué les preocupa? 
Pues, entre otras cosas, que la edad de oro que las matemáticas francesas 
vivieron alrededor de 1900 (cuando, además del genio Poincaré, trabajaban 
matemáticos brillantes como Picard, Hadamard, Borel, Baire, Lebesgue, 
creando una teoría de la integración más general y más potente que la 
heredada de Riemann) no ha tenido continuación. Estos matemáticos que 
acabamos de nombrar están centrados exclusivamente en el análisis; es decir, 
que sus investigaciones giran en torno a la teoría de funciones. Aunque hay 
una notable excepción; se trata de Élie Cartan (el padre del futuro 
“bourbakista” Henri Cartan) que trabaja en teoría de grupos, en sistemas de 
ecuaciones diferenciales y en geometría. Pero su obra, avanzada para su 
tiempo, tardará en ser reconocida.  
 
Por el contrario, en Alemania, Hilbert tiene un estilo de trabajo muy diferente 
al de Poincaré (podemos decir que ambos fueron no solamente unos auténticos 
fenómenos, sino también los últimos matemáticos universales). Para 
corroborar esto, quizá no baste con aludir al Congreso Internacional de 
Matemáticos de 1900 donde Hilbert propone la famosa lista de los 23 
problemas que ha sido la guía e inspiración de las investigaciones en 
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matemáticas durante muchos años. Por ello añadiríamos que, cuando decimos 
que Hilbert tiene un estilo de trabajo muy diferente a Poincaré queremos decir 
que, aunque nadie duda de la influencia de ambos sobre la ciencia del siglo 
XX a través de sus obras respectivas, Hilbert además ejerció su influencia 
tanto en sus estudiantes (que fueron muchos e importantes) como en la vida 
matemática de Göttingen. La Sociedad Matemática de Gotinga es un lugar de 
investigación. Era como un Seminario que se reunía una vez a la semana y 
donde hacía una exposición, casi siempre, algún invitado extranjero de 
reconocido prestigio (como Poincaré que estuvo varias veces). En definitiva, y 
salvando las distancias oportunas, la Sociedad Matemática de Gotinga fue el 
precedente más claro del futuro Seminario Bourbaki. Además de esto, por 
ejemplo, Hilbert impartía sus cursos sobre las matemáticas avanzadas de sus 
propias investigaciones y Minkowski sobre teoría de números y física. Pero 
también nos encontramos a Zermelo preparando su axiomática de la teoría de 
conjuntos o a Husserl que, aunque enseña filosofía, asiste regularmente a las 
sesiones de matemáticas. Después de esto no es extraño que, atraídos por el 
renombre de estas figuras, comiencen a fluir los estudiantes hacia Gotinga. 
Los más célebres serían: M. Born, los hermanos Bohr (Harald y Niels), 
Carathéodory, R. Courant, H. Hasse, H. Weyl, von Neumann, etc. 
 
Podíamos decir que en torno a Hilbert se desarrollaron, al menos, tres escuelas 
en los años 1920. La de Emmy Noether que, habiendo llegado a Gotinga en 
1915, se especializó en las estructuras algebraicas. Al lado de Noether, como 
alumnos, se encuentran Van der Waerden y E. Artin que, después de su paso 
por Gotinga, se establecerán en Hamburgo (donde también será famoso “su” 
Seminario). De forma paralela, Born dirige un centro de investigación en 
física donde se cruzan N. Bohr, Heisenberg y Pauli, que van a crear la 
mecánica cuántica. Existen testimonios escritos de Heisenberg reconociendo 
la influencia de Hilbert sobre el desarrollo de la física72. Por último, Hilbert y 
sus ayudantes se enfrentan al problema de los fundamentos. Paul Bernays fue 
el primero que, desde 1917, colaboró con Hilbert en esta tarea. Le siguieron 
von Neumann a partir de 1924, Ackermann después y, ya en los años treinta, 
Haskell B. Curry y Gentzen. De esta forma, desde 1900 hasta el final de los 
años veinte, Gotinga es la capital del mundo matemático. Es allí donde se van 
a estudiar los métodos abstractos en álgebra, los métodos matemáticos de la 
física y la lógica asociada al problema de los fundamentos. Por todo esto, no 
                                                           
          72 Ver la página 48 del libro de Pierre Cassou-Noguès titulado Hilbert (Les Belles Lettres, París, 2004). 
También es muy útil aquí el libro de Leo Corry titulado David Hilbert and the axiomatization of physics 
(1898-1918). From Grundlagen der Geometrie to Grundlagen der Physik (Kluwer Academia Publishers, 
Dordrecht, 2004). Por último, se puede encontrar la cita textual de Heisenberg en las páginas 182-183 de la 2ª 
edición del libro de Constante Reid titulado Hilbert (Springer-Verlag, New York, 1996).  
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sólo está muy clara la diferencia entre el modo de trabajar de Hilbert y de 
Poincaré (que se encuentra totalmente aislado en Francia), sino que se pone en 
evidencia además la urgencia de Cavaillès y Lautman, así como sus amigos 
del Grupo Bourbaki, por visitar Gotinga. 
 
Para terminar diríamos que buena parte de la diferencia de estilo entre los 
métodos de trabajo de Hilbert y Poincaré, no es más que un problema de 
política económica y educativa entre Alemania y Francia en esa época. Hilbert 
tuvo la suerte de contar con Klein que tenía mucha influencia a la hora de 
conseguir recursos para Gotinga. Klein había llegado a Gotinga en 1886 y 
quiso hacer de esa pequeña ciudad una de las capitales del mundo matemático 
(quizá por oposición a Berlín). Para ello llama a Hilbert que llega a dicha 
ciudad en la primavera de 1895. Hilbert estuvo siempre preocupado por la 
generalización, no cesaba de buscar métodos nuevos, deseando motivar e 
incentivar al mundo matemático. Parece evidente que podemos decir, sin 
miedo a equivocarnos, que Hilbert ha jugado un papel fundamental en el 
desarrollo de las matemáticas.           
 
Si se quiere precisar el final de la edad de oro de las matemáticas en Francia, 
la fecha clave podía estar en la Primera Guerra Mundial de 1914 a 1918 
(aunque puede que el problema tuviera su origen antes, en 1870); pues en ella 
murieron muchos jóvenes intelectuales (solamente “normalianos” se 
computaron  más de 331 de las promociones entre 1900 y 1918). Pero no sólo 
el factor demográfico influyó en el declive de la matemática francesa; también 
tuvo que ver la rigidez de las instituciones científicas francesas que era mucho 
mayor que la de sus homólogas alemanas menos centralizadas, así como la 
falta de financiación después de una guerra y además un cierto “mandarinato” 
de los “pontífices” de la ciencia francesa.  
 
En resumen, que los jóvenes talentos que llegan a la Escuela Normal Superior 
en los años 20, descubren una enseñanza anticuada, donde no se prepara a los 
investigadores en los grandes problemas, ni en las ideas vivas de la ciencia de 
su época. Respecto a los manuales que existen, por ejemplo en Análisis, para 
la enseñanza de la licenciatura en matemáticas el que se lleva la palma en las 
críticas, por sus defectos e insuficiencias, es el Cours  d’analyse de Édouard 
Goursat cuya primera edición es de 1902 y se utilizaba en Francia 
masivamente. Es tanta la oposición de los futuros “bourbakistas” a los textos 
de Análisis existentes que sabemos que, precisamente, uno de los objetivos de 
dicho grupo fue el redactar un tratado de Análisis para paliar los defectos e 
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insuficiencias de dichos manuales73. Pero esta inadecuación de los manuales 
franceses de Análisis matemático no es más que la punta del iceberg; era el 
reflejo, como ya hemos dicho, de problemas más profundos que afectaban a 
las matemáticas francesas.  
 
Ante este panorama es André Weil, a los 19 años en 1925, el primero en abrir 
camino a los demás; gracias a una beca Rockefeller pasa un año en Alemania. 
Esta será la tónica general de todo este grupo de amigos “normalianos”; por 
eso Lautman y Cavaillès, que compartían  las mismas inquietudes, también 
harán lo mismo “saliendo fuera” para “empaparse” del nuevo estilo que 
invade la matemática entera. Después de esto, no es tan difícil de entender el 
que Lautman y Cavaillès se hayan dedicado a reflexionar sobre la filosofía de 
la matemática; pues estando rodeados del ambiente y los amigos que 
acabamos de describir, todo les era propicio para ello. Quizá lo más 
incomprensible, y por ello lo más original e interesante, sea el enfoque 
“platónico” de Lautman en una época nada favorable a dicho enfoque. 
 

                                                           
          73 Nosotros creemos que quizá lo de la oposición de los futuros "bourbakistas" a los textos existentes de 
Análisis es más bien un pretexto que esconde un rechazo a una "realidad matemática" que no les gustaba en 
su país. Pues, que sepamos, nunca dijeron nada parecido, por ejemplo, de las Leçons sur la théorie des 
fonctions de 1898 de Borel o de las Leçons sur l'intégration et la recherche des fonctions primitives de 1903 
de Lebesgue. Por el contrario, en sus Elementos de Historia de las Matemáticas citan bastantes veces a ambos 
matemáticos. 
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3.2 Biografía de Jean Cavaillès.- Jean Cavaillès nació en Saint-Maixent 
(en Deux-Sèvres) en el seno de una familia protestante el 15 de Mayo de 
1903. Alumno brillante, después de los estudios primarios en Mont-de-Marsan 
y secundarios en "Licées" de Burdeos, Saintes y Bayona (donde su padre iba 
siendo destinado), en 1920 estudia en el Liceo Louis-Le-Grand de París y en 
1923 es admitido como número uno74 en la famosa Escuela Normal Superior 
(ENS) de la rue d’Ulm donde es compañero de H. Cartan, que fue 
posteriormente uno de los famosos matemáticos fundadores del no menos 
famoso “Grupo Bourbaki”. Tiene como profesor, entre otros, a Léon 
Brunschvicg (1869-1944) al que pidió en 1925 que le dirigiera su diploma de 
estudios superiores. Bajo su influencia se interesa Cavaillès por las 
matemáticas y su historia. 
 
Su padre era militar. También su abuelo paterno era militar y descendían de un 
largo linaje hugonote del Suroeste francés donde la fe, asociada al recuerdo de 
las resistencias del pasado, permanecía viva. Luego, Cavaillès creció en un 
medio familiar donde el acatamiento a la fe protestante y a su tradición de 
resistencia se une a los valores de honor y patriotismo; por lo que no es 
extraño que tenga una concepción spinozista de la libertad convertida en 
necesidad.    
 
Obtuvo su “agrégation” de filosofía en 1927. Cumplió el año de servicio 
militar durante 1927-1928, después del cual, en Noviembre de 1928 (la 
rentrée), vuelve a la ENS como Secretario archivero del centro de 
documentación social75. En Noviembre de 1929 tiene las funciones de 
agregado-repetidor76 y de Secretario del centro de documentación social en la 
ENS. Durante el curso 1929-1930 se consagra en cuerpo y alma, una vez más, 
a los que preparan la agregaduría (con los que tiene una relación de 
                                                           
          74 En la jerga universitaria francesa de la época se llamaba "cacique" al que entraba como número uno 
de su promoción en la Escuela Normal Superior. Quizá sea interesante, de cara a la personalidad posterior y el 
gusto por la independencia de Cavaillès, el hecho de que sin tener todavía 20 años toma la decisión de 
prepararse en solitario el Concurso de entrada a la ENS.   
 
          75 Ferrières (1996), p. 50. 
 
          76 La misión del agregado-repetidor (una especie de profesor particular o pasante) era la de explicar a 
los alumnos la lección de un maestro determinado, haciéndoles ejercitarse en dicha materia. Así, por ejemplo, 
sabemos que durante el curso 1929-1930 Cavaillès trabajó a Leibniz con los alumnos de la ENS que 
preparaban la "agrégation" para el concurso de 1930. Conocemos este dato porque existe una carta, fechada 
en Noviembre de 1929, de Cavaillès a su amigo Georges Friedmann (que preparaba una Tesis sobre Leibniz y 
Spinoza) donde, por cierto, Cavaillès, entre el Dios de Leibniz y el de Spinoza, se decanta claramente por el 
de Spinoza. A esta carta hizo referencia Jacques Lautman al comienzo de su intervención, el 6 de Diciembre 
de 2003, en la ENS con motivo del "Centenario del nacimiento de Cavaillès".   
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camaradería). Así, en Julio de 1930, habla del éxito que han tenido, entre 
otros, Maurice Merleau-Ponty (1908-1961) y Lautman77. También durante 
1929, asistió a las conferencias  pronunciadas por  Husserl (1859-1938) sobre 
Descartes  en  la  Sorbona. En 1929-1930, con ayuda de una beca Rockefeller, 
vive en Alemania un largo periodo de tiempo estudiando sucesivamente en las 
Universidades de Tubinga, Berlín, Hamburgo y Gotinga. La ayuda era para 
realizar un trabajo sociológico sobre los movimientos juveniles en la 
Alemania pre-nazi. No le gustan las relaciones que tienen estos movimientos 
juveniles, tanto con las distintas religiones (protestantes, católicos y 
calvinistas) como con los partidos políticos78. Por esto, aunque termina dicho 
trabajo “sociológico”, sus inquietudes, que han sufrido un serio revés a nivel 
religioso, las vuelve a recuperar de forma más intensa que antes en las 
matemáticas. Para finalizar con sus estancias en Alemania diríamos que el año 
siguiente, en 1931, va de nuevo a Hamburgo, a Munich y a Friburgo donde 
conoció personalmente a Husserl79. En otoño de 1934 vuelve a Berlín y a 
Gotinga; en otoño de 1935 vuelve a Gotinga y en otoño de 1936 estuvo en 
Hamburgo y en Gotinga (donde siempre le encanta volver). 
                                                           
          77 Ferrières (1996), p. 54. 
 
          78 Podíamos decir que los artículos de Cavaillès sobre Alemania a principios de los años treinta, aunque 
analizan la historia de los movimientos de juventud, en realidad, globalmente considerados lo que analizan es 
el ascenso del nacional-socialismo. Sus reflexiones sobre el protestantismo parecen a primera vista 
periféricas, pero en el fondo son muy interesantes para comprender el "alma" alemana. Cavaillès estudia el 
papel que jugaron, en esa época, las iglesias en Alemania y que fue muy diferente al que jugaron en Francia. 
Es a través de la complejidad inaudita y a menudo contradictoria de la política eclesiástica de las diferentes 
corrientes protestantes como Cavaillès, al analizar la historia de los movimientos de juventud, llega a obtener 
un retrato de la mentalidad alemana de la época que quizá no haya tenido equivalente en objetividad y 
sutileza. Entre dichos artículos destacaríamos: "Un mouvement de jeunesse en Allemagne" de 1932, 
publicado en los Annales de l'Université de Paris; "L'Allemagne et le Reichstag" de 1932, publicado en La 
Paix pour le Droit; "Crise du Protestantisme allemand" de 1933, publicado en Esprit; "Le conflit à l'intérieur 
du protestantisme allemand" de 1934, publicado en Politique; "La crise de l'église protestante allemande" de 
1934, publicado también en Politique. Todos ellos reeditados en Philosophia Scientiae, Vol. 3 (1), 1998, pp. 
1-62. 
     
          79 Es muy interesante la descripción que hace Cavaillès de su encuentro con Husserl en carta del 4 de 
Agosto de 1931 a su familia: "Su orgullo es a la vez conmovedor y un poco triste". Pronuncia Husserl, ante 
Cavaillès, los nombres de Galileo y Descartes, sus pares y dice: 'Dentro de cincuenta o de cien años, la 
fenomenología será la única filosofía digna de estudio. Todos los científicos, antes de embarcarse en sus 
trabajos específicos, comenzarán por ella, pues en su calidad de sabiduría universal ha de proveer el 
fundamento de todas las ciencias. Lo hecho hasta ahora es por lo demás muy poco pero sólo es cuestión de 
tiempo y paciencia'. Al final, continúa Cavaillès, "como con una crueldad inconsciente, le pregunté qué 
profesores enseñaban en Alemania su doctrina correctamente, él aceleró su confesión, que hasta el momento 
eran alusiones veladas contra los discípulos infieles a los que la crisis de los tiempos había llevado a un 
romanticismo metafísico: ‘en ninguna parte’, y aquel brusco dolor en la voz y en todo su rostro para decirme 
que Heidegger, su querido discípulo y sucesor aquí, se había llevado a todos los demás y que ahora se 
encontraba casi solo, con un joven asistente y el Privatdozent, más que mediocre, al que oí. Al irme, 
realmente me sentía algo sombrío”. Ver  Ferrières (1996), p. 83. 
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No quisiéramos dejar de lado la importancia que tuvo el hecho religioso 
durante la vida de Cavaillès, a pesar de que a partir de 1935 ⎯según el 
testimonio de su hermana⎯ se aleja de la religión. No cabe ninguna duda que 
su obra está marcada por un cristianismo vivido como búsqueda de un 
absoluto y de una trascendencia donde Spinoza tiene mucho que decir. Para 
Cavaillès la religión es una práctica donde la fe no se puede separar de las 
"obras". La militancia creyente de Cavaillès se inscribe en el marco del 
movimiento ecuménico a favor de la unificación de las Iglesias. Opinaba que 
era necesario diferenciarse del libre pensamiento, por eso afirmaba la 
importancia del factor racionalista en el protestantismo. Aún más, Cavaillès 
pensaba que la profunda originalidad del protestantismo residía en su actitud 
racionalista; en concreto, escribiría que el protestantismo es un "racionalismo 
radical". Después de esto no nos sorprenderá el que Cavaillès tenga una 
concepción de la trascendencia que hay que buscar en la inmanencia de la 
razón, en el concepto, en las matemáticas. Como consecuencia de esto, para 
Cavaillès la naturaleza de las matemáticas coincidirá con su propio progreso. 
O sea, seguir su progreso será descubrir su naturaleza. De esta forma es como, 
en colaboración con la que ya era entonces una algebrista de primer orden a 
nivel mundial, la matemática alemana Emmy Noether, publica la 
correspondencia entre Cantor y Dedekind que comprende desde el mes de 
Abril de 1872 al mes de Agosto de 1899. Esta serie de cartas está considerada 
como fundamental para entender la génesis de la teoría de conjuntos80. No es 
necesario decir que con este trabajo, Cavaillès comienza su estudio profundo 
de las matemáticas en cuanto a su “historia”, su “lógica” y su “filosofía”. 
Como las cosas en Alemania no las soporta, se vuelve a su país, Francia. 
      
En Noviembre de 1931 vuelve a la ENS con sus cursos dirigidos a los que 
preparan la agregaduría y las tareas que asume como "caimán"81, además de 
comenzar a preparar sus Tesis. Durante el invierno de 1933-1934 prepara un 
curso de matemáticas para los filósofos de la ENS ⎯abierto también a los 
alumnos de la Sorbona⎯, compuesto por tres sesiones sobre teoría de 
conjuntos. Todavía en el curso 1935-1936 es "agregado-repetidor" en la ENS. 
Al comenzar el curso 1936-1937 es nombrado profesor en un "Lycée" de 
                                                           
          80 El título era: Briefwechsel Cantor-Dedekind. Lo publicó la editorial Hermann en París, (1937).  En el 
año 1962 la misma editorial lo reeditó, traducido al francés por Charles Ehresmann, junto con otros artículos 
del autor en Philosophie Mathématique.  
 
          81 En la jerga universitaria francesa de la época se llamaba "caimán" al que hacía como de intermediario 
entre los alumnos y el profesorado. 
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Amiens donde le cuesta un poco adaptarse, tanto a los "nuevos" alumnos 
como a la nueva ciudad. Pero está cerca de París y los científicos de la ENS 
firman una petición para que pueda dar algunas conferencias de lógica (de esta 
forma puede tener libre en el "Lycée" los jueves y los sábados). Es evidente 
que vuelve con placer al auditorio normaliano82. En Octubre de 1937 se 
incorpora de nuevo al "Lycée" de Amiens, hasta que el 20 de Mayo de 1938 
fue nombrado lector de  lógica y filosofía general en la Facultad de Letras de 
la Universidad de Estrasburgo. En 1937-1938 obtiene su Doctorado en Letras 
(Filosofía) con una Tesis Principal sobre el método axiomático y una Tesis 
Complementaria sobre la teoría de conjuntos (Méthode axiomatique et 
formalisme y Remarques sur la formation de la théorie abstraite des 
ensembles, respectivamente)83. Las Tesis las defiende en la Sorbona84, el 
sábado 22 de Enero de 1938, ante un tribunal presidido por Brunschvicg, su 
director, el cual quiso que en dicho tribunal hubiera dos matemáticos y dos 
filósofos. Los matemáticos fueron Élie Cartan y Arnaud Denjoy; los filósofos 
eran de la Sorbona: Abel Rey y Jean Laporte.  
 
En 1939 fue movilizado. En Junio de 1940 lo hicieron prisionero y se escapó a 
Bélgica mientras lo transportaban a Alemania; volvió a la enseñanza en la 
Universidad de Estrasburgo y luego se trasladó a Clermont-Ferrand. En 1941 
fue  nombrado  profesor asociado de lógica en la Sorbona. Como cofundador 
del movimiento de resistencia “Libération-Sud”, la policía francesa le detuvo 
en Agosto de 1942 y le mandó al sur de Francia, a Montpellier y Saint-Paul 
d’Eyjeaux (cerca de Limoges). Se escapó en Diciembre de ese mismo año y 
viajó a Londres. Regresó en 1943 y fue detenido por el contraespionaje 
alemán. Abandonado por el gobierno de Vichy, fue torturado y ejecutado el 17 
de Febrero de 1944 en la ciudad de Arras, después de que un tribunal militar le 
                                                           
          82 Ferrières (1996), p. 114. 
 
          83 Los Remarques se publicaron en París, en 1938, por la editorial Hermann en la revista de “Actualités 
Scientifiques et Industrielles”, nº 606 et 607. La misma editorial, en el año 1962, lo reeditó con otros artículos 
del autor, en: Philosophie Mathématique. En cuanto a Méthode axiomatique... se publicó en la misma revista, 
el mismo año, y con los números: 608, 609 y 610 por la misma editorial y también en París. En el año 1981 lo 
vuelve a reeditar con una introducción de J-T. Desanti y un prefacio de H. Cartan. Hemos de decir que es un 
ejemplar de esta edición el que nos ha servido de texto base para nuestro estudio.  
     
          84 No deja de ser curioso el hecho de que en la época de Cavaillès y Lautman, se entregaban las Tesis 
mecanografiadas en la Facultad o Universidad donde había estudiado el alumno (en la ENS en el caso de 
nuestros amigos) y a los pocos días se obtenía el permiso para imprimirlas, antes de defenderlas o leerlas (en 
el caso de Cavaillès y Lautman sabemos que las leyeron ambos en la Sorbona). Así, en las páginas 116-117 de 
Ferrières (1996), podemos leer que Cavaillès entregó sus Tesis a primeros de Julio de 1937 y el 10 de ese 
mismo mes ya obtiene el permiso de impresión. De hecho, el 16 de Julio, se las lleva a Freymann, el editor de 
Hermann, para su publicación. 
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condenara a muerte. Tras su ejecución le nombraron Compañero de la 
Liberación y Caballero de la Legión de Honor. Su cadáver fue descubierto en 
una fosa común bajo la inscripción “Desconocido nº 5". Georges Canguilhem 
(1904-1995) dice el 9 de Mayo de 1967, en la inauguración del Anfiteatro 
Jean Cavaillès en la Nueva Facultad de Letras de Estrasburgo, lo siguiente:  
 
"Frecuentemente he pensado que no se habría podido encontrar un epitafio 
más conmovedor para un filósofo-matemático: cinco, suma pitagórica del 
primer par y el primer impar, y desconocido, el ente del pensamiento que la 
filosofía a veces exalta y a veces exorciza y que la matemática reduce 
calmadamente por medio de un cálculo"85.  
 
El 11 de Noviembre de 1946, los restos mortales de Jean Cavaillès fueron 
depositados en la cripta de la capilla de la Sorbona.   
 
Durante su internamiento en el sur de Francia, se dedicó a escribir la que sería 
su obra filosófica más importante. Es decir, su testamento filosófico, del que 
no tuvo tiempo de escribir la Introducción; lo que fue una gran pena, puesto  
que habría hecho más explícitas sus ideas. Los editores de esta obra fueron sus 
amigos Canguilhem y Charles Ehresmann (1905-1979); este último es 
considerado, a veces, como otro miembro fundador del “Grupo Bourbaki”. Le 
pusieron por título Sur la logique et la théorie de la  science en el año 194786. 
Para algunos autores, como  Christian Delacampagne en su libro Historia de 
la filosofía en el siglo XX  del año 1999, la obra póstuma de Cavaillès está 
marcada por la influencia de Bolzano87. Para otros, como los que dirigen la 
revista mejicana MATHESIS en su número de Noviembre de 198988, se puede 

                                                           
          85 En 1984 G. Canguilhem publicó el libro Vie et mort de Jean Cavaillès donde aparecía la conferencia 
que pronunció en la inauguración del Anfiteatro Jean Cavaillès y otras cosas más sobre su amigo. El libro 
apareció en Villefranche, en Les Carnets de Baudasser, editado por Pierre Laleure. Se reedita en 1996 por 
Ediciones Allia en París. Precisamente en la página 23 de esta reedición está la cita aludida, puesto que es el 
libro que tenemos delante.  
  
          86 Posteriormente, en 1960, la editorial PUF hizo una segunda edición con un prefacio de G. Bachelard 
(1884-1962). En 1976, 1987 y 1997 la Librería Filosófica J. Vrin ha publicado otras tantas ediciones. 
 
          87 Ediciones Península, p. 278. 
 
          88 Este número de la revista está dedicado, íntegramente, a la filosofía matemática tal y como se gestó  
en Francia, desde L. Couturat (1868-1914) hasta J. Cavaillès. También en este número se pueden ver los 
artículos El pensamiento matemático, que escribió Cavaillès en colaboración con Albert Lautman para una 
conferencia conjunta dada, en 1939, en la Sociedad francesa de Filosofía (publicado en el Boletín de dicha 
Sociedad el año 1946 pp. 1-39) y Matemáticas y formalismo de Cavaillès que lo editó en 1949 G. Canguilhem 
en la Revista Internacional de Filosofía nº 8, p. 3-9.    
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establecer un paralelismo entre el trágico final de Galois y la implicación de 
su obra, con Cavaillès y lo que acabamos de decir sobre él. 
 
La evolución de su pensamiento sobre filosofía de las matemáticas queda 
perfectamente reflejada a través de sus tres escritos más importantes, todos 
ellos relacionados con dicho tema: los Remarques...; Méthode axiomatique... y 
Sur la logique... Nos detendremos más en el primero de los escritos (su Tesis 
Complementaria) porque, en realidad, se trata de una introducción a los otros 
dos; los cuales serán tratados con amplitud, más adelante, en capítulos 
posteriores. 
 
Respecto a los Remarques... diríamos, en primer lugar, que a Cavaillès la 
teoría de conjuntos le impresionó profundamente, no sólo por la genialidad de 
su principal creador, Cantor; sino porque encuentra en dicha teoría un material 
extraordinario para desarrollar sus preocupaciones filosóficas. Cavaillès se 
cuida mucho de entrar en el juego o la tentación del prejuicio realista, de 
atribuir a las entidades matemáticas una existencia independiente de las 
construcciones del matemático. Para él las preguntas del tipo: ¿qué es un 
número?, ¿qué es un punto geométrico?, ¿qué es el espacio? o ¿qué es un 
continuo? no tienen sentido; ya que implicarían el esfuerzo de ajustar una 
definición a una entidad supuesta anterior. Para él no hay entidades anteriores. 
El universo matemático no es una tienda de objetos que han ido apareciendo 
en los diferentes descubrimientos, sino más bien es el producto, en 
transformación constante, de un movimiento del pensamiento. Pero, como el 
pensamiento se desarrolla en el tiempo, la historia de las matemáticas adquiere 
una importancia capital. Al reconstituir el movimiento, la historia nos lleva 
hacia la esencia. La esencia de una actividad y no de una cosa. La historia de 
las matemáticas es la que ofrece al filósofo, precisamente, un acceso a “la 
experiencia matemática”; es decir, a la formulación y a la resolución de 
problemas. Pero esta “experiencia matemática” de Cavaillès es algo más que 
la experiencia de la que hablamos corrientemente. Para Cavaillès, la 
experiencia “verdadera”, la experiencia matemática, es conocimiento; o sea, 
“pensamiento efectivo” (ya veremos en su momento lo que quiere decir con 
esto).  
 
Este trabajo de Cavaillès, sobre la formación de la teoría abstracta de 
conjuntos, tiene por subtítulo Estudio histórico y crítico; lo que será 
importante a tener en cuenta en nuestro análisis. Porque nos puede hacer creer 
que se trata de historia de las ciencias matemáticas. Pero, aunque tenga 
numerosas referencias históricas, veremos que Cavaillès, desde el principio, 
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indicará muy claramente que el objetivo que persigue no es una descripción 
histórica que pueda dar cuenta de los acontecimientos sucesivos. En la 
Introducción, Cavaillès trata de hacer un poco de historia sobre el carácter 
controvertido de la teoría de conjuntos; controversia que hace de ella un objeto 
de estudio privilegiado. Una simple mirada muestra una historia con mucho 
movimiento o, mejor dicho, agitación. Para empezar, están las circunstancias 
en las cuales se desarrolla la obra de Cantor. El propio Cavaillès, en su 
"advertencia" a la Correspondencia Cantor-Dedekind89, utiliza expresiones 
como: "la atmósfera desfavorable", "el aislamiento moral", "el verdadero 
sufrimiento", "los ataques de los adversarios", etc.90 para situarnos en las 
dificultades que padeció Cantor a la hora en que estaba dando a luz su 
maravillosa teoría. Después surgen las antinomias que parecen dar al traste 
con dicha teoría. La consagración llega tardíamente. Pero, a pesar de estos 
problemas, las aplicaciones de la teoría de conjuntos son cada vez más 
numerosas. En las matemáticas de su tiempo, Cavaillès enumera varias ramas 
que están en dependencia directa con la teoría de conjuntos; por ejemplo, la 
topología general y la teoría de la integración.  
 
Por lo tanto, la teoría de conjuntos tiene una situación ambigua en el edificio 
matemático: se desarrolla en medio de restricciones y contradicciones, pero 
sus procedimientos son utilizados en la matemática clásica. El objetivo de 
Cavaillès será aclarar esta ambigüedad y determinar el alcance, la validez 
tanto como la unidad, de los procedimientos conjuntistas. Lo que se puede 
decir también de otra manera: describir el desarrollo del pensamiento 
matemático y, a través de él, sorprender (captar) el mecanismo de sus 
creaciones. Para ello tendrá que fijar, ante todo, el método de una 
investigación de este tipo. Pues sabemos que, en el momento de las 
antinomias, los matemáticos han tomado el hábito de distinguir en sus 
demostraciones las partes que dependen del axioma de elección y discutirlas 
caso por caso. Dicho de otra manera, los razonamientos que hacen uso del 
axioma de elección son tratados con más o menos reserva, dependiendo de si 
                                                           
           
          89 Cavaillès (1962), pp. 179-185. 
 
          90 Para tener una visión algo diferente de este asunto, puede ser interesante el libro de la psicoanalista y 
matemática Nathalie Charraud, de 1994, titulado Infini et Inconscient, Essai sur Georg Cantor. En él la autora 
trata de demostrar que la "locura" y el aislamiento en el que murió Cantor en el Hospital Psiquiátrico 
Universitario de Halle, no se debió tanto a la incomprensión o los enfrentamientos con sus colegas (cosa que 
le satisfacía y pretendió) como a la imposibilidad de asumir la responsabilidad de haber creado una nueva 
teoría que no pudo controlar. En otras palabras, lo que la autora quiere decir es que el hecho de que le fuera 
imposible alcanzar las demostraciones de las proposiciones capitales de la teoría creada por él, fue lo que 
desencadenó su triste final. 
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conciernen a conjuntos enumerables, etc. Sin embargo, estas precauciones no 
bastan en la práctica matemática. Por eso dirá Cavaillès: 
 
Un método no es algo que se pueda aislar arbitrariamente por las 
necesidades de un problema. La exigencia misma de seguridad obliga a 
despojarlo de su vestimenta accidental, tomada en un caso particular, para 
precisar las condiciones necesarias y suficientes de su aplicación91. 
 
Por lo tanto, Cavaillès no se puede contentar con examinar los procedimientos 
en la situación singular de su puesta en marcha. Es preciso buscar la unidad de 
los procedimientos empleados y, examinando el método en su esencia, definir 
un dominio de aplicación. Por eso, un poco más adelante, en la misma página, 
añadirá: 
 
No habrá matemática rigurosa más que cuando se tenga, por la propia 
investigación de los procedimientos, definido el campo de objetos a los cuales 
ellos convienen. 
 
Ahora bien, es evidente que las aplicaciones a la matemática clásica nos 
acercan al problema del alcance de los procedimientos conjuntistas. O sea, que 
las aplicaciones apelan a una investigación técnica de los procedimientos 
conjuntistas que permita delimitar su dominio. Esta investigación técnica toma 
la forma de una axiomatización. Sin embargo, la axiomatización no hace más 
que manifestar la unidad de una teoría. La teoría está relacionada con sus 
procedimientos mejor que con su dominio, que no está definido más que por el 
análisis de los procedimientos. Luego, a las dos investigaciones posibles, 
axiomática y epistemológica, Cavaillès les da un giro hacia los 
procedimientos, tanto para tratar de explicitar la naturaleza matemática, como 
para despejar el núcleo intuitivo. De ahí que defina su propósito así: 
 
Seguir la génesis de las nociones, precisar sobre todo sus lazos efectivos con 
los problemas y aislar los procedimientos generales cuyo gesto interior se 
acerque lo más posible a la intuición central imposible de describir, tal es el 
trabajo ⎯a la vez sometido a la historia y a la crítica de sus resultados⎯ que 
tiene alguna posibilidad de llegar a un resultado objetivo92.   
 

                                                           
          91 Cavaillès (1962), p. 27. 
 
          92 Cavaillès (1962), p. 29. 
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No cabe ninguna duda de que en este párrafo se encuentran frases que serán 
muy importantes para el estudio de la obra de Cavaillès. Aquí están palabras 
clave como: lazos o procedimientos efectivos, gesto interior, intuición central 
imposible de describir, sumisión a la historia a condición de esclarecer el 
sentido interno de sus resultados, etc. Para Cavaillès no se puede "pasar" de la 
historia de las matemáticas, porque ella da testimonio de la constitución del 
tejido matemático, del cual se alimentan los matemáticos. Además, tiene el 
mérito de poner en evidencia la cultura operativa del matemático; lo que 
implica, como regalo, que sea historia de los contenidos. Piensa Cavaillès que 
la historia que se está haciendo, en las matemáticas más contemporáneas, es 
tan interesante y bonita como la historia archivada. De aquí que la reflexión 
epistemológica la haga Cavaillès a través de la historia, a pesar de que la 
historia de la matemática pueda parecer extrínseca a la propia matemática; por 
eso, todavía en la página 27, dirá: 
 
La historia matemática parece, de todas las historias, la menos unida con 
aquello de lo cual ella es vehículo. 
 
O sea, que la historia de las matemáticas no es una historia en el sentido usual 
del término. Es un devenir inteligible y necesario. Cavaillès dirá 
explícitamente: 
 
Esta historia, que no es una historia93. 
 
En otras palabras, para Cavaillès, el devenir es necesario porque está unido a 
la realidad matemática, cualquiera que sea la concepción que se tenga de la 
realidad matemática. O sea, está "fundado" matemáticamente. Lo que 
caracteriza el devenir matemático, no es lo que tiene de históricamente 
contingente, y que comparte con cualquier otra producción intelectual o 
simplemente humana, es el hecho de que este devenir se revela portador de 
necesidad. Como, para Cavaillès, "contingente" es lo contrario de autónomo 
(para el devenir matemático) y de libre (para el devenir humano), esta 
necesidad es interna. 
 
En definitiva, el método de Cavaillès es histórico, igual que el de Brunschvicg 
en Les Étapes de la philosophie mathématique; donde reconoce en 1938, 
                                                           
          93 Ver la página 8 de "Mathématiques et formalisme" en Revue Internationale de Philosophie, 3, nº 8, 
pp. 3-9 (editado por G. Canguilhem en 1949). En la edición de las OEuvres Complètes de 1994, está en la 
página 664. También se puede ver en la página 584 de la revista MATHESIS (Vol. V, nº 4, Noviembre, 1989). 
Frase que, por cierto, utilizará como título de la primera parte de su libro Jean Cavaillès. Philosophie 
mathématique Hourya-Benis Sinaceur (PUF, Paris, 1994).  

 88



durante su defensa de las Tesis, haber "tomado su inspiración y su modelo"94. 
Es decir, que la reflexión epistemológica la hará a través de la historia (a pesar 
de lo que acaba de decir unas líneas más arriba). Y tratará de poner en 
evidencia un doble punto de vista sobre la unidad de una teoría en general 
(aunque él esté utilizando para ello el caso especial de la teoría de conjuntos); 
uno consiste en una axiomatización, el otro en una reflexión histórica. De esta 
manera, termina diciendo en la Introducción, intentará demostrar que la teoría 
de conjuntos no es una "fantasía histórica", sino una "aparición necesaria"; 
que posee una "estructura autónoma" en lugar de ser una "pluralidad bañada 
por un sistema contingente". Veremos que la clave para llegar a esto Cavaillès 
la encuentra en el hecho de que, tanto Cantor como Dedekind, cada uno 
estudiando unos problemas muy concretos que aparentemente no tienen nada 
en común, desembocan ambos en la teoría de conjuntos. Cavaillès llegará a la 
conclusión de que la teoría de conjuntos es abstracta, precisamente porque es 
en el corazón de esa abstracción de donde sacará el sentido, reencontrándose 
con los gestos que la han elaborado. Gestos que, la mayoría de las veces, son 
abstractos y coinciden con actitudes del espíritu. Veremos también que la 
intuición central es imposible describirla porque no es una intuición en sentido 
clásico, sino más bien una experiencia.  
 
No cabe duda que la teoría de conjuntos es una teoría matemática muy 
peculiar ya que, por una parte, es una teoría matemática entre otras teorías 
matemáticas; pero, por otra parte, casi todo el resto de la matemática ⎯en 
particular todas las teorías matemáticas tradicionales⎯ son interpretables en 
ella o reducibles a ella. Desde este punto de vista se puede hablar de la teoría 
de conjuntos como fundamento de la matemática. Pero además, el hecho de 
que se utilizaran los métodos conjuntistas en teorías matemáticas muy dispares 
le confirió a la matemática una unidad de la que carecía hasta finales del siglo 
XIX y que adquirió con el uso progresivo de la teoría de conjuntos. He aquí 
dos términos: fundamento y unidad que aplicados a la matemática a través de 
la teoría de conjuntos fascinaron a Cavaillès. 
 
En definitiva, la Tesis Complementaria de Cavaillès nos viene a decir que la 
formación de la teoría abstracta de conjuntos se hace en tres etapas. En una 
primera etapa, los procedimientos conjuntistas se diseñan sobre el campo del 
Análisis en el siglo XIX. En una segunda etapa, Cantor desarrolla estos 

                                                           
 
          94 Ferrières (1950), p. 47. También en 1928, cuando Cavaillès le pide a Brunschvicg que dirija sus tesis, 
el maestro y el alumno están "de acuerdo" sobre el "método" de "un posible trabajo sobre la teoría de 
conjuntos". 
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procedimientos que derivan, por una parte, en las determinaciones de 
potencias en la teoría de la equivalencia y, por otra parte, en una extensión de 
la numeración en la teoría ordinal. La tercera etapa es una axiomatización. Es 
preciso además seguir la preparación de la teoría abstracta por Dedekind, para 
fundar la aritmética, así como las prolongaciones hechas por Zermelo para 
demostrar que el axioma de elección permite realizar el buen orden. Los 
principales procedimientos utilizados por Cantor son recuperados en la teoría 
abstracta y ésta parece permitir una axiomatización de la creación cantoriana. 
La parte final de los Remarques... está consagrada a un examen sucinto de las 
axiomáticas de Zermelo, Fraenkel y Von Neumann. Donde se va viendo surgir 
una separación, que se va agrandando, entre la teoría axiomatizada y la 
matemática clásica. Sin embargo, es preciso vincular la teoría axiomatizada 
con la teoría ingenua y reintegrarlas en el edificio matemático. 
 
Cavaillès no niega la utilidad de la axiomatización; al contrario, la concibe 
como un proceso en el devenir matemático y, en cuanto tal, situado sobre el 
suelo de un pasado y al lado de desarrollos contemporáneos. Además, la teoría 
axiomatizada parece que nos muestra la verdadera estructura de la teoría 
ingenua y, eventualmente, resuelve sus contradicciones aparentes. Pero no es 
preciso romper las solidaridades que relacionan la teoría axiomatizada con la 
teoría ingenua y ésta con teorías subyacentes y adyacentes. Por esto es por lo 
que Cavaillès utiliza el sistema de Von Neumann para aclarar la economía de 
la teoría de conjuntos, aunque exige su reinserción en la unidad de la 
matemática. 
 
Si Cavaillès comenzaba los Remarques... diciendo que el punto de vista 
axiomático parece yuxtaponerse al punto de vista epistemológico. En realidad, 
al final, cuando la historia deriva a una axiomatización, el punto de vista 
axiomático se integra en el punto de vista epistemológico. Ahora bien, como 
las nociones primeras, al menos la de número y función, provienen de la 
matemática clásica es ilusorio querer, como pretendía Zermelo, definirlas 
mediante la axiomatización de la teoría de conjuntos. La teoría de la 
equivalencia no es ni primera, ni autónoma. Su fecundidad depende de su 
inserción en un edificio donde la matemática clásica proporciona objetos y 
problemas. O sea, que tanto la historia como la exigencia de fecundidad y de 
seguridad, resitúan la teoría de la equivalencia en el edificio matemático y, 
allí, ésta aparece como un útil para la matemática clásica. 
 
Piensa Cavaillès que desde la creación cantoriana, la teoría ordinal parece 
disociarse de la teoría cardinal y de los problemas iniciales. Desde luego, ella 
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es más autónoma. No nos cabe ninguna duda de que el cantorismo es un 
proyecto de unificación de la matemática en la teoría ordinal. El problema está 
en que, a pesar de que Zermelo muestra que, bajo el axioma de elección, todo 
conjunto puede ser bien ordenado; sin embargo, la existencia de un buen 
orden la demuestra de forma abstracta. En otras palabras que, en general, no se 
sabe construir el buen orden de un conjunto dado, ni determinar el ordinal que 
le está asociado, ni tampoco la clase a la cual pertenecería este ordinal. En 
particular, no se puede situar el continuo sobre la escala de las potencias de la 
teoría ordinal. De esta forma, la matemática clásica no se puede incluir en la 
teoría ordinal. Las dos teorías tienen orientaciones distintas y el problema del 
continuo, en tanto que insoluble, manifiesta la irreductible diferencia entre 
ellas95.  
 
Cualquiera que sea su unidad en tanto que teoría, la teoría ordinal no puede ser 
separada del edificio y del devenir de la matemática, después del origen y la 
numeración. Luego, las teorías de la equivalencia y del orden nos reenvían a la 
matemática clásica y se integran con ella en un único edificio. Nosotros 
diríamos que estas dos formas complementarias del número: el cardinal y el 
ordinal (la "hélice virtuosa" de la que habla José Ferreirós96), en realidad, 
representan muy claramente la dualidad de la propia matemática. Por lo tanto, 
es preciso recolocar la teoría de conjuntos en el interior del edificio 
matemático y, desde entonces... 
 
El problema de la teoría de conjuntos se convierte en el problema del 
fundamento de las matemáticas97. 
 
Frase con la que Cavaillès, en realidad, nos está enviando a su Tesis Principal, 
como veremos en el próximo capítulo. O sea, Cavaillès nos envía del 
problema del contenido de la teoría de conjuntos al problema del fundamento 
del edificio matemático. Sin embargo, finaliza los Remarques... diciendo 
textualmente: 
 

                                                           
          95 Concretamente, Cavaillès, desde 1937, considera el problema del continuo como "probablemente 
insoluble" en "Réflexions sur le fondement des mathématiques", Travaux du IXe Congrès International de 
Philosophie (Congrès Descartes), t. VI. Publicado el mismo año en Actualités scientifiques et industrielles, nº 
535, París, Hermann, pp. 136-139. 
   
          96 Ver Cantor (2006), p. 40. 
 
          97 Cavaillès (1962), p. 159. 
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Es en el análisis entero situado en el problema de una existencia y de una 
afirmación, para los cuales una definición del trabajo matemático en general 
es necesaria98. 
 
Es evidente que, en principio, la cuestión que plantea aquí Cavaillès es la de la 
validez y la unidad de la teoría de conjuntos. En realidad, él no pone en duda 
la validez intrínseca de las operaciones conjuntistas. Así, tanto la extensión de 
la numeración en el transfinito como la solución al buen orden a través del 
axioma de elección las acepta, a pesar de las críticas de las que han sido 
objeto. Por el contrario, la cuestión de la unidad no está resuelta con certeza. 
El estudio histórico realizado por Cavaillès hace resurgir una dualidad de 
inspiración entre teoría cardinal y teoría ordinal. La teoría cardinal parece 
subordinarse a la matemática clásica y se reduce al papel de instrumento para 
la matemática clásica. La teoría ordinal, centrada sobre el "nombrement" y, 
más profundamente, sobre la numeración intuitiva, parece poseer una 
autonomía relativa y constituir una verdadera teoría. Pero Cavaillès no da una 
respuesta que zanje la cuestión. Aunque, cualquiera que sea, está seguro de 
que las dos teorías, cardinal y ordinal, no tienen sentido y, por consiguiente, 
unidad más que insertándolas en la unidad superior de la matemática. Más 
adelante, en el debate del 4 de Febrero de 1939 con Lautman, Cavaillès dirá 
que establecer la prioridad entre las nociones de número entero y de conjunto 
bien ordenado o enumerable, es una pregunta matemática de difícil solución. 
De todas formas, la respuesta de Cavaillès a dicha pregunta es que la primera 
noción es prioritaria.     
 
Ahora bien, si para finalizar este resumen de los Remarques... de Cavaillès nos 
planteáramos la pregunta ¿qué justificaba la teoría de conjuntos? Podíamos 
decir que la teoría de conjuntos personificaba o encarnaba algunos de los 
rasgos más característicos de la moderna aproximación a las matemáticas que 
estaba asociada a los nombres de Riemann, Dedekind, Cantor y Hilbert. Estos 
rasgos se podían concretar en los siguientes: 
 
1º.- La aceptación de la noción "abstracta" de función propuesta por Dirichlet. 
 
2º.- Total aceptación de los conjuntos infinitos y los grandes infinitos. 
 
3º.- Confianza en los depurados métodos de demostración existenciales. 
 
                                                           
          98 Cavaillès (1962), p. 164. 
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4º.- Caracterización axiomática de los sistemas matemáticos, "estructuras"99. 
 
No cabe duda que con estos rasgos tenían los matemáticos una manera muy 
característica de comprender no sólo el conocimiento matemático, sino los 
"objetos" matemáticos y su existencia. Sabemos que todos estos rasgos 
provocaron controversias, así como reacciones de los matemáticos asentados 
en Berlín y París, las mecas de la matemática en esos días. Vamos a intentar 
explicar el primero y tercer rasgos, ya que el segundo está relacionado con la 
obra de Cantor (de la que hemos estamos hablando) y el cuarto lo está con el 
álgebra abstracta (que ya hemos tratado en el Capítulo II de nuestro trabajo). 
 
Si quisiéramos seguir el rastro a la evolución de la idea de función en 
matemáticas, la resumiríamos así. Sabemos que Euler concebía ya el concepto 
de función de una forma bastante general, de hecho más general que 
d’Alembert, pero admite que tales funciones pueden expresarse 
analíticamente. Este punto de vista no se modificó de forma sustancial hasta 
los trabajos de Fourier, en los que descubre la posibilidad de representar 
funciones discontinuas como sumas de series trigonométricas. Aunque las 
demostraciones de Fourier carecían de rigor y su dominio de validez no estaba 
especificado, sus fórmulas integrales tenían un sentido intuitivo evidente 
desde el momento en que se suponía que la función que aparecía dentro del 
signo integral era continua y monótona a trozos (pues para Fourier la integral 
se define todavía recurriendo a la noción de área). Fue Dirichlet el que, 
precisando las ideas de Fourier, define la noción general de función tal y como 
se concibe hoy día. 
 
En términos modernos, Dirichlet parece creer que la integrabilidad es 
equivalente al hecho de que los puntos de discontinuidad formen un conjunto 
"diseminado" y considera el célebre ejemplo de la función que vale 0 para x 
irracional y vale 1 para x racional, afirmando que esta función no podría 
sustituirse en la integral (sabemos que no es integrable según Riemann pero, 
siendo casi siempre igual a cero, es integrable según Lebesgue). Lo que no 
admite duda es que el desarrollo de la noción moderna de integral está 
estrechamente relacionado con la evolución de la idea de función. En 
definitiva, lo más importante es que desde Dirichlet hasta nuestros días se 
puede ver la estrecha relación entre la integración y lo que ahora llamamos 
"análisis armónico", que constituye de alguna manera su piedra de toque. 
                                                           
          99 Le debemos a José Ferreirós la sistematización de estos cuatro rasgos. Por cierto, aparecerán 
próximamente publicados dentro de un artículo titulado ‘The crisis in the foundations of mathematics’ en T. 
Gowers (ed.), Princeton Companion to Mathematics, Princeton University Press. 
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Respecto a los métodos de demostración existenciales nos gustaría mencionar 
solamente, de las famosas Cinq lettres sur la théorie des ensembles de 1905, 
la I y la IV ambas de Hadamard a Borel donde el primero hace una encendida 
defensa de las demostraciones de Zermelo. Creemos que este momento fue 
crucial para que los matemáticos manifestaran su confianza en estos métodos 
de demostración. Sin ninguna duda Hadamard es, de los cuatro matemáticos 
que intervienen en la famosa correspondencia (Baire, Borel y Lebesgue son 
los colegas de Hadamard), el único cuyos comentarios siguen estando vigentes 
a día de hoy100.            
 
No quisiéramos terminar este resumen sin hacer referencia a la opinión que 
expresó A. Fraenkel sobre la Tesis Complementaria de Cavaillès, en la famosa 
publicación The Journal of Symbolic Logic, Vol. 3, nº4, Diciembre 1938, pp. 
167-168. Comienza Fraenkel diciendo: "La exposición no es sólo histórica, 
sino crítica en el doble sentido de que, junto a los puntos discutibles de los 
distintos trabajos, se presentan ante todo las motivaciones de los desarrollos, 
su alcance y su influencia". Para Fraenkel, el mayor interés para los lectores 
del Journal está en la tercera parte, dedicada a la teoría de cadenas de 
Dedekind y a las fundamentaciones axiomáticas de la teoría de conjuntos. 
Respecto de la axiomatización de Zermelo y su desarrollo por Fraenkel 
(precisamente el recensor) dice que Cavaillès la sitúa en primer plano, 
ofreciendo "una instructiva comparación con las operaciones de Dedekind". 
Termina diciendo Fraenkel: "En suma, encontramos aquí una investigación 
tan detallada como estimulante, que será seguida con interés y reconocimiento 
por el matemático y especialmente por investigadores en fundamentos de la 
matemática"101.  
 
Lo que Cavaillès nos dice en Méthode axiomatique... se verá ampliamente en 
el próximo capítulo; pero podemos adelantar que trata de asociar claramente 
dos cosas: reflexión crítica sobre el trabajo del matemático y análisis de la 
noción de objeto. Para él los objetos matemáticos no son ni abstracciones del 
mundo sensible (en el sentido de Aristóteles), ni son construidos en la 
intuición (en el sentido de Kant), ni son seres en sí de un universo inteligible 
(en el sentido de Bolzano (1781-1848) y Frege), ni son puros productos de la 
                                                           
          100 Se pueden ver en Rivenc y Rouilhan (1992), pp. 295-307. 
 
          101 Estamos en deuda con José Ferreirós que nos tradujo la recensión de Fraenkel del alemán original. 
También nos gustaría añadir que la tesis de José Ferreirós, publicada en 1992 por Ediciones  de la 
Universidad Autónoma de Madrid, tiene por título El nacimiento de la teoría de conjuntos, 1854-1908 y nos 
ha sido muy útil para tener una visión general sobre los orígenes de dicha teoría.  
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iniciativa del espíritu humano (en el sentido de Brouwer). Por lo tanto, para él 
los objetos matemáticos no son dados, sino construidos. No son más que un 
conjunto de reglas que responden a los problemas concretos. Las aportaciones 
de la axiomática abstracta (desarrollada por Hilbert y su escuela de Gotinga) 
ayudan a Cavaillès a explicar la objetividad y la fecundidad de las 
matemáticas. El engendramiento indefinido de objetos en el campo temático 
del que nos hablará al final del Méthode... constituye un devenir conceptual 
que no se puede detener. Aquí se nota la consonancia con la matemática 
conceptual de la escuela de Hilbert y de E. Noether, la cual se remonta en 
Alemania a Gauss y Dirichlet. No podemos finalizar este pequeño resumen sin 
hacer alusión a la reseña que Evert Beth hace de la Tesis Principal de 
Cavaillès en el Journal of Symbolic Logic, Vol. 4, 1939, pp. 32-33. Termina 
diciendo que: "el libro de Cavaillès es de un carácter ensayista más que 
sistemático, lo que explica al mismo tiempo sus encantos: una vivacidad y una 
riqueza de espíritu sorprendentes".                   
 
Al final de Sur la logique..., en su última página, propone Cavaillès una 
filosofía  del concepto  en  oposición a la tradicional filosofía de la conciencia. 
De esta manera modifica radicalmente la teoría del conocimiento heredada 
desde al menos Descartes, y continuada a través de Kant (1724-1804), Hegel 
(1770-1831) o Fichte (1762-1814), hasta desembocar en Husserl. Es la  
matemática de las estructuras, la que conduce a Cavaillès a una filosofía del 
concepto. Lo veremos con más detalle en un capítulo posterior. Para terminar 
diremos que Max Black hizo una pequeñísima recensión de la obra póstuma 
de Cavaillès en el Journal of Symbolic Logic, Vol. 14, nº4, Enero 1950, p. 
249. En principio, es interesante que aparezca la reseña en una revista tan 
importante, pero conociendo las inclinaciones tan marcadas del recensor hacia 
la filosofía analítica, no nos sorprende su poco entusiasmo. Veremos 
posteriormente que algo parecido había hecho ya, en 1947 y en el mismo 
Journal..., con el debate entre Cavaillès y Lautman del 4 de Febrero de 1939 
en la Sociedad francesa de Filosofía calificando a ambos (con desdén) de 
metafísicos. También el famoso Alonzo Church hace una ligera mención en el 
Journal of Symbolic Logic, Vol. 15, nº2, Junio 1950, pp. 143-144, del artículo 
de Cavaillès "Mathématiques et formalisme" que había editado G. 
Canguilhem en la Revue Internationale de Philosophie, Bruselas, Vol. 3, 
1949, pp. 158-165. 
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3.3 Biografía intelectual de Albert Lautman.- Albert Lautman nació en 
París el 8 de Febrero de 1908 en el seno de una familia judía de origen vienés 
(su padre era otorrinolaringólogo) y murió, fusilado por los alemanes en 
Souges (Gironde), el primero de Agosto de 1944 a la edad de 36 años por sus 
actividades en la Resistencia. Realiza sus estudios secundarios en Niza donde 
obtiene varios premios en los concursos generales. Después de hacer su año de 
letras superiores en París en el Liceo Condorcet, donde conoce a Jacques 
Herbrand (1908-1931) que será desde entonces su amigo, ingresa en la famosa 
Escuela Normal Superior102 de la rue d’Ulm en el año 1926, el mismo año en 
que lo hace su otro amigo, Claude Chevalley (1909-1984). Prefiere el estudio 
de la filosofía a la dirección de la empresa de su tío, que su familia le confía. 
Trabaja sobre problemas de lógica matemática a los que consagra su diploma 
de estudios superiores. En 1928 asiste al Congreso de la ciudad suiza de 
Davos donde conoce a Suzanne, su futura esposa.  
 
Antes de obtener su “agrégation” en filosofía en 1930 (en la que tiene como 
instructor a su amigo Cavaillès103), pasa varios meses en Berlín y Viena; 
concretando un poco más podemos decir que, entre su diploma de estudios 
superiores y la “agrégation” de filosofía, es decir, durante el año 1929 es 
cuando pasa varios meses en Berlín, siguiendo inmediatamente a André Weil 
(1906-1998) y Jean Cavaillès, y justamente antes de la partida de Herbrand 
para Hamburgo, Berlín y Gotinga. Como puede verse, en 1931 se casa con 
Suzanne Lautman y pasa después dos años en Japón, donde estudia y se 
interesa por los progresos de la física matemática. En 1934 nace su primer hijo 
Jacques, Catedrático de Sociología y antiguo “normaliano” (a día de hoy 
profesor emérito en la Universidad de Provenza), al que tenemos el gusto de 
conocer personalmente.  
 
O sea, que es con los matemáticos con quienes Lautman descubre la existencia 
de ideas enteramente nuevas en Alemania. Es en este país donde tienen lugar 
de forma que podíamos llamar “concomitante” dos acontecimientos científicos 

                                                           
          102 Es digno de tener en cuenta el hecho de que en la época de Cavaillès y Lautman la "élite" 
universitaria francesa se repartía entre la Escuela Politécnica y la ENS. La primera tenía una orientación 
específica hacia la formación de ingenieros, mientras que la ENS estaba guiada más hacia la formación de 
científicos puros. Algunos alumnos, que lógicamente tenían que ser de ciencias, se presentaban a los 
exámenes de ingreso de las dos Escuelas a pesar de que eran tremendamente selectivos. Como curiosidad 
histórica diremos que el matemático Jacques Hadamard (1865-1963) aprobó con el número uno los dos 
exámenes. Al final se decidió por ser "normaliano". 
   
          103 Es interesante lo que dice textualmente Cavaillès sobre Lautman: Está lleno de ardor por la filosofía 
matemática [Ver Ferrières (1996), p. 54]. 
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de primera magnitud; uno en el dominio del álgebra104, el otro en el de la 
física cuántica. De una parte, el desarrollo de la escuela de álgebra alrededor 
de Emil Artin (1898-1962) y de Emmy Noether donde los jóvenes científicos 
franceses “alimentados” en el Curso de Análisis  de Goursat (1858-1936) 
tienen la convicción de que es posible una reinterpretación del conjunto de las 
disciplinas matemáticas. Por otra parte, la presentación de los fundamentos de 
la mecánica cuántica así como su exposición como  teoría  física axiomatizada 
en el grupo de Gotinga hace caduca la ontología que servía tradicionalmente 
de base a la física clásica. En los dos casos, la abundancia y la riqueza de 
resultados se acompañan de un esfuerzo considerable de clarificación sobre  
qué es una teoría. 
 
Entre 1933 y 1939 participa regularmente en el seminario de Análisis de 
Gaston Julia (1893-1978) en la rue d’Ulm; lo que nos da una idea, tanto de la 
importancia de las matemáticas que domina, como de la gente con la que se 
relaciona, pues este seminario es un foro de exposición y debate matemático 
de primera magnitud. Hagamos un poco de historia. En 1933, Weil, Chevalley 
y sus camaradas se unen a Gaston Julia (el más joven de sus profesores en la 
Escuela Normal Superior) para que les dirija las reuniones que están 
organizando; pues es indispensable que exista un intermediario como Julia 
para así poder disponer de un aula que hay que solicitar a la Universidad de 
París. El seminario Julia, que se llamará a partir de 1938 “Seminario de 
Matemáticas”, se impartirá los lunes por la tarde, cada 15 días, durante el 
curso académico en el anfiteatro Darboux del Instituto Henri Poincaré. Cada 
año universitario estará consagrado solamente a un gran tema; así en 1933-34 
se dedicó a grupos y álgebras, en 1934-35 a espacios de Hilbert, en 1935-36 a 
topología, en 1936-37 a la obra de Élie Cartan, en 1937-38 a funciones 
algebraicas y en 1938-39 al cálculo de variaciones. El núcleo de los 
participantes está constituido por los futuros “Bourbaki” y sus camaradas, 
además de Julia y Élie Cartan que son asiduos y algunos matemáticos 
extranjeros, como von Neumann y Carl Siegel, que hacen alguna exposición.  
 
El seminario no puede sobrevivir a la guerra y se cierra en 1939. Resucitará en 
1948, aunque de una forma diferente, será entonces el “Seminario Bourbaki”. 
O sea, que  podemos decir que el “Seminario Julia” es el antecedente natural 
(nunca mejor dicho, después de ver su origen) del “Seminario Bourbaki”. 
                                                           
          104 Aunque podíamos decir que aquí “álgebra” se podía sustituir perfectamente por “topología”, 
“análisis funcional” o “geometría diferencial”. Lo que sucede es que “el álgebra” fue en esa época 
considerada (sin duda ninguna de forma algo exagerada) como el estandarte de la matemática moderna. En 
realidad, la matemática que suscita la reflexión de Cavaillès y Lautman es la “matemática de los algebristas” 
(como dice textualmente el primero en su Tesis Principal).  
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Después de esto se entenderá perfectamente, tanto el dominio que tiene 
Lautman de las diferentes ramas de las matemáticas, como su relación con los 
fundadores del Grupo Bourbaki.       
 
En 1935 da clases de filosofía matemática para los candidatos a la 
"agrégation" en la Escuela Normal Superior y en 1937 es nombrado profesor 
de educación secundaria. Defiende sus dos Tesis105 el sábado 18 de Diciembre 
de 1937 en la Sorbona ante un tribunal presidido por Brunschvicg, su director, 
el cual quiso que en dicho tribunal hubiese dos matemáticos y dos filósofos. 
Los matemáticos fueron Élie Cartan y Georges Bouligand; los filósofos eran 
de la Sorbona: René Poirier y Léon Robin106. La Tesis Principal lleva por 
título Essai sur les notions de structure et d’existence en mathématiques y la 
Tesis Complementaria Essai sur l’unité des sciences mathématiques dans leur 
développement actuel107. Como era judío, fue inquietado varias veces durante 
la ocupación alemana y salvado por la intervención de su gran amigo 
Cavaillès que ya es un miembro activo de la Resistencia; quizá por ello 
también él se hizo resistente. En 1940 como comandante de una batería 
antiaérea, realiza una incursión en Holanda. Al regresar, cae prisionero en 
Warhem y es enviado a un campo de concentración para oficiales en Silesia, 
del que se evade en Octubre de 1941 y consigue volver a Francia. En 1942 
ingresa en Toulouse en las actividades de la Resistencia (en concreto, en los 
Cuerpos Francos de Liberación) y visita en Noviembre de dicho año a 
Cavaillès, encarcelado en Montpellier. Fue arrestado y fusilado, como ya 
hemos dicho al principio, en 1944 a los 36 años de edad. Dejó tras de sí, 
además de sus tesis, artículos y comunicaciones en congresos de  filosofía que 
dan la medida de su valor filosófico.  

                                                           
          105 Por cierto, ya que hablamos de Tesis Principal y Tesis Complementaria, vamos a decir algo sobre 
esta situación típicamente francesa que aquí, en España, puede que no se conozca bien. Los licenciados 
universitarios que querían alcanzar el Doctorado en Letras, tenían que hacer un trabajo en latín. Esta situación 
provenía del Antiguo Régimen y fue mantenida después por la reforma napoleónica de la Universidad hasta la 
siguiente reforma de 1906. A partir de esta fecha, y hasta la reforma de 1969 en que se eliminó 
definitivamente la Tesis Complementaria, se podía sustituir el trabajo en latín por una Tesis Complementaria. 
He aquí la explicación para los casos de Cavaillès y Lautman que se doctoraron en Letras (sección de 
Filosofía) a finales de los años treinta. Estoy en deuda con Jacques Lautman, hijo de Albert Lautman, que me 
proporcionó esta información con su característica amabilidad. 
 
          106 En realidad, no estamos seguros de los componentes del tribunal a excepción del presidente, 
Brunschvicg, y del matemático Élie Cartan. Hemos intentado por todos los medios a nuestro alcance asegurar 
este dato y nos ha sido imposible hasta la fecha, solamente nos hemos "fiado" de los nombres que nos ha 
proporcionado, aunque con algunas reservas, Jacques Lautman. 
   
          107 Las publica inmediatamente, en 1938, gracias a Freymann, director en esa época de las ediciones 
Hermann (en la serie de las Actualités Scientifiques et Industrielles, nº 589-591) donde publica prácticamente 
toda su obra filosófica entre 1935 y 1939. 
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También mantuvo Lautman un debate muy interesante con su amigo 
Cavaillès, el 4 de Febrero de 1939, en la Sociedad Francesa de Filosofía sobre 
“el pensamiento matemático” y al que asistieron, entre otros, Élie Cartan, Paul 
Lévy, Maurice Fréchet, Charles Ehresmann, Paul Dubreil y Jean Hyppolite. 
En él expresaron  sus  puntos de vista, unas veces convergentes y otras 
divergentes, sobre lo que les fascinaba a ambos: la esencia de la matemática. 
Ya analizaremos ampliamente las posiciones discutidas en este debate más 
adelante.    
 
Para algunos108 la biografía de Lautman está aún por escribirse; lo que 
constituye una gran e injusta omisión de los historiadores (o podemos decir 
mejor que es una más de las muchas grandes e injustas omisiones de los 
historiadores). Lo poco que se sabe es lo que anota la hermana de Jean 
Cavaillès, Gabrielle Ferrières (1900-2001), en la biografía que publicó sobre 
su hermano titulada Jean Cavaillès, philosophe et combattant 1903-1944109. 
Aquí se encuentra la mayoría de la correspondencia epistolar que mantuvieron 
durante sus cortas vidas ambos amigos. También hay algunos datos sobre su 
vida en "Noticia sobre Albert Lautman" publicada por su esposa, Suzanne 
Lautman, en 1946110.       
 
Veamos algunos comentarios elogiosos sobre la obra de Lautman emitidos por 
algunos matemáticos y filósofos. 
 
 Comenzaremos por Dieudonné que en el artículo titulado Matemáticas vacías 
y matemáticas significativas111 dice: “Albert Lautman comprendió 
perfectamente lo que debería ser la filosofía de la matemática; se adueñó de la 
                                                           
          108 Ver la revista mejicana Mathesis vol. V, nº 4, Noviembre 1989, p. 589. 
               
          109 Esta primera edición se realiza en París, en 1950, por PUF. Reeditada en 1982 como Jean Cavaillès. 
Un philosophe dans la guerre: 1903-1944, París, Seuil. En 1996 se reedita, con un prefacio de Jacques 
Bouveresse, en Quimper por Calligrammes. Con motivo del centenario del nacimiento de Cavaillès, se vuelve 
a reeditar en 2003 en París por Éditions du Félin. 
 
          110 En el Annuaire de l'Association amicale de secours des anciens élèves de l'École normale 
superieure 2 (1946), pp. 56-60 (reeditado en: Albert Lautman, Symétrie et dissymétrie en mathématiques et en 
physique. Le problème du temps, Paris, Hermann, 1946, pp. 3-8) pero que es difícil de localizar. Nosotros 
hemos tenido acceso al documento gracias al libro sobre la obra de Albert Lautman que ha editado Fernando 
Zalamea titulado Albert Lautman. Ensayos sobre la estructura y la unidad de las matemáticas modernas, 
Siglo del Hombre Editores, Bogotá, 2006. 
 
          111 Publicado en castellano por la Editorial Tusquets en la serie Cuadernos Infimos nº 114 en un libro 
colectivo titulado Pensar la matemática en una 1ª edición el año 1984 y en una 2ª de 1988. La edición 
francesa es del año 1982 en Editions du Seuil. 
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matemática de su tiempo para hacer de ella un objeto de estudio filosófico” 
(pág. 192). Un poco más adelante, en la misma página, continúa diciendo: “Es 
innegable que la complejidad y la extensión de las actuales disciplinas 
matemáticas hacen necesario un gran esfuerzo de información para captar 
cómo se ordenan y evolucionan; pero el ejemplo de Lautman muestra que tal 
esfuerzo no es sobrehumano y que sólo requiere resolución y una inteligencia 
viva. Creo  que éste es el precio que hay que pagar por un futuro de fecunda 
colaboración entre matemáticos y filósofos en materia de epistemología, y es 
mi deseo que este futuro se haga realidad”.  
 
En el prólogo de este mismo libro, Maurice Loi dice: “Albert Lautman 
pensaba que el amor, la poesía, la contemplación de las obras de arte, las 
matemáticas, son todas una misma cosa, más real que lo que se cree que es 
real; no solamente creía en la unidad de las propias matemáticas a través de 
toda su diversidad, sino también en la unidad de la inteligencia y de la cultura; 
y esta fe era marca innegable de una vocación filosófica ejemplar” (pág. 9). 
Más adelante, en la página 13, termina diciendo “la filosofía de la matemática 
sin matemáticas vivas es vacía”. Este subrayado es nuestro y consideramos 
que en él reside una gran verdad. 
 
El filósofo Gilles Deleuze (1925-1995) en el libro Diferencia y repetición112 
escribe: "nadie mejor que Albert Lautman, en su admirable obra, ha mostrado 
que los problemas eran, ante todo, Ideas platónicas, relaciones ideales entre 
nociones dialécticas, relativas a 'situaciones eventuales de lo existente'; pero 
también mostró que los problemas se actualizan en las relaciones reales 
constitutivas de la solución buscada en un campo matemático o físico, etc. Es 
en ese sentido, según Lautman, en el que la ciencia siempre participa de una 
dialéctica que la supera; es decir, de una potencia matemática y 
extraproposicional, aunque esa dialéctica no encarne sus relaciones más que 
en las proposiciones de teorías científicas efectivas"113.                            
       
El filósofo Alain Badiou (nacido en 1937) en el libro Manifiesto por la 
filosofía114 opina que “el único gran pensamiento abiertamente platónico, y a 

                                                           
 
          112 Publicado en castellano el año 2002 en Buenos Aires por Amorrortu /editores, página 250. El 
original es de 1968, PUF, París. 
  
          113 Pensamos que se trata de un comentario algo hegeliano. 
  
          114 Publicado en castellano el año 1990 en Cátedra, página 78. El original francés es de 1989, Editions 
du Seuil, París. 
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la vez moderno, ha sido el de Albert Lautman en los años treinta. Ahora bien, 
este pensamiento está de cabo a rabo armado por las matemáticas. Ha sido 
profundamente enterrado y desconocido desde que los nazis, asesinando a 
Lautman, interrumpieron su curso. Es hoy el único punto de apoyo que 
podemos descubrir en casi cien años para la propuesta platónica que el 
momento actual nos exige, si dejamos a un lado la espontaneidad 
“platonizante” de muchos matemáticos, en particular K. Gödel y P. Cohen”. Y 
en El ser y el acontecimiento115 dice que "los escritos de Lautman son, 
hablando con propiedad, admirables, y lo que a ellos debo, incluso en las 
intuiciones fundadoras de este libro, es incalculable".  
 
Terminaremos con el filósofo-matemático Jean Petitot que en el artículo 
Refaire le "Timée". Introduction à la philosophie mathématique d'Albert 
Lautman116 opina que aunque Lautman fue fiel a ciertos aspectos del 
idealismo de su maestro Brunschvicg, jugó un papel determinante en la 
formación de lo que se convertiría en el espíritu bourbakista117. Casi al final 
del artículo dice que Lautman ha esbozado una de las raras concepciones 
filosóficas, si es que no es la única, en la que las relaciones entre las 
matemáticas y la realidad son compatibles con nuestra modernidad; pues 
Lautman cree, al igual que Gonseth, que la clave de las relaciones entre 
matemáticas y realidad está en profundizar en la "simbolización"118.   
 
Pues bien, teniendo en cuenta estos comentarios, trataremos de analizar su 
obra que está casi toda ella recogida en el libro Essai sur l’unité des 
mathématiques et divers écrits119. Será nuestra principal referencia en todo el 
trabajo sobre Lautman. De esta forma comprenderemos lo que piensa 
Lautman que son las matemáticas. Desde luego no es fácil, ya que su obra es 
de carácter metafísico; lo que hace que, dentro de la historia de la 
epistemología moderna, sea considerado como un autor cuando menos 

                                                           
 
          115 Publicado en castellano el año 1999 en Buenos Aires por la editorial Manantial, página 530. El 
original francés es de 1988, Seuil, París. 
 
          116 Publicado en la Revue d'Histoire des Sciences, XL, 1 (1987). Número monográfico de 129 páginas 
dedicado a la filosofía de la matemática de Cavaillès y Lautman. El artículo de Petitot ocupa las páginas 79-
115. 
 
          117 El subrayado es nuestro. 
 
          118 Aquí es importante el libro de Maurice Thirion Les mathématiques et le réel, Ellipses, París, 1999. 
 
          119 Publicado en el año 1977 en París por la Union générale d’Éditions y con prefacios de Costa de 
Beauregard, Jean Dieudonné y Maurice Loi. 
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original y desde luego solitario ya que no existe prácticamente ningún estudio 
crítico de la obra de Lautman en filosofía de las ciencias (lo que ha sido para 
nosotros un aliciente más a la hora de elegirlo)120. En sus ensayos aparecerán 
dos nociones estrechamente relacionadas y muy importantes; tanta será la 
importancia que les atribuye que aparecen en los propios títulos de los 
ensayos: son las nociones de estructura matemática y de unidad profunda de 
una matemática que no puede considerarse formada por seres variados (cosa 
que sucedía en su época), sino como una especie de red de interacciones de 
métodos, conceptos y resultados que hace que exista una homogeneidad no 
sólo de pensamiento.  
 
Estos dos conceptos formarán  parte, desde entonces, de las bases reconocidas 
de la filosofía matemática; aunque no son lo mismo que hace sesenta años, 
claro está. Pero Lautman tiene el mérito de haber contribuido a convencer 
tanto a matemáticos como a filósofos de su importancia. De aquí que 
Dieudonné considere a la obra de Lautman como “profética”. Estudiaremos 
con detalle los conceptos anteriores, a través del análisis de sus escritos más 
importantes, en un capítulo posterior. No obstante, vamos a hacer un resumen 
de sus Tesis: Essai sur les notions de structure et d'existence en mathématique 
y Essai sur l'unité des sciences mathématiques dans leur développement 
actuel. 
 
Respecto a la Tesis Principal (a la que de forma abreviada nos referiremos 
como Structure et Existence) comenzaríamos diciendo que está dedicada a la 
memoria de Jacques Herbrand. Es evidente que con esta observación, no sólo 
lo de la amistad entre ambos está claro; sino que va más allá. Es admiración 
por el genio de Herbrand y su obra lo que siente Lautman121; lo cual se traduce 
en influencia (ya veremos posteriormente que la ejerció también, además de 
en Lautman y Cavaillès, en los fundadores del Grupo “Bourbaki”). El título 
que da Lautman a la Introducción de su ensayo es: "De la naturaleza de lo real 
                                                           
 
          120 Durante le elaboración de este trabajo, hemos conocido a Fernando Zalamea que ha tenido la 
amabilidad de dejarnos un borrador del libro sobre Lautman que va a publicar próximamente en castellano (en 
Colombia, su país), donde traduce toda su obra y además hace un estudio crítico muy interesante de ella. 
Parece ser que también se va a publicar una nueva reedición, en francés, de la obra de Albert Lautman que 
estará prologada por su hijo Jacques y donde Fernando Zalamea tendrá reservado un espacio introductorio. 
Los libros, efectivamente, aparecieron en 2006 con los títulos respectivos de Albert Lautman. Ensayos sobre 
la estructura y la unidad de las matemáticas modernas y Les mathématiques, les idées et le réel physique. 
Consultar la Bibliografía. 
  
          121 Tanto es así que a su primer hijo, nacido en 1934, le pone precisamente el nombre de Jacques en un 
nuevo y claro homenaje a su amigo. 
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en matemática"; de donde podemos deducir claramente la que será una 
preocupación constante durante su corta vida: tratar de describrir la realidad 
matemática.  
 
Comienza así:  
 
Este libro nace del sentimiento de que, en el desarrollo de las matemáticas, se 
afirma una realidad que la filosofía matemática tiene como función reconocer 
y describir122. 
 
Lautman, fiel a ciertos aspectos del idealismo de su maestro Brunschvicg, 
intentará separarse de él para encontrar "una caracterización intrínseca de lo 
real". Decimos esto porque Brunschvicg ve en las matemáticas, en principio, 
la obra de la inteligencia oponiéndose a la materia que la sostiene. Esta es una 
posición bastante matizada pero no muy confortable, pues no explica bien ni 
la actividad ni la resistencia. Parece que, entre las peripecias de la invención y 
las formas del discurso lógico, no encuentra el camino real de la inteligencia 
creadora. 
 
De ahí que diga Lautman textualmente: 
 
Ahora bien, lo que las matemáticas esperan del filósofo es que haga aparecer 
una verdad que se revelará en la armonía de sus edificios, y en este dominio, 
como en muchos otros, la búsqueda de nociones primitivas debe ceder el paso 
a un estudio sintético de conjunto. [...]. [Lo que debe conducir a] un estudio 
positivo de la realidad matemática123.  
 
Creemos que esta es una de sus preocupaciones más importantes; a lo largo de 
su obra, en concreto en su Tesis Principal, tratará de poner en evidencia esa 
armonía del edificio matemático a través del concepto de estructura y 
después, en su Tesis Complementaria, el estudio sintético del conjunto de 
dicho edificio le revelará su unidad. He aquí, de una forma muy resumida, la 
“verdad” que descubre el filósofo Lautman dentro del edificio matemático. 
También se encuentra en la cita anterior otra preocupación no menos 
importante de Lautman: intentar dar una visión sintética de la matemática 
moderna que vaya más allá de una simple discusión de sus fundamentos y del 
estudio de los sistemas lógicos asociados. 
                                                           
          122 Lautman (1977), p. 23. 
 
          123 Lautman (1977), p. 24. 
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Divide Lautman Structure et Existence en dos partes bien diferenciadas 
tituladas, respectivamente, esquemas de estructura y esquemas de génesis. 
Con los esquemas de estructura (que son: la solidaridad del todo y de sus 
partes, la interconexión entre las propiedades de relación y las propiedades 
intrínsecas, y la "subida" de lo imperfecto hacia lo absoluto) intenta describir 
Lautman como nadie lo había hecho hasta entonces, y quizá tampoco haya 
tenido continuadores, esa cosmovisión unitaria de las matemáticas que 
podemos comparar con la que expresa el propio Platón en su diálogo El 
Timeo. Los esquemas de génesis (esencia y existencia, los mixtos y del 
carácter excepcional de la existencia) los estudia Lautman para afrontar el 
problema de la creación y de la conceptualización en matemáticas. En otras 
palabras, con ambos esquemas, Lautman intenta constatar lo que piensa sobre 
las matemáticas de su época; o sea, por una parte, el carácter eminentemente 
estructural de la matemática moderna y, por otra parte, la relación de la 
creatividad matemática ⎯la génesis de objetos y conceptos⎯ con las 
descomposiciones estructurales de muchos dominios matemáticos. 
 
Por lo que respecta a la Tesis Complementaria (que podemos abreviar como 
Unité des Math.), Lautman trata de explorar, mediante unos ejemplos muy 
bien elegidos, la profunda unidad de las matemáticas modernas. Es decir, 
volveremos a encontrar esa unidad de inspiración que también animaba 
Structure et Existence. El título, que evoca la actualidad, debe ser menos 
comprendido como una preocupación de historiador de las ciencias que como 
el de quien trata de percibir en las matemáticas un punto de vista más 
intemporal, por el cual el sentimiento de la unidad de las matemáticas daría 
menos cuenta de un acabamiento de la disciplina que de una unidad que sería 
de esencia. De esta manera, Lautman estaría de acuerdo con la idea tan bonita 
de su amigo Cavaillès según la cual, en matemáticas, el progreso es de 
esencia. Piensa Lautman que esta unidad se detecta en el hecho de la 
proliferación de los métodos estructurales del Álgebra en todos los dominios 
de la matemática.       
 
Por último diremos que es muy posible que el hecho de que haya sido tan 
poco estudiado y quizá infravalorado Lautman, se deba a que lo han 
etiquetado de “platónico”. Es evidente que esto no es una justificación 
adecuada para obviar su excepcional cultura matemática, así como sus 
estrechos lazos más que de amistad con Cavaillès, Chevalley, Ehresmann y 
Herbrand. Además, también es fácil presentarlo como el retorno de un 
idealismo arcaico de tipo “brunschvicgiano”; con lo cual no será considerado 
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“verdaderamente” moderno. Decimos lo del idealismo arcaico 
“brunschvicgiano” porque Brunschvicg tiene textos consagrados al 
indeterminismo de la nueva física cuántica124, donde se puede apreciar, al 
compararlos con los escritos de Lautman, cómo éste se ha liberado del 
idealismo o kantismo de su maestro.  Luego, según esto, es posible que se 
hayan hecho lecturas “raras” de Lautman. Nuestro  propósito consistirá en 
hacer, al contrario, una lectura lenta y profunda para llegar a una revisión de 
su obra. Veremos entonces que, en realidad, es en las obras de Riemann, 
Hilbert, Élie Cartan y Hermann Weyl donde Lautman encuentra las nuevas 
formas del pensamiento matemático (una aclaración algo superficial de esto 
estaría contando las veces en que aparecen citados: Hilbert es el primero con 
47 páginas a lo largo de la obra; le sigue Riemann con 38; después Élie Cartan 
con 27 páginas y Weyl con 23). 
 
Terminaríamos diciendo que nada menos que Paul Bernays ⎯uno de los más 
importantes colaboradores de Hilbert⎯ elaboró una extensa reseña, en el 
famoso Journal of Symbolic Logic, Vol. 5, nº1, Marzo 1940, pp. 20-22, sobre 
las dos Tesis de Lautman donde resalta: "debe decirse a favor del método de 
Lautman que éste es más apropiado que las discusiones fundacionales para dar 
al filósofo una impresión del contenido y de la naturaleza de las matemáticas 
modernas. En efecto, merece enfatizarse que los problemas fundacionales no 
constituyen de ningún modo el único aspecto filosóficamente importante de 
las matemáticas". Para nosotros es muy interesante el que Bernays, siendo un 
conocedor profundo de los fundamentos de la matemática, reconozca que 
tanto las matemáticas como la filosofía de las matemáticas no pueden 
reducirse a las usuales disquisiciones analíticas sobre fundamentos. Si leemos 
la reseña completa podemos llegar a la conclusión de que Bernays hace una 
descripción de las Tesis de Lautman muy acertada, aunque también hay que 
decir que es algo crítica, pero se trata de una crítica constructiva. Decimos que 
es algo crítica porque, admitiendo Bernays que la tesis de Lautman no se 
refiere a específicas cuestiones fundacionales, no puede pretender, como 
parece insinuar Lautman, que su método de investigación abarque la filosofía 
entera de las matemáticas. 

                                                           

          124 Entre ellos, quizá el más adecuado a nuestro propósito sea el titulado La Physique du XX  siècle et 
la Philosophie, París, Hermann, 1936.   
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3.4 Léon Brunschvicg: maestro de Cavaillès y Lautman, su 
influencia en ellos.- Filósofo y catedrático francés, nació en París el 10 de 
Noviembre de 1869. Estudió en la Escuela Normal Superior, licenciándose en 
filosofía en 1891. Se doctoró en Letras en 1897 presentando dos notables 
Tesis tituladas: Qua ratione Aristoteles metaphysicam vim syllogismo inesse 
demonstraverit (que, evidentemente, es la Complementaria ya que está en 
latín) y La Modalité du jugement (que es la Principal). Durante un tiempo 
perteneció al claustro de profesores del Lycée Henri IV de París. Desde 1909 
fue profesor de filosofía de la Sorbona, hasta 1940-1941 que fue expulsado de 
su cátedra a raíz de la ocupación nazi. Se refugió en Aix-en-Provence y murió 
en Aix-les-Bains en 1944. Su mujer fue una de las directoras del movimiento 
feminista en Francia, llegando a ser Secretaria de Estado en el gobierno de 
Léon Blum. Por este motivo, estaba ligado al mundo político radical. 
 
Fue, con Xavier Léon125, su antiguo condiscípulo en el Lycée Condorcet, 
fundador de la Revue de Métaphysique et de Morale en 1894. Desde esta fecha 
es colaborador asiduo en dicha revista, que fue como el órgano de expresión 
de las diferentes tendencias idealistas de Francia. En sus columnas aparecieron 
múltiples estudios suyos como: La logique de Spinoza (1894); Descartes et 
Spinoza (1904); L’idéalisme contemporain (1905); Une phase du 
developpement de la pensée mathématique (1909); La notion moderne 
d’intuition et la philosophie des mathématiques (1911); L’oeuvre d’Henri 
Poincaré (1913): L’arithmétique et la théorie de la connaissance (1915); La 
philosophie d’Emile Boutroux (1922); L’oeuvre de Pierre Boutroux (1922);  
Le platonisme de Spinoza (1923); etc. Discípulo de Darluc, sus guías fueron, 
sobre todo, Lachelier y Emile Boutroux. Lector de Spinoza y Pascal, sobre el 
segundo publicó una excelente edición de los Pensées en la colección Les 
Grands écrivains de la France (París, 1897-1904). Más tarde haría una 
edición de las OEuvres complètes de Pascal para la misma colección (París, 
1904-1914).  
 
Se le considera el promotor, en Francia, del método histórico en el estudio 
crítico de la ciencia. Sus obras ejercieron mucha influencia en los jóvenes 
(tanto alumnos como profesores) franceses, porque se apartó de la corriente 
                                                           
          125 Cuando muere en 1938 Xavier Léon, le sucede en el cargo como secretario de la Revue de 
Métaphysique et de Morale Dominique Parodi, amigo de Cavaillès y Lautman. Al día siguiente de la 
discusión de las Tesis respectivas de Cavaillès y Lautman en la Sociedad francesa de Filosofía; es decir, el 5 
de Febrero de 1939 Cavaillès le escribe a su hermana diciendo que "han pasado la antorcha a los jóvenes" en 
referencia a los jóvenes amigos de la Revista de Metafísica y de Moral que han elegido ⎯entre Parodi, Aron, 
Lautman y él⎯ para el relevo de dicha revista. Ver las páginas 70 y 263 del libro Jean Cavaillès résistant, 
Flammarion, París, 2002.    
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central del espiritualismo francés dominante de la época. Por ellas se le 
consideró la figura de mayor relieve de la filosofía científica de su época en 
Francia. Las más representativas serían: Introduction à la vie de l’esprit 
(París, Alcan, 1900); L’idéalisme contemporain (París, Alcan 1905); Les 
Étapes de la philosophie mathématique (París, Alcan, 1912) y Les âges de 
l'intelligence (París, Alcan, 1935). Para nosotros, al igual que para Cavaillès y 
Lautman, la más importante será Les Étapes... porque es aquí donde expresará 
más claramente su concepto de las ciencias matemáticas en relación con la 
filosofía. Con Les Étapes..., Cavaillès y Lautman se entusiasmarán en un 
primer momento para después, cuando ya han elegido sus caminos 
respectivos, criticar al maestro por su neospinozismo, o más bien su 
neokantismo, al que corrientemente se ha llamado “realismo crítico”; aunque, 
en el fondo, la crítica es a los “restos” de idealismo que encuentran en él.    
 
Vamos a extraer algunos fragmentos que nos parecen interesantes de Les 
Étapes... 
 
El prestar atención a la realidad específica del saber matemático da el medio 
de sustraerse a la estrechez de los prejuicios dogmáticos; pone fin al 
antagonismo del concepto y de la intuición, que amenazaba agotar a la 
filosofía en una polémica abstracta y sin salida; y conduce a una solución 
objetiva y positiva del problema de la verdad126. 
 
No hace falta decir que en este párrafo está resumido todo lo que Brunschvicg 
pensaba y quería expresar sobre la filosofía y la matemática. Mejor dicho, 
sobre la crítica filosófica y la historia de la matemática; pues es al comienzo 
del libro cuando dice: 
 
La base de la crítica filosófica estaría entonces en la historia del pensamiento 
matemático127. 
 
Esta frase será, sin duda alguna, una de las que “engancharán” a nuestros 
jóvenes aprendices de filósofos, Cavaillès y Lautman, al escucharlas del 
maestro a decidirse claramente por la filosofía de la matemática; es decir, que  
estando convencidos de la “verdad” que se encierra en dicha frase, no es nada 
extraño que su objetivo sea “descubrir” la esencia del pensamiento 
                                                           
          126 Brunschvicg (1912), p. 601. La última edición de Les Étapes... es del año 1993, con un prefacio de 
J.-T. Desanti que sustituye a la introducción de Brunschvicg, en París por A. Blanchard. En esta edición, el 
párrafo al que alude esta nota está en la página 562. 
                   
          127 Brunschvicg (1912), p. 12. 
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matemático. En otras palabras, para Brunschvicg la historia de las 
matemáticas es un camino hacia la verdad, verdad demostrada, verdad 
absoluta, paradigma puro o norma de la verdad. Cavaillès buscará en las 
matemáticas y su historia una "teoría de la razón". Lautman, por su parte, a 
través de la estructura encontrará una unidad profunda en las teorías 
matemáticas que le llevará a describir la "realidad matemática". De esta 
manera, si consideramos que Brunschvicg reduce la historia de las 
matemáticas a una psicología de la invención, no es extraño que Cavaillès y 
Lautman intentaran superar esta posición.  
 
Pero a Brunschvicg ya lo había guiado esa convicción en sus trabajos 
anteriores: 
 
Nuestros trabajos anteriores sobre Spinoza y sobre Pascal nos habían 
conducido ya a preocuparnos de este aspecto de la historia: nos había 
parecido que las posiciones que uno y otro pensador habían tomado respecto 
a la geometría cartesiana, regían, en parte, sus concepciones respectivas de 
la razón humana y de la propia exégesis128. 
 
Más adelante Brunschvicg hace explícita esta idea de la influencia de la 
Geometría de Descartes en la filosofía de Malebranche y Spinoza: 
 
La Geometría [de Descartes] da como base a la matemática la resolución 
intelectual del dato geométrico;... Desde entonces, la idea de la ciencia 
matemática es transformada... La noción de cantidad es puramente 
intelectual; se establece a priori por la sola capacidad que tiene el espíritu de 
conducir y proseguir hasta el infinito ‘largas cadenas de razones’. 
Esta concepción nueva de la matemática entrañaba una nueva concepción de 
la filosofía, que debía tomar cuerpo en los sistemas de Malebranche y Spinoza 
y determinar una etapa esencial en el desarrollo de la filosofía matemática129. 
 
Por otra parte, Brunschvicg apunta que la dificultad de la filosofía se halla, en 
gran parte, ligada al problema mismo de la verdad, y puesto que es la 
matemática “la disciplina que ha puesto en la investigación de la verdad el 
máximo de escrúpulo y de sutileza”, sugiere que le corresponde indicar la vía 
para solucionar esta cuestión filosófica. De esta forma en el libro VII de Les 

                                                           
          128 Brunschvicg (1912), p. 12. 
 
          129 Brunschvicg (1912), pp. 149-150 y Brunschvicg (1993), p. 123. 
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Étapes..., que titula “la inteligencia matemática y la verdad” (pp. 467-619)130, 
es en el que Brunschvicg esboza sus propias líneas para una nueva filosofía 
matemática. Escuchémoslo: 
 
En el momento actual la tarea de la filosofía consiste en organizar, alrededor 
de la ciencia positiva, una noción positiva de la verdad; y esta tarea debe ser 
retomada por la base, por el estudio de los problemas que conciernen a la 
ciencia elemental; es decir, a la matemática131. 
 
Nos imaginamos a nuestros estudiantes para filósofos, Cavaillès y Lautman, 
oyendo estas cosas (aunque no fuera al mismo tiempo por la diferencia de 
edad) del maestro Brunschvicg, lo que unido a los amigos matemáticos que 
tenían, no cabe duda, haría que se interesaran tan vivamente por la filosofía 
matemática. 
 
El recorrido que hace Brunschvicg en Les Étapes... es el siguiente: Pitágoras, 
Platón, Descartes, Malebranche, Spinoza, Leibniz, Kant, Comte, la logística y  
termina con sus propias reflexiones. Parece natural pensar la atención que 
Cavaillès y Lautman pondrían al ir ascendiendo esta especie de “peldaños” en 
la filosofía de la matemática. Destaquemos solamente una pequeña referencia 
a Platón y otra (ésta algo más amplia, lo que es lógico en él) a Kant. 
 
Señala Brunschvicg de Platón: Alternativamente Platón saca de la matemática 
una filosofía y fundamenta la matemática sobre una filosofía132. 
 
Para determinar el alcance de la filosofía de la matemática de Kant, 
Brunschvicg hace las observaciones siguientes: 
 
Con seguridad, si se exige que la filosofía de una ciencia se sitúe a la 
vanguardia de esa ciencia, que solucione los debates que dividen a los 
técnicos, que ilumine y estimule su marcha hacia nuevas conquistas, diremos 
que no hay mucho que profundizar en la ‘Crítica de la razón pura’133.  
 
Y continúa diciendo: 

                                                           
          130 En Brunschvicg (1993) el libro VII va desde la página 427 hasta la 577. 
                   
          131 Brunschvicg (1912), p. 498 y Brunschvicg (1993), p. 461. 
 
          132 Brunschvicg (1912), p. 92 y Brunschvicg (1993), p. 69. 
 
          133 Brunschvicg (1912), p. 301 y Brunschvicg (1993), p. 271. 
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[...] si se pide a la inteligencia de la matemática definir un nuevo tipo de 
conexión entre la deducción racional y el contenido de la experiencia; es 
decir, un nuevo tipo de verdad, hallamos en la ‘Crítica...’ una filosofía de la 
matemática que señala una fecha decisiva en la historia del pensamiento 
humano134. 
 
Creemos que aquí está perfectamente expresado el llamado “neokantismo” de 
Brunschvicg. Lo que parece evidente es que Brunschvicg con Les Étapes de la 
philosophie mathématique cerró un periodo en filosofía matemática que 
podemos considerar "clásico". Es un libro, sin ninguna duda, valioso en sus 
análisis y sus perspectivas históricas. Pero basado sobre la consideración de 
las matemáticas ya constituidas, tal y como pueden aparecer en el segundo 
tercio del siglo XIX y postulando más o menos implícitamente una 
homogeneidad, a través de diversos campos, del pensamiento matemático. 
Pero esta homogeneidad está muy lejos de ser una unidad; ya que la 
matemática viva, la matemática en acción, está del todo ausente.  
 
No obstante, es preciso rendir justicia a Brunschvicg; no solamente porque es 
sincero al reconocerse como "final de una etapa", sino que para nosotros tiene 
el gran mérito, con su espíritu abierto y su penetrante inteligencia, de 
comprender inmediatamente el interés de los trabajos de Cavaillès y Lautman 
y de sostener sus apoyos. Ahí están las pruebas que lo corroboran: fue director 
de las Tesis de ambos a petición de ellos; existen testimonios escritos (cartas) 
donde los anima en sus investigaciones; les invita a celebrar el debate, ante 
matemáticos y filósofos ilustres en la Sociedad Francesa de Filosofía del 4 de 
Febrero de 1939 para ayudarles en la difusión de sus ideas; en la colección que 
dirige titulada Le Progrès de l'Esprit en las ediciones Hermann, serie de las 
Actualités Scientifiques et Industrielles, es donde se publican las Tesis de 
ambos, casi simultáneamente a su lectura; etc.  
 
Para terminar, diremos que en 1935 Cavaillès escribió un breve artículo crítico 
(lo que se llama en francés "compte rendu") sobre Les âges de l'intelligence  
en la Revue philosophique de la France et de l'étranger135. En este trabajo 
Brunschvicg había resumido los problemas planteados por la crítica kantiana a 
la luz del estudio de las ciencias. Tanto Cavaillès como Lautman, en el 
                                                           
                      
          134 Brunschvicg (1912), pp. 301-302 y Brunschvicg (1993), p. 271. 
 
          135 Tomo 121, pp. 402-406. 
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desarrollo de sus obras respectivas, criticarán a su admirado maestro. Lo 
veremos a lo largo de los próximos capítulos; aunque, podemos poner como 
muestra la cita que hace Lautman de Brunschvicg: 
 
Entre las peripecias de la invención que no interesan más que a una 
conciencia individual, y las formas del discurso que conciernen sobre todo a 
la tradición pedagógica, [la filosofía matemática] delimitará el terreno donde 
se ha producido la adquisición colectiva del saber, reconocerá la 'vía real' 
que ha trazado la inteligencia creadora136. 
 
Luego, con esta cita de Brunschvicg, Lautman parece decirnos que el maestro 
practica un racionalismo moderado respecto al compromiso ontológico. Por 
eso Lautman, a continuación, añade: "Entre la psicología del matemático y la 
deducción lógica, debe haber lugar, por lo tanto, para una caracterización 
intrínseca de lo real". Cuando hemos hecho referencia, unas líneas más arriba, 
al rechazo por parte tanto de Cavaillès como de Lautman de la "psicología de 
la invención" de Brunschvicg, estábamos pensando en la cita anterior porque 
es muy significativa al respecto.    
 
Si quisiéramos destacar algunas frases de Lautman alabando la obra de 
Brunschvicg, elegiríamos las siguientes: 
 
Ningún filósofo en nuestros días ha desarrollado mejor que Brunschvicg la 
idea de que la objetividad de las matemáticas es la obra de la inteligencia, en 
su esfuerzo por vencer las resistencias que le opone la materia sobre la que 
trabaja137. 
 
Y, un poco más adelante, en la misma página, continúa Lautman: 
 
En "Les étapes de la philosophie mathématique", Brunschvicg se ha levantado 
contra la reducción de las matemáticas a la lógica, así como contra la idea de 
que podría haber principios generales en matemáticas como el principio de 
continuidad de Poncelet o el principio de permanencia de las leyes formales 
de Hankel. 
 

                                                           
          136 Lautman (1977), p. 26. 
 
          137 Lautman (1977), p. 25. 
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En definitiva, y a pesar de todo, veremos que existe continuidad entre el 
realismo de Brunschvicg y el de Lautman. Y lo mismo sucederá con el 
idealismo del maestro y el discípulo.     
 
También se ve el racionalismo de Brunschvicg a la hora de explicar la eficacia 
de las matemáticas en física, pues se conforma con ver en ella: 
 
Una simple sugestión de la experiencia por la extensión de la experiencia 
misma138. 
 
En otras palabras, Brunschvicg se detiene en el umbral de la metafísica, no 
habría podido llegar nunca donde llegaron sus alumnos Cavaillès y Lautman. 
Es significativo a este respecto el hecho de que, cuando se refiere a los 
números complejos ⎯que tantas aplicaciones tienen en física⎯, se conforma 
con citar lo que dice Borel sobre las peripecias de Cauchy cuando publicó sus 
trabajos sobre las variables imaginarias (sabemos que le proporcionaron 
gloria, pero también insultos), así como la utilización de dichos números por 
parte de Maxwell en su teoría sobre la identidad de transmisión entre la 
electricidad, la luz y el calor. 
 

                                                           
 
          138 Brunschvicg (1993), p. 570. 
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3.5 Relación de Cavaillès y Lautman con los fundadores del 
Grupo Bourbaki.- A finales de 1934, un grupo de jóvenes matemáticos 
franceses se comprometieron en definir "para los veinticinco años siguientes", 
un nuevo manual para el certificado de cálculo diferencial e integral, 
escribiendo colectivamente un tratado de Análisis que fuera lo más moderno 
posible. Se trataba, como ya hemos dicho anteriormente, de oponerse al 
manual de  Goursat Traité d'Analyse que no les satisfacía. El proyecto estuvo 
al principio muy orientado hacia las preocupaciones pedagógicas, pero 
evolucionó enseguida para dirigirse cada vez más hacia la voluntad de hacer 
referencias más allá de las exigencias de un manual de enseñanza. Pero esta 
situación tan preocupante, de la enseñanza universitaria de las matemáticas en 
Francia, provenía de después de la Primera Guerra Mundial. El igualitarismo 
republicano había ordenado muy justamente que los privilegios fueran, en lo 
posible, abolidos sobre el campo de batalla y en las trincheras, lo que hizo que 
los hombres de ciencia en general y los matemáticos en particular pagaran su 
tributo. De esta forma, los que tienen las riendas de la enseñanza universitaria 
en los años 1930, son una generación truncada; es decir, no están los 
"mejores" ni tampoco los "jóvenes". O sea, que existe una especie de 
"mandarinato" en la Universidad139. En resumen, que la universidad francesa 
parece estar fuera del movimiento de fondo que se ha producido, en particular 
en Alemania, en torno al álgebra abstracta y el método axiomático.     
 
La lista de los primeros miembros de este Grupo, bautizado Bourbaki, varía de 
un autor a otro según los criterios utilizados (asiduidad, longevidad, etc.). 
Nosotros citaremos por orden alfabético todos los que aparecen en los 
diversos autores: Henri Cartan (1904-ya ha llegado a centenario), Claude 
Chevalley (1909-1984), Jean Coulomb (1904-1999), Jean Delsarte (1903-
1968), Jean Dieudonné (1906-1992), Charles Ehresmann (1905-1979), Jean 
Leray (1906-1998), Szolem Mandelbrojt (1899-1983), René de Possel (1905-
1974) y André Weil (1906-1998). Pero lo que sí es cierto es que, en la gran 
mayoría de los autores, coinciden los cinco siguientes: Cartan, Chevalley, 
Delsarte, Dieudonné y Weil. La verdad es que la historia del Grupo Bourbaki 
está rodeada de una serie de anécdotas que forman parte de un cierto folklore, 
pero que a nosotros, aquí, no nos interesan140. La fundación de Nicolas 
Bourbaki se produce en 1935 en Besse-en-Chandesse (Puy-de-Dôme), cerca 
de Clermont-Ferrand. El Grupo comenzó a publicar en los años treinta y 

                                                           
          139 Lo que no es una novedad, pues siempre ha existido. 
 
          140 Para ver una exposición detallada de las anécdotas que rodearon al Grupo recomendamos el libro 
Nicolas Bourbaki. Faits et légendes de Michèle Chouchan, Éditions du Choix, París, 1995.  

 113



alcanzó su madurez en los primeros años de la posguerra. Después de la 
guerra, la ambición del Grupo era escribir una enciclopedia de las matemáticas 
modernas rama por rama (lo cual resultó, andando el tiempo, una tarea 
imposible). Para realizar esta tarea, Bourbaki escribía artículos, asistía a 
reuniones, dirigía un seminario regular al que asistían matemáticos de primera 
fila y hasta anunciaba sus cumpleaños. El número regular de volúmenes que 
publicó recordaba en muchos aspectos a los Elementos de Euclides (además 
de ponerle el mismo nombre). 
 
Ya hemos dicho unas líneas más arriba el motivo principal del nacimiento del 
Grupo, pero también estaba implícita la admiración por el genio de Hilbert y 
su escuela en la vecina Alemania. Tanto es así que se convirtió, para su 
generación, en el defensor de la concepción hilbertiana de las matemáticas; es 
decir, que tuvo una influencia muy poderosa y a favor de las matemáticas 
conceptuales y estructurales (también llamadas puras). Sabemos que los 23 
problemas de Hilbert pertenecen a cuatro áreas de las matemáticas, de las 
cuales tres son claramente puras. La primera parte se puede considerar que 
concierne a los fundamentos de la matemática; la segunda a la teoría de 
números; la tercera son problemas algebraicos o geométricos y solamente la 
última, la que pertenece al análisis, es la que hace especial hincapié en la 
forma en que las matemáticas puras pueden contribuir a las matemáticas 
aplicadas.  
 
Varios miembros individuales del Grupo eran incluso más elocuentes que el 
propio Bourbaki; así, por ejemplo, son famosos los artículos de Cartan y los 
de Chevalley, pero los que se llevan la palma, sin duda, son los de Dieudonné 
y Weil. Este último, en particular, se consideraba como el director espiritual 
del Grupo; es decir, compartía el deseo de dirigir de Hilbert. Por tanto, los 
fundadores del Grupo Bourbaki compartían una filosofía de las matemáticas 
en la que Hilbert era la figura central; aunque hay que reconocer que era un 
Hilbert algo adaptado a sus objetivos ya que el Grupo estaba más influenciado 
por el estilo de escritura matemática estructural de Van der Waerden. De ahí 
que Cavaillès y Lautman, como amigos del Grupo, tuvieran también a Hilbert 
como referente principal en sus trabajos (lo veremos en los capítulos 
posteriores al analizar sus obras respectivas). 
 
Una de las novedades de Bourbaki consistió en aclarar la forma en que 
encajaban las teorías, destacando la formulación axiomática de ellas como el 
elemento que facilitaba dicho proceso. Pensaba Bourbaki que así era como se 
generaban las matemáticas a partir de un pequeño número de teorías 
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axiomáticas de diferentes tipos que le daban su coherencia, y la estructura de 
estas teorías constituía la arquitectura de la disciplina y la hacía inteligible. El 
Grupo veía a la concepción axiomática como una guía para el universo 
matemático. O sea, que Bourbaki trataba de dar al pensamiento matemático 
una categoría especial procurándole un resorte, el estructuralismo, y una 
finalidad, la búsqueda de una arquitectura acabada y jerarquizada de sus 
conceptos y sus resultados.  
 
Bourbaki pensaba que Hilbert había enseñado a los matemáticos a pensar 
axiomáticamente; es decir, a esforzarse en reducir cada teoría a sus esquemas 
lógicos más estrictos, liberada de las contingencias del cálculo. De esta forma, 
no es extraño que Hilbert personificara ciertamente, para la generación de 
entreguerras, el ideal del matemático. Pero además, Hilbert había dicho en la 
Conferencia de 1900: "una rama de la ciencia está llena de vida mientras 
ofrezca una abundancia de problemas; la carencia de problemas es un signo de 
muerte". André Weil años más tarde diría: "pero si la lógica es la higiene del 
matemático, no es su fuente de alimento; los grandes problemas proporcionan 
el pan de cada día sobre el que florece". Parece evidente que la referencia de 
André Weil a la lógica como higiene del matemático le viene de la famosa cita 
de Hermann Weyl: "la lógica es la higiene que practica el matemático para 
mantener sus ideas fuertes y saludables"141.  
 
Luego, Bourbaki, tomado como un grupo, recordaba a Hilbert en muchos 
aspectos. Sus volúmenes enciclopédicos podemos decir que, en cierto sentido, 
equivalen a las conferencias de Hilbert; es decir, trataban en ellos de 
establecer y marcar las pautas de un programa, aunque es evidente que los 
textos son mucho más rigurosos que las conferencias. Donde igualaba a 
Hilbert es en la naturaleza incisiva de sus ideas, en la calidad de su 
investigación y, en particular, en ser el centro de una comunidad. Bourbaki ha 
tratado de codificar el edificio de las matemáticas a través de una teoría 
orgánica; es decir, dando al concepto de estructura un contenido matemático 
preciso. He aquí el corazón del pensamiento bourbakista, el elemento central 
que ha justificado la mayoría de sus tomas de posición estratégicas, pero 
también el punto más discutible de toda su obra. Pues los críticos de Bourbaki 
dirán que es muy difícil introducir el concepto de estructura, por ejemplo, en 
la geometría diferencial y las ricas conexiones con la física, así como en la 
teoría de las probabilidades, amén del poco interés que manifestaba el Grupo 
por los algoritmos y el lado computacional de las matemáticas. Por lo tanto, 
                                                           
          141 Ver página 1353 del Vol. III de Morris Kline de 1992. 
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Bourbaki, aunque en sus comienzos pretendía enlazar con su paisano 
Poincaré, en realidad lo que hizo fue alejarse cada vez más de él142.                  
 
Podemos resumir los objetivos iniciales de Bourbaki en los dos siguientes: 
 
1º.- Extender a todas las matemáticas el método de exposición axiomática que 
había empleado Hilbert en sus Grundlagen der Geometrie (1899, 1903, etc.), 
Zermelo en sus ‘Investigaciones sobre los fundamentos de la teoría de 
conjuntos’ de 1908, Hausdorff en Grundzüge der Mengenlehre de 1914 para 
el concepto de espacio topológico, y Van der Waerden en Moderne Algebra 
para las estructuras fundamentales del álgebra. 
 
2º.- Dotar de fundamentos sólidos y radicalmente modernos al Análisis, pero 
también a la Geometría Diferencial de Élie Cartan143. Este objetivo presuponía 
mucho: exigía renovar el tratamiento del análisis y la geometría sobre la base 
de la Topología moderna. Buscaban así imitar las innovaciones de la escuela 
alemana de Álgebra en los campos donde tradicionalmente había destacado la 
matemática francesa. Decimos esto porque una de las motivaciones de Weil, 
en el origen del Grupo Bourbaki, había sido el recuperar la herencia 
geométrica de Élie Cartan (al que podemos considerar el continuador de 
Sophus Lie).   
 
Con esto se buscaba una exposición enteramente coherente del conjunto de las 

                                                           
          142 Aunque, todavía en 1977, Dieudonné en la Introducción a su libro Panorama des mathématiques 
pures. Le choix bourbachique, después de decir que él entiende por "mathématiques bourbachiques" el 
conjunto de cuestiones que han sido expuestas en las Sesiones del Seminario Bourbaki, continúa diciendo que 
"los colaboradores de N. Bourbaki han tenido, desde el principio de su trabajo colectivo, una cierta 
concepción de las matemáticas que se vincula a la tradición de H. Poincaré y E. Cartan en Francia, de 
Dedekind y Hilbert en Alemania".  
  
          143 Sabemos que en torno a Élie Cartan, por ejemplo en la tesis de Georges de Rham de 1930 dirigida 
por él, se había tendido un puente entre la topología y la geometría diferencial. Esto le parecía a Weil muy 
interesante: percibir todo lo que la topología podía aportar a un dominio que le era extraño a priori. 
Recordemos que en 1924 E. Artin había formulado una variante geométrica de la hipótesis de Riemann, 
progresivamente generalizada después por Weil y Grothendieck, que sería como el Santo Grial del Grupo 
Bourbaki. Además, los métodos del álgebra “moderna”, sobre todo la teoría de ideales, había sido utilizada 
por Van der Waerden y Zariski (entre otros) para establecer sobre bases sólidas la geometría algebraica. O 
sea, que entre 1930 y 1950 la investigación en geometría tenía como hilo conductor el establecer los 
fundamentos de la geometría algebraica. El periodo 1950-1970 será propiamente la edad de oro de esta forma 
de geometría. En definitiva, la geometría aparece como el eje federador de las matemáticas puras; bien es 
verdad que al precio de una fuerte algebrización. He aquí, una vez más, la fusión entre lo discreto de la 
aritmética y lo continuo de la geometría que tanto le gustaba a Minkowski (el gran amigo de Hilbert) y que 
continúa todavía hoy siendo uno de los mayores objetivos en la investigación matemática. Veremos que a 
Lautman le fascinaba también la relación discreto/continuo.  
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ramas de la matemática. También estaba implícita una creencia absoluta en la 
unidad de las matemáticas —lo que enlazaba con Riemann, Klein y Hilbert—, 
aún a riesgo de obviar algunas partes "marginales"144 (probabilidades, 
combinatoria, lógica, etc.). Luego Bourbaki propone, en definitiva, una 
organización piramidal de las matemáticas, dominada por la teoría de 
conjuntos y sus extensiones: álgebra y topología. No deja de ser curioso el 
hecho de que mencionando los conjuntos, el álgebra y la topología se cubren 
todas las “estructuras madre” (que los bourbakistas consideran fundamentales 
porque aparecen en todas las teorías); con lo cual nos viene a la memoria la 
magnífica cita de Weyl: “En estos días el ángel de la topología y el demonio 
del álgebra abstracta luchan por el alma de cada disciplina individual de la 
matemática”145. Por lo tanto, lo que pretenden los “bourbakistas” no es tan 
novedoso puesto que las raíces del álgebra moderna y la topología son bien 
antiguas. Podíamos decir que, para el álgebra, se situarían al menos en los 
cálculos de los hindúes; para la topología lo estarían en la geometría y la idea 
de número real. Pero ambas comienzan realmente en el siglo XX, tras los 
preparativos de Galois y Dedekind por un lado, de Gauss, Riemann y Poincaré 
por el otro. A pesar de lo cual, como ya hemos dicho anteriormente, la fe que 
les guiaba es la del espíritu de un nuevo mundo146.      
 
Pues bien, después de este recorrido por los orígenes y objetivos del naciente 
Grupo Bourbaki en los años 1930, vamos a concretar las relaciones que 
existieron entre los miembros fundadores del Grupo y la pareja Cavaillès- 
Lautman. Ante todo, sabemos que todos ellos fueron "normalianos"; es decir, 
que estudiaron en la famosa Escuela Normal Superior de la rue d'Ulm en París 
durante los años 1922-1930 (1922 es el año de entrada de Delsarte y Weil, 
1930 es el año de salida de Lautman). En concreto, ya hemos dicho antes que 
Delsarte y Weil entran en la Escuela en 1922, Cartan y Cavaillès en 1923, 
Dieudonné y Ehresmann en 1924 y Chevalley y Lautman en 1926. Por aquello 
de las promociones, es evidente que la relación de Cavaillès con Henri Cartan, 
así como la de Lautman con Chevalley sería más estrecha. 
 
                                                           
          144 Precisamente este hecho está en el origen del artículo de A. R. D. Mathias La ignorancia de 
Bourbaki. 
  
          145 Esta cita se encuentra en el artículo de Weyl titulado “Topology and Abstract Algebra as Two Roads 
of Mathematical Comprehension”, publicado en la Revista The American Mathematical Monthly en 1995, 
Vol. 102, nº 5, pp. 453-460. El original alemán es de 1931-1932. 
  
          146 Para una exposición más detallada y completa sobre el Grupo Bourbaki recomendamos el apartado 
"La empresa de Bourbaki" en la "Introducción" que Pierre Cartier (antiguo miembro del Grupo) ha hecho a la 
edición francesa del libro de Jeremy J. Gray Le Défi de Hilbert, Dunod, París, 2003.   
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Vamos a tratar de hacer referencia a todos los testimonios escritos que 
conozcamos, de los componentes del Grupo Bourbaki (incluyendo también a 
algunos miembros no fundadores), en relación con Cavaillès y Lautman. 
Recíprocamente, también recogeremos, si existen, las alusiones de Cavaillès y 
Lautman respecto al Grupo. Consideraremos además los "silencios" de unos 
para con otros.  
 
Comenzaremos haciendo referencia al escrito que publican conjuntamente 
Claude Chevalley y Albert Lautman con motivo del fallecimiento, en 
accidente de alpinismo, de su amigo común Jacques Herbrand147 en 1931. En 
este obituario se nota claramente la admiración que sentían ambos por el genio 
de Herbrand; pues además de hacer una pequeña biografía de él diciendo, por 
ejemplo, que fue el primero en todo: en el concurso general, en el de la 
Escuela Normal Superior con 17 años, en la "agrégation" en 1928, etc. 
también hacen referencia al interés que manifestó por la lógica matemática,  
por la filosofía, por la aritmética, por el álgebra moderna y por las teorías 
recientes de la física matemática. Es evidente que la pasión y el espíritu de 
Herbrand por estas materias influyó en sus amigos, hasta tal punto que lo 
califican al final de "ser adorado". No es extraño, después de esto, que 
Lautman dedique su Tesis Principal a la memoria de Jacques Herbrand. En 
una carta de Herbrand a Lautman del 10 de Mayo de 1931 le dice: "siempre 
me has parecido más exigente y creyente que yo"148, lo que nos da una pista 

                                                           
 
          147 Annuaire de l'Association amicale de secours des anciens élèves de l'École Normale Supérieure, 
1931, pp. 66-68. No podemos dejar pasar la ocasión para resaltar el interés de Herbrand por los trabajos de 
Hilbert sobre teoría de la demostración. Bastaría con decir que su tesis doctoral de 1930 lleva por título 
Recherches sur la théorie de la démostration. Del mismo año 1930 es también el artículo "Les bases de la 
logique hilbertienne", publicado en la Revue de Métaphysique et de Morale, t. 37, pp. 243-255 (hay 
traducción al castellano de Santiago Ramírez en MATHESIS, Vol. V, nº 4, Noviembre, 1989). Además, en 
1931, publicó los artículos Sur le problème fondamental de la logique mathématique y Sur la non 
contradiction de l'arithmétique. El mismo año que se doctoró con los más altos honores, 1930, recibió la beca 
Rockefeller para viajar un año a Alemania a estudiar en Berlín y Hamburgo. Trató de introducir en Francia el 
estudio de la nueva lógica axiomática que se desarrollaba en Göttingen alrededor de Hilbert. Esto es lo que 
intentó en el artículo de la Revue de Métaphysique et de Morale: aclarar la naturaleza y el significado de las 
"metamatemáticas". En definitiva, como el resto de sus amigos, también Herbrand sentía fascinación por el 
gran matemático y lógico alemán. En 1968 se publicó en París, por PUF, el libro de Herbrand Écrits logiques 
donde se reproduce la tesis y los artículos antes aludidos. El teorema de Herbrand es fundamental en teoría de 
la demostración. Relaciona la satisfacibilidad de una fórmula de la lógica de primer orden (con 
cuantificación), con la validez de ciertas fórmulas de la lógica proposicional (sin cuantificadores); esto 
introduce una simplificación importante. Una manera muy informal de expresar lo que sucede sería decir que 
el teorema implica que en una demostración formal dentro de la lógica de primer orden, las reglas para 
introducir los cuantificadores pueden siempre hacerse valer al final de la demostración. Veremos que tanto 
Cavaillès como Lautman harán referencia, aunque por motivos muy distintos, al teorema del amigo común.    
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sobre la personalidad de Lautman.  
 
En 1978, André Lichnerowicz (1915-1998), que perteneció a la segunda 
generación del Grupo Bourbaki, decía que el "espíritu" de Herbrand no 
solamente tuvo influencia sobre los jóvenes matemáticos contemporáneos, 
además de Cavaillès y Lautman, sino que fue uno de los ingredientes 
importantes que condujeron a la obra de Bourbaki149. En el mismo artículo, 
página 26, resume el trabajo de Cavaillès en Méthode axiomatique et 
formalisme diciendo que se esfuerza en aportar las aclaraciones necesarias 
sobre el fundamento de las matemáticas y además sobre la extraordinaria 
aventura humana que ellas representan. Los elogios a la obra de Lautman son 
constantes en todo el artículo, no en vano está dedicado a él. Termina el 
artículo invitando a releer a Lautman por la elección y la variedad de sus 
análisis de las teorías matemáticas, por su riqueza y por los temas a los que se 
circunscribe.        
 
Henri Cartan, en el prefacio a la edición de 1981 de Méthode axiomatique et 
formalisme, dice que Cavaillès en la conclusión de este trabajo expresa la idea 
de que ha habido "sin duda no pocas exageraciones en las dificultades de la 
teoría de conjuntos: realmente no hay, por lo que parece, más que aquellas que 
provienen de la mezcla entre especulación filosófica y razonamientos 
matemáticos y aquellas, normales, que provocan las insuficiencias técnicas". 
A este respecto, continúa Cartan, la vasta empresa de Bourbaki, posterior al 
libro de Cavaillès, está aquí para mostrar cómo todas las matemáticas de hoy 
día pueden ser construidas sobre una base coherente. Tal es al menos, hasta 
nueva orden, la convicción del matemático que reflexiona sobre el objeto de 
su investigación. También dice Cartan, en este mismo prefacio, que Cavaillès 
participó críticamente en la empresa "bourbakista"150. 
 

                                                                                                                                                                                 
          148 Ver página 76 de la Revue d'Histoire des Sciences XL, 1 (1987) que es un número monográfico de la 
revista dedicado a Cavaillès y Lautman. El comentario pertenece al artículo de Catherine Chevalley "Albert 
Lautman et le souci logique" (pp. 49-77).  
 
          149 Ver página 24 de su artículo "Albert Lautman et la philosophie mathématique", publicado en la 
Revue de Métaphysique et de Morale, nº 1, Janvier-Mars, 1978, pp. 24-32.   
 
          150 El subrayado es nuestro. Además, sabemos que ya en 1945 H. Cartan había escrito "Jean Cavaillès, 
le philosophe mathématicien" para la Ceremonia conmemorativa del 1-12-1945 en la Sorbona. En realidad 
ocupaba las páginas 34-37 del artículo escrito conjuntamente con G. Canguilhem titulado "Jean Cavaillès 
(1903-1944)" para el Bulletin de la Faculté des Lettres de Strasbourg 24, nº 2, pp. 29-37. También sabemos 
que en 1984 H. Cartan escribió el artículo "Cavaillès et les fondements des mathématiques" para el libro Jean 
Cavaillès. Actes du Colloque d'Amiens (1984), que se publicó en 1985.  
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Quizá por esto, André Weil, como "director espiritual" del Grupo, en su 
delicioso libro Souvenirs d'apprentissage151 solamente hace referencia a su 
amigo Cavaillès en la página 159 (la 149 en la edición en castellano), en 
relación con la sentencia del tribunal que le condenó a cinco años de prisión. 
Nada dice de las críticas de Cavaillès al proyecto del Grupo. Aunque Lautman 
sale peor parado ya que, en la página 153 (la 143 en la edición en castellano), 
haciendo referencia a la correspondencia con su hermana, que en ese momento 
(durante su estancia en la cárcel en 1939-1940) trata de temas abstractos como 
la matemática griega "sobre la que tiene algunas ideas". Pero, sigue diciendo 
Weil, "[...] le he avisado de que no podrá ni siquiera intentar entender algo sin 
caer en el lautmannismo152. Me temo que no hará ningún caso de mi 
advertencia [...]". O sea, que para Weil, su proyecto bourbakista de las 
matemáticas no podía ser criticado por su amigo Cavaillès ni, mucho menos, 
"contaminarse" con las ideas filosóficas de Lautman. En esta actitud de Weil 
en su libro, es decir, en no hacer alusión a los trabajos de Cavaillès y Lautman, 
es a lo que nos referíamos antes con lo de los "silencios".  
 
Las críticas que hacía Cavaillès al proyecto de sus amigos del Grupo  
Bourbaki estaban relacionadas con la concepción hipotético-deductiva que 
éstos tenían respecto de las matemáticas. Cavaillès rechaza dicha concepción 
porque, según él, no es capaz de explicar el carácter deductivo del sistema. De 
ahí que proponga una solución diferente al problema del fundamento de las 
matemáticas, que llamará "formalismo modificado" y  veremos explícitamente 
cuando analicemos su obra. También veremos que Cavaillès no piensa, como 
sus amigos bourbakistas, que la doctrina intuicionista de Brouwer no es más 
que una "curiosidad histórica"153. Si para Bourbaki las relaciones de las 
matemáticas con la realidad consistían en que "no existen", para Lautman 
sabemos que era esencial el encontrar (o descubrir) y describir la realidad 
matemática.            
 
No deja de ser irónico el hecho de que sepamos, hoy día, que el proyecto 
bourbakista inicial fue puesto en duda por los propios componentes del 
Grupo154. En cambio, nosotros trataremos en nuestro trabajo de reivindicar la 
                                                           
          151 Birkhäuser, Berlín, 1991. Hay edición en castellano: Memorias de aprendizaje en Nivola, 2002. 
  
          152 El subrayado es nuestro.  
 
          153 Bourbaki (!976), p. 62. 
 
          154 Son muy interesantes al respecto, tanto el libro de Alexandre Grothendieck Récoltes et semailles. 
Réflexions sur un passé de mathématicien de 1985 (editado en Montpellier) como el artículo de Pierre Cartier 
"Vie et mort de Bourbaki" aparecido en las Prépublications de l'IHES en Agosto de 1997. Se pueden ver 
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actualidad, a comienzos del siglo XXI, de las concepciones que tenían tanto 
Cavaillès como Lautman de la matemática al hilo de los desarrollos que esta 
ciencia ha tenido y está teniendo; es decir, teniendo en cuenta la "matemática 
efectiva" (utilizando sus propios  términos).  
 
Ya hemos dicho antes algunas de las cosas que decía Dieudonné sobre la obra 
de Lautman en 1982. Pero esto era una consecuencia del prefacio que había 
escrito, en el año 1977, a la edición del libro que recogía la casi totalidad de 
los escritos de Lautman titulado Essai sur l'unité des mathématiques et divers 
écrits (Union Générale d'Éditions, Paris). En las páginas 15-16 de dicho 
prefacio dice Dieudonné que puede testimoniar personalmente la amistad que 
tenía Lautman con Herbrand y Chevalley (considera a los últimos como dos 
de los espíritus más originales del siglo), así como la fascinación que sentía 
Lautman por las matemáticas de su época; es decir, por las matemáticas vivas, 
aunque estuvieran bastante especializadas. De este modo considera a Lautman 
como un modelo a seguir por los filósofos que se interesen por la matemática. 
Además, opina que los títulos de sus dos Tesis, después de la distancia de 40 
años, parecen proféticos ya que en ellos están las dos ideas clave que han 
dominado en toda la evolución posterior: el concepto de estructura 
matemática y el sentimiento profundo de la unidad esencial subyacente a la 
multiplicidad aparente de las diversas disciplinas matemáticas. No es extraño 
que en su libro En honor del espíritu humano. Las matemáticas hoy del año 
1987 (la versión en castellano es de 1989, Alianza Editorial), aunque no haga 
referencia explícita a Lautman, Dieudonné ponga muchas cosas que están 
impregnadas del "espíritu" de Albert Lautman. Como muestra recomendamos 
el Capítulo V, el central y más importante, que titula Nuevos objetos y nuevos 
métodos donde dice (página 149 de la versión en español): "Durante todo el 
siglo XIX, que fue un periodo de una fecundidad extraordinaria, se va 
desprendiendo una idea general, que se precisará en el siglo XX y que subyace 
en toda teoría matemática: la noción de estructura. (...). El hecho de que una 
misma estructura pudiese aparecer en teorías muy diferentes hizo a los 
matemáticos cada vez más conscientes de la unidad esencial de la 
matemática". Creemos que no necesita ningún comentario, pues podía 
extraerse perfectamente de los escritos de Lautman. 
 
A lo anterior podíamos añadir que de los matemáticos del siglo XIX, hay uno 

                                                                                                                                                                                 
algunos fragmentos y comentarios en el libro de Frédéric Patras La pensée  mathématique contemporaine, 
PUF, París, 2001. Según L. Corry, en su libro de 1996 al que ya hemos aludido anteriormente, si Herbrand 
hubiera vivido, el primer volumen de los Elementos (el de teoría de conjuntos) habría sido mucho mejor. 
Parece que hay acuerdo, opina Corry, en que es el volumen más flojo.    
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en el que la idea de estructura destaca muy por encima de los demás: se trata 
de Dedekind. Pero también la unidad de las matemáticas figura de manera 
destacada en sus trabajos; por ejemplo, nos bastaría con citar un artículo de 
1882 con Heinrich Weber (1842-1913) titulado “Teoría de las funciones 
algebraicas de una variable”155, donde aplica las estructuras algebraicas de 
cuerpo e ideal a las curvas algebraicas (transfiriendo lo que valía para números 
complejos a lo que se cumple en las entonces llamadas “funciones” 
algebraicas), y donde llegan incluso a definir el concepto de punto en la 
superficie de Riemann mediante aquellos conceptos algebraicos, y a demostrar 
el teorema de Riemann-Roch. En definitiva, intentaban rescatar las ideas de 
Riemann, que todo el mundo llamaba (algo erróneamente) “geométricas”, de 
forma totalmente rigurosa y por medios que la gente llamará entonces 
(erróneamente otra vez) “aritméticos”. He aquí uno de los grandes ejemplos de 
transferencia de estructuras y de unidad conceptual tras la diversidad de ramas 
matemáticas, y uno de los primeros; como tal lo destacaron los Bourbaki y 
Dieudonné en particular, y como tal es un trabajo pionero para la geometría 
algebraica del siglo XX. Después de esto, parece evidente la importancia de 
Dedekind en lo que hemos dicho al comienzo de este apartado. Dicho de otra 
manera, Kronecker y Weil predican mucho sobre la “gran inspiración” para 
dar un fundamento común a la teoría de números algebraicos y a la geometría 
algebraica; Dedekind es más modesto, se limita a hacerlo en la práctica, con 
más lujo de detalles, más rigor, y apuntando al tipo de métodos que seguirán 
sustentando esas comunidades de estructura en el siglo XX. Otro ejemplo, 
donde Cantor acompaña y supera a Dedekind, está en el empleo de la teoría de 
conjuntos como origen común para estructuras discretas, estructuras de orden, 
y estructuras topológicas.            
 
Que Charles Ehresmann era amigo de Cavaillès ya ha quedado patente cuando 
hemos dicho que fue el editor, junto con Canguilhem en 1947, de su obra 
póstuma. Pero además escribió un "compte rendu" de Méthode axiomatique et 
formalisme en 1941 para la Revue philosophique de la France et de 
l'étranger156. También hizo la traducción del alemán al francés de la 
correspondencia Cantor-Dedekind en el libro Philosophie Mathématique157. 

                                                           
          155 Este artículo conjunto de Dedekind y Weber se publicó en la revista Journal für Mathematik, nº 92. 
 
          156 Tomo 131, pp. 81-86. 
              
          157 En este mismo libro (pp. 255-274) aparece el artículo "Transfini et continu", que Cavaillès escribió 
en los años 1940-1941 para la Revue Philosophique pero que no se publicó porque las tropas de ocupación 
prohibieron la revista. La publicación fue posible porque Cavaillès había mandado a su amigo Albert 
Lautman una copia (con sus propias anotaciones) de dicho artículo y la esposa de éste, Suzanne Lautman, 
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Aunque lo que más nos interesa a nosotros es que asistió, el 4 de Febrero de 
1939, al debate Cavaillès-Lautman en la Sociedad Francesa de Filosofía donde 
participó activamente, señalando cómo muchas de las concepciones filosóficas 
de Lautman debían arreglarse técnicamente para poderlas enunciar en 
términos matemáticos. Es muy posible que Ehresmann fuera el único de los 
asistentes al debate que entendió perfectamente la exposición de sus dos 
amigos. De su intervención destacamos el final: "Creo que los problemas 
generales planteados por Lautman pueden enunciarse en términos 
matemáticos, y añadiría que no se puede evitar enunciarlos en términos 
matemáticos"158.  
 
Como Lautman no llegó a conocer la teoría de categorías, puesto que 
comenzaba a tomar carta de naturaleza justamente cuando murió (recordemos 
que dicha teoría se debe a Samuel Eilenberg y Saunders MacLane que en 1945 
publicaron en Trans. Amer. Math. Soc. nº 58, pp. 231-294, el artículo "General 
theory of natural equivalences"), es difícil saber si las conversaciones con su 
amigo Ehresmann pudieron influir en su concepción tan especial de las 
matemáticas. Desde luego, Ehresmann es el miembro fundador del Grupo 
Bourbaki más metafísico; basta con repasar sus trabajos sobre espacios 
fibrados de los años 1940 y su dedicación, a partir de los años 1950 y hasta el 
final de su vida, a las categorías. Con esto se ve claramente que su actitud 
respecto del proyecto inicial del Grupo cambió pronto al interesarse muy 
vivamente por las matemáticas más cercanas a la filosofía (por decirlo de una 
forma fácil de entender). No es extraño, pues, que tuviese en alta estima los 
trabajos de sus amigos Cavaillès y Lautman; sobre todo el de Lautman por lo 
que hemos dicho unas líneas más arriba y que ampliaremos en los capítulos 
posteriores. 
 
Quizá no nos debiera parecer extraño el hecho de que algunos miembros 
fundadores de Bourbaki, a pesar de ser amigos de Cavaillès y Lautman, no 
hayan hecho mención a las investigaciones filosóficas de ambos. Estamos 
pensando concretamente en la visión que dieron en 1957, dos años después de 
la muerte de Hermann Weyl, Chevalley y Weil sobre el intuicionismo y los 
problemas epistemológicos de los que se ocupó Weyl159. Pensaban los 
bourbakistas Chevalley y Weil que los matemáticos "serios" no se deben 
                                                                                                                                                                                 
tuvo la gentileza de prestarlo. Lo que aquí nos interesa es que Henri Cartan y Claude Chevalley revisaron y 
corrigieron el artículo para su publicación. 
 
          158 Cavaillès (1994), p. 619. 
 
          159 Ver L'Enseignement Mathématique, t. III, fasc. 3, pp. 157-187. 
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preocupar de filosofía, salvo a título privado y sin que ello interfiera con su 
escritura matemática. Nosotros pensamos que esta elección es nefasta, ya que 
toda forma de matemáticas está gobernada por las opciones epistemológicas 
que son decisivas tanto en la orientación temática como en la programática de 
los trabajos. 
 
Lo que está claro, a día de hoy, es que el periodo estructural, después de haber 
aportado mucho en términos de metodología (lo que hay que subrayar), quizá 
está a punto de agotarse160 sin que estén bien definidos sus contornos. O sea, 
que para los estructuralistas las matemáticas funcionan bien (no se puede 
dudar de esto), pero les es muy difícil decir sobre qué teoría del conocimiento 
se sustentan. En este sentido, parece que el periodo basado en las categorías 
tiene menos problemas. Aunque, por otro lado, tiene problemas serios de 
fundamentos si hacemos caso a Feferman, Hellman, Awodey, etc.     
 
Terminaremos este apartado indicando las veces que Cavaillès y Lautman 
citan en sus trabajos, ya sea como fuente o como simple referencia, a los 
fundadores del Grupo Bourbaki.  
 
Parece natural que sea Lautman el que los cite más, ya que asistía a sus 
exposiciones en el seminario de Gaston Julia, según hemos dicho en su 
biografía. Desde luego, del círculo de amigos, al que cita más veces es a 
Herbrand; lo hace en 7 ocasiones, al menos, como fuente y lo menciona 
muchas más (en unas 14 páginas) en sus Tesis. A Claude Chevalley lo cita una 
vez como fuente y en unas 3 páginas en sus Tesis. A Charles Ehresmann hace 
referencia 2 veces como fuente y en 2 páginas en el cuerpo de su obra. Ya 
veremos, al analizar la obra de Lautman, las muchas alusiones que hará tanto a 
Élie Cartan (que fue el director de tesis de Ehresmann) como a Hermann Weyl 
(con el que estudió Ehresmann en 1932-1934). A René de Possel lo cita una 
vez como fuente y a André Weil dos veces. Respecto a Cavaillès diremos que, 
exceptuando a Herbrand que lo cita como fuente al menos 4 veces, solamente 
hemos visto, en sus Tesis, citar a Claude Chevalley en una ocasión como 
fuente y en otras dos más en el cuerpo de la obra. Pero de lo que no hay duda 
es que Cavaillès discutió lo que hacía o lo que le preocupaba, no sólo con 
Brunschvicg y Lautman, sino con Chevalley, Henri Cartan, Ehresmann y Weil 
(además de Herbrand, Fraenkel, Gentzen, Brouwer, Heyting, etc.) forjando así 
sus ideas sobre filosofía matemática.  
 
                                                           
 
          160 Nos estamos refiriendo claramente al estructuralismo de Bourbaki. 
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Por lo tanto, en resumen, podemos decir que Cavaillès y Lautman, cada uno a 
su manera, saben conjugar la influencia de su maestro Brunschvicg con la de 
la matemática estructural (representada por Hilbert y sus amigos del Grupo 
Bourbaki). Las conjugan pero no las adicionan, pues para ambos la estructura 
tiene una importancia capital. Por ello, y ya que estamos con lo de las citas, el 
matemático más citado (uniendo las veces que lo está como fuente y las que lo 
está en las páginas del cuerpo de las obras) tanto por Cavaillès como por 
Lautman es Hilbert161. De esta forma consiguen trenzar una epistemología que 
era "puntera" en su época. 
 
Por último añadiremos algunos comentarios de G. Choquet (nacido en 1915), 
bourbakista de la segunda generación, en su artículo “El análisis y Bourbaki” 
publicado en el libro colectivo La enseñanza de las matemáticas modernas 
(Alianza Universidad, Madrid, 1986, pp. 231-254). Dice así: “Los elementos 
fundamentales de los razonamientos son las estructuras; por ejemplo, el 
conjunto de los números reales posee estructuras muy variadas: de grupo, de 
cuerpo, de espacio vectorial, de orden, de espacio topológico. 
Recíprocamente, la misma estructura puede aparecer en distintas teorías; por 
ejemplo, la estructura de grupo surge en el estudio de los números reales, de 
los enteros módulo “p”, de los desplazamientos en el espacio, etc.”. En otro 
lugar del mismo artículo continúa... “para Bourbaki no hay más que una 
Matemática única, y la herramienta fundamental utilizada para llegar a esta 
unidad ha sido el método axiomático”. Después de esto, creemos que no se 
puede negar la influencia del “espíritu” de Cavaillès y Lautman en el 
“espíritu” de Bourbaki. Lo decimos porque, cuando hayamos analizado las 
obras respectivas de ambos, veremos la importancia que tienen para ellos 
términos como estructura, método axiomático, unidad, etc. 
                                                           
          161 Para completar el apartado de las citas diremos que Bourbaki en sus Elementos de Historia de las 
Matemáticas (versión en castellano de 1976 en Alianza Universidad) al matemático que más cita es Dedekind 
(unas 100 veces), seguido muy de cerca por Gauss (96), a continuación Leibniz (80), al que sigue Hilbert 
(70). El matemático francés más citado es Lebesgue (65), seguido de Cauchy (55) y de Galois (50). Continúa 
la saga alemana con Krocneker (60), Cantor (50), seguidos de Riemann, Kummer y Weierstrass (los tres 40), 
a los que sigue Dirichlet (35), para terminar la saga alemana con Weyl (30) y Klein (20). Euler y Lagrange 
(ambos 50). Finalizaríamos con los franceses Descartes (35), Borel (25) y Poincaré (20). No cabe duda 
ninguna de que este listado nos afianza más en nuestra creencia, dándole plena justificación, sobre la 
admiración del Grupo hacia los matemáticos alemanes. En concreto, creemos que no nos equivocamos si 
decimos, después del resultado de la encuesta precedente, que Bourbaki consideraba a Dedekind como el 
matemático del siglo XIX en el que la idea de estructura destaca con diferencia respecto a los demás. 
Veremos que también Dedekind será para Cavaillès uno de los matemáticos más citados y admirados, como 
prueba el hecho de que su primer escrito sobre lógica y filosofía de las ciencias data de 1932 y lleva por título 
"Sur la deuxième définition des ensembles finis donnée par Dedekind", publicado en la revista polaca 
Fundamenta Mathematicae, 19, pp. 143-148. Artículo en el cual, según Henri Cartan, el joven Cavaillès 
comete algunas ambigüedades e incoherencias [ver Cavaillès (1994), p. 563]. Cavaillès y Lautman 
coincidirán en Cantor y Hilbert.      
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CAPÍTULO IV 

 

El "formalismo modificado" de Jean Cavaillès 
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Introducción.-  Puesto que el "formalismo modificado" de Cavaillès fue su 
respuesta provisional al problema del fundamento de las matemáticas, 
problema que le interesó vivamente, vamos a analizar su obra más importante 
al respecto: Méthode axiomatique et formalisme. Essai sur le problème du 
fondement des mathématiques. Se trata de la Tesis Principal y nos referiremos 
a ella abreviadamente como Axiomatique et Formalisme. Veremos que 
Cavaillès reintegra un análisis del pensamiento y del devenir al fundamento de 
las matemáticas. Podíamos decir que como a Cavaillès le parece insuficiente, 
para fundar las matemáticas, el formalismo de Hilbert y además necesita 
responder al intuicionismo de Brouwer, tiene que recurrir a (o inventarse) su 
"formalismo modificado". Con este "formalismo modificado" intentaría 
justificar a la vez la introducción del infinito y las operaciones sobre él. No 
deja de ser revelador el hecho de que Cavaillès no emplee la palabra 
fundamento para calificar su proyecto.   
 
Sabemos que el formalismo yuxtapone una matemática intuitiva (o de 
contenido, de aquí que Hilbert la llame "contentual") sobre lo finito y una 
matemática formal sobre lo infinito. La matemática verdadera sobre el infinito 
se reduce a los sistemas de signos y de reglas de empleo, en los cuales se 
operan encadenamientos mecánicos de fórmulas. El programa de Hilbert trata 
de fundar la matemática en una metamatemática que demuestra la no 
contradicción de los sistemas formales, por medio de consideraciones finitistas 
sobre los ensamblajes de signos autorizados en estos sistemas. Pero el teorema 
de Gödel muestra que este programa no puede ser realizado. La no 
contradicción de un sistema que comprende la aritmética elemental, no se 
puede demostrar más que por medio de procedimientos más potentes que los 
formalizados en el sistema. De esta forma, la metamatemática no puede 
limitarse a consideraciones finitistas. Gentzen fue acusado de recurrir a una 
inducción transfinita para demostrar la no contradicción de la aritmética 
elemental, aunque recurre más bien a ideas intuicionistas o constructivistas 
⎯como los ordinales constructibles⎯ que legitiman algo que "puede 
considerarse equivalente" a la inducción hasta ε0 (primer ordinal tal que 

). El teorema de Gödel elimina toda concepción estrictamente 
formalista de las matemáticas. Se puede utilizar el argumento de que la 
concepción formalista de las matemáticas es eliminada por el propio 
desarrollo de las matemáticas. En definitiva, que el formalismo no triunfó ni 
en fundar, ni en definir o en pensar las matemáticas. 

0
0 εωε =

 
Veremos que Cavaillès no piensa, ni por un momento, que haya “zanjado” 
definitivamente el problema del fundamento de las matemáticas; sino  
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solamente el haber aportado un “máximo de claridad”, “justamente hasta que 
un nuevo resultado aparezca”162. Constatará también la interacción que existe 
entre el formalismo y el logicismo y recíprocamente; así como la del 
intuicionismo con el formalismo. Conocedor del resultado de Gödel de 1934 
sobre la posibilidad de traducir la aritmética elemental clásica en la de Heyting 
(lo que significa, en particular, que toda proposición aritmética demostrable 
con el tercio excluso es traducible en una proposición demostrable sin tercio 
excluso), de esta equivalencia Cavaillès concluirá la inutilidad de las 
prohibiciones intuicionistas (lo que no deja de ser una conclusión un poco 
superficial por parte de Cavaillès). Así pues, la solución intuicionista tampoco 
le satisface. Para el formalismo, Cavaillès distinguirá la posición radical de 
von Neumann y la posición más matizada de Hilbert. Defenderá un 
“formalismo  modificado”163 que “salve” a  Hilbert. Pensará que la 
formalización es esencial, y no simple revestimiento, pues ella trenza la trama 
y la cadena del “tejido matemático”. Cavaillès insistirá sobre el aspecto 
material, práctico, factual y operatorio del conocimiento matemático: "la 
práctica es el tribunal supremo", dirá. Axiomatización y formalización son 
necesarias en tanto que “momentos de una dialéctica creadora”. Por este 
motivo veremos que Cavaillès oscilará de Kant a Brouwer y a Hilbert.  
 
En definitiva, si fundamento quiere decir origen, podemos decir que no hay 
manera de buscar el fundamento, porque no existe el origen absoluto; 
solamente existe una historia, jamás acabada y siempre allí. Luego, el 
problema del fundamento de las matemáticas desemboca sobre su propia 
negación. Es decir, que la investigación de la definición y del fundamento de 
las matemáticas desemboca, inevitablemente, sobre la historia. En otras 
palabras, la matemática es infundable y además en ella se da lo paradójico y la 
ambigüedad. Basta hacer un recorrido histórico por ella para que veamos 
cómo la matemática ha encontrado su mayor recurso en la dedicación a 
algunas paradojas famosas (números imaginarios, puntos del infinito, sumas 
de series divergentes, no derivabilidad de las funciones continuas, etc.). Por 
otra parte, se dice que sin matemáticos no hay matemática; nosotros añadimos 
que sin saber matemática se puede comenzar a hacerla (como sucede con 
cualquier estudiante de matemáticas). Dicho de otra manera, la matemática es, 
ante todo, la actividad matemática (algo que necesita dedicación y 
especialización). Pero, sin embargo, "casi" cualquiera puede comenzar a hacer 
matemática. Esto es así porque pensamos que no es nada evidente el que la 
                                                           
          162 Cavaillès (1981), p. 164. 
 
          163 Cavaillès (1981), p. 179. 
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matemática consista en un saber, en una cuestión de conocimientos 
instituidos; sino, más bien, se trata de una cuestión de actos (Cavaillès los 
llamará gestos), de actos de pensamiento y de cálculos164. Ahora bien, la 
supresión del problema del fundamento no zanja la cuestión del estatuto de la 
experiencia matemática o del objeto; por eso veremos que Cavaillès, tanto al 
final de Axiomatique et Formalisme como en sus escritos posteriores, 
investigará sobre estos temas. Veamos el recorrido realizado por Cavaillès 
hasta llegar a su "formalismo modificado".  
 
4.1 El problema planteado por la crisis en la teoría de conjuntos.- 
Al comienzo de Axiomatique et Formalisme, Cavaillès analiza el problema 
planteado por la crisis en la teoría de conjuntos porque, para él, el problema 
del fundamento de las matemáticas sólo adquirió toda su importancia a partir 
de la crisis de la teoría de conjuntos. Por ello se pregunta: 
 
¿Qué era fundamentar, hasta entonces, si no escoger entre distintos tipos de 
evidencia, dar prioridad a tal desarrollo en relación a tal otro, o situar la 
actividad matemática entera en relación a otras actividades de la 
conciencia?165. 
 
A lo que responde: 
 
Sin embargo, la validez misma de los resultados, la estructura interna del 
edificio, no se ponían en cuestión. Por el contrario, con las paradojas 
descubiertas entre 1890 y 1904 había que afrontar un peligro que amenazaba 
a la [...] teoría de conjuntos [...]. Inversamente, sus resultados se revelaban 
cada día más valiosos en el Análisis y en dominios cercanos. ¿Se podía 
romper esta doble solidaridad y aislar de las regiones inciertas una especie 
de zona central en donde los robustos métodos tradicionales conservaran una 
evidencia concreta indudable? La tentativa era tan difícil de realizar 
técnicamente como poco satisfactoria para el espíritu. Así, la eliminación del 
transfinito [...] condujo directamente a la paradoja de Richard166. En cuanto 

                                                           
          164 Como sabemos que Hilbert hizo famosa la frase: “en el principio fue el signo”, veremos que a 
Cavaillès le podremos asignar una análoga: “en el principio fue el gesto” (y el signo deviene del gesto). 
 
          165 Cavaillès (1981), p. 5. 
 
          166 Entre todas las versiones que existen, vamos a considerar la expresada por el propio Cavaillès tanto 
en el texto que estamos analizando como en su Tesis Complementaria (ver página 146 de los Remarques...). 
Si se consideran todas las fracciones decimales cuya definición más corta no exija más que un número finito 
de signos (o palabras), es posible clasificarlas según este número mínimo N. Así, a cada N corresponde un 
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a los remedios localizados en la teoría, éstos no podían ser sino inoperantes 
pues, en tanto que localizados, por una parte rompían los pasajes y, por otra, 
los métodos que corregían se encontraban ya actuando en otros sitios. De ahí 
la necesidad de reconstruir el edificio entero: desde el continuo aparecían las 
dificultades; se debía empezar por una teoría del continuo, materia común 
para engendrar los objetos matemáticos167. 
 
Está claro que en el párrafo anterior aparece resumida la visión que tenía 
Cavaillès de la matemática desde el doble punto de vista de “su historia” y “su 
filosofía”. De ahí que nos hayamos extendido en la cita. En ella se ve la 
importancia de la “localización” de un determinado problema en el tiempo y, 
mejor todavía, la importancia de las “implicaciones filosóficas” que dicho 
problema proyecta hacia el futuro. Así podemos ver cómo sitúa, desde el 
principio, muy acertadamente el problema de los fundamentos de la 
matemática en la crisis originada en la teoría de conjuntos por la aparición de 
las famosas paradojas. Termina haciendo referencia a la importancia del 

                                                                                                                                                                                 
número finito de fracciones decimales; todas las fracciones decimales que tienen la propiedad se pueden 
colocar en una sucesión ordenada: 
                                                        a1, a2, a3, ...                            (1) 
 
Si se define la fracción "b" por medio de la condición de que su primera cifra sea igual a 1+la primera cifra de 
a1, su n-ésima a 1+la n-ésima cifra de an,, "b" no puede pertenecer a la sucesión (1); sin embargo, la definición 
precisa que acaba de darse no requiere más que un número finito de signos (los caracteres de imprenta 
empleados). 
 
O sea, que el procedimiento de la diagonal nos proporciona una nueva fracción que es exterior a la sucesión 
(1) y, sin embargo, definible igualmente por un número finito de signos. Dice Cavaillès que el procedimiento 
de la diagonal no es responsable de la contradicción, sino la imprecisión de la "definición en términos finitos". 
Termina diciendo Cavaillès que estas antinomias "epistemológicas" no conciernen directamente a la teoría de 
conjuntos.  
 
Nos gustaría añadir que la paradoja de Jules Richard (1862-1956) nos viene a decir que el definir un número 
sin ambigüedad no está exento de dificultades. Decía Richard, en su carta del 30 de Junio de 1905 a la Revue 
générale des sciences pures et appliquées, algo así como que no es necesario ir a la teoría de los números 
ordinales para encontrar las contradicciones de las que habla la teoría de conjuntos; en otras palabras, que 
considerando números finitamente definidos es suficiente para que aparezcan paradojas. En la elaboración de 
su paradoja, Richard se encuentra con que todos los números que se pueden formar con un número finito de 
palabras constituyen un conjunto enumerable. Sabemos que para escapar a la paradoja de Richard es obligada 
la formalización de los lenguajes. También sabemos que Frank P. Ramsey, en 1925, en su obra The 
foundations of mathematics fue el primero que dividió las paradojas en dos clases distintas; las paradojas 
lógicas asociadas al concepto de pertenencia (como la clásica de Russell) y las paradojas semánticas asociadas 
al concepto de verdad (cuyo prototipo es la famosa "paradoja del mentiroso" de Epiménides, así como la de 
Richard). No cabe duda de que las paradojas semánticas, con el paso del tiempo, adquieren el "encanto" de 
haber renovado el estudio de la sintaxis lógica y, al utilizarlas convenientemente, han jugado un papel muy 
importante en la elaboración de los grandes teoremas de "imposibilidad" de Gödel, Turing, Tarski y Chaitin.         
    
          167 Cavaillès (1981), p. 6. 
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continuo para reconstruir el edificio entero; o sea, que para Cavaillès el 
problema del continuo168 sigue siendo, como en tiempos de Leibniz, el 
problema crucial de la filosofía matemática.   
 
Para Cavaillès, existe una doble solidaridad entre la matemática clásica y la 
teoría de conjuntos. Pues, por una parte, la teoría de conjuntos, en su origen, 
está basada sobre la matemática clásica y, por otra parte, las aplicaciones de la 
teoría de conjuntos hacen progresar y reorganizar a la matemática clásica (ahí 
están los procedimientos conjuntistas utilizados en Análisis y en las teorías 
cercanas como la Topología y la Integración). Esta doble solidaridad no puede 
romperse. Por eso las paradojas aparecidas en el interior de la teoría de 
conjuntos remueven todo el edificio y exigen, como decía en la cita de unas 
líneas más arriba, "una reconstrucción del edificio entero". 
 
4.2 Las soluciones técnicas de Borel y Lebesgue.- Para intentar 
arreglar la situación Cavaillès busca ayuda en la escuela que se desarrolla en 
torno a Borel y Lebesgue. Es decir, realiza un análisis en profundidad de las 
soluciones técnicas aportadas por el “empirismo” de E. Borel (1871-1956) y la 
noción de “lo nombrable” (o “definible”) de H. Lebesgue (1875-1941). 
Sabemos que en el intercambio epistolar entre Baire, Borel, Hadamard y 
Lebesgue, editado por Borel bajo el título de Cinq lettres sur la théorie des 
ensembles169, Hadamard es el único que defiende la demostración del buen 
orden hecha por Zermelo y esto al precio de una concepción platónica de los 
objetos matemáticos ("Lettre de M. Hadamard a M. Borel"170). Para 
Hadamard, los objetos matemáticos tienen una existencia independiente de 
nuestro pensamiento. Baire, Borel y Lebesgue se consideran voluntariamente 

                                                           
          168 En el año 1990, del 11 al 20 de Septiembre, se celebró un coloquio sobre la cuestión del continuo en 
el conocido Centro Cultural Internacional de Cerisy-la-Salle, en Francia, donde se reunieron algunos de los 
más grandes especialistas mundiales en la materia para tratar sobre El laberinto del continuo; así es como 
titularon los editores, en el año 1992, la publicación de las conferencias allí pronunciadas. Los editores fueron 
J-M. Salanskis y H. B. Sinaceur. En este libro se pueden encontrar unos artículos muy interesantes sobre las 
dos formas de entender y explicar, hasta el día de hoy, las reflexiones sobre el continuo matemático. La 
primera es el modelo conjuntista de Cantor-Dedekind que se basa en que R es un conjunto no enumerable 
perfecto y conexo. No cabe duda que este modelo es muy sugestivo, porque permite formular de varios 
modos, aparentemente heterogéneos, pero convergentes la plenitud y la cohesión del continuo. Pero hay una 
segunda forma de hablar del continuo, que ya lleva un tiempo irrumpiendo con fuerza, a la que podemos 
caracterizar como modelo o "versión" constructivista del continuo que se basa en el carácter "constructivo" de 
la matemática (se trata de la contestación del modelo conjuntista que comenzó con Brouwer y su continuo 
inacabado).  
 
          169 Rivenc y de Rouilhan (1992), pp. 287-307. 
 
          170 Rivenc y de Rouilhan (1992), pp. 295-297. 
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más empiristas y no conceden la existencia más que a los objetos que se 
pueden definir. Las discusiones que mantienen se hacen sobre el valor y el 
contenido de las definiciones. Se trata, como dice Cassou-Noguès, de "unas 
críticas de matemáticos 'militantes', dirigidas por las preocupaciones técnicas 
salidas de su propio trabajo"171. De ahí que diga Cavaillès: 
 
Lejos de toda especulación, ellos quieren fijar qué objetos, qué métodos 
tienen derecho a considerar sin riesgo de enfrentarse a una contradicción172.          
 
Respecto a Borel, Cavaillès, utilizando un famoso texto del matemático, dice 
que rechazaba todas las “matemáticas verbales” o “construcciones lógicas... en 
las que se manipulan símbolos que no corresponden a ninguna intuición”173. 
Para Borel, continúa Cavaillès: 
 
Corresponden a una intuición, por una parte, el número entero; por otra 
parte, el continuo geométrico: es a partir de ellos y solamente desde ellos, 
desde donde se podrán engendrar los objetos matemáticos174.  
 
A partir de estos principios, Borel construye una teoría de conjuntos y un 
Análisis irrefutables. Pero la teoría de los conjuntos bien definidos, los B-
medibles (o de Borel), debe ser constructiva; lo que se opone frontalmente con 
la teoría de conjuntos de Cantor. 
 
Respecto de Lebesgue, opina Cavaillès, intentó hacer una limitación menos 
rigurosa que Borel gracias a su noción de nombrable o de efectivo. Por ello 
hará una cita textual de un conocido artículo del célebre matemático: “Un 
objeto se define o se da cuando se pronuncia un número finito de palabras que 
se aplican a este objeto y sólo a éste; es decir, cuando se ha nombrado una 
propiedad característica del objeto”175. Luego, se trata de definir, o de 
nombrar, cada uno de los objetos utilizados en un razonamiento. 
   

                                                           
          171 Cassou-Noguès (2001), p. 64. 
               
          172 Cavaillès (1981), p. 6. 
 
          173 Borel. Leçons sur la théorie des fonctions. París, Gauthier-Villars, 1928, p. 181. 
              
          174 Cavaillès (1981), p. 7. 
           
          175 Lebesgue. Sur les fonctions représentables analytiquement. Journal de Mathématiques, 1905, pp. 
139-219 (p. 205). 
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No cabe ninguna duda de que se ve muy claramente la distancia en relación 
con las afirmaciones puramente existenciales de Zermelo (1871-1953) o de 
Cantor. Para Lebesgue, de manera general es la unicidad de lo nombrado lo 
que interviene: el conjunto dado por el axioma de elección no está 
determinado de manera unívoca; así sabemos que el teorema de Zermelo fue 
atacado fuertemente por los llamados “empiristas” franceses, porque para ellos 
lo finito y lo calculable es lo concreto y bueno; el transfinito y las 
demostraciones generales de existencia de objetos no dados individualmente 
por un algoritmo, es lo abstracto y rechazable. 
 
Para Cavaillès: 
 
El movimiento del pensamiento que lleva a Lebesgue a poner a las 
definiciones descriptivas como fundamento de su teoría de la medida y de la 
integración, en lugar de las definiciones constructivas que usa Borel, es el 
mismo176. 
 
Pues Borel, por ejemplo, sabemos que otorga medida 1 al dominio 
fundamental ⎯representado por el segmento (0,1)⎯ y establece el convenio 
de que cada una de las operaciones generadoras de conjuntos de Borel se 
traduzca por una operación aritmética con el mismo nombre y operando sobre 
las medidas de los conjuntos utilizados, de manera que todo conjunto así 
definido, posea una medida dada por su construcción. Lebesgue, por el 
contrario, plantea el problema en abstracto: a todo conjunto de puntos E se le 
puede asociar un número positivo o cero m(E) que satisface las tres 
condiciones siguientes: 1ª) dos conjuntos iguales tienen la misma  medida; 2ª) 
el conjunto suma de un número finito o de una infinidad numerable de 
conjuntos sin puntos en común ⎯dos a dos⎯ tiene como medida la suma de 
las medidas; y 3ª) la medida del segmento (0,1) es 1. 
 
Aunque se ve fácilmente que para los conjuntos de Borel la solución está 
dada, precisamente, por la medida tal y como la define Borel; Cavaillès quiere 
establecer diferencias haciendo una nueva cita textual de Lebesgue: “la 
ventaja principal que tiene el razonar sobre conjuntos medibles y no sólo sobre 
los de Borel, no es que se contemple una clase más vasta de conjuntos, sino 
que se parte de la propiedad capital de los conjuntos a los que se puede asignar 

                                                           
          176 Cavaillès (1981), p. 16. 
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una medida y no de un procedimiento de construcción en perpetuo 
devenir”177. Para Cavaillès:  
 
De algún modo es la homogeneidad de los materiales de una empresa, la 
simultaneidad de la matemática con la actividad en curso lo que aquí se 
afirma: se trata aún de un empirismo, pues sólo se describe el trabajo 
efectivo, pero es empirismo del pensamiento en acto, sin otra referencia que el 
devenir imprevisible de las matemáticas. Los modos de definición son 
abandonados a las variaciones y a las exigencias del movimiento: por cada 
nueva adquisición aparecen nuevas posibilidades. El enriquecimiento de lo 
nombrable coincide con el enriquecimiento mismo de la ciencia178. 
 
En otras palabras, las dificultades a las que se enfrentan Borel y Lebesgue 
están relacionadas con el carácter pragmático de sus reflexiones. Tanto el uno 
como el otro quieren determinar los objetos y los métodos que ellos pueden 
utilizar en Análisis y en Teoría de la Integración.  
 
Ahora bien, los objetos nombrables pueden estar insuficientemente 
determinados. Para ello basta con recordar que Souslin en 1917, al corregir un 
error de Lebesgue, mostró que la imagen continua de un conjunto boreliano no 
es necesariamente un conjunto boreliano. Esto le llevó a definir y a estudiar 
una categoría más amplia de conjuntos que se llamarían después "analíticos", 
"proyectivos" o "souslinianos". Después de la muerte prematura de M. Ya. 
Souslin (1894-1919), este estudio lo continuó principalmente Lusin (cuyas 
ideas habían inspirado el trabajo de Souslin). Es N. N. Lusin (1883-1950), al 
que cita Cavaillès textualmente, quien “considera como insoluble la cuestión 
de saber si todos los conjuntos proyectivos son medibles o no, porque, según 
él, los procedimientos mismos de la definición de conjuntos proyectivos y de 
la medida en sentido de Lebesgue son virtualidades incomparables”179. Luego, 

                                                           
          177 Lebesgue. Leçons sur l’intégration et la recherche des fonctions primitives. París, Gauthier-Villars, 
1903; 2ª édit. augmentée, 1928. p. 117 n. 
 
          178 Cavaillès (1981), pp. 17-18. El subrayado es nuestro. 
 
          179 En la obra de Lusin Leçons sur les ensembles analytiques (Gauthier-Villars, París, 1930), se pueden 
ver las propiedades de los conjuntos proyectivos. Es interesante lo que dice Lusin en la página 323: "el 
dominio de los conjuntos proyectivos es un dominio donde el tercio excluso no se aplica, aunque todo 
conjunto proyectivo sea formalmente definible por medio de una infinidad enumerable de condiciones". 
También se puede ver el artículo de Jean-Paul Delahaye en la revista Investigación y Ciencia de julio de 1999, 
titulado "Juegos infinitos y conjuntos grandes" (pp. 67-73); donde, además de actualizarse los conocimientos 
sobre los conjuntos proyectivos, aparecen relaciones insospechadas entre los juegos, los sistemas informáticos 
y la axiomática de los conjuntos, que implican a los grandes cardinales. Ver especialmente la página 70, así 
como las páginas 427-430 del 2º volumen de la Enciclopedia de las Matemáticas. 
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la pregunta inmediata es, ¿se está seguro, incluso, de que no pueden aparecer 
contradicciones? Pues la heterogeneidad entre propiedades igualmente 
nombrables deja abierta la posibilidad de que su yuxtaposición sea 
contradictoria. No cabe duda que, en casos privilegiados, la presencia de 
ejemplos efectivamente construidos puede ser una garantía en contra de este 
peligro. Ante esta situación, para Cavaillès: 
 
una posición intermedia entre el empirismo y el idealismo parece difícil de 
sostener180. 
 
Más aún, Cavaillès opina que una limitación cualquiera del campo 
matemático, extraída de consideraciones estrictamente matemáticas ⎯como 
hacen Borel y Lebesgue⎯, parece imposible; pues es lo imprevisto de un 
problema, la desviación en su aplicación, lo que hace vana la regla de 
seguridad o bien obliga a su abandono. En definitiva, ninguna solución al 
problema de los fundamentos se puede esperar de las consideraciones técnicas 
formuladas a propósito de una disciplina particular. Más bien, por el contrario, 
dirá Cavaillès textualmente:  
 
Parece que aquí la reflexión crítica sobre la esencia misma del trabajo  
matemático y la noción de objeto, son condiciones previas necesarias181.  
 
No hace falta decir que en esta última frase se encuentra uno de los principales 
objetivos de Cavaillès al abordar este ensayo. Pero para poder conseguir este 
objetivo, necesita efectuar una regresión que le conducirá a cavar, más allá de 
la matemática propiamente dicha, en el suelo común de todas las actividades 
racionales.  
 
Nos gustaría terminar diciendo que este análisis que acabamos de ver de 
Cavaillès sobre Borel y Lebesgue, desde la perspectiva que da el tiempo 
transcurrido, es muy acertado y objetivo porque contiene los principales 
ingredientes del “espíritu” que afrontaba la incipiente “crisis”. 
 
4.3 Necesidad de una teoría de la razón; antecedentes del 
problema.- Al final de los Remarques..., expresaba Cavaillès esto mismo 

                                                                                                                                                                                 
 
          180 Cavaillès (1981), p. 21. El subrayado es nuestro. 
 
          181 Cavaillès (1981), p. 21. El subrayado es nuestro. 
 

 136



cuando decía algo así como que, si el contenido relativo de una teoría en la 
totalidad depende de los resultados del matemático en activo, entonces, el 
fundamento de la totalidad depende de una definición general del trabajo 
matemático. Sin embargo, esto parece sobrepasar la competencia del 
matemático en activo, ya que está comprometido solamente con su campo de 
trabajo. De aquí que Cavaillés crea necesaria una teoría de la razón; para ello 
busca primero los antecedentes del problema en la filosofía clásica, 
examinando la filosofía de las ciencias de Descartes, Leibniz y Kant. 
 
Respecto del primero destaca Cavaillès la primacía del número y de la 
extensión. De Leibniz resalta el continuo como fenómeno; así como su 
panlogismo. En realidad, estos análisis de Descartes y Leibniz que hace 
Cavaillès están directamente inspirados en los de Brunschvicg en Les Étapes... 
y no parecen jugar un papel especial en su ensayo. 
 
Por el contrario, el estudio y la crítica del sistema de Kant que hace Cavaillès 
serán muy importantes porque anuncian la problemática del gesto 
combinatorio (término clave, el de "gesto", para entender el ensayo de 
Cavaillès). Se quedará Cavaillès con el esquematismo y la intuición espacial 
de Kant. Sabemos que para Kant una línea no existe mientras que no sea 
trazada por la imaginación, un número mientras que no sea percibido por la 
conciencia en el espacio o el tiempo. Pues bien, Cavaillès dirá textualmente 
que, según Kant: 
 
La intuición es necesaria para la demostración de nuevas relaciones182. 
 
Luego, si el matemático debe estar siempre guiado por las intuiciones en el 
encadenamiento de sus razonamientos, es porque la intuición posee una 
estructura o una realidad propia. Más aún, la dualidad de las dos formas de la 
intuición hace que el problema sea insoluble. Sin duda, en Kant, hay una 
subordinación del espacio al tiempo ya que toda síntesis se cumple en el 
tiempo; “no puedo representarme una línea, por pequeña que sea, sin extraerla 
por medio del pensamiento”183. Para Kant la aritmética sería la ciencia del 
tiempo y la geometría la ciencia del espacio, por lo menos en la Critica de la 

                                                           
 
          182 Cavaillès (1981), p. 26. 
 
          183 Kant (1985), p. 196. 
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razón pura; aunque sabemos que tuvo sus oscilaciones184. Pero para Cavaillès, 
por una parte, el tiempo es una magnitud continua, por otra parte, la simetría 
está rota por la diferencia de los métodos: la geometría procede sólo 
deductivamente a partir de axiomas, mientras que la aritmética, por el 
contrario, es inductiva. No cabe duda que Cavaillès se reconoce en el 
problema kantiano de las matemáticas. En particular, la noción de juicio 
sintético le parece que traduce el carácter "imprevisible del devenir 
matemático"185. Pero, sin embargo, las construcciones en la intuición, tal 
como las presenta Kant, para Cavaillès originan dificultades a la hora de 
precisar las relaciones entre las diferentes ramas de la matemática. 

                                                          

 
Así, por ejemplo, a Cavaillès le parece que, en realidad, la que está en el 
mismo plano que la geometría es el álgebra. Ahora bien, si para Kant el 
álgebra es "conocimiento por construcción de conceptos", Cavaillès dirá que 
esta misma construcción se efectúa también en el espacio (cosa que no era 
ejena a Kant). Respecto a la aritmética, aunque parezca un caso particular del 
álgebra, Cavaillès dice que domina tanto al álgebra como a la ciencia del 
espacio ya que "el número es un esquema puro superior al espacio y al 
tiempo". En definitiva, para Cavaillès, la aritmética no nos proporciona 
teoremas sino simples fórmulas numéricas que se imponen a todas las ciencias 
de objetos. Luego el papel del álgebra, desde una interpretación de la 
epistemología kantiana, presenta para Cavaillès tres dificultades: 
 
1) siguiendo la anotación de L. Brunschvicg, el problema del continuo es 
escamoteado al tiempo como imagen espacial, por el deslizamiento del 
esquema temporal que da el número entero186; 2) la situación del álgebra no 
se precisa: su autonomía como ciencia que procede por medio de 

 
          184 Ver Brunschvicg (1993), pp. 257-281 donde, además de explicar cómo la filosofía matemática se 
convierte en la piedra angular de la Crítica …, Brunschvicg cuenta las indecisiones de Kant ante el dilema de 
que “la finitud y la discontinuidad de la síntesis numérica son incompatibles con la infinitud y la continuidad 
de la magnitud espacial” (p. 274). 
               
          185 Cavaillès (1981), p. 26. 
 
          186 No cabe duda de que Cavaillès se refiere aquí a la opinión expresada por Brunschvicg en 1916, en su 
artículo “L’arithmétique et la théorie de la connaissance” publicado en la Revue de Métaphysique et de 
Morale (pp. 331-342), donde decía textualmente: “Nada responde mejor que el número entero a la idea de una 
creación puramente intelectual. A partir de un límite […] nosotros ya no disponemos, para contar, de una 
intuición directa: el número se vuelve un ser ideal que está enteramente constituido desde adentro por los 
procedimientos intelectuales de la enumeración. Podrá entonces parecer, al menos a una mirada superficial, 
que el número entero es el producto de un artificio o de una convención. Pero, en cualquier caso, un hecho es 
seguro: que, una vez puesto en el mundo, todo número presenta una naturaleza individual objetiva que escapa 
a cualquier deducción general, a cualquier anticipación del razonamiento” (p. 332). 
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construcciones simbólicas no se señala más que de manera accidental y sin 
que se justifique su independencia en relación a la geometría que se ocupa de 
"los objetos mismos"; 3) los axiomas, en fin, son propuestos como hechos sin 
que se dé ni un criterio para reconocerlos, ni el hilo conductor para poderlos 
ordenar: "expresan las condiciones de la intuición sensible a priori, que son 
las únicas que posibilitan el esquema de un concepto puro de la intuición 
exterior"187. Su única evidencia proviene de la práctica de la construcción: no 
se puede hacer otra cosa para unificar los objetos188.         
 
Para Cassou-Noguès, Cavaillès y Brunschvicg adoptan, en relación a Kant, 
dos actitudes contrarias. "Cavaillès tiende a definirse oponiéndose al sistema 
de Kant, mientras que Brunschvicg busca en él hacer aparecer su propio 
proyecto"189. Así, el relativismo crítico de Brunschvicg es como un idealismo 
débil. Es idealismo, porque la construcción de la objetividad reposa sobre los 
actos del espíritu. Es débil, porque Brunschvicg renuncia a deducir la 
objetividad únicamente de las facultades del espíritu. Pues el espíritu no se 
pone en movimiento más que por el impulso y por la sugestión de la 
experiencia. El mundo y la ciencia son engendrados en la adaptación 
recíproca, en la reacción mutua, en la lucha o el diálogo de la experiencia y 
del espíritu, de la razón o de la conciencia. En este diálogo entre la experiencia 
y la razón, en un primer momento, la experiencia presenta a la razón un campo 
de fenómenos desordenados, con agujeros o aberturas. Aquí, la experiencia 
"sugiere" a la razón; es decir, le incita a poner orden donde hay desorden o a 
tapar un agujero en unas condiciones determinadas. En un segundo momento, 
la razón inventa una conexión entre los fenómenos de la experiencia; conexión 
que permite organizar los fenómenos y constituir los nuevos objetos, como las 
cosas estables, como las formas exactas o las unidades aritméticas, de las 
cuales el conjunto formará un nuevo plan de experiencia. Pero, en un tercer 
momento, la conexión, inventada por la razón, debe ser verificada y 
establecida en la experiencia. Esto supone una acción en la experiencia; 
Brunschvicg hablará de una "práctica". Luego, la experiencia sugiere y 
confirma, en las prácticas, las conexiones que inventa la razón. He aquí, en 
pocas palabras, la intelectualización de la experiencia que describe 
Brunschvicg en su relativismo crítico190. 

                                                           
          187 Kant (1985) en "Axiomas de la intuición", p. 196. 
  
          188 Cavaillès (1961), p. 32. 
 
          189 Cassou-Noguès (2001), p. 72. 
 
          190 Cassou-Noguès (2001), pp. 72-77. 
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Cavaillès intentó reformar el kantismo a partir del estudio de la noción de 
"sintético a priori". Tomando como punto de partida la filosofía de 
Brunschvicg, intenta una búsqueda racionalista de la verdad. Para ello la 
matemática le sirve de modelo. Busca una teoría del conocimiento que 
explique la "práctica del matemático". Considera esta práctica en abstracto; es 
decir, considera los efectos, los resultados matemáticos, independientemente 
de las circunstancias reales, contingentes y eventualmente refractarias a la 
explicación racional de su establecimiento. Veremos que para Cavaillès la 
demostración será a la vez norma de reconocimiento y norma de producción 
de lo verdadero. Por eso afirmará contra Kant la primacía de la demostración 
sobre la intuición. Su "experiencia matemática" será conocimiento ya que es 
experiencia de verdad, contrariamente a la experiencia empírica. Cavaillès no 
verá en las matemáticas, en la construcción de sus estructuras, la encarnación 
y la explicitación de una dialéctica eterna; es decir, no serán para él las 
matemáticas un modelo eterno. De aquí su declarado antiplatonismo.                  
 
En definitiva, como las soluciones técnicas propuestas por Borel y Lebesgue 
le parecen insuficientes para responder al problema de los fundamentos de la 
matemática, Cavaillès piensa que solamente se puede responder a dicho 
problema partiendo de una definición del trabajo matemático. Tratando de 
encontrar una tal definición interroga a Descartes, Leibniz y Kant. Se detiene 
en el sistema kantiano porque, a pesar de que no le proporciona una definición 
adecuada del trabajo matemático, no obstante, la construcción en la intuición 
parece introducir el gesto combinatorio y el geométrico. Gestos que poseerán 
un orden y un ritmo propios, aunque no se podrán abstraer y representar por sí 
mismos. De esta forma, fundar las matemáticas será hacer posibles tales 
gestos; o sea, describir la génesis del espacio de los gestos. Como el 
intuicionismo brouweriano trata de aclarar de forma reflexiva la actividad 
matemática, Cavaillès recurrirá a él. 
 
4.4 El intuicionismo brouweriano.- Cavaillès hace referencia al 
intuicionismo de L. E. J. Brouwer (1881-1966) para completar, no solamente 
"las teorías de la razón", sino, sobre todo, el sistema de Kant. Pues, al tratar de 
buscar una respuesta al problema de los fundamentos a través de una 
definición del trabajo matemático, Cavaillès piensa que, contrariamente a las 
soluciones técnicas que nos llevaron a las dificultades interiores en el campo 
de trabajo de los matemáticos, el intuicionismo de Brouwer se apoya sobre 
una elucidación reflexiva de la actividad matemática. Textualmente dirá 
Cavaillès: 
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La actividad matemática, en realidad, se experimenta en sí misma en su 
desarrollo original: no se la puede definir, sólo se la puede seguir191.  
 
Cavaillès considera original el intuicionismo de Brouwer porque, en su 
esfuerzo por resolver el problema del fundamento de las matemáticas, lo lleva 
a retomar los temas esenciales del kantismo; es decir, el carácter intuitivo 
inmediato del conocimiento matemático donde la verdad se constata en una 
experiencia sui generis; la definición de su desarrollo como una construcción 
imprevisible, independiente de la lógica; y, en definitiva, la primacía de la 
construcción aritmética sobre la geométrica. El número será la intuición 
fundamental de la matemática intuicionista.  
 
No obstante, para Cavaillès, la intuición de la que habla Brouwer es temporal; 
por lo tanto, la forma del espacio está totalmente eliminada. Sabemos que la 
primera actividad matemática es, para Brouwer, la creación de un orden en el 
mundo y hasta en las sociedades. Como en la vida misma, “las matemáticas 
son más un hacer que una doctrina", frase de Brouwer que Cavaillès destacará 
poniéndola a pie de página en su versión original: Die Mathematik ist mehr 
ein Tun denn eine Lehre. De donde se deduce fácilmente la opinión de 
Brouwer sobre la doble afirmación de la independencia de las matemáticas en 
relación al lenguaje y a la lógica. Por su esencia, dirá Cavaillès, el lenguaje no 
tiene nada que ver con las matemáticas; para lo cual hará referencia a algunas 
citas textuales tanto de Brouwer como de A. Heyting (1898-1980), el 
continuador de la obra de Brouwer.  
 
Pero, para Cavaillès, la sintaxis de esta lengua es la lógica, con sus tres 
principios: de no contradicción, de tercio excluso y del silogismo; que 
permiten pasar mecánicamente de una proposición a otra sin preocuparse por 
su contenido: la experiencia ratifica siempre el resultado porque estas 
operaciones son sólo el correlato lingüístico (la traducción) de operaciones 
intuitivas efectuadas sobre un sistema de objetos finitos. Ahora bien, para la 
experiencia cotidiana, la consideración de un universo discreto y finito es 
suficiente. De aquí la explicación de un éxito constante, de alguna autoridad 
superior atribuible a principios lógicos; de aquí también las dificultades y las 
paradojas que su uso provoca para un lenguaje de la matemática infinita. En 
ésta, se impone una revisión, puesto que está bien que se apoye sobre los 

                                                           
          191 Cavaillès (1981), p. 33. 
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principios de no contradicción y del silogismo; pero el tercio excluso 
desaparece. 
 
Brouwer, dice Cavaillès, rechaza el tercio excluso porque, en general, tomar 
"A o no A" es admitir, desde el punto de vista intuicionista, que se pueda 
establecer siempre la verdad de una proposición o la de su negación y, por 
consiguiente, que todo problema matemático pueda ser resuelto. Es decir, que 
poner en cuestión la validez del principio del tercio excluso equivale a la 
posibilidad de que haya problemas matemáticos no resolubles. Lo que no es 
tan descabellado, pues nada nos asegura que todos los problemas matemáticos 
sean susceptibles de ser resueltos. En consecuencia, Brouwer limita el uso del 
tercio excluso a los sistemas finitos, en los cuales, manifiestamente, es posible 
siempre verificar una proposición al considerar, caso por caso, cada uno de los 
individuos del sistema. Brouwer rechaza además las demostraciones por 
reducción al absurdo, ya que están justificadas por el tercio excluso. Pero, 
abandonado éste, se pierde la equivalencia entre la afirmación y la negación 
de la negación; luego, no se puede demostrar una proposición demostrando lo 
absurdo de su negación. Por tanto, es necesaria una transformación radical de 
las matemáticas clásicas.  
 
Pero también rechaza Brouwer, al igual que los matemáticos que le siguen, el 
continuo del análisis clásico. Debido a esto Cavaillès hará una exposición muy 
clara de la crítica de Weyl al continuo tradicional cuando decía que no puede 
subsistir. Hermann Weyl (1885-1955) ya en 1918 había criticado la definición 
de Dedekind de los números reales como cortaduras porque al final aparecía 
un círculo vicioso. Sobre este círculo vicioso, dice Weyl, se funda todo el 
Análisis (sabemos que esto sólo es así para un lógico predicativista). Hay dos 
soluciones: mantenerse en las propiedades de los números reales 
efectivamente construibles a partir de los números racionales; se tiene así un 
continuo numerable análogo al continuo boreliano; o se rechaza también, 
como ilegítima, la totalidad de los números racionales (o los enteros), sin 
reconocer la existencia de nada que no sea objeto de una construcción 
positiva. Esta es la posición de Brouwer y lo notable, dice Cavaillès, es que de 
esta forma obtiene una especie de continuo no numerable, de medida no nula, 
que le permite salvar los resultados esenciales de la teoría de conjuntos de 
Borel.  
 
Pero sabemos que el continuo no se puede ordenar de manera fácil. Todo lo 
que se puede definir es un orden virtual. La matemática intuicionista hace que 
la teoría abstracta de conjuntos desaparezca casi por completo, lo mismo que 
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la teoría de la medida en el sentido de Lebesgue, etc. En otras palabras, 
partiendo de una reflexión sobre la actividad matemática y después de una 
crítica de la matemática clásica, Brouwer es conducido a desarrollar una 
matemática original y que evita las paradojas. No es extraño que Cavaillès 
diga textualmente: 
 
En lugar de fundar el edificio dado, Brouwer construye otro a su lado192.  
 
Sin embargo, Cavaillès opina que es preciso tener en cuenta todas las 
posibilidades antes de abandonar el edificio clásico; pues es difícil creer que 
las nociones clásicas no resulten más que "de la convergencia accidental de 
malentendidos"193.         
       
Por otra parte, para Cavaillès, el punto de partida de Hilbert para la 
elaboración de su sistema formalista es, por el contrario, una reflexión 
profunda sobre las razones de su fecundidad (fecundidad que él mismo fue 
uno de los primeros en descubrir). Pues para Hilbert, como para los logicistas, 
la noción de demostración toma un sentido original ⎯que no podía sospechar 
Kant⎯ y que escapa a su dilema porque en ella el sentido es camuflado por el 
espesor de las formalizaciones espontáneas efectuadas a lo largo del siglo 
XIX. Cavaillès dirá textualmente: 
 
Si todo debe ser salvado en el desarrollo conceptual de las matemáticas ⎯en 
el que los matemáticos están tentados de ver, bajo lo accidental histórico, un 
devenir objetivo⎯ su razón de ser es intentar, a la vez, continuar el 
movimiento y justificar en él los resultados194.  
 
Aunque esto nos pueda sonar un poco a idealismo podíamos resumirlo 
diciendo que, para Cavaillès, es del lado del formalismo donde debe situarse el 
matemático. Por este motivo, Cavaillès hará un recorrido histórico ⎯a lo 
largo del siglo XIX⎯ por la evolución de las ideas de los matemáticos y de 
los lógicos respecto al papel de la lógica en matemáticas, destacando lo que 
conviene a las tendencias de la formalización. 
 
                                                           
          192 Cavaillès (1981), p. 43. A lo que nosotros añadiríamos que Brouwer además argumentaba que lo de 
construir otro edificio era necesario por razones de principio.  
 
          193 Cavaillès (1981), p. 43. 
 
          194 Cavaillès (1981), p. 44. 
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4.5 Axiomatizaciones y formalismos en el siglo XIX (de Gauss y 
Bolzano a Russell y Hilbert). Las tendencias formalizantes.- Al 
igual que en los Remarques..., el punto de partida de Cavaillès es la crisis que 
abre el siglo XIX matemático195. Son los problemas encontrados en el interior 
de las propias teorías intuitivas, los que obligan a los matemáticos a utilizar las 
nociones y los procedimientos abstractos, a los cuales no se les pueden 
encontrar correspondencias naturales en la experiencia sensible. Ahora bien, 
lo abstracto, así introducido, no es un aparato técnico artificial, que pueda ser 
eliminado. Pues los procedimientos abstractos abren nuevos campos y, 
después de una especie de inversión, los campos abstractos adquieren la 
primacía sobre los campos intuitivos. Mejor aún, los campos abstractos 
reorganizan los campos intuitivos y éstos se integran en los campos abstractos. 
En palabras de Cavaillès: 
 
No se trata de un dominio artificial, yuxtapuesto provisionalmente por la 
técnica a las matemáticas reales, fundadas sobre la intuición. Son los 
resultados obtenidos gracias a los nuevos instrumentos los que llevan a 
transformar todo el sistema matemático [...]. Las matemáticas reales iniciales 
no son más que un caso particular, situado en el seno de las matemáticas 
nuevas, explicado por ellas196. 
 
Luego, para Cavaillès, existe una doble solidaridad entre las teorías abstractas 
y las teorías intuitivas; es decir, una relación de abajo hacia arriba, ya que las 
teorías abstractas emergen de las teorías intuitivas y una relación de arriba 
hacia abajo, ya que las teorías abstractas explican y, finalmente, sitúan a las 
teorías intuitivas.    
 
Pero la matemática abstracta exige nuevos criterios de verdad, nuevas reglas 
que puedan reemplazar el recurso ingenuo a la intuición sensible. Por eso, 
Cavaillès, partiendo de 1810 cuando Bolzano se propone sentar las bases de 
una nueva lógica como Contribución a una presentación bien fundada de las 

                                                           
          195 Comienza Cavaillès haciendo referencia a la doble crisis de rigor de principios del siglo XIX, que se 
origina en geometría y en análisis, con la incorporación de los números imaginarios al sistema de 
representaciones matemáticas (representación que había sufrido retrasos porque a la ecuación i2 =-1 había que 
darle una interpretación en términos de operaciones con números reales) y con las series infinitas, que al 
tratarlas como sumas finitas creaban problemas (sin la convergencia absoluta, no hay conmutatividad entre los 
términos, sin la convergencia uniforme, no se pueden integrar término a término). 
 
          196 Cavaillès (1981), p. 46. 
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matemáticas197, analiza cómo a lo largo del siglo XIX aparecen dos tendencias 
para fundamentar las matemáticas; tendencias que se yuxtaponen y que 
inciden una sobre el Análisis y la otra sobre la Geometría. La primera critica a 
la lógica y la lleva hacia un formalismo; las operaciones intelectuales efectivas 
se reemplazan por un juego mecánico en el que se confía porque las reglas se 
han dado, de una vez por todas. Así, la matemática, puesto que ahora es un 
encadenamiento de razones (y no de intuiciones), se incorporará a una lógica 
formal ampliada; al final se llegará al logicismo de Frege y de Dedekind198, 
continuado por Russell. La segunda tendencia, en cambio, deja intacto el 
razonamiento lógico tradicional: lo que interesa es el análisis de las nociones y 
de los principios iniciales, enumerados con exactitud y a partir de los cuales 
basta deducir correctamente. Ella provoca toda la exploración abstracta de la 
representación espacial, de Gauss a Riemann, continúa en la axiomatización 
de Pasch y digamos que culmina en la más perfeccionada de los famosos 
Fundamentos de la geometría de Hilbert199. Así se elabora, en la propia 
comprobación de su eficacia, el método axiomático. Es en la confluencia de 
ambos donde se encuentra el sistema de Hilbert, que es el formalismo 
propiamente dicho. Luego Hilbert es el que, tomando las dos tendencias 
(formalista y axiomática) que se yuxtaponen a todo lo largo del siglo XIX, 
consigue reunirlas en su programa de fundamentos. 
 
A partir de aquí, Cavaillès hace un estudio muy detallado de las dos 
tendencias. En primer lugar analizará los cálculos de Hermann Grassmann 
(1809-1877) y de Hankel, después las teorías de Dedekind y al final el sistema 
de los Principia Mathematica de Russell y Whitehead. 
 
Para Cavaillès, la formalización debe liberar a la matemática de los recursos 
ingenuos a la intuición sensible; pues, hasta entonces, los objetos matemáticos 
poseían correlatos en la experiencia sensible. Mejor aún, los objetos 

                                                           
          197 “Las matemáticas son una ciencia que trata de las leyes universales (formas) según las cuales las 
cosas deben disponerse en su ser o leyes sobre sus condiciones de posibilidad”. Bolzano. Philosophie der 
Mathematik oder Beiträge zu einer begründeteren Darstellung der Mathematik. Praga, 1810. Nueva edición 
por H. Fels (Sammlung Philosophischer Lesestoffe). Paderbon, Schöningh, 1926, p. 17. 
 
          198 Sabemos que la posición logicista del siglo XIX; o sea, tanto la de Frege como la de Dedekind, se 
entiende mejor si se ve como una respuesta a la posición kantiana dominante que defendía la "intuitividad" de 
todo conocimiento matemático. En otras palabras, esta posición logicista abogaba por una denegación radical 
de la intuitividad de la matemática. Podíamos decir que este logicismo fue un movimiento a favor del rigor y 
de la abstracción. Su apogeo terminó cuando aparecieron las paradojas a finales de los años 1890. 
      
          199 No quisiéramos dejar pasar la ocasión para decir que la geometría diferencial de Riemann desborda a 
los marcos teóricos de Klein y de Hilbert. 
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matemáticos parecían darse en la experiencia sensible y, puesto que quedaban 
en principio fijados, por medio de una intuición sensible, los objetos parecían 
determinar las operaciones que se aplicaban a ellos. Así, por ejemplo, se podía 
decir que el número es una colección de unidades o de cosas de un cierto tipo 
y que la adición es la coaligación de dos números o de dos colecciones de 
cosas. Pero ahora, con la formalización, se trata de extender la matemática 
más allá de la experiencia sensible. No se puede hacer referencia ni a los 
objetos dados en la experiencia sensible, ni a las leyes del pensamiento 
inscritas en la estructura del entendimiento (aunque sabemos que así, según lo 
que dice este último párrafo, no pensaba Hilbert). O sea, que si las operaciones 
matemáticas exigen unas reglas, éstas no se pueden fijar ni invocando una 
intuición sensible de los objetos, ni enviándolas a las leyes del pensamiento 
(como las diferentes formas del silogismo).  
 
La solución consiste en considerar un sistema de símbolos y de reglas de 
empleo. Se eligen los símbolos para representar las operaciones y sus objetos. 
Se convienen las reglas según las cuales se pueden combinar los símbolos, 
para constituir una fórmula y modificar las combinaciones obtenidas o para 
deducir una fórmula de otra. De esta manera, no sólo se determinan las reglas 
que sigue la operación, sino que, de hecho, se define la operación y sus 
objetos. Luego, formalizar consiste en definir las operaciones sobre los objetos 
abstractos fijando las reglas de empleo de un sistema de símbolos. Y, puesto 
que las operaciones corresponden a manipulaciones de símbolos conforme a 
unas reglas, cada etapa puede ser controlada, verificando que el cálculo sigue 
las reglas convenidas. En palabras de Cavaillès: 
 
Si los hábitos mismos del pensamiento deben ser abandonados, el sustituto de 
la evidencia intuitiva será esta evidencia sensible particular que constituye la 
apercepción de los símbolos. Las operaciones intelectuales efectivas son 
reemplazadas por un juego mecánico en el que se confía porque las reglas se 
han dado, de una vez por todas200. 
 
Donde se reconoce muy claramente, sobre todo en la primera parte de la cita, a 
Hilbert.  
 
4.5.1 El cálculo general de Grassmann-Hankel.- Para Cavaillès, el 
movimiento formalista comienza con el cálculo general de Grassmann-

                                                           
          200 Cavaillès (1981), p. 47. 
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Hankel201 donde destaca la formulación por Hermann Hankel (1839-1873), 
siguiendo a George Peacock (1791-1858), del “principio de permanencia de 
leyes formales”202. Pero no hay aquí desarrollo “lógico” de un formalismo, 
sino formalización de operaciones cuya razón de ser se encuentra en otra 
parte. Así, por ejemplo, al existir diferentes geometrías, su yuxtaposición en 
igualdad plena es imposible: se requiere que la geometría euclidiana sea 
previa para fundamentar el número irracional y desde éste el número 
complejo. Cavaillès dirá textualmente:  
 
La forma en que se sobreponen esas complicaciones permanece oscura, como 
aquella intuición imprecisa que hace fracasar al formalismo integral. En 
realidad el punto de partida había sido muy ambicioso: en lugar de estudiar 
la noción abstracta de operación simbólica como punto de partida, que 
supone de manera más o menos oculta la de número entero, lo más simple es 
tomar a ésta como elemento inicial inexplicable y estudiar la forma en que, a 
partir de ella, se engendran los objetos  matemáticos203.  
 
Pero esto equivale a una doble renuncia del formalismo, aunque sólo sea de 
forma provisional; puesto que el análisis crítico desprende, tanto en la noción 
primitiva de número, como en la necesidad subyacente a las generalizaciones, 
aquello que constituye la esencia del razonamiento matemático y, al ser 
disociado de su aspecto histórico, podrá ser reestablecido, gracias al 
formalismo, en su carácter auténtico de sistema riguroso. Es decir, que el 
edificio matemático es pensado como una superposición de teorías y la 

                                                           
          201 Aunque nosotros diríamos que se ha olvidado de Martin Ohm (1792-1872) el matemático, hermano 
del famoso físico, que en 1822 ya había hecho los primeros esfuerzos para aproximar la Aritmética y el 
Análisis a los números racionales. Trata de dar una base sólida al Análisis, para así poder definir y estudiar de 
forma conveniente las series que, gracias a Fourier, entre otros, tenían una importancia fundamental en las 
matemáticas. La tarea la continuaron hacia 1860, fundamentalmente, Grassmann, Hankel y Weierstrass. En 
concreto, Grassmann publicó por primera vez en 1844 su Teoría de la extensión que se juzgó como 
demasiado abstracta y confusa. Pero allí estaba desarrollada ampliamente la idea de una geometría de “n” 
dimensiones. En alemán se titulaba Die Lineale Ausdehnungslehre. En 1862 publicó una versión revisada Die 
Ausdehnungslehre. Ver Kline (1992), Vol. II, p. 1030 y Vol. III, p. 1357. 
 
          202 “Si dos formas de la arithmetica universalis expresadas en signos generales son iguales entre sí, 
deben también permanecer iguales cuando los signos dejan de designar magnitudes simples y cuando, en 
consecuencia, las operaciones reciben otro contenido real”. Hankel. Theorie der complexen Zahlensysteme. 
Leipzig, Voss, 1867, p. 11. El caso de Hankel es muy curioso porque desarrolló una filosofia de las 
matemáticas donde las consideraba como puramente intelectuales, como una pura teoría de las formas que 
tiene como objeto propio no la combinación de cantidades o de sus imágenes, los números, sino de creaciones 
del pensamiento a las que podrían corresponder objetos efectivos o relaciones, si bien esta correspondencia no 
es necesaria. 
              
          203 Cavaillès (1981), pp. 52-53. 
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formalización es una crítica de estas teorías superpuestas. Luego es preciso204, 
en principio, describir el proceso de generalización, por el cual las teorías se 
superponen a partir de la noción de número entero, después205 formalizar el 
sistema de los enteros y las diferentes generalizaciones. Este es según 
Cavaillès, en ese grado de generalidad, el método común a Dedekind, Frege, 
Peano206 (1858-1932) y Russell. En definitiva, podíamos decir que Cavaillès 
intenta por todos los medios hacer necesario lo histórico. 
 
4.5.2 El sistema de Dedekind.- Ya hemos dicho anteriormente que 
Dedekind fue un matemático alemán muy importante, sobre todo, en teoría de 
números, álgebra y teoría de conjuntos. En 1887-1888, es quien presenta un 
sistema completo de axiomas para la aritmética (uno de los primeros ejemplos 
de construcción axiomática cuidada), sistema que muy poco tiempo después 
casi reproduce207 Peano y que lleva su nombre. En el sistema de Dedekind 
aparece una formulación precisa del principio de inducción (que todavía 
Grassmann empleaba sin enunciarlo explícitamente). También sabemos que 
una vez formulada claramente la axiomática de la aritmética, ésta deja de ser 
para muchos matemáticos ⎯empezando por Dedekind y Peano⎯ la ciencia 
primordial, en favor de la más reciente de las teorías matemáticas: la teoría de 
conjuntos. Pues bien, Cavaillès se introduce en el sistema de Dedekind 
comenzando por el año 1854, cuando, en su discurso de habilitación208 como 
Privatdozent en Göttingen, se preguntaba por la ley a la que obedecía el 
progreso de las matemáticas “la ampliación de las definiciones no deja ningún 
lugar para lo arbitrario, ésta se sigue con una necesidad absoluta de las 
definiciones primitivas si se aplica el principio de que las leyes, que de esas 
definiciones se desprenden, y son características de los conceptos que 

                                                           
          204 Aunque con ello caiga Cavaillès en el tópico de convertir lo contingente en necesario. 
 
          205 A lo que podíamos decir: por qué no antes. 
 
          206 Nosotros diríamos que el método de Peano estaría en un nivel de generalidad bastante más bajo que 
el de Dedekind.  
  
          207 Decimos esto porque parece ser que Peano trabajó de forma independiente a Dedekind y que fue, 
después de un estudio profundo de la obra de Grassmann, como Peano pudo enunciar en 1888 no solamente 
los axiomas de la aritmética, sino los axiomas que definen la estructura de espacio vectorial real y la noción 
de aplicación lineal. Así lo atestiguaría el propio título de su obra de 1888: Calcolo geometrico secondo 
l’Ausdehnungslehre di H. Grassmann.   
  
          208 Cuyo título en castellano era "Sobre la introducción de nuevas funciones en la matemática". Y en 
alemán "Über die Einführung neuer Functionen in der Mathematik" que se encuentra en Werke, Vol. III, pp. 
428-438. 
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introducen, tienen una validez universal”209. Para Cavaillès éste no es el 
principio de Hankel, el cual sólo tiene un valor analítico; es decir, guía pero no 
demuestra. Por eso Cavaillès explicitará:  
 
Aquí interviene la necesidad en un movimiento doble: por un lado, la 
operación restringida propuesta exige, ya sea por sí misma, ya sea por su 
relación con las operaciones existentes, una ampliación o ensanchamiento del 
campo de los individuos sobre los que opera; por otro lado, en este nuevo 
campo, las relaciones planteadas provocan la sustitución de la definición 
inicial por una nueva definición210.  
 
De esta manera las operaciones aritméticas ⎯y los problemas a ellas 
ligados⎯ engendran los cuerpos de los números racionales, algebraicos, 
reales y complejos; por ejemplo, la elevación a la potencia que no tiene ya 
significado si el exponente no es un número entero, gracias al teorema de 
adición de los exponentes se puede dar una nueva definición, esta vez, válida 
universalmente. O sea, que de la propiedad: 
 

xa+b = xa . xb 
 

que verifica la exponenciación, Dedekind se apoya en ella para redefinir la 
operación. Llegados aquí, no es difícil conjeturar que la exponenciación será 
una aplicación continua del conjunto de los pares de números reales (x, a) 
sobre el conjunto de los reales verificando: 
 

xxfbxfaxfbaxf ==+ )1,();,().,(),(  
 
Y se puede establecer que esta aplicación es única y coincide con la 
exponenciación sobre los números enteros positivos. Cavaillès dirá 
textualmente:  
 
La elección no es arbitraria: toda definición dada engendra de manera 
inmediata su filiación con el sistema existente, y es el tejido completo, en 
realidad, el que se toma como nueva definición[...]. Por otro lado, la 
ampliación no se obtiene por una combinación con otras operaciones de la 
definición primitiva; se podría creer esto cuando se trata de la aritmética o 
                                                           
          209 Esta cita de Dedekind se encuentra precisamente en la página 430 del Volumen aludido en la nota 
precedente. También se puede ver esta cita en Dedekind (1998), p. 30. 
 
          210 Cavaillès (1981), pp. 53-54. 
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del álgebra, pero en el análisis, la integración, por ejemplo, definida 
originalmente como la operación inversa de la diferenciación, no se deja 
generalizar así: se debe concebir a la integral como el límite de una suma 
para que aparezca en su verdadera significación independiente, sin perder 
por ello su relación recíproca con la diferenciación211.  
 
Con nuestras palabras, el discurso de habilitación de Dedekind representa la 
descripción del proceso de generalización, previo a la formalización, pues 
muestra que la extensión de una teoría depende de la extensión de una 
operación. Ahí está el ejemplo dado de la exponenciación. Pero, de forma más 
general, se puede partir de una operación definida sobre un campo restringido 
y se destaca una propiedad susceptible de alcanzar un valor general. A 
continuación se utiliza esta propiedad para redefinir la operación, lo que 
permite generalizarla y, correlativamente, extender el campo de los objetos 
sobre el cual se aplica. Dedekind señala la posibilidad de aplicar el principio 
de generalización a la sustracción y a la división para definir, a partir de los 
enteros positivos, los enteros negativos y los números racionales. Resumiendo, 
se verifica que la operación generalizada coincide con la operación inicial en 
el campo restringido y que la definición de la operación inicial puede 
encontrarse como propiedad de la operación generalizada sobre el campo 
restringido. Por eso hemos visto que Cavaillès decía, unas líneas más arriba, 
que el proceso de generalización implica un "doble movimiento": un 
movimiento de extensión, que irá de abajo hacia arriba, y un movimiento 
descendente, cuando la operación inicial es recuperada a partir de la operación 
generalizada.        
 
Ahora bien, se pregunta Cavaillès:  
 
¿Qué sentido reviste este engendramiento necesario de conceptos nuevos, qué 
consecuencias tiene para el problema del fundamento de las matemáticas? 212. 
 
Sabemos que Dedekind  no lo hizo jamás explícito. En el prólogo a la primera 
edición de ¿Qué son y para qué sirven los números? recordaba su discurso de 
habilitación, en Junio de 1854, “cuyo espíritu fue aprobado por Gauss” para 
oponerlo a otras concepciones que se estaban publicando en esa época sobre el 

                                                           
          211 Cavaillès (1981), p. 54. 
 
          212 Cavaillès (1981), p. 54. 
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concepto de número213. Después de haber citado las famosas palabras de 
Dirichlet (1805-1859) “que todo teorema de álgebra o de análisis se deja 
traducir en un teorema sobre los números naturales”, continúa Dedekind 
diciendo: “no veo ningún mérito ⎯y esto estaba también lejos del 
pensamiento de Dirichlet⎯ en la empresa efectiva de esta traducción. Al 
contrario, los más grandes y fructuosos progresos en matemáticas han sido el 
resultado de la creación y la introducción de conceptos nuevos, una vez que la 
aparición frecuente de fenómenos complejos obligó a los científicos a ello”214. 
 
De este dinamismo interno de la matemática autónoma, a falta de teoría, 
vemos una primera representación en Continuidad y números irracionales; 
donde el continuo numérico no podría ser explicado con imágenes 
geométricas. Por otra parte, el sistema de los números racionales forma un 
“cuerpo” relativo a las cuatro operaciones. Pero tienen otra propiedad de 
mayor importancia para el Análisis, “constituyen un dominio bien ordenado e 
infinito, en ambos sentidos, de  una dimensión”215. Ahora bien, ¿sobre qué se 
apoya el sistema  total? Esta es la pregunta, en suma, que se hace Dedekind en 
¿Qué son y para qué sirven los números? y cuya respuesta se da desde la 
primera página: “la aritmética (el álgebra, el análisis) no es sino una parte de 
la lógica... el concepto de número es una emanación inmediata de las leyes 
puras del entendimiento”.  
 
Creemos que Cavaillès interpreta las dos memorias de Dedekind como una 
representación, si no del proceso de generalización descrito en el discurso de 
habilitación, al menos de ese dinamismo interno de la matemática autónoma, 
que muestra el proceso de generalización. Pues en la segunda memoria (¿Qué 
son y para qué sirven los números?), define los números enteros y en la 
primera memoria (Continuidad y números irracionales) define los números 
reales a partir de los números racionales. De esta forma, los sistemas de 
números son definidos por extensión progresiva a partir del sistema de los 
enteros, paralelamente al engendramiento de las teorías ingenuas en el proceso 
de generalización. Por todo esto pensamos que cuando Cavaillès diga que la 
matemática tiene su propio “dinamismo interno” y está regulada por un 

                                                           
          213 En concreto, estamos de acuerdo con José Ferreirós cuando opina que la frase de Dedekind: "los 
números son creaciones libres del espíritu humano" es la réplica a la tan famosa de Kronecker: "El buen Dios 
hizo los números naturales; todo lo demás es obra del hombre". Ver páginas 97 y 182 de Dedekind (1998). 
 
          214 Dedekind (1887) ¿Qué son y para qué sirven los números?. Traducción e introducción de José 
Ferreirós. Alianza Editorial, S, A., Madrid. 1998, p. 100. 
 
          215 En la misma traducción de José Ferreirós, está también Continuidad y números irracionales, p. 81. 
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movimiento de generación “autónoma” de los conceptos, se estará inspirando 
en los ejemplos de Borel-Lebesgue y Dedekind que fueron matemáticos con 
una profunda conciencia introspectiva propia de los científicos de finales del 
siglo XIX.  
 
Por otra parte, Dedekind mantiene las relaciones que hacen de la matemática 
un solo edificio; pero, en cambio, técnicamente, la teoría de Dedekind tiene el 
“inconveniente” de que la “lógica” incluye toda la teoría de conjuntos. Y 
además, como el conjunto S en el que se basa Dedekind, "mi universo 
mental", debe contener el conjunto de todos los conjuntos; aplicando la 
paradoja de Russell a la teoría de Dedekind aparece una contradicción. En 
otras palabras, las antinomias minaron el sistema de Dedekind (aunque 
Zermelo llegó a la conclusión de que bastaba reemplazar la proposición 66 de 
Dedekind por un axioma para que todo fuera impecable). Nosotros 
destacaríamos como lo más original del libro ¿Qué son y para qué sirven los 
números? de Dedekind, la manera en que conecta ese análisis del número 
como ordinal con su teoría de conjuntos y aplicaciones. Además, sabemos que 
no hay problemas en rescatar sus contribuciones dentro de ZFC.     
 
En definitiva, el error de Dedekind estuvo en asumir tácitamente que decir 
“agregado”, “número real” o “clase” era inmune a contradicciones. Pero la 
grandeza de Dedekind está también en la probada potencialidad de desarrollo 
de sus ideas entendidas como primeros núcleos de otras más amplias y 
diferenciadas teorías. Así, por ejemplo, sabemos que para situar su programa 
de fundamentos, Hilbert se apoya sobre el "método de los ideales"; al que se 
puede considerar cercano al proceso de generalización que Dedekind describía 
en su discurso de habilitación, aunque Hilbert no parece hacer referencia a 
estos análisis de Dedekind. Hilbert parece precisar este punto. Para extender la 
teoría, es preciso dar una definición formal de la operación. Esta definición 
formal permite generalizar la operación, ponerla sobre un dominio ideal, que 
contiene al dominio primitivo pero con el añadido de nuevos objetos. Estos 
objetos son los "elementos ideales" y no son puestos más que como soportes, 
términos o resultados de la operación generalizada. 
 
No obstante, Cavaillès destaca que la generalización parece sometida a dos 
condiciones. Por una parte, se precisaría que los objetos del dominio ideal 
pudiesen ser traducidos y redefinidos por medio de los objetos del dominio 
primitivo, como, por ejemplo, los números racionales, introducidos como 
elementos ideales por la división generalizada a partir de los enteros, son 
reinterpretados por las parejas de enteros. Esta primera condición, que nos 
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suena como algo que ya hemos oído a Dedekind, aseguraría que los objetos 
del dominio ideal pueden ser alcanzados a partir del cuerpo primitivo por 
medio de un sistema más o menos complejo de operaciones. Pero, por otra 
parte, es preciso que el dominio ideal restituya el dominio primitivo o, 
inversamente, que el dominio primitivo se integre al dominio ideal como 
parte. Se verifica así que los objetos del dominio primitivo pertenecen al 
dominio ideal y que la operación generalizada, que se ha definido 
formalmente, coincide con la operación restringida sobre la parte del dominio 
ideal correspondiente al dominio restringido. Para Cavaillès es una exigencia 
del devenir matemático: 
 
En su progreso formal, la matemática debe conservar cada vez, como caso 
particular, el nivel inferior, más concreto, que acaba de abandonar216.   
 
Estas dos condiciones establecen, entre el campo primitivo y el ideal, una 
"doble relación": una que aseguraría "el libre paso de abajo hacia arriba", la 
otra que garantiza "la unidad de arriba hacia abajo" (continuará diciendo 
Cavaillès en la misma página 97). 
 
4.5.3 Los logicistas: Frege, Russell.- No cabe duda que el recurso a la 
actividad del espíritu, si bien permite comprender el desarrollo imprevisible de 
las matemáticas, le confiere al mismo tiempo un rigor y una inteligibilidad 
perfectas, a condición de admitir como claras y distintas las nociones de 
conjunto y de aplicación. Conocemos cómo Frege en 1884, en sus 
Fundamentos de la aritmética217, había propuesto un nuevo método para 
definir la noción de entero natural así como sus propiedades fundamentales. 
Frege intenta en primer lugar dar a la noción de cardinal un sentido más 
preciso que Cantor. Siempre preocupado por la precisión, Frege tiene la idea 
de tomar como definición de cardinal de un conjunto A, el conjunto de todos 
los conjuntos equipotentes con él. Desgraciadamente conocemos que esta 
construcción de Frege resultó incorrecta porque el conjunto de los conjuntos 
equipotentes a un conjunto A es "paradójico". También sabemos cómo la 
paradoja de Russell mostró en 1903 que había una ilusión en los principios 
básicos de Frege. 
 

                                                           
          216 Cavaillès (1981), p. 97. 
 
          217 Ya hemos dicho en otro lugar que Frege, con esta obra de 1884, intentaba más superar el kantismo 
que ponerlo en cuestión. 
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A pesar de que todos los logicismos se enfrentan a la misma dificultad, los 
logicistas creyeron encontrar la seguridad en una formalización lo más 
completa posible. Así, poco después de Dedekind, en 1889, Peano presentó en 
latín su Arithmetices principia, nova methodo exposita con un contenido 
relativamente análogo pero planteado completamente en símbolos. Las 
definiciones las tomó del manual de aritmética de Grassmann y en las 
demostraciones usa exclusivamente la inducción completa (sin haberla 
reducido previamente a la aplicación). De esta forma, la aritmética deviene 
una colección de fórmulas que se pueden obtener a partir de ciertas fórmulas 
iniciales por medio de ciertas reglas no justificadas. También es el mismo 
procedimiento que Russell debía extender a una parte del Análisis erigiendo el 
monumento de los Principia; donde las fórmulas iniciales son más numerosas 
y las reglas más complicadas. Pero, se pregunta Cavaillès: 
 
¿Es posible hablar todavía de un fundamento por la vía de una reducción a la 
lógica?  
 
A lo que responde: 
 
Sólo a condición de extender desmesuradamente la lógica y de reivindicar la 
evidencia para algunas reglas, salidas más bien de un interés sobre todo 
técnico por el formalismo, que de la reflexión lógica218.  
 
Así, sabemos que en el propio edificio de Russell aparecen los axiomas que se 
rebelan manifiestamente contra este criterio; por ejemplo, el axioma del 
infinito es una proposición sintética (pues afirma la existencia de una infinidad 
de individuos) y sobre la cual Russell reconoce que “aunque susceptible de ser 
enunciada en términos lógicos, no puede ser afirmada como verdadera por la 
lógica”219. Es evidente que se trata más bien de una hipótesis, y la parte de las 
matemáticas que depende de ella será separada cuidadosamente del resto. Lo 
mismo sucede con el axioma multiplicativo220 (o axioma de elección), que se 
muestra indispensable para las necesidades propias de la tarea emprendida por 
Russell y, sobre todo, con el axioma de reductibilidad que permite alcanzar la 
teoría de los números reales evitando ofender al principio del Círculo Vicioso. 

                                                           
               
          218 Cavaillès (1981), p. 59.  
 
          219 B. Russell, Introducción a la filosofía matemática, Paidós, Barcelona, 1988, p. 124. 
  
          220 Ibid. Russell (1988), p. 105. 
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En definitiva, nosotros pensamos con Cavaillès que Russell, a lo largo de su 
obra lógica, invoca el sentimiento del lógico más que las propiedades de la 
lógica. No es extraño que Weyl dijera que Russell postulaba un “paraíso” para 
lógicos. 
 
4.5.4 Las axiomatizaciones de la geometría.- En resumen, para Cavaillès, 
el movimiento formalista deriva hacia un sistema que parece que, desde el 
punto de vista técnico, es satisfactorio; pero, desde el de los fundamentos, crea 
problemas. De ahí que dirija su interés hacia la otra tendencia importante de la 
matemática del siglo XIX: el método axiomático. Ya hemos dicho 
anteriormente que el movimiento formalista, que acabamos de describir, 
concierne sobre todo a la Teoría de Números y el Análisis; en cambio, el 
método axiomático se desarrolla fundamentalmente en el terreno de la 
Geometría (es evidente que Dedekind es una gran excepción, al igual que 
Frege221). Por ello, se centra Cavaillès en las axiomatizaciones de la geometría 
y comienza con una crítica de los fundamentos.  
 
4.5.5 Crítica de los fundamentos (de Gauss a Riemann).- Hasta finales 
del siglo XVIII, si alguien se ocupaba del postulado de las paralelas era sólo 
para fundamentarlo sobre los otros. Se trataba solamente de prescindir de él, 
como Euclides lo había hecho en sus primeras 28 proposiciones de los 
Elementos. De esta manera, Cavaillès nos introduce en el nacimiento de las 
geometrías no euclídeas con los trabajos de Gauss, Bolyai y Lobachevski, para 
culminar con las investigaciones abstractas de Riemann en su célebre lección 
inaugural (o de habilitación) de 1854 titulada Sobre las hipótesis que sirven de 
fundamento a la geometría222, que lo llevan a reencontrar, de manera 
independiente, los mismos resultados y además muchos otros. Riemann223 
                                                           
          221 Quizá por esto pudiéramos decir que el esquema de Cavaillès: formalismo/axiomática, se revela un 
poco simplista. 
   
          222 En alemán Über die Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen. Para conocer más detalles 
sobre la vida y la obra de Riemann recomendamos el libro Riemanniana Selecta, cuya edición y amplio 
estudio introductorio (150 páginas) está a cargo de José Ferreirós, C.S.I.C., Madrid, 2000. En él se pueden 
encontrar en castellano los más importantes escritos del gran matemático alemán. 
  
          223 Parece evidente que Riemann, en justicia, deba ser considerado como el creador de la Topología; así 
como algunas ramas más de la matemática moderna. Pues él es el primero que llega a la noción de espacio 
topológico, además concibe la idea de una teoría autónoma de ese tipo de espacios y define algunos 
invariantes ⎯los llamados "números de Betti"⎯ que desempeñarán un papel muy importante en el desarrollo 
posterior de la Topología. También se deben a Riemann las primeras aplicaciones de la Topología al Análisis 
(los periodos de las integrales abelianas). Sus trabajos sobre las funciones algebraicas y sus integrales, por una 
parte, y sus reflexiones sobre los fundamentos de la Geometría, por otra, llevaron a Riemann a formular un 
programa de estudios que es el mismo que el de la topología moderna. Nos estamos refiriendo a su Teoría de 
las funciones abelianas y sobre todo a la ya citada lección inaugural Sobre las hipótesis que sirven de 
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sólo se ocupa de un espacio para el cual supone: 1º que sus puntos constituyen 
una multiplicidad continua de tres dimensiones; 2º que en lo infinitamente 
pequeño la geometría euclidiana es válida; 3º que el espacio es aplicable sobre 
sí mismo sin modificación de las longitudes y 4º que los cuerpos sean 
trasladables sin deformación (no sólo los elementos de línea "ds"). Sabemos 
que sólo tres geometrías son posibles con estas hipótesis: la geometría 
euclidiana ordinaria, la geometría de curvatura constante positiva (que 
comprende a la geometría sobre la esfera) y la geometría de curvatura 
constante negativa que coincide con la de Bolyai-Lobachevski224. En otras 
palabras, Riemann establece una teoría más general que permite, 
especificando un parámetro, encontrar la geometría euclídea, las geometrías 
hiperbólicas (en las que, por un punto, pasa una infinidad de paralelas a una 
recta dada) y las geometrías elípticas (en las cuales, por un punto no pasa 
ninguna paralela a una recta dada).   
 
Pero, sin embargo, la no contradicción de las geometrías no euclídeas no está 
asegurada más que por el desarrollo de la geometría proyectiva. Ésta permite 
construir modelos para las geometrías no euclídeas. O sea que la verdadera 
demostración de la independencia del postulado de las paralelas, al mismo 
tiempo que un análisis más agudo de las nociones geométricas, sólo se obtuvo 
por el desarrollo de la geometría proyectiva; puesto que las propiedades 
proyectivas son independientes del quinto postulado. Por este motivo 
Cavaillès se centrará en la geometría proyectiva, haciendo un estudio muy 
detallado de ella. 
 
4.5.6 Pasch y la geometría proyectiva.- Antes de llegar a Pasch, Cavaillès 
realiza un pequeño recorrido histórico por dicha disciplina, comenzando por 
Poncelet (1788-1867) que ya desde 1820 distinguía entre propiedades "de 
situación” (o gráficas) y propiedades métricas; las primeras, invariantes bajo 
la proyección, son así despegadas de su apoyo intuitivo. Sabemos que la 
noción de elemento del infinito (punto, recta o plano) fue introducida por 
Desargues, pero el que la emplea sistemáticamente es Poncelet que convierte 

                                                                                                                                                                                 
fundamento a la geometría. A nivel elemental diríamos que la Topología es un tipo de geometría, ya que 
trabaja con figuras. También se puede considerar como una nueva manera de pensar las figuras geométricas, 
en la que la forma y el tamaño resultan propiedades irrelevantes frente a la posición relativa de unos puntos 
respecto a otros. 
    
          224 No podemos resistir la tentación de nombrar aquí la obra del pintor-grabador holandés Maurits 
Cornelius Escher (1898-1972) que nos ayuda a comprender mejor, y de una forma elemental, las propiedades 
de las tres geometrías: euclídea, hiperbólica y esférica.  
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el espacio proyectivo en el marco general de todos los fenómenos 
geométricos. También es de Poncelet el "principio de continuidad"225.  
 
Para Cavaillès la propia enumeración de los axiomas coincide con un 
auténtico plan de trabajo. Tal es, en particular, el caso de Pasch en sus 
Lecciones sobre la nueva geometría de la que el propio Pasch, en la primera 
página, decía que presentaba desde su origen una oposición, no tanto a la 
geometría de los antiguos como a la geometría analítica. Se parte de los 
axiomas que rigen el orden y la incidencia de los puntos sobre una recta. Se 
continúa con el plano. Finalmente la congruencia es caracterizada por sus 
propiedades independientemente de las consideraciones de un desplazamiento 
particular226. Cavaillès dirá textualmente:  
 

                                                           
          225 Quisiéramos añadir, como complemento al estudio que hace Cavaillès de la geometría proyectiva, el 
siguiente comentario histórico. En el siglo XIX la geometría se dividía en analítica y sintética. Esta división 
provenía del siglo XVII, la primera iniciada por Descartes y la segunda por Desargues. La geometría analítica, 
aunque ocultaba la belleza de los métodos sintéticos, mostraba bien la potencia de los suyos. No era nada 
extraño el que la geometría proyectiva estuviera relacionada con la belleza, puesto que su origen provenía de 
los esfuerzos de los pintores renacentistas por representar el espacio sobre una superficie plana. La primera 
propiedad proyectiva que se descubrió fue la de ser una línea recta; es decir, que solamente las rectas se 
transformaban en rectas mediante proyecciones y secciones, cosa que no le sucedía, por ejemplo, ni a las 
circunferencias ni a los cuadrados. Desargues descubre que la razón doble de cuatro puntos colineales 
también se conserva a través de proyecciones. Influido por Desargues, Pascal descubre importantes resultados 
usando métodos proyectivos. El más célebre es el del hexágono inscrito en una cónica, que no es más que una 
generalización del de Pappus de Alejandría. En el siglo XIX, con los trabajos de Gaspard Monge (1746-
1818), Charles Brianchon (1785-1864) y Jean Victor Poncelet renació la geometría proyectiva.  Poncelet se 
centra en las figuras homólogas, en el principio de continuidad y en el principio de dualidad. Con Carl von 
Staudt (1798-1867) aparece la cuaterna armónica que se puede definir sin tener en cuenta consideración 
métrica alguna. Por supuesto si se conservan las cuaternas armónicas, se conservan las razones dobles. Por 
otra parte, la definición de cuaterna armónica depende de la de cuadrilátero completo. Con Julius Plücker 
(1801-1868) aparece la geometría proyectiva analítica, al introducir las coordenadas homogéneas. Pero, 
además, utilizó los números complejos en la geometría con extraordinario éxito. Siguiendo a Plücker, 
Edmond Laguerre (1834-1886) logró definir el ángulo de dos rectas mediante la razón doble, dando así base 
proyectiva a un concepto métrico. Y, siguiendo a Laguerre, Arthur Cayley dio una definición proyectiva de la 
distancia entre dos puntos. Afirmó que las propiedades métricas de una figura F son las propiedades 
proyectivas de la figura formada por F con los puntos cíclicos. Esto le llevó a considerar la geometría métrica 
como una parte de la proyectiva y a decir, en 1859, una frase que se hizo célebre: "La geometría proyectiva es 
toda la geometría". Veremos que Hilbert en sus Fundamentos de la geometría pretendía otra cosa, y que 
estaba por encima de la polémica entre métodos analíticos o métodos sintéticos. También veremos que a 
Cavaillès, en Axiomatique et Formalisme, le interesaba lo mismo que a Hilbert. 
 
          226 Sabemos que Pasch en 1882 redujo a 4 los términos primitivos: "punto", "segmento", "plano" y "es 
superponible a". A partir de él, Peano en 1889 y 1894 redujo estos términos a 3: "punto", "segmento" y 
"movimiento". Sus seguidores, Pieri en 1899 y Padoa en 1900, los redujeron a 2: "punto" y "movimiento" el 
primero, "punto" y "distancia" el segundo.  
En cambio, veremos que el interés de Hilbert se concentrará en las proposiciones más que en reducir al 
mínimo el número de términos primeros. 
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Resultan importantes tanto la abstracción del método como su fundamento 
filosófico. La matemática, en tanto que ciencia, no es más que  
encadenamiento lógico; 'el proceso de demostración debe ser en todo 
momento independiente del sentido de los conceptos, como debe serlo también 
de las figuras: sólo las relaciones establecidas en los principios o en las 
definiciones deben ser tenidas en cuenta'. Pero estas relaciones  
fundamentales fueron tomadas de la experiencia: es la unidad de ésta, la 
'repetición incesante de las observaciones desde tiempos inmemoriales' la que 
garantiza la posibilidad de la geometría como ciencia; la que impone también 
las restricciones a las hipótesis ingenuas227.  
 
Cavaillès destaca que, con mucha lucidez, Pasch había notado ya que su 
posición empirista le impedía una iteración indefinida para la aplicación de 
ciertos principios fundamentales; por ejemplo, no se podrá invocar en todo 
momento el principio de que entre dos puntos de un segmento siempre hay un 
tercero; ni que dados dos puntos A y B, se puede encontrar C tal que B esté 
entre A y C: se requiere que el segmento AB no sea demasiado pequeño en el 
primer caso, ni demasiado grande en el segundo228. Para culminar en la 
geometría proyectiva, Pasch extenderá la noción de punto haciendo 
corresponder a todo número real, en los cálculos analíticos que acompañan al 
desarrollo de la red proyectiva, “un punto matemático”229. Pero “la traducción 
de las figuras a números y la vuelta de los resultados del cálculo a las figuras 
no puede efectuarse con la misma exactitud”230.  
 
Ahora bien, se pregunta Cavaillès:  
 

                                                           
          227 Cavaillès (1981), pp. 64-65. Las dos citas que hace Cavaillès de Pasch son de Vorlesungen über 
neuere Geometrie, 1ª edición en 1882, Teubner, Leipzig, páginas 98 y 17 respectivamente. Es interesante, al 
hablar de esta obra de Pasch, que digamos que el matemático español Ventura Reyes Prósper (1863-1922) dio 
una demostración del teorema de Desargues muy ingeniosa; tanto es así que Pasch la incluyó en la edición 
española de sus Vorlesungen... de 1913, en la página 58. Esta edición en castellano se tituló Lecciones de 
Geometría Moderna, fue editada en Madrid por la Junta para Ampliación de Estudios e Investigaciones 
Científicas y traducido por Rey Pastor y González Ude. En la 2ª edición alemana de los Vorlesungen..., en 
1926, casi cuarenta años después de que Reyes Prósper, en 1888, le hiciera saber a través de una carta que 
tenía una demostración "nueva" del teorema de Desargues, Pasch hacía referencia, en la advertencia de la 
página vi, a las simplificaciones tan considerables que se habían producido gracias a una idea ingeniosa de 
Reyes Prósper.  
         
          228 Pasch (1882), p. 18. 
 
          229 Ibid. Pasch, p. 191. 
 
          230 Ibid. Pasch, p.  200. 
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¿Dónde quedó la promesa de no hacer ninguna llamada a la intuición en una 
geometría enteramente deductiva?  
 
A lo que responde:  
 
Una axiomatización con base empírica está condenada al fracaso en cuanto 
se aborda el laberinto del continuo: aún en el caso privilegiado de las 
relaciones gráficas, es necesario suponer ya efectuadas una sucesión infinita 
de operaciones, es decir, calcular de un modo que rebase a la experiencia231. 
 
En definitiva, nosotros pensamos que la axiomática de Pasch está gravada por 
su fundamento filosófico; pues adopta un tipo de empirismo que implica 
restricciones para la técnica matemática. Podíamos decir que Pasch desarrolla 
una axiomática finitista de la geometría. No cabe duda de que Pasch fue el 
primero que intentó dejar a la geometría sin hipótesis no enunciadas. Partió 
del concepto primitivo o no definido del segmento de recta entre dos puntos y 
escribió todas las propiedades de los segmentos que creía suponer sin 
demostración. Dijo que estaban basados de forma inmediata en la observación 
y citaba en este punto la autoridad de Hermann von Helmholtz (1821-1894), el 
más importante científico alemán de la época. Después dedujo resultados a 
partir de esas hipótesis iniciales, de los que el primero es "existe siempre un 
único segmento que une dos puntos cualesquiera", argumentando que el 
matemático debería razonar lógicamente y sin más invocación a las 
percepciones sensoriales. 
 
Por el contrario, vamos a ver inmediatamente que será Hilbert con sus 
Grundlagen der Geometrie de 1899 el que sentenciará que la geometría habla 
de objetos cuyas propiedades se tienen que deducir principalmente de 
axiomas. De esta manera, los “puntos” y las “líneas” empezarán a dejar de ser 
cosas claras en sí, para convertirse en objetos descritos por proposiciones 
capaces de especificar su uso, y por lo tanto, en buena medida, en productos 
de elecciones voluntarias, de axiomas revocables o de convenciones 
“libremente” preestablecidas. No cabe duda de que, a pesar de todo, la 
“realidad” natural aún estaba en Hilbert en condiciones de influir en las 
elecciones, pero no de condicionarlas del todo.   
 

                                                           
              
          231 Cavaillès (1981), p. 66. 
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Para Cavaillès, la introducción de los números reales en la geometría de Pasch 
es la que origina su falta de "precisión" y de "rigor". O sea, que sería mucho 
más interesante perseguir una axiomatización intrínseca a la geometría que 
recurrir a los números para definir los objetos geométricos. Por eso, es 
inventando una especie de nuevo cálculo (que le permitiera evitar el recurso a 
los números) y unificando la geometría proyectiva bajo la jurisdicción de una 
operación única, como Hilbert podía llevar adelante la investigación precisa 
de los axiomas y extraer su verdadero significado. De aquí que Cavaillès se 
interese de una forma muy especial por los axiomas de Hilbert y el cálculo 
arguesiano.   
 
4.5.7 Los axiomas de Hilbert y el cálculo arguesiano.- Comienza este 
estudio Cavaillès diciendo que en 1891, en una conferencia a la que asistió 
Hilbert, H. Wiener (1857-1939) había mostrado ya la importancia del teorema 
de Desargues sobre los triángulos perspectivos, y la del teorema de Pappus232-
Pascal sobre las parejas de rectas: “bastan para demostrar, sin apelar a las 
consideraciones de continuidad ni a los procesos infinitos, el teorema 
fundamental de la geometría proyectiva y también para desarrollar, en 
principio, toda la geometría proyectiva del plano”233. Dicho de otra manera, 
todos los problemas se reducen, a cuestiones de “clausura”; es decir, la 
solución será siempre una combinación más o menos complicada de las 
proposiciones “oclusoras” de Desargues y Pascal234. Cavaillès dirá 
textualmente:  

                                                           
          232 Sabemos que el teorema de Pappus de Alejandría fue compuesto hacia el año 320 de nuestra era. 
Tenía que ver con la determinación de lugares geométricos relacionados con configuraciones de rectas. Pascal 
lo generalizó (considerando los puntos sobre una cónica). Nos gustaría decir aquí que, en su momento, toda la 
geometría de Descartes estaba destinada a resolver por un nuevo método (el analítico frente al sintético) y a 
generalizar el teorema de Pappus.  
  
          233 Wiener. Grundlagen und Aufbau der Geometrie. Jahresb. d. Deutsch. Math. Vereinignung, t. I 
(1891), p.  47. 
 
          234 El teorema de Desargues se enuncia así: si dados dos triángulos en el espacio ABC y A’B’C’ son 
tales que las rectas que unen 2 a 2 a sus vértices son concurrentes (AA’, BB’, CC’), entonces los puntos de 
intersección de los lados correspondientes son colineales (Fig. 1). También se puede enunciar de la siguiente 
manera: si dados los seis puntos distintos A, B, C, A', B', C' son tales que las rectas AA', BB', CC' son 
concurrentes, entonces hay alineamiento de los puntos B1, C1, A1 intersecciones respectivas de AB y A'B', BC 
y B'C', CA y C'A'. Una característica importante del teorema de Desargues es que si se sustituye en él la 
hipótesis de que las rectas AA', BB', CC' son concurrentes por la de que sean paralelas, la tesis se sigue 
cumpliendo. Sabemos que esto se debe a la correspondencia que existe, en geometría proyectiva, entre 
paralelismo y concurrencia. Además, el teorema de Desargues no tiene dual (se dice que es autodual) porque 
se puede definir de dos formas: las rectas conteniendo dos puntos homólogos de los triángulos tienen un punto 
común; o bien, los puntos pertenecientes a dos rectas (lados) homólogas de los triángulos pertenecen a la 
misma recta.    

 160



 
Los  dos problemas que se plantean son: 1º determinar los requisitos lógicos 
de los dos teoremas: relación entre ellos, relación con los modos de 
definición, ya empleados, de los objetos geométricos (axiomas ya aislados); 2º 
precisar las razones profundas de su eficacia y averiguar hasta dónde se 
extiende ésta. [...]. Los teoremas de Desargues y de Pascal son “puros 
teoremas de intersección”: deben ser entonces independientes del grupo de 
desplazamientos de la geometría euclidiana, definido por los axiomas de 
congruencia235.  
 
En otras palabras, Wiener planteaba la posibilidad de desarrollar la geometría 
proyectiva a partir de los teoremas de Pascal y Desargues y esto interesó 
vivamente a Hilbert. Pero también sabemos que atrajo la atención de Hilbert 
una carta de F. Schur (1856-1932) a Klein, a la que tuvo acceso, en la que se 
planteaba la posibilidad de que se pudiera derivar el teorema de Pascal sin 
utilizar el axioma arquimediano.  
 
Cavaillès nos presenta brevemente los axiomas de Hilbert236. Los que 
aparecen en la famosa obra Fundamentos de la geometría, publicada por 
Hilbert en 1899 y que constituye una axiomatización casi definitiva de la 
geometría elemental pero, sobre todo, pretendió dar el ejemplo riguroso del 
método axiomático. Cavaillès parece interesarse por la génesis de los 
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El caso particular considerado del teorema de Pascal dice: cuando en un plano los puntos A, B, C están en una 
recta y A’, B’ C’ están sobre otra recta, los puntos de intersección M de AB’ y de BA’; N de AC’ y de A’C; y 
P de BC’ y de B’C son colineales (Fig. 2). Este teorema de Pappus-Pascal, al contrario que el de Desagues, 
admite su dual; el llamado teorema de Brianchon, que dice así: si A, B y C son tres líneas distintas 
concurrentes en un punto y A', B' y C' tres líneas distintas concurrentes en otro punto, las tres líneas M, N y P 
determinadas por los pares de puntos AB' y A'B, BC' y B'C, CA' y C'A, respectivamente son copuntuales (se 
cortan en un punto).    
 
          235 Cavaillès (1981), pp. 67-68. 
 
          236 Ver Apéndice. 
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Fundamentos..., lo que le obliga a centrar su análisis sobre los teoremas de 
Desargues y Pascal. Cavaillès dirá textualmente: 
 
Conocemos el resultado: es imposible demostrar el teorema de Desargues 
prescindiendo a la vez de los axiomas del espacio y de los de congruencia237.  
 
Dicho de otra manera, un vínculo aparece entre el teorema de Desargues y la 
posible inserción de una geometría de dos dimensiones en una geometría de 
tres dimensiones. Para precisarlo, así como para establecer la relación con el 
teorema de Pascal, Hilbert introduce un “cálculo de segmentos” (o "aritmética 
segmentaria") original: mediante simples trazos de rectas se definen la suma y 
el producto de dos segmentos238; el teorema de Desargues simplificado239, por 
medio del axioma de las paralelas, garantiza entonces la conmutatividad y la 
asociatividad de la adición, la doble distributividad de la multiplicación 
respecto de la adición. Se puede entonces construir un modelo geométrico de 
tres dimensiones, siendo definidos los puntos como ternas de segmentos, los 
planos como tétradas (donde el último no es nulo) salvo por  un factor común; 
el cálculo tiene todas las apariencias de la geometría analítica, pero se trata 
sólo de operaciones gráficas. Cavaillès terminará diciendo: 
 

                                                           
 
          237 Cavaillès (1981), p. 69. 
         
          238 Se puede ver la definición del cálculo arguesiano de segmentos un poco más adelante. 
  
          239 Que se enuncia así: Si dos triángulos en un plano tienen sus lados homólogos paralelos, las rectas 
que unen los vértices son concurrentes o paralelas y recíprocamente (Fig. 3). 
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Lo mismo para el teorema de Pascal: en los dos sistemas ABC, A’B’C’, si CB’ y  CA’ son paralelas 
respectivamente a BC’ y  AC’; BA’ es también paralela a AB’ (Fig. 4). Este es al que Hilbert llama teorema 
de Pascal. Ver página 76 y siguientes de los Fundamentos...  
 
Una forma amena de ver el teorema de Pappus-Pascal y además comprobar que al aplicarlo reiteradamente 
⎯construyendo nuevas ternas a partir de cada uno de los dos pares de ternas creados⎯ se obtiene un objeto 
fractal con estructura de grupo modular, está  en el artículo de M. Berger (2001). También  se puede ver  en la 
misma revista (primer trimestre de 2001) algo sobre el teorema de Desargues en el artículo de J-P. Le Goff 
(2001). 
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Se constata que el modelo satisface todos los axiomas, incluyendo los axiomas 
del espacio. El teorema de Desargues es entonces la condición necesaria y 
suficiente para la inserción de la geometría plana en la geometría de tres 
dimensiones240. 
 
Ahora bien, el cálculo arguesiano no satisface ni el axioma de Arquímedes, ni 
la ley de conmutatividad para la multiplicación; dos exigencias cuya 
equivalencia Hilbert demuestra. El cálculo arguesiano da la razón241; en su 
definición de la multiplicación, la exigencia de la conmutatividad coincide con 
el enunciado mismo del teorema de Pascal. Dicho de otra manera, la validez 
del teorema de Pascal equivale a que el producto en el "cálculo segmentario" 
sea conmutativo. Inversamente, el teorema de Desargues es demostrable a 
partir del teorema de Pascal242, sin intervención de los axiomas de 
congruencia ni del axioma de Arquímedes (sólo con I 1-3, II y IV)243: se 
reduce a la sucesión de un número finito de configuraciones pascalianas.  

                                                          

 
Para Cavaillès esto tiene una doble consecuencia: 
 
       1ª. En la investigación, el papel de los diferentes axiomas se precisa tras 
las operaciones que ellos condicionan. Así, por ejemplo, el axioma de 
Arquímedes no supone la congruencia (contrariamente a lo que pensaba 
Pasch); pues la traslación de segmentos es reemplazada por la adición 
(construcción gráfica) del segmento a sí mismo. Cavaillès dirá textualmente: 
 

 
          240 Cavaillès (1981), p. 71. 
           
          241 Se ve, en efecto, según la figura adjunta, que dados sobre el eje OX los puntos E, A, B 
(representando respectivamente a los segmentos 1, a, b) sobre OY los puntos A', B', C' (representando 
respectivamente a, b, y ab), el teorema de Pascal afirma el paralelismo de EB' y de C'A: por construcción OC' 
representa también al producto ba (Fig. 5).  
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          242 Ver página 155 y siguientes de los Fundamentos... 
 
          243 Ver Apéndice. 
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Lo que importa entonces no es el enunciado descriptivo de un axioma, sino la 
eficacia que posee relativamente a un cierto resultado244.  
 
De ahí la reunión de los axiomas en 5 títulos que se corresponden con los 5 
resultados principales previstos: relación de incidencia, orden de los puntos 
sobre una recta o sobre un plano, relación de igualdad entre las figuras, 
paralelismo y continuidad. Destaca Cavaillès que:  
 
El orden entre los grupos de axiomas es, por cierto, esencial: así, en el orden 
de los "Fundamentos...", la congruencia es anterior a la noción de 
transformación continua, que podría fundarla245.  
 
Pues si el orden se invierte, si en particular la “continuidad pasa a primer 
lugar”, el desplazamiento se convierte en la noción fundamental. Con esta  
noción de desplazamiento, dotada de las tres propiedades que le atribuyen tres  
axiomas, será posible reconstruir, a partir del plano numérico, toda la 
geometría euclidiana plana; este será el objetivo de la memoria de 1902, 
dominada por los métodos de Lie (1842-1899) y de Cantor, en donde se 
determina el único procedimiento de construcción246. 
 
       2ª. La segunda consecuencia es que resulta posible una extensión del 
campo de aplicación del método. Todo cálculo será susceptible de ser 
axiomatizado, puesto que no se trata ya de la descripción de objetos dados 
previamente. Se ha visto que Grassmann, Dedekind y Peano habían 
comenzado ya por la aritmética. El mérito de los Fundamentos... es el de 
haber mostrado con toda claridad, mediante la fuerza de los razonamientos, 
⎯y a propósito del sistema arguesiano y de su relación con el axioma de 
Arquímedes⎯ que el tratamiento en las dos ciencias debía ser exactamente el 
mismo; puesto que se trata de los mismos procedimientos de pensamiento. De 
aquí a la consideración de que sólo el método axiomático puede fundamentar 
y extender el trabajo matemático, puesto que expresa su esencia, sólo había un 
paso. Éste fue dado en 1899 por Hilbert. 
 

                                                           
          244 Cavaillès (1981), pp. 72-73. 
  
          245 Cavaillès (1981), p. 73. 
 
          246 Hilbert (1997), pp. 237-238.  Los tres axiomas son: 1.- Los  desplazamientos  forman un grupo. 2.- 
Siendo A y B dos puntos  distintos,  se  puede, por desplazamientos, y  dejando fijo a B (rotación), llevar A a 
una infinidad de posiciones distintas. 3.- Los desplazamientos forman un sistema cerrado. Los 
desplazamientos son una puesta en correspondencia biunívoca y continua del plano consigo mismo.   
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Para Cavaillès, tanto los teoremas de Desargues y Pascal-Pappus, como los 
Fundamentos de la geometría de Hilbert son de una importancia 
extraordinaria. Pero, sobre todo, los Fundamentos... porque, como ya hemos 
dicho antes, con ellos Hilbert no solamente establece una axiomatización 
definitiva de la geometría elemental, sino que da el ejemplo riguroso del 
método axiomático. Para nosotros tendrá también mucha importancia esta 
obra de Hilbert porque nos parece muy interesante la comparación con otra 
obra de Hermann Weyl de 1951 titulada Simetría. Por eso, vamos a tratar de 
hacer ahora un estudio comparativo y detallado de ambas. 
 
4.6 Hilbert y Weyl: dos visiones diferentes de la geometría.- 
Respecto a los Fundamentos de la Geometría de Hilbert comenzaríamos 
diciendo que si se compara la axiomática de Hilbert con la de Euclides, se ve 
que los axiomas tienen una doble significación. Por una parte, los axiomas 
forman la base deductiva de la teoría. Por otra parte, y esto es lo novedoso, los 
axiomas constituyen una definición implícita de las nociones primitivas de la 
teoría. A continuación podemos decir que de la axiomática de Hilbert se 
deducen dos cosas; la primera es que la axiomatización procede según el 
mismo principio que la formalización. Pues si, como ya hemos dicho antes, 
formalizar247 consiste en definir las operaciones sobre los objetos abstractos, 
fijando un sistema de símbolos y de reglas de empleo, axiomatizar consiste 
igualmente en definir las relaciones sobre los objetos abstractos fijando un 
sistema de símbolos y de reglas de empleo. La segunda cosa que caracteriza la 
axiomática de Hilbert es que, con ella, la geometría se disocia de la 
experiencia del espacio. Es decir, que se hace abstracción del contenido 
intuitivo de las nociones como puntos, rectas y planos. La naturaleza, o el 
sentido de los objetos, queda indeterminado. 
 

                                                           
          247 Sabemos que en lógica hay otros sentidos para la palabra formalizar. En general, formalizar consiste 
en "traducir" los enunciados del lenguaje natural a los de un lenguaje formal. Ahora bien, la palabra 'lógica' se 
aplica hoy día a dos cosas muy distintas. Una está centrada en la semántica de los lenguajes naturales. La otra 
se refiere a las propiedades matemáticas de ciertos sistemas formales y la teoría de modelos de dichos 
sistemas. También pertenecen a este campo las conexiones de esos sistemas y modelos con estructuras 
algebraicas y topológicas, así como la investigación de la teoría de conjuntos. A este segundo campo se le 
suele llamar frecuentemente 'lógica matemática'. Realmente son dos disciplinas distintas que parecieron 
fundirse de alguna manera a finales del siglo XIX y principios del XX. Nosotros diríamos que, a día de hoy, la 
'lógica matemática' es una parte de la matemática que tiene poco que ver directamente con la lógica; es decir, 
se trata de países con zonas fronterizas pero independientes. No obstante, tienen relación en el sentido de que 
la lógica utiliza la lógica matemática (la teoría de conjuntos, la teoría de modelos) como un instrumento 
auxiliar, al igual que la física utiliza las matemáticas. Visto de esta manera, podemos decir que toda la lógica 
actual es lógica matemática.    
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En definitiva, en esta obra de Hilbert la existencia de los entes matemáticos se 
confía, antes que a una ontología directa, a la intrínseca y recíproca 
compatibilidad de los axiomas. Lo cual implica una pérdida del papel del 
contenido de los conceptos, en favor de las reglas de su manipulación 
simbólica. De esta manera, extrapolando, se podía eliminar toda referencia a 
un significado de las palabras y considerar los axiomas, los teoremas y las 
demostraciones como algo puramente sintáctico, como un puro sistema de 
signos que se desarrollan conforme a leyes rigurosamente definidas. Dicho de 
otra manera, el sistema axiomático se transformaría en sistema formal.   
 
Centrándonos en los Fundamentos..., podemos ver en el Apéndice que Hilbert 
reparte los axiomas en 5 grupos. El primer grupo concierne a la relación de 
incidencia y consta de 8 axiomas. El segundo grupo determina un orden entre 
los puntos que traduce la relación "entre" y comprende 4 axiomas. El tercer 
grupo define la relación de congruencia (aquí los axiomas evitan el recurrir a 
la noción de magnitud) y consta de 5 axiomas. El cuarto grupo, sobre las 
paralelas, se reduce al único axioma de Euclides: por un punto exterior a una 
recta, no pasa más que una paralela a ella. El quinto grupo concierne a la 
continuidad y comprende dos axiomas: el de Arquímedes y el de completitud 
que enuncia una propiedad de inextensibilidad. También sabemos que Hilbert 
no introduce el axioma de completitud hasta la segunda edición de los 
Fundamentos... . Se trata con él de recuperar y de caracterizar, en el interior de 
la axiomática, el espacio geométrico, tal como lo concebimos intuitivamente. 
 
Los cinco grupos de axiomas están colocados en el primer capítulo de los 
Fundamentos... . En el segundo capítulo se demuestra la no contradicción y la 
independencia de los principales axiomas. En los capítulos siguientes se 
analizan las relaciones de los teoremas de Pascal y de Desargues con los 
diferentes grupos de axiomas. Por ejemplo, sabemos que Hilbert demostró que 
el teorema de Pascal es independiente del teorema de Desargues, y que la 
admisión o exclusión del axioma arquimediano tiene un efecto decisivo sobre 
la validez del teorema de Pascal. El método de Hilbert es el mismo a lo largo 
de todos los capítulos. 
 
Es interesante tener en cuenta que, en el sistema de los Fundamentos..., 
solamente los 5 últimos axiomas del primer grupo conciernen al espacio. Los 
restantes axiomas de dicho grupo se refieren a los puntos y rectas en un plano. 
Luego, la posición del espacio, o la tridimensionalidad del sistema, está 
determinada por los 5 últimos axiomas del primer grupo. Y, al contrario, 
eliminando estos cinco axiomas, sin modificar ninguno de los otros, 
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obtenemos una axiomática de la geometría plana. En el capítulo V, Hilbert se 
propone estudiar el papel de los axiomas espaciales. Se trata de comprender lo 
que aporta el espacio a la geometría plana. Pero, estos cinco axiomas que 
determinan la posición del espacio, ¿implican o añaden también los teoremas 
en el plano? A la inversa, ¿en qué condiciones una geometría del plano puede 
ser insertada en el espacio? El teorema de Desargues248 es el que proporciona 
un criterio, ya que puede ser demostrado en el espacio; es decir, por medio de 
los axiomas del espacio. En efecto, en el espacio, el teorema se deduce de 
consideraciones sobre los triedros. Pues bien, consideremos una geometría 
plana. Para ganar en generalidad, abandonemos los axiomas de congruencia y 
los axiomas de continuidad. Si nuestro plano es una parte del espacio, 
entonces el teorema de Desargues es verdadero. Pero, recíprocamente, 
suponiendo que el teorema de Desargues sea cierto, ¿nuestro plano puede ser 
considerado como una parte de un espacio? 
 
Hilbert demuestra que, suponiendo el teorema de Desargues, se puede 
construir a partir del plano un espacio verificando los cinco últimos axiomas 
del grupo I. Para conseguirlo, Hilbert introduce un "cálculo segmentario" o 
cálculo arguesiano. Define sobre los segmentos del plano las operaciones de 
adición y multiplicación249. Del teorema de Desargues, se sigue que la adición 
es conmutativa y asociativa, la multiplicación asociativa y distributiva con 
relación a la adición. En general, la multiplicación no es conmutativa; pero si 

                                                           
          248 Que hemos visto que lo podemos enunciar también de la manera siguiente: Dados dos triángulos 
homólogos coplanarios, si los lados homólogos son paralelos dos a dos, las rectas determinadas por los 
vértices homólogos son concurrentes o paralelas. Y, recíprocamente (fig. 3). Nos falta decir que dos 
triángulos son homólogos cuando sus ángulos son iguales dos a dos. 
    
          249 El cálculo arguesiano se define así: tomando como ejes dos rectas cualesquiera que se corten en un 
punto O, a partir de este punto de intersección se toman los segmentos. 
1.- Adición (Fig. 6): dados los segmentos a y b tomados sobre el mismo eje OA, se elige un punto cualquiera 
A' sobre el otro eje, se traza de A' una paralela al eje OA, sea A'' su intersección con la recta paralela a OA' 
trazada desde B; de A'' se traza una paralela a AA', que corta a OA en C. Por definición, OC es la suma de los 
segmentos OA y OB. El teorema de Desargues muestra que el punto C es independiente de la elección de A'. 
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2.- Producto (Fig. 7). Se toma sobre cada eje un segmento unidad OE, OE'; desde A (extremidad del segmento 
a) se traza la paralela AA' a EE'. Se une EA' y se traza desde B la paralela BC' a EA': OC' es el producto OAx 
OB.      
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el teorema de Pascal es verdadero, la multiplicación debe ser conmutativa250. 
La conmutatividad de la multiplicación es equivalente al axioma de 
Arquímedes que habíamos abandonado. Sin el axioma de Arquímedes, 
obtenemos lo que Hilbert llama un sistema arguesiano de números; cuya 
estructura está definida en lo abstracto. O sea, que se trata de un sistema de 
objetos provisto de dos operaciones, adición y multiplicación, verificando las 
propiedades de conmutatividad, asociatividad y distributividad a las que 
hemos aludido anteriormente y con lo cual Hilbert muestra cómo construir 
geometrías en las que el axioma arquimediano es falso, reconociendo la 
prioridad a este respecto de G. Veronese (1854-1917)251. En definitiva, el 
sistema de "números" que hemos construido por medio de los segmentos, 
permite, por una parte, representar los puntos y las rectas de nuestro plano y, 
por otra parte, construir un espacio en el cual nuestro plano se inserta.  
 
En otras palabras, por una parte, un punto está representado por las 
coordenadas formadas por un par de números arguesianos. Una recta está 
representada por una ecuación, definida por medio de una terna de números 
arguesianos252. Por otra parte, arrancando del sistema arguesiano, se construye 
un espacio definiendo los puntos por las ternas, las rectas y los planos por las 
ecuaciones numéricas. Se demuestra que el sistema obtenido verifica los 
axiomas del espacio y, anulando una de las coordenadas, se encuentra la 
geometría del plano del que se había partido. Luego el cálculo segmentario 
permite demostrar que la validez del teorema de Desargues es la condición 
necesaria y suficiente para la inserción del plano en el espacio. Es decir, el 
teorema de Desargues es "la marca" sobre el plano para que éste se inserte en 
el espacio253.  
                                                           
          250 Vemos que aquí Hilbert estuvo cerca de demostrar que el teorema de Pascal implica el de Desargues. 
 
          251 Parece ser que la escuela de Peano por boca de uno de sus discípulos, Alessandro Padoa (1868-
1937), se quejó de que Hilbert en el famoso Congreso de 1900 de París "rindiera honores" a Veronese y no 
hiciera mención a los trabajos sobre geometría que el grupo de Peano había desarrollado antes de que se 
publicaran los Fundamentos... (ver página 112 y siguientes de la edición en castellano del libro de J. Gray de 
2003 El reto de Hilbert). 
    
          252 Consideremos dos rectas u y v que se cortan en un punto O. Por una parte, las coordenadas (x, y) de 
un punto A son los segmentos OA' y OA'' donde A' es la intersección de u con la paralela a v que pasa por A, 
y A'' es la intersección de v y de la paralela a u que pasa por A. Por otra parte, los puntos de coordenadas (x, 
y) de una recta están determinados por una única ecuación de la forma: ax+by+c=0, donde "a", "b", "c" son 
números arguesianos y "a", "b" no son nulos al mismo tiempo. 
 
          253 Sabemos que en 1902 el matemático americano F. R. Moulton (1872-1952) propuso un 
contraejemplo al teorema de Desargues en el plano. En el plano que definió para el caso se satisfacen los 
axiomas habituales de la geometría proyectiva, pero el teorema de Desargues es falso. De hecho el plano de 
Moulton no se puede insertar en ningún espacio tridimensional (si se pudiera, podría demostrarse el teorema 
de Desargues). Ver página 120 de la edición en castellano de J. Gray (2003). Hilbert hizo uso de este ejemplo 
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Sería muy difícil exponer, uno a uno, todos los resultados de Hilbert en los 
Fundamentos... . Lo que está claro es que analiza muy bien la función de los 
diferentes axiomas. Es en los teoremas de Pascal y Desargues donde encuentra 
los criterios para distinguir el papel de los diferentes axiomas. En este análisis, 
Hilbert recurre a dos procedimientos: por una parte, construcción de modelos, 
para demostrar la independencia de algunos resultados con relación a tal grupo 
de axiomas; por otra parte, según hemos visto, definición de cálculos 
segmentarios originales, que permiten someter los objetos geométricos a las 
operaciones numéricas. No deja de tener su importancia el hecho de que la 
teoría axiomática de Hilbert en los Fundamentos... es categórica, 
contrariamente a lo que sucede, por ejemplo, a la de Zermelo en la Teoría de 
Conjuntos.   
 
Después de lo que acabamos de ver, podemos extraer varias conclusiones de 
los Fundamentos... de Hilbert. En primer lugar, a diferencia de Pasch, Hilbert 
no tiene necesidad de los números ⎯salvo los enteros⎯ para definir los 
objetos geométricos. A decir verdad, los números intervienen dos veces en los 
razonamientos de Hilbert. Por una parte, en los modelos numéricos, los 
números, tomados prestados del Análisis, dan solamente una interpretación a 
los objetos definidos por la axiomática. Por otra parte, en los cálculos 
segmentarios, la relación de los números con los puntos es exactamente la 
inversa de la que nos encontramos en Pasch. O sea, si Pasch define los puntos 
matemáticos por medio de los números reales, Hilbert define los números 
arguesianos por medio de los segmentos en el marco de la teoría axiomática. 
Además, en el término "número", el carácter "numérico" no traduce más que 
la pertenencia a una estructura, un cuerpo provisto de dos operaciones: la 
adición y la multiplicación. Por último diríamos que tanto Pasch como Hilbert, 
en sus representaciones axiomáticas de la geometría euclídea, siguen todavía 
absteniéndose de decir que las rectas y los planos sean conjuntos de puntos. 
Peano es el único que emplea libremente el lenguaje de la teoría de conjuntos 
en geometría elemental.  
 

                                                                                                                                                                                 
en ediciones posteriores de sus Fundamentos... y también dio él mismo un ejemplo más, bastante complicado, 
de una geometría plana en la que el teorema de Desargues es falso. También sabemos que Peano y el grupo de 
matemáticos italianos liderados por él, algunos años antes de que Hilbert publicara sus Fundamentos..., ya se 
habían dado cuenta de que el caso plano del teorema de Desargues parecía necesitar hipótesis que no eran 
necesarias en tres o más dimensiones. Ver página 115 de la versión en castellano de J. Gray (2003). He aquí  
la referencia concreta a lo que decíamos antes sobre la queja de Alessandro Padoa. 
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En segundo lugar, cuando examina la relación de los teoremas de Desargues y 
de Pascal con los diferentes grupos de axiomas, Hilbert se interesa por el papel 
o la función de los axiomas. Al respecto ya hemos aludido anteriormente a lo 
que Cavaillès dice: "lo que importa, por lo tanto, no es el enunciado 
descriptivo de un axioma, sino la eficacia que posee relativamente a un cierto 
resultado"254. La potencia, la significación, el lugar de los axiomas en el 
sistema dependen de las "operaciones que ellos condicionan". Para Cavaillès, 
este punto de vista determina también el reparto de los axiomas en los cinco 
grupos: pertenencia, orden, congruencia, paralelismo y continuidad. Si, en el 
primer capítulo de los Fundamentos..., Hilbert justifica el reparto de los 
axiomas según las relaciones que ellos definen, Cavaillès se inclina más bien 
por la noción de operación. O sea, Cavaillès interpreta las relaciones 
establecidas entre los objetos como equivalentes a las posibilidades de 
operaciones, de gestos. De esta forma, los axiomas, o los grupos de axiomas, 
parecen traducir las operaciones fundamentales de la teoría. Por último, los 
cálculos segmentarios conducen a Hilbert a considerar los números de forma 
axiomática. En efecto, los números arguesianos son objetos cualesquiera, por 
ejemplo segmentos, sometidos a unas operaciones verificando algunas 
propiedades. En definitiva, el método axiomático puede aplicarse a los 
números. 
 
Todavía nos gustaría decir algo más sobre esta famosa obra de Hilbert de 1899 
titulada Fundamentos de la geometría. En primer lugar, que con la 
publicación de los Fundamentos..., Hilbert asoció su nombre, para siempre, 
con la empresa axiomática255. Desde el punto de vista técnico, la geometría de 
Hilbert supera a la de Euclides por su estructuración lógica. Aunque, la 
verdadera "revolución" de los Fundamentos... de Hilbert está en que disocia el 
pensamiento axiomático del pensamiento natural. Los objetos de la geometría, 
para Hilbert, están fundados en derecho y en razón por su definición formal e 
independientemente de toda intuición. Este cambio filosófico fue radical, 
pues, durante mucho tiempo, las investigaciones sobre los fundamentos de la 
geometría se habían apoyado sobre una concepción realista de los objetos del 
espacio. Hilbert impuso la idea de una independencia absoluta de los términos 
axiomático-formales con relación a lo empírico. Bien es verdad que esta 
concepción formalista de la matemática que tenía Hilbert, no era tan radical 
                                                           
          254 Cavaillès (1981), pp. 72-73. 
 
          255 Aunque sería mejor decir que con su renacimiento, ya que la idea del pensamiento axiomático era 
anterior. Así, por ejemplo, en el Organon aristotélico ya se habían establecido sus fundamentos y sus 
métodos.  
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como la de algunos de sus sucesores, pues él conocía perfectamente, como 
matemático, los problemas del formalismo.  
 
Textualmente dice Hilbert en la pequeña Introducción a sus Fundamentos de 
la geometría: "La geometría, al igual que la aritmética, no necesita para ser 
edificada convenientemente más que algunos principios, simples y poco 
numerosos. Estos principios se llaman axiomas de la geometría. La 
determinación de los axiomas de la geometría y el estudio de su independencia 
es un trabajo que, después de Euclides, ha sido abordado en numerosos y 
excelentes tratados de la literatura matemática. Este estudio se reduce al 
análisis lógico de nuestra intuición espacial256". En otras palabras, para Hilbert 
los axiomas tienen carácter de fundamento. Ellos (los axiomas) le ofrecían una 
primera “materialización” clara de los principios de una teoría. 
 
En segundo lugar, la significación del proyecto hilbertiano inicial queda de 
manifiesto si reparamos en que, antes de comenzar el tratado de los 
Fundamentos..., Hilbert los hace preceder de una cita de la Crítica de la razón 
pura de Kant que dice: "Todo conocimiento humano comienza con 
intuiciones, procede de allí a los conceptos y culmina con ideas". He aquí la 
esencia del método axiomático, que permite traducir de forma rigurosa el 
sistema de nuestras intuiciones. Luego se trata de un proceso de abstracción a 
partir de los datos sensibles. Su independencia respecto de la sensibilidad es 
relativa: los resultados deducibles analíticamente de los axiomas son 
independientes lógicamente de toda intuición, pero no cesan de enviarnos al 
sistema de nuestras percepciones. En esta descripción se reconocen, una vez 
más, las huellas del idealismo trascendental. En definitiva, no es casual que 
Hilbert eligiera el anterior epígrafe kantiano. En el caso de la geometría las 
intuiciones eran las euclídeas, descritas por los cinco postulados; los 
conceptos eran los alternativos, euclídeos o hiperbólicos, permitidos por los 
cuatro primeros postulados; y las ideas, las arbitrarias, relativas a cualquier 
sistema de postulados consistentes. Por ello Hilbert con sus 
Fundamentos…pasó de un único mundo “verdadero”, puesto en crisis por el 
descubrimiento de geometrías alternativas, a los muchos mundos “posibles”, 
descritos por modelos de todo tipo. 
 
En tercer lugar, el sistema de axiomas de la geometría es disociado por Hilbert 
en cinco subsistemas que se corresponden con tipos de intuiciones eidéticas 
distintos. Pero esta disociación, precisamente, implica que la interpretación 

                                                           
          256 El subrayado es nuestro. 
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intuitiva aflora siempre en la escritura matemática como una posibilidad 
legítima, y está justamente en el corazón de la axiomatización. Por eso Hilbert 
rechazó siempre un formalismo radical falto de juicio. La axiomatización está 
al servicio del pensamiento matemático, haciendo que consiga su más alto 
grado de claridad y seguridad; pero en ningún caso la axiomática arbitraria 
puede sustituir al pensamiento matemático. O sea, en Hilbert, la intuición del 
matemático está siempre actuando como de cortafuegos. Las dificultades del 
pensamiento hilbertiano están en la tensión creada entre intuición y formas 
puras, entre pensamiento axiomático y experiencia humana.  
 
Para terminar diríamos que Hilbert con sus Fundamentos de la geometría trató 
de hacerse una larga interrogación sobre los teoremas de Desargues y de 
Pascal, así como del papel de la continuidad en geometría. Pero su objetivo no 
era tanto el formalizar (según se puede pensar a primera vista) como el de 
resolver un determinado problema. En otras palabras, la reflexión de Hilbert, 
en general, sobre los fundamentos de la matemática es esencialmente una 
reflexión sobre los problemas. La generalidad que alcanza Hilbert con sus 
resultados es siempre considerando y resolviendo algún problema, después de 
haber reflexionado sobre su posición y su resolución, claro está. Pero 
volviendo a los Fundamentos... se puede decir que Hilbert fue un lector o, más 
bien, un relector de Pascal y Desargues. De alguna manera, con sus 
Fundamentos de la geometría, estudió a fondo las "geometrías no pascalianas" 
y las "geometrías no arguesianas" como otros habían hecho con las geometrías 
no euclideanas. Hilbert demuestra que el teorema de Pascal permite introducir 
en la geometría un cálculo segmentario para el que son válidas las reglas del 
cálculo con números reales; es decir, que permite sustituir a la congruencia y a 
la identidad. En esto se parece Hilbert al propio Pascal cuando pasaba de la 
geometría a la aritmética según le convenía para aprovecharse de las ventajas 
de método u operacionales de una o la otra. Concretamente Hilbert muestra 
que el teorema de Pascal, en principio demostrado excluyendo los axiomas del 
espacio, pero admitiendo los de congruencia, puede ser demostrado con la 
ayuda de los axiomas del espacio, sin recurrir a la congruencia, pero con el 
apoyo del axioma de Arquímedes, que permite conservar la idea de 
continuidad. Es imposible demostrar el teorema de Pascal si se excluyen al 
mismo tiempo la congruencia y el axioma de Arquímedes. 
 
Además, Hilbert establece que el teorema de Pascal no es demostrable en una 
geometría multidimensional (he aquí la vía a las geometrías "no pascalianas"). 
Quizá lo más importante de los Fundamentos... de Hilbert esté en la gran 
relatividad a la que somete aquello que es considerado como fundamental. Por 
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ejemplo, un teorema puede ser considerado como lo fundamental para 
establecer una geometría entera. De esta forma, Hilbert destaca que "la 
aplicación sistemática del teorema de Pascal permite la construcción de la 
geometría proyectiva sin recurrir a la continuidad", empleando solamente la 
congruencia. Luego, aquí vemos que Hilbert en los Fundamentos... ha 
utilizado la geometría proyectiva de Pascal según un método él mismo 
proyectivo; es decir, cambiando completamente sus referencias y conservando 
su esencia demostrativa. En otras palabras, Hilbert ha elegido al teorema de 
Pascal como un axioma. Puede intercambiar sus papeles. 
 
Después de todas las "bondades" a las que hemos hecho referencia respecto de 
los Fundamentos..., no podemos obviar el hecho de que su autor, Hilbert, 
desde 1899 a 1930 hizo siete ediciones sucesivas y las reediciones dieron 
lugar, cada vez, a modificaciones bastante importantes como podemos ver en 
el Apéndice al hablar de la axiomática completa de dicha obra. Y a la muerte 
de Hilbert, Paul Bernays hizo todavía algunas modificaciones que eran 
pertinentes, a la vista de la influencia que la lógica contemporánea ejercía 
sobre el tratado del gran matemático alemán. Ante esto, parece evidente que 
"las matemáticas son un devenir" como opinaban nuestros amigos Cavaillès y 
Lautman.       
 
La obra matemática y filosófica de Hermann Weyl, en quien veremos se 
apoya bastante Lautman, está impregnada de una sensibilidad intuitiva que 
hace que su lectura sea un auténtico placer estético. Nadie duda hoy día que 
Weyl ha sido uno de los "inventores" de las matemáticas modernas, 
promoviendo la idea de estructura hasta en los contextos no algebraicos, como 
en un libro de 1913 titulado La idea de la superficie de Riemann (texto que 
Lautman utilizó y estudió con detalle para la elaboración de su obra). Sus 
trabajos parecen perseguir un ideal de equilibrio entre formas e intuiciones, 
pues tanto las unas como las otras están destinadas a sostenerse y completarse 
mutuamente al servicio de un pensamiento multiforme y con vocación 
universal. Al igual que en Hilbert, en Weyl el rigor axiomático es puesto en 
práctica; pero no aparece más que como el momento terminal del movimiento 
del pensamiento, cuando las nociones deben ordenarse en un sistema. 
 
Weyl es un sabio en sentido clásico, pues está ensimismado por la necesidad 
de saber y de comprender. Pasa con una facilidad y eficacia asombrosa de las 
matemáticas a la lógica, a la física o a la filosofía. En Weyl, como en Hilbert o 
Poincaré, el pensamiento no cesa de moverse, pues no cesa de adaptarse a su 
propio proceso. La inquietud de su genio está relacionada con los 
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movimientos del pensamiento en devenir. Casi al final de su vida, en 1951, 
Weyl publicó un pequeño trabajo que para nosotros es una auténtica joya. Se 
trata de Simetría257. Comienza el prefacio diciendo: "Partiendo de la noción 
poco precisa de simetría, como armonía de proporciones, estos cuatro 
capítulos desarrollan primero el concepto geométrico de simetría en sus 
diversas formas: bilateral, de traslación, de rotación, ornamental y 
cristalográfica, etc.; y, finalmente, desembocan en la idea general que subyace 
a todas ellas: a saber, la de la invariancia de una configuración de elementos 
bajo un grupo de automorfismos. Pretendo dos objetivos: por una parte, 
exponer la gran variedad de aplicaciones del principio de simetría en las artes 
y en la naturaleza orgánica e inorgánica; por otra parte, clarificar paso a paso 
el significado filosófico-matemático de la idea de simetría. Este último exige 
confrontar las nociones y teorías de simetría y relatividad...". 
 
He aquí el testamento epistemológico de Weyl, que nosotros consideramos 
como un eco de la Introducción de los Fundamentos de la geometría de 
Hilbert; donde, haciendo referencia a Kant, venía a decir que el pensamiento 
procede de la intuición a los conceptos y a las ideas. Para Weyl la estética 
nutre al pensamiento matemático y, a través de éste, se iluminan las 
significaciones del pasado sensible o intelectual. No hay en él disyunción 
entre los órdenes del conocimiento: la matemática habita el mundo real, las 
significaciones de todos los órdenes son mezcladas y se juntan para formar la 
unidad de un conocimiento. ¡¡Cómo habría disfrutado Lautman si hubiera 
llegado a conocer este escrito de Weyl!! 
 
En cuanto al método axiomático o estructural, Weyl piensa que aparece para 
terminar el orden de las razones; es decir, para poner el broche de oro en los 
órdenes del conocimiento. En otras palabras, el momento axiomático o 
estructural es el momento más puro del conocimiento, pero este momento no 
se disocia en los momentos anteriores, sino que legitima lo que ellos 
establecen. 
 
Nosotros pensamos que Simetría es una de las tentativas más interesantes 
(mejor diríamos emocionantes) de reconciliación del pensamiento simbólico y 
de las intuiciones empíricas del mundo de nuestras percepciones. No es ni una 
obra de filosofía abstracta ni una obra de matemática. Parece como si Weyl se 
estuviera dando cuenta de que el pensamiento abstracto tiene problemas al 
tratar de describir los fenómenos naturales y tratara de dar testimonio de la 

                                                           
          257 La versión en castellano que tenemos a la vista es de la editorial Mc Graw-Hill, Madrid, 1990. 
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emoción ante la belleza matemática de dichos fenómenos. De ahí que intente 
revelar al gran público, con esta obra, el origen y la naturaleza de las armonías 
ocultas entre el mundo sensible y el de las ideas matemáticas. O sea, que el 
pensamiento de Weyl está impregnado de fenomenología y de las 
interferencias entre el mundo sensible y el de lo simbólico258. 
 
Para Weyl, lo mismo que para Hilbert, la claridad del método axiomático 
permite rehacer los pasos de las matemáticas no formalizadas, ya sean de 
geometría o de álgebra. El método axiomático tal y como lo concibieron el 
joven Hilbert y después Weyl, tratando de buscar en él una claridad 
incondicional, y que sería para Hilbert el modelo de todo conocimiento 
humano, no se puede relegar a sus solos aspectos analíticos-formales ⎯como 
hicieron los epistemólogos estructuralistas a partir de los años 1950⎯ porque 
entonces se cambia toda una parte de su contenido. La idea que dirige toda la 
obra de Weyl, consistente en el intento de una síntesis entre sus simpatías 
intuicionistas y la aproximación formalista de su maestro Hilbert, es la 
siguiente: las matemáticas son un objeto cultural; por lo tanto, tienen un 
sentido y no se pueden reducir a un simple juego formal. De ahí que 
desarrollase la analogía entre las matemáticas formalizadas y el juego de 
ajedrez, precisamente, para poner en evidencia la diferencia entre que tenga 
sentido un juego de fórmulas (como sucede en las matemáticas) y que no lo 
tenga (como sucede en el juego de ajedrez). 
 
Weyl reconoce el mérito del método axiomático en las matemáticas del siglo 
XX. Pero advierte que el problema está en la interpretación que se haga de los 
éxitos del método. Para Weyl el objetivo final de dicho método no es la 
generalidad, sino la simplicidad y la unidad del conocimiento. Simplicidad 
que, conforme al programa aristotélico, reside en la búsqueda de un número 
mínimo de presupuestos. Unidad, pues una misma teoría puede ser 
susceptible, si es lo suficientemente abstracta, de varias interpretaciones 
concurrentes y, por lo tanto, de varios dominios de aplicación. Según Weyl, la 
fuerza de las matemáticas modernas reside en la interacción entre axiomática 
y construcción. Weyl relativiza los éxitos del método axiomático al considerar 
que si un matemático no inventa nuevos métodos constructivos, no llegará 
muy lejos. De esta forma, los éxitos de la formalización del álgebra después 
                                                           
          258 Por cierto, en la versión francesa de Simetría, que se titula Symétrie et mathématiques modernes 
(Flammarion, Paris, 1964), no es solamente el título el que ya nos sugiere, con el cambio respecto al título en 
inglés, un condicionamiento a la hora de leerlo. Es el prefacio de un tal G. Th. Guilbaud el que nos saca 
rápidamente de dudas al decir que lo importante del libro de Weyl no son las imágenes que tiene, sino su 
significación algebraica. Nada es más contrario a lo que quería Weyl. Pero en 1964, en Francia, el 
bourbakismo lo dominaba todo.    
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de Dedekind no deben ser interpretados como una simple victoria de la 
abstracción formal sobre la intuición. Pues, al igual que los grandes teoremas 
proceden siempre del estudio de objetos determinados y nunca de un simple 
juego de fórmulas, los objetos que Dedekind introduce (ideales, cuerpos, etc.) 
son susceptibles de un tratamiento axiomático, es decir, analítico-formal; pero 
los matemáticos tienen una concepción de estos objetos y trabajan con ellos a 
través de la intermediación de "algo" que podemos llamar intuiciones. Desde 
luego, estos objetos son más abstractos que los que gobiernan nuestra 
intuición del espacio tridimensional, pero están ahí (no queremos pronunciar 
la palabra "existen" porque tendríamos que decir dónde, lo que nos acarrearía 
serios problemas), y son ellos los que permiten efectuar nuevas 
construcciones; o sea, que son ellos los que hacen progresar la ciencia. 
 
Ahora bien, las estructuras algebraicas apenas tienen sentido para los no-
matemáticos; luego, no se las puede designar como el lugar teórico donde se 
cristalizan un cierto número de procedimientos, de experiencias o de 
intuiciones de sentido común. Por eso Weyl, en su Simetría, nos envía a una 
idea de la ciencia que desborda la actitud tecnicista y rechaza la autonomía de 
los conceptos puros en comparación con lo empírico. De ahí que dijéramos, a 
propósito de Simetría, que se puede considerar como el polo opuesto a los 
Fundamentos de la geometría de Hilbert. 
 
En resumen, nosotros pensamos que estas dos visiones "aparentemente" 
diferentes de la geometría, debidas a Hilbert y a Weyl, se pueden hacer 
extensivas a toda la matemática. En otras palabras, la matemática "tiene" esa 
doble composición, o esa doble cara. Y, en el fondo, estamos convencidos de 
que aquí están implícitas las posiciones de Cavaillès y Lautman sobre la 
matemática moderna, que iremos viendo a lo largo de nuestro trabajo. Con 
esto queremos decir también que el trabajo matemático tiene tanto de escucha 
y atención como de esfuerzo lógico sistemático. Luego, no se debe disociar el 
aspecto, digamos, "poético" de la actividad matemática ⎯lo que se encuentra 
en Weyl, por ejemplo, con la observación de los fenómenos de simetría en la 
naturaleza⎯ del aspecto puramente cerebral y mecánico. De aquí podemos 
deducir que para hacer comprender lo que es la investigación matemática, 
sería necesario conseguir explicar los fenómenos esenciales del pensamiento; 
es decir, la curiosidad, el interés, el sentido de la belleza, la intencionalidad, la 
receptividad, la lógica, el rigor deductivo, la sistematización, etc. Términos 
que, hoy día, están totalmente ausentes de la filosofía matemática. La filosofía 
matemática de Cavaillès y Lautman nos enseña a reconsiderar la relación del 
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pensamiento matemático con su propia historia y con su entorno cultural. De 
ahí que a nosotros nos haya cautivado.              
               
No quisiéramos terminar este estudio comparativo entre Hilbert y Weyl sin 
hacer referencia al libro Geometría intuitiva259 de David Hilbert & Stephan 
Cohn-Vossen para que nos diéramos cuenta de que las opiniones de Hilbert 
sobre la geometría no son tan formalistas o alejadas de la intuición como a 
veces se dice. Tomaremos una cita de la página iii del prefacio que Hilbert 
escribió: “En matemáticas, como en cualquier clase de investigación 
científica, están presentes dos tendencias; por un lado la tendencia a la 
abstracción… y por otro la tendencia al entendimiento intuitivo que promueve 
una comprensión más inmediata de los objetos que uno estudia, una vívida 
conexión con ellos, por así decirlo, la cual enfatiza el significado concreto de 
sus relaciones. 
…En la actualidad todavía es válido, como siempre lo fue, que la comprensión 
intuitiva desempeña un papel importante en la geometría. Y tal intuición 
concreta es de gran valor no sólo para el investigador, sino también para 
cualquiera que desee estudiar y apreciar los resultados de la investigación en 
geometría”. Es evidente que esta cita disipa todas las dudas sobre la opinión 
de Hilbert respecto del papel de la intuición en matemáticas. Pero además nos 
sirve para darle una validez más general y destacar que, cualquier cosa que sea 
la intuición, es muy importante para las matemáticas. 
  
4.7 El Método Axiomático: su papel en matemáticas.- Después del 
paréntesis relacionado con Hilbert-Weyl, volvemos a retomar el camino 
seguido por Cavaillès hacia su "formalismo modificado". Aquí y ahora es 
cuando verdaderamente abordará Cavaillès la cuestión central del método 
axiomático según Hilbert; ese método que desde entonces ha conocido un 
éxito espectacular en matemáticas. Por supuesto que a día de hoy sabemos que 
el sueño de Hilbert (el tratar de probar la no contradicción de los sistemas de 
axiomas utilizados) es inalcanzable260. Pero lo interesante es que en el 
momento en que escribe sus Tesis Cavaillès ya se conocía la imposibilidad de 
probar la no contradicción de los axiomas de la Teoría de Conjuntos 
propuestos por Zermelo y Fraenkel. Para nosotros esto hace más importante el 
                                                           
          259 Se trata de Anschauliche Geometrie, Springer, Berlín, 1932. 
 
          260 También sabemos que hoy día, en realidad, el método axiomático es considerado por los 
matemáticos, sobre todo, como un método de presentación de las teorías matemáticas que les permite una 
economía de pensamiento. Por eso no debemos obviar el papel fundamental que tiene la intuición en la 
creación matemática. 
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trabajo de Cavaillès, pues, sabiendo de la derrota del sueño de Hilbert, eso no 
le impide el tratar de desmenuzar las características y las cosas positivas que, 
indudablemente, posee el famoso método de Hilbert. 
 
Pues bien, comienza Cavaillès haciendo una referencia explícita y extensa a 
un artículo de Hilbert de 1900 titulado Sobre la noción de número, donde 
oponía el método axiomático en Geometría al método genético en Teoría de 
números: “partiendo del concepto de número 1, nos representamos, ante todo, 
el engendramiento de los enteros sucesivos y de las reglas de cálculo gracias 
al acto de contar; después, por la exigencia de que la resta siempre pueda 
realizarse, el número negativo; el número fraccionario, definido como una 
pareja de enteros (y entonces toda función lineal se anula); en fin, el número 
real como cortadura o sucesión fundamental por medio de la que se obtiene 
que toda función... continua indefinida se anula”261. Así se procedía tanto por 
Weierstrass como, al menos en principio, por Dedekind. De la misma forma, 
Kronecker reconstituía todo el Análisis a partir del número entero, al que 
consideraba como “única creación de Dios” en frase que le ha 
inmortalizado262. Pero la pregunta que se plantea Hilbert es saber “si el 
método genético es el único apropiado para el estudio del concepto de 
número, y el método axiomático lo es para el fundamento de la geometría... 
He aquí mi opinión: a pesar del alto valor pedagógico y heurístico del método 
genético, el método axiomático es preferible para una representación 
definitiva y una consolidación lógica completa del contenido de nuestro 
conocimiento”. En efecto, en el caso de la teoría de los números reales, la 
axiomatización evita las dificultades de “la existencia del sistema de todos los 
números reales y, en general, de conjuntos infinitos” que el método genético 
obligaba a construir. En la última página de su artículo dice Hilbert: “Por 
conjunto de los números reales, no tenemos que pensar en la reunión de todas 
las leyes posibles según las cuales los elementos de una sucesión fundamental 
pueden sucederse, sino solamente un sistema de cosas cuyas relaciones 
mutuas están dadas de manera completa por el sistema finito de axiomas 
precedentes y sobre los que nuevos enunciados son válidos sólo si se pueden 
deducir mediante un número finito de pasos lógicos”.  
 
Las proposiciones son deducidas de los axiomas en un número finito de 
etapas. Cada etapa puede ser controlada y nada se escapa al pensamiento 
                                                           
          261 Hilbert (1997), p. 256. 
 
          262 La frase textual es: "El buen Dios creó los números naturales, todo lo demás es obra del hombre". 
También estamos convencidos de que en muchas ocasiones se utiliza fuera de contexto.  
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finitista. Pero, además, independientemente de la visión fundacional, la 
axiomatización es un método fecundo. La teoría está representada por un 
sistema de relaciones sobre los objetos vaciados de su contenido intuitivo. 
Pero el método axiomático permite no sólo fundar las matemáticas, sino 
justificar su aplicación universal en las ciencias de la naturaleza. Gracias a 
ellas alcanzamos, en efecto, “la esencia del pensamiento científico”. “Todo lo 
que puede ser, en general, objeto del pensamiento científico, cae bajo el 
dominio del método axiomático y, por tanto, mediatamente pertenece a las 
matemáticas”. Esto lo decía Hilbert en 1918, entre otras razones, por los éxitos 
que el método axiomático estaba obteniendo, en aquellos años, tanto en 
Álgebra como en Análisis como en Topología y Física263. En definitiva, el 
método axiomático permite la aplicación de las matemáticas a la física y, en el 
interior mismo del edificio matemático, la unificación o, al menos, el 
acercamiento de diferentes dominios. 
 
Ahora bien, si para Hilbert, los axiomas definen las relaciones entre los 
objetos, Cavaillès interpreta estas relaciones como posibilidades de 
operaciones; es decir, que los axiomas expresan las operaciones, los gestos. La 
primacía del método axiomático sobre el método genético es la primacía del 
gesto sobre el objeto264. De aquí que Cavaillès diga, sobre los objetos y el 
trabajo intelectual efectivo, lo siguiente:  
 
Es solamente por un prejuicio realista por lo que nos preocupamos de los 
objetos cuando lo único que importa, en la sucesión de nuestras afirmaciones, 
lo que rige esta sucesión, es el trabajo intelectual efectivo265. 
 
El método axiomático se desvía de los objetos para volver sobre los 
procedimientos que constituyen la unidad de una teoría. Esto es lo que le da su 
fecundidad. En palabras de Cavaillès: 
 
Manifestando la unidad orgánica de una teoría, no según los objetos 
⎯construidos⎯ de los que se ocupa, sino por la unidad operatoria de un 
cierto procedimiento intelectual, el método axiomático provoca a la vez el 

                                                           
          263 Como se puede ver en Corry (2004). 
 
          264 No deja de ser curioso e interesante que esto que dice aquí Cavaillès sea, exactamente, lo contrario 
de lo que hemos visto que decía Dedekind y quizá también Hilbert. 
 
          265 Cavaillès (1981), p. 77. 
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reagrupamiento de disciplinas y la redistribución de la economía interior de 
una disciplina266. 
 
Luego la axiomatización es una reflexión, en el interior de la matemática, 
sobre las operaciones matemáticas. La axiomatización aísla y depura los 
procedimientos que forman el núcleo de una teoría. Y, en este retorno 
reflexivo, participa en el progreso, en la extensión de la matemática. La 
reflexión de la matemática sobre ella misma es uno de los motores de su 
desarrollo. La axiomatización es uno de los procesos del devenir, una de las 
modalidades del pensamiento matemático.     
 
Pero, Cavaillès textualmente se preguntará:  
 
Por fecundo que sea el método axiomático, por estrecho que sea su vínculo 
con la matemática verdadera, ¿puede fundamentarla?267.  
 
No cabe duda de que puestos como características de un procedimiento 
operativo, los axiomas de un sistema lo que hacen es describirlo. Para Hilbert, 
la autoridad de un sistema de axiomas, relativa a la teoría de la que constituye 
el inevitable prefacio, se funda sobre tres características o propiedades lógicas: 
no contradicción (o consistencia); independencia de los axiomas entre sí y 
saturación (o completud). A Cavaillès le parece claro que la no contradicción 
desempeña, para la axiomática moderna, el papel que desempeñaba la 
identidad268 para la axiomática tradicional. Existir, para un objeto matemático, 
decía Poincaré (1854-1912), es ser no contradictorio269. A esta misma 
                                                           
 
          266 Cavaillès (1981), p. 78. 
 
          267 Cavaillès (1981), p. 79. 
  
          268 Sabemos que Aristóteles decía textualmente: "por lo tanto, todas las demostraciones desembocan en 
ese principio (de identidad) que hemos propuesto; es, por su naturaleza, el origen de todos los demás 
axiomas" (Metafísica, Libro IV 1005b30, p. 174 del que tenemos a la vista de la Biblioteca Clásica Gredos, 
Madrid, 1998). Por su parte, Leibniz, definía al axioma como una propiedad evidente en cuanto se entienden 
los términos, y no lo consideraba establecido hasta que la definición de los términos producía una proposición 
idéntica. Para actualizar este asunto y ver las afinidades de la identidad con la teoría lógica, recomendamos 
Quine (1998), pp. 111-116. 
 
          269 Lo dice en el Capítulo III de La science et l'hypothèse, del año 1902, al hablar de los axiomas 
implícitos dentro de "las geometrías no euclideanas". En la versión que tenemos delante de 1992 está en la 
página 70. También se puede ver en Poincaré (1978), p. 154. En realidad, sabemos que los capítulos del libro 
La science et l'hypothèse se habían publicado anteriormente por Poincaré como artículos en diversas revistas 
de reconocido prestigio; en concreto, el que nos interesa a nosotros se publicó en la Revue générale des 
Sciences pures et appliquées, t. 2, 15 de Diciembre de 1891, pp. 769-774.    
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conclusión llegará Hilbert después de su trabajo de axiomatización de la 
geometría euclídea; es decir, que Hilbert definirá explícitamente la existencia 
matemática como no contradicción270. 
 
4.8 Insuficiencia de una axiomatización para fundamentar las 
matemáticas.- Por otra parte, el método utilizado para demostrar la 
consistencia, en los Fundamentos de la geometría de Hilbert, no se aplica a la 
Aritmética. Como ésta es la más elemental de las teorías superpuestas, no se 
puede mostrar su no contradicción exhibiendo un modelo en una teoría más 
simple, aunque tal vez cupiera hacerlo por algún tipo de “construcción lógica” 
(suponiendo que la lógica incluyera la teoría de conjuntos, de acuerdo con los 
logicistas). En 1900, en su discurso en París271, enunciaba Hilbert como el 
segundo de los grandes problemas a resolver el de demostrar la no 
contradicción de la Aritmética para la que, a diferencia de lo que sucede en la 
Geometría, decía “hay que tomar la ruta directa”272. De acuerdo con algunos 
autores (Sieg, Ferreirós), en estos momentos Hilbert pensaba todavía en una 
demostración de consistencia que adaptara los métodos conocidos de 
definición de los números reales a partir de los naturales; por eso hablaba de 
adoptar “los métodos conocidos en la teoría de los números irracionales”. Sin 
embargo, en 1903/04 se percató de que esa vía no solucionaría los graves 
problemas planteados por las paradojas de la teoría de conjuntos, y se 
convenció de que la existencia de conjuntos infinitos es un axioma 
propiamente matemático, cuya consistencia era necesario demostrar. Por eso 
consideraba ahora como único recurso el de una “reedificación simultánea de 
la matemática y de la lógica”, realizada gradualmente recurriendo a los 
cálculos simbólicos. Era preciso, pues, desarrollar a la vez la lógica y las 
matemáticas, redefinirlas formalmente por medio de sistemas de signos y de 
reglas; el sistema se iría extendiendo paso a paso, de tal manera que en cada 
caso se demostrara la consistencia del sistema por métodos, en esencia, 
combinatorios y “finitarios”. 
 
Surgió así, en 1904, un planteamiento esencialmente nuevo, muy alejado de 
las conocidas demostraciones de consistencia (semánticas) por exhibición de 

                                                           
          270 Es muy interesante a este respecto el libro de Jacqueline Boniface titulado Hilbert et la notion 
d'existence en mathématiques (Vrin, París, 2004). 
  
          271 Hilbert. Sur les problèmes futurs des mathématiques. (Les 23 problèmes). Éditions Jacques Gabay 
1990, p. 14. 
 
          272 Hilbert. Les fondements de la géométrie. Éditions Jacques Gabay. 1997. Appendice VII. Sur les 
bases de la logique et de l´arithmétique. pp. 257-258. 
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un modelo: a saber, la idea de demostrar la consistencia sintácticamente. Es 
bien sabido, de todas formas, que las ideas de Hilbert en 1904 eran aún muy 
incipientes e inmaduras. Etapas fundamentales en el desarrollo del proyecto 
fueron las contribuciones de Russell a la lógica formal y Zermelo a la teoría de 
conjuntos axiomática. Hilbert pasó por una fase de entusiasmo por el 
logicismo de Russell hacia 1917, para luego, finalmente, alejarse de él y 
desarrollar en detalle su teoría de la demostración en compañía de Paul 
Bernays. 
 
Al formalizar las propias demostraciones como objetos matemáticos, y 
desarrollar un estudio general de los mismos, la teoría de la demostración 
(Beweisstheorie) debía hacer posibles demostraciones de consistencia que 
serían plenamente convincentes (tanto para constructivistas como para 
matemáticos ‘clásicos’) y que eliminarían las “dudas escépticas” sobre la 
adopción de los axiomas conjuntistas y el recurso a las formas de inferencia de 
la lógica clásica. La historia de estos desarrollos es larga y bien conocida, por 
lo que no entramos aquí en ella. Además de la obra de Cavaillès, pueden 
consultarse las exposiciones de Bernays y de Sieg.    
 
Hemos visto anteriormente que Cavaillès oponía la axiomatización, en tanto 
que crítica de los principios iniciales, y la formalización en tanto que crítica de 
los razonamientos. Aunque, para Cavaillès, una teoría de la demostración es 
una reflexión sobre el pensamiento matemático. Sin embargo:  
 
¿Cómo reglamentar los caminos inmediatos del pensamiento si no es 
separándolos del pensamiento reflexivo por medio de una materialización?273. 
 
En otras palabras, la noción de demostración sólo puede precisarse por un 
canon, pero un canon sólo es posible a través de un formalismo. De esta 
manera, el elemento común a la lógica y a las matemáticas, el signo, debe 
dominar; la axiomatización termina, necesariamente, en formalización. El 
signo, en tanto que materializa el pensamiento, establece la distancia necesaria 
entre lo reflexionado y lo que se reflexiona. El programa de Hilbert exige que 
el pensamiento sea depositado o encarnado en los signos. 
 
Hilbert crea la metamatemática. Se trata de un tipo de aritmética intuitiva (o 
más bien de una investigación combinatoria) sobre los posibles diseños274 en 
                                                           
 
          273 Cavaillès (1981), p. 90. 
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el sistema formal. Hilbert transforma el problema de los fundamentos de un 
problema epistemológico, exigiendo una definición del trabajo matemático, en 
un problema matemático. De esta manera, fundar la matemática, para Hilbert, 
es mostrar que las leyes lógicas se dejan generalizar del dominio primitivo de 
la aritmética finitista al dominio ideal de la matemática infinitista. 
 
4.8.1 Definición de un sistema formal en general.- Para Cavaillès un 
sistema formal en general es un agrupamiento jerarquizado de conjuntos de 
signos ⎯o fórmulas completas⎯ tal que a partir de algunas de ellas (en 
número finito o infinito) que son consideradas como válidas, se pueden 
obtener otras gracias a procedimientos fijados de antemano y para siempre275. 
Esta definición de Cavaillès es a la vez un tanto vaga y enormemente distinta 
del planteamiento de Hilbert, ya que —siguiendo a Tarski— introduce la 
posibilidad de procesos infinitos en el sistema formal. En el planteamiento 
hilbertiano, un sistema formal es por necesidad finito (tanto en su alfabeto 
como en sus reglas de formación de expresiones y de inferencia) ya que su 
fundamento está en el signo como algo dado en la intuición. 
 
Dicho de otra manera, el objetivo principal del Programa de Hilbert era 
establecer una demostración sintáctica de consistencia para cada teoría 
matemática, y especialmente para la aritmética de los números reales, el 
análisis clásico y la teoría de conjuntos. Pero el procedimiento debía ser 
gradual, por lo que el primer problema era la consistencia de la aritmética de 
Peano. La axiomática y la formalización hacían posible estudiar las teorías y 
las demostraciones como simples objetos matemáticos: de ahí los nombres de 
teoría de la demostración y metamatemática. Para contrarrestar las críticas de 
Brouwer y Weyl, era necesario que los teoremas metamatemáticos fueran 
aceptables para el intuicionismo. Pero la principal idea de Hilbert era que, al 
formalizar las teorías, toda demostración se convierte en un objeto 
combinatorio finito, una sucesión (finita) de ristras (finitas) de símbolos, 
estructuradas de acuerdo con las reglas formales del sistema. Por eso Hilbert 

                                                                                                                                                                                 
          274 Podíamos traducir aquí "diseños" como configuraciones de signos con arreglo a las reglas del 
sistema (proposición, teorema, demostración). 
 
          275 Conocedor Cavaillès de los trabajos de A. Tarski (1902-1983),  dice en una nota a pie de página que 
éste da una definición de sistemas deductivos más abstracta y a la vez más estrecha y más general que él. Es 
evidente que a Cavaillès el punto de vista semántico de Tarski le parecía más próximo a la práctica efectiva. 
Si Cavaillès huiera conocido los trabajos de Tarski de los años 1950 le habrían encantado. Sabemos que en 
ellos llega a la conclusión de que la idea de fundamento es una idea filosófica que no se puede confundir ni 
con las matemáticas ni con la lógica. Ni la lógica en sí misma, ni la matemática en sí misma, permiten zanjar 
las cuestiones filosóficas. 
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conjeturaba que bastaría un estudio finitario y combinatorio de las 
demostraciones para lograr sus objetivos. Tal estudio satisfaría los requisitos 
más estrictos del intuicionismo. 
 
Para que sea posible obtener resultados precisos sobre las propiedades de las 
teorías matemáticas, y sobre las posibles demostraciones en su seno, resulta 
necesario: 

1. Axiomatizar cada teoría matemática T, por ejemplo la teoría de los 
números reales, sobre la base de conceptos primitivos adecuados (p.e., 
la relación menor-que) y un sistema de axiomas (p.e., el de 
Arquímedes). 

2. Axiomatizar la lógica clásica, de manera que las reglas de inferencia 
(p.e., modus ponens) que regulan el paso de proposiciones dadas a 
otra nueva queden especificadas de manera puramente formal y 
sintáctica. 

3. Formalizar el sistema axiomático para T (1.) mediante el cálculo 
lógico formal (2.), de modo que las proposiciones de T (axiomas y 
teoremas) se convierten en ristras de símbolos bien formadas, y las 
demostraciones en T se tornan ristras de ristras de símbolos (ligadas 
por las reglas de inferencia). Cada paso de una demostración se basará 
en proposiciones establecidas previamente y en el cálculo lógico con 
sus reglas de inferencia. 

4. Desarrollar un estudio finitario de las estructuras demostrativas en la 
teoría T formalizada al modo de 3., para llegar a la conclusión de que 
una ristra de símbolos que exprese una contradicción nunca podría ser 
la última línea de una demostración. (Dadas las características del 
cálculo lógico clásico, y en particular debido a la regla (derivada) ex 
contradictione quodlibet, bastaba establecer que es imposible que una 
proposición concreta como ‘1=0’ sea la última línea de una 
demostración). 

De hecho los pasos (2.) y (3.) se pueden resolver con sistemas formales 
bastante simples, formalizados en lógica de primer orden (es decir, donde las 
variables cuantificadas sólo pueden ser variables de individuo). Tales son la 
aritmética formalizada de Dedekind-Peano, o la axiomática formal de 
Zermelo-Fraenkel. (Es interesante notar que Hilbert creía necesaria la lógica 
de orden superior, y que el convencimiento de que la lógica de primer orden 
basta para codificar las demostraciones matemáticas llegó bastante tarde, unos 
años después de los teoremas de Gödel). 
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Una presuposición crucial del Programa de Hilbert era que tanto los cálculos 
lógicos como cada uno de los sistemas axiomáticos serían completos; es decir, 
lo bastante potentes para “decidir” (demostrar o refutar) toda proposición 
enunciada en el lenguaje formal del que se trata en cada caso. Esto resultó ser 
una presuposición errónea para los sistemas cuyos recursos sintácticos les 
permiten codificar la aritmética (recursiva primitiva), tal como demostró 
Gödel en su Primer Teorema de Incompletud. (Por otro lado, existen sistemas 
matemáticos interesantes que son completos, como es en particular la 
axiomática para la geometría elemental que estudió Tarski; por supuesto, en 
estos sistemas no es posible codificar la aritmética, luego son muy 
insuficientes para fundar las matemáticas). 

 
La principal intuición de Hilbert fue que, al axiomatizar y formalizar las 
teorías, cualquier demostración se convierte en un objeto combinatorio finito: 
una sucesión (finita) de ristras de símbolos que cumplen los requisitos 
establecidos por las reglas formales del sistema. Dichas reglas establecen una 
combinatoria de símbolos, y todo el sistema es generado finitamente 
(recursivamente). Por eso Hilbert esperaba que bastase una investigación 
metamatemática finitaria para lograr el objetivo fundamental de la 
demostración de consistencia, indicado en el paso (4.) más arriba. De nuevo, 
esta intuición se reveló errónea, tal como logró establecer Gödel en su 
Segundo Teorema de Incompletud. 
 
Cavaillès llega a analizar con bastante detalle la aportación de la 
metamatemática de Hilbert, mediante la función lógica “ε” introducida por él, 
a la resolución del problema del continuo. Esta función “ε” (también llamada 
axioma “ε” u operador “ε”) jugaba el papel de una función de elección y 
Hilbert intentaba con ella legitimar el uso del infinito que está implícito en los 
operadores y . Hilbert da una demostración de la hipótesis del continuo, 
basándose en dos lemas que admite sin demostración. Como sabemos hoy día, 
la tentativa de Hilbert no podía funcionar. Pues, como dirá Cavaillès 
textualmente: 

∀ ∃

 
Se produce un fenómeno inesperado: la frontera entre matemática y 
metamatemática aparece bastante imprecisa (o borrosa)276. 
 
Para Cavaillès, la aplicación al problema del continuo pone en cuestión los 
principios mismos del Programa de Hilbert; pues éste oponía muy 

                                                           
          276 Cavaillès (1981), p. 124. 
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estrictamente metamatemática contentual y matemática formal. Es importante 
aquí que aclaremos el significado del adjetivo "contentual" que se corresponde 
con la palabra alemana "inhaltlich" y que Hilbert utiliza muy a menudo. El 
programa formalista de Hilbert reposa sobre la distinción entre dos tipos de 
matemática: la matemática contentual y la matemática formal. Los enunciados 
y los razonamientos contentuales se refieren, respectivamente, a los 
enunciados con sentido y a los razonamientos que dependen del sentido de los 
enunciados con contenido. Los enunciados y los razonamientos contentuales 
tienen una significación más amplia que finitarios (por ejemplo, los 
enunciados y razonamientos de geometría son contentuales). El razonamiento 
contentual no está sometido al tercio excluso, ni a las otras leyes lógicas y no 
permite obtener los teoremas de las matemáticas clásicas. Por lo tanto, Hilbert 
trata de mostrar cómo extender el razonamiento finitario matemático más allá 
del razonamiento contentual. 
 
El Programa de Hilbert trataba de justificar la extensión de la matemática más 
allá de la matemática finitista y de garantizar la validez de las leyes lógicas en 
el dominio extendido. Ahí aparece el método de los ideales, etc. La 
matemática formal constituye un dominio extendido, en el cual se han 
introducido elementos ideales, con el objetivo de simplificar las leyes lógicas 
y matemáticas que gobiernan las proposiciones. La consistencia de los 
sistemas formales, que determina la extensión de la matemática más allá de la 
matemática contentual, estará asegurada por un razonamiento finitista y 
contentual. La metamatemática utiliza los mismos razonamientos que la 
matemática contentual. Durante los años veinte y hasta comienzos de los años 
treinta del siglo XX, Hilbert y su escuela se esforzaron en demostrar la 
consistencia de la aritmética por medio de razonamientos finitistas. También 
sabemos que los resultados sobre la consistencia de la aritmética acentuaron 
todavía más la comunicación entre metamatemática y matemática277. 
 
4.8.2 Las demostraciones de no contradicción.- Cavaillès expone tres 
métodos que intentan demostrar la consistencia de la aritmética antes de que 
los "entierre" el teorema de Gödel: la valuación de Ackermann-von Neumann; 
la desintegración de Herbrand-Presburger y la satisfación en un campo278 
(método extraído de un teorema de Herbrand). Sabemos que los tres métodos 
                                                           
          277 Para toda esta sección que acabamos de ver y la siguiente, es muy interesante seguir el índice del 
famoso libro de J. van Heijenoort de 1967 From Frege to Gödel. A Source Book in Mathematical Logic, 
1879-1931. 
    
          278 Sabemos que la palabra "campo" utilizada aquí por Cavaillès, hoy día, significa modelo.  
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proceden según las exigencias finitistas de Hilbert, pero fracasan por igual 
ante el axioma general de inducción completa. Los resultados sucesivos de 
Gödel y Gentzen dieron las razones del fracaso. Continúa Cavaillès diciendo 
que la idea de una sistematización (de acuerdo con las necesidades de una 
formalización) de los desarrollos de la metaciencia ya se encuentra, por 
ejemplo, en los trabajos de la escuela polaca279 que superpone lenguaje y 
metalenguaje. La originalidad de Gödel es la de haber efectuado la operación 
inversa al intentar determinar cuáles de los procedimientos del metalenguaje 
pueden formalizarse en el lenguaje. Gödel codifica la metamatemática en la 
aritmética y para Cavaillès:  
 
La empresa provee así un análisis de la noción en bruto de razonamiento 
intuitivo280.  
 
Tomando como lenguaje la aritmética ordinaria, se puede coordinar de manera 
biunívoca todo el material simbólico con los números enteros, gracias a la 
unicidad de la descomposición de un número en sus factores primos: los 
signos lógicos (constantes, variables) se representan por números (sus 
números); las fórmulas o sucesiones de signos y los razonamientos o 
sucesiones de fórmulas por el producto de los n primeros factores primos 
tomando como sus exponentes los números correspondientes a los signos (o 
fórmulas) de la sucesión. Esta coordinación es biunívoca. Así, los conceptos y 
las relaciones de la metaciencia se vuelven conceptos y relaciones aritméticas 
acerca de los números de las fórmulas. Es posible codificar la definición 
gracias al esquema de recursión ordinaria281. De esta manera, las funciones de 
verdad del cálculo de proposiciones se transforman en funciones recursivas si 
se reemplazan las proposiciones por números. Lo mismo se puede hacer para 
las relaciones principales o relaciones metamatemáticas; a los axiomas 
corresponden números calculables, etc. Pero además todas estas relaciones son 
rigurosamente recursivas (en el sentido que ya hemos precisado) de donde 
surge la doble consecuencia: que pertenecen a la metamatemática finita, pues 
dado el o los números a que se refieren, se puede constatar por un cálculo 
finito si son o no verificados por ellos; por otra parte, que pueden ser 
                                                           
          279 Como J. Lukasiewicz (1878-1956) y, sobre todo, Tarski. 
               
          280 Cavaillès (1981), p. 144. 
 
          281 Se llamará función recursiva a toda función obtenida por sustitución en una función recursiva ya 
definida en términos de otras funciones también definidas. Las funciones recursivas forman una sucesión bien 
ordenada, la primera es la adición (definida gracias a la función sucesor). Una relación recursiva es una 
ecuación entre funciones recursivas. 
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formalizadas en un sistema que expresa a la aritmética. Para el sistema de los 
Principia Mathematica se puede igualmente enumerar todo su material 
simbólico por los mismos procedimientos. Y lo mismo se puede decir para 
todo sistema afín (en particular, los sistemas de Zermelo-Fraenkel y von 
Neumann para la teoría de conjuntos). A este proceso se le llama codificación 
de Gödel o gödelización y se consigue con ello una traducción de la 
metamatemática en la aritmética, o sea, aritmetizar la metamatemática.  
         
De ahí que el famoso artículo de 1931 de Gödel se titulara Sobre 
proposiciones formalmente indecidibles de los Principia Mathematica y 
sistemas afines282. Es aquí donde Gödel establece dos teoremas que son 
determinantes para las investigaciones sobre fundamentos. Uno dice que, en 
todo sistema consistente, que comprenda la aritmética elemental, existen 
proposiciones que no son ni demostrables ni refutables a partir de los axiomas 
del sistema. El otro dice que la consistencia de un sistema consistente, que 
comprenda la aritmética elemental, no puede ser demostrada por medio de las 
inferencias formalizadas en el sistema. En particular, la consistencia de la 
aritmética no puede ser demostrada por los métodos disponibles en la 
aritmética. O sea, que la demostración de consistencia exige una teoría más 
fuerte que la aritmética. Luego los razonamientos finitistas que demandaba 
Hilbert no son suficientes. Se precisará, entonces, enriquecer los 
procedimientos metamatemáticos para incluir los razonamientos que 
sobrepasan las inferencias formalizadas en la aritmética. Con la codificación 
de Gödel, el razonamiento intuitivo se convierte en un objeto para la 
matemática; es decir, que dicha codificación es una nueva forma de la 
reflexión del pensamiento matemático sobre sí mismo.   
 
Por lo tanto, el teorema de Gödel impone una limitación común a una clase 
muy amplia de sistemas formales (entre los que se pueden incluir el de los 
Principia Mathematica, la aritmética formal de Peano, la teoría axiomática de 
conjuntos, etc.), aunque para las demostraciones de no contradicción el mal 
parece menos irreparable que para la incompletud; el propio Gödel, al final de 
su artículo, rechaza haber atentado contra el punto de vista de Hilbert: 
“Hagamos notar explícitamente que [mi teorema] no se opone al punto de 
vista formalista de Hilbert. En efecto, este punto de vista sólo supone la 
                                                           
          282 En castellano están editados prácticamente todos los trabajos de Gödel, por Alianza Universidad, en 
1981. El libro se titula Obras completas y está traducido y tiene una introducción de Jesús Mosterín. Otra 
versión, traducida al castellano por Adolfo Martín, del famoso artículo de 1931 explicado maravillosamente 
por los autores está en el libro El Teorema de Gödel de Ernest Nagel y James R. Newman, Tecnos, Madrid, 
1994.  
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existencia de una prueba de consistencia llevada a cabo por medios finitarios y 
sería concebible283 que hubiera pruebas finitarias que no fuesen representables 
en los Principia (o sistemas afines)”284. El teorema, dice Cavaillès, no da más 
que un criterio negativo en contra de los métodos (combinatorios) empleados 
hasta entonces. Pero, ¿cómo ampliar la noción de razonamiento finito? 
Herbrand había dado la definición más precisa: “no se considera más que un 
número finito determinado de objetos y de funciones; las definiciones de éstas 
permiten calcular sus valores de manera unívoca; jamás se afirma la existencia 
de un objeto sin dar los medios para construirlo; jamás se considera el 
conjunto de todos los objetos x de una colección infinita; y cuando se dice que 
un razonamiento es verdadero para todas las x, esto significa que para cada x 
tomada en particular, es posible repetir el razonamiento general en 
cuestión”285.  
 
Así, Hilbert había admitido este parentesco entre la metamatemática y el 
intuicionismo en la respuesta que daba a éste; y que Brouwer había intentado 
precisar286. Tras el resultado de Gödel era natural buscar en esa dirección: casi 
simultáneamente, Gödel por un lado y Bernays y Gentzen (1909-1945) por el 
otro, lograron una traducción de la aritmética clásica en la aritmética 
intuicionista (formalizada por Heyting): si los procesos de ésta son 
inatacables, la no contradicción de la aritmética clásica está, por ello mismo, 
                                                           
          283 Aunque muy pocos aceptan hoy día esta remota posibilidad, sobre todo después de 70 años sin 
encontrarla. 
 
          284 A pesar de esto, Von Neumann sostuvo que la indemostrabilidad de la consistencia no dejaba 
libertad de maniobra para el programa de Hilbert; es decir, estaba convencido desde el principio de que nunca 
se podría descubrir una demostración finitaria de consistencia para la cual no se aplicara el Segundo Teorema 
de Gödel. Según notas del Círculo de Viena no muy conocidas, el propio Gödel habla de la “conjetura de Von 
Neumann” (ver la página 38 del artículo de Paolo Mancosu, de 1999, titulado “Between Vienna and Berlin: 
The immediate reception of Gödel’s incompleteness theorems”, publicado en la revista History and 
Philosophy of Logic, 20, pp. 33-45). También podemos encontrar la misma advertencia que hacía Von 
Neumann al Segundo Teorema de Incompletud de Gödel, al final del artículo de Herbrand que mencionamos 
en la nota siguiente [ver p. 628 de van Heijenoort (1967)]. 
   
          285 Herbrand. Sur la non contradiction de l´arithmétique. Journal für die reine und angewandte 
Mathematik, t. 166 (1931), p. 3. Es evidente que el artículo de Herbrand tendría su importancia para que se 
publicara en una revista de esa categoría. Herbrand desarrolló en su corta obra una noción finitista de un 
modelo para un enunciado (es decir, para una teoría finitamente axiomatizable) y lo utilizó para probar 
resultados de consistencia. Demostró que un enunciado es consistente si y sólo si es verdadero en un dominio 
infinito (aunque su demostración no era del todo correcta, se pudo subsanar satisfactoriamente). No deja de 
ser curioso el hecho de que Herbrand, en este artículo de 1931, demostrara la consistencia de un fragmento 
importante de la aritmética en el mismo momento en que Gödel demostraba la imposibilidad de probar la 
consistencia de la aritmética usual. 
  
          286 Esto lo decía Brouwer en 1928 en el artículo "Intuitionistische Bemerkungen ueber den 
Formalismus" [ver Largeault (1992), p. 248]. 
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demostrada formalmente (aunque no según la aceptabilidad al modo 
intuicionista). Ahora bien, la posibilidad de una traducción directa en la 
matemática intuicionista, no puede procurar una demostración de no 
contradicción. Para la teoría de números (con axioma general de inducción 
completa) la garantía de la evidencia intuicionista parece insuficiente si nos 
atenemos al punto de vista hilbertiano con sus exigencias finitistas tal y como 
las ha formulado Herbrand.  
 
Gentzen, en 1935, da una primera demostración de la consistencia de la 
aritmética elemental. Para Gentzen, la seguridad de un razonamiento no está 
en su carácter finito, ni en la potencia del infinito utilizado, sino en la forma 
en la que el infinito es utilizado. Se apoya sobre un análisis de las paradojas, 
análogo al que hizo Russell. Gentzen opone una concepción, digamos, 
actualista y una concepción constructiva del infinito. Se representan los 
conjuntos infinitos como totalidades acabadas. Gentzen acepta los principios 
del programa de Hilbert y la aritmética es formalizada. Las deducciones 
corresponden a un juego de símbolos. Se muestra por la metamatemática que 
este juego de símbolos es consistente. No obstante, los razonamientos 
metamatemáticos serán constructivos más que estrictamente finitistas. De esta 
forma, las fórmulas que resulten de inferencias sospechosas pueden ser 
aceptadas como si se tratara de elementos ideales. Aunque Gentzen califica el 
constructivismo de "finitismo", los razonamientos constructivos alcanzan el 
transfinito. Pero los métodos son progresivos; es decir, que se desarrollan paso 
a paso y sin círculos viciosos. 
 
Gentzen considera su demostración de consistencia como un fundamento en la 
perspectiva del formalismo. Gentzen rechaza, como Poincaré, el infinito actual 
y enuncia un principio de constructividad: "No se debe considerar una 
colección infinita como una totalidad presente en sí y acabada (infinito actual), 
sino solamente como una cosa en devenir, cuya construcción puede siempre 
perseguirse a partir de lo finito (infinito potencial)"287. Los razonamientos que 
responden a este principio son "constructivos" o "finitistas" por oposición a 
los razonamientos "transfinitos". Pero además Gentzen destaca, como Hilbert, 
que la aritmética elemental hace intervenir inferencias transfinitas que 
suponen un infinito actual. Éstas deben ser fundadas por medio de 
razonamientos constructivos que no exigen más que un infinito potencial. En 
definitiva, Gentzen trata de demostrar la no contradicción de las proposiciones 
transfinitas en una metamatemática constructiva.   
                                                           
          287 Largeault (1992), p. 317. 
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Sin embargo, la inducción transfinita constructiva no convence a Cavaillès; 
pues para éste, el interés de la demostración de Gentzen es más la de fijar los 
instrumentos necesarios a la metamatemática, después del teorema de Gödel, 
que el fundar la aritmética constructivamente. Gentzen propuso dos 
demostraciones de la consistencia de la aritmética en 1935 y en 1938. 
Cavaillès, que escribe su Tesis Principal durante el año 1937, no conoce más 
que la primera; aunque las dos demostraciones reposan sobre el mismo 
principio. No cabe duda que, desde un punto de vista matemático, el resultado 
de Gentzen es un progreso. Pero, desde un punto de vista fundacional, para 
considerar que Gentzen funda la aritmética, es preciso aceptar que los métodos 
de la aritmética clásica son poco seguros y, en todo caso, menos seguros que 
la inducción transfinita utilizada. No obstante, Cavaillès es escéptico respecto 
al resultado de Gentzen, como confiesa a su amigo Lautman en una carta, 
donde le dice no ver "el privilegio de evidencia de la inducción transfinita tal 
como [Gentzen] la emplea"288. Nosotros pensamos que Cavaillès intuyó muy 
claramente los resultados de Gentzen: fundar la matemática que usa el infinito 
en acto en los razonamientos (matemáticos) que usan sólo el infinito en 
potencia. Pero esto ya no era fundar la matemática en el sentido deseado por 
Hilbert289. Porque, volviendo a la cita textual, lo que nos viene a decir es que 
la inducción transfinita es un procedimiento matemático del mismo tipo que 
las inferencias aritméticas que ella debe fundar. Es decir, que la 
metamatemática utiliza los métodos de la matemática y, por consiguiente, no 
puede, sin círculo vicioso, pretender fundarla. En resumen, el fundamento de 
las matemáticas depende de una reflexión extramatemática.     
 
Después de todo esto podemos concluir que Cavaillès, en Axiomatique et 
Formalisme, ha tratado de situar la historia del problema moderno de los 
fundamentos: los dos movimientos, axiomática y formalismo, en el siglo XIX; 
la elaboración por parte de Hilbert de un programa metamatemático de 
fundamentación y las respuestas que Gödel y Gentzen aportan al programa de 
Hilbert. Será a partir de este momento cuando veamos la reacción de 
                                                           
          288 Ferrières (1950), p. 110. Carta del 13 de Junio de 1936. 
 
          289 El propio Gödel ofreció, en 1958, una prueba de consistencia de la aritmética intuicionista (y, de 
rebote, también de la aritmética clásica, pues ya en 1932 había demostrado la equivalencia de ambas). Con 
esto trataba de mostrar la necesidad de ampliar el punto de vista finitario de Hilbert con principios de 
inferencia más abstractos, aunque también constructivos, si se quería lograr una prueba de consistencia de la 
aritmética clásica. En realidad, el propio Gödel da a su prueba de consistencia un valor parecido al de la de 
Gentzen, aunque piensa que su proceder tiene la ventaja de una mayor intuitividad. Otros investigadores, 
como Tait, han desarrollado posteriormente la teoría gödeliana de los funcionales recursivos primitivos de 
tipo finito. Ver Gödel (2006), pp. 408-444. 
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Cavaillès; es decir, su respuesta (provisional) al problema del fundamento de 
las matemáticas: El "formalismo modificado". 
 
4.9 Recapitulación de Cavaillès.- Tanto Poincaré como Brouwer 
justifican la autonomía de la matemática por la existencia de una intuición 
específica; Cavaillès tiene la originalidad de comprender esta autonomía por 
referencia a una historia interna, una historia de una “singularidad radical”. 
Cavaillès asume una opción fundamental: la historia es un método; mejor 
dicho, el método para acceder al conocimiento de la naturaleza de las 
matemáticas290. Esta opción implica una tesis filosófica importante; a saber, 
que la teoría de la verdad no es exterior al proceso histórico del conocimiento. 
Las investigaciones históricas, la reflexión sobre el fundamento de las 
matemáticas y la “teoría de la razón”, no son más que lo que él llama 
“dialéctica del concepto” que tratará de explicar en su obra póstuma: Sur la 
logique et la théorie de la science291. Cavaillès está totalmente impregnado 
por la concepción que Dedekind, Cantor y Hilbert han imprimido a las 
matemáticas de su tiempo292, y que Francia va a heredar a través del grupo 
Bourbaki. Éste hablará en 1948 de “la arquitectura de las matemáticas” en el 
célebre libro Les grands courants de la pensée mathématique de F. Le 

                                                           
          290 En esto nos recuerda a Lakatos. Y, aunque es evidente que Cavaillès parece en algunos de sus 
planteamientos idealista, mientras que Lakatos sabemos que tenía muy poco de ello; podemos pensar que 
“algo” les une... Por ejemplo, los argumentos de Lakatos sobre la certeza sabemos que se apoyan en la 
experiencia (además de en el instinto y en la inducción) lo que está también en Cavaillès.    
 
          291 No podemos dejar de citar aquí textualmente a Hourya Benis Sinaceur: "[Para Cavaillès] La historia 
efectiva de las matemáticas no es una historia abstracta reinventada ni una historia simplemente constatada. 
Es una historia objetiva y significante. Es una historia pensada". Frases con las que termina, en la página 224, 
su artículo sobre Cavaillès titulado "Philosophie et histoire" en Aglan y Azéma (2002), pp. 205-224. 
   
          292 De hecho podíamos decir, en una primera aproximación, que el método que se desprende de la 
lectura de las Tesis de Cavaillès consiste en un estudio muy atento de las propias obras de Dedekind, Cantor o 
Hilbert. De esta forma, la arquitectura de los conceptos y los sistemas de razonamiento se aclararán, el 
encadenamiento histórico se deducirá como sucesión de los ensayos de respuesta a las dificultades y a los 
obstáculos, a los defectos de la estructura. Así, por ejemplo, hemos visto al principio de su Tesis Principal 
cómo analizaba los trabajos de Borel-Lebesgue. Del primero destacaba la noción de "efectivamente 
enumerable" que le permitía definir los conjuntos "medibles" y las funciones "calculables". Pero como todas 
las propiedades de los conjuntos medibles no eran inductivas, Lebesgue intenta superar este obstáculo 
limitando menos rigurosamente que Borel la idea de definición de los objetos. A continuación Cavaillès pasa, 
del examen de estas dificultades técnicas, a interpretar la motivación original de Borel buceando en Descartes, 
Leibniz y Kant. Es el examen del estatuto de la intuición en Kant el que desemboca sobre la problemática, 
técnica y filosófica, del intuicionismo brouweriano. He aquí cómo se encuentran entrelazados el 
encadenamiento de las preguntas y las respuestas técnicas, así como la aclaración filosófica de los conceptos. 
Este método, del que la aplicación correcta y eficaz exige a la vez un conocimiento de primera mano de las 
Memorias y Tratados originales de matemáticas, así como un comercio íntimo de las obras de los filósofos 
invocados, le ha parecido siempre a G.-G. Granger "la única manera de filosofar verdaderamente sobre esta 
ciencia" [ver Granger (1998), p. 69].  
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Lionnais. Pero él en el año 1936 le escribe a su amigo Albert Lautman que 
está literalmente “sumergido” en las “imágenes arquitectónicas del desarrollo 
matemático”. O sea, que el término que Bourbaki hará célebre ya está aquí. 
Estamos convencidos de que Cavaillès busca en las matemáticas mismas el 
sentido filosófico del pensamiento matemático. Los que le han escuchado, los 
que le han leído, marchan todavía, hoy día, sobre este sendero293. También es 
de destacar su apreciación acertada (casi exacta) del estructuralismo 
matemático, anterior a los primeros manifiestos de Bourbaki. Discute lo que 
hace o lo que le preocupa con Brunschvicg o con su amigo Lautman; pero 
también con Fraenkel, Chevalley, Weil, Cartan, Herbrand, Gentzen, Brouwer, 
Heyting, etc.  
 
Una de las principales interrogantes del ensayo está en la cuestión de saber si 
la axiomática puede aportar un fundamento a las matemáticas. Si hubiese dado 
una respuesta afirmativa, nos habría ofrecido la tranquilidad de no salir de lo 
siguiente: toda matemática está animada de un dinamismo interno autónomo. 
Pues fundamentar las matemáticas sobre uno de sus métodos, implica el 
transferir problemas de fundamento del dominio de la filosofía (o de la lógica) 
al de las matemáticas; lo que Hilbert apuntaba explícitamente: la relativa 
autosuficiencia de las matemáticas. Los dos adversarios que fueron Hilbert y 
Brouwer lo creían igualmente, pero se apoyaban el uno sobre la axiomática, 
interna a las matemáticas, y el otro sobre una intuición primordial, interna al 
espíritu humano e independiente del lenguaje, de los signos.  
 
Por esto Cavaillès trata de ir de un autor al otro constantemente, durante todo 
el ensayo, aunque al final se decanta (según hemos visto) por un “formalismo 
modificado”. Para llegar a tomar esta decisión, va examinando los puntos de 
vista de Borel y Lebesgue sobre las definiciones efectivas, que constituyen un 
medio para construir el objeto definido, y sobre los números y las funciones 
calculables. Para ellos lo finito y lo calculable es lo concreto; el transfinito y 
las demostraciones generales de existencia de objetos no dados 
individualmente por un algoritmo, es lo abstracto. La aritmética es la base, 
concreta, intuitiva y absolutamente rigurosa, de todas las matemáticas. Por lo 
tanto, ante esta situación, establecer un puente entre concreto y abstracto, 
finito e infinito, implicaría conciliar el empirismo aritmético con el  
“idealismo” (hoy llamado platonismo) de los cantorianos, que consiste en 
aceptar la existencia de entidades abstractas y la legitimidad de 
                                                           
          293 Por esto es por lo que pensamos que muchos de los escritos que se llaman: Nuevas Filosofías de la 
Matemática, le deben mucho a Cavaillès; aunque no lo mencionen en absoluto. 
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procedimientos de demostración no reducibles a un cálculo efectivo. Cavaillès 
es consciente de ello, pero ¿cómo es posible esta conciliación? 
 
Para poder tomar una decisión, Cavaillès cree necesario un cierto trabajo 
filosófico: una “reflexión crítica sobre la esencia del trabajo matemático y 
sobre la noción de objeto” y allí un descenso hacia la raíz común de todas las 
actividades racionales (como vimos durante el análisis del ensayo). Por eso 
necesita de una teoría de la razón. En esto Cavaillès es fiel a Brunschvicg, que 
en su libro Les étapes de la philosophie mathématique hace un comentario de  
un pasaje de la Ética de Spinoza donde éste dice: “la consideración de la 
matemática está en la base del conocimiento del espíritu”. Ahora bien, la 
teoría de la razón depende de la historia de la razón. De ahí que necesite 
analizar a Descartes, Leibniz y Kant. Y si Cavaillès se separa, a pesar de todo, 
de Kant es por razones específicas: ni el problema del continuo, ni el papel  
del álgebra como “ciencia que procede por construcciones simbólicas” son 
bien comprendidos por Kant; y además el análisis de la noción de axioma es 
insuficiente. 
 
No es extraño que con estas inquietudes y preocupaciones el paso por 
Brouwer, que le dará una versión matemáticamente al día del kantismo, sea 
indispensable. Se desplaza a Rotterdam para revisar Axiomatique et 
Formalisme al lado de Brouwer y Heyting. Cavaillès reconoció la 
convergencia de varias tesis intuicionistas con sus propias convicciones. El 
intuicionismo le parece como "la restitución de lo específicamente 
matemático”. Pero entonces, ¿por qué no le resuelve su problema de 
fundamentos? Pues, porque, “en lugar de fundar el edificio dado, Brouwer 
construye otro al lado” (como vimos anteriormente). Porque rechazando la ley 
del tercero excluido es “otra” matemática la que se desarrolla. Estas son las 
cuestiones fundamentales por las que Cavaillès rechaza el intuicionismo de 
Brouwer (aunque intuimos que para Brouwer estos motivos de Cavaillès 
serían, básicamente, superficiales).  
 
Luego, el problema del fundamento de las matemáticas tiene que tener 
relación con la lógica; puesto que las matemáticas lo tienen. Nosotros 
diríamos más. Pensamos que, para Cavaillès, la verdadera lógica matemática 
es implícitamente la matemática misma. Por ello comenzará el examen por la 
axiomática. Opina que la axiomática moderna comenzó con Gauss y Bolzano. 
Se continúa con Grassmann y Pasch; pero alcanza su madurez gracias a 
Hilbert y sus Fundamentos de la Geometría de 1899. Es aquí donde se 
introduce la axiomática como instrumento de análisis, de organización y de 
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fundamento de las matemáticas. En esta obra se descubre la axiomática como 
“análisis crítico” de la experiencia. De Pasch a Hilbert, es la concepción del 
estatuto de los axiomas la que cambia radicalmente. El primero defiende un 
empirismo geométrico: las relaciones fundamentales enunciadas en los 
axiomas vienen de la experiencia (en sentido ordinario). Para Hilbert, los 
axiomas no son la expresión de nuestra experiencia del espacio y de la 
realidad exterior; es decir, que la cuestión de la relación de la geometría con la 
experiencia del mundo no se plantea (aunque, en realidad, hemos visto que en 
la cita de Kant que abría los Fundamentos..., Hilbert expresaba muy bien el 
devenir de los axiomas). Hilbert clasifica, como hemos visto, los axiomas de 
la geometría en cinco categorías: axiomas de incidencia, de orden, de 
congruencia, de paralelismo y de continuidad. 
 
En definitiva, Cavaillès concluye su recorrido histórico a través del problema 
de los fundamentos de la matemática proponiendo una solución filosófica. 
Hemos visto que para ello toma prestados dos temas hilbertianos: la teoría de 
la generalización y la teoría del signo. También sabemos que Cavaillès llama a 
su propuesta "formalismo modificado" (y ahora, después de lo visto, 
pensamos que igualmente podía haberlo llamado "intuicionismo modificado"). 
Está basado en el proceso de generalización y sus aplicaciones matemáticas; 
que, a su vez, tiene que ver con el devenir matemático, el cual se articula a 
través de los momentos dialécticos. De éstos, Cavaillès distingue tres tipos: 
generalización o adjunción de ideales, formalización y tematización.         
  
4.10 La filosofía del signo (o el poder de los signos).- No tenemos 
ninguna duda de que los símbolos matemáticos, una vez creados, están 
provistos de un poder o una fuerza que conduce a nuevos actos creadores. Ahí 
está el ejemplo extraordinario de los números imaginarios desde que Cardano 
les dio “existencia” matemática al ocuparse de la resolución de las ecuaciones 
de tercer grado, hasta llegar a los ulteriores desarrollos algebraicos y 
geométricos de, por ejemplo, las superficies de Riemann. Dicho de otra 
manera, los números complejos pasaron de ser necesarios algorítmicamente a 
tener la capacidad de generar abstracción en el devenir de la matemática. 
También nos gustaría señalar que los signos introducidos por Leibniz para el 
cálculo diferencial e integral contribuyeron, con sus propiedades 
combinatorias operacionales y su potencialidad heurística (en un primer 
momento, desconocida), al desarrollo del álgebra abstracta. Fue muy 
interesante descubrir a posteriori que los signos de Leibniz obedecían a las 
mismas propiedades combinatorias que las potencias (por ejemplo, el 
diferencial n-ésimo de un producto es formalmente análogo a la potencia n-

 195



ésima de un binomio). Con esta sola analogía ya podíamos considerar la 
verdadera importancia del hecho anterior: encontrar muchos nuevos teoremas 
que habría sido muy difícil descubrir por otras vías. Además, tenemos la 
oportunidad de considerar a dichos símbolos como cantidades algebraicas. 
Puesto que los ejemplos serían interminables, es evidente que siempre ha 
existido la preocupación por la relación entre el pensamiento y los signos (o 
símbolos) matemáticos. 
 
Así sabemos que Hilbert, en 1900, en su famosa exposición "Sobre los 
problemas futuros de las matemáticas" en París consagró algunas páginas al 
papel de los signos en el trabajo matemático. Hilbert se anticipa a los 
progresos de la matemática. El cuerpo del artículo presenta 23 problemas y es 
preciso subrayar el olfato, la intuición matemática, de Hilbert ya que, 
retrospectivamente, sabemos que estos problemas han marcado efectivamente 
las matemáticas del siglo XX. Sin embargo, a Cavaillès le interesa, sobre todo, 
la introducción del artículo de Hilbert; donde éste presenta las 
consideraciones, bastante generales, sobre los problemas y el trabajo 
matemático. Algunas páginas están consagradas a los signos. Hilbert admite 
una dualidad entre el pensamiento y su expresión pero mantiene un tipo de 
isomorfismo entre ellos. Es este isomorfismo el que determina el alcance de la 
teoría de la demostración. El encadenamiento de las fórmulas "refleja" o 
"replica" el encadenamiento del pensamiento de tal forma que la 
formalización, que explicita las reglas según las cuales las fórmulas se 
componen y encadenan, muestra "la técnica del pensamiento". Hilbert parece 
reconocer que la teoría de la demostración supone un isomorfismo entre el 
pensamiento y su expresión. 
 
Para Cavaillès la filosofía del signo será muy importante. Subraya que no es 
simplemente una descripción psicológica sino que designa un carácter esencial 
de los enunciados matemáticos: la expresión de una situación matemática es 
ella misma una situación matemática. Es este carácter el que induce la 
disposición reflexiva de las matemáticas. Los signos, expresiones y fórmulas, 
constituyen la realidad matemática (son gestos). El trabajo del matemático es 
experiencia sobre las fórmulas. El signo es la materia del pensamiento, pero 
no es anterior a él. Cavaillès no se conforma, como Hilbert, con quedarse en el 
solo aspecto material, sensible o visualizable del signo. Cavaillès considera la 
unión operada en el signo entre forma y materia. El signo tiene una doble cara: 
sensible porque es la materia del trabajo del matemático, formal porque está 
definido por las reglas de su uso y de sus transformaciones posibles. El signo 
es materia simbólica y no materia empírica; signo y sentido son indisociables. 
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En lo inteligible, el signo tiene un contenido operatorio. El contenido 
inteligible no es inerte, ni aislado, ni fijo; es signo para las operaciones que 
ordenan y que retroactúan sobre su significación. De esta forma, Cavaillès 
modifica (o redirige) la teoría de Hilbert. Reinstala el signo en la esfera que le 
es propia, la de la significación y le da un estatuto filosóficamente más 
adecuado a la práctica simbólica del matemático. El signo, para Cavaillès, es 
un mixto sensible-inteligible, concreto-abstracto, intuitivo-formal. 
 
Comienza Cavaillès su análisis sobre el signo en Axiomatique et Formalisme 
recurriendo al Hilbert de 1904: “un objeto de nuestro pensamiento se llama... 
una cosa y es fijado por un signo” con el cual prácticamente se confunde. Pero 
es mucho antes de las paradojas, que ya conocía bien desde 1899 porque 
Cantor le había hablado de ellas, cuando Hilbert ya había insistido en la 
importancia de los encadenamientos intuitivos en el verdadero trabajo 
matemático. “¿Quién no se apoya en un dibujo de segmentos o de rectángulos 
anidados para demostrar con todo rigor un teorema complicado acerca de la 
continuidad de funciones o de la existencia de puntos de acumulación? ¿Quién 
podría prescindir de la figura del triángulo, del círculo con su centro, de la 
cruz de ejes coordenados?”294 ¿Se trata de una ayuda psicológica para la 
imaginación? La matemática no está fuera de la imaginación: “los signos 
aritméticos son figuras escritas, las figuras geométricas son fórmulas 
dibujadas, y para un matemático sería igualmente imposible prescindir de ellas 
como ignorar los paréntesis para escribir”295. Para Cavaillès: 
 
Esta homogeneidad reestablecida entre fórmulas y figuras permite considerar 
como intuitiva a la matemática de los algebristas y, en general, a la de los 
defensores de una abstracción completa que no podría existir. En realidad la 
teoría está apenas esbozada; sin embargo, desde 1900, las nociones 
correlativas de signo y de axiomática muestran que no se trata de 
descripciones empíricas. La esencia misma de las matemáticas es la de ser un 
juego regulado de símbolos, éstos no son una ayuda para la memoria, sino 
que definen una especie de espacio abstracto con tantas dimensiones como 
grados de libertad hay en la operación, concreta e imprevisible, de la 
combinación296.  

                                                           
          294 Hilbert. En el discurso pronunciado en el 2º Congreso Internacional de Matemáticos de 1900 en 
París sobre Los problemas futuros de las matemáticas. 
 
          295 Hilbert. Sur les problèmes futurs des mathématiques. (Les 23 problèmes). Éditions Jacques Gabay 
1990, p. 8. 
 
          296 Cavaillès (1981), p. 93. El subrayado es nuestro. 
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Luego para Cavaillès, es esta capacidad de combinación la que debe 
determinar, no de hecho sino por derecho, “una región irreductible de 
razonamientos intuitivos” sin la cual la matemática no podría ser: “desde el 
inicio de un problema, en aritmética al igual que en geometría, nos lanzamos a 
combinaciones provisionales, rápidas e inconscientes, confiando siempre en 
un cierto sentimiento aritmético para la zona de acción de los signos”297, decía 
Hilbert en el ya referido discurso del Congreso de 1900 (que es el centro del 
comentario de Cavaillès). También opina Hilbert en 1922 que es al signo, y no 
a las aplicaciones de Dedekind, al que le debe su origen y desarrollo toda la 
matemática298. 
 
Es un hecho de la práctica matemática el que el matemático no pueda obviar 
los signos, ya sean los de los símbolos analíticos o los de las figuras 
geométricas. Hilbert da ejemplos en las diferentes ramas de la matemática: 
cifras cuando se trata de una operación aritmética; signos algebraicos como 
los paréntesis, sin los cuales no se podrían escribir y calcular expresiones 
generales; curvas, intervalos encajados, rectángulos de área inscritos bajo la 
curva, que permiten mostrar simplemente los resultados complejos del 
Análisis; figuras del punto, de la recta, del triángulo o del círculo en 
Geometría. Cualesquiera que sean las teorías, los signos tienen un efecto 
sugestivo que, consciente o inconscientemente, guía al matemático. Ya hemos 
visto unas líneas más arriba la cita textual de Cavaillès del Hilbert de 1900. 
Además, veremos en su momento que, en el debate que mantuvo con Lautman 
en la Sociedad Francesa de Filosofía, Cavaillès comentará este mismo texto de 
Hilbert y dirá que hay en esta fórmula como "un tipo de llamada". Es decir, 
que los signos dan lugar a una "posibilidad de experimentación".  
 
Ahora bien, las experiencias sobre los signos no tienen solamente un valor 
heurístico, precediendo un razonamiento independiente, sino que habrá que 
interrogarse por su funcionamiento y su estatuto. Pues los signos determinan a 
la vez la seguridad y la fecundidad de los razonamientos. Luego el trabajo 
matemático pasa por una experiencia o un juego sobre los signos. Cavaillès, 

                                                                                                                                                                                 
 
          297 Cavaillès (1981), p. 93. 
 
          298 Largeault (1992), p. 117. En definitiva, podíamos decir que comenzó Dedekind escribiendo en una 
carta a Cantor: “en el principio fue la aplicación” [ver Cavaillès (1981), p. 58]; continuó Hilbert con: “en el 
principio fue el signo” y terminaríamos con Cavaillès, al que nosotros le asignamos: “en el principio fue el 
gesto”. 
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siguiendo las indicaciones que hace Hilbert en 1925 en su artículo Sobre el 
infinito respecto a la reforma de la construcción en la intuición kantiana, trata 
de situar el gesto combinatorio. Como podemos distinguir entre los signos 
matemáticos, las figuras geométricas y los signos analíticos o lineales (cifras, 
símbolos algebraicos, símbolos lógicos, etc.), en todos los casos existen reglas 
para fijar el empleo de los signos y estas reglas sirven de marco a los 
gestos299. De esta forma, más que en un espacio primitivo, en un espacio de la 
sensibilidad humana, los gestos están situados en un "espacio combinatorio"; 
como hemos subrayado unos párrafos antes, textualmente decía Cavaillès: 
"una especie de espacio abstracto con tantas dimensiones como grados de 
libertad hay en la operación, concreta e imprevisible, de la combinación". 
 
Aunque Cavaillès no utiliza la expresión, nosotros, siguiendo en esto a Pierre 
Cassou-Noguès300, hablaremos de gestos combinatorios para designar estos 
gestos situados en el espacio combinatorio y distinguirlos de los gestos 
operatorios. Además creemos, junto con Cassou-Noguès, que el espacio 
combinatorio (así como los gestos asociados a él) está en el centro de la 
epistemología de Cavaillès. Cada teoría matemática posee sus signos, sus 
reglas de empleo y, en consecuencia, su espacio combinatorio propio. El 
espacio combinatorio es un espacio intelectual o "un tipo de espacio 
abstracto"301. Pero el espacio combinatorio es ambiguo, porque está 
compuesto de idealidades y no se constituye más que en el trabajo del 
matemático. Se podría considerar, dice Cassou-Noguès, como un mixto 
intelectual-sensible302. 
 
En resumen, Cavaillès introduce la noción de espacio combinatorio para situar 
las experiencias y los gestos del matemático. El gesto es una síntesis en el 
                                                           
          299 Somos conscientes de que sería necesario profundizar en el conocimiento de los dos tipos de signos 
tan importantes en matemáticas como son: las figuras geométricas y los signos analíticos o lineales. Pero no 
queremos alargar demasiado nuestro trabajo. 
 
          300 En el ensayo sobre la filosofía de las ciencias de Cavaillès que publicó en 2001 J. Vrin con el título 
De l'expérience mathématique.    
 
          301 Cavaillès (1981), p. 93. 
 
          302 Podíamos añadir, como aclaración, la distinción que hace Cassou-Noguès de los tres tipos de gestos 
que encuentra en la epistemología de Cavaillès (aunque no aparezcan explícitamente en sus textos). El 
primero sería el gesto natural y tendría que ver con el papel de los signos en el trabajo matemático, con lo cual 
dicho gesto sería sensible o concreto: una manipulación de cosas. El segundo sería el gesto combinatorio y 
tendría que ver con el hecho de considerarlo como una síntesis reglada o una especie de extensión de las 
construcciones en la intuición de las que habla Kant. El tercero sería el gesto operatorio y tendría que ver con 
el hecho de considerar el gesto como el acto de pensamiento o el acto intelectual del matemático; este acto 
sería un procedimiento o una operación en sentido amplio.   
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espacio combinatorio, una relación (unión) de signos según las reglas de 
empleo. También se da cuenta Cavaillès de que el signo matemático es 
ambiguo. Es decir, que los signos son mixtos; lo cual va a poner en 
dificultades al programa formalista de Hilbert, pues, en realidad, existe un 
"empleo ambiguo donde el signo es a la vez, lo que ve Hilbert, un punto móvil 
en una zona de bastante libertad, y el representante de otras operaciones 
concretas, éstas simplemente supuestas, pero de las que el resultado importa 
para el uso actual"303. Luego, la reflexión de Hilbert sobre el trabajo 
matemático le permite a Cavaillès, sobre todo, precisar el funcionamiento del 
gesto combinatorio. Ahora bien, este comentario que realiza Cavaillès de la 
"filosofía del signo" de Hilbert, a pesar de no ser más que un paréntesis en el 
recorrido de su Tesis; sin embargo, desgaja dos tareas para el problema 
matemático de los fundamentos: la posición de una teoría origen y una 
reconstrucción completa del edificio matemático. 
             
4.11 ¿Qué es el "formalismo modificado"?.- Cavaillès, en la 
Conclusión de Axiomatique et Formalisme, examina una a una, a la luz de los 
últimos resultados matemáticos, las tres soluciones al problema de los 
fundamentos dominantes: formalismo, logicismo e intuicionismo. Comienza 
analizando la situación para el formalismo radical, indicando que ninguna 
reflexión filosófica sospechó, y al parecer no podía sospecharlo antes de 
Gödel, la imposibilidad de extender métodos como los de Ackermann y von 
Neumann a la teoría general de los números. Por eso dirá textualmente:  
 
Al menos para el formalismo radical, tal como lo presenta von Neumann, el 
resultado de Gödel es decisivo: si la matemática recibe su validez objetiva de 
su representación como sistema ⎯o colección de sistemas⎯ de signos 
desprovistos de otro sentido que aquel que les confieren las reglas de 
estructura y las reglas de deducción, con la imposibilidad de una prueba de 
no contradicción, el edificio se hunde304.  
 
Respecto al logicismo, piensa Cavaillès que el sistema de los Principia 
Mathematica pone de manifiesto muy bien las dificultades del logicismo 
moderno. El objetivo era la reducción de las matemáticas a la lógica. La 
diferencia con el formalismo es que las matemáticas están fundadas sobre la 
evidencia lógica de los sistemas más que sobre su no contradicción. Cavaillès 
                                                           
 
          303 Cavaillès (1981), p. 94. 
 
          304 Cavaillès (1981), pp. 164-165. 
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acerca bastante el logicismo al formalismo; incluso se podía pensar que, en 
algunos momentos, los confunde. Pero lo que es evidente es que el fracaso (o 
la derrota) del formalismo entraña el fracaso del logicismo (tanto para 
Cavaillès como para nosotros). 
 
Después pasa Cavaillès a estudiar la situación para el intuicionismo: le parece 
que es el único que resiste al desarrollo de las investigaciones fundacionales. 
De hecho, la doble derrota del formalismo y del logicismo, sobre el problema 
de los fundamentos y del pensamiento matemático, nos hace volver hacia el 
intuicionismo. De ahí que diga:  
 
La matemática clásica tendría el interés de una presentación más rápida o 
más armoniosa: la auténtica matemática es intuicionista, [...]. El edificio 
formal clásico no es más que una superestructura accesoria305. 
 
A pesar de que vimos que al principio de Axiomatique et Formalisme, 
Cavaillès criticaba la fundación intuicionista; aquí, Cavaillès se propone 
devolver "al sistema clásico, frente a la construcción intuicionista, una 
significación independiente". Desde luego, para Cavaillès la situación no es la 
misma que cuando Kronecker quería reducir las matemáticas a las operaciones 
sobre los números enteros. Bajo la mirada del intuicionismo, la matemática 
clásica tiene dos problemas; el primero concierne al conocimiento, el segundo 
concierne al infinito. Pero Cavaillès no intenta perseguir la andadura reflexiva 
de Brouwer. Sabemos que el análisis de Cavaillès es histórico. Dirá 
textualmente:  
 
Si el número complejo es más que la pareja de números reales que reemplaza, 
es porque es también punto de aplicación concreta para los razonamientos de 
la teoría de las funciones analíticas306.  
 
Luego, para Cavaillès,  la introducción de conceptos, la adjunción de ideales, 
sólo tienen interés en tanto que momentos insertos en el desarrollo dialéctico 
de las matemáticas.   
 
Ahora bien, según Cavaillès, quedan dos temas en los análisis propios de 
Hilbert y no en el formalismo radical, que al ser liberados de su vínculo con el 

                                                           
          305 Cavaillès (1981), pp. 170-171. 
 
          306 Cavaillès (1981), p. 171. 
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resto de la doctrina no son alcanzados por las consecuencias del teorema de 
Gödel y dan una significación independiente al sistema clásico frente a la 
construcción intuicionista; por una parte la teoría de la generalización y del 
método axiomático, por otra parte la teoría del signo. Apoyándose en la teoría 
de la generalización, estudiada por Dedekind y Hilbert, trata de mostrar la 
"fecundidad propia" de la matemática clásica y, haciendo lo propio con los 
artículos de Hilbert, trata de justificar "el contenido objetivo" de la matemática 
clásica.  
 
Para Cavaillès el papel de la generalización (o adjunción de ideales) es triple: 
liberar las operaciones de condiciones extrínsecas a su realización plena, 
disociar o identificar procesos unidos o distinguidos accidentalmente y poner 
nuevos objetos como correlatos de operaciones reconocidas como autónomas. 
En todos los casos dirá Cavaillès:  
 
La fecundidad del trabajo efectivo se obtiene a través de esas rupturas en el 
tejido matemático, ese pasaje dialéctico de una teoría que conlleva ella misma 
sus límites hacia una teoría superior que los desconoce, aunque ⎯y porque⎯ 
procede de ella307.  
 
Ciertamente no hay nada más opuesto a las construcciones progresivas del 
intuicionismo que acopla todo a los procedimientos generados unos de otros. 
Pero cuando la generalización se convierte en idealización; es decir, cuando se 
llega al poder de crear del que hablaba Dedekind y que Hilbert creyó legitimar 
con las demostraciones de no contradicción, es cuando la teoría del signo debe 
intervenir. 
 
Se puede entender el párrafo anterior poniendo algún ejemplo. Partimos de 
una operación definida sobre un campo dado, con unas condiciones 
determinadas y restrictivas. Sea, por ejemplo, la exponenciación, restringida a 
los exponentes enteros y positivos, y la sustracción y la división. Si se 
descubre una definición que posee un valor universal, independiente del 
campo de objetos y de las condiciones restrictivas, las limitaciones iniciales 
aparecen extrínsecas o accidentales ante la mirada de la definición propuesta. 
La operación es redefinida y extendida sin problema. La extensión de la 
operación engendra una extensión del campo de objetos. Algunas veces el 
campo inicial puede ser completado por los objetos tomados prestados de 
otros campos. Así, hemos visto anteriormente que la exponenciación, definida 

                                                           
          307 Cavaillès (1981), p. 172. 
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por una propiedad de aditividad, es fácilmente generalizada a los números 
negativos, racionales, reales y complejos. Otras veces la extensión de la 
operación proporciona nuevos objetos, los cuales representan, con relación a 
los objetos iniciales, los "elementos ideales". De esta forma, la sustracción y la 
división, definidas como inversas de la adición y la multiplicación, permiten 
introducir los números negativos y racionales (así como la raíz cuadrada de 
números negativos lleva a los números complejos).  
 
Para Cavaillès la definición “universal”, que determina la generalización, es 
una formalización. O sea, que la generalización estaría fundada sobre la 
formalización. Pero, a través del análisis de Axiomatique et Formalisme, 
hemos visto varios niveles de formalización: sobre las operaciones (en sentido 
estricto, adición y multiplicación en los cálculos de Grassmann y Hankel); en 
el álgebra (que Hilbert toma por modelo); sobre los procedimientos (como las 
definiciones por recurrencia en la teoría de Dedekind); sobre las 
demostraciones (por medio de cálculos lógicos). Lo que está claro es que, 
cualquiera que sea el nivel, la formalización redefine un gesto realizado sobre 
un campo dado, independientemente de este campo. Se representa el gesto por 
las combinaciones de signos. Las propiedades del gesto se traducen por las 
reglas contenidas sobre la combinación de signos. Y, a la inversa, se redefine 
el gesto exigiendo simplemente que los signos que lo representan verifiquen 
las reglas que lo hacen explícito. Por ejemplo, la adición, definida sobre los 
números naturales, se convierte en una operación indeterminada, notada +, 
sobre objetos indeterminados, notados: 0, a, b, c, ..., verificando solamente las 
propiedades o las reglas de conmutatividad y de elemento neutro. Es decir, 
que el gesto se desprende del campo intuitivo, donde está en principio 
definido, y se restablece sobre un campo abstracto.  
 
Para Cavaillès: 
 
El movimiento general de formalización del siglo XIX no es un accidente 
histórico: los símbolos no son una simple ayuda para la memoria, sino los 
nuevos objetos que se consideran de manera auténtica (que no son puestos 
para otra cosa que la que representan) en una teoría radicalmente nueva 
generada por el proceso de generalización308. 
 
En la página 174, continúa Cavaillès diciendo: 
 
                                                           
          308 Cavaillès (1981), p.173. 
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El enunciado de una situación matemática es él mismo una situación 
matemática. Pero, como tal, sin relación directa con el primero. Fue un error 
común del logicismo y del formalismo el querer transformar en vínculo 
necesario una relación que pertenece —por modificado que sea— al 
fenómeno general del lenguaje. [...]. Por otra parte, las propias matemáticas 
se prestan a confusión: 

 
f(x)=o 

 
es a la vez situación y expresión de una situación. Pero desde el juego sobre 
la ecuación, su tratamiento efectivo, se separan acto y discurso. Si las 
matemáticas son un trabajo sobre fórmulas, ellas no son ni el sistema formal 
de Russell ni el sistema formal de Hilbert. 
 
Nosotros explicaríamos estos párrafos haciendo referencia a una situación 
matemática elemental. Consideremos la ecuación más sencilla de todas: 
 

x=0 
 
que es evidente se presta a confusión; ya que, mientras no se explicite 
claramente el espacio donde nos encontramos, no podemos interpretar su 
solución. Así, por ejemplo, si decimos que estamos en R la solución es el 
punto x=0; si estamos en R2 la solución es la recta x=0; si estamos en R3 la 
solución es el plano x=0; etc. 
 
De todas formas, para Cavaillès: 
 
La formalización completa llega, paradójicamente, a suprimir las 
independencias operatorias que el método axiomático tenía como fin 
preservar309.    
 
La tematización, para Cavaillès, es "transformación de una operación en 
elemento de un campo operatorio superior"310. Lo que también se puede 
interpretar como que los gestos realizados sobre un modelo o un campo de 

                                                           
          309 Cavaillès (1981), p. 175. 
 
          310 Cavaillès (1981), p. 177. 
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individuos pueden, en su torno, ser considerados como los individuos sobre 
los cuales el matemático trabajará considerándolos como un nuevo campo. De 
esta manera, las transformaciones geométricas, rotaciones y traslaciones, son 
los gestos, las operaciones, en sentido amplio, sobre los puntos del espacio 
que, por tematización, son convertidas en un campo de objetos y sometidas a 
una operación aditiva, la composición, que le confiere una estructura de grupo. 
O sea, que se coge una nueva operación (la composición) que toma por 
objetos las operaciones (las transformaciones geométricas) realizadas en una 
teoría subyacente. Dicho de otra manera, la tematización es una inversión por 
la cual las operaciones realizadas se convierten en los objetos de una 
operación de grado superior en una nueva teoría. 
 
Nos gustaría ilustrar la idealización y la tematización con el precioso ejemplo, 
comentado por Granger, de las cónicas311. La idealización interviene cuando 
en lugar de engendrar las cónicas a partir de conos diferentes, de ángulo en el 
vértice agudo, obtuso y recto ⎯que cortados siempre por un plano 
perpendicular a la generatriz del cono considerado originaban, 
respectivamente, la elipse, la hipérbola de una sola rama y la parábola312⎯, 
Apolonio las obtiene de un mismo cono, por variación del plano de sección. 
En este caso, la producción de los contenidos: las cónicas, se obtienen por un 
principio interno de variación y no por un principio externo de unificación. En 
la tematización, en cambio, se considera la forma misma como variable; es, 
por ejemplo, Desargues definiendo la cónica ella misma como un invariante 
por la operación de proyección. La especificación de las curvas depende de la 
elección de un tipo de transformación; por ejemplo, la clase de las parábolas 
es correlativa de la invarianza de una recta elegida para representar los puntos 
en el infinito.  
 

                                                           
          311 La referencia a las cónicas en Granger es muy frecuente. Por ejemplo, se puede ver en Granger 
(1999), p.54, p. 60 y pp. 76-77. Igualmente en Granger (2003), pp. 195-196. Además, nos gustaría decir que 
Granger se dio cuenta de la alianza interna de la forma y del contenido a través de la noción original de 
contenido formal [ver el capítulo 2 de Granger (1994)]. Granger intenta sustituir esta noción por la kantiana 
de "sintético a priori". Los contenidos formales surgen en un universo de signos gobernados por reglas 
explícitas. Los signos nos llevan a los contenidos, de sentidos diversos, y son ellos mismos el objeto, la 
materia de transformaciones formales. Las transformaciones indican sus leyes (estructuras, correspondencias 
analógicas, etc.) y sus límites (teoremas de imposibilidad). Leyes y límites determinan las especificaciones 
genéricas de contenidos posibles. ¿A que suena a Cavaillès? No en vano se puede considerar a Granger como 
el discípulo más auténtico de Cavaillès. 
 
          312 Según los libros de historia de la matemática, casi con toda seguridad fue el matemático griego 
Menecmo el primero que obtuvo las cónicas de esta manera. 
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En definitiva, Cavaillès distingue tres tipos de momentos dialécticos: 
generalización o adjunción de ideales, formalización y tematización; que 
representan una reconstrucción de la matemática, permitiendo desarrollar una 
teoría nueva y transformar una teoría antigua, para sobrepasar las limitaciones 
de ésta. Y son irreducibles a los gestos en el interior de las teorías. Además, el 
devenir matemático está articulado por los procesos o los momentos 
dialécticos. Los momentos dialécticos confirman la primacía del gesto, de la 
operación, en sentido amplio, sobre el objeto; también explican las "dobles 
relaciones", "dobles movimientos", "dobles solidaridades" que Cavaillès pone 
en marcha a lo largo de su ensayo. Es decir, los momentos dialécticos hacen el 
devenir matemático, revelan un "poder de crear". De todos estos términos 
(gestos, momentos dialécticos, devenir matemático, experiencias sobre los 
signos, etc.) hablaremos más adelante cuando continuemos analizando la obra 
de Cavaillès. En especial, destacaremos lo que se desprende de la lectura 
tranquila y meditada de su obra epistemológica: existe la experiencia 
matemática en tanto forma de experiencia sui generis. 
 
Podíamos decir que la experiencia matemática de Cavaillès surge del 
entrecruzamiento de las dos modalidades constitutivas del pensamiento 
matemático que eran para él la generalización o adjunción de ideales y la 
tematización. He aquí los dos ejes principales donde Cavaillès encuentra el 
sentido de la actividad matemática. Con la adjunción de ideales (números 
imaginarios, números ideales de Kummer, puntos del plano en el infinito, etc.) 
Cavaillès considera que se libera el sentido de retenciones particulares: las 
operaciones se disocian de los elementos del campo sobre los cuales operan 
(constituiría el eje horizontal). Con la tematización se añade un grado más en 
la escala del sentido: las operaciones autonomizadas son transformadas en 
objetos de un campo operatorio superior (por eso será el eje vertical).   
 
Pero no quisiéramos dejar pasar la ocasión para decir algo más sobre el 
devenir matemático. No tenemos ninguna duda de que, para Cavaillès, el 
devenir matemático está sometido a la paradoja de ser necesario e 
imprevisible. Algo análogo a lo que le sucede a la historia matemática, en la 
que se da la fascinante paradoja de ser imprevisible aunque sea racional. Para 
G.-G. Granger "esto es un privilegio de las matemáticas que deriva de su 
racionalidad y se manifiesta en dos niveles"313. El primero, trivial, es el de la 
demostrabilidad necesaria de sus aserciones. El segundo, más sorprendente, es 
el del encadenamiento de los contenidos que constituyen sus objetos en la 
                                                           
          313 Granger (1998), p. 75. 
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sucesión efectiva de su puesta al día. Sobre este segundo nivel, que el 
historiador-filósofo explora e interpreta, racionalidad no es sinónimo de 
previsibilidad. Quizá Cavaillès haya visto la fuente originaria de esta dualidad 
en el descubrimiento gödeliano sobre el cual reflexionó largamente en sus 
Tesis. 
 
De esta manera, hemos visto que Cavaillès hablaba de "saturación" más que 
de completud, definida, en un sentido fuerte, como demostrabilidad en una 
teoría, de toda proposición bien formulada o de su negación; en un sentido 
débil como incompatibilidad de los axiomas de una teoría con una proposición 
cualquiera y también con su negación314. Cavaillès comprende por lo tanto 
que la "no saturación" limita la dominación demostrativa de los objetos de un 
dominio formalmente definido por los axiomas, y destaca en una lección dada 
el 25 de Febrero de 1942 en un curso en la Sorbona que "está muy feliz" de 
que ni el cálculo de predicados ni, en consecuencia, la aritmética sean teorías 
"saturadas"315. Pero su punto de vista sobre la saturación le conduce a insistir 
más sobre una segunda especie de "cierre" de un sistema, que es la 
categoricidad como isomorfismo entre modelos y, por lo tanto, posible 
identificación de todos los sistemas de objetos satisfaciendo a los axiomas de 
una teoría. Resumiendo, para Cavaillès no hay más que una única especie de 
necesidad, por lo tanto de racionalidad, "en nosotros y fuera de nosotros", de 
la cual el devenir matemático nos daría la imagen. Aquí estaría, según 
Granger, "esa idea tan spinozista de la necesidad" que tenía Cavaillès, "la 
profunda renovación de la idea de una ética racional"316.             
 
Puesto que Cavaillès finaliza Axiomatique et Formalisme hablando de 
experiencia dialéctica y existencia de objetos, es lógico que se pregunte: 
¿dónde se pueden situar las experiencias y cómo reconocer la existencia 
efectiva de los objetos? A lo que responde: el problema carece de solución si 
se conserva la ontología acrítica admitida implícitamente en la mayoría de las 
discusiones; es decir, la dualidad de un mundo sensible en sí y de un 
pensamiento confundido con sus manifestaciones históricas. De aquí el 
recurso a Platón con la referencia a un sistema inteligible que es garantía 
objetiva de la conciencia empírica: es más el reconocimiento de la 
imposibilidad de limitarse a un sistema de objetos construidos efectivamente, 
                                                           
          314 Cavaillès (1981), p. 83. 
 
          315 Granger (1998), p. 76. 
 
          316 Granger (1998), p. 77. 
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afirmación de una complejidad de la noción de existencia  matemática, que un 
camino hacia una solución. A menos que se admita una intuición intelectual 
que, sin desempeñar un papel en el trabajo matemático propiamente dicho, 
intervenga para hacer posible un sistema de axiomas, para aprehender la 
armonía de una teoría ya construida y que escapa a toda demostración de no 
contradicción, como la teoría de los conjuntos en la axiomatización de 
Zermelo-Fraenkel317. 
 
Parece más seguro no romper el encadenamiento con los pasos de la 
conciencia empírica desde el origen. Dice Brunschvicg que “el análisis 
matemático... es una sugerencia de la experiencia para la extensión de la 
experiencia misma”318. Para Cavaillès "no hay nada tan poco histórico (en el 
sentido del devenir opaco, percibido solamente en una intuición artística) 
como la historia de las matemáticas. Pero nada tan poco reductible por su 
radical singularidad"319. No hay definición ni justificación de los objetos  
matemáticos que no sea la matemática misma. El crecimiento de la conciencia  
y el desarrollo dialéctico de la experiencia coinciden. Ellos dan lugar a la 
generación indefinida de los objetos en lo que Cavaillès llamará el campo 
temático. 
 
Para Cavaillès la necesidad de la generación de un objeto no es nunca 
aprehendida más que a través de la constatación de una conquista; la 
existencia en el campo temático no tiene sentido salvo como correlato de un 
acto efectivo. En otras palabras:  
 
Comprender es atrapar el gesto y poder continuar320.  
 

                                                           
          317 Aproximadamente es la posición de Gödel. 
 
          318 Brunschvicg. Les Etapes de la philosophie des mathématiques. 2e. édit. París, Alcan, 1922, p. 570.  
 
          319 Cavaillès (1981), p. 176.  
 
          320 Cavaillès (1981), p. 178. Es decir, para Cavaillès comprender es prolongar las cadenas de 
objetividad hacia otras extensiones para inventar. En definitiva, comprender es hacer, pero no es construir; es, 
más bien, continuar. No podemos obviar el hecho de que Cavaillès no hace distinción entre explicar y 
comprender, cosa que era habitual y casi ritual en filosofía desde el desarrollo de las ciencias del espíritu 
como opuestas a las ciencias de la naturaleza. En las ciencias exactas o experimentales, explicar conduce a 
justificar la aparición o la existencia de lo que se explica; ya sean, teoremas matemáticos, fenómenos físicos o 
procesos biológicos. Para Cavaillès tanto la razón filosófica como la científica tienen que explicar y 
comprender. En definitiva, la frase textual de Cavaillès podíamos calificarla de pragmatismo puro. 
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Parece que la doble respuesta de un formalismo modificado al logicismo y al 
intuicionismo viene dada por, en primer lugar, la separación entre la 
experiencia verdadera que es conocimiento, superposición de elementos 
heterogéneos, que no puede ser otra sino aquella que rige a las matemáticas, y 
la experiencia en sentido corriente o experiencia física. En cuanto a la 
aplicación de las matemáticas a la "realidad”; es decir, al sistema de 
interacciones vitales entre hombres y cosas, Cavaillès opina que no tiene 
interés para el problema del fundamento de las matemáticas: el niño frente a 
su ábaco es matemático, y todo lo que con él puede hacer es matemática (es 
evidente que esta respuesta de Cavaillès parece muy simple, pero así se 
expresa).  
    
Sabemos que Bernays (1888-1977) negaba en 1934 (o sea, poco después de la 
decepción de las ambiciones formalistas) que haya habido una crisis en las 
matemáticas: “en realidad las ciencias matemáticas crecen con seguridad y 
armonía plenas”321. Para Cavaillès:  
 
Solamente se trata de una crisis filosófica porque ciertas exigencias 
extrínsecas fueron impuestas, también porque tanto del lado de Hilbert como 
de los intuicionistas un ideal de evidencia fue definido: axiomatización y 
formalización no son ya los momentos de una dialéctica creadora sino 
vestimentas obligadas. De aquí sin duda, igualmente, no pocas exageraciones 
en las dificultades de la teoría de los conjuntos: realmente no hay, por lo que 
parece, más que aquellas que provienen de la mezcla entre especulación 
filosófica y razonamientos matemáticos, y aquellas, normales, que provocan 
las insuficiencias técnicas322.  
       
En este párrafo, Cavaillès vuelve al mismo problema que planteaba al 
principio de su ensayo; es decir, comenzaba con los problemas originados por 

                                                           
          321 Bernays. Sur le platonisme dans les mathématiques. Enseignement math. , t. 34, pp. 52-69. (p. 52). 
En Bernays (2003) se encuentra en la página 83. No es en absoluto casual el que Cavaillès haga esta cita de 
Bernays, uno de los más cercanos colaboradores de Hilbert. Además de ser un pensador libre, "sensible a la 
pluralidad de las aproximaciones posibles, asumiendo el riesgo de rectificar sin cesar, mesurado en su visión 
de una 'certeza practica' más que de una verdad absoluta, Bernays defiende la idea de que las matemáticas no 
son un depósito de conocimientos, sino una actividad del espíritu reaccionando ante las situaciones". Esto es 
lo que dice Hourya Benis Sinaceur en la contraportada del libro de Bernays (2003) que recoge sus artículos 
sobre filosofía de las matemáticas, traducidos al francés por ella y donde hace una introducción muy 
interesante sobre los puntos de vista de Cavaillès y Bernays respecto a la axiomática, y, en general, sobre la 
similitud de sus actitudes filosóficas en torno a la matemática.        
               
          322 Cavaillès (1981), pp. 181-182. 
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la teoría de conjuntos y termina, cerrando el círculo, rindiendo al edificio 
clásico una significación independiente de la matemática intuicionista.  
 
Quizá fuera pertinente, antes de finalizar, el preguntarnos ¿por qué no 
considera Cavaillès la fenomenología como la cuarta posición en el tema de 
los fundamentos de la matemática? Nuestra respuesta sería que, a pesar de que 
la obra de Husserl ⎯a quien conoció personalmente⎯ le parecerá muy 
interesante, no le resultará tampoco satisfactoria. Ahora bien, ya veremos en 
un Capítulo posterior que es en su obra póstuma donde Cavaillès intentará 
hallar respuesta a su visión de la matemática a través de la fenomenología323. 
  
Lo que Cavaillès ambiciona es nada menos que rehacer el kantismo a la luz de 
los nuevos resultados. Por eso le responderá a Maurice Fréchet (1878-1973) 
durante la famosa sesión, en el debate que mantuvo con Lautman, el 4 de 
Febrero de 1939 en la Sociedad francesa de Filosofía:   
 
Yo no intento definir las matemáticas, sino, por medio de las matemáticas, 
saber lo que quiere decir: conocer, pensar; esto es en el fondo, muy 
modestamente retomado, el mismo problema que se planteaba Kant. El 
conocimiento matemático es central para saber lo que es el conocimiento324.  
 
He aquí un párrafo que nos parece esencial para entender las inquietudes y 
preocupaciones epistemológicas de Cavaillès sobre las matemáticas.  
 
Por otra parte, hemos visto que Cavaillès opinaba que el mérito de los 
Fundamentos de Hilbert está en colocar a la geometría al mismo nivel que la 
aritmética axiomatizada por Grassmann, Frege, Dedekind y Peano. Muestra 
que las dos ciencias se pueden tratar exactamente igual. Con Hilbert la 
geometría aparece como una ciencia pura. De esta forma Cavaillès puede dar 
un sentido filosóficamente inédito al término experiencia y se apoya en el 
hecho de que “en matemática, la experiencia está descrita exhaustivamente 
por los axiomas”, como le escribe a su amigo Lautman. En la obra citada de 
Hilbert, Cavaillès halla respuesta a casi todas las lagunas que encuentra en la 
teoría kantiana del conocimiento. Pero, a pesar de todo, la gran pregunta sigue 
siendo: ¿axiomatizar es fundar? Aquí está lo que ahora le preocupa de 
                                                           
          323 Nos atreveríamos a decir que, en cierto modo, este pragmatismo que se detecta a esta altura de la 
Tesis de Cavaillès tiene paralelismos con la transformación de la fenomenología en manos de Heidegger. 
Aunque, sospechamos que esto no debió llegar a conocerlo… 
   
          324 Cavaillès (1994), p. 625. 
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manera especial. Cavaillès está atento a la fecundidad del método axiomático; 
pero si es fecundo, si está íntimamente  unido con el pensamiento matemático 
verdadero, ¿puede el método axiomático fundar? Si fundar quiere decir “aislar 
los principios” y manifestar las relaciones de dependencia o de independencia 
entre principios y teoremas, la respuesta es afirmativa. Pero si fundar quiere 
decir proporcionar un comienzo absoluto o una justificación última, es claro 
que la axiomática no es un fundamento. O sea, que axiomatizar no es fundar.  
 
Los momentos dialécticos le permiten a Cavaillès analizar el doble 
movimiento (ascendente y descendente) del devenir matemático. Además, a 
dichos momentos dialécticos les concede un cierto "poder de crear"325. 
Cavaillès constata la distinción entre el discurso formalista, que no es más que 
una sucesión de enunciados encadenados mecánicamente, y el trabajo 
matemático, en tanto que experiencias y gestos sobre los signos. El 
formalismo modificado de Cavaillès es un análisis a dos niveles realizado 
sobre los momentos dialécticos de un devenir inteligible, sobre las 
experiencias y los gestos de un encadenamiento sensible. De esta forma, 
Cavaillès reintegra (inserta) un análisis del pensamiento y del devenir en el 
“fundamento” de las matemáticas. Para Cavaillès, el pensamiento y el gesto 
sobre los signos son las dos caras de un mismo acto. Pero Cavaillès tiene que 
resolver el problema de dónde "situar las experiencias"326 (en Cavaillès, la 
palabra experiencia sabemos que tiene un doble sentido: como sistema de 
gestos y como experimentación o tentativa). Aquí Cavaillès utilizará los 
análisis de Hilbert para repensar la famosa noción kantiana de construcción en 
la intuición. 
 
Desde luego, tanto Hilbert como Kant, sabemos que reconocían en la 
experiencia sensible algo más que un valor heurístico. Pues, para ellos, lo 
sensible tiene por función el garantizar la fecundidad y la seguridad del 
razonamiento. Y como el trabajo matemático pasa por una experiencia 
sensible, para Cavaillès el desarrollo de las matemáticas no puede pensarse 
fuera del mundo sensible. Por eso dirá en la Sociedad Francesa de Filosofía: 
"no existe, por una parte, un mundo sensible que estaría dado, y, por otra 
parte, el mundo del matemático por fuera"327. De todas formas, la principal 
dificultad del formalismo modificado es la relación entre los dos niveles de 
análisis; el desarrollo dialéctico de las operaciones matemáticas y el 
                                                           
          325 Cavaillès (1981), p. 173. 
 
          326 Cavailllès (1981), p. 176. 
 
          327 Cavaillès (1994), p. 626. 
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encadenamiento de los gestos sobre los signos. Cavaillès no dejó clara, en su 
Tesis Principal, esta relación entre los dos niveles: devenir inteligible y 
encadenamiento sensible. 
 
Por este motivo, en sus obras posteriores, Cavaillès intentará explicar que el 
devenir de la matemática nos lleva a un movimiento originario de la 
experiencia. De esta manera, si reconocemos en el devenir inteligible un 
movimiento sui generis, reconoceremos también un movimiento igual en la 
experiencia. En realidad, Cavaillès intentará decirnos que la filosofía 
matemática tiene por objeto la experiencia matemática. Pero la experiencia 
matemática presenta dos niveles o dos caras: una dialéctica de los conceptos, 
que lleva al devenir inteligible de la matemática, y una superposición intuitiva, 
que lleva a la extensión de la experiencia operatoria. Sabemos que Cavaillès 
solamente reconoce, pero no consigue resolver, el problema de la relación 
entre los dos niveles. Además, como tuvo que redactar su último escrito de 
forma urgente, Cavaillès decidió limitarse a una filosofía del concepto y no 
considerar la dialéctica de los conceptos.  
 
En la época de sus Tesis, no cabe duda que Cavaillès piensa la matemática 
como transformación del mundo o de la experiencia sensible. Así, en un 
movimiento ascendente, las teorías se superponen a la experiencia sensible y 
se superponen unas a otras. En un movimiento descendente, las teorías se 
"revisan" unas a otras y "revisan" la experiencia sensible. Para el matemático 
en activo, el espacio real es geométrico y el espacio sensible no es más que 
una aproximación, algo que está superado y puede ser rechazado y olvidado. 
La experiencia subyacente a las teorías matemáticas ha sido profundizada y 
transformada por las teorías matemáticas. Ella misma se hace matemática y, 
por lo tanto, se integra en las teorías matemáticas. De esta forma, el campo 
matemático no está por encima de la experiencia sensible, sino que es una 
experiencia profundizada y transformada; o sea, es transformación de la 
experiencia sensible. 
 
Concluye Cavaillès su recorrido histórico del problema de los fundamentos 
proponiendo una solución filosófica. Tomando prestados dos temas 
hilbertianos: la teoría de la generalización y la teoría del signo, llega Cavaillès 
a un "formalismo modificado"328. Cavaillès no emplea la palabra fundamento 
para calificar su proyecto. Podíamos resumir Axiomatique et Formalisme de 
Cavaillès diciendo que, en ella, la filosofía a la vez comienza y acaba la 
                                                           
          328 Cavaillès (1981), p. 179. 
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matemática. O, a la inversa, la matemática hace pasar a la filosofía de una 
reflexión ingenua a una reflexión más filosófica. O sea, que las matemáticas 
desempeñan un papel hermenéutico respecto a la filosofía. Pero nos gustaría 
terminar diciendo que, puesto que los sistemas del formalismo son cerrados 
(rígidamente), aunque a Cavaillès le interesan los sistemas abiertos (la 
experiencia matemática y el proceso del devenir), lo esencial del “formalismo 
modificado” consiste en un giro pragmatista (gestos y operaciones) que lo 
aleja bastante de Hilbert —y también de todo lo que usualmente se llama 
“formalismo”—329.   

                                                           
          329 Ver Heinzmann (1987), pp. 37-38 y Sinaceur (1994), pp. 80-81 para encontrar el calificativo 
“pragmatista” aplicado a la posición de Cavaillès sobre el problema del fundamento de las matemáticas. Para 
Sinaceur, la característica del “pragmatismo de Cavaillès” sería la historia; es decir, es en la historia y no en 
un valor de utilidad donde residiría el factor diferenciador en relación a otras formas de pragmatismo.  
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Introducción: Algunos importantes matemáticos platónicos.- 
Como introducción al “idealismo” o “platonismo” de Lautman, vamos a 
presentar varios comentarios de matemáticos notables, de diferentes 
generaciones, donde se declaran abiertamente platónicos: Ch. Hermite (1822-
1901); G. Cantor (1845-1918); G. H. Hardy (1877-1947); R. Thom (1923-
2002); A. Connes (nacido en 1947); R. Nevanlinna (1895-1980) y R. Penrose 
(nacido en 1931). 
 
Antes de comenzar, nos gustaría colocar al frente de estas declaraciones de 
grandes matemáticos la creencia de Miguel Ángel en que sus esculturas 
existían dentro del mármol y que él simplemente se encargaba de descubrirlas. 
No cabe ninguna duda de que esta creencia del genio del Renacimiento es la 
analogía perfecta para reflejar la visión platónica de la naturaleza de las 
matemáticas.   
 
De Hermite será suficiente con que citemos algún extracto famoso de su 
correspondencia con Stieltjes: "[...] yo creo que los números y las funciones 
del análisis no son el producto arbitrario de nuestro espíritu; yo pienso que 
ellos existen fuera de nosotros, con el mismo carácter de necesidad que las 
cosas de la realidad objetiva y que nosotros las encontramos o las 
descubrimos, o las estudiamos como los físicos, los químicos o los 
zoólogos"330. Es decir, Hermite no vacila al hacer de las funciones auténticos 
seres matemáticos. Esta cita de Hermite es tan famosa que sería interminable 
la lista de libros donde se reproduce331. Quizá sería interesante analizar el 
hecho de que Hermite privilegie el ejemplo de los números y las funciones, en 
detrimento de tomar como ejemplos de objetos matemáticos: los segmentos de 
recta, los polinomios, los poliedros o las esferas332. 
 
Que Cantor es un platónico convencido nadie lo duda, ya que es muy posible 
que sin ese espíritu su maravillosa creación matemática (el llamado por 
Hilbert "paraíso de Cantor") no hubiese visto la luz. Así, al principio de sus 
Fundamentos para una teoría general de conjuntos de 1883, en la primera 
nota que realiza a propósito de la definición de conjunto (o variedad) ya nos 

                                                           
          330 Ch. Hermite y T. Stieltjes, Correspondance, 2 Vol., París, Gauthier-Villars, 1905, t. II, p. 398. 
  
          331 Por ejemplo, se puede ver la página 34 de los Elementos de Historia de las Matemáticas de Nicolas 
Bourbaki, Alianza Universidad, Madrid, 1976. Y, por citar solamente el último en el que la acabamos de leer, 
la página 266 de Un mathématicien aux prises avec le siègle, de Laurent Schwartz, Odile Jacob, París, 1997. 
 
          332 Para un estudio de esta cuestión se puede ver la Conclusión del libro de Jean-Louis Gardies Du mode 
d’existence des objets de la mathématique, Vrin, 2004 (pp. 121-141). 
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lleva a la Idea de Platón. Textualmente dice: "Yo creo haber definido con ello 
algo semejante al είδος o ίδέα platónicos, como también a lo que Platón llama 
μιχτόν en su diálogo "Filebo, o el bien supremo". A éste opone el άπειρον, 
esto es, lo ilimitado, indeterminado, que yo denomino infinito impropio, así 
como el πέρας, esto es, el límite, y lo explica como una "mezcla" ordenada de 
ambos"333. Un poco más adelante, en la misma obra, Cantor nos expone su 
concepción platónica del infinito que es totalmente diferente a la de 
Aristóteles que critica334. Cuando Cantor habla de su "realismo" o "idealismo" 
en el § 8 de sus Fundamentos... también se reclama abiertamente platónico 
citando una famosa obra de Zeller donde éste dice: "Sólo el saber conceptual 
da acceso (según Platón) a un verdadero conocimiento. Pero en tanto a 
nuestras representaciones les corresponde la verdad ⎯este presupuesto lo 
comparte Platón con otros (Parménides)⎯ a su objeto debe igualmente 
corresponderle realidad, y viceversa. Lo que se puede conocer, es; lo que no se 
puede conocer, no es; y en la misma medida en que algo es, es también 
cognoscible"335.  
 
En definitiva, que en los momentos cruciales de su teoría como la definición 
de conjunto, la exposición de su concepción del infinito o de la realidad del 
transfinito, Cantor invoca a Platón como garante para oponerse a la tradición 
escolástica aristotélica. Con Cantor nos podemos dar cuenta del sentido y el 
interés de la noción de realidad matemática, que tanto interesaba a Lautman. 
Cantor considera dos tipos de realidades matemáticas: una intrasubjetiva o 
inmanente para cuya definición se apoya en Spinoza, otra transubjetiva o 
trascendente para cuya aclaración se apoya en Platón. Ya hemos hablado de la 
admiración que tanto Cavaillès como Lautman sentían por Cantor. También 
conocemos la debilidad de Cavaillès por Spinoza y la de Lautman por Platón, 
lo que puede ser un buen augurio de que las posiciones de los filósofos-
matemáticos franceses pueden llegar a conciliarse. Esto es así porque en la 
posición de Cantor podemos ver la conciliación de las tesis contradictorias de 
Hilbert y Frege, cuando el primero veía los axiomas verdaderos porque no son 
contradictorios, mientras que el segundo los veía no contradictorios porque 
eran verdaderos y existentes. En otras palabras, Hilbert subraya el estatuto de 
la verdad intrasubjetiva, Frege insiste sobre el estatuto transubjetivo de una 
                                                           
          333 Cantor (2006), p. 137. Los términos griegos se leen, respectivamente, eidos (forma), idea (idea), 
miktón (mezcla o mixto), ápeiron (ilimitado, infinito), peras (límite). 
   
          334  Ver Cantor (2006), pp. 137-139. 
  
          335 Cantor (2006), p. 141. 
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existencia exterior. Creemos que no se trata de eclecticismo, como pudiera 
pensarse al apelar a filósofos tan diferentes como Platón y Spinoza. Es 
evidente que nosotros no vemos nunca el mundo desde el exterior y nuestro 
conocimiento forma parte de la realidad, cosa que percibió muy bien Cantor 
cuando escinde la realidad en dos, perfectamente solidarias. 
 
Para terminar con Cantor añadiríamos que finaliza el referido § 8 de sus 
Fundamentos... diciendo: "La matemática está pues legitimada para moverse 
completamente libre de trabas metafísicas, mas por otra parte no puedo 
conceder el mismo derecho a la matemática "aplicada", como por ejemplo la 
mecánica analítica y la física matemática. En mi opinión, estas disciplinas son 
metafísicas tanto en sus fundamentos como en sus objetivos; si tratan de 
librarse de ello, como ha propuesto recientemente un renombrado físico, 
degenerarán en una "descripción de la naturaleza", que ha de carecer tanto del 
fresco aliento del pensamiento matemático libre como del poder de 
explicación y profundización en los fundamentos de los fenómenos 
naturales"336.  
 
No es necesario hacer muchos comentarios a esta cita de Cantor, pues es una 
consecuencia lógica de lo que ha estado diciendo antes. Además, viene a 
corroborar la idea que intentamos defender a lo largo de nuestro trabajo: la 
manera de hacer complementarias las posiciones de Cavaillès y Lautman, o 
sea, la experiencia matemática y la realidad matemática, es a través de la 
metafísica. Mejor dicho, será a través del punto de vista metafísico de 
Lautman como podamos abarcar la posición de Cavaillès.                 
 
A pesar de lo que acabamos de ver sobre Cantor, es posible que la actitud más 
clara y contundente a favor del realismo matemático la encontremos en el 
eminente matemático de Cambridge, especialista en Teoría de Números, 
Hardy, que en su maravilloso libro Apología de un matemático (Nivola, 
Madrid, 1999) y con estilo muy personal: sin florituras, claro y eficaz escribe 
en la página 114 "... hablaré de 'realidad física' y por lo tanto emplearé la 
palabra en el sentido corriente. Yo entiendo por realidad física el mundo 
material, el mundo del día y de la noche, de los terremotos de la tierra y de los 
eclipses, el mundo que la física trata de describir. […]. Para mí, y supongo que 
para la mayoría de los matemáticos, hay otra realidad que llamaré 'realidad 
                                                           
          336 Cantor (2006), p. 108. Quizá sea interesante aclarar que el "renombrado físico" al que hace 
referencia Cantor parece ser Gustav R. Kirchhoff (1824-1887), que defendía una posición empirista o 
positivista que era hostil a toda importación de conceptos metafísicos en mecánica. Por el contrario, Cantor 
defiende una vuelta a la metafísica como instrumento para penetrar en los secretos de la naturaleza. 
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matemática': ni los matemáticos ni los filósofos se ponen de acuerdo sobre su 
naturaleza. Algunos sostienen que dicha 'realidad' es 'mental' y que en algún 
sentido nosotros la construimos, para otros es exterior e independiente de 
nosotros. Si se pudiera dar una visión general convincente de la realidad de las 
matemáticas, se resolverían buen número de los problemas más difíciles de la 
metafísica. Si se pudiera incluir la realidad física, estarían todos resueltos". 
 
Y continúa: 
 
“Yo creo que la realidad matemática nos es exterior, que nuestra misión es 
descubrirla u 'observarla' y que los teoremas que nosotros demostramos 
calificándolos pomposamente de 'creación' son simplemente las notas sobre 
nuestras observaciones. Este punto de vista, de una forma u otra, es el de un 
buen número de grandes filósofos después de Platón, y yo emplearía 
naturalmente todo el lenguaje de cualquiera que lo comparta. El lector que no 
comparta esta filosofía puede muy bien utilizar otro vocabulario; mis 
conclusiones no serían, sin embargo, modificadas"337. 
 
Podíamos añadir alguna cita más, pero creemos que son suficientes para 
darnos cuenta que el interés del testimonio de Hardy está en que es la 
expresión de una convicción profunda y definitiva. Convicción que se apoya 
sobre el recuerdo de una carrera enteramente consagrada a la Teoría de 
Números338.     
 
René Thom, al preguntarse por la cuestión de cuál es la concepción del rigor 
en matemáticas que debemos adoptar, responde que existen tres actitudes 
posibles: formalista, realista o platónica (en la que los entes matemáticos, en 
tanto que ideas platónicas, existen independientemente de nuestra mente) y 
empirista o sociológica (en la que son los mejores especialistas en la materia 
quienes deciden si una demostración determinada es rigurosa o no).  
 
Opina que la primera actitud es la que goza actualmente de mayor 
predicamento entre los matemáticos (el artículo es de 1970). Efectivamente, es 

                                                           
          337 Hardy (1999), pp. 114-115. 
 
          338 A pesar de las alabanzas que estamos prodigando a los escritos de Hardy, veremos pronto que estas 
opiniones de Hardy serán para el propio Lautman "platonismo ingenuo" o superficial (además de ser, en 
algunos momentos, arrogante). Pues, es evidente que nos podíamos preguntar si Hardy es más convincente 
que Riemann, o que Dedekind, o que Poincaré, o que Hilbert, etc. Con lo cual, al final, es muy posible que 
llegáramos a la conclusión de que todo es, solamente, una cuestión de gustos...  
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la más atrayente; ya que no presenta las dificultades ontológicas de la 
segunda, ni comporta la vaguedad y la arbitrariedad de la tercera  Después de 
analizar una por una las tres actitudes termina diciendo: “La hipótesis de las 
ideas platónicas como base del universo es pues, a pesar de las apariencias, la 
más natural y, desde el punto de vista filosófico, la más económica. [...]. Una 
vez adquirida esta confianza en la existencia de un universo ideal, el 
matemático no se inquietará demasiado a causa de las limitaciones de los 
productos formales y podrá olvidarse del problema de la no contradicción”339. 
 
En un libro bastante posterior titulado Prédire n'est pas expliquer (Eshel, 
París, 1991) en la página 100, René Thom dice: "Las ideas matemáticas son 
producto de nuestro cerebro en la medida en que nosotros las pensamos. Pero 
como ellas existen aunque no las pensemos, entonces existen en cualquier 
parte, y no solamente en nuestra memoria: ellas existen, yo diría, igualmente 
en todas partes..." A continuación le pregunta Emile Noël: "¿Ellas existen por 
tanto antes de que se las descubra?" A lo que responde Thom: "¡Ciertamente! 
Y ellas se realizan en un cierto sentido, en tal o cual caso, sobre tal o cual 
material apropiado. Es la vieja idea de la participación que ya está en Platón". 
Thom, al igual que veremos Lautman, no parece mostrar ningún interés por 
los fundamentos de las matemáticas. A veces desdeña tanto al formalismo 
como al intuicionismo, lo que explica el que su actitud sea una especie de 
realismo próximo al de los pitagóricos y los platónicos. Thom defiende una 
epistemología donde se complementan la matematización y la 
experimentación (aunque privilegia la primera frente a la segunda), la 
descripción y la predicción (también pone por delante a la primera), la 
investigación cualitativa y la investigación cuantitativa, así como el análisis 
local y el análisis global. Lo que nos parece sorprendente es que Thom no cite 
en ningún momento (que sepamos) a Lautman340. Estamos convencidos de 
que Lautman habría disfrutado mucho con buena parte de la obra de Thom.          

                                                          

 
Alain Connes, por su parte, en el libro dialogado con J-P. Changeux y titulado 
Matière à pensée (Éditions Odile Jacob, París, 1989), dice en la página 28: 
“Para mi, la sucesión de los números primos, por ejemplo, tiene una realidad 
más estable que la realidad material que nos rodea. Se puede comparar al 

 
          339 Artículo titulado “¿Son las matemáticas “modernas” un error pedagógico y filosófico?” y publicado 
en las páginas 119-129 del libro colectivo La enseñanza de las matemáticas modernas de Alianza 
Universidad. Madrid, 1978 primera edición y tercera reimpresión de 1986 (que es la que tenemos delante). 
 
          340 Lo que sabemos que ha declarado Thom, en una entrevista con Jacques Nimier, es que cuando llegó 
a la ENS, aunque entró como matemático, lo que le interesaba de verdad era la Filosofía de la Ciencia como 
le había interesado en su tiempo a Cavaillès y su grupo. 
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matemático en su trabajo con un explorador que va descubriendo el mundo”. 
Se podrá decir más alto, pero no más claro... (aunque aquí "claro" se debe 
entender como sinónimo de rotundo, más que como opuesto a confuso). El 
resumen del libro podría ser el siguiente: Alain Connes sitúa las ideas 
matemáticas fuera de nosotros, podemos indicar hacia el cielo (como hace 
Platón en el famoso cuadro de Rafael La Escuela de Atenas), mientras que 
Jean-Pierre Changeux las coloca más abajo, manifestándose en nuestro 
cerebro (que sería análogo a lo que hace Aristóteles con su dedo señalando la 
tierra, en el cuadro antes aludido)341. 
 
Lo esencial para Connes es comprender que esta realidad es anterior a la 
exploración que va a hacerse de ella, algo así como la realidad exterior. La 
diferencia fundamental entre ambas realidades está en que la primera escapa a 
toda forma de localización en el espacio y el tiempo. Por eso, cuando se 
desvela una pequeña parte de la realidad matemática, se experimenta una 
sensación de eternidad342. Todos los matemáticos lo saben. Es cuando se les 
pide que piensen en lo que realmente hacen cuando unos se llaman a sí 
mismos formalistas y otros platónicos. Llevando su postura un poco más lejos, 
en realidad lo que propone Connes es que “el mundo de las idealidades 
matemáticas precede a la realidad física”. Veremos que estas declaraciones 
tienen mucho que ver con Lautman, aunque no se le nombre explícitamente. 
De todas formas, también pudiera suceder que el propio Lautman opinara de 
algunas declaraciones de Connes que pertenecen a un platonismo superficial.      
 
El matemático finlandés Rolf Nevanlinna, al que veremos cita Lautman en su 
Tesis Complementaria cuando hace referencia a las funciones meromorfas 
(pues era un especialista en ellas343), opina que “la matemática es el resultado 
de una lucha de opuestos: exactitud y libertad; que aunque parten de una base 
empírica, las matemáticas construyen una realidad ideal de un nivel 

                                                           
          341 En otro libro de Connes, también dialogado en forma de conversación de carácter socrático, pero 
ahora con dos colegas ⎯es decir, con dos matemáticos (aunque hoy día ya fallecidos): A. Lichnerowicz y M-
P. Schützenberger⎯ titulado Triangle de Pensées (Éditions Odile Jacob, París, 2000) se establece la 
oposición entre Lichnerowicz que se declara formalista y los otros dos que son platónicos. En la página 53 
Connes intenta explicar el sentido en el que “la realidad matemática es más fuerte que la realidad exterior”. 
Piensa que existe una “realidad matemática arcaica o primitiva”, aunque no todos los matemáticos están 
dispuestos a reconocer dicha existencia. 
 
          342 A lo que algunos dirán que las sensaciones y emociones están en el cerebro y nada más que en él. 
 
          343 Lautman (1977), pp. 177-179. 
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superior"344. O sea, que la investigación en matemáticas no puede perder  
contacto con la línea genético-histórica; pero también al método axiomático 
hay que darle su valor, pues, por ejemplo, nuestra comprensión actual del 
mundo físico tiene mucho que ver con modificaciones y extensiones abstractas 
de la geometría euclídea para llegar a infinitas dimensiones y a la geometría 
diferencial riemanniana (lo que ha sido posible gracias al método axiomático). 
Esto si nos referimos a los trabajos de Einstein (1879-1955) y Minkowski 
(1864-1909) sobre la teoría de la relatividad; pero se podría hacer otro tanto 
con las aplicaciones del álgebra abstracta (teoría de grupos, espacios de 
Hilbert, etc.) a la mecánica cuántica con los trabajos del propio Connes y E. 
Witten (nacido en 1951). Posiblemente la anterior cita de Nevanlinna sea de 
las que mejor encajen en el espíritu de Lautman, a pesar de que pueda admitir 
una interpretación no platónica.     
 
El matemático y físico teórico inglés, sir Roger Penrose dice en las páginas 
157-158 de su importante e interesante libro La nueva mente del emperador 
(Mondadori, Madrid, 1991): “No he ocultado mis fuertes simpatías por el 
punto de vista platónico de que la verdad matemática es absoluta, externa y 
eterna, y no se basa en criterios hechos por el hombre; y que los objetos 
matemáticos tienen una existencia intemporal por sí mismos, independiente de 
la sociedad humana o de objetos físicos particulares”345. Penrose piensa, con 
Gödel, que los conceptos matemáticos pueden representar un aspecto de la 
realidad objetiva. También cree Penrose que los teoremas de incompletud de 
Gödel argumentan sólidamente la existencia de un mundo matemático 
platónico. Textualmente, en la página 440 de Las sombras de la mente, dice: 
"La verdad matemática no está determinada arbitrariamente por las reglas de 
algún sistema formal de 'factura humana', sino que tiene una naturaleza 
absoluta, y está más allá de cualquier sistema semejante de reglas específicas". 
A lo que añade: "El apoyo del punto de vista platónico... fue una parte 
importante de las motivaciones iniciales de Gödel".    
 
También sabemos que Paul Bernays, nada más y nada menos que el asistente 
de Hilbert, se inclinaba por una forma de platonismo donde los objetos 
matemáticos son como individuos, en un mundo inteligible superpuesto al 

                                                           
          344 Ver el artículo titulado “La reforma de la enseñanza de las matemáticas” en el libro La enseñanza de 
las matemáticas modernas, pp. 98-114. 
  
          345 Posición que sigue manteniendo y defendiendo en sus libros posteriores Las  sombras  de la mente 
(Crítica, Barcelona, 1996; p. 66 y 434-436), Lo grande, lo pequeño y la mente humana (Cambridge University 
Press, Madrid, 1999; pp. 13-15) y El camino a la realidad (Debate, Barcelona, 2006; pp. 53-60). 
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mundo sensible346. En otras palabras, Bernays es propenso a reconocer una 
cualidad propia al ente matemático. No cabe la menor duda de que Hilbert 
vería extraño este platonismo. Aunque también es evidente que Bernays dice 
implícitamente que las nociones matemáticas permanecen abiertas a 
sugerencias empíricas, ocurrencias extemporáneas o imprevistas, que nada 
comparten con un proceso rígidamente analítico y deductivo. Por esto Bernays 
reconoce el valor insustituible de los procesos constructivos de la matemática 
intuicionista.     
 
No quisiéramos terminar esta introducción sin mencionar las opiniones de 
Kurt Gödel (1906-1978) sobre su concepción de la matemática. Además, en 
ellas menciona a Hermite, lo que hace que, de alguna manera, cerremos el 
círculo de los autores elegidos. Se trata de unas palabras que pronunció en 
1951, en una conferencia titulada Some basic theorems on the foundations of 
mathematics and their philosophical implications y que permaneció inédita 
durante muchos años, como la mayoría de sus escritos filosóficos, donde 
decía: "[...] La concepción platónica es la única sostenible. Con ello me refiero 
a la concepción de que la matemática describe una realidad no sensible, que 
existe independientemente tanto de los actos como de las disposiciones de la 
mente humana, y que sólo es percibida por ella, aunque probablemente de 
forma incompleta. Esta concepción es más bien impopular entre los 
matemáticos, aunque algunos de los grandes la han adoptado, por ejemplo 
Hermite, que escribió una vez lo siguiente: 'Existe, si no me equivoco, todo un 
mundo que es el conjunto de las verdades matemáticas, al que no tenemos 
acceso más que por la inteligencia, al igual que existe el mundo de las 
realidades físicas; ambos son independientes de nosotros y de creación 
divina'"347. Es evidente, sabiendo la forma que tenía Gödel de trabajar, que 
eligió con sumo cuidado todas y cada una de las palabras pronunciadas en esta 
conferencia Gibbs, de cuyo prestigio no hace falta hablar. 
 
El hecho de que hayamos recurrido a estos matemáticos, sobre todo a Gödel, 
no debe interpretarse como un argumento de autoridad a favor del platonismo, 
sino más bien como una forma de plasmar que dicha visión ha cautivado, 
sigue, y seguirá cautivando a grandes matemáticos. Sabemos perfectamente 
que han existido, existen, y seguirán existiendo grandes matemáticos que no 
están de acuerdo con el platonismo; bastaría con nombrar a Dedekind, 
                                                           
          346 Ver página 120 del libro de Pierre Cassou-Noguès titulado Hilbert. 
 
          347 K. Gödel, Ensayos inéditos. Edición a cargo de F. Rodríguez Consuegra, Mondadori, Madrid, 1994, 
p.169. 
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Poincaré, Hilbert, Lebesgue, Brouwer, Weyl, etc. ¿Cuál es el problema? Para 
nosotros está muy claro: no existe una única explicación satisfactoria al hecho 
matemático. Precisamente nuestro trabajo intenta llegar a la conclusión, 
analizando las obras respectivas de un antiplatónico y un platónico 
⎯Cavaillès y Lautman respectivamente⎯ de que es preciso tener en cuenta 
"algo" de cada una de estas dos visiones que parecen antagónicas para poder 
acercarse a la esencia de la matemática; de este modo llegamos a descubrir 
que, en realidad, son complementarias. 
            
5.1 De la naturaleza de lo real en matemática.- Vamos a ver, a través 
del análisis de sus principales escritos, lo que piensa Lautman tanto de la 
unidad de las matemáticas como de "estructura" y "existencia" en 
matemáticas; en definitiva, sobre la “esencia” de las matemáticas. Ya hemos 
dicho en su biografía que la Tesis Principal, Essai sur les notions de structure 
et d'existence en mathématique (a la que abreviadamente nos referiremos 
como Structure et Existence), la dedica a la memoria de su gran amigo 
Jacques Herbrand por el que siente Lautman una gran admiración (tanto por su 
genio como por su obra). 
 
Comienza Lautman Structure et Existence diciendo:  
 
Este libro nace del sentimiento de que, en el desarrollo de las matemáticas, se 
afirma una realidad que la filosofía matemática tiene como función reconocer 
y describir348. 
 
He aquí, perfectamente expresada, la que será una preocupación constante 
durante su corta vida: tratar de describir la realidad matemática.  
 
Y continúa exponiendo lo que califica de “espectáculo”: la situación de la 
mayoría de las teorías modernas de filosofía matemática, que en sus análisis 
de las matemáticas revelan muy poca cosa, y cosas muy pobres, como la 
búsqueda de la identidad o el carácter tautológico de las proposiciones. Pero lo 
más interesante para nosotros es que Dieudonné en el prólogo que escribe 
cuando se edita la casi totalidad de la obra de Lautman, cuarenta años después, 
dice prácticamente lo mismo: “Los filósofos contemporáneos que se interesan 
en la matemática se ocupan solamente de sus orígenes, de sus relaciones con 
la lógica o de los problemas de fundamentos [...]. Bien pocos son los que 
buscan hacerse una idea de las grandes tendencias de las matemáticas de su 
                                                           
          348 Lautman (1977), p. 23. 
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tiempo, así como de lo que guía más o menos conscientemente a los 
matemáticos actuales en sus trabajos”349. Nosotros creemos que lo menos que 
se puede exigir y esperar de una auténtica reflexión sobre las matemáticas, es 
desarrollar una filosofía de las matemáticas que sea intrínseca a las teorías350; 
es decir, una filosofía que se base en el genio, la riqueza y la novedad de 
descubrimientos fundamentales (que son a las matemáticas el equivalente de 
lo que las obras de un Cervantes, de un Goethe o de un Shakespeare son a la 
literatura). Pues bien, esto es lo que Lautman comprendió perfectamente; por 
eso se ocupó de las “ramas” del “árbol” de la matemática de su tiempo, para 
así considerarlo como objeto de estudio filosófico351. 
 
Lo que Lautman está criticando es la posición de los positivistas lógicos del 
Círculo de Viena, como Wittgenstein y Carnap, para los que las matemáticas 
no son más que una lengua indiferente al contenido que ella expresa. También 
critica al B. Russell de la Introducción a la filosofía matemática, ya que por 
querer construir todas las nociones matemáticas a partir de un pequeño 
número de nociones y de proposiciones lógicas primitivas, se pierde de vista 
el carácter cualitativo e integral de las teorías que ya están constituidas. Por 
este motivo a Lautman le interesará "el punto de vista estructural" de la 
matemática que tiene Hilbert, cuya diferencia con la concepción de las 
matemáticas que hay en los Principia Mathematica de Russell y Whitehead le 
parece abismal. Para Lautman, Hilbert sustituye el método de las definiciones 
genéticas por el de las definiciones axiomáticas, y, lejos de querer reconstruir 
el conjunto de las matemáticas a partir de la lógica, introduce al contrario, 
pasando de la lógica a la aritmética y de la aritmética al análisis, nuevas 
variables y nuevos axiomas que amplían cada vez más el dominio de las 
consecuencias. Con esta visión de la obra de Hilbert cree Lautman que "las 
matemáticas se presentan así como síntesis sucesivas, donde cada etapa es 
irreducible a la etapa anterior". Y además, a pesar de que una teoría así 
formalizada es incapaz de llevar con ella la prueba de su coherencia interna —
lo que es capital—, se le debe superponer una metamatemática que toma como 

                                                           
          349 Lautman (1977), pp. 15-19. 
 
          350 Estamos seguros de que con esta afirmación mucha gente no estará totalmente de acuerdo, puesto 
que sucede algo análogo cuando a los "didactas" se les dice que su trabajo no tiene en cuenta la realidad del 
aula.  
 
          351 Quizá para Dieudonné, Cavaillès esté encuadrado entre los filósofos de la matemática de los que 
habla en la primera parte de la cita a la que acabamos de aludir; pero nosotros intentaremos probar, a lo largo 
de nuestro trabajo, que también pertenece, junto con Lautman, al grupo de los pocos de los que habla en la 
segunda parte de dicha cita.  
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objeto a la matemática formalizada y la estudia desde el doble punto de vista 
de la no contradicción y de la completud. 
 
A partir de aquí Lautman dirá textualmente:  
 
La concepción estructural y la concepción dinámica de las matemáticas 
parecen oponerse en principio: mientras una tiende a considerar una teoría 
matemática como un todo acabado, independiente del tiempo, la otra, al 
contrario, no la separa de las etapas temporales de su elaboración; para la 
primera, las teorías son como seres cualitativamente distintos unos de los 
otros, mientras que la segunda ve en cada una de ellas una potencia infinita 
de expansión fuera de sus límites y de relación con las otras [...]. Nosotros, 
sin embargo, trataremos de desarrollar, en las páginas que siguen, una 
concepción de la realidad matemática donde se entrelazan la cohesión de las 
nociones lógicas y el movimiento en el que viven las teorías352.  
 
Un poco más adelante, en la página 29, sentará las bases de lo que para él será 
una relación esencial entre matemáticas y filosofía; la presenta con las frases 
siguientes:  
 
El método que vamos a seguir es esencialmente un método de análisis 
descriptivo; las teorías matemáticas constituyen para nosotros algo dado, en 
el seno de lo cual nos esforzaremos por desprender la realidad ideal en la que 
esa materia participa. 
 
Está claro, a través de los párrafos anteriores, que Lautman ha comprendido 
bastante bien la concepción estructural de las matemáticas en sentido 
hilbertiano; pues lejos de conducirle a un nominalismo y a un relativismo 
convencionalistas, le conduce por el contrario a una nueva forma, aunque 
sofisticada ⎯de hecho, veremos que “trascendental”⎯, de realismo. Es decir 
que, simpatizando con el formalismo estructural hilbertiano, su concepción se 
opone en particular a las interpretaciones nominalistas, relativistas y 
escépticas del convencionalismo. Este punto es bastante interesante, pero 
delicado; ya que desde la perspectiva de la historia cultural de las ideas, 
Lautman es, junto con Cavaillès, uno de los militantes introductores de la 
axiomática alemana en un contexto francés dominado por los “intuicionismos” 
o “semi-intuicionismos” de Poincaré (1854-1912), de Borel, Baire (1874-
1932) y Lebesgue. Después de todo, fiel a ciertos aspectos del idealismo de su 

                                                           
         352 Lautman (1977), p. 27.  
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maestro Brunschvicg, juega un papel determinante en la formación de lo que 
se convertiría en el espíritu bourbakista. Brunschvicg ve en las matemáticas, 
en principio, la obra de la inteligencia oponiéndose a la materia que la 
sostiene; es una posición bastante matizada pero no muy confortable, pues no 
explica bien ni la actividad ni la resistencia. Parece que, entre las peripecias de 
la invención y las formas del discurso lógico, no encuentra el camino real de 
la inteligencia creadora. Lautman espera, por su parte, encontrar entre estos 
dos límites "una caracterización intrínseca de lo real". 
 
Así, en la página 24, decía:  
 
Ahora bien, lo que las matemáticas esperan del filósofo es que haga aparecer 
una verdad que se revelará en la armonía de sus edificios, y en este dominio, 
como en muchos otros, la búsqueda de nociones primitivas debe ceder el paso 
a un estudio sintético de conjunto. [...]. [Lo que debe conducir a] un estudio 
positivo de la realidad matemática.  
 
Creemos que esta es una de sus preocupaciones más importantes; a lo largo de 
su obra, en concreto en Structure et Existence, tratará de poner en evidencia 
esa armonía del edificio matemático a través del concepto de estructura y 
después, en su Tesis Complementaria ⎯Essai sur l'unité des sciences 
mathématiques dans leur développement actuel⎯, el estudio sintético del 
conjunto de dicho edificio le revelará su unidad. He aquí, de una forma muy 
resumida, la “verdad” que descubre el filósofo Lautman dentro del edificio 
matemático. También se encuentra en la cita anterior otra preocupación no 
menos importante de Lautman: intentar dar una visión sintética de la 
matemática moderna que vaya más allá de una simple discusión de sus 
fundamentos y del estudio de los sistemas lógicos asociados.        
         
El término estructura sabemos que es propio de la arquitectura y también de 
las matemáticas. Y es solamente en estos dos campos donde recibe un sentido 
preciso, desprovisto de toda ambigüedad. En matemáticas aparece asociado 
con la teoría de grupos y es posible que ya estuviera en la base del 
pensamiento de Galois (matemático por el que Lautman se interesará mucho, 
como veremos más adelante). En los alrededores de 1930 los matemáticos 
emplean con frecuencia el término de estructura, principalmente en álgebra y 
comprendiendo el sentido profundo, aunque sin haberlo explicitado todavía 
desde el punto de vista  matemático. Desde entonces, el término “estructura” 
ha conocido en filosofía y ciencias humanas la extraña fortuna que conocemos 
hoy día y el laxismo con el que se ha utilizado hasta llegar a ser fuente de 
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grandes confusiones; pues parece que cada uno posee su propia receta de 
estructura, pero ninguna parece corresponderse con el empleo matemático del 
término. Ciñéndonos aquí a este empleo, algunos análisis de Lautman, como 
por ejemplo, los concernientes a la teoría de Galois o la de cuerpos de clases, 
se pueden considerar como unas sobresalientes iniciaciones.  
 
El principal guía de Lautman en este cometido es David Hilbert. La elección 
es extraordinaria porque Hilbert se interesó por todos los campos 
matemáticos, los enriqueció unos con otros y puso en acción, antes de ser 
verdaderamente explicitado, la matemática como una ciencia de las 
estructuras, que es la que después se ha considerado como “nuestra 
matemática”. Pero Hilbert es además un matemático muy consciente de los 
problemas de las matemáticas y por eso renueva también el estudio de los 
fundamentos, a través de su análisis y del establecimiento del método 
axiomático y la formalización. Se le debe también la noción precisa de 
metamatemática. En Hilbert, Lautman ve a la vez un actor de la unidad de las 
matemáticas y un testigo que no desdeña filosofar. Hilbert le servirá de 
referencia para los problemas de fundamento, que ya han sido analizados de 
manera clara y contundente por Gödel (1906-1978) en su obra anterior a 1937, 
pero también con frecuencia de fuente matemática (ya sea en álgebra o en los 
propios espacios de Hilbert) para saber dónde descubrir los ejemplos 
privilegiados. También aprende Lautman, de su amigo Herbrand, que no hay 
una lógica preestablecida capaz de imponer su ley; es decir, que la lógica no 
tiene el privilegio fundador con respecto a las matemáticas.  
 
Ahora bien, ¿cómo va a llevar a cabo Lautman su propósito sobre la 
matemática? Esencialmente, como ya hemos dicho textualmente, por un 
“método de análisis descriptivo” de las teorías matemáticas consideradas 
como algo dado. Se esforzará en explicitar algunas de las estructuras 
elementales de las matemáticas ya hechas y en analizar cómo se engendran las 
nuevas estructuras (veremos inmediatamente que génesis será un término 
bastante frecuente en Lautman). En la base de su método están las fuentes 
fecundas de insatisfación; es decir, las “oposiciones” que se dan de hecho 
entre “conceptos contrarios”: local y global, propiedades intrínsecas de un ser 
matemático y propiedades inducidas sobre él por inmersión en un ser más 
grande ⎯en realidad, génesis de estructuras por inclusión⎯; pero también 
mediaciones entre finito e infinito, entre discreto y continuo y, distinción más 
filosófica que matemática, entre “perfecto” e “imperfecto”, en referencia a 
Descartes (1596-1650). Entre estos análisis, uno de los más ricos concierne a 
la topología algebraica y sus relaciones con la geometría diferencial; donde 

 228



ilustra a la vez la oposición local-global y los procesos de inmersión. Es casi 
seguro que se trata de la primera vez que un filósofo toma prestada una fuente 
de reflexión de la topología algebraica, en aquel momento en vía de 
constitución. 
 
5.2 Los esquemas de estructura.- Vamos a ver que Lautman, a través de 
sus esquemas de estructura (a los que pondrá unos nombres muy concretos, 
pero que podemos llamar por el momento: la solidaridad del todo y de sus 
partes; la interconexión entre las propiedades de relación y las propiedades 
intrínsecas; la “subida” de lo imperfecto hacia lo absoluto), lo que intenta es 
describir como nadie lo había hecho hasta entonces, y quizá tampoco haya 
tenido continuadores, esa cosmovisión unitaria de las matemáticas; lo que se 
puede comparar perfectamente con la que expresa Platón en su diálogo El 
Timeo353. Esto no tiene nada de descabellado, puesto que es el propio Lautman 
quien aconseja rehacer el famoso diálogo del filósofo ateniense en las últimas 
palabras del debate, al que ya hemos aludido en su biografía, que sostuvo con 
Cavaillès el 4 de Febrero de 1939 en la Sociedad Francesa de Filosofía: “Hay 
que rehacer El Timeo; es decir, mostrar en el seno de las propias Ideas, las 
razones de sus aplicaciones al universo sensible”. Aunque se trata de 
contextos diferentes; pues, en el caso de los esquemas de estructura, Lautman 
se refiere a cómo el Uno y la Diada engendran todo lo demás. Mientras que en 
la Sociedad Francesa de Filosofía, Lautman se refiere a la dialéctica y 
generación de las Ideas.   
 
Para algunos autores, estos esquemas de estructura de Lautman se 
corresponden con concepciones que están muy arraigadas en los desarrollos 
que se hicieron a partir de los años 1950 con Eilenberg, Mac Lane, Lawvere, 
etc., en la teoría de las categorías. Parece ser que en una categoría, todo 
objeto, por definición, no sólo está ligado a su entorno, sino que depende de 
ese entorno; es decir, que existe una constante solidaridad entre el todo y sus 
partes. Pero además también se puede lograr con la teoría de las categorías, en 
buena medida, "demostrar" la unidad de las matemáticas354. Veamos lo que 
nos dice Lautman sobre las parejas de nociones reveladoras de relaciones 
                                                           
          353 Pues sabemos que Platón pretende, en este diálogo, poner en claro la analogía existente entre el 
mundo de las Ideas y este mundo; así como entre este mundo y el hombre. O sea, que describe el “ascenso” de 
un estado caótico y desordenado a un cosmos que es la mejor imagen posible del mundo de las Ideas. 
 
          354 Ver el artículo de Fernando Zalamea titulado “La filosofía de la matemática de Albert Lautman” en 
la revista Mathesis, 10 (1994), pp. 273-289. También el apartado "Visión desde la teoría matemática de 
categorías" de su estudio introductorio a la edición en castellano de la obra de Lautman Ensayos sobre la 
estructura y la unidad de las matemáticas modernas, Siglo del Hombre Editores, Bogotá, 2006.  
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particulares como: lo local y lo global355, propiedades intrínsecas y 
extrínsecas, perfección e imperfección. No podemos olvidar que se trata de 
"su" concepción estructural, la que considera a una teoría matemática acabada 
de una vez por todas. 
 
5.2.1 Lo local y lo global.- Comienza Lautman el primer esquema de 
estructura diciendo:  
 
Uno de los rasgos característicos del desarrollo de las matemáticas desde 
mediados del siglo XIX consiste en que las investigaciones matemáticas más 
diversas se han podido proseguir desde un doble punto de vista, el punto de 
vista local y el punto de vista global. [...]. Esta dualidad de puntos de vista se 
presentó ante los matemáticos, en principio, como una oposición entre dos 
modos de estudio, irreductibles entre sí356.  
 
En otras palabras, la dualidad de lo global y lo local parece oponer dos tipos 
de estudio irreductibles. Se encuentra en el corazón de las dificultades que 
genera la consideración de las relaciones del todo y de las partes. O sea, cómo 
la estructura de un conjunto se refleja en las propiedades de sus partes. Para 
mostrar esto Lautman recurrirá a la teoría de las funciones analíticas, a la 
geometría asociada a la teoría de grupos y a la teoría de las ecuaciones 
diferenciales. 
 
Respecto a la primera teoría opina que la concepción de la función analítica 
según las ideas de Cauchy y de Riemann es una concepción global, o al menos 
regional, a la que se opone la concepción local de Weierstrass. En lo que 
concierne a la geometría y la teoría de grupos opina Lautman que existen unas 
relaciones profundas entre la teoría de la Relatividad, en sus versiones 
restringida y general, con la concepción global del espacio tal como lo define 
F. Klein en su famoso Programa de Erlangen de 1872, y la concepción 
infinitesimal de Riemann desarrollada en la memoria de 1854 Uber die 

                                                           
          355 Quizá no sea solamente una curiosidad lo que vamos a decir. El 13 de Mayo de 1996 en Lyon, 
François Nicolas pronunció una conferencia con el título ¿Qué unidad para la obra musical? con el subtítulo 
Una lectura de Albert Lautman, donde al analizar la etapa moderna de la Forma musical la basa en el 
pensamiento matemático y, más concretamente, examina las contribuciones de Lautman sobre la dialéctica de 
lo local y lo global, así como sobre la teoría de la integración. Y el mismo autor, el 18 de Marzo de 2004, en 
la ENS continúa sacando provecho de la obra de Lautman para su Théorie de l’écoute musicale; una de cuyas 
partes subtitula Penser le temps musical avec Lautman, apoyándose en el artículo de Lautman “Le problème 
du temps” de 1943. Ahora la Forma escuchada es la Forma de un tiempo musical y Nicolas se propone, con la 
ayuda de Lautman, formalizar la audición como un cálculo integral.  
   
          356 Lautman (1977), p. 31. 
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Hypothesen welche der Geometrie zugrunde liegen; pues la característica 
esencial de los espacios de Klein es su homogeneidad, o sea, el grupo opera de 
la misma forma sobre todos los puntos del espacio, mientras que, por el 
contrario, los espacios de Riemann, están desprovistos de toda especie de 
homogeneidad. De esta forma, la distinción que existe entre una geometría de 
Klein y una geometría de Riemann se encuentra entre la teoría de la 
Relatividad restringida y la teoría de la Relatividad generalizada. En otras 
palabras, la Relatividad restringida es de tipo kleiniano porque estudia en el 
Universo de cuatro dimensiones de Minkowski los invariantes del grupo de 
Lorentz; mientras que la Relatividad general es una geometría riemanniana 
donde las gij dependen en cada punto de la distribución de la materia en ese 
punto357. 
 
Si tratáramos de explicar lo anterior con nuestras palabras, diríamos lo 
siguiente: en primer lugar, el paso de una figura local a una figura global se 
puede hacer, por ejemplo, por analiticidad. Así, sabemos que un germen de 
función analítica determina, por desarrollo analítico, la función en todo su 
dominio de existencia. Pero también, el paso de la figura global a la figura 
local puede realizarse gracias a la noción de singularidad; pues una 
singularidad puntual puede ser considerada como una figura global que ha 
sido concentrada en un punto. En segundo lugar, el punto de vista moderno 
sobre el espacio-tiempo es heredero directo de la reforma de la geometría 
tradicional llevada a cabo por el “Programa de Erlangen” de Klein. De esta 
manera nos hemos acostumbrado a considerar una geometría como una 
estructura del espacio que se mantiene invariante por algún grupo determinado 
de transformaciones (proyectivo, afín o euclídeo). Así, el espacio-tiempo 
newtoniano está asociado al llamado “grupo de Galileo” y la reforma 
einsteiniana lo sustituye por el “grupo de Lorentz”. Lo que normalmente se 
llama relatividad restringida es una teoría estructural del espacio-tiempo que 
rige el marco común de todos los fenómenos físicos (por eso se considera 
asociada a la geometría kleiniana o global). Lo que se llama relatividad 
general es, en realidad, la teoría moderna de las interacciones gravitatorias 
(por eso se asocia con la geometría riemanniana o local). La mecánica 
newtoniana es global (pues en ella aparece la “acción a distancia”) y se 
sustituye por una concepción local (aparece la “acción por contacto” a través 
del campo gravitatorio); lo cual afecta al espacio-tiempo. La bella simplicidad 
                                                           
          357 En realidad, las gij tienen dos interpretaciones; por una parte, constituyen la métrica de la superficie 
(son las coordenadas o componentes de dicha métrica) y, por otra parte, describen el campo gravitatorio (por 
eso dependen en cada punto de la distribución de la materia en ese punto). En definitiva, las funciones gij 
describen tanto las condiciones métricas en el continuo espacio-temporal como el campo gravitatorio. 
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de las ecuaciones diferenciales newtonianas instantáneas queda sustituida por 
unos intrincados sistemas de ecuaciones integro-diferenciales, la mayoría de 
las veces imposibles de resolver. En esta dualidad global-local la influencia 
decisiva, la revolución, estuvo a cargo de la idea de campo gravitatorio 
(además de la idea de geometría riemanniana que no cabe en el Programa de 
Erlangen). 
 
Por último trata Lautman los problemas relativos a las condiciones de 
existencia de las ecuaciones diferenciales o de las ecuaciones con derivadas 
parciales358. Hace un recorrido por los trabajos de los analistas del siglo XIX 
donde se establecen, en la mayoría de los casos, algunos teoremas de 
existencia ⎯y eventualmente la unicidad⎯ de la solución de una ecuación 
diferencial o de una ecuación con derivadas parciales definida sobre todo un 
dominio donde se verifica una cierta desigualdad, y esto apoyándose 
únicamente sobre el conocimiento de datos locales, por ejemplo, en un punto 
del origen. En concreto hace alusión Lautman a las condiciones locales, 
llamadas de Cauchy, necesarias para encontrar la solución ⎯en general 
única⎯ de una ecuación diferencial de segundo orden, correspondiente a 
ciertas condiciones iniciales dadas. Para las ecuaciones con derivadas 
parciales de segundo orden, Sophie Kowalevski (1850-1891) estableció un 
teorema análogo al de Cauchy para las ecuaciones diferenciales ordinarias. De 
esta forma se da cuenta Lautman que los analistas del siglo XIX han 
establecido teoremas de existencia locales, mientras que el estudio directo de 
ciertos fenómenos físicos (como todos los relacionados con el famoso 
problema de Dirichlet359) conduce a la consideración de problemas globales; 
es decir, la solución cuya existencia se afirma en el teorema de Kowalevski 
sólo está definida en la vecindad de una cierta superficie S, mientras que en un 
problema de Dirichlet la solución buscada debe definirse y ser regular en todo 
el volumen V cuya frontera es la superficie S. 
 

                                                           
          358 Sabemos que una ecuación diferencial establece una relación entre una función de una sola variable 
y un cierto número de sus derivadas sucesivas, mientras que una ecuación con derivadas parciales establece 
una relación entre una función de varias variables y un cierto número de sus derivadas parciales con respecto 
a todas o varias de esas variables. 
 
          359 En el problema de Dirichlet se trata de demostrar la existencia de una función que satisface en el 
interior de un dominio (o de un volumen V) una cierta ecuación con derivadas parciales ⎯la ecuación de 
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Pues bien, es esta dualidad del estudio local y el estudio global la que lleva a 
Lautman a decir, en la página 39, textualmente:         
 
O bien se parte del conjunto del cual se conoce la estructura y se buscan las 
condiciones que deben satisfacer los elementos para ser elementos de ese 
conjunto, o bien se dan algunos elementos que gozan de ciertas propiedades y 
se trata de leer en estas propiedades locales la estructura del conjunto en el 
cual esos elementos se dejan incluir. 
 
Luego, se ve claramente que Lautman trata de cercar, por dos métodos de 
aproximación, la relación todo-partes. Además subraya la reticencia de los 
filósofos cuando descubren las relaciones "demasiado" armoniosas entre el 
todo y las partes. Veremos, sigue diciendo Lautman, que:  
 
[...] las matemáticas pueden rendir un servicio eminente a la filosofía al 
ofrecerle el ejemplo de armonías interiores cuyos mecanismos satisfacen las 
exigencias lógicas más rigurosas. [...]. Pasaremos revista a tres teorías que 
nos servirán como modelos donde se realiza esta implicación del todo en la 
parte: la geometría diferencial en sus relaciones con la topología, la teoría de 
grupos y la teoría de la representación aproximada de funciones. Estos tres 
ejemplos nos parecen particularmente sugestivos, porque nos permiten llegar 
a una misma conclusión, en lo que concierne a las condiciones que debe 
cumplir la estructura de un ser matemático, a fin de que en el seno de ese ser 
reine una especie de solidaridad orgánica360. 
 
Por eso, a continuación, Lautman se interesa por las nociones de grupo 
fundamental y de revestimiento universal, que están en relación estrecha con 
motivaciones venidas del Análisis. Elige como guías prestigiosos a Heinz 
Hopf (1894-1971) y Hermann Weyl (1885-1955) para los grupos compactos, 
pero sobre todo a Élie Cartan (1869-1951); aborda lo que se conoce en su 
tiempo de la característica de Euler-Poincaré y la fórmula de Gauss-Bonnet, 
vínculo ejemplar (aunque en 1937 era un poco misteriosa) entre geometría 
diferencial local, curvatura y topología; entre local y global. No deja de ser 
importante que en los treinta años siguientes a la primera publicación de los 
ensayos de Lautman, con los espacios fibrados de Hassler Whitney (n. 1907) y 
de Ehresmann, las clases características de Shiing-Shen Chern (n. 1911), el 
isomorfismo de André Weil, el álgebra homológica de Henri Cartan, el 

                                                           
          360 Lautman (1977), p.40. 
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concepto de  campo o cuerpo361 va a ser uno de los grandes centros de interés 
de matemáticos venidos de los horizontes más variados. En él se manifestará 
el “gusto matemático” de Lautman y la “virtud” de sus queridas matemáticas. 
 
Con estos ejemplos Lautman intenta mostrar que:  
 
... es imposible considerar un “todo” matemático como resultado de la 
yuxtaposición de elementos, definidos independientemente de toda 
consideración de conjunto relativo a la estructura del todo en el que se 
integran dichos elementos. Existe tanto un descenso del todo hacia la parte, 
como un ascenso de la parte hacia el todo, y este doble movimiento, 
esclarecido a la luz de la idea de acabamiento, nos ha permitido observar un 
primer aspecto de la organización interna de los seres matemáticos362. 
 
Luego, para Lautman, sobre todo el álgebra moderna muestra cómo las 
propiedades de los "objetos" matemáticos pueden variar con el dominio donde 
se les considere. El rigor de las relaciones lógicas es solidario, en las teorías 
constituidas, de una arquitectura que sólo se puede comprender como 
totalidad. 

                                                           
          361 Un campo es un anillo conmutativo asociativo con elemento unidad, en el cual el conjunto de los 
elementos no nulos no es vacío y forma un grupo respecto a la multiplicación. También pueden caracterizarse 
los campos como anillos conmutativos asociativos no nulos simples con elemento unidad. Ejemplos: el campo 
de los números racionales, el de los números reales, el de los números complejos y los campos finitos o 
campos de Galois. Surgen a mediados del siglo XIX después de la publicación de los trabajos de Galois y 
Lagrange, en teoría de grupos, y de Gauss, en teoría de números. Pero aparecieron explícitamente en las obras 
de L. Kronecker y R. Dedekind. Cuando Dedekind introdujo el concepto de campo, inicialmente lo llamó 
"dominio racional". La teoría de Dedekind fue publicada en las notas y suplementos de la Teoría de números 
de Dirichlet. En estas notas y suplementos Dedekind hizo una aportación notable y desarrolló la teoría de los 
números, la teoría de los ideales y la teoría de los campos finitos. El término campo apareció por primera vez 
en la edición de este libro en 1871.   
                Un cuerpo es un anillo en el cual las ecuaciones ax=b e ya=b; donde “a” es diferente de cero, son 
unívocamente resolubles. Si se trata de un anillo asociativo, basta exigir que exista la unidad “1" y sean 
unívocamente resolubles las ecuaciones ax=1 e  ya=1 para todo “a” distinto de cero. Un cuerpo asociativo 
conmutativo es un campo. Uno de los primeros ejemplos de cuerpo asociativo no conmutativo es el cuerpo de 
los cuaterniones. 
                 Por cierto, sabemos que los cuaterniones se obtienen al agregar a los números reales no una, sino 
tres unidades imaginarias. Constituyen un espacio vectorial euclídeo de dimensión 4, con base canónica 
Bc={1, i, j, k}. También sabemos que su invención por Sir William Rowan Hamilton en 1843 estaba motivada 
por el intento de generalizar los números complejos, pero este intento no arrojó resultados tan valiosos como 
se esperaba; ya que la ausencia de conmutatividad no da la posibilidad de desarrollar la teoría de funciones 
cuaternias (que serían las análogas a las funciones complejas de variable compleja). En comparación con la 
importancia que tienen los números reales y complejos en las matemáticas, el papel de los cuaterniones es 
insignificante, aunque con su ayuda se pueden describir muy bien las rotaciones de los espacios euclídeos 
tridimensional y tetradimensionales. 
        
          362 Lautman (1977), p. 47. 
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Quizá el ejemplo más claro, a nivel elemental, de lo que creemos quiere decir 
Lautman en en el párrafo anterior está en el “paso” de los números naturales a 
los enteros, de los enteros a los racionales, de los racionales a los reales y de 
éstos a los complejos, hasta llegar al teorema final de la aritmética363. Este 
proceso de ascenso y descenso, que aparece en múltiples ocasiones en 
matemáticas, es de una “belleza” indescriptible.  
 
Si retomamos el hilo de lo que decíamos antes de este ejemplo, y teniendo en 
cuenta que Lautman considera una tarea esencial para la filosofía matemática 
el estudio de los enlaces estructurales anteriores, no es extraño que esta 
filosofía le parezca radicalmente diferente de toda la corriente de pensamiento 
logicista que se desarrolló después de que se descubrieran las paradojas de la 
teoría de conjuntos. Desde este momento, dice Lautman, los lógicos han 
pretendido siempre prohibir las definiciones no predicativas; es decir, aquellas 
en las que las propiedades de un elemento se adhieren, solidarias, al conjunto 
al cual pertenece ese elemento364. Por el contrario, Lautman subraya que los 
matemáticos no han aceptado la legitimidad de esta prohibición mostrando, 
con razón, la necesidad de recurrir a veces a propiedades globales del conjunto 
para definir algunos de sus elementos365. No cabe ninguna duda de que 
Lautman con sus ejemplos intenta mostrar la fecundidad de este punto de 
vista, además de poner en evidencia la idea tan querida para él de que "la 
                                                           
          363 El teorema final de la aritmética se debe a Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917) y viene a decir 
que es imposible el desarrollo del concepto de número, generalizando los números complejos en la dirección 
de los cuaterniones. Dicho de otra manera, no existen otras generalizaciones de los números reales más que 
los números complejos y los cuaterniones. El teorema en cuestión dice así: "Todo cuerpo algebraico L que 
contenga como subcuerpo al cuerpo de los números reales R, o bien coincide con el campo R (es decir, es 
isomorfo con el campo de los números reales), o bien es isomorfo al campo C de los números complejos, o 
bien es isomorfo al cuerpo de los cuaterniones".  
Ahora bien, si pasamos de los cuerpos algebraicos a los cuerpos algebraicos topológicos, cosa que es muy 
sencilla ya que basta con añadir a las operaciones algebraicas la operación de paso al límite y que dichas 
operaciones algebraicas sean continuas respecto al paso al límite, nos encontramos con un teorema análogo al 
de Fröbenius que enunciaremos unas líneas más adelante. 
Antes diremos que como R, C y los cuaterniones son espacios vectoriales euclídeos, el paso al límite se 
define a través de la distancia. Pero también se puede definir el paso al límite sin utilizar la distancia, sino 
mediante una topología (definiendo un sistema de abiertos o de entornos del cero). Además, el campo de los 
números reales R, el campo de los números complejos C y el cuerpo de los cuaterniones, son cuerpos conexos 
y localmente compactos, así como completos (toda sucesión de Cauchy converge).  
Después de esto, ya podemos decir que Liev Semiónovich Pontriaguin (1908-1988) demostró en 1931 el 
siguiente teorema; "Todo cuerpo algebraico topológico conexo y localmente compacto es o bien el campo de 
los números reales R, o bien el campo de los números complejos C, o bien el cuerpo de los cuaterniones". 
         
          364 Podíamos aclarar que esto es cierto en el caso de Russell, pero no para los demás lógicos.  
    
          365 Aunque Poincaré y Weyl, que no son “lógicos”, aceptaban la legitimidad de dicha prohibición. 
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verdadera lógica no se encuentra a priori con respecto a las matemáticas, sino 
que la lógica requiere una matemática para existir"366.        
 
5.2.2 Propiedades intrínsecas y propiedades inducidas.- En el segundo 
esquema de estructura, Lautman comienza diciendo que se pueden distinguir 
en un ser geométrico las propiedades intrínsecas; o sea, las que conciernen al 
ser en tanto que es él mismo, independientemente no solamente del espacio en 
el cual está sumergido, sino también de las relaciones que pueda establecer 
con otros "objetos" o "entes". Pero también, por el contrario, "las propiedades 
de relación, extrínsecas, las que traducen, en definitiva, la solidaridad de un 
"ser" con el universo en cuyo seno está sumergido"367. 
 
A continuación, establece Lautman la que a su juicio es una de las diferencias 
esenciales entre las filosofías de la matemática de Leibniz y de Kant: se trata 
de las concepciones opuestas de ambos sobre las propiedades extrínsecas de 
los seres geométricos. Para Lautman esta oposición estaba en su época de 
actualidad con los trabajos que se estaban realizando en geometría diferencial 
y en topología. Según Lautman: 
 
La concepción leibniziana de la mónada, tanto en lo que concierne a la 
geometría como en lo que concierne a la existencia de las cosas creadas, 
descansa sobre la reducción de las relaciones que la mónada sostiene con 
todas las demás mónadas a propiedades internas, envueltas en la esencia de 
la mónada individual368. 
 
Por el contrario, en Kant: 
 
Las posiciones respectivas que ocupan los cuerpos en el espacio, unos en 
relación con otros, no se dejan describir en términos de relaciones mutuas, y 
remiten necesariamente a un sistema de referencia privilegiado y universal, 
aquel que establece en el espacio las distinciones fundamentales de la 
izquierda y la derecha, del arriba y el abajo, del adelante y el atrás del 
cuerpo humano. La distinción de la mano izquierda y de la mano derecha es 
la más importante. Ella impone al espacio una especie de discrepancia 
oblicua, a la que se someten todos los cuerpos del espacio. [...] La 
                                                           
          366 Lautman (1977), p. 48. 
 
          367 Lautman (1977), p. 48. El subrayado es nuestro. 
 
          368 Lautman (1977), p. 49. 
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dependencia de los cuerpos con respecto al espacio ambiente se encuentra así 
estrechamente ligada, en Kant, al hecho de que la razón sólo puede 
caracterizar de manera abstracta las propiedades intrínsecas de los cuerpos 
geométricos, y de que sólo la intuición sensible, referida a la orientación del 
espacio entero, puede aprehender las propiedades que resultan de su posición 
en el espacio369. 
 
He aquí una buena observación de Lautman sobre las apreciaciones de Kant 
respecto a la mano izquierda y la mano derecha, pues, cuando se las examina 
detenidamente, vemos que poseen exactamente las mismas partes, dispuestas 
en cada mano de la misma manera; las dos manos son por lo tanto idénticas y 
semejantes, pero siendo simétricas, sabemos que no pueden superponerse. 
 
Pues bien, teniendo en cuenta lo anterior, Lautman nos recuerda que la 
constitución de una geometría diferencial, por Gauss y Riemann, que estudia 
las propiedades intrínsecas de una variedad, independientemente del espacio 
en el cual esté sumergida, elimina toda referencia a un continente universal o a 
un centro privilegiado de coordenadas. Sabemos que Gauss afronta el caso de 
una superficie real, en dos dimensiones, y define una métrica sobre dicha 
superficie, desde el punto de vista de un observador que está atado a la 
superficie; por lo tanto sin conocimiento de la superficie considerada desde el 
espacio exterior. El punto de vista de Riemann generaliza el punto de vista de 
Gauss a 3 o más dimensiones. Las nociones de distancia, de curvatura, de 
geodésica, tienen un sentido intrínseco.  
 
Ahora bien, una caracterización así (intrínseca) de los seres geométricos no 
deja de tener asociadas algunas dificultades de interpretación filosóficas, 
respecto de las cuales Lautman nos pone en guardia. Por ejemplo, la idea de 
que el espacio de Einstein pueda verse como una variedad riemanniana 
cerrada nos puede evocar a menudo la imagen de una superficie cerrada, que 
la intuición no podría dejar de situar en un espacio infinito tridimensional, y 
fuera de la cual, sin embargo, por una paradoja incomprensible, no podría 
existir materia, o ni siquiera espacio con más de dos dimensiones. La paradoja 
desaparece cuando se entiende que una variedad sobre la que se define una 
métrica no es de ningún modo susceptible de ser comparada intuitivamente 
con una superficie. En otras palabras, las nociones de la geometría diferencial 
intrínseca son puramente intelectuales. Es decir, son una construcción del 
espíritu; salen del espíritu que aborda un ser matemático. Luego, caracterizan 
                                                           
          369 Lautman (1977), pp. 49-50. 
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un modo de exploración matemático de una variedad mediante un caminar 
sobre la variedad que se opone al método extrínseco, donde la variedad se 
sumerge en un espacio euclidiano con un número suficiente de dimensiones. 
Podemos decir que los conceptos utilizados definen como un micro-dominio 
que se va desplazando sobre la superficie como de forma insensible (aquí 
podemos percibir una vez más el parentesco entre global-local e intrínseco-
extrínseco).  
 
Para Lautman esta oposición entre intrínseco y extrínseco es, para las 
matemáticas, una ocasión de acercar dos nociones lógicas opuestas. En 
concreto Lautman utiliza el caso del paralelismo sobre una variedad de 
Riemann, como ejemplo que se puede justificar desde un punto de vista 
extrínseco, en la medida en que dicho paralelismo es ⎯en la teoría de Levi-
Civita explicado por Cartan⎯ "inducido" por el espacio euclídeo de 

2
)1( +nn  

dimensiones, en el cual la variedad está sumergida; o también desde un punto 
de vista puramente intrínseco como lo ha hecho H. Weyl. Pero cuando los dos 
puntos de vista son posibles, no tienden necesariamente a conferir una misma 
conexión a una misma superficie.  
 
La posibilidad de determinar las propiedades de situación (extrínsecas) por las 
propiedades de estructura (intrínsecas) es una interrogante leibniziana que 
expresa bien el término Analysis situs (tan querido por el gran matemático y 
filósofo alemán). 
 
Este espíritu de reducción recibe respuestas aunque jamás sean definitivas. 
Así, por ejemplo, para la banda o la cinta de Möbius370, la orientabilidad o la 
no orientabilidad son propiedades intrínsecas no modificadas por el espacio 
ambiente, pero no lo es el hecho de ser bilátera o unilátera. La banda de 
Ferdinand Möbius (1790-1868) tiene una propiedad interesante: no es 
orientable, no tiene interior y exterior. En otras palabras, sólo tiene una cara. 

                                                           
          370 En el espacio existe otra superficie cerrada que se comporta como la banda de Möbius. Se trata de la 
botella de Klein, una superficie que además de tener una única cara no tiene borde y tampoco tiene interior ni 
exterior; o sea, interior y exterior coinciden. Teóricamente, se puede construir una botella de Klein con dos 
bandas de Möbius, pegando una a otra alrededor de sus bordes. Pero esto es sólo teoría, porque en la práctica 
es imposible llevar a cabo esta construcción en nuestro espacio usual tridimensional: la botella de Klein habita 
en un espacio de cuatro dimensiones. Lo máximo que se puede hacer es construir modelos en cristal o plástico 
en los que se permite que la botella se atraviese a sí misma y así nos dan una idea de cómo sería la botella en 
caso de poder ser construida. Una vez más en la obra de Escher podemos encontrar ejemplos extraordinarios 
de algo que nos enseñan las matemáticas: que el paso de lo local a lo global no siempre es fácil, no siempre es 
único y no siempre es posible, aunque se pueda dibujar. 
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Ahora bien, localmente, la banda de Möbius no se distingue de cualquier otra 
cinta cilíndrica. Sus propiedades y perspectivas locales son completamente 
comunes. Pero es en el paso a lo global donde está la diferencia; es decir, es 
globalmente como distinguimos entre la banda de Möbius y una cinta 
cilíndrica. Para apreciar sus peculiaridades, hemos de abandonar su superficie 
y mirarla desde fuera; por ejemplo, mirarla desde el espacio tridimensional 
euclídeo. Localmente es plana y orientable, mientras que globalmente ni es 
plana (está cerrada en el espacio) ni es orientable (pues tiene una única cara). 
Este ejemplo es particularmente claro y, para Lautman, nos deja ver la 
presencia del interés filosófico de la topología algebraica; pues este mismo 
paso de lo intrínseco hacia lo extrínseco se encuentra en topología 
algebraica371. En resumen, las propiedades intrínsecas dan cuenta de las 
propiedades extrínsecas; luego, a partir de aquí, se pregunta Lautman, ¿no se 
percibe que si queremos concebir lo que es un "ser" matemático, deberemos 
tener en cuenta estas dos nociones?        
  
La respuesta de Lautman a la pregunta de si es posible determinar las 
propiedades de situación por el conocimiento de las propiedades de estructura, 
se encuentra en la página 66:  
 
Las propiedades de situación, reducibles a las propiedades de estructura en el 
caso de dos dimensiones, dejan de serlo en el de tres dimensiones. A este nivel 
de realidad, la distinción de una estética y de una analítica subsiste. 
 
Parece como si la Topología no pudiera desarrollarse más que dando la razón 
a Leibniz, pero a su vez encontrando constantemente hechos que dan la razón 
a Kant y que la obligan así a buscar nuevos métodos.  
 
Si tratáramos nosotros de explicar las citas de Lautman con algún ejemplo más 
asequible o elemental, lo haríamos considerando la recta (o segmento de recta) 
y el círculo (o circunferencia que lo rodea). Sabemos que la recta es 
“invariante por una traslación” y que el círculo es “invariante por una 
rotación”. Esto los hace a ambos “homólogos” y además son las únicas figuras 
del plano que tienen esta característica. Pero la dualidad entre lo recto y lo 
curvo se aclara y se enriquece al considerarla no sólo mediante figuras (la 
recta, el círculo) sino mediante movimientos, respectivamente rectilíneos 
                                                           
          371 En otras palabras, en la topología algebraica las propiedades geométricas de relación se dejan 
expresar de buena gana por propiedades algebraicas intrínsecas. Como Lautman cree que, en su época, el 
mayor éxito de la topología consiste en la teoría de la dualidad, pasa a exponer con mucha claridad cómo los 
teoremas de dualidad en topología, debidos a Poincaré y a James W. Alexander (1888-1971), permiten 
expresar la acción de un poliedro sobre el espacio a partir del solo conocimiento de su estructura. 
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(traslaciones) y circulares (rotaciones). No cabe duda de que estamos 
familiarizados con la recta, por medio de nuestros desplazamientos o de 
nuestra visión, que nos proporciona una comprensión implícita de las 
traslaciones rectilíneas. Pero no ocurre lo mismo con los movimientos 
circulares, que resultan mucho más sorprendentes. El orden en que se realizan 
las rotaciones determina el resultado final; a diferencia de lo que sucede con 
las traslaciones, que pueden  encadenarse en cualquier orden sin que varíe el 
resultado final (estamos hablando en el espacio; es decir, en tres dimensiones). 
Esto se resume en términos matemáticos diciendo: las traslaciones conmutan y 
las  rotaciones no. O sea, que el objeto matemático constituido por el conjunto 
de todas las rotaciones (alrededor de todos los ejes posibles del espacio 
tridimensional y de todos los ángulos posibles), el grupo de las rotaciones, es 
mucho más intrincado que el grupo de las traslaciones. Obviamente en el 
plano no sucede esto; es decir, que tanto el grupo de las rotaciones como el de 
las traslaciones conmutan. Luego, es el hecho de que el grupo de los giros en 
el plano sea conmutativo, mientras que el grupo de los giros en el espacio no 
lo es, lo que hace que se pueda establecer la distinción entre dos y tres 
dimensiones a nivel estético372. 
 
También podíamos aclarar un poco más y mejor los conceptos empleados por 
Lautman de local-global y propiedad intrínseca-propiedad inducida, utilizando 
el mismo ejemplo de la recta y el círculo. Consideremos, pues, un segmento 
de recta y la circunferencia que envuelve a un círculo determinado (por cierto, 
podemos considerar que la circunferencia es un segmento de recta cerrado 
sobre sí mismo, de tal forma que coincidan sus extremos373). Pero esta 
dualidad entre el círculo y la recta presenta algunas dificultades, pues existen 

                                                           
          372 Por cierto, ya hemos dicho en otro lugar que con ayuda de los cuaterniones se pueden describir muy 
bien las rotaciones de los espacios euclídeos tridimensional y tetradimensionales. 
 
          373 Si quisiéramos expresar en una fórmula matemática concreta esto que tenemos entre paréntesis 
escribiríamos: 
                         C = { (x, y) ; x2 + y2 = 1 }  y  C' = (0, 1) / (0 = 1). 
que son dos representaciones del círculo (o, mejor dicho, de la circunferencia que envuelve a un determinado 
círculo). 
La primera describe a C como el conjunto de puntos del plano que satisfacen la ecuación: x2 + y2 =1 
(podíamos decir que se trata de extraer o recortar los puntos del plano que verifican dicha ecuación). La 
segunda describe a C' a partir del segmento (0, 1) donde se identifican los extremos 0 y 1 (podíamos decir que 
se trata de identificar o pegar uno sobre otro los extremos del segmento dado). 
Nos podíamos preguntar cuál de las dos representaciones "es" el círculo. La respuesta es que no hay 
diferencia esencial entre una y otra porque son isomorfas; es decir, se puede pasar fácilmente de la una a la 
otra.  
De una forma más técnica se podría decir que C se describe por límite proyectivo (como núcleo o igualador), 
y C', por límite inductivo (como cociente, conúcleo o coigualador).  
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dos aspectos muy distintos entre sí, que hay que diferenciar y que se pondrán 
mejor en evidencia en situaciones más generales. 
 
El primero es de orden local. Se trata de saber si en un punto dado el espacio 
considerado (ya sea una línea, una superficie o una variedad de dimensión n) 
es recto o curvo. Evidentemente, para poder establecer esa diferencia en un 
lugar dado, sin visualizar el espacio exterior, se requiere cierta sutileza; pues 
sabemos que en el entorno de cualquier punto, se puede “identificar” una 
pequeña porción de una curva con un segmento de recta, siempre que la curva 
sea lo suficientemente regular o suave (léase “diferenciable”). En general, 
podemos distinguir “desde el interior” el carácter curvo o “plano” de una 
variedad de n dimensiones, siempre que n sea mayor que 1; es muy curioso 
que no sea posible establecer esta distinción local entre recto y curvo para el 
círculo y la recta, pero sí lo sea, por ejemplo, en el caso de la esfera y el plano 
(aunque para el cilindro y el plano, a primera vista, tengamos problemas 
puesto que ambos tienen curvatura 0). Luego, el carácter intrínseco de la 
curvatura es una noción poco intuitiva (entre otras razones, porque no es 
válida para el caso elemental n=1). Por lo tanto no es un concepto de sentido 
común, que es extrínseco.  
 
El segundo es básicamente global; pues tiene que ver con el carácter cerrado 
(sobre sí mismo) del círculo y abierto de la recta. La dicotomía curvo-recto y 
la cerrado-abierto no son ni idénticas ni independientes. Podemos concretar 
esto diciendo que las relaciones entre la métrica (que define localmente el 
carácter curvo de un espacio) y la topología (que precisa globalmente su 
carácter cerrado o abierto) son bastante delicadas. La primera restringe, pero  
no determina la segunda y mucho más viceversa. Con un ejemplo sencillo 
veremos mejor la dualidad entre lo curvo y lo plano. Consideremos en un 
plano (que es el arquetipo de espacio abierto) definido un cuadrado. A partir 
de él definimos un nuevo espacio conviniendo que los lados opuestos de dicho 
cuadrado sean idénticos; así nos aparece lo que desde el punto de vista 
matemático se llama un toro. El toro ya no muestra su carácter plano 
intrínseco. De esta forma, se puede definir un espacio plano localmente, pero 
globalmente cerrado sobre sí mismo. Por el contrario, a un espacio sobre el 
que se ha definido una métrica idéntica (localmente) a la de la superficie 
esférica habitual, resulta imposible asignarle una topología que lo convierta en 
un espacio abierto (globalmente). El conocimiento de la curvatura en 
cualquier punto de una superficie, no permite saber si es cerrada o no, pero sí 
reduce la gama de posibilidades. Este conocimiento es local en cada punto, 
pero es global cuando se dispone de él para todos los puntos: ninguna 
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observación local permite saber si la superficie terrestre se extiende hasta el 
infinito o si se cierra sobre sí misma. Preguntarse si el universo es abierto o 
cerrado equivale a preguntarse sobre el carácter circular o lineal de las tres 
dimensiones del espacio374. 
 
5.2.3 El ascenso hacia lo absoluto.- Al hablar del tercer esquema de 
estructura, comienza Lautman así:  
 
Hay en la metafísica cartesiana un proceso dialéctico esencial: el paso de la 
idea de imperfección a la idea de perfección375... 
 
Y, después de analizar el Discurso del Método de Descartes en las partes que 
le interesan, continúa diciendo:  
 
Es posible encontrar en ciertas teorías del álgebra moderna parecidas 
relaciones entre la perfección y la imperfección; nosotros estudiaremos [...] 
la necesidad de esa referencia a un absoluto que se deja percibir en la 
naturaleza imperfecta de ciertos seres matemáticos, así como ese ascenso 
hacia él, en una serie de etapas donde se van borrando ciertas impurezas, 
justo hasta la última donde todo defecto parece eliminado. Este es un modo de 
pensar bien diferente del que se presenta en la aritmética ordinaria; la 
aritmética es, en efecto, el dominio de la recurrencia al infinito, mientras que 
lo que es característico del movimiento de las teorías que nosotros vamos a 
considerar, es la existencia de un fin concebido de antemano como término 
del ascenso. En la teoría de cuerpos de clases, el fin es el cuerpo de clases 
absoluto; en la teoría de la uniformización de las funciones algebraicas o 
analíticas sobre una superficie de Riemann, es la superficie universal de 
recubrimiento376. La armadura lógica de cada una de estas teorías proviene 
de la teoría de ecuaciones algebraicas de Galois, por lo que, aunque algunos 

                                                           
          374 Nos gustaría añadir que Capi Corrales Rodrigáñez en su libro del año 2000 titulado Contando el 
espacio, al que consideramos como una pequeña joya, describe de una manera magistral algunos ejemplos 
muy concretos de estructuras internas y de estructuras externas en matemáticas; así como el paso de lo local a 
lo global en matemáticas. Y todo ello relacionado con la demostración del Último Teorema de Fermat por A. 
Wiles en 1995. 
  
          375 Lautman (1977), p. 66. 
 
          376 Que Dieudonné, en el prefacio al libro de Lautman, precisa que ahora se llama "revestimiento 
universal de una variedad". Por cierto, Dieudonné continúa diciendo que esta idea de la subida hacia el 
absoluto de Lautman, donde éste ve una tendencia general, ha tenido efecto gracias al lenguaje de las 
categorías, una forma aplicable a todas las partes de las matemáticas: es la noción de "functor representable" 
que juega hoy día un papel considerable, tanto en el descubrimiento como en la estructuración de una teoría. 
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autores ya han expuesto su importancia filosófica, nosotros creemos que 
debemos mostrar de nuevo cómo contiene el instrumento matemático esencial 
del paso hacia lo absoluto377. 
 
Lautman trata, con este tercer esquema de estructura, de relacionar de forma 
clara el devenir y lo acabado (en el álgebra moderna) con el ascenso y el 
descenso del entendimiento (analizado por Descartes). En otras palabras, la 
idea filosófica de Descartes, Lautman la aplica sin vacilar a algunas teorías del 
álgebra moderna.  
 
El análisis que hace Lautman de la Teoría de Galois es precioso, centrando su 
interés en la importancia del esquema lógico de dicha teoría. Sabemos que 
partiendo de un cuerpo de números cualesquiera k y de un polinomio f(x) de 
grado n con coeficientes en k, si las raíces de f(x) no pertenecen a k, se pueden 
ir obteniendo distintos cuerpos k(αi) que son extensiones de k. Pues bien, si los 
n cuerpos k(α1),..., k(αn) coinciden, el cuerpo único K así definido contiene 
todas las raíces del polinomio f(x) y se dice de Galois con respecto a k. El 
grado de la extensión K sobre k es igual al grado n del polinomio 
irreducible378 f(x) en k. Se llama grupo de Galois G del polinomio f(x) al que 
está formado por las transformaciones internas (o automorfismos) del cuerpo 
K que dejan fijos a los elementos de k (contenidos todos en K) y que permutan 
entre sí las raíces αi del polinomio f(x). Como a una raíz αi pueden 
corresponderle n raíces conjugadas α1,..., αn, el grupo contiene n sustituciones; 
el orden de ese grupo es igual así al grado del supercuerpo K.  
 
Una vez entendidas estas definiciones, vamos a poder comprender lo que 
Lautman llama la "imperfección" del cuerpo de base con respecto a un 
polinomio dado. Dicha imperfección reside en que se necesita una extensión 
de grado n para pasar del cuerpo k al cuerpo K que contiene todas las raíces 
del polinomio f(x), imperfección que viene medida por el orden del grupo de 
Galois vinculado con la ecuación f(x)=0. Se puede ver cómo, al "ascender" de 
k a K, se van considerando ciertos cuerpos intermedios k' tales que k ⊂ k' ⊂ K 
y cuya "imperfección" disminuye a medida que nos aproximamos a K. En 
efecto, sea k' un tal supercuerpo donde se reduce el grado m (m<n) de K sobre 
k'. El teorema de Galois asocia de manera unívoca a ese cuerpo intermedio un 
                                                           
          377 Lautman (1977), pp. 67-68. 
 
          378 Un polinomio f(x) de grado n con coeficientes en un cuerpo k se dice que es irreducible si es un 
elemento primo del anillo k[x]; es decir, si no se puede expresar en forma del producto f=gh, donde "g" y "h" 
son polinomios con coeficientes en k, distintos de una constante. 
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subgrupo g' del grupo G, definido de la siguiente manera: g' deja invariantes a 
todos los elementos de K que se encuentran en k' y no permuta entre ellos más 
que a aquellos elementos que quedan por integrar. Además, el orden del 
subgrupo es igual al grado m de la extensión que nos debe llevar de k' a K, 
midiendo así lo que queda de imperfección en k'. El "ascenso" de k a k' se 
encuentra acompañado así de un "descenso" en el orden de los grupos que 
están vinculados a esos cuerpos, y, al cuerpo final K, en el cual toda 
imperfección ha desaparecido puesto que contiene todas las raíces de f(x), le 
corresponde el más pequeño subgrupo de G, el grupo unidad I que sólo 
contiene la transformación idéntica379.    
 
Para Lautman, este teorema de "acabamiento" de la teoría de Galois es de una 
riqueza filosófica extraordinaria ya que asocia, a cada etapa en el ascenso de k 
a K, un número que mide la distancia que queda entre la etapa en cuestión y la 
                                                           
          379 No nos resistimos a poner un ejemplo sencillo de lo que acabamos de ver. Se trata de considerar la 
ecuación cuártica: x4-px3+qx2-rx+s=0 que es irreducible sobre Q. Para este caso tenemos la secuencia de 
grupos siguiente: 
G (que coincide con S4) ⊃ G1 (que coincide con A4) ⊃ ⊃ ⊃G2 G3 {I} (que coincide con el grupo 
identidad).   
A la que le corresponde la secuencia de cuerpos: 
Q  K1 ⊂  K2  K3 ⊂  K (el cuerpo, extensión de Q, donde factoriza totalmente el polinomio asociado a la 
ecuación y al que le corresponde el grupo I). Los cuerpos intermedios entre Q y K son los cuerpos asociados, 
siguiendo el orden inverso, a la secuencia de los grupos.  

⊂ ⊂

 
Si concretáramos más y consideráramos el caso particular de la cuártica: x4-2=0, entonces podemos calcular 
los automorfismos y demás. Sabemos que las raíces del polinomio anterior son: 4 2 4 2 4 2 4 2, - , i , -i . Es 

evidente que K=Q( 4 2 , i), y, por tanto, cada uno de los automorfismos del grupo G (grupo de Galois del 
polinomio dado, que, en este caso, es mucho más reducido que el grupo simétrico S4) está determinado por 
sus valores para 4 2 4 2 e i. Las posibilidades son las siguientes: la identidad I (que lleva a ella misma y a i 

también a ella misma), σ (que lleva 4 2 4 2 4 2 4 2y a i la lleva a ella misma), σ2 (que lleva a i a - y a i la 

lleva a ella misma), σ3 (que lleva 4 2 4 2 4 2a -i y a i la lleva a ella misma), τ (que lleva a ella misma y a i 

la lleva a –i), στ (que lleva 4 2 4 2 4 2 4 2y a i la lleva a –i), σ2τ (que lleva a i a - y a i la lleva a –i) y σ3τ 

(que lleva 4 2 4 2a -i y a i la lleva a –i). En definitiva, G, el grupo de Galois del polinomio dado está 
formado por los ocho automorfismos siguientes: {I, σ, σ2, σ3, τ, στ, σ2τ, σ3τ} que satisfacen las relaciones 
σ4=I=τ2 y τστ=σ3. La secuencia de cuerpos sería: Q⊂  Q( 4 2 4 2)  Q(⊂ , i) a la que le correspondería la 
secuencia de grupos: G G1={I, τ} {I}. El cuerpo invariante del subgrupo G1 se calcularía tomando un 
elemento cualquiera ξ∈K, que se expresaría de la forma: ξ=a1+a2

⊃ ⊃
4 2 4 2 4 24 2 )2 +a4 ( )3 +a5 i +a6i +a3 (  

+a7 i ( 4 2 4 2)2 +a8 i ( )3, y obligando a que τξ=ξ. De esta igualdad se deduce que el cuerpo invariante es 

Q( 4 2 4 2). También se podía establecer la secuencia de cuerpos: Q  Q(i)  Q(⊂ ⊂ , i) a la que le 
correspondería la secuencia de grupos: G ⊃ G2={I, σ, σ2, σ3}⊃ {I}. El cuerpo invariante del subgrupo G2 es 
Q(i). Como curiosidad añadiríamos que G coincide con el llamado grupo diédrico D4(uno de los dos únicos 
grupos no abelianos de orden 8 que existen, el otro es el de los octoniones).  
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etapa final. De esta forma, los datos iniciales implican no sólo la existencia del 
fin y de la distancia que lo separa del cuerpo base, sino también el número 
exacto de etapas que hay que ejecutar para alcanzarlo. He aquí, según 
Lautman, los dos momentos esenciales en el paso a lo absoluto de la 
meditación cartesiana: ante todo, la visión del ser perfecto cuya existencia está 
implicada por la del ser imperfecto, y, después, la conciencia de que la 
naturaleza de los procesos a efectuar para acceder a la absoluto está dada, en 
cierta medida, en el ser imperfecto propuesto, cuya estructura da lugar así a un 
modelo acabado donde sus defectos se borran.     
 
Desde este punto de vista afronta Lautman la Teoría de cuerpos de clases 
debida, en gran parte, al genio de Hilbert que presenta de nuevo el caso de una 
subida de un cuerpo a distintos supercuerpos hasta llegar a un ser maximal: el 
cuerpo de clases absoluto, lo que recuerda el problema de la teoría de Galois. 
Según Lautman, el interés de este cuerpo para un filósofo es el de volver a 
encontrar, además de la constatación de esta subida hacia el absoluto, la 
relación significativa entre los elementos de un todo y esta totalidad. Los 
"elementos" de este todo son los "ideales" de un cuerpo de números 
algebraicos. De la teoría entera de Hilbert se desprende el mismo movimiento 
cartesiano que de la teoría de Galois. Por último analiza Lautman la Superficie 
universal de recubrimiento y la Uniformización de las funciones algebraicas 
sobre una superficie de Riemann, problemas donde se evocan no solamente la 
subida hacia el absoluto, sino que además anuncian la transición a la segunda 
parte de Structure et Existence; pues sugieren ya la posibilidad para un 
"objeto" matemático de dar nacimiento a otros "objetos". En otras palabras, 
existe otra perfección: la de ser potencia creadora de otros "objetos".  
 
A nosotros nos interesa destacar la exposición que hace Lautman de la 
superficie de Riemann asociada a una función algebraica dada, pues al hacerlo 
muestra cómo las posibilidades de resolución del problema de la 
uniformización se encuentran ligadas al hecho de que la superficie de 
Riemann contenga elementos para la construcción de una superficie universal 
de recubrimiento. Dada la función algebraica )(zf=ζ  si se toma el plano 
complejo como dominio de existencia de ella, sabemos que se puede ramificar 
en varias ramas alrededor de ciertos puntos. Pues bien, en vez de admitir que 
ramas distintas de ζ desembocan en un mismo punto del plano complejo, 
Riemann imagina una superficie compuesta por pliegues diferentes del plano 
complejo, pegados en cruz a lo largo de los cortes que unen dos a dos los 
puntos de ramificación. Se obtiene así, de manera general, la superficie de 
Riemann de la función algebraica considerada. No cabe duda que, desde el 
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punto de vista de su estructura, esta superficie es mucho más complicada que 
el plano complejo primitivo; pues los cortes que la entallan y el pegamiento 
cruzado de los bordes de cada corte hacen que no sea simplemente conexa. 
Pero estas complicaciones topológicas de las superficies de Riemann se 
compensan por el hecho de que el comportamiento de la función algebraica 
sobre esa superficie se encuentra mucho más próximo de la uniformización 
que sobre el plano complejo. Pues, si no existe todavía una función uniforme 
global, existe ya en cada punto de esa superficie una "uniformización local". 
 
Pero también se puede definir una superficie de Riemann, nos dice Lautman, 
como lo hace Hermann Weyl en su libro Die Idee der Riemannschen Fläche, 
sin tener que proceder a esa superposición complicada de pliegues, y 
remitiéndose sólo a la existencia, en la vecindad de cada punto p0, de una 
uniformizante local t(p), tal que si f(p) es una función analítica regular o 
ramificada en la vecindad de p0, pueda representarse f(p) bajo la forma de una 
serie de potencias en t(p): 
 

[ ] ...)()()( 2
210 +++= ptaptaapf  

 
La superficie de Riemann así constituida, por una yuxtaposición de 
vecindades donde están definidas algunas uniformizantes locales, puede 
compararse, según Weyl, a esas multiplicidades con n dimensiones de la 
geometría diferencial riemanniana, definida por el valor de su ds2 en la 
vecindad infinitesimal de cada punto. Esta comparación solamente es posible, 
comenta Lautman, gracias a la nueva definición de superficie de Riemann 
propuesta por Weyl. Para nosotros Weyl, con esta definición, formuló el 
concepto general de superficie de Riemann abstracta. Además, el propio Weyl 
reconoce que nada en los escritos de Riemann permite suponer que éste 
hubiera establecido un acercamiento entre los espacios que introducía en 
geometría y las superficies que introducía en análisis380. Por otra parte, se 
puede ver una diferencia esencial entre los espacios de Riemann y las 
superficies de Riemann. Los espacios definidos por su ds2 se exploran de 
modo puramente local, mientras que la característica principal de la superficie 
de Riemann de una función algebraica consiste, por el contrario, en poseer esa 
estructura topológica global que le confieren los cortes y los pliegues de los 

                                                           
          380 A pesar de lo cual, los inéditos de Riemann sugieren lo contrario. Ver Riemanniana Selecta, pp. 
CLV, 93-94. En la página 93 y siguientes están los Fragmentos sobre variedades y geometría (1852/53) de 
Erhard Scholz, que en 1982 editó unos manuscritos inéditos de Riemann en un artículo titulado: “Riemanns 
frühe Notizen zun Mannigfaltigkeitsbegriff und zu den Grundlagen der Geometrie”, en Archive for History of 
Exact Sciences 27, pp. 213-232.   
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que hemos hablado, y cuya consideración es esencial para el problema de la 
uniformización. También sabemos que es posible representar de forma 
intuitiva la estructura de la superficie de Riemann de una función algebraica. 
 
De esta forma se demuestra que una tal superficie se puede ver, por 
deformación continua, como la superficie bilateral de un disco hendido con 
huecos. Si el disco tiene p huecos, hay 2p pliegues independientes posibles; es 
decir, 2p curvas cerradas irreducibles entre sí por deformaciones contínuas y 
tales que ninguna divide la superficie en dos regiones distintas. Estos 2p 
pliegues indican el número de clases de caminos cerrados que salen de un 
mismo punto e irreducibles entre sí, que además generan el grupo fundamental 
de la superficie. Llegados aquí, solamente queda demostrar la existencia de 
una uniformizante global sobre esa superficie de Riemann; lo cual constituye 
un teorema de considerable importancia matemática, tanto por la dificultad de 
los medios que Riemann, Poincaré, Hilbert y Koebe y muchos otros tuvieron 
que emplear para demostrarlo, como por la cantidad de nuevos horizontes que 
permitió descubrir. 
 
Pues bien, después de este amplio estudio que realiza Lautman sobre la 
uniformización de las funciones algebraicas, llega a un doble resultado: la 
superficie universal de recubrimiento se presenta, ante todo, con un carácter 
de perfección con respecto a la superficie de Riemann primitiva, puesto que el 
ascenso hacia ella ha hecho que desaparezcan las ramificaciones de la función 
algebraica considerada, aunque se trata solamente de una perfección interna 
que resulta del poder ver una estructura más simple en el dibujo de la 
estructura primitiva; pero otra perfección se manifiesta, se trata de una 
potencia creadora más allá del acabamiento interior, en ese privilegio que 
tienen ciertos dominios para hacer nacer en ellos un mundo nuevo de 
funciones y de integrales.             
 
Finaliza Lautman diciendo textualmente:  
 
Los estudios que hemos hecho [...] nos muestran así la variedad de enlaces 
lógicos que se manifiestan en el seno de las matemáticas. La solidaridad del 
todo y de sus partes, la reducción de las propiedades de relación a 
propiedades intrínsecas, el paso de la imperfección a lo absoluto; he aquí las 
pruebas de organización estructural que confieren a los seres matemáticos un 
movimiento hacia la plenitud, por el que se puede decir que existen. Pero esta 
existencia no se manifiesta solamente en que la estructura de estos seres imita 
las estructuras ideales con las cuales se dejan comparar; resulta que el 
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acabamiento de un ser es, al mismo tiempo, génesis para otros seres, y es ahí, 
en las relaciones lógicas entre la esencia y la existencia, donde se inscribe el 
esquema de nuevas creaciones381. 
 
En este párrafo vemos cómo, para Lautman, la matemática vive gracias a sus 
solidaridades estructurales. Podíamos decir que los seres matemáticos cobran 
vida propia al desgajarse de las estructuras madre. O sea, las estructuras 
inducen a la existencia de seres abstractos en sus dominios. Pero además 
Lautman, al contrario de los filósofos de las matemáticas de esa época que se 
contentan generalmente con una psicología bastante corta, tiene la originalidad 
de ver en la finalización (o "acabamiento") la fuente de un movimiento interno 
a las matemáticas y productor de nuevas teorías. Es este deseo de superación 
de etapas hacia la finalización lo que hace emerger la posibilidad de encontrar 
una relación de implicación entre la estructura y las propiedades de las partes. 
Por eso desarrolla los ejemplos a los que ya hemos aludido de las relaciones 
de la geometría diferencial y la topología en los trabajos de Hopf, la teoría de 
grupos cerrados de Weyl y Cartan y la teoría de la representación aproximada 
de funciones. De esta manera, el análisis de las técnicas de investigación de 
los dominios de la realidad matemática, y el estudio de las diferentes 
aproximaciones a la solución de los problemas, conducen por un movimiento 
necesario al reconocimiento de “temas estructurales” (como la relación del 
todo y de las partes) que desde hace tiempo tiene un valor filosófico en la 
historia de la metafísica, pero que se encuentran reformulados por su inserción 
en las nuevas teorías. Que esto sea a propósito de las relaciones “entre lo 
mismo y lo otro, el todo y la parte” o a propósito “del continuo y del 
discontinuo, de la esencia y de la existencia” (como veremos más adelante), es 
el objetivo de Lautman: mostrar cómo las teorías matemáticas hacen nacer la 
idea de nuevos problemas que no habían sido formulados de forma abstracta 
anteriormente. En otras palabras, en lugar de aplicar la metafísica sobre las 
matemáticas, es más bien la constitución matemática de los problemas la que 
reanima el sentido metafísico de las Ideas haciéndolas así inteligibles. Por eso 
dirá casi al final de Structure et Existence: 
 
La filosofía matemática, tal como nosotros la concebimos, no consiste tanto 
en reconocer un problema lógico de la metafísica clásica en el seno de una 
teoría matemática, como en aprehender globalmente la estructura de esta 

                                                           
          381 Lautman (1977), pp. 81-82. El subrayado es nuestro y haremos referencia a él en la Conclusión de 
nuestro trabajo. 
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teoría, para desprender de allí el problema lógico que se encuentra a la vez 
definido y resuelto por la existencia misma de dicha teoría382.         
 
He aquí una buena declaración de intenciones; que unida a los comentarios a 
los que ya hemos aludido anteriormente de Dieudonné, por poner sólo un 
ejemplo, nos vuelve a recordar, por lo menos, lo desconocida o ignorada (pues 
sería excesivo decir “injustamente valorada”) que ha sido, en general, la 
filosofía matemática desarrollada por Lautman383. 
 
Pero, ¿por qué la realidad ideal obtenida por el análisis descriptivo384 de las 
teorías no es inmediata y enteramente visible en una ciencia? Lautman recurre 
a Brunschvicg y Hilbert. Además, se preocupa, ante todo, por la aparición de 
problemas lógicos nuevos. Pues, aunque muestra un conocimiento profundo 
de las matemáticas del siglo XIX, son sobre todo los progresos más recientes 
los que atraen su atención: en teoría de números algebraica, los inicios de la 
teoría de cuerpos de clases; los trabajos sobre las álgebras no conmutativas; la 
teoría de los espacios de Hilbert y su aplicación a la mecánica cuántica; los 
trabajos de Élie Cartan; así como las investigaciones de su amigo Herbrand y 
de Gödel.  
 
5.3 Los esquemas de génesis.- Podíamos decir que Lautman estudia los 
esquemas de génesis para afrontar el problema de la creación y de la 
conceptualización en matemáticas. La génesis de los objetos matemáticos se 
hace a través de construcciones técnicas que dependen de un alto grado de 
completitud, de saturación y de maximalidad en las estructuras; lo que le lleva 
a ver la incisiva dinámica de la matemática en acción. Veremos que los 
teoremas de existencia en la teoría de funciones algebraicas y en la teoría de 
cuerpos de clases, le sirven a Lautman como ejemplo de sus concepciones. 
Los números o las figuras geométricas tienen así propiedades internas y 
"propiedades de inserción o de situación" que le son conferidas por las 
relaciones con los otros números u otras figuras geométricas. De estos 
teoremas de existencia surge directamente un concepto o un ente matemático a 
partir de la descomposición estructural de un dominio previo. Los esquemas 

                                                           
          382 Lautman (1977), pp. 142-143. 
 
          383 Por otra parte, somos conscientes de que mucha gente que haya comenzado a leer a Lautman puede 
llegar demasiado pronto a la conclusión de que desarrolla un idealismo platónico-hegeliano realmente 
sorprendente; que, sin duda, es muy original pero quizá no sea instructivo. Nosotros recomendaríamos una 
lectura más reposada y completa de su obra. 
   
          384 Aunque, quizá esté lejos de ser descriptivo y sea, en realidad, muy interpretativo.  
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de génesis de Lautman los podemos clasificar en tres grupos: el primero sería 
la existencia de un objeto a través de la descomposición estructural del 
dominio de base (o del ambiente en que nació); el segundo sería la existencia 
de un objeto a través de apropiados “mixtos” y el tercero sería la existencia de 
un objeto a través de la selección de un elemento distinguido en el seno de un 
dominio por sus propiedades excepcionales. De esta manera podíamos decir 
que el programa de Lautman, al menos en Structure et Existence, consistiría 
en una especie de introducción a una teoría general de las relaciones que 
enlace las consideraciones estructurales con las afirmaciones de existencia. 
 
5.3.1 Esencia y existencia.- Así es como llama Lautman a su primer 
esquema de génesis y comienza evocando los problemas de la lógica 
matemática385. Constata, en primer lugar, que en lógica ⎯a la que no concede 
otra cualidad particular que la de ser una rama de las matemáticas⎯ se puede 
tratar de determinar tanto las operaciones a partir del dominio como el 
dominio a partir de las operaciones. Dicho de otra manera, para Lautman en 
lógica se manifiestan las mismas génesis que se observan en otras partes de la 
matemática. Por este motivo, no es extraño que inicie su exposición 
distinguiendo dos periodos en la lógica matemática. Textualmente dirá:  
 
Uno, el periodo ingenuo, que va desde los primeros trabajos de Russell hasta 
1929, fecha en que aparecen los trabajos metamatemáticos de Herbrand y de 
Gödel, que marcan el comienzo del otro periodo, que se podría llamar el 
periodo crítico. El primer periodo es en el que se enfrentan el formalismo y el 
intuicionismo, en discusiones que extienden las provocadas por la teoría de 
conjuntos de Cantor. Los partidarios del infinito actual reclaman el derecho a 
identificar, para un mismo ser matemático, la esencia de ese ser, tal como 
resulta de su definición implícita por un sistema de axiomas no 
contradictorios, con la existencia de ese ser386. Se sabe en cambio qué actitud 
adoptan, con respecto a un ser cuya construcción exigiría un número infinito 
de pasos o un teorema imposible de verificar, aquellos que Poincaré llama los 
pragmatistas387. 
 
                                                           
 
          385 No deja de ser interesante que para todo lo relacionado con los problemas de la lógica matemática 
Lautman nos envíe simplemente a Axiomatique et Formalisme, la Tesis Principal de su amigo Cavaillès.  
 
          386 Es posible que Hilbert no estuviera de acuerdo con esta presentación de su idea. 
 
          387 Lautman (1977), pp. 87-88. Que nosotros llamaríamos constructivistas; a saber, los que adoptan la 
actitud de negar el derecho a introducir tales “seres”. 
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He aquí la forma en que Lautman establece lo que él llama “periodo crítico” 
de la historia de la lógica, por oposición al “periodo ingenuo”. La novedad 
está no solamente al nivel de los resultados sino de las problemáticas; pues, 
por ejemplo, es en el periodo crítico de la lógica, en las investigaciones 
relativas a la no contradicción de la aritmética, donde le parece ver a Lautman 
"cómo se afirma una teoría de las relaciones de la esencia y de la existencia 
tan diferente del logicismo de los formalistas como del constructivismo 
intuicionista”388. Es decir, que Lautman abre la vía a un tipo de realismo 
nuevo al mostrar cómo el problema de las relaciones entre la esencia y la 
existencia, en las teorías matemáticas efectivas, recibe una solución totalmente 
diferente de las del intuicionismo o del formalismo. Puesto que para ello 
recurre a "la idea de la acción organizadora de una estructura sobre los 
elementos de un conjunto", parece lógico llamar o calificar a la posición de 
Lautman como realismo estructural. Está totalmente de acuerdo con Hilbert 
cuando justifica la introducción de elementos transfinitos en matemáticas, 
comparándolos con los elementos ideales introducidos por Kummer en 
álgebra. Al igual que la consideración de los números ideales es indispensable 
para generalizar el teorema de la descomposición en factores primos, la 
consideración de elementos transfinitos es necesaria para generalizar la 
aplicación del tercio excluso.     
 
En la página 92 dirá textualmente Lautman:  
 
Existe una equivalencia, en lo finito, entre la estructura no contradictoria de 
un sistema de axiomas y la existencia de un modelo389 que comprende un 
número de individuos determinado y tal que el sistema sea realizable en ese 
modelo. 
 
En este resultado, que está sacado de la obra lógica de Hilbert-Bernays, 
Lautman ve el germen de toda una nueva teoría de las relaciones entre esencia 
y existencia, a pesar de que parezca tan simple o evidente. Pues las nociones 
de esencia y existencia dejan de ser relativas a los mismos seres matemáticos. 
No se tratará ya de saber si una definición conlleva la existencia, sino de 
buscar si la estructura de un sistema de axiomas puede dar nacimiento a un 
modelo de individuos donde se sostienen las relaciones definidas por los 
axiomas. De esta forma, la esencia considerada sigue siendo la del sistema de 

                                                           
          388 Lautman (1977), p. 89. 
 
          389 Lautman dice campo en lugar de modelo, pero nosotros actualizamos el término. 
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axiomas, pero aquello cuya existencia permite ser afirmada por el estudio 
interno del sistema, son las "interpretaciones" del sistema, o sea, los modelos 
donde los axiomas se realizan. 
 
Para Lautman estas consideraciones se imponen de manera más clara todavía 
cuando se pasa del estudio de la no contradicción al estudio de la completud 
de un sistema de axiomas. Así, recuerda que para Hilbert la completud de un 
sistema es equivalente al hecho de que toda fórmula de la teoría posea la 
propiedad de ser demostrable o la de ser refutable. En cambio, el teorema de 
Gödel sobre la completud del cálculo de predicados establece que toda 
fórmula de dicho cálculo es refutable o realizable en el dominio de los 
números enteros; luego, para el sistema de axiomas considerado (la lógica de 
primer orden), existe una equivalencia entre la propiedad estructural de 
irrefutabilidad (o no contradicción) y la propiedad extensiva390 de realización 
(en un modelo dado). En este punto Lautman hace referencia al teorema 
demostrado por su amigo Herbrand en su Tesis de 1930, que permite deducir 
la irrefutabilidad de una proposición a partir de la existencia de un modelo de 
individuos que realiza a esa proposición. Según Lautman, los modelos que 
considera Herbrand ofrecen una especie de "caso puro de solidaridad entre un 
conjunto de operaciones formales definidas por un conjunto de axiomas y la 
existencia de un dominio donde esas operaciones sean realizables"391.                
 
En la página 96 y siguientes, Lautman aborda el estudio de ejemplos 
puramente matemáticos, donde se ve cómo una estructura da origen a la 
existencia de seres abstractos sobre el dominio que esa estructura define. 
Comienza con Los teoremas de existencia en la teoría de las funciones 
algebraicas; es decir, volviendo a utilizar la teoría de las funciones algebraicas 
de Riemann donde ya hemos visto cómo Riemann asociaba, a una función 
algebraica, una superficie que estaba compuesta por un cierto número de 
pliegues pegados en cruz a lo largo de ciertos cortes, y en la cual en cada 
punto la función es uniformizable localmente. Por deformación continua, 
vimos también que se podía dar a esa superficie de Riemann la forma de un 
disco con dos caras, hendido con huecos, donde el número p de esos huecos es 

                                                           
          390 Para Lautman las investigaciones metamatemáticas se habían encaminado desde dos puntos de vista 
diferentes; uno de ellos empleaba los procedimientos extensivos de la teoría de conjuntos, mientras que el 
otro, más conforme a las direcciones dadas por el propio Hilbert, constituye lo que Hilbert llama la "teoría de 
la prueba" y que Lautman denomina procedimiento estructural. 
   
          391 Lautman (1977), p. 95. Aquí podemos ver cómo Lautman casi nos habla de uno de los principales 
teoremas de la (futura) teoría de modelos: el de completitud. En otras palabras, su primer esquema de génesis 
puede “leerse” en ese teorema importante de la teoría de modelos. 
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un invariante topológico de la superficie, que determina las 2p curvas cerradas 
independientes, en número máximo, que pueden trazarse sobre la superficie 
sin dividirla en dos secciones separadas. El número p define el género de la 
superficie. Pues bien, partiendo de esto, dice Lautman que la idea de Riemann 
no consiste tanto en construir la superficie de Riemann de una función 
algebraica definida por su ecuación algebraica, como en darse una superficie 
arbitraria para investigar después si existe una función algebraica cuya 
superficie de Riemann coincida con la superficie dada. 
 
En definitiva, Lautman llega a la conclusión de que: 
 
El método de Riemann no procede directamente a determinar las funciones 
algebraicas de una superficie, sino a buscar funciones que sean integrales de 
funciones algebraicas. [...] El teorema esencial de Riemann es el siguiente: el 
número de integrales de primera especie linealmente independientes es igual 
al género topológico de la superficie392. 
 
Es aquí donde Lautman ve un enlace de una extraordinaria importancia entre 
la estructura topológica de la superficie y la existencia de las integrales 
abelianas, finitas en todas partes, sobre esa superficie. Por ello entra en un 
estudio bastante detallado de esa génesis de la integral a partir del dominio, 
para mostrar así el momento en el cual, según Lautman, de una forma 
"insensible" se opera el paso de la estructura de la superficie a la existencia de 
integrales finitas en todas partes. El momento preciso de la génesis reside en el 
acto con el cual se confiere a la estructura una doble interpretación: cuando se 
efectúan los recortes que convierten a la superficie en simplemente conexa 
(dichos recortes tienen un valor topológico) y cuando obligan a las variables 
de ciertas expresiones funcionales, digamos que, “a saltar repartiendo ya por 
adelantado las integrales sobre la superficie”. De esta forma, continúa 
Lautman:   
 
El paso de la esencia a la existencia se convierte así en un enlace entre la 
descomposición estructural de un ser y la existencia de otros seres que esa 
descomposición hace nacer393.  
 

                                                           
          392 Lautman (1977), p. 97. 
 
          393 Lautman (1977), p. 99. 
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A continuación, Lautman trata de mostrar que este resultado se encuentra 
también en las teorías algebraicas, donde los problemas de descomposición 
juegan un papel esencial. Por ello prosigue en la página 99 con Los teoremas 
de existencia en la teoría de cuerpos de clases, donde tratará de ver cómo los 
teoremas de existencia de dicha teoría se encuentran estrechamente ligados 
con una descomposición en clases de los ideales contenidos en el cuerpo base 
k. El conjunto de ideales de k forma un grupo respecto a la multiplicación. En 
este grupo se establece una división en clases de la siguiente manera: se 
considera el subgrupo de ideales principales (los generados por los múltiplos 
de números del cuerpo) y se dice que dos ideales pertenecen a la misma clase 
cuando su cociente es un ideal principal. En el grupo de ideales de un cuerpo 
se obtienen así h clases distintas de ideales equivalentes entre sí. Pues bien, 
este número h da lugar a la noción estructural más importante relativa a los 
ideales del cuerpo k; juega en la teoría de cuerpos de clases un papel análogo 
al género p de la teoría de las superficies de Riemann, y, como él, puede ser 
rápidamente interpretado en términos de "objetos" creados394. 
 
Teniendo en cuenta la teoría hilbertiana de los cuerpos de clases cuadráticos, 
que estudia los cuerpos de clases que pueden ser generados, a partir de un 
cuerpo base, cuando se le añade a ese cuerpo base la raíz cuadrada de un 
elemento μ contenido en k. En definitiva, k contiene μ, pero no contiene √μ, y 
se busca en qué condiciones la extensión k (√μ) puede ser un cuerpo de clases 
para un grupo de ideales contenido en k. Y teniendo en cuenta también un 
resultado esencial de la teoría que establece un lazo muy preciso entre el 
número h de las clases de ideales en k y la existencia en k de un número μ tal 
que k (√μ) sea un cuerpo de clases; a saber: se necesita, para que un tal 
número exista, que el número de clases h sea par. A partir de estos resultados, 
Lautman puede establecer una relación entre el número p de la teoría de las 
superficies de Riemann, que se encontraba ligado con la existencia de 
integrales abelianas finitas en todas partes, con el número h, que mide las 
clases de una descomposición interna del cuerpo, cuyas propiedades 
repercuten en la afirmación de la existencia relativa de un número μ, que 
genera un cuerpo de clases cuadrático k (√μ).    
 

                                                           
          394 Somos conscientes de que este análisis de Lautman puede ser tildado como de una especie de 
“análisis fenomenológico” que no analiza críticamente los postulados base de la matemática moderna. Debido 
a esta falta de crítica, lo que dice sobre esencia y existencia se podría considerar por algunos como muy poco 
o nada convincente. 
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De esta forma, Lautman compara una teoría donde la existencia nace del 
recorte de una superficie, con una teoría donde la existencia nace de una 
división en clases de los ideales de un cuerpo. Le parece que las analogías de 
ambas teorías ponen en evidencia una misma concepción de las relaciones 
entre esencia y existencia. Textualmente dirá:  
 
la existencia de un ser emerge de la descomposición estructural de un 
dominio de base395.  
 
Lo que más sorprende a Lautman, cuando trata de vincular esta concepción 
con la distinción metamatemática entre propiedades estructurales y 
propiedades extensivas, es el hecho de que ya desde 1900 Hilbert establecía 
un acercamiento entre las dos teorías matemáticas de las que acabamos de 
hablar. Sabemos que Hilbert decía: "La analogía entre el concepto de género 
de una superficie de Riemann y el número de clases de un cuerpo de números 
salta a la vista. Consideremos, tomando el caso más simple, una superficie de 
Riemann de género p=1 y un cuerpo de números cuyo número de clases sea 
h=2; entonces, a la demostración de la existencia de una integral finita en 
todas partes sobre la superficie corresponde la demostración de la existencia 
de un número α en el cuerpo de números tal que el número √α genere un 
supercuerpo cuadrático no ramificado sobre el cuerpo de base"396 (es decir, un 
cuerpo de clases). Aunque este texto de Hilbert no contenga los términos del 
comentario filosófico que le da Lautman, para éste es evidente que contiene su 
espíritu; pues, del género de la superficie o del número de clases del cuerpo, a 
la existencia de la integral o a la del número α, "sólo hay un paso de un género 
del ser a otro género del ser, y la posibilidad de ese paso resulta del 
descubrimiento de una manera de estructurar un dominio que lo vuelva apto a 
la creación"397.       
 
Termina Lautman el primer esquema de génesis analizando La teoría de 
representación de grupos, que le sirve para mostrar cómo el papel del dominio 
y el papel de los seres creados no dependen de la naturaleza intrínseca de los 
"objetos" matemáticos en cuestión, sino que les son conferidos de acuerdo a 
sus funciones respectivas en un proceso de génesis. 
 
                                                           
          395 Lautman (1977), p. 100. 
 
          396 Hilbert (1990), p. 33. 
 
          397 Lautman (1977), p. 101. 
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Con estos ejemplos que ha estudiado Lautman en este primer esquema de 
génesis, pretende poner de relieve los casos más nítidos donde la estructura de 
un dominio es inmediatamente interpretable en términos de existencia para 
ciertas funciones definidas sobre ese dominio; en concreto, se trata de los 
casos donde esa estructura está caracterizada por un número vinculado con la 
descomposición del dominio de base. Las génesis matemáticas descansan 
sobre el doble sentido de ese número, estructural y creador. De esta forma 
tenemos un medio para distinguir, en las relaciones que sostienen dos géneros 
de "objetos" matemáticos diferentes, aquellos "objetos" que juegan el papel de 
dominio concreto y aquellos que pueden verse concebidos como "objetos" 
abstractos creados sobre ese dominio. Es perfectamente posible que un mismo 
género de "objeto" juegue en un esquema de génesis un papel abstracto con 
respecto a otro concreto de base, y que sea, por el contrario, en otra génesis, el 
sostén concreto de una nueva abstracción. Para Lautman: 
 
El elemento esencial en el paso de la esencia a la existencia no es tanto la 
naturaleza del papel asumido por cada uno de los géneros del ser presentes, 
como la existencia misma del paso entre dos géneros del ser398.     
 
Con esta presentación tan diferente de las cosas con respecto a los hábitos 
clásicos del pensamiento, Lautman se ve obligado a insistir sobre el nuevo 
sentido que reciben aquí, en Structure et Existence, las expresiones de 
concreto y de abstracto. Para Lautman el "grupo abstracto", en el sentido 
matemático del término, al igual que los sistemas de axiomas de la matemática 
formalizada, se encuentran a menudo concebidos como estructuras puramente 
formales, "abstractas" en el sentido de la filosofía clásica del concepto, e 
independientes de sus realizaciones aritméticas o geométricas. Pero, a lo largo 
de Structure et Existence, le parece a Lautman que las estructuras "abstractas" 
en el sentido clásico están tan profundamente comprometidas en la génesis de 
sus realizaciones, que le parece más sensato abandonar toda referencia a una 
ontología en el uso de las expresiones de concreto y abstracto, para no 
designar con esos términos nada más que las estructuras de base y los objetos 
cuya existencia está determinada por esas estructuras. 
 
Esta concepción de las relaciones entre lo concreto y lo abstracto le parece a 
Lautman particularmente apropiada para expresar no sólo la intervención de lo 
concreto en la génesis de lo abstracto, sino también las relaciones de imitación 
                                                           
          398 Lautman (1977), pp. 104-105. Lo que se puede traducir como: siempre que haya un morfismo, se da 
un paso de esencia a existencia.   
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que pueden existir entre la estructura de esa abstracción y aquella de la 
concreción de base. Considera Lautman el ejemplo de ciertos sistemas de 
números hipercomplejos en los que, al igual que para sus representaciones, 
puede definirse un modo de descomposición completo en elementos 
irreducibles. Pues bien, es a través de un teorema esencial de dicha teoría399 
que establece una relación estrecha entre la descomposición completa de 
algunos de esos sistemas hipercomplejos y aquella de todas sus 
representaciones, como Lautman termina el primer esquema de génesis 
diciendo textualmente:      
 
...en ciertos casos, la génesis de lo abstracto a partir de un concreto de base 
se afirma hasta realizar una imitación de estructura entre esos géneros de 
seres que nacen uno de otro400. 
 
Si quisiéramos aclarar todo lo anterior con algún ejemplo de un nivel 
elemental, diríamos lo siguiente: sabemos que partiendo del conjunto de los 
números enteros, a través de una simple relación de equivalencia, podemos 
llegar a los cuerpos finitos o de Galois (los llamados Fp donde p es un número 
primo). Estamos hablando de la “aritmética modular”, que tiene similitudes 
con la aritmética ordinaria pero también tiene diferencias importantes. 
Podemos decir que estos cuerpos finitos son como “modelos reducidos” 
(finitos) del conjunto de los enteros. Estos nuevos números gozan de “casi” 
todas las propiedades de los enteros; pues, por ejemplo, no están “bien 
ordenados” (esto se traduce en que, por ejemplo, el doble de un número no es 
mayor que éste; cosa que sabemos es cierta en la aritmética ordinaria). 
Podíamos establecer una analogía muy interesante, que además enlazaría con 
las situaciones de las que hemos hablado anteriormente, diciendo que los 
números de Fp guardan con los números enteros una relación parecida a la que 
existe entre un círculo y una recta (una vez más el segmento de recta y la 
circunferencia que limita al círculo). Como puede considerarse que la 
circunferencia es un segmento de recta  cerrado sobre sí mismo, de tal forma 
que coincidan sus extremos; es evidente que, al hacer que el final del 
segmento se confunda con su inicio, desaparece el ordenamiento de los puntos 
del segmento401.    

                                                           
          399 Que se puede ver en la página 180 del tomo II de la Moderne Algebra de van der Waerden. 
 
          400 Lautman (1977), p. 105. El subrayado es nuestro para destacar que esto no es tan raro como le puede 
parecer a Lautman, pues ¿cómo podría darse ese tipo de génesis sin imitación? 
 
          401 Podíamos decir que la aritmética modular es más fina que la aritmética convencional. Se produce 
una especie de "revestimiento" de la aritmética ordinaria por una aritmética más sutil, de tal modo que toda 
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O sea, que la aritmética corriente se adapta bien a la geometría de la recta, 
pero no así a la del círculo. Para la geometría de éste, es la aritmética modular 
la que le va “como anillo al dedo”. Existe una extraña diferencia entre las dos 
situaciones geométricas que se desea numerar: la recta y el círculo, en tanto 
que figuras, nos resultan igualmente familiares y nuestra intuición no parece 
establecer una disimetría radical entre ambas (aunque aparezca el opuesto 
finito/infinito y la métrica sea del todo diferente). Sabemos que existen 
infinitas formas de establecer una correspondencia entre los puntos de un 
círculo y los de una recta. La más famosa, la que aparece siempre que se habla 
de esto, no respeta las distancias (es decir, que dos puntos cercanos en el 
círculo pueden estar alejados en la recta o al revés). Pero el círculo, al ser 
cerrado, no puede representarse fielmente mediante una recta, que es abierta 
(por eso a un punto del círculo le corresponden dos “puntos en el infinito” 
sobre la recta). Por un procedimiento análogo, sabemos también que a todo 
punto de la esfera se le puede asignar un punto del plano (es la llamada 
proyección estereográfica que además conserva los ángulos; lo que es muy útil 
para la cartografía, aunque distorsiona bastante las distancias). Ahora se puede 
volver a lo de “local” y “global”,  “abierto” y “cerrado” etc. sobre la recta y el 
círculo (de lo que ya hemos hablado en otro lugar) con lo cual cerraríamos ese 
otro círculo imaginario en el que estamos metidos, tratando de desvelar (con 
ayuda de Lautman) la belleza que existe dentro del edificio de la matemática, 
si lo miramos a través de sus diversas estructuras402.    
 
5.3.2 Los mixtos.- En la página 106 sitúa Lautman el segundo de sus 
esquemas de génesis, cuyo título nos parece claramente platónico (ya que nos 
hace pensar inmediatamente en el famoso diálogo de Platón Filebo). Pues, si 
hay objetos matemáticos creados que proceden directamente del dominio de 
base, como hemos visto en los análisis precedentes, la generación de algunos 
                                                                                                                                                                                 
fórmula verdadera en esta última da una fórmula tradicionalmente verdadera cuando se "deshace el cambio". 
Además, gracias a este revestimiento que se ha construido de forma diferente al cálculo tradicional, se tiene la 
consecuencia de que ciertas identidades clásicas "raras" se pueden explicar fácilmente al perder su carácter 
exótico. Estamos pensando en la función φ de Euler o en el pequeño teorema de Fermat. Por último, si nos 
centramos en F2, las propiedades estructurales del 2∈F2 se remiten en su integridad a las propiedades de la 
paridad; es decir, del 2∈N. Ya que la aritmética de los a+bk con a,b∈N y k=2∈F2 queda reducida a la de los 
pares de naturales (x, y) tales que x-y sea par.  
 
          402 Parece como si Lautman nos quisiera decir que todas las estructuras matemáticas se pueden describir 
como sistemas organizados de instrucciones que solamente nos hablan de cortar y pegar. A este respecto le 
encantaría el teorema del que habla el matemático francés, especialista en teoría de las categorías, René 
Guitart (nacido en 1947) en la página 74 de su libro Evidencia y extrañeza de Amorrortu /editores, Buenos 
Aires, 2003 (el original francés está en PUF, París, 2000). Por cierto, Guitart no menciona a Lautman en 
ningún lugar del libro.   
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objetos necesita de consideraciones intermediarias. Con los mixtos hace 
alusión Lautman a ciertas génesis matemáticas que obedecen a unos esquemas 
más complicados que los vistos hasta ahora; en concreto, en estos esquemas, 
el paso de un género a otro necesita de intermediarios (mixtos) entre el 
dominio y el "objeto" buscado. El papel mediador de estos mixtos se deriva de 
una estructura que imita aún aquella del dominio sobre el que se superponen, 
mientras que sus elementos son ya del género de los objetos que nacerán sobre 
ese dominio.     
 
Para Lautman las matemáticas, queriendo adaptar entre sí realidades 
radicalmente heterogéneas, encuentran en su desarrollo propio la necesidad 
lógica de una mediación comparable con la del esquematismo de la Analítica 
Trascendental de Kant, que sabemos es un intermediario entre la categoría y la 
intuición. Lautman ve en el texto donde Kant define el esquematismo como 
una especie de teoría general de los mixtos que le servirá para aplicarla a sus 
necesidades de la filosofía matemática. Aplicando estas ideas a las teorías 
matemáticas, Lautman dirá textualmente: 
 
Los mixtos de las teorías matemáticas aseguran el paso de un dominio de 
base a la existencia de seres creados sobre ese dominio gracias al hecho de 
una dualidad interna similar403.   
 
Comienza Lautman considerando la teoría de modelos en lógica matemática y 
las investigaciones de su amigo Herbrand en la materia, sobre la forma en que 
los modelos metamatemáticos son intermediarios entre los signos de las 
fórmulas y los modelos matemáticos de sus valores efectivos. Vuelve a 
recordarnos Lautman con esto el paso del punto de vista extensivo de la 
realización al punto de vista estructural (sintáctico) de la irrefutabilidad. La 
intención de Herbrand consistía en reducir toda proposición aritmética, 
cualquiera que sea la extensión del dominio de definición de las variables, a 
una disyunción finita de términos, que no contengan ya variables y cuyo 
examen permita decidir así, como en el caso de los modelos matemáticos 
finitos, si esa disyunción es una identidad lógica. De esta manera, para una 
variable susceptible de tomar una infinidad de valores matemáticos, Herbrand 
debía encontrar una manera de definir un número finito de valores 
metamatemáticos, que simbolizan así la existencia de esa infinidad tan difícil 
de manejar. Veamos un bosquejo (ligeramente modernizado) de la noción 
finitista de modelo de Herbrand. 
                                                           
          403 Lautman (1977), p. 107. 
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Por ejemplo, para la variable "y" interviniendo bajo la forma "particular" (∃y), 
ese "y" puede ser igual a cualquier término de un conjunto infinito404. Sin 
embargo, Herbrand sólo considera como dominio de valores de esa variable a 
un modelo C1 compuesto por un solo elemento a1. Sea ahora la variable "z" 
interviniendo bajo la forma "general" (∀z), Herbrand asocia a esta variable 
general una cierta función indicial fz que tiene como argumentos a las 
variables restringidas que preceden a la variable general en cuestión; los 
valores de esta función indicial se sitúan en un modelo C2 que no contiene más 
que el número de elementos necesarios para que todas las funciones 
elementales (funciones descriptivas dadas en la fórmula y funciones 
indiciales) hagan corresponder, a los diferentes valores a1, a2, ..., an de C1, 
valores diferentes an+1, an+2, an+3, ... en el modelo C2. Si se considera ahora la 
sucesión de signos de variables: (∃y)(∀z), y si a1 es el valor de (∃y), a "z" le 
corresponde la función fz(y) a la que por convención se le da como valor el 
elemento a2 de un modelo C2; a2 representa el "valor" de "z" para el valor a1 de 
"y". Se construye así por recurrencia una serie finita de modelos de orden 
creciente, tal que cada uno contiene los valores de las funciones descriptivas y 
de las funciones indiciales con argumentos tomados en los modelos de orden 
inferior, y cuyo valor no haya sido aún determinado. Los elementos de esos 
modelos se encuentran por lo tanto en estrecha correspondencia con los signos 
de las variables de las fórmulas; constituyen más bien un sistema de nuevos 
signos, que se sustituyen a los primeros, en vez de un conjunto de valores 
verdaderos para las variables designadas por esos signos. Por otro lado, 
poseen una naturaleza de modelos, independientes de la fórmula que realizan, 
y presentan justamente así un primer aspecto de mixtos, como intermediarios 
entre los signos formales y sus valores matemáticos efectivos. Opina Lautman 
que de este primer carácter se puede extraer un segundo carácter, 
infinitamente precioso para la concepción general de los mixtos en 
matemáticas. Intermediarios entre los signos y sus valores, estos modelos, por 
una parte, son homogéneos con la discontinuidad finita de los signos, ya que a 
un signo de variable “y” no corresponde más que un valor a1, y, por otra parte, 
simbolizan una multiplicidad405 de valores matemáticos, ya que la letra a1 
representa cualquier valor matemático eventual de la variable "y" cuando 
interviene bajo la forma particular (∃y). Entonces, según Lautman, con estos 
                                                           
          404 Luego, “y” es la variable, que en la fórmula completa queda ligada por el cuantificador y. ∃

   
          405 Se podía tener la “tentación” de poner infinidad en lugar de multiplicidad, pero fácilmente se puede 
dar el caso que sólo pueda haber finitos a1 que satisfagan las condiciones. 
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modelos se produce una mediación de lo finito a lo infinito, mediación que en 
los casos tratados por Herbrand406 permite dominar el infinito. Pues bien, he 
aquí el papel que reconocerá Lautman a los mixtos que va a considerar407.                        
 
Continúa Lautman en la página 109 con El espacio de Hilbert porque le 
permitirá ver en él cómo entre la continuidad de un dominio de base y la 
discontinuidad de las soluciones de ciertas expresiones definidas sobre el 
dominio, se interpone un mixto que participa del continuo por el origen y la 
topología de sus elementos, del discontinuo por sus propiedades estructurales, 
y que permite la relación del uno con el otro.  
 
En estas páginas, de la 109 a la 117, dedicadas al estudio del espacio de 
Hilbert, destaca la idea central que guiaba a Hilbert en su teoría general de las 
ecuaciones integrales lineales: construir sobre el dominio 0<s<1 un espacio de 
funciones que goce de características globales con las que, gracias a una 
descomposición apropiada del espacio, se pueda distinguir en él un sistema de 
funciones de base que sean al mismo tiempo funciones propias de la ecuación 
propuesta. Como sistema de base para las funciones del espacio funcional, 
esas funciones están ligadas a la estructura de ese espacio; como funciones 
propias de la ecuación propuesta, se desprenden del conjunto de las demás 
funciones del espacio, para aparecer con su nuevo sentido de soluciones.  
 
Para Lautman quizá no exista un caso más nítido en el que la descomposición 
estructural de un espacio sea equivalente a la afirmación de existencia de las 
funciones buscadas. El espacio funcional de esta teoría se presta a semejante 
génesis porque, por una parte, está dotado con una topología y, por otra parte, 
sus elementos son ya homogéneos con las soluciones buscadas, que se 
encuentran así comprendidas en ese espacio, incluso antes de ser allí 

                                                           
          406 Estos casos tratados por Herbrand tienen que ver con lo que se llama "Eliminación de 
cuantificadores" en la flamante y famosa Teoría de Modelos, rama de la Lógica matemática que se ocupa de 
las relaciones entre las estructuras matemáticas y los lenguajes formales. Aunque las raíces de la Teoría de 
Modelos están en los teoremas de Löwenheim-Skolem de1915 y 1919 respectivamente, el programa de 
investigación no comienza hasta los años treinta (por eso Cavaillès y Lautman ya conocen algunos de sus 
resultados, pero con la nomenclatura de la época) y no se consolida como disciplina independiente hasta los 
años cincuenta. El propio nombre de Teoría de Modelos fue utilizado por primera vez, en 1954, por Tarski 
que se puede considerar el gran impulsor de dicha teoría al precisar y definir los conceptos semánticos de 
"verdad" y "consecuencia". Otros pioneros en el estudio de esta disciplina, además de los ya mencionados, 
fueron Gödel, Herbrand, Presburger, Henkin y sobre todo A. Robinson que, además de remodelar el programa 
de Tarski, creó el llamado Análisis no estándar. 
    
          407 Nosotros diríamos que en la visión moderna del teorema de Löwenheim-Skolem, a través de la 
Teoría de Modelos, la prueba de dicho teorema procede a través de un ‘mixto’ crucial en dicha Teoría: el 
teorema de compacidad.   
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reconocidas. Lautman estudia primero algunos esquemas de génesis en el 
espacio de Hilbert entendido como espacio vectorial, para después ver la 
aplicación de los resultados obtenidos a los espacios funcionales de la teoría 
de ecuaciones integrales. Sabemos que Hilbert extendió los resultados 
obtenidos por Hermite en el caso de una variedad con "n" dimensiones al 
espacio H con una infinidad de dimensiones. Este espacio H se descompone 
en una suma de subespacios que son dos a dos ortogonales H1, H2, ... donde 
cada uno de estos subespacios está generado por los vectores propios que 
corresponden a un valor propio αi.  
 
Pues bien, estas consideraciones se pueden aplicar inmediatamente al espacio 
funcional de la teoría de ecuaciones integrales. Sabemos que el espacio de las 
funciones de cuadrado integrable, según los trabajos de Riesz y de Fischer, es 
isomorfo al espacio de Hilbert. Pero además, para Lautman el espacio de 
Hilbert tiene un valor añadido por sus aplicaciones a la nueva física: la 
mecánica cuántica. 
 
De estas investigaciones Lautman deduce que esa oposición que ha existido a 
menudo entre la física de lo continuo y la física de lo discontinuo, en realidad, 
no es un problema de física, sino que está en un nivel más alto: en el de las 
matemáticas. Así, el continuo sería el dominio de variación de la variable y lo 
discontinuo (en este caso, no en general) serían las soluciones, y sería 
precisamente el espacio de Hilbert el que haría de mixto, ya que es 
homogéneo con el continuo por la naturaleza y la topología de sus elementos, 
y con lo discontinuo por sus descomposiciones estructurales.  
 
Para estudiar otro ejemplo de mixtos, igualmente intermediarios entre un 
dominio base y una función buscada, recurre a Las familias normales de 
funciones analíticas. Se trata de familias de funciones estudiadas por P. 
Montel (1876-1975) que, para Lautman, también realizan una función 
mediadora. Montel trata de demostrar que todo dominio D simplemente 
conexo en el plano de la variable compleja Z puede ser representado de 
manera conforme sobre un círculo d en el plano de la variable compleja z, 
cuando la frontera del dominio no se reduce a un punto. El dominio de base, 
en el sentido de los esquemas de génesis de Lautman, es D y la función 
buscada es z=G(Z) que asegura la representación conforme del dominio sobre 
el círculo y a la cual corresponde una función inversa Z=f(z) que asegura la 
representación conforme del círculo sobre el dominio. Se recubre el plano Z 
con una cuadrícula formada por cuadrados de lado igual a 1; se consideran 
todos los cuadrados completamente interiores al dominio; éstos forman un 
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dominio simplemente conexo D0 cuya frontera es un polígono rectilíneo. Se 
considera después una cuadrícula de lado 

2
1  obtenida al conservar las 

fronteras de la cuadrícula precedente, lo que permite definir del mismo modo 
un dominio D1 que contiene todos los puntos de D0. Con la cuadrícula de lado 

n2
1  se obtiene del mismo modo un dominio Dn. De esta forma, el dominio D 

se deja estructurar por una infinidad creciente de dominios limitados por 
polígonos rectilíneos: D0, D1, …, Dn, … Existen las funciones Z0=f0(z), 
Z1=f1(z), …, que aseguran la representación conforme del círculo d sobre cada 
uno de los dominios Dn así definidos. Las funciones fn(z) constituyen una 
familia normal en D. Montel demuestra que se puede extraer de esa familia 
una sucesión parcial que converge uniformemente en cada dominio Dn de la 
infinidad creciente de dominios limitados por polígonos rectilíneos Do, D1, ..., 
Dn, ... en que se deja estructurar el dominio de base D. De esta forma, dice 
Lautman, se puede ver cómo la descomposición estructural de D se puede 
interpretar en términos de existencia, pero no del ser buscado sino de un 
mixto, y cómo de la estructura de ese mixto resulta la existencia de ese ser 
buscado. Ahora bien, el esquema de génesis aquí es ligeramente diferente al 
caso del espacio de Hilbert, porque aunque la familia normal procede de una 
especie de descomposición del dominio base, la función límite no está ya 
ligada con un modo de descomposición del mixto: resulta de una selección, en 
el seno de la familia normal, permitida por la propiedad de convergencia de 
las sucesiones infinitas parciales. Finaliza Lautman el segundo esquema de 
génesis diciendo:  
 
El problema de los mixtos en matemáticas se divide, por lo tanto, en un 
problema de imitación, en el cual el mixto imita una estructura de un dominio, 
y un problema de selección. Los mixtos se sitúan así entre dos realidades de 
cuyas respectivas naturalezas participan408. 
 
En otras palabras, ya sea en una colección de estructuras como los modelos 
ascendentes de Herbrand, en una estructura (en el sentido de Bourbaki) dada 
como el espacio de Hilbert o en una familia de funciones como las familias 
normales de Montel, los mixtos, por un lado, imitan la estructura de los 
dominios subyacentes, y por otro lado, sirven de bloques parciales para la 
estructuración de los dominios superiores.  
 
                                                           
          408 Lautman (1977), p. 121. 
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Que existen mixtos (o mixturas) en matemáticas es evidente; basta con 
nombrar la geometría analítica, la topología algebraica, la geometría 
diferencial, la geometría algebraica, la teoría analítica de números, etc. que en 
un principio parece claro que no se trata del mismo tipo de mixtos de los que 
habla Lautman, pero si profundizamos un poco más podíamos decir lo que 
sigue. De la geometría analítica de Descartes a la teoría analítica de los 
números o al álgebra lineal o a la geometría aritmética actual409, etc. el 
matemático está habituado a estos matrimonios o mixturas de disciplinas que 
se establecen sobre el descubrimiento de correspondencias y sobre la 
búsqueda de los llamados teoremas de representación. Ahora bien, el hecho de 
que sea Lautman el filósofo de la matemática moderna que los ha estudiado de 
una forma tan certera, le haría merecedor a ser mucho más conocido de lo que 
realmente es. Ya hemos dicho en la Introducción a nuestro trabajo que éste es 
uno de nuestros objetivos. Nosotros diríamos que sin los "mixtos" de los que 
habla Lautman, la matemática contemporánea sería impensable. Un ejemplo 
más es la prueba del Teorema de Fermat por A. Wiles, puesto que dicho 
resultado sólo se entiende como un esfuerzo complejo donde han intervenido 
toda clase de mixtos matemáticos: sabemos que comenzó como un simple 
problema de teoría de números, aunque su solución final pasa por problemas 
sobre curvas elípticas y formas modulares que se resolvió gracias a 
complejísimos enlaces con geometría algebraica y variable compleja, 
alrededor de las funciones zeta y sus representaciones de Galois.  
 
Por último, si quisiéramos aclarar con algunos ejemplos elementales este 
apartado tan importante de los mixtos diríamos lo siguiente. Quizá el ejemplo 
capital de mixto se encuentre en los números reales, al que podemos 
considerar el “mixto madre” de lo numérico discontinuo y lo geométrico 
continuo. La doble aproximación al conjunto ordenado y continuo de los 
números reales hecha por Cantor y Dedekind (el primero por las “sucesiones 
fundamentales” y el segundo por las “cortaduras”), nos indica que existe una 
dualidad o mixtura en dicho conjunto. Tanto es así que se puede considerar al 
conjunto de los números reales como soporte de dos estructuras: una, 
algebraica, la de cuerpo; otra topológica, definiendo la propiedad de 
continuidad y dando de esta forma asiento a la teoría de las funciones reales de 
variable real. Sabemos que el hecho de que estas estructuras coexistan y sean 
compatibles tuvo una solución algebraica con la constitución del “álgebra real 
abstracta” (o “teoría de los cuerpos reales”) por parte de Artin y Schreier.  
                                                           
          409 Como los trabajos de A. Weil y de A. Grothendieck que exploran las analogías entre las curvas 
correspondientes a las funciones polinómicas y la estructura del anillo Z. 
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Un segundo ejemplo elemental de mixto, para nosotros, estaría en la propia 
noción de conjunto tal como la define Cantor (tan admirado por Lautman) por 
primera vez en una nota (la nº1) al comienzo de sus Fundamentos para una 
teoría general de conjuntos de 1883 donde Cantor establece una correlación 
entre la tensión múltiple-uno y la tensión indeterminado-determinado que ya 
se encuentra en la Idea platónica410. Dicho de otra manera, podemos 
considerar a la noción primitiva de conjunto definida por Cantor como el 
mixto indispensable para pasar de lo finito a lo infinito, de lo determinado a lo 
indeterminado. No nos resistimos a poner un tercer ejemplo elemental de 
mixto, más cercano a la matemática moderna y al que consideramos una de las 
estructuras más importantes en matemáticas; se trata de la noción de espacio 
de Hilbert que podemos interpretar como paso (o generalización) del espacio 
n-dimensional al de infinitas dimensiones. Es decir, nosotros consideramos al 
espacio de Hilbert, a nivel elemental, como el mixto (o intermediario) 
necesario para generalizar el espacio euclídeo a infinitas dimensiones. Para 
terminar, puesto que la propia matemática se puede disociar en pura (como 
ciencia formal) y aplicada (como ciencia de lo real) a través del método 
axiomático que opera como una mixtura entre ambas (también hemos visto 
que en los ejemplos de Lautman las axiomatizaciones están subyacentes), 
podemos considerar al método axiomático como ejemplo de mixto. Casi sin 
pretenderlo hemos reunido en estos ejemplos a Platón, Cantor y Hilbert (éste 
por partida doble: en el espacio que lleva su nombre y en el método 
axiomático) que fueron muy importantes en la obra de Lautman.                
 
5.3.3 Del carácter excepcional de la existencia.- El tercer y último 
esquema de génesis de Lautman tiene por objeto plantear un nuevo modo de 
relación entre la estructura y la existencia. En la mayoría de los problemas 
estudiados en los esquemas de génesis anteriores, el paso de la estructura del 
dominio a la existencia de los objetos definidos sobre él resulta de una 
descomposición estructural del dominio, interpretable en términos de 
existencia con respecto a otros objetos, aquellos que son creados sobre dicho 
dominio. Veremos que en este esquema de génesis aparece muy clara la 
íntima relación, en el pensamiento de Lautman, entre la cultura filosófica y la 
cultura matemática. Podíamos decir que en este esquema de génesis vamos a 
ver la existencia de un objeto a través de la adecuada filtración de una ‘idea’. 
Comienza Lautman analizando las propiedades excepcionales que caracterizan 
la existencia del ser buscado en los problemas de máximos o de mínimos, que 

                                                           
          410 Cantor (2006), p. 85 y p. 137. 
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ya interesaron a Leibniz y Euler, en las aplicaciones del cálculo de variaciones 
tanto a las matemáticas como a la física. De todas formas, Lautman se limitará 
aquí exclusivamente a las matemáticas; así, en las páginas 122-123 escribe:  
 
[En este capítulo] quisiéramos mostrar que, en la determinación de la 
existencia de un ser matemático por consideraciones de extremos, se realiza 
el esquema lógico de una nueva solución al problema del paso de la esencia a 
la existencia, donde, como en los esquemas de los capítulos precedentes, la 
esencia y la existencia abarcan a seres matemáticos distintos. Cuando se 
determina un ser por las propiedades de máximo o de mínimo, se le debe 
considerar como sumergido en el seno de un conjunto y debe mostrarse luego 
que la estructura del conjunto permite allí distinguir al ser buscado. 
 
Dicho de otra manera, en la medida en que las propiedades que hacen posible 
la selección son propiedades de máximo o de mínimo, éstas confieren al "ser" 
obtenido una ventaja de sencillez y una especie de apariencia de finalidad, 
pero esta apariencia desaparece cuando se observa que lo que asegura el paso 
a la existencia, no es el hecho de que las propiedades en cuestión sean 
propiedades de extremos, sino el que la selección que determinan está 
implicada por la estructura del conjunto considerado. 
 
Por otra parte, intentará Lautman hacernos ver que existen otras propiedades 
excepcionales, muy diferentes de las propiedades de extremos y que permiten 
igualmente distinguir un "ser" en el seno de un conjunto; en todos los casos se 
concentrará en mostrar cómo la estructura del conjunto ya estaba preparada 
para poner en evidencia al elemento distinguido. Como el problema lógico411 
que domina entonces a esas teorías es el de los enlaces que hay que establecer 
entre la estructura de un dominio y la existencia de objetos definidos sobre ese 
dominio, será esencial para Lautman el poder observar en las matemáticas 
diferentes soluciones a ese mismo problema. Por ello dirá textualmente: 
 
Una de las tesis esenciales de este trabajo afirma en efecto la necesidad de 
separar la concepción supra-matemática del problema de los enlaces que 
ciertas nociones sostienen entre sí, y el descubrimiento matemático de esos 
enlaces efectivos en el seno de una teoría412.     
 
                                                           
          411 Somos conscientes de la ambigüedad con la que utiliza Lautman el término “lógico/lógica”; pues, en 
sentido clásico, lógica equivale a teoría de relaciones deductivas. O lo que es lo mismo, lógica es la teoría de 
la inferencia y la argumentación (donde el ejemplo–tipo de inferencia es el razonamiento deductivo).   
 
          412 Lautman (1977), p. 123.  
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Con esto quiere decir Lautman que aunque los esquemas de génesis por 
selección son muy distintos de los esquemas de génesis por descomposición, 
sin embargo, unos y otros operan el paso de la esencia del dominio a la 
existencia de nuevos “seres” (que en muchos casos son “funciones”) definidos 
sobre dicho dominio. 
 
A continuación pasa a analizar Lautman el problema de Dirichlet y el 
problema de los valores propios de un operador en el espacio de Hilbert. 
Dados un dominio D y una función continua sobre la frontera de D, el 
problema de Dirichlet consiste en demostrar que existe una función V 
continua en D, así como sus derivadas parciales de los dos primeros órdenes, 
que tome sobre la frontera de D ciertos valores dados y que satisfaga la 

ecuación de Laplace 02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

y
V

x
V . Riemann había utilizado el hecho de que 

una tal función minimiza la expresión: 
 

dxdy
y
U

x
UUI

D
∫∫ ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=
22

)( , 

 
para afirmar la existencia de esa función, admitiendo sin demostración que la 
integral I(U) alcanza efectivamente un mínimo. Pero Weierstrass demostró 
que no era evidente el que una expresión dada pudiera alcanzar su mínimo, de 
tal manera que, aunque cuando existe la función buscada ésta goza de la 
propiedad minimal, el hecho de poder gozar de la propiedad no es suficiente 
para asegurar su existencia. Debido a este contratiempo hubo que recurrir a 
otros procedimientos. El principio del método descubierto por Hilbert consiste 
en interponer entre el dominio D y la solución V una familia de funciones 
compacta, que juega de nuevo aquí el papel de un mixto o intermediario entre 
la estructura del dominio y la existencia de la función413. 
 
Pues bien, algunas consideraciones análogas se desprenden según Lautman del 
estudio de los valores propios de un operador en el espacio de Hilbert, donde 
uno de los métodos de determinación de dichos valores propios se llama de 
máximos. Aquí el esquema de génesis opera el paso de la esencia del dominio 
a la existencia del máximo.  En la página 126 dirá textualmente:  

                                                           
          413 Una familia de funciones holomorfas y acotadas en su conjunto en un dominio D es compacta, si de 
toda sucesión infinita de esa familia se puede extraer una sucesión parcial que converja uniformemente hacia 
una función límite en cada dominio interior de D. 
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El valor extremo sólo aparece debido a que la estructura del dominio se 
adapta para ponerlo en evidencia, y el esquema de génesis opera entonces, de 
nuevo, el paso de la esencia del dominio a la existencia del máximo.  
 
A continuación analiza Lautman Los métodos de Poincaré sobre las 
soluciones de las ecuaciones diferenciales en relación con un problema del 
cálculo de variaciones (lo que está de actualidad hoy día con los métodos para 
las ecuaciones no lineales y los fenómenos caóticos). Lautman intenta mostrar 
que los nuevos métodos utilizados por Poincaré le condujeron a determinar la 
existencia de ciertas soluciones gracias a sus propiedades excepcionales. 
Algunos matemáticos antes de Poincaré, en vez de estudiar la manera de ser 
de las integrales (o soluciones) de las ecuaciones diferenciales o de las 
ecuaciones con derivadas parciales para todos los valores de la variable (es 
decir, en todo el plano) se ocuparon primero de determinar las propiedades de 
las integrales en la vecindad de un punto dado. En cambio, Poincaré opone a 
este método cuantitativo un método cualitativo414. En el caso de las 
ecuaciones diferenciales de primer orden con variables reales, sabemos que 
hay por ejemplo espirales que se acercan asintóticamente a determinados 
ciclos cerrados. El significado físico de los ciclos cerrados en mecánica celeste 
es evidente: corresponden a trayectorias periódicas, es decir, a astros que 
permanecen estables sobre sus órbitas. Estas soluciones periódicas se 
intentaron determinar generalmente por métodos analíticos, pero fue Poincaré 
con su genialidad quien supo descubrir algunos métodos de selección mucho 
más simples, tomados de la topología. 
 
Sabemos, gracias a un último teorema de Poincaré demostrado por Birkhoff, 
que las condiciones de existencia de esos puntos fijos no dependen solamente 
de la estructura del dominio de base, sino que dependen también de la 
naturaleza de la transformación interna efectuada, puesto que esa 
transformación debe conservar un invariante integral de superficie. Además, la 
topología ha permitido determinar, para la mayor parte de los dominios 
topológicos, y por la sola consideración de la estructura topológica de esos 
dominios, si una transformación interna de sus puntos admite, o no, puntos 
fijos. Lautman dirá explícitamente: 
 
                                                           
          414 Para estudiar una ecuación algebraica, se comienza por buscar con la ayuda del teorema de Sturm 
cuál es el número de raíces reales que tiene, o sea, la parte cualitativa; después se calculan los valores 
numéricos de dichas raíces, que es lo que constituye el estudio cuantitativo de la ecuación. De igual manera, 
para estudiar una curva algebraica se comienza por buscar las ramas cerradas de la curva, las ramas infinitas, 
etc. Después de este estudio cualitativo, posteriormente se pueden determinar un cierto número de puntos. 
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Hay una estrecha analogía entre la afirmación de existencia del máximo de 
una función sobre un dominio a partir del hecho de que el dominio es cerrado 
y acotado, y la afirmación de existencia de puntos fijos a partir del hecho de 
que la constante de Euler del complejo es distinta de 0; si de esos teoremas se 
abstrae el esquema lógico que dibujan, se obtiene un esquema de génesis, de 
la esencia del dominio a la existencia del ser distinguido sobre ese dominio, 
tan caracterizado como podían estarlo los esquemas de génesis que 
establecían un lazo entre la descomposición y la existencia415. 
 
Para terminar el último esquema de génesis analiza Lautman Las 
singularidades de las funciones analíticas, volviendo a hacer referencia a la 
idea de Poincaré de que el estudio cualitativo del aspecto de las curvas 
integrales se oponía a los procedimientos de sus predecesores, quienes se 
preocupaban ante todo de estudiar la naturaleza de la solución en la vecindad 
de un punto dado. Sin embargo, continúa Lautman, se puede mostrar que el 
conocimiento del valor de una solución alrededor de ciertos puntos permite 
también caracterizar globalmente una función que sea una integral de una 
ecuación propuesta, cuando los puntos escogidos no son arbitrarios y se 
corresponden con las singularidades de las soluciones. Sabemos que los 
puntos singulares son, como tales, puntos del dominio de base como cualquier 
otro punto del dominio, pero cumplen además un papel dominador y 
excepcional que le sirve a Lautman para ver cómo terminan confundiéndose 
en ellos muchos puntos de vista lógicos que él ha caracterizado por separado a 
lo largo de Structure et Existence. 
 
Para ello considera Lautman la ecuación diferencial 0)(')(" 21 =++ wzpwzpw , 
cuyos coeficientes p1(z) y p2(z) tienen una singularidad aislada en el punto a. 
Se puede demostrar que toda solución de la ecuación anterior puede ser 
obtenida, en todo punto regular del dominio de la variable z, como 
combinación lineal de dos soluciones particulares independientes w1(z) y 
w2(z), formando lo que se llama un sistema fundamental. Por lo tanto, hay que 
determinar ante todo dos soluciones fundamentales de la ecuación, y esto se 
realiza primero en una vecindad del punto singular. Para determinar esas dos 
soluciones fundamentales en los casos más simples, se admite que los 
coeficientes p1(z) y p2(z) no tienen respectivamente en a más que polos de 
primero y segundo orden; es decir, que tenemos: 
 

                                                           
          415 Lautman (1977), pp. 129-130.  
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En estas condiciones, la ecuación: 
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admite siempre en una vecindad del punto z=a un sistema fundamental de la 
forma: 
 

)()( 1
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2 azPazw l eventualmente un término logarítmico. 
 
Los números l1 y l2 son raíces de una ecuación, llamada ecuación fundamental, 
formada con los primeros coeficientes del desarrollo en serie de P1(z-a) y de 
P2(z-a). Si una ecuación admite varios puntos singulares, el mismo método se 
aplica: hay que determinar en una vecindad de cada uno de ellos un sistema de 
dos soluciones fundamentales. Sabemos que el paso de las soluciones w1 y w2 
definidas en una vecindad de los puntos singulares a las soluciones definidas 
en cada punto regular se hace siguiendo las ideas de Weierstrass, por 
prolongación analítica. Lo más interesante para Lautman es ver cómo esas 
soluciones locales son susceptibles de caracterizar globalmente a una función. 
 
Una vez visto esto para un caso particular, Lautman resume los múltiples 
aspectos bajo los cuales los puntos singulares se presentan en esta teoría: 1º 
permiten la determinación de un sistema fundamental de soluciones, 
prolongables analíticamente sobre todo camino que no encuentre 
singularidades (en ese sentido, su singularidad se traduce en términos de 
existencia de soluciones); 2º permiten un recorte estructural416 del plano 
complejo tal que pueda existir una función que represente al plano recortado 
(en ese sentido, su papel es el de descomponer un dominio de tal manera que 
la función que asegure la representación sea definible sobre ese dominio); 3º 
permiten el paso de la integración local de las ecuaciones diferenciales a la 
caracterización global de las funciones analíticas que son soluciones de esas 
ecuaciones. Para Lautman, en los problemas relativos a los puntos singulares, 

                                                           
          416 He aquí otra palabra “estructura/estructural” que Lautman utiliza con ambigüedad. En este caso 
concreto, llevamos contabilizado ya el 3er significado. 
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están mezcladas gran número de las nociones lógicas que había estudiado por 
separado; pues ahí está el papel que juegan desde el punto de vista de la 
síntesis de lo local y lo global, así como desde el punto de vista del enlace 
entre la descomposición estructural de un dominio y la existencia de funciones 
sobre ese dominio, y, finalmente, hemos visto cómo su naturaleza de puntos 
singulares sobre un dominio determina, en cada punto del dominio de la 
variable z, la existencia de soluciones de la ecuación propuesta, de la misma 
manera cómo los máximos y los mínimos de los que hablaba al comienzo de 
este capítulo ocasionan en otros casos la existencia de soluciones propias.   
 
Todo esto lleva a Lautman a decir textualmente: 
 
Este encuentro de puntos de vista lógicos distintos, en el seno de un mismo 
problema, nos muestra a la vez, por paradójica que parezca la conciliación de 
los términos, la unión íntima y la independencia completa de las matemáticas 
y de la lógica dialéctica417, tal como la concebimos. Las teorías matemáticas 
se desarrollan por su propia fuerza, en una estrecha solidaridad recíproca, y 
sin referencia ninguna a las Ideas que su movimiento acerca. Los esquemas 
lógicos418 que el filósofo descubre entonces, en ese movimiento, no pueden 
tener la nitidez de contornos que tendrían algunas reglas dadas antes de la 
experiencia, no tienen existencia más que unidos a las teorías que se forman 
al mismo tiempo que ellos, y, si se apoyan todos unos sobre otros, es para 
poder sostener mejor la magnífica y universal red de las relaciones 
matemáticas419.                  
 
Es evidente que Lautman, al dividir Structure et Existence en dos grandes 
partes: esquemas de estructura y esquemas de génesis, trata de constatar lo 
                                                           
          417 No cabe ninguna duda de que Lautman se refiere a Platón y no al idealismo alemán al utilizar este 
término. Pero, si nos preguntáramos ¿A qué “dialéctica” se refiere Lautman cuando la nombra? ¿A la de 
Platón? ¿A la de Hegel? Si estamos de acuerdo en que la “dialéctica” que desarrolla Platón en La República, 
concierne sólo a la contemplación de las Ideas y no posee el carácter controvertido y antinómico que se le ha 
atribuido, en la tradición metafísica desde Aristóteles a Kant, podemos decir que Lautman se muestra, en su 
Tesis Principal, tanto auténticamente platónico en su concepción de la participación de lo sensible en lo 
inteligible, como soterradamente (o subrepticiamente) kantiano en su concepción de la Dialéctica como 
Antitética. De todas formas, veremos más adelante la explicación que da Lautman de su uso del término 
"dialéctica", al responder al filósofo Hyppolite, en el debate que sostuvo con Cavaillès el 4 de Febrero de 
1939. 
 
          418 De nuevo, con “esquemas lógicos”, nos encontramos con otro significado más atribuido por 
Lautman al término “lógico”. 
   
          419 Lautman (1977), p. 134. 
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que piensa sobre las matemáticas de su época; es decir, por una parte, el 
carácter eminentemente estructural de la matemática moderna y, por otra 
parte, la relación de la creatividad matemática ⎯la génesis de objetos y 
conceptos⎯ con la estructura interna de muchos dominios matemáticos. 
Como dijimos al principio de nuestro trabajo, Lautman ve en la eclosión y la 
génesis de las estructuras matemáticas la emergencia de la creatividad 
matemática. Por eso intenta hacer compatibles una concepción estructural y 
una concepción dinámica de las matemáticas; al dividir Structure et Existence 
en las dos partes antes señaladas, lo que hace es enfatizar las dos 
características de las matemáticas de su época: el carácter estructural y el 
enlace de la creatividad matemática con las descomposiciones estructurales de 
muchos dominios matemáticos. De esta forma intenta Lautman comprender y 
captar mejor los problemas relacionados con la realidad y la creatividad 
matemáticas. Se da cuenta de que la matemática, lejos de ser una y eterna, es 
un devenir (en lo que coincide plenamente con su amigo Cavaillès); o sea, que 
está atada de por vida a sus contrarios: es una y múltiple, así como estable y 
evolutiva. Precisamente en esta duplicidad, piensa Lautman, está la riqueza de 
la matemática ya que a través de ella hay un pasaje (o tránsito) natural entre lo 
ideal y lo real420. 
 
5.4 El "platonismo estructural" de Lautman.- Es en la Conclusión de 
Structure et Existence donde podemos ver muy claramente el platonismo que 
defiende Lautman. Así, en la página 135, comienza diciendo que ha tratado de 
definir la naturaleza de lo real matemático examinando las posibles soluciones 
del problema. Textualmente dirá: 
 
Se puede definir la naturaleza de la realidad matemática desde cuatro puntos 
de vista diferentes: lo real, a veces son los hechos matemáticos, a veces los 
seres matemáticos, a veces las teorías y a veces las Ideas que dominan a estas 
teorías. Lejos de oponerse, estas cuatro concepciones se integran 
naturalmente las unas en las otras: los hechos consisten en el descubrimiento 
de seres nuevos, estos seres se organizan en teorías, y el movimiento de estas 
teorías encarna el esquema de los enlaces de ciertas Ideas.  
 

                                                           
          420 Es posible que todo esto le resulte a algunos como muy bonito y hasta poético, pero no muy claro. 
Nosotros diríamos que cuando se van recorriendo pausadamente los ejemplos y teorías matemáticas en que se 
apoya Lautman para llegar a sus conclusiones, realmente nos damos cuenta de la agudeza y genialidad de sus 
observaciones. 
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Luego para Lautman, lo real matemático puede estar constituido por los 
hechos, los seres, las teorías o las Ideas que dominarían a estas teorías. Aquí 
está establecida una distinción o clasificación muy clara y contundente de lo 
real matemático, aunque el problema está en que Lautman no pudo llevarlo a 
buen puerto. ¿Por falta de tiempo al ser asesinado en la flor de la vida? Esta es 
la gran pregunta. Pero lo que creemos es que este proyecto inacabado se puede 
considerar como el comienzo de la "nueva" actitud platónica en matemáticas 
(como piensa, entre otros, Jean Petitot). 
 
Continúa analizando Lautman los puntos de vista adoptados por Pierre 
Boutroux (1869-1922) en su obra de 1920 L’Idéal scientifique des 
mathématiciens (que coinciden con los dos primeros enumerados por 
Lautman). En el capítulo sobre el análisis matemático del siglo XIX, Boutroux 
sitúa la realidad matemática dentro de la resistencia que la materia matemática 
opone a la lógica con la que se describe, y dentro del azaroso descubrimiento 
de una nueva pista que permite superar el obstáculo encontrado. Así por 
ejemplo, estudiando el problema de la integración, Boutroux muestra que el 
descubrimiento de las funciones elípticas, de las funciones abelianas y de las 
funciones automorfas, se debe al hecho de que ciertas integrales definidas o 
ciertas ecuaciones diferenciales no se pueden integrar con los métodos que se 
utilizan en los casos más simples. Para Lautman esta visión de los hechos 
matemáticos se solidariza así íntimamente con el descubrimiento de seres 
nuevos, y Boutroux adopta en su capítulo sobre la "objetividad de los hechos 
matemáticos" un punto de vista mucho más conceptual. Con objeto de 
sintetizar en una misma frase la distinción de los dos puntos de vista en 
Boutroux, Lautman lo cita textualmente: "Para dar cuenta de esa resistencia 
que la materia matemática opone a la voluntad del científico, estamos 
obligados a suponer la existencia de hechos matemáticos independientes de la 
construcción científica; somos forzados a atribuir una verdadera objetividad a 
las nociones matemáticas"421. Para Boutroux, lo mismo que para Brunschvicg 
y un tanto por ciento muy elevado de matemáticos, existe un real matemático 
objetivo. Las matemáticas no se pueden reducir a un lenguaje simbólico vacío 
de sentido como quería hacer creer el formalismo (por supuesto, no el de 
Hilbert); pues existen hechos matemáticos tales como la irracionalidad de 2 , 
la trascendencia de π y e, el hecho de que la integral (abeliana) Ι= ∫ )(xP

dx  no 

sea integrable elementalmente si P(x) es un polinomio de grado mayor o igual 
                                                           
          421 Boutroux (1992), p. 203. Para Lautman los dos términos que están subrayados (el segundo por él) 
muestran precisamente cómo Boutroux reconcilia dos concepciones diferentes de la realidad matemática. 
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que 3, la verdad o la falsedad de la conjetura de Riemann, etc. que aparecen 
como “independientes de la construcción científica” y como dotados de una 
trascendencia objetiva análoga a la de los hechos físicos. De esta forma, opina 
Lautman, los hechos se organizan bajo la unidad de la noción que los resume, 
y lo real deja de ser un puro descubrimiento de un hecho nuevo e imprevisible, 
para pasar a depender de la intuición global de un ser supra-sensible.  
 
Tomando como ejemplo la realidad de la elipse, Boutroux lanza la idea de que 
los seres matemáticos son accesibles a la intuición. Pero Lautman le objeta a 
la intuición el poder de sentir esta objetividad como si el punto de vista local y 
el global pudieran ser confundidos. Para Boutroux la elipse no es ni el lugar 
geométrico de los puntos del plano tales que la suma de sus distancias a los 
focos sea constante, ni una curva definida por su ecuación algebraica, ni una 
curva con las propiedades proyectivas de las cónicas; es, nos dice, "un todo 
que no conlleva partes... una especie de mónada leibniziana. Esta mónada 
cierne las propiedades de la elipse; es decir, esas propiedades, aún antes de 
haber sido explícitamente formuladas (y no podrían serlo puesto que son 
infinitas) se encuentran contenidas en la noción de elipse". Para Lautman el 
ejemplo de la elipse tiende a mostrar que la realidad de los seres matemáticos 
existe para Boutroux en la intuición, independientemente de cómo las 
propiedades de esos seres se presenten lógicamente, a pesar de que Boutroux 
se niega a admitir que las dificultades de la exposición lógica sean exteriores a 
la realidad propia de las matemáticas422. 
 
Sin embargo, para Lautman existe un punto de vista según el cual las 
multiplicidades que son completas, cerradas o compactas, gozan de un cierto 
privilegio con respecto a aquellas que no lo son; resulta que muy a menudo se 
reduce el estudio de estas últimas al estudio de las primeras. Una forma de ver 
esto con un ejemplo elemental estaría en la resolución de los sistemas de 
ecuaciones lineales. Sabemos que se puede resolver primero el sistema 
homogéneo, y se reduce luego el estudio del sistema no homogéneo al del 
sistema homogéneo correspondiente. Por eso, en la página 138, dirá Lautman 
textualmente:  
 
La realidad matemática no reside, pues, en las diferencias que separarían a 
los seres acabados de los seres inacabados, a los seres perfectos de los seres 
                                                           
          422 No deja de ser curioso el hecho de que Boutroux, en este libro de 1920 al que estamos haciendo 
referencia, a pesar de que escribe un apartado titulado "La doctrina intuicionista" (página 213) no menciona 
para nada al topólogo y geómetra holandés L.E.J. Brouwer. Pensamos que no tiene mayor importancia debido 
a que Brouwer publicó sobre todo desde 1918, lo que hace posible que no conociera los escritos de Brouwer. 
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imperfectos; reside más bien en la posibilidad de determinarlos unos a partir 
de otros, o sea, en las teorías matemáticas donde se afirman esas relaciones. 
Se ve así que la realidad en cuestión no es la de seres estáticos, objetos de 
pura contemplación. Si en la matemática existen distinciones cualitativas, 
éstas caracterizan a las teorías y no a los seres. 
 
Piensa Lautman que se puede llegar a la misma conclusión al discutir otra idea 
de Boutroux: la independencia de los seres matemáticos con respecto a las 
teorías donde se encuentran definidos. En concreto, en la página 139, Lautman 
pone por medio lo que Boutroux escribe: “El hecho matemático es 
independiente del vestido lógico o algebraico bajo el cual buscamos 
representarlo” y un poco más adelante “los hechos matemáticos son 
totalmente indiferentes al orden en el que se obtienen”423. Por el contrario, 
Lautman piensa que existe una dependencia esencial entre las propiedades de 
un ser matemático y la estructura del dominio en el cual aparece. Luego, 
vemos que Lautman se opone a un par de ideas de Boutroux que podrían 
evocar una connotación platónica bastante ingenua: "los seres matemáticos 
son accesibles a la intuición" y "un hecho matemático es independiente de su 
vestimenta lógica o algebraica". Para aclarar esta segunda situación pone 
Lautman un ejemplo precioso; al estudiar las propiedades de divisibilidad del 
número 21, si se considera como cuerpo base el de los números racionales, 21 
sólo se puede descomponer de una forma como producto de factores primos: 
21=3x7. Pero si se considera como cuerpo base el de los racionales 
adjuntándole 5− , se obtienen varias descomposiciones diferentes de 21 
como producto de factores primos: 21=3x7; 21=(1+2 5− ).(1-2 5− ) y 
21=(4+ 5− ).(4- 5− ). Las propiedades del número 21 no están todas dadas, 
por lo tanto, con la simple construcción del número; no se las puede estudiar 
más que en el seno del cuerpo donde el número está sumergido, y esto hace 
intervenir a toda la axiomática de la teoría de los cuerpos algebraicos y de sus 
extensiones sucesivas424.  
 
En general, sabemos que las propiedades de un número no dependen 
solamente de la construcción de dicho número, sino que dependen también del 

                                                           
          423 Boutroux (1992), pp. 203-205. 
 

5− 5−          424 También podía haber tomado Lautman como ejemplo: 9=3x3=(2+ ).(2- ) ó 

6=2x3=(1+ 5− 5−).(1- ). Otro ejemplo precioso sería considerar 17 que, siendo primo en Z, no lo es en 

el anillo Z[i]=Z[ 1− ] de los enteros de Gauss: 17=(1+4i).(1-4i).    
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cuerpo donde el número está sumergido425. En otras palabras, en Z[ 5− ] o en 
Q[ 5− ] los elementos irreducibles no son necesariamente primos; así, por 
ejemplo, 3 y 7 son irreducibles (pues no admiten otra descomposición) pero 
no son primos ya que dividen al producto (es decir, a 21) pero no a los 
factores 1+2 5−  y 1-2 5−  (lo que está en contra de lo que sucede en los 
anillos euclidianos: si un número primo divide a un producto, divide al menos 
a uno de sus factores). De esta forma, en los anillos no euclidianos vemos que 
se pueden disociar las dos propiedades tradicionales de los números primos.   
 
Luego, para Lautman, la idea de estructura transforma la ontología 
tradicional: un objeto matemático es, no por el procedimiento de construcción 
que lo engendra, ni por las propiedades internas que lo componen, sino por el 
marco estructural en el cual se inserta. Otro ejemplo interesante al que hace 
referencia Lautman, pero ahora en Topología, es el de una curva cerrada 
continua sin puntos dobles. Una tal curva será homeomorfa a un círculo (o 
sea, que puede ser deformada continuamente en un círculo) si está en el plano, 
mientras que esto no es verdad en el espacio (pues aquí puede hacer nudos).  
 
                                                           
 
          425 No deja de ser curioso el hecho de que esta dependencia, entre las propiedades de un objeto 
matemático y sus posibles fundamentos axiomáticos, ya está reflejada en la obra euclideana y precisamente en 
el clásico teorema de Pitágoras. Dicho teorema aparece revestido de dos formas sucesivas distintas; así, la 
propiedad que la proposición 47 del libro I de los Elementos de Euclides había establecido para los cuadrados 
construidos sobre los lados del triángulo rectángulo, se encontraba a su vez prolongada (o extendida) por la 
proposición 31 del libro VI a todas las figuras similares y descritas igualmente. Mucho se ha hablado y 
bastante ingenuamente de una generalización de los resultados de I-47 por VI-31, mientras que el contexto 
axiomático ha cambiado totalmente de la primera proposición a la segunda; pues es la introducción de la 
noción de proporción, a través del libro V de los Elementos, la que permite a continuación en el libro VI 
"extender" a todas las figuras parecidas la propiedad que la axiomática elemental, a la cual están sujetos los 
cuatro primeros libros de Euclides, no podía establecer más que para el caso particular de los cuadrados. La 
situación es aquí muy parecida a la que evoca Lautman, aunque con un ejemplo bien diferente. 
Pero, todavía se asombra uno más cuando vemos escribir al propio Lautman, es verdad que en otro contexto 
⎯el de su artículo de 1936 "L'axiomatique et la méthode de division"⎯, lo siguiente: 
El enunciado clásico del teorema de Pitágoras es demasiado restrictivo, y oculta el hecho causal de que el 
área de toda figura construida sobre la hipotenusa es la suma de las áreas de figuras similares a la primera y 
construidas sobre los otros dos lados. Estas áreas pueden ser de cuadrados, pero también de figuras 
cualesquiera. Se ve que la consideración del enunciado más general está destinado a aclarar una relación 
necesaria que se revela insuficiente en los casos particulares. [Ver Lautman (1977), pp. 292-293]. 
Sería muy interesante conocer la opinión de Lautman sobre los axiomas, ¿los consideraba como simples 
apoyaturas lingüísticas en el estudio de las estructuras? La respuesta la veremos, quizá, al final, en la 
Conclusión. 
Solamente añadiríamos que, a nivel elemental, a nuestros alumnos de la E.S.O. les hacemos que comprueben 
el Teorema de Pitágoras, cuando sobre los lados del triángulo rectángulo se construyen: semicírculos de radio 
la mitad de sus lados, triángulos equiláteros, hexágonos regulares, etc. Sabemos que el teorema de Pitágoras 
se cumple, en general, cuando en los lados del triángulo rectángulo se ponen "curvas semejantes pitagóricas". 
Para hacer esta demostración de forma rigurosa, es preciso acudir al concepto de semejanza analítica que es 
un poco más general que el de semejanza geométrica.        
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Por lo tanto, al estudiar las relaciones que unen, ya sea unos objetos a otros 
objetos, o ciertos objetos a ciertos axiomas, Lautman opina que: 
 
El problema de la realidad matemática no se plantea ni en el nivel de los 
hechos, ni en el de los seres, sino en el de las teorías. A este nivel, la 
naturaleza de lo real se desdobla; hemos mostrado en efecto [...] cómo las 
teorías matemáticas son susceptibles de una doble caracterización, una sobre 
el movimiento propio de esas teorías, otra sobre los enlaces de ideas que 
encarnan en ese movimiento426.           
 
También hace referencia Lautman, en su análisis de la realidad matemática, al 
Brunschvicg de las Etapas de la filosofía matemática que asocia la 
elaboración de las teorías matemáticas con la conciencia que la inteligencia 
humana tiene de su poder. Pero entonces, ¿cómo conciliar la irreductibilidad 
de las matemáticas a una lógica a priori con su organización de hecho con casi 
idénticos esquemas lógicos? He aquí una buena pregunta; la misma que se 
hace la epistemología matemática. Para ello, Lautman distingue con mucho 
cuidado lo que él llama "la urgencia de un problema lógico", sin que la 
conciencia de esta urgencia implique necesariamente un ensayo de solución. 
Este sentimiento de urgencia se siente, particularmente, después de la 
demostración del teorema de Gödel. Para Lautman, los esquemas lógicos (que 
tienen el significado de estructuras, algo muy alejado de nuestra “lógica”) no 
son anteriores a su realización en una teoría. Así, sabemos que es posible 
concebir lo que es el problema de la no contradicción de la aritmética sin 
rehacer toda la aritmética, pero, en cuanto se intenta establecer una 
demostración efectiva de la no contradicción de la aritmética, resulta 
obligatorio emplear en esa demostración algunos medios matemáticos que 
superan en riqueza aquellos de la teoría cuya validez se intenta garantizar. 
Estos resultados de Gödel muestran de manera definitiva que la no 
contradicción de la aritmética no se deja reducir a la no contradicción de una 
teoría más simple. Además, sabemos también que Gentzen enfocó este asunto 
bajo otro aspecto cuando decía que es posible que se demuestre la no 
contradicción de la aritmética con medios que superen a la aritmética, pero 
que, no obstante, puedan considerarse más seguros que ciertas partes 
discutibles de la misma aritmética pura. Aquí se ve claramente cómo el 
problema de la no contradicción de la aritmética tiene un sentido, aunque se 
ignoren los medios matemáticos necesarios para resolverlo.  
 
                                                           
          426 Lautman (1977), p. 140. 
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Lautman piensa que esto mismo que acabamos de decir sobre la no 
contradicción de la aritmética sucede con los esquemas de estructura y los 
esquemas de génesis (que nosotros llamaríamos “esquemas lógicos”) que ha 
descrito a lo largo de Structure et Existence. En otras palabras, sus esquemas 
lógicos no son anteriores a su realización en el seno de una teoría. Ahora bien, 
el tipo de problema de las relaciones del todo y de la parte, de la reducción de 
propiedades extrínsecas a propiedades intrínsecas, y la constitución de nuevos 
esquemas de génesis dependen del progreso de las propias matemáticas; el 
filósofo tiene por único papel, lejos de prever su evolución, el tomar 
conciencia del drama lógico que se opera en el corazón de las teorías. El único 
elemento a priori que concebimos se da en la experiencia de esa urgencia de 
los problemas, anterior al descubrimiento de sus soluciones. Este a priori no 
es el que exigiría un idealismo racionalista: 
 
[...] es únicamente la posibilidad de sentir la inquietud de un modo de 
relación entre dos ideas, y de describir fenomenológicamente esa inquietud, 
independientemente del hecho de que la relación buscada pueda o no ser 
operable427. 
 
Es muy interesante lo que dice Lautman un poco más adelante, aunque 
corramos el riesgo de ser repetitivos porque ya lo hemos utilizado 
anteriormente, pero creemos que merece la pena: 
 
La filosofía matemática, tal como la concebimos, no consiste en reconocer un 
problema lógico de la metafísica clásica428 en el seno de una teoría 
matemática, sino en aprehender globalmente la estructura de esa teoría, para 
desprender de allí el problema lógico que se encuentra a la vez definido y 
resuelto por la existencia misma de esa teoría. 
           
De esta forma, para Lautman la filosofía matemática toma conciencia de la 
experiencia espiritual engendrada por el esfuerzo de crear o comprender, 
aunque esa experiencia tenga otro contenido distinto al de la matemática que 
se hace al mismo tiempo que ella. Tampoco se trata solamente de la 
conciencia del poder infinito del pensamiento; más allá de las condiciones 
temporales de la actividad matemática, pero en el seno de esa misma 
                                                           
          427 Lautman (1977), p. 142. 
 
          428 Quizá Lautman use la palabra “lógica” con bastante vaguedad. Desde luego, en esto no seguía a su 
querido amigo Herbrand. Pero pensamos que sustituyendo “problema lógico de la metafísica clásica” por 
“problema ontológico” la vaguedad desaparece.  
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actividad, aparecen los contornos de una realidad ideal que resulta dominadora 
con respecto a una materia matemática a la que anima, y que, sin embargo, sin 
esa materia, no podría revelar toda la riqueza de su poder creador.  
 
En la página 143 dice Lautman que quiere mostrar, antes de concluir, cómo la 
concepción de una realidad ideal, superior a las matemáticas y sin embargo  
presta a encarnarse en su movimiento, viene a integrarse en las 
interpretaciones más autorizadas del platonismo (aquí cita los trabajos de L. 
Robin, de J. Stenzel y de O. Becker). Ciertas explicaciones históricas son a 
este respecto indispensables, estando dado el sentido que recibe generalmente 
la expresión de platonismo en matemáticas. En dicha página dirá 
textualmente:  
 
En el debate abierto entre formalistas e intuicionistas, desde el 
descubrimiento del transfinito, los matemáticos han tomado por costumbre el 
designar someramente bajo el nombre de platonismo a toda filosofía según la 
cual la existencia de un ser matemático se da por segura, aunque ese ser no 
pueda construirse en un número finito de etapas. Sobra decir que es éste un 
conocimiento superficial del platonismo, y que no estaríamos refiriéndonos a 
él. Todos los comentaristas modernos de Platón insisten, por el contrario, 
sobre el hecho de que las Ideas no son las esencias inmóviles e irreductibles 
de un mundo inteligible, sino que están relacionadas las unas con las otras 
según los esquemas de una dialéctica superior que preside a su venida. 
 
Es decir, que las interpretaciones del pensamiento de Platón, atribuyéndole un 
realismo ontológico de formas puras, de objetos eidéticos matemáticos, etc. 
quizá no sean adecuados a lo que el propio Platón expuso. De ahí que 
Lautman se apoye en los comentaristas anteriormente citados (que hoy día 
podemos ampliar a G. Reale y la "Escuela de Tubinga-Turín"). Estos autores 
encuentran en Platón una distinción clave entre lo metodológico y lo 
ontológico. Así, para Platón, la manipulación empírica (o sea, el cuadrar, 
calcular o medir) supone un lenguaje ridículo porque no responde ni siquiera a 
una técnica. En cambio, el método de razonamiento del geómetra, el 
axiomático-deductivo, puede incluso adoptarse como modelo para el propio 
razonar filosófico; por eso dirá en algún pasaje célebre de La República: 
"Razonemos como los geómetras..."429. Lo que no implica que los 

                                                           
          429 Quizá sea en La República, en especial al final del Libro VI en las secciones 510c y 511 ⎯antes de 
comenzar el Libro VII en el que se encuentra la famosa alegoría de la caverna⎯, donde Platón establece más 
claramente la distinción entre el hacer del matemático (o geómetra) y el del filósofo. El geómetra maneja un 
método de razonamiento (axiomático-deductivo) diferente al del filósofo (dialéctico), lo que no le impide a 
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matemáticos alcancen el ser, la forma pura, sino que están abocados a un 
proceso constructivo permanente. Desde esta lectura, se puede pensar que 
Platón pretendió independizar la razón conceptual de la mera práctica de lo 
cotidiano, práctica puramente doxádica y opinable, sin reglas o normas bien 
establecidas. Ya veremos en un capítulo posterior cómo Lautman nos invitará 
a rehacer (o al menos releer) el Timeo; pues es allí donde Platón estructura 
tanto la arquitectura del mundo como la obra del demiurgo mediante la 
proporción. 
 
En concreto Lautman piensa que los trabajos de Robin, de Stenzel y de Becker 
han aportado bastante claridad sobre el papel dominador de las Ideas-números 
de Platón, en lo que concierne tanto al devenir de los números como al de las 
Ideas. El Uno y la Díada engendran las Ideas-números por un proceso 
sucesivamente iterado de división de la Unidad en dos nuevas unidades. De 
esta manera ⎯dice Lautman⎯, para Becker las Ideas-números se presentan 
como esquemas geométricos de combinaciones de unidades, susceptibles de 
constituir tanto los números aritméticos como las Ideas en el sentido ordinario. 
Para Stenzel, continúa Lautman, las Ideas-números constituyen los principios 
que sirven a la vez para "ordenar dialécticamente las unidades aritméticas en 
el lugar que les conviene dentro del sistema, y para explicitar los diferentes 
grados de la división progresiva de las Ideas". Así, para Lautman, los 
esquemas de división de las Ideas en el Sofista se organizan según los mismos 
planos de los esquemas de generación de los números; unos y otros permiten 
remontar a una "metamatemática" que es superior a la vez a las Ideas y a los 
números. Por su parte, Robin ha mostrado cómo la construcción de los 
cuerpos en el Timeo supone una materia que haya sido ya, antes de la 
existencia del mundo, el receptáculo de una cualificación geométrica. 
Lautman cita textualmente a Robin: "Existen entonces una generación y un 
devenir anteriormente a la generación y al devenir del mundo". En definitiva, 
para Lautman, la existencia de las Ideas-números, dominadoras con respecto a 
los números aritméticos, lleva a una generación de los números como Ideas, 
que, aunque no está en el tiempo del mundo creado, no por ello deja de 
producirse según un orden de lo anterior y lo posterior. Pero la 
metamatemática que encarna en la generación de las ideas y de los números, 
piensa Lautman que no podría dar lugar a su vez a una meta-metamatemática: 
la regresión se detendría cuando el espíritu detecta los esquemas según los 
cuales se constituye la dialéctica. De esta forma se justifica la referencia de 
                                                                                                                                                                                 
Platón considerar al razonamiento matemático como imprescindible para el filosofar; es decir, que la 
matemática (la geometría para él) debería ser materia obligada en la enseñanza del futuro gobernante. 
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Lautman al platonismo; es decir, en lo que concierne a las relaciones que 
existen entre las teorías matemáticas y las Ideas que las dominan.           
  
De lo que no cabe ninguna duda es que en la última cita textual está una buena 
declaración de lo que entiende Lautman por “platonismo”, para que no haya 
duda a la hora de situarlo respecto a él. Es decir, que el platonismo al que hace 
referencia Lautman no es un platonismo "ingenuo" o "superficial", al que 
denuncia, sino un platonismo que sea en realidad dinámico y dialéctico (o sea, 
alejado de seres estáticos u objetos de pura contemplación, y abierto a un 
pleno "devenir" de distinciones cualitativas dentro de las teorías matemáticas). 
Nosotros lo hemos llamado "platonismo estructural" porque pensamos que 
para entender cómo el estudio del desarrollo de la matemática moderna puede 
justificar la interpretación platónica que propone Lautman, es totalmente 
necesario tener en cuenta el aspecto estructural de dicha matemática moderna. 
Las estructuras a las que se refiere Lautman son, evidentemente, matemáticas. 
No cabe duda de que lo más interesante es ver cómo Lautman consigue 
remontar de esas estructuras matemáticas a la consideración de estructuras 
dialécticas encarnadas en las teorías matemáticas efectivas. Sabemos que, 
desde la época de Lautman, el aspecto estructural de la matemática moderna 
se manifiesta en la importancia del papel que juegan, en todas las ramas de 
dicha ciencia, la Teoría de Conjuntos de Cantor, la Teoría de Grupos y la 
Teoría de Cuerpos, etc.430. A todas estas teorías lo que las caracteriza es que 
son teorías abstractas; es decir, estudian los modos de organización posible de 
elementos cuya naturaleza es indiferente. En esto ve Lautman un nuevo 
espíritu que anima a las matemáticas; donde los largos cálculos ceden su lugar 
a los razonamientos más conceptuales de la Topología y del Álgebra. Así 
sucede, por ejemplo, al considerar los llamados teoremas de existencia; o sea, 
esos teoremas que establecen, sin construirla, la existencia de ciertas funciones 
o de ciertas soluciones. 
 
Sabemos que en muchos casos, la existencia de la función buscada puede ser 
deducida de las propiedades topológicas globales de una superficie 
convenientemente definida. De esta forma es como, en particular, se ha 
desarrollado, desde Riemann, toda una teoría “geométrica” de las funciones 
analíticas, que permite deducir la existencia de nuevos seres trascendentes a 
partir de la consideración casi intuitiva de la estructura topológica de ciertas 
superficies de Riemann. Aquí, en este caso, el conocimiento de la estructura 
                                                           
          430 En definitiva, todas las teorías a las que se refiere Bourbaki: Teoría de Conjuntos, Teoría de 
estructuras algebraicas (grupos, cuerpos), Teoría de estructuras topológicas (espacios topológicos, métricos, 
etc.).  
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matemática de la superficie se prolonga en una afirmación de existencia 
relativa a la función buscada. Lautman, reflexionando sobre el mecanismo 
interno de esta teoría, observa que ella establece un enlace entre el grado de 
"acabamiento" de la estructura interna de un cierto objeto matemático (una 
superficie) y la existencia de otro objeto matemático (una función); en 
definitiva, entre la esencia de un ser y la existencia de otro ser. Pues bien, 
veremos que para Lautman estas nociones de esencia y existencia, como las de 
forma y materia, de todo y parte, de continente y contenido, etc. aunque no 
son nociones matemáticas; desempeñan un papel clave en la consideración de 
las teorías matemáticas efectivas. Lautman las llama Nociones dialécticas y 
propone llamar Ideas dialécticas a los problemas de los enlaces posibles entre 
las nociones dialécticas así definidas. La razón de las relaciones entre la 
Dialéctica y las Matemáticas reside entonces en el hecho de que los problemas 
de la Dialéctica son concebibles y formulables independientemente de las 
Matemáticas, pero, a la vez, en que todo esbozo de solución aportado a esos 
problemas se apoya necesariamente en algún ejemplo matemático, destinado a 
sostener de manera concreta el enlace dialéctico estudiado.           
  
Terminaremos diciendo que dentro del "platonismo" a la manera de Lautman, 
la matemática y la física necesariamente se acercan entre sí (lo veremos 
cuando analicemos sus otros escritos). De aquí que Lautman, contra el 
empirismo de algunos físicos, contra el neo-positivismo de la Escuela de 
Viena y también contra un cierto dogmatismo idealista que impregnaba la 
física de su tiempo, evoque a Eddington y rechace el estilo de física que 
"separa como con un hacha las matemáticas y la realidad, mientras que la 
filosofía de la física tiene como tarea esencial el problema de su unión"431. 
Como Lautman no pretende estudiar aquí este problema, simplemente 
intentará mostrar cómo, en cierta medida, y retomando las expresiones que 
Robin ha usado a propósito de Platón, el proceso de enlace de la teoría y la 
experiencia simboliza el enlace de las Ideas y las teorías matemáticas. 
 
Para Lautman, la realidad física no es indiferente a esa matemática que la 
describe; más bien las comprobaciones experimentales invocan una 
matemática cuyo diseño ya imitan, a veces antes aún de que una matemática 
adecuada haya sido desarrollada para ellas. Llegados aquí, la filosofía de la 
física lleva a Lautman a la misma conclusión platónica a la que le ha llevado 
la filosofía matemática, tal como él la entiende. Textualmente dirá, en la 
página 147, finalizando Structure et Existence: 
                                                           
          431 Lautman (1977), p. 145. 
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La naturaleza de lo real, su estructura y las condiciones de su génesis no son 
cognoscibles más que remontándose a las Ideas, cuyas relaciones la ciencia 
encarna432. 
 
La idea clave de Lautman es, para Petitot, que una intuición intelectual está en 
el trabajo de las matemáticas, y que en el desarrollo histórico de sus teorías, 
ellas realizan una auténtica dialéctica del concepto (en el sentido que hemos 
visto de “lucha” entre conceptos contrarios, que no es tanto ”lucha-oposición” 
sino más bien “creación”) poniendo en evidencia su unidad, desvelando su 
real y determinando su valor filosófico433. Es en virtud de esta dialéctica 
“abstracta y superior” por la cual, para Lautman, “la aproximación de la 
metafísica y de las matemáticas no es contingente sino necesaria”. De esta 
manera, siguiendo a Cantor, Lautman le concede un alcance ontológico a la 
libertad creativa en matemáticas. 
 
Podemos decir, con Petitot, que el núcleo del idealismo lautmaniano está en 
que, si una Dialéctica del Concepto domina las matemáticas, ella no existe, 
más que matemáticamente realizada e historiada; dicho de otra manera, que 
“la comprensión de las Ideas de esta Dialéctica se prolonga necesariamente en 
génesis de teorías matemáticas efectivas”. Esta Dialéctica parece constituida 
principalmente por las parejas de contrarios y las Ideas de esta Dialéctica se 
presentan en cada caso como el problema de las relaciones a establecer entre 
nociones opuestas. La determinación de estas relaciones no se hace más que 
en el seno de los dominios donde la Dialéctica se encarna. De esta manera es 
como la “realidad inherente” a las matemáticas se considera pensamiento por 
Lautman. En la analogía trascendental que propone Lautman, según Petitot, 
las matemáticas intervienen en posición de término medio y unen la Dialéctica 
con la experiencia de los fenómenos.  
          
Para nosotros, desde nuestro humilde entender, la corta obra de Lautman tiene 
mucha más importancia de la que realmente posee el personaje en la Historia 
                                                           
          432 Algo parecido opinaba ya al comienzo de su obra, en el artículo de 1935 titulado "Mathématiques et 
realité", donde decía textualmente: Es imposible hablar de lo real independientemente de los modos de 
pensamiento con los cuales se deja aprehender, y, lejos de rebajar la matemática a no ser más que una 
lengua indiferente a la realidad que describiría, el filósofo se interna allí como en una actitud de meditación 
donde deben aparecerle los secretos de la naturaleza. Ver pp. 284-285 de Lautman (1977). 
 
          433 Ver la página 82 de la Revue d'Histoire des Sciences, Tomo XL.- 1. Enero- Marzo, 1987. Pertenece 
al artículo de Jean Petitot "Refaire le 'Timée'. Introduction à la philosophie mathématique d'Albert Lautman", 
pp. 79-115. 
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(ya sea de la matemática, de la filosofía o de ambas); por esto tratamos de 
reivindicar, cuando menos, la originalidad y el entusiasmo que desprende 
tanto Structure et Existence como, según veremos más adelante, el resto de su 
obra. Quizá hayamos pecado de ingenuos a la hora de su lectura, pero los 
ejemplos matemáticos con los que trata de explicar sus posiciones son tan 
sugestivos que nos han emocionado. Se nota que domina no solamente la 
matemática viva, la que se está haciendo en su tiempo, sino también cómo se 
hace y además qué implicaciones tendrá en el futuro434. Bastaría, para 
corroborar lo que acabamos de decir, con enumerar los temas matemáticos 
mencionados o revisados por Lautman en Structure et Existente: variable 
compleja, ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, geometría 
diferencial, topología, grupos y aproximaciones funcionales, geometría 
riemanniana y topología algebraica, teoría de Galois, cuerpos de clases y 
superficies de Riemann, lógica matemática, aritmética de primer orden, 
campos (o modelos) de Herbrand, funciones algebraicas y representaciones de 
grupos, espacios de Hilbert y familias normales de funciones analíticas, 
operadores en espacios de Hilbert y funciones modulares.   
 
5.5 La unidad de las matemáticas.- Vamos a ver que Lautman en su 
Tesis Complementaria, Essai sur l'unité des sciences mathématiques dans leur 
développement actuel ⎯ a la que abreviadamente nos referiremos como Unité 
des Math⎯, tratará de explorar, mediante unos ejemplos muy bien elegidos, la 
profunda unidad de las matemáticas modernas. En realidad, se trata de una 
continuación de Structure et Existence ya que podemos decir que Lautman 
despliega aquí, en Unité des Math, la misma unidad de inspiración que en 
Structure et Existence. El título completo, que evoca la actualidad, debe ser 
menos comprendido como una preocupación de historiador de las ciencias que 
como la de quien trata de percibir en las matemáticas un punto de vista más 
intemporal, por el cual daría menos cuenta de un acabamiento de la disciplina 
que de una unidad que sería de esencia. De esta manera, Lautman estaría de 
acuerdo con la idea tan bonita de su amigo Cavaillès según la cual, en 
matemáticas, el progreso es de esencia. Piensa Lautman que esta unidad se 
detecta en el hecho de la proliferación de los métodos estructurales y 
finitistas435 del Álgebra en todos los dominios de la matemática.  
                                                           
          434 Esto lo veremos al final de este trabajo, lo que para nosotros será un hecho muy interesante que se 
deduce de su obra. 
 
          435 Tenemos que decir que Lautman utiliza la palabra "finitista", cuando se refiere a los métodos del 
Álgebra, de una forma diferente a como lo hace Weyl. Decimos esto porque sabemos que los "métodos 
estructurales y finitistas" de las álgebras formales y de la geometría analítica, que Hilbert estaba unificando 
con el Análisis por medio de su teoría de formas con infinitas variables, no son los mismos que los métodos 
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Así, Lautman nos hablará de las descomposiciones dimensionales en la 
resolución de ecuaciones integrales; de las métricas no euclídeas y de los 
grupos discontinuos en la teoría de las funciones analíticas; de los métodos del 
álgebra no conmutativa en las ecuaciones diferenciales y de los grupos 
modulares en la teoría de las funciones automorfas. De esta forma Lautman 
tratará de resaltar la estrecha unión de la dialéctica continuo/discreto dentro de 
la matemática moderna. Estas "analogías de estructuras y adaptaciones 
recíprocas" entre lo continuo y lo discontinuo son, para Lautman, uno de los 
motores básicos de la creatividad matemática. Nosotros pensamos, con Jean 
Petitot y Fernando Zalamea, que algo de esto que habla Lautman está presente 
de forma patente en la demostración del teorema de Fermat por A. Wiles, al 
utilizar métodos de la geometría algebraica que se entrecruzan de forma 
unitaria. En definitiva, en Unité des Math, veremos cómo Lautman destacará 
el hecho de que las herramientas del Álgebra moderna ayudan a generar 
conceptos y construcciones del Análisis; en otras palabras, cómo lo discreto 
nos lleva a lo continuo.  
 
Comienza Lautman con una extensa cita textual, tomada del prefacio del 
famoso libro de Hermann Weyl Gruppentheorie und Quantenmechanik de 
1928, donde el autor distingue claramente dos matemáticas. Según Lautman, 
para Weyl, la matemática "clásica" es la que, partiendo de la noción de 
número entero, desemboca en el Análisis, y la matemática "moderna" es la 
que, oponiéndose a la matemática de los números, afirma por el contrario la 
primacía de las estructuras abstractas, teniendo a los números como casos 
particulares. La existencia de una nueva matemática, animada por un espíritu 
muy diferente del de la matemática del siglo pasado, dice Lautman, no debe 
ser puesta en duda. El Análisis del siglo XIX es, como su nombre indica, 
análisis de lo infinitamente pequeño; pues de eso se trata en la teoría de 
funciones, en la convergencia de series, en el paso al límite, en la continuidad, 
en la derivación y en la integración; de lo mismo se trata en la teoría de 
ecuaciones diferenciales, en la búsqueda de una integración local en una 
vecindad del origen; igualmente sucede en la geometría diferencial, tanto de 
Gausss como de Monge, en la teoría de contactos, curvaturas, envolventes, 
etc. Sin embargo, opina Lautman, por más resplandor y brillo que haya tenido 
el análisis de lo infinitamente pequeño, no impidió la eclosión de otras ideas, a 

                                                                                                                                                                                 
de las álgebras abstractas, de los que Weyl habla, y que de ninguna manera son finitistas, sino que se 
desarrollan dentro del marco de una teoría irrestricta de conjuntos. 
    

 285



lo largo de todo el siglo XIX, cuyo desarrollo ha llevado a la matemática 
sintética de la época moderna.  
 
Dicho de otra manera, H. Weyl, en la introducción de la obra citada, establece 
una distinción ⎯que a Lautman le parece fundamental y que toda filosofía de 
la matemática debería tener en cuenta en el futuro⎯ entre dos corrientes en 
las matemáticas. Una, proveniente de la India y de los árabes, que pone el 
énfasis en la noción de número y culmina en la teoría de las funciones de 
variable compleja. Otra, el punto de vista de la matemática moderna, espera 
que cada dominio conlleve con él un sistema de números característicos; se 
trata de la primacía de la idea conjuntista (o algebraica, o topológica) del 
dominio sobre la corriente anterior en la que primaba la idea de número 
entero. Por eso lo que le interesa a Lautman es: 
 
Caracterizar, en sus trazos comunes, las diversas teorías que, contrapuestas 
con el análisis, tienen como objeto el estudio de la estructura global de un 
"todo"436. 
 
De esta manera comienza Lautman analizando la Topología, que en su época 
se podía clasificar en dos tipos: la que se apoyaba en los métodos de la teoría 
de conjuntos de puntos, y la combinatoria o algebraica que caracterizaba de 
manera aritmética o algebraica las propiedades de las figuras invariantes 
mediante transformaciones continuas. Tanto la una como la otra tienen un 
carácter global; pues tratan de generalizar ciertas propiedades intuitivas de la 
geometría sintética, como, por ejemplo, para una superficie, el hecho de ser 
abierta o cerrada, de tener huecos, o de recubrirse a sí misma en algunas 
partes. Para Lautman, el desarrollo considerable de la Topología 
contemporánea surge de la imposibilidad actual (se refiere a su época) de 
concebir, en el Análisis, una teoría que no descanse sobre un estudio 
topológico previo del dominio de definición de las funciones consideradas. 
Así, por ejemplo, la expresión y=f(x) afirma la existencia de una 
correspondencia puntual entre el dominio de los x y el dominio de los y. La 
función f que asegura esa correspondencia puede estar perfectamente 
determinada, de manera única, por la topología de los dominios en cuestión, 
sin que se necesite conocer la expresión algebraica o trascendente que 

                                                           
          436 Lautman (1977), p. 157. 
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proporciona el valor de y a partir del valor de x437. Sabemos que esta 
necesidad de apoyar el Análisis sobre la Topología proviene de Riemann, en 
lo que respecta a las funciones de variable compleja, y la topología en cuestión 
es aquella que se ha llamado desde entonces topología combinatoria; en 
cuanto a la teoría de funciones de variable real, ésta se encuentra, desde los 
trabajos de Cantor, de Borel y de Lebesgue, íntimamente ligada con la 
topología de los conjuntos de puntos y con la "medida" de cada conjunto de 
los dominios así constituidos. 

                                                          

 
Después de esto, la distinción que Weyl establece entre el análisis clásico y la 
matemática moderna, según Lautman, no debería entenderse como una 
tendencia a oponer los métodos de la teoría de funciones y los de la topología; 
se trata de los mismos métodos, y para convencerse de ello nos recomienda 
Lautman el libro de Weyl al que ya ha aludido en su Tesis Principal: Die Idee 
der Riemannschen Fläche. Oponiendo los métodos de la matemática moderna 
a los de la matemática clásica, parece que Weyl está pensando en las teorías 
del álgebra moderna al estilo de como aparecen en la obra Moderne Algebra 
de Van der Waerden. Se pueden concretar las diferencias que separan el 
espíritu de la aritmética y del análisis clásicos, del espíritu del álgebra y la 
topología modernas en lo siguiente: teoría de grupos, de anillos, de cuerpos, 
de ideales, etc. Lautman dirá textualmente: 
 
La matemática clásica es constructivista, primero en lo que concierne a la 
definición de las operaciones del análisis a partir de las operaciones de la 
aritmética elemental, pero también, y sobre todo, en lo que concierne a la 
generación individual de los números reales o complejos a partir de los 
números enteros. El álgebra moderna es, por el contrario, axiomática, de 
donde resulta que al darse los axiomas a los que obedecen los elementos de 
un grupo o de un cuerpo, se da a la vez, de un golpe, la totalidad a menudo 
infinita de los elementos del grupo o del cuerpo438. 
 
Dicho de otra manera, para Lautman la axiomática de Hilbert y sus 
seguidores, lejos de querer reducir el conjunto de las matemáticas a no ser más 
que una promoción de la aritmética, tiende por el contrario a realzar, para cada 
dominio estudiado, un sistema de axiomas tal que, de la reunión de las 

 
          437 Por este motivo Lautman, en una nota a pie de página, dice que algunos autores, como H. Hasse, 
distinguen claramente una noción de función "en el sentido del análisis" de una noción de función "en el 
sentido del álgebra".  
 
          438 Lautman (1977), p. 158. 
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condiciones implicadas por los axiomas, surjan a la vez un dominio y unas 
operaciones válidas sobre ese dominio. Es de esta manera como se han 
constituido axiomáticamente, en álgebra moderna, las teorías de grupos, de 
ideales, etc. Además, en primer lugar, estos elementos de los que habla 
Lautman aquí puede que no sean, en general, individualmente construidos a 
partir de la aritmética de los números enteros; de hecho, pueden ser de 
cualquier naturaleza, tanto números como vectores, operadores, 
transformaciones, matrices, etc. En segundo lugar, la axiomatización de las 
teorías algebraicas modernas implica, por una parte, una prioridad de la 
estructura global de un dominio con respecto a ciertas características de los 
elementos de ese dominio. Por otra parte, puede afirmarse también la 
prioridad de la noción de dominio con respecto a la noción de número, al 
considerar la vinculación de un sistema de números o de magnitudes con un 
dominio definido previamente de manera geométrica, topológica, etc. Hay una 
tercera implicación o novedad que presenta el álgebra moderna con respecto a 
la matemática clásica; se trata de la no conmutatividad de la multiplicación (la 
llamada álgebra no conmutativa). Por último, podemos citar como cuarto 
aspecto de distinción entre el álgebra moderna y la matemática clásica el que, 
en contraposición con el análisis de lo continuo y del infinito, las estructuras 
algebraicas tienen un aspecto claramente finito y discontinuo. 
 
Pues bien, habiendo establecido las diferencias entre los métodos y las 
concepciones fundamentales del álgebra moderna y del análisis, se pregunta 
Lautman si ambas teorías son realmente irreductibles entre sí, o no se trata 
más que de dos métodos susceptibles de ser algún día aproximados. La 
respuesta de Lautman es que el texto de Weyl, con el que inicia Unité des 
Math, no sólo no responde claramente a esta pregunta, sino que sugiere la idea 
de que habría más que una oposición de métodos entre la teoría de las 
funciones de variable compleja y el álgebra. Por el contrario, dice Lautman, 
Hilbert ha expresado varias veces su convicción en la posibilidad de encontrar 
un método de elaboración conjunta del álgebra y del análisis. De ahí que se 
proponga Lautman, con Unité des Math, el hacer ver: 
 
Cómo la matemática moderna está comprometida en la búsqueda de esa 
unificación del álgebra y del análisis, gracias a la penetración cada vez 
mayor de los métodos estructurales y finitistas del álgebra en los dominios del 
análisis y del continuo. En suma, el conflicto de los métodos entre álgebra y 
análisis se disiparía a favor del álgebra439. 
                                                           
          439 Lautman (1977), p. 160. Aunque podíamos añadir que cuando Lautman utiliza la palabra 
“conflicto”, se olvida totalmente de la topología. Parece que su visión de la nueva matemática es muy 
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De esta manera, opina Lautman, la distinción de las dos matemáticas de la que 
habla Weyl no se correspondería más que con las condiciones históricas del 
desarrollo de las matemáticas, y dejaría intactas tanto la unidad de las 
matemáticas como la unidad de la inteligencia. El objetivo de Lautman en 
Unité des Math será, por lo tanto, mostrar cómo pueden encontrarse en las 
teorías modernas del Análisis los aspectos que le parecen caracterizar al 
Álgebra moderna. 
 
5.5.1 Las consideraciones dimensionales en Análisis.- La 
descomposición de un ser matemático, dice Lautman, puede considerarse 
desde dos puntos de vista muy diferentes: unas veces la descomposición 
resalta las propiedades particulares de un ser en el seno del conjunto al cual 
pertenece; otras veces, por el contrario, la descomposición de los seres de un 
mismo conjunto se hace siguiendo un plan común para todos. Como prototipo 
de la primera descomposición elige Lautman la descomposición aritmética de 
un número entero en un producto de factores primos, iguales o distintos. 
Sabemos que esta descomposición, en la aritmética elemental, es única y todo 
número está caracterizado por sus propios factores. Como prototipo de la 
segunda descomposición elige la descomposición de un vector en un espacio 
vectorial de n dimensiones. Las diferencias entre ambas descomposiciones son 
evidentes. 
 
A continuación explica Lautman que es posible encontrar en álgebra estos dos 
tipos de descomposición. Para la primera descomposición utiliza el llamado 
teorema fundamental del álgebra (en variable compleja)440, que es un teorema 
de descomposición "propio". Pero a esta descomposición que pone en 
evidencia las raíces propias de un polinomio, opone Lautman todas las 
descomposiciones "impuestas" en las teorías modernas del álgebra (elige el 
ejemplo de un sistema hipercomplejo). Estas dos especies de descomposición 
algebraica no son, sin embargo, ajenas una a la otra; pues la descomposición 
"propia" de un polinomio en un producto de factores está íntimamente ligada 
con la naturaleza global del cuerpo donde se realiza la descomposición. Así, el 
polinomio x2-2 no tiene raíces en el cuerpo Q de los números racionales, y no 
puede ser descompuesto más que en un cuerpo que contenga al menos al 
                                                                                                                                                                                 
francesa: formación sobre todo en análisis y geometría diferencial, esforzándose por asimilar el álgebra 
alemana. 
   
          440 Tendríamos que aclarar que al utilizar variable compleja, depende estrictamente de la base 
topológica: es “álgebra” sólo en sentido antiguo. 
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cuerpo Q( 2 ). Luego, el teorema fundamental del álgebra, relativo a la 
descomposición completa en m factores de todo polinomio de grado m no es, 
en el fondo, más que la traducción de una propiedad global del cuerpo de los 
números complejos: la de ser algebraicamente cerrado. Algo parecido sucede 
con las descomposiciones aritméticas, a las que ya hemos aludido en Structure 
et Existence, relativas a los números 21, 9 y 6. 
 
En definitiva, para Lautman, las descomposiciones "propias" se encuentran, en 
cierta medida, ligadas con el dominio de base, así como las descomposiciones 
"impuestas". Pero, sin embargo, subsiste una diferencia esencial: las 
descomposiciones "propias" estudian siempre de forma aislada a los seres 
matemáticos, independientemente de los demás seres que puedan gozar de 
propiedades análogas, mientras que las otras descomposiciones imponen a 
todos los elementos de un conjunto una misma estructura, que resulta de la 
estructura dimensional del conjunto al que pertenecen, y establecen así una 
dependencia estrecha entre la totalidad de los seres estudiados y un cierto 
número de ellos, tomados como sistema de base. En otras palabras, la 
dependencia con respecto al cuerpo de base que presentan a veces las 
descomposiciones del primer tipo es muy diferente de la interdependencia 
mutua de los elementos dentro de los sistemas globales del álgebra 
contemporánea, que las descomposiciones del segundo tipo logran resaltar. 
  
A continuación, Lautman muestra cómo la interdependencia lineal de los 
elementos de un conjunto está en estrecha relación con la teoría de los 
sistemas de ecuaciones algebraicas lineales; pues, en el estudio de estos 
sistemas, se encuentra a veces la idea dimensional de componer una solución 
general a partir de una solución particular cualquiera y de un sistema 
fundamental de soluciones del sistema homogéneo correspondiente. A esta 
confluencia, entre la resolución de los sistemas de ecuaciones lineales y la 
teoría de las descomposiciones "impuestas", le concede Lautman la 
importancia de que es precisamente a través de semejantes sistemas de 
ecuaciones como, muy a menudo, se opera en análisis la sustitución del punto 
de vista individual de las descomposiciones "propias" por el punto de vista 
sintético de las descomposiciones dimensionales. Pues, el dominio de estas 
últimas está ante todo formado por la representación aproximada de funciones 
que pertenecen a espacios funcionales diferentes. 
 
Este resultado es muy importante para lo que Lautman trata de explicarnos 
aquí, ya que, debido a la extensión de estos métodos algebraicos de 
descomposición dimensional a incógnitas funcionales en ecuaciones integrales 
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o en ecuaciones con derivadas parciales, es como Hilbert pudo concebir la 
posibilidad de una elaboración conjunta del álgebra y del análisis. Luego, la 
unificación de las disciplinas matemáticas se debe operar gracias a la 
penetración, en el dominio del análisis, de los métodos dimensionales y 
finitistas de origen algebraico441. Al ver que, en álgebra, las descomposiciones 
dimensionales estaban ligadas con el estudio de los sistemas de un número 
finito de ecuaciones, Hilbert desarrolló la teoría de los sistemas con un 
número infinito de ecuaciones lineales y una infinidad de variables, para así 
encontrar teoremas de combinación lineal análogos al caso finito, y aplicables 
a la teoría de las ecuaciones integrales. 
 
En las páginas 168-169 Lautman dice que va a investigar ahora el papel de las 
descomposiciones "propias" en la teoría de las funciones analíticas, para 
posteriormente ver cómo, también en este dominio, las consideraciones 
dimensionales surgidas del álgebra le otorgan un nuevo sentido a los 
resultados de los teoremas de descomposición "propia", de inspiración 
aritmética. Para esto tratará de establecer un paralelismo entre un polinomio y 
una función entera, que es la función analítica más parecida a un polinomio. 
Como la descomposición propia de un polinomio es la que pone en evidencia 
a sus raíces, se puede intentar algo análogo con una función entera gracias a la 
descomposición de ésta en un producto infinito. De estas investigaciones 
obtiene Lautman la consecuencia de que unos mismos seres matemáticos muy 
concretos, se pueden descomponer de dos formas bien distintas; una de las 
descomposiciones caracteriza sus propiedades individuales y la otra 
caracteriza los lazos que sostienen los seres entre sí. Tratándose efectivamente 
de dos modos de pensar de diferente inspiración, es gracias a la obra de 
Riemann como se puede establecer su unión (se trata, en el fondo, del proceso 
por el cual una superficie de Riemann múltiplemente conexa se puede 
convertir en simplemente conexa gracias a un "recorte canónico", y que ya 
hemos analizado en Structure et Existence). 
 
Estos ejemplos propuestos por Lautman nos permiten comprender que, si hay 
modos diversos de pensamiento en las matemáticas, es poco verosímil que 
esas diferencias de método correspondan a diferencias de dominio. De ahí que 
resuma lo anterior con las palabras siguientes: 
 
La dualidad de esos tipos de descomposición, sobre la que hemos insistido 
[...], es un hecho cierto que se impone a cualquier observador, pero esa 

                                                           
          441 Es posible que esta idea de Lautman esté bastante pasada de moda. 
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dualidad de métodos no culmina en la constitución de dos matemáticas 
diferentes, una que sería una promoción de la aritmética de los números 
enteros y otra que sería una extensión del álgebra. Los mismos seres pueden 
ser estudiados de dos maneras distintas, y es este encuentro de métodos el que 
asegura la unidad profunda de las matemáticas442. 
 
5.5.2 Las métricas no euclidianas en la teoría de las funciones 
analíticas.- Sabemos que para Lautman son muy interesantes las diferencias 
que separan una concepción sintética de la geometría de su concepción 
infinitesimal. La definición riemanniana de un espacio por medio de la 
fórmula que proporciona la distancia de dos puntos infinitamente cercanos es 
una concepción puramente local; el espacio entero se construye allí gracias a 
una yuxtaposición sucesiva de vecindades infinitesimales, cuyo ensamblaje no 
es susceptible, sin nuevas convenciones, de ser caracterizado en su conjunto. 
Por el contrario, la definición de las propiedades de un espacio por medio de 
un grupo de transformaciones cuyos invariantes son las propiedades en 
cuestión, es una definición global que considera las posibilidades de acción 
del grupo sobre la totalidad de los puntos del espacio. 
 
En la concepción local, la expresión de los números que conforman la métrica 
de una superficie está dada antes de la constitución de la superficie, ya que 
precisamente la superficie resulta del hecho de "pegar" vecindades definidas 
por el valor de la distancia de dos puntos infinitamente próximos. En la 
concepción global (o sintética), el espacio preexiste antes de la métrica, puesto 
que la geometría del espacio entero influye sobre la determinación de la 
métrica; en este caso, los números son posteriores al dominio. Así, la 
geometría proyectiva ha proporcionado el primer ejemplo de una geometría 
donde a cada par de puntos se le puede asignar un número definido 
independientemente de toda referencia a la distancia euclídea, y que no 
obstante satisface ciertas condiciones formales que permiten considerarlo, en 
abstracto, como la "distancia" de dos puntos en el espacio. 
  
Desde luego, los axiomas formales que definen la noción de distancia pueden 
ser satisfechos por una infinidad de sistemas de números diferentes. Ahora 
bien, como uno de los objetivos de la geometría abstracta consiste en elegir 
aquel sistema que asegure la invarianza de la métrica con respecto a las 
transformaciones de conjunto que se consideran sobre el espacio, en el caso de 
la geometría proyectiva, la distancia entre dos puntos se define por la relación 
                                                           
          442 Lautman (1977), p. 172. 
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anarmónica ligada al "juego" de los cuatro puntos siguientes: los dos puntos 
dados y las intersecciones de la recta proyectiva que pasa por esos puntos con 
la cónica que se transforma globalmente en sí misma por un subgrupo del 
grupo de las transformaciones proyectivas. Sabemos cómo Klein efectuó la 
unión de las nociones de métrica proyectiva, debidas a Cayley, con las 
geometrías no euclídeas: la geometría elíptica de Riemann corresponde al caso 
en el cual la cónica invariante proyectivamente ⎯la "cónica del absoluto"⎯ 
es imaginaria, la geometría hiperbólica de Lobachevski corresponde al caso de 
una cónica real, y la geometría de Euclides al caso en que la cónica degenera 
en dos puntos imaginarios. Luego, desde el punto de vista que aquí nos 
interesa, las geometrías no euclídeas y la geometría proyectiva se confunden; 
pues se ve claramente cómo la vinculación de un sistema de números a un 
espacio surge después de considerar previamente las propiedades globales del 
espacio, que recibe así en él un sistema de números propio. 
 
Para Lautman, la intervención de las métricas no euclidianas en la teoría de las 
funciones analíticas (campo en el que las aportaciones de Poincaré son 
fundamentales), es un hecho que tiene una enorme importancia filosófica. Por 
eso dirá textualmente: 
 
Esa preocupación [desde Monge o Gauss hasta Weyl] por eliminar del 
análisis las intuiciones geométricas se encuentra, por lo demás, en el espíritu 
del cartesianismo, para el cual la geometría sintética es obra de la 
imaginación, y, por ello mismo, queda más allá de las posibilidades infinitas 
de un cálculo guiado únicamente por el entendimiento443. 
 
Esta diferencia de planos entre un análisis puramente intelectual y una 
geometría sintética, más intuitiva, continúa diciendo Lautman, se ha 
evaporado casi completamente en nuestros días, ya que la topología y la teoría 
de grupos han permitido la puesta a punto de métodos sintéticos en geometría 
que son tan intelectuales como los métodos del análisis. De esta forma, se ha 
operado una inversión en las relaciones entre el análisis y la geometría; pues el 
análisis ha sido de nuevo, si no "constreñido a la consideración de las figuras", 
sí al menos subordinado a un estudio topológico previo del dominio de 
definición de las funciones consideradas. Para Lautman, este nuevo aspecto de 
la teoría de las funciones analíticas se encuentra ligado con el desarrollo de la 
teoría de las superficies de Riemann. 
 

                                                           
          443 Lautman (1977), p. 175. 

 293



A continuación, explica Lautman con detalle varios ejemplos (entre ellos el de 
la uniformización que ya utilizó en Structure et Existence) donde resulta 
patente el hecho de que, gracias a la definición de una métrica sobre una 
superficie de Riemann, la teoría de las funciones analíticas participa 
ampliamente en la corriente de ideas de la nueva matemática, que coordina 
para cada dominio un sistema propio de números, escogido de acuerdo a la 
estructura del dominio, y establece así en cierta medida la primacía de la 
síntesis geométrica sobre el análisis "numérico". Podíamos decir que Lautman 
está intentando establecer (o argumentar) una primacía de lo geométrico-
topológico sobre el clásico análisis. En definitiva, pensamos que estos dos 
apartados anteriores (el 5.5.1 y el 5.5.2) son un buen ejemplo de cómo 
Lautman trata de vislumbrar una dialéctica de ideas que guía el desarrollo 
efectivo de las matemáticas.    
 
5.5.3 El álgebra de las magnitudes no conmutativas.- A Lautman le 
interesó de manera especial el aspecto de la nueva matemática que se refiere a 
la no conmutatividad de la multiplicación, por ello se propone examinar dicho 
aspecto en algunas de las más importantes teorías algebraicas modernas. Esta 
propiedad de no conmutatividad del producto de dos magnitudes de una teoría, 
distingue profundamente a las teorías donde se da de la aritmética y del 
álgebra ordinarias. Pero Lautman opina que dicha propiedad tiene una riqueza 
considerable, ya que contiene la clave de las relaciones de incertidumbre en la 
mecánica cuántica444. Además, continúa Lautman, von Neumann ha mostrado 
que la teoría de operadores de la mecánica cuántica no es más que un caso 
particular de la teoría general de los anillos de operadores en el espacio de 
Hilbert, y los problemas relativos a la conmutatividad o no conmutatividad de 
dos elementos juegan, en el estudio de la estructura de esos anillos, el mismo 
papel que en el estudio de los anillos de números algebraicos. 
  
Hemos visto, en el apartado 5.5.1, cómo en opinión de Lautman las teorías del 
álgebra moderna podían ser caracterizadas por la importancia que jugaban allí 
los teoremas de descomposición dimensional; vamos a ver ahora las relaciones 
estrechas que unen la existencia de dichas descomposiciones con la distinción 

                                                           
          444 Seguramente Lautman disfrutaría, si viviese hoy día, con las investigaciones del matemático francés, 
Alain Connes, sobre geometría no conmutativa y su relación con la mecánica cuántica. Connes, en los años 
ochenta, inventó una geometría cuántica en la cual las coordenadas espaciales son matrices que no conmutan 
entre sí, en una analogía exacta con las posiciones y velocidades de un electrón. Lo que establece una 
analogía total con las relaciones de Heisenberg, pero ahora entre las coordenadas espaciales. Ver el artículo 
"Geometría no conmutativa y espaciotiempo cuántico" de José L. Fernández Barbón en Investigación y 
Ciencia, marzo, 2005 (pp. 60-69). 
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de una multiplicación conmutativa y una multiplicación no conmutativa. Por 
eso, dirá Lautman textualmente: 
 
Nos proponemos mostrar, gracias a los trabajos de Cartan y de sus 
predecesores, cómo ha penetrado en el análisis contemporáneo ese modo de 
pensamiento esencial del álgebra moderna que resulta ser el cálculo de las 
magnitudes no conmutativas445. 
 
Inmediatamente define Lautman el cálculo de las formas de Pfaff, para 
considerar después sus aplicaciones al Análisis; en concreto, a la teoría 
analítica de ecuaciones diferenciales. A través de un ejemplo concreto de 
ecuación diferencial de segundo orden, Lautman nos acerca a entender cómo 
pudo Cartan, de manera general, reducir el estudio de los sistemas de 
ecuaciones diferenciales y de ecuaciones con derivadas parciales, al estudio 
algebraico-geométrico de los sistemas de Pfaff correspondientes. No cabe 
duda que se trata de un dominio inmenso donde se ve de nuevo cómo los 
métodos del Álgebra penetran en el dominio del Análisis. 
 
En definitiva, el papel del cálculo no conmutativo de las formas de Pfaff en 
Análisis es bastante considerable; pues permite en muchos casos efectuar una 
sustitución del Análisis por el Álgebra de la siguiente manera: la teoría de 
ecuaciones diferenciales se reduce a la teoría de las formas de Pfaff, ésta se 
confunde con la teoría de grupos continuos (he aquí la topología otra vez) de 
Lie, y esta última se convierte, gracias a Cartan, en una teoría algebraica. La 
fecundidad de estos métodos algebraicos es manifiesta hasta en los problemas 
que han parecido estar siempre en el centro del Análisis; es decir, los que se 
refieren a la integración de ecuaciones diferenciales o de ecuaciones con 
derivadas parciales. Así, las transformaciones infinitesimales que constituyen 
un grupo de Lie pueden de hecho, en ciertos casos, ser definidas como 
soluciones de un sistema de ecuaciones con derivadas parciales que presentan 
a las variables transformadas en función de las variables primitivas. Sin 
embargo, no es por la integración directa de esas ecuaciones con derivadas 
parciales como Cartan asegura la existencia de las funciones buscadas, sino 
por el estudio algebraico previo de los coeficientes estructurales de las formas 
de Pfaff vinculadas con las ecuaciones propuestas.  
 
Termina Lautman haciendo alusión a ciertas consideraciones que serán 
desarrolladas más ampliamente en el próximo apartado: 
                                                           
          445 Lautman (1977), pp. 181-182.  
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En cierta medida, la existencia de funciones continuas depende de las 
propiedades estructurales de un sistema discontinuo de magnitudes 
algebraicas. El cálculo de las magnitudes no conmutativas en análisis opera 
así un acercamiento entre lo continuo y lo discontinuo, donde se borra la 
distinción de las dos matemáticas446. 
 
Si intentáramos "rebajar" a un nivel elemental el álgebra y la aritmética no 
conmutativas diríamos lo siguiente. En la enseñanza secundaria, el momento 
más típico en que se hace referencia a magnitudes no conmutativas es cuando 
se habla del producto en el anillo de las matrices cuadradas de un orden 
determinado. El hecho de que, en general, dos matrices cuadradas A y B de un 
mismo orden sean tales que A.B≠B.A les sorprende mucho a los alumnos 
porque están acostumbrados a que el producto de todo tipo de números (desde 
los naturales, pasando por los enteros, los racionales, los reales y hasta los 
complejos) sí verifica la propiedad conmutativa. Este es el momento 
apropiado para explicarles que si A.B=C, entonces, para despejar A de la 
igualdad anterior hay que hacer: A.B.B-1=C.B-1; de donde se obtiene que 
A=C.B-1 (en el supuesto de que exista B-1). Análogamente, si queremos 
despejar B tendremos que: A-1.A.B=A-1.C; con lo cual, B=A-1.C (en el 
supuesto de que exista A-1). En otras palabras, es fundamental el orden en que 
se efectúan los productos. También es la ocasión propicia de hablarles e 
introducirles un poco en ese "mundo maravilloso" del álgebra abstracta, donde 
hay anillos con divisores de cero o con elementos nilpotentes, etc. 
 
Todavía podíamos sacarle más partido, en la enseñanza secundaria, al hecho 
de que una determinada operación sea conmutativa o no; es decir, apreciar las 
implicaciones que puede tener este hecho. Así, por ejemplo, sabemos que la 
suma de todo tipo de números conocidos por el alumno de ese nivel es 
conmutativa (a+b=b+a), lo que implica que existe una única operación inversa 
de la suma que es la resta. Algo análogo sucede con el producto (a.b=b.a), 
entonces la única operación inversa es la división. Pero, por el contrario, 
sabemos que la potenciación no es conmutativa (ab≠ba), lo que implica que 
esta operación no tiene una única operación inversa, sino que tiene dos: la 
radicación y la logaritmación (se dice que una es inversa por la derecha y la 
otra es inversa por la izquierda). 

                                                           
          446 Lautman (1977), p. 186. Respecto a la primera parte de la cita podemos añadir que la existencia de 
funciones continuas también depende del dominio de definición de las funciones, así como del carácter de 
éstas. Para la segunda parte diríamos que eso sucede en otros muchos casos.  
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Terminaríamos diciendo que Lautman, en su época, pensaba que el álgebra 
encuentra su libertad al liberarse de la propiedad conmutativa. De ahí que 
destaque en ella la importancia de la no conmutatividad. Nosotros, hoy día, 
pensamos que al igual que el quinto postulado de Euclides tuvo prisionera a la 
geometría, la propiedad conmutativa hizo lo propio con el álgebra; aunque 
huelga decir que lo del quinto postulado duró mucho más que lo de la 
conmutatividad. 
            
5.5.4 El Análisis y la teoría de números: lo continuo y lo discontinuo.- 
No cabe duda de que este apartado es muy importante, puesto que trata sobre 
uno de los problemas fundamentales de la filosofía matemática. Para Lautman 
la distinción entre la matemática de lo discreto y la de lo continuo, tiene su 
importancia porque, efectivamente, son dos matemáticas esencialmente 
distintas, ya que en el dominio de lo continuo se pueden definir operaciones 
que no tienen ningún sentido en lo discontinuo, como, por ejemplo, la 
prolongación analítica en la teoría de funciones. Por eso dirá Lautman que un 
problema fundamental para la filosofía matemática consistirá en establecer 
una teoría de las relaciones entre lo continuo y lo discontinuo447, entre el 
Análisis y la Aritmética. 
 
Opina Lautman que los resultados de Gödel (demostrando que es imposible 
probar la no contradicción de la aritmética recurriendo sólo a medios tomados 
de la aritmética) son de una importancia extraordinaria, sobre todo, cuando se 
los compara con el desarrollo histórico de la aritmética efectiva. Pues un 
número bastante grande de resultados aritméticos no ha podido ser obtenido 
más que recurriendo a medios analíticos muy potentes. De ahí que se haya 
desarrollado, desde Dirichlet, una teoría analítica de números, y: 
 
Por más esperanzas que tengan algunos estudiosos de la aritmética de 
eliminar algún día las demostraciones trascendentes de la teoría de números, 
subsiste el hecho consumado de una relación estrecha entre la aritmética y el 
análisis448. 
                                                           
          447 Sabemos que el continuo, formalizado por el "cuerpo ordenado y completo de los números reales" 
R, es un producto de nuestra representación del mundo físico; está en la base de las nociones geométricas y 
físicas fundamentales como: líneas, curvas, superficies, volúmenes, el paso del tiempo (quizá la noción que 
nos dé una idea más exacta de él), etc. El discontinuo (o, mejor dicho, el discreto), bajo la forma de los 
"números naturales" N, se deriva del acto de contar; es decir, su origen se encuentra en las operaciones de 
carácter aritmético. 
          
          448 Lautman (1977), p. 188. 
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De esta manera, para Lautman, el problema de las relaciones entre lo continuo 
y lo discontinuo se presenta bajo un nuevo aspecto: no se trata ya de saber si la 
existencia de una teoría analítica de números es compatible, o no, con una 
supuesta prioridad lógica (que nosotros llamaríamos ontológica) de lo 
discontinuo con respecto a lo continuo, sino de estudiar, en el mismo seno de 
la teoría analítica de números, el mecanismo de las relaciones que allí se 
afirman entre lo continuo y lo discontinuo. Lautman no se propone hacer un 
estudio de conjunto de la teoría analítica de números ⎯a la que considera 
entre las teorías más difíciles de todas las matemáticas⎯ sino que sólo quiere 
mostrar, con algunos ejemplos precisos, cómo se puede sostener que si ciertas 
funciones analíticas son útiles en la aritmética es porque la propia definición 
de esas funciones se apoya ya en la estructura aritmética de esos dominios449 a 
cuyo estudio las funciones contribuyen. 
 
En concreto, Lautman centra su estudio en cómo Riemann definió sobre N su 
famosa función: 

ζ(s)=∑
∞

=1

1
n

sn
  

 
[...] donde "n" recorre todos los enteros mayores que 0 de N, y donde "s" es 
una variable compleja cuya parte real es siempre mayor que 1, [...] y 
Riemann pudo construir, por medio de esta función, otra función F(x) que 
cuenta el número de números primos inferiores a un número positivo 
arbitrario450. 
 
Después, analiza también Lautman el caso de las funciones automorfas. En el 
plano complejo, se consideran las transformaciones definidas por las 
relaciones: 

z'=
δγ
βα

+
+

z
z   

                                                           
          449 Estos dominios pueden ser, desde N hasta cualquier anillo de enteros. 
 
          450 Lautman (1977), p. 189. También se puede encontrar traducido el artículo de Riemann en el que 
hace referencia a la función ζ(s) en Riemanniana Selecta (pp. 79-85), así como en el libro de Marcus du 
Sautoy titulado La música de los números primos de 2007 (pp. 124-166). En inglés se puede ver en el libro de 
John Derbyshire Prime Obsessión de 2003 (pp. 63-81). 
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donde α, β, γ, δ son números enteros tales que αδ-βγ=1. 

 
Se puede demostrar que estas transformaciones forman un grupo discontinuo 
G, llamado grupo modular, y se llama función automorfa con respecto a ese 
grupo a toda función f(z) tal que: 
 

f(z)=f ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+
δγ
βα

z
z , con αδ-βγ=1; es decir, f(z)=f(z'). 

 
Y a través de esto, dice Lautman, se puede observar la relación entre la 
discontinuidad del grupo y la "existencia" de una función continua automorfa. 
O sea que, en este ejemplo puro de la teoría de números, se ve cómo el 
momento esencial de la teoría reside en la génesis de una función continua a 
partir de la estructura discontinua que le da nacimiento451. 
  
Finaliza Lautman Unité des Math volviendo a hacer referencia al comienzo de 
la misma, donde oponía las matemáticas del infinito con el álgebra moderna. 
Él ha mostrado que esta oposición no es tan esencial como para que se puedan 
considerar disciplinas irreducibles, sino que se trata más bien de una 
distinción. Los ejemplos propuestos por Lautman: 
  
Son teorías intermedias entre el álgebra y el análisis, cuyos métodos son 
algebraicos pero cuyos resultados se extienden al análisis452. 
 
Por lo tanto, para Lautman, es legítimo oponer la matemática del siglo XX a la 
del siglo XIX, pero teniendo en cuenta que se oponen del mismo modo que la 
física de lo continuo y la física de lo discontinuo. Pues, hasta los alrededores 
de 1905, se podía creer en la coexistencia de dos dominios de hechos distintos: 
aquellos que se presentaban como continuos, las ondas luminosas, y aquellos 
donde aparecía por el contrario una estructura discontinua: los átomos 
materiales. Sin embargo, desde que Einstein introdujo la discontinuidad en el 
estudio de la luz y Louis de Broglie la continuidad de las ondas en el estudio 
de la materia, es imposible mantener la antigua separación de dominios de 
                                                           
          451 Quizá Lautman exagera cuando considera ejemplo puro de la teoría de números lo que es pura teoría 
de funciones (pues se trata de variable compleja). Respecto a lo del momento esencial, es posible que se 
pueda considerar una afirmación algo reduccionista por parte de Lautman.  
  
          452 Lautman (1977), p. 195. 
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hechos físicos distintos. La física de lo continuo representa un modo de tratar 
los hechos físicos mediante ecuaciones diferenciales, la física de lo 
discontinuo representa otro modo de tratar los mismos hechos con métodos 
distintos: teoría de grupos, cálculo de matrices, estadísticas cuánticas, etc. 
 
Esto le permite llegar a una conclusión muy interesante. Constata que, en 
física, la dualidad de métodos relativos a los mismos hechos es la fuente de las 
principales dificultades; mientras que, en matemáticas ⎯como él conoce bien 
a través de los trabajos de sus dos Tesis⎯, la dualidad de métodos sería el 
signo de la profunda unidad de las ciencias matemáticas453. 
 
Respecto de la oposición entre continuo y discontinuo, sabemos que existen 
dos posiciones clásicas que se basan en dar prioridad a la una o a la otra 
noción. Para unos, el continuo emana de lo discontinuo, como lo infinito de lo 
finito, por una especie de enriquecimiento progresivo de lo finito y de lo 
discontinuo. De esta forma resulta que, en las condiciones que legitiman el 
paso al límite, se descubren bruscamente nuevas propiedades, relacionadas 
con el continuo y el infinito, que no tenían ningún equivalente en lo finito. 
Para otros, en cambio, existe una prioridad del continuo y del infinito, y ven 
en lo finito y lo discontinuo una limitación del infinito o una aproximación al 
infinito454. Quizá esta posición sea más filosófica que matemática. 
 
Pero Lautman cree que en el desarrollo de las matemáticas durante el siglo 
XX, es posible observar un tercer modo de concebir las relaciones entre el 
análisis y el álgebra, entre lo continuo y lo discontinuo, entre lo infinito y lo 
finito. Por ello dirá textualmente: 
 
Una actitud muy diferente es la de muchos matemáticos contemporáneos, 
quienes ven en lo finito y en lo infinito, no dos términos extremos de un paso 
que debe operarse, sino dos géneros de seres distintos, dotados cada uno de 
una estructura propia, y susceptibles de sostener entre ellos ciertas relaciones 
de "imitación" o de "expresión"455. 
                                                           
          453 Aunque no podemos obviar el hecho de que lo mismo que se puede pensar que se trata de una 
unidad esencial, ideal y preexistente, también se puede pensar en que podía ser una unidad buscada, postulada 
o construida (ver página 114 y siguientes del libro Riemanniana Selecta, editado por el Consejo Superior de 
Investigaciones Científicas el año 2000, cuya edición y estudio introductorio ha estado a cargo de José 
Ferreirós). 
  
          454 Como representantes de la primera posición podíamos considerar a Weierstrass y Alain Connes, 
mientras que de la segunda consideraríamos a Cantor y René Thom. 
             
          455 Lautman (1977), p. 197. 
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Entiende Lautman por relaciones de imitación aquellos casos donde la 
estructura interna del infinito imita la estructura de lo finito, y por relaciones 
de expresión aquellos casos donde la estructura de un dominio finito y 
discontinuo envuelve la existencia de otro dominio continuo o infinito, que 
resulta así expresar la existencia de ese dominio infinito al cual se adapta. Así, 
cuando Hilbert transporta al análisis algunos métodos de descomposición 
dimensional de origen algebraico, lo que está haciendo es imponer al espacio 
funcional una estructura que imita la de un espacio con un número finito de 
dimensiones. Y cuando Poincaré considera un grupo discontinuo de 
transformaciones junto con la función continua automorfa vinculada con dicho 
grupo, lo que hace es acercar dos géneros de seres totalmente extraños456 por 
naturaleza, pero la existencia de la función continua expresa, a pesar de todo, 
las propiedades del dominio de discontinuidad que sirve para definirla. 
 
Es de esta forma como Lautman piensa que: 
 
Se descubren entre lo finito y lo infinito analogías de estructuras y 
adaptaciones recíprocas, de donde se infiere que la unidad de las 
matemáticas es esencialmente la unidad de los esquemas lógicos que presiden 
la organización de sus edificios. [...] Las analogías de estructuras y las 
adaptaciones de existencias que hemos intentado describir aquí entre el 
análisis y el álgebra, no tienen otro fin que el de evidenciar en el seno de las 
matemáticas la existencia de esquemas lógicos que sólo se pueden conocer a 
través de las propias matemáticas y que aseguran a la vez su unidad 
intelectual y su interés espiritual457. 
 
He aquí, sin ninguna duda, una vez más el platonismo de Lautman o, si se 
prefiere, su metafísica platónica. De hecho, veremos cómo en su próximo 
trabajo, Nouvelles recherches sur la structure dialectique des mathématiques, 
nos llevará a adentrarnos en un tipo de reflexión de una dimensión claramente 
metafísica. 
 
Pero, antes de pasar al próximo parágrafo, nos gustaría destacar de Unité des 
Math que, para Lautman, la unidad de las matemáticas se expresa, no en una 
                                                                                                                                                                                 
 
          456 Aunque podíamos decir que no son "totalmente" extraños, ya que z∈C y aquí está el continuo o la 
rica topología. 
 
          457 Lautman (1977), p. 198. 
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base común para desde ella reconstruir el todo, sino en la convergencia de sus 
métodos y en el trasvase de ideas entre sus diversas redes: lógicas, aritméticas, 
algebraicas, geométricas, topológicas o analíticas. Así, la penetración de los 
métodos del Álgebra en el Análisis, el Análisis subordinado a la Topología, la 
aparición por doquier de la idea geométrica de dominio, o la introducción de 
la variable compleja dentro de la Aritmética, son algunos de los ejemplos 
estudiados por Lautman donde, en lo local, se percibe la unidad global de las 
matemáticas. Se trata de una unidad real dentro del universo sintético de las 
matemáticas efectivas (o sea, dentro del conjunto de teorías, estructuras y 
construcciones que surgieron en las matemáticas avanzadas de la época de 
Lautman) y cuya presencia desaparece cuando se intenta reducir toda la 
pluralidad del conocimiento matemático a una reconstrucción analítica. De 
hecho, esto es lo que sucede con la fundamentación conjuntista; que provee 
cómodos estratos de consistencia relativa, pero, en la práctica, Lautman veía 
que cada vez era más evidente el que las matemáticas se desarrollaban 
independientemente de sus pretendidos fundamentos. 
 
Llegados aquí, no podemos evitar hacer referencia a la actualidad, así como al 
sentido profético que puede tener lo que acabamos de ver sobre Lautman con 
el programa del matemático Robert Ph. Langlands (nacido en 1936). Sabemos 
que en la década de 1960 Langlands, en una carta a André Weil, estableció un 
programa que se basaba en unas cuantas conjeturas y cuyo objetivo era una 
hipotética unificación entre diversas ramas de las matemáticas. Este ambicioso 
programa de unificación de Langlands, trataría de englobar el álgebra en la 
forma de la teoría de Galois, el análisis mediante las formas automórficas y la 
teoría de números por medio de la representación de ciertos grupos finitos. Si 
este programa se completara algún día, establecería la existencia de una única 
ley en las matemáticas y la simple afirmación de que las cosas, aunque 
distintas, son iguales. Una de las conjeturas propuestas a Weil por Langlands 
fue la de Taniyama-Shimura (la que propusieron estos jóvenes matemáticos 
japoneses en la década de 1950) que relacionaba las formas modulares 
⎯estructuras altamente simétricas encontradas en ciertos espacios 
hiperbólicos⎯ con las curvas elípticas. Es evidente que lo que ha dado "alas" 
al programa de Langlands es el éxito de Andrew Wiles al establecer, en su 
demostración del Teorema de Fermat, un caso restringido de la conjetura de 
Taniyama-Shimura que revela la profunda unidad entre estructuras simétricas, 
espacios hiperbólicos y curvas elípticas, pertenecientes a ramas de las 
matemáticas que hasta entonces parecían solamente relacionadas de lejos. 
 

 302



5.6 La estructura dialéctica de las matemáticas.- Comienza Lautman 
las Nouvelles... recordando algunas ideas de las que ya había tratado en 
Structure et Existence, relativas a la participación de las matemáticas en una 
dialéctica que las domina. Textualmente dirá: 
 
Intentamos mostrar de manera abstracta cómo el entendimiento de las Ideas 
de esa Dialéctica se prolonga necesariamente en una génesis de teorías 
matemáticas efectivas458. 
 
Para conseguir este objetivo, en la primera parte de Nouvelles..., Lautman se 
apoyará en el pensamiento de Heidegger. A continuación, en una segunda 
parte, en lugar de descender de lo abstracto hacia lo concreto, invertirá el 
sentido del recorrido y partiendo de una teoría matemática existente ⎯la 
Teoría de Números⎯, aprovechará para explicarnos de una forma concreta la 
necesidad, para comprender la razón de ciertos resultados, de vincularlos con 
las Ideas de estructura de una Dialéctica superior. En concreto, Lautman 
finaliza el preámbulo de las Nouvelles... diciendo: 
 
Podrá parecer extraño a quienes están acostumbrados a separar las ciencias 
"morales" de las ciencias "exactas", el ver reunidas en un mismo trabajo 
reflexiones sobre Platón y Heidegger con observaciones sobre la ley de 
reciprocidad cuadrática o la distribución de los números primos. Quisiéramos 
haber mostrado que ese acercamiento de la metafísica y de las matemáticas 
no es contingente sino necesario459. 
 
Es interesante observar que la última frase del texto anterior es, quizá, la más 
citada de Lautman, pero porque suena bien y esto ha hecho que se haya 
exhibido más como una "perla" rara que comentada con detalle. 
 
5.6.1 La génesis de lo Existente a partir de la Idea.- La realidad intrínseca 
de las matemáticas le parece a Lautman que reside en su forma de participar 
en las Ideas de una dialéctica dominante. Pero aclarará: 
 

                                                           
          458 Lautman (1977), p. 203. 
 
          459 Lautman (1977), p. 203. 
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No entendemos por Ideas ciertos modelos cuyos seres matemáticos no serían 
más que copias, sino, en el verdadero sentido platónico del término, ciertos 
esquemas de estructura según los cuales se organizan las teorías efectivas460.  
 
El verdadero sentido platónico estaría en la interpretación de Platón que 
Lautman encuentra en Léon Robin. Lautman precisa que si las Ideas son una 
especie de leyes según las cuales esa materia (considerada como el 
receptáculo de dichas Ideas) se organiza para constituir un Mundo, entonces 
existe una ruptura entre las Ideas y el mundo sensible.  
 
Dirá textualmente: 
 
No se puede pensar en la ruptura entre la dialéctica y la matemática; por el 
contrario, se debe precisar un modo de emanación de una a otra, una especie 
de proceso que las entrelaza estrechamente, y que no presupone entre ellas la 
interposición contingente de una Materia heterogénea a las Ideas. Esa 
introducción de lo abstracto en la génesis de lo concreto puede entenderse de 
la mejor manera gracias a una interpretación "trascendental" de la relación 
de dominación461. 
 
Lautman señala explícitamente que con "trascendental" se refiere al sentido 
que Heidegger da a dicha palabra, pues sabemos que es un término ambiguo y, 
principalmente después de Kant, se le ha asociado una dimensión de 
conocimiento a priori. Sin embargo, en Heidegger, esta noción de 
trascendencia intenta esclarecer el estatuto del ser y de la existencia. O sea, 
para Heidegger, la producción de nociones relativas a la existencia concreta 
nace de un esfuerzo de entendimiento de conceptos más abstractos. Este 
recurso a Heidegger, por parte de Lautman, puede parecer sorprendente siendo 
este último un filósofo que utiliza un vocabulario platónico. Nosotros 
trataremos de evitar a Heidegger para no complicar demasiado el tema. No 
obstante, nos gustaría decir que Oskar Becker, en el año 1927, intentó operar 
una síntesis entre las definiciones de Brouwer y la filosofía existencial de 
Heidegger. El libro se titulaba Mathematische Existenz y fue editado en Halle 
a. d. Saale por Niemeyer462.  
 
                                                           
          460 Lautman (1977), p. 204. 
 
          461 Lautman (1977), p. 205. 
 
          462 Ver Cavaillès (1981), p. 33. En una nota a pie de página, al hablar Cavaillès sobre la actividad 
matemática, hace referencia a esta obra de Becker.  
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Lautman termina este parágrafo diciendo: 
 
Es posible [...] ver la utilidad de la filosofía matemática para la metafísica en 
general. [...] las matemáticas juegan así el papel de modelos donde se puede 
observar cómo las cosas alcanzan la existencia463. 
 
He aquí la clave de la dimensión profunda ⎯y sorprendente⎯ del 
pensamiento de Lautman. Ya tenemos la explicación del hecho de que haya 
sido tan olvidado o mal interpretado. En su época, en plena efervescencia del 
positivismo lógico, ¡no se podía hablar de metafísica! Y menos aún, en 
matemáticas. Por eso vimos lo que le decía André Weil a su hermana en una 
carta ⎯tachándola de tener una visión lautmaniana de las matemáticas⎯ 
cuando ella le expresaba su interpretación de las mismas. En otras palabras, 
casi todo el que haya leído superficialmente a Lautman saca la conclusión de 
que se trata de alguien que aplica la metafísica a las matemáticas y, desde esta 
perspectiva, se podría comprender la crítica que le hacía el filósofo Hyppolite 
de ver desaparecer las nociones matemáticas. Fue en la confrontación 
Lautman-Cavaillès del 4 de Febrero de 1939 en la Sociedad Francesa de 
Filosofía, que analizaremos en el próximo capítulo con detenimiento, donde 
Hyppolite declaraba: "En cuanto a la tesis de Lautman, se podría temer al 
adoptarla, que las nociones matemáticas se evaporen, en cierta manera, en 
puros problemas teóricos que las superen"464. 
 
Desde luego, esta crítica de Hyppolite, siendo injusta, en un cierto sentido 
tenía razón porque estaban en cuestión nociones teóricas que las superaban 
por su generalidad y el filósofo no habría debido quejarse de ello. Pero 
también sería injusta la sospecha de querer hacer desaparecer las nociones 
matemáticas, pues ellas son una manifestación ejemplar e irreductible del Ser 
y, en este sentido, son constantemente utilizadas para dar cuerpo a la 
especulación metafísica. De hecho, las matemáticas se convierten en un 
camino ejemplar y privilegiado para comprender la fundación del Ser ⎯en el 
sentido de Heidegger⎯ dándole sentido al mundo. Pero, en realidad, esto es lo 
que ha dicho siempre Platón. Dicho de otra manera, las matemáticas juegan 
con respecto a otros dominios de encarnación, realidad física, realidad social, 
realidad humana, el papel de modelos donde observar cómo las cosas alcanzan 
la existencia.  
                                                           
 
          463 Lautman (1977), p. 209. 
 
          464 Cavaillès (1994), p. 621. 
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5.6.2 La génesis de las Matemáticas a partir de la Dialéctica.- Las 
nociones de génesis, de devenir, de acceso a la existencia, implican un antes y 
un después. Ahora bien, ¿cuál es el tipo de anterioridad de la dialéctica sobre 
las teorías matemáticas? Lautman dirá que no será el orden cronológico de la 
creación (contrariamente al caso de los objetos físicos), como en el caso del 
Timeo, aunque la dimensión histórica nos lo podría sugerir. No será tampoco 
la anterioridad del conocimiento, ya que el método matemático es regresivo. 
Ni será el orden de la reconstrucción de tipo axiomático porque la dialéctica 
matemática ideal no forma parte de las matemáticas humanas. Si un 
matemático emplea ciertos términos para describir un aspecto de una de sus 
teorías, se referirá a los objetos matemáticos existentes (del orden de la 
óntica); sin embargo, por dialéctica Lautman evoca el dominio de las ideas, 
que es del orden de la ontología. Es una anterioridad ontológica del tipo de la 
preocupación o de la pregunta con respecto a la respuesta.  
 
Para Lautman hay anterioridad ontológica de la dialéctica de las Ideas sobre 
los caminos matemáticos que revelan la existencia de la Idea; pero solamente 
es por el acabamiento efectivo de una teoría matemática por lo que se podrá 
comprender que se respondía a una pregunta que no se sabía que estaba 
planteada. A partir de aquí, dice Lautman, se puede precisar lo que constituye 
la esencia de las Ideas de la Dialéctica. Ante todo, las Ideas examinan 
relaciones posibles entre las nociones dialécticas. Así, en sus Tesis, Lautman 
ha descrito las Ideas de relaciones posibles entre parejas de nociones como el 
todo y la parte, las propiedades de situación y las propiedades intrínsecas, los 
dominios de base y los seres definidos sobre esos dominios, los sistemas 
formales y sus realizaciones, etc. 
 
Mientras que las relaciones matemáticas describen ciertos enlaces entre los 
seres matemáticos  
 
[...] las Ideas de relaciones dialécticas no afirman ningún enlace existente de 
hecho entre nociones cualesquiera. Como "preguntas planteadas", no 
constituyen más que una problemática, relativa a ciertas situaciones 
eventuales de lo existente465. 
  

                                                           
         465 Lautman (1977), pp. 210-211. 
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De aquí se desprende la diferencia esencial que separa la naturaleza de las 
matemáticas de la naturaleza de la Dialéctica. Pero además, unas líneas más 
adelante, Lautman explica muy bien que estas Ideas 
 
[...] están caracterizadas por una insuficiencia esencial, y en ese esfuerzo por 
culminar la comprensión de la Idea es donde, otra vez más, se ven emerger 
las nociones más concretas relativas a lo existente; es decir, las verdaderas 
teorías matemáticas. 
 
Este retrato que nos brinda Lautman de las Ideas puede parecernos 
desconcertante, excesivo, o exagerado, porque en primer lugar, como Ideas de 
relaciones posibles, esas Ideas están libres de todas las ataduras impuestas, en 
una relación efectiva, por la materia sobre la que se trabaja. De esta forma 
ignoran todas las determinaciones de sentido, de grado, sin las que nada podría 
existir. Pero, además, en segundo lugar, al ser sólo un dibujo de posiciones 
eventuales, no ocasionan forzosamente la existencia de seres particulares, 
susceptibles de sostener entre ellos las relaciones que esas Ideas esbozan. 
 
Por último, Lautman trata de dilucidar la trascendencia de la Idea diciendo 
textualmente: 
 
Cuando pertenece a la naturaleza esencial de una cosa el rebasarse a sí 
misma, para ir hacia un existente exterior a ella, sin el cual esa cosa no puede 
concebirse ni siquiera como existente, ese rebasarse del sujeto hacia la 
existencia es la trascendencia466. 
 
En definitiva, en términos lautmanianos y por lo que concierne 
particularmente a la realidad matemática, podemos concluir lo visto hasta 
ahora de las Nouvelles... diciendo que las Ideas de la Dialéctica matemática 
son trascendentes a las matemáticas en acto. Pero estas Ideas suscitan 
problemas relativos a las relaciones que mantienen las nociones matemáticas. 
Por el contrario, las teorías matemáticas, elaboradas para resolver los 
problemas suscitados por la existencia de las Ideas, y en relación con las 
nociones, se pueden interpretar en términos de inmanencia.  
 
Termina diciendo Latuman: 
 

                                                           
          466 Lautman (1977), p. 212. 
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Existe entonces una unión íntima entre la trascendencia de las Ideas y la 
inmanencia de la estructura lógica de la solución de un problema dialéctico 
en el seno de las matemáticas; esa unión nos la proporciona la noción de 
génesis, al menos tal como hemos intentado asirla, al describir la génesis de 
las matemáticas a partir de la Dialéctica467. 
 
En definitiva, contrariamente a los que piensan que matemáticas y realidad 
son casi completamente independientes, Lautman con su concepción de la 
Idea da cuenta, precisamente, de la unión de la realidad y las matemáticas. De 
esta manera, podemos decir que lo real genera los cambios de sentido que 
suscitan la eclosión de las teorías matemáticas. Es en términos metafísicos 
como se explica el hecho de que un objeto matemático manifieste su 
posibilidad de generar más sentido que el que su definición inicial parece 
implicar. Con esto Lautman nos muestra la génesis entre inmanencia y 
trascendencia, yendo así contra la clásica objeción a la versión estándar del 
platonismo, según la cual, si las Ideas son trascendentes y lo sensible 
inmanente, no existe posibilidad alguna de participación entre las unas y lo 
otro.  
 
5.6.3 La teoría analítica de números.- Los ejemplos matemáticos que pone 
a continuación Lautman no son gratuitos; constituyen la argumentación que 
permite comprender cómo una Idea puede suscitar las teorías matemáticas 
inmanentes. El poder organizador de una misma estructura se afirma en teorías 
diversas. Éstas presentan ciertas afinidades de estructura matemática propia 
donde se manifiesta esa estructura dialéctica común en la que participan. 
Algunos resultados de la teoría analítica de números dan testimonio de esto. 
Es en esta teoría que Lautman considera central para las matemáticas ⎯al 
igual que pensaba Hardy⎯ por los resultados relativos a los números enteros, 
el cual es un conjunto esencialmente discontinuo, pero cuyas demostraciones 
apelan a las funciones continuas del análisis. Algunos resultados, como los 
que conciernen a la reciprocidad cuadrática, son susceptibles de ser 
demostrados también con métodos puramente algebraicos y sin ningún medio 
analítico. Otros, por el contrario, como los relativos a la distribución de los 
números primos, no han podido ser demostrados más que recurriendo a la 
célebre función ζ(s) de Riemann y a su conjetura468.  

                                                           
 
          467 Lautman (1977), p. 212. 
 
          468 Aunque el teorema Hadamard-de la Vallée-Poussin no depende de ella. 
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Manifiesta Lautman que existe un esfuerzo por parte de algunos teóricos de la 
lógica por purificar la aritmética de elementos analíticos. La aritmetización del 
análisis sería una buena muestra de esta manifestación. Pero Lautman, 
apoyándose en el teorema de Gödel (la aritmética no puede ser completamente 
justificada más que tomando prestados medios que exceden a la propia 
aritmética) estima que es imposible considerar la aritmética como más simple 
que el análisis. Mejor que intentar eliminar el análisis de la aritmética, es 
preguntarse por qué es posible demostrar por el análisis resultados aritméticos. 
A esta cuestión Lautman piensa aportar una respuesta precisa: es porque la 
estructura de los medios analíticos empleados concuerda con la estructura de 
los resultados aritméticos buscados. 
 
Textualmente dirá: 
 
Más precisamente, de una estrecha imitación estructural entre el análisis y la 
aritmética, se puede desprender la idea de ciertas estructuras dialécticas, 
anteriores a la diversificación de las matemáticas en teorías distintas, donde 
la aritmética y el análisis, lejos de ser más simples o más complejos, se sitúen 
en un mismo plano y se conviertan, con igual título, en realizaciones de esa 
dialéctica que los domina469. 
 
A pesar de todo, sabemos que existen otras alternativas o explicaciones 
posibles a lo anterior. Pero sigamos los argumentos de Lautman hasta el final 
para ver si nos convencen o no. 
 
5.6.4 Las leyes de reciprocidad.- Lautman explica de forma muy clara la 
noción de reciprocidad cuadrática para los números enteros ordinarios (o sea, 
en el cuerpo de los números racionales): 
 
m es resto cuadrático módulo p (siendo m y p primos entre sí) si existe un 
entero x tal que m≡x2 (mód. p); es decir, tal que m-x2 sea un múltiplo de p. 
 

Fue Legendre el que introdujo el símbolo de resto cuadrático: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
p
m  que vale 

+1 si m es resto cuadrático módulo p, y vale -1 en caso contrario. 
 

                                                           
          469 Lautman (1977), p. 214. 
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Consideremos ahora dos enteros positivos primos impares a y b; satisfacen la 
ley fundamental de reciprocidad de Gauss: 
 

(I)      )1.(−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

a
b

b
a

2
1

2
1 . −− ba  

 
Si se supone, por ejemplo, que: a≡b≡1 (mód. 4), se tiene, en virtud de (I): 
 

(II) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

a
b

b
a   es decir  1. =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

a
b

b
a  

 
En este caso, si a es resto cuadrático módulo b, b es resto cuadrático módulo 
a.  
 
Continúa Lautman diciendo: 
 
Las relaciones (I) y (II) permiten reconocer así los casos en que dos números 
enteros son susceptibles de intercambiar sus papeles en una misma relación 
algebraica. Considerando los símbolos ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

b
a  y ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

a
b  como inversos el uno del 

otro, en las relaciones establecidas por la ley de reciprocidad cuadrática 
puede verse entonces una situación matemática que responde al problema 
estructural siguiente: dados dos términos inversos el uno del otro ¿en qué 
medida puede concebirse entre ellos un intercambio de sus papeles 
respectivos?470  
 
Lautman muestra a continuación que es posible generalizar las relaciones de 
reciprocidad a los enteros algebraicos de un cuerpo cualquiera. Así sabemos 
que, comenzando con Gauss y continuando con Hilbert y otros, se 
consideraron números congruentes a una potencia de grado l>2 con leyes más 
generales de reciprocidad, de las que la reciprocidad cuadrática es un caso 
particular. Estas leyes generales de reciprocidad se demuestran de forma 
puramente algebraica, gracias a los trabajos de Hilbert, Takagi, Artin, Hasse, 
Herbrand y Chevalley. Pero existen también métodos trascendentes, debidos a 
Hecke, donde se puede encontrar: 
 
[...] el considerable interés filosófico de mostrar, a propósito de un problema 
tan importante, cómo el empleo de funciones continuas permite obtener 
                                                           
          470 Lautman (1977), p. 215. 
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resultados aritméticos (o sea, en cantidades discretas) porque esas funciones 
satisfacen precisamente ciertas relaciones estructurales que pre-forman a las 
que se desean obtener para los números enteros471. 
 
La herramienta analítica del método de Hecke es una función de variable 
compleja a la que le asocia una ecuación funcional. Dice Lautman que: 
 
Esta ecuación representa una "fórmula de transformación" de las distintas 
funciones de variable compleja, absolutamente independiente de los teoremas 
aritméticos de reciprocidad; lo mismo que en aritmética dos números enteros 
son susceptibles de cambiar su papel específico, en una misma ecuación 
algebraica, el valor de una función en un punto "t" y el valor de la función en 
un punto "1/t" son susceptibles de cambiar el suyo, si se considera que estos 
valores pueden "en una cierta medida" ser considerados como inversos el uno 
del otro472. 
 
Para Lautman, la herramienta analítica sirve para demostrar un resultado 
aritmético, gracias a que la estructura de la herramienta y la estructura del 
resultado participan de una misma estructura dialéctica, aquella que plantea el 
problema de la reciprocidad de papeles entre elementos inversos entre sí. 
 
A continuación Lautman, en su búsqueda de ejemplos para mostrar que una 
misma Idea puede realizarse en teorías diferentes, apela a la teoría del "ideal 
discriminante" en los cuerpos algebraicos. En esta teoría se encuentran dos 
series de números que pertenecen respectivamente a dos ideales distintos del 
cuerpo y tales que: 
1º los ideales en cuestión pueden concebirse como inversos el uno del otro (en 
un sentido amplio, distinto del sentido restringido usual). 
2º los números que pertenecen respectivamente a esos ideales inversos pueden 
intercambiar entre ellos los papeles de coeficientes y de incógnitas en un 
conjunto de ecuaciones lineales. 
 
De esta forma, la demostración trascendente de Hecke muestra la 
convergencia de tres órdenes de hechos matemáticos: de los hechos del 
análisis a través de las fórmulas de transformación de las funciones que 
aparecen en la ecuación funcional antes aludida; de los hechos del álgebra a 
                                                           
 
          471 Lautman (1977), p. 216. 
 
          472 Lautman (1977), p. 218. 
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través del ideal discriminante de un cuerpo; de los hechos de la aritmética a 
través de la reciprocidad cuadrática. Esta convergencia es, para Lautman, el 
signo de la existencia de una estructura dialéctica común, originadora de 
teorías diferentes. Además encuentra otra analogía, confirmada por una 
indicación de André Weil, con los teoremas de dualidad en topología que 
podrían acercarse, en ciertos casos, a las leyes de reciprocidad. Una vez más, 
la convergencia de teorías matemáticas diversas resulta de sus afinidades de 
estructura dialéctica473. 
 
5.6.5 La repartición de los números primos.- Es evidente que existe un 
innegable carácter de objetividad en los números primos debido a lo 
imprevisible de su aparición. Los teóricos de la aritmética han intentado 
reducir esta imprevisibilidad en la aparición de los números primos, 
procediendo al examen de los resultados de la determinación del número de 
números primos inferiores a un número x. En el dominio de la aritmética, la 
teoría relativa a este número π(x) es una teoría analítica. Es más, constituye la 
aportación de Dirichlet a la teoría analítica de números. Lautman trata de 
perseguir siempre la misma idea: lo que es interesante en una teoría es su 
relación con la Idea que la domina. Por eso dirá textualmente: 
 
La realidad matemática no reside en el mayor o menor grado de curiosidad 
que puedan presentar los hechos matemáticos aislados, sino en la 
dependencia de una teoría matemática con respecto a la estructura dialéctica 
que la teoría encarna474. 
 
Ya hemos visto anteriormente que este párrafo coincide con una de las 
afirmaciones de Structure et Existence. Vamos a ver cómo afronta Lautman el 
estudio de π(x) para conseguir su objetivo. 
 
Sabemos que π(x), que representa el número de números primos que no 
superan a x, crece a infinito con x; pero, ¿cómo expresar, para x , π(x) en 
función de x? También sabemos que gracias a los trabajos de Legendre, 
Gauss, Hadamard, etc. un primer resultado es que cuando x , π(x) tiende 
hacia 

∞→

∞→

x
x

log
. Continúa Lautman diciendo: 

 
                                                           
          473 A lo que podemos añadir, una vez más, que caben otras explicaciones. 
  
          474 Lautman (1977), pp. 221-222. 
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Este teorema aritmético está estrechamente relacionado con las propiedades 

de la función continua ζ(s) de Riemann ⎟
⎠

⎞
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⎛
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fórmula anterior relativa a π(x) se demuestra, en efecto, apoyándose en el 
hecho de que ζ(s) no tiene raíces en la recta σ=1 del plano complejo; 
inversamente, a partir de la proposición 

x
xx x log

)( →∞→π , supuesta como 

verdadera, puede también demostrarse la proposición relativa a la ausencia 
de raíces de ζ(s) sobre σ=1. Las dos proposiciones son por lo tanto 
equivalentes, pero no se percibe ninguna razón lógica intuitiva para esa 
equivalencia475. 
 
Sin embargo, Lautman ve una razón de esta equivalencia haciendo un estudio 
más a fondo de π(x); después de lo cual termina diciendo: 
 
                                                           
          475 Lautman (1977), pp. 222-223. Es interesante que tengamos en cuenta aquí un poco de historia sobre 
la función ζ(s). Sabemos que en el siglo XVIII ya había sido estudiada por Euler, pero solamente para valores 
de "s" reales y mayores de 1, pues cuando "s" es 1 ó menor que 1, la serie que resulta no es convergente. Por 

ejemplo, demostró que: ζ(2)=
6

...
4
1

3
1

2
1

1
1 2

2222

π
=++++ . La contribución de Riemann, en 1859, 

consistió en extender el dominio de la función, de modo que fuera aplicable cuando "s" tomara cualquier valor 
⎯positivo o negativo, real o complejo⎯, con la única excepción de los números cuya parte real es igual a 1. 
La función oscila desmesuradamente sobre gran parte del plano complejo, cruzando infinitas veces de los 
valores positivos a los negativos. Se llama a los puntos de cruce, donde ζ(s)=0, "ceros de la función zeta". 
Existe una sucesión infinita de estos ceros a lo largo del eje real negativo, a los que no se le concede gran 
interés. Riemann llamó la atención sobre una diferente sucesión infinita de ceros, situados por arriba y por 
debajo del eje real en la franja vertical del plano complejo que contiene a todos los números cuya parte real se 
encuentra entre 0 y 1. Riemann calculó la posición de los tres primeros de estos ceros y descubrió que se 
hallan justamente en el centro de la franja, sobre la "recta crítica" formada por los números complejos cuya 
parte real es 1/2. Riemann, basándose en esta evidencia y en su increíble intuición, conjeturó que todos los 
ceros complejos de la función zeta se encuentran sobre la recta crítica. Esta conjetura es la llamada "hipótesis 
de Riemann", considerada hoy día por la inmensa mayoría de los matemáticos, como el más importante 
problema abierto de la matemática. Desde que Riemann consiguió localizar los tres primeros ceros, han 
pasado muchos años y se han descubierto muchos millones de ceros más. Existe incluso una demostración de 
que la recta crítica contiene una infinidad de tales ceros, pero lo que se necesita es una demostración de que 
no hay ninguno situado fuera de ella. Este objetivo es el que se sigue resistiendo, todavía hoy, a su 
demostración.  
También se han estudiado otros aspectos de la función zeta. Como, por ejemplo, suponiendo que todos los 
ceros se encuentren verdaderamente sobre la recta crítica, ¿cómo se distribuyen a lo largo de ella? ¿Cómo 
varía su densidad en función de la "elevación", T, por encima o por debajo del eje real? La tendencia general 
de la abundancia de ceros de la función zeta, como la de los números primos, es conocida. Va en sentido 
contrario a la de éstos: mientras que los números primos son cada vez más raros a medida que crece su 
tamaño, los ceros de zeta van siendo más frecuentes al ir aumentando la altura. El número de ceros en el 
entorno de una altura T es proporcional a log T, lo que implica un incremento lento. Pero, como ocurría con 
los primos, tal tendencia no es regular, y los detalles de la fluctuación son de suma importancia. Los huecos y 
los apiñamientos en la sucesión de los ceros de la función zeta, codifican información sobre propiedades 
correspondientes de la sucesión de los números primos.         
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La idea de comparar la rapidez de crecimiento en el infinito de dos 
cantidades constantemente crecientes, y ligadas entre sí, es racionalmente 
anterior a la distinción de lo continuo y de lo discontinuo. Esta idea puede 
entonces realizarse en teorías tan distintas como la teoría del crecimiento de 
las funciones enteras y la teoría de la repartición de los números primos, al 
igual que hemos visto un poco más arriba cómo el intercambio posible de 
papeles entre nociones inversas se realizaba en aritmética, en álgebra, en 
análisis y en topología. Una participación común en una misma Idea 
dialéctica es la que explica, en cada caso, el empleo de la herramienta 
analítica en la aritmética. [...] puede verse en la filosofía de las matemáticas, 
tal como la concebimos, cómo la actividad racional de fundamentación se 
transforma en génesis de nociones relativas a lo real476. 
 
En otras palabras, vemos que la noción de génesis es muy importante en el 
bagaje conceptual de Lautman. Hemos visto cómo una génesis podía 
permitirnos pasar suavemente de la Idea a la matemática. Pero hay dos tipos 
de génesis: la que acabamos de evocar que concierne a la venida de las 
matemáticas a partir de la dialéctica, es decir, el paso de una cierta 
trascendencia hacia las teorías matemáticas efectivas; y la que vimos en 
Structure et Existence, que llamaba esquemas de génesis, donde se vio, por el 
contrario, que daban cuenta del hecho de que algunos dominios de base hacen 
surgir seres matemáticos nuevos, definidos sobre estos mismos dominios.   
 
En definitiva, las Nouvelles... tienen mucha importancia porque resumen muy 
bien la filosofía de las matemáticas de Lautman. Podemos decir una vez más, 
enlazando con lo que hemos dicho unas líneas más arriba, que para Lautman 
hay dos tipos de génesis: uno "vertical" de las Ideas trascendentes hacia las 
teorías efectivas; el otro "horizontal" en el interior de las teorías matemáticas 
entre los dominios de base y los seres nuevos que generan. El ejemplo elegido 
por Lautman para llegar a la distinción de, al menos, estas dos clases de 
génesis, hemos visto que tiene que ver con las nociones relativas a lo continuo 
y a lo discontinuo. 
 
Pues bien, a partir de este ejemplo y de la distinción entre las dos síntesis, 
vamos a poder desprender dos conceptos notables en los que el acento 
platónico es innegable. Los métodos algebraicos al penetrar en el análisis 
establecen relaciones entre las teorías del continuo y del discontinuo. Esto se 
opera por relaciones de imitación o por relaciones de expresión. Lautman 
                                                           
 
          476 Lautman (1977), p. 226. El subrayado es nuestro. 
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escribe estos dos términos en cursiva porque los considera esenciales. Estaban 
ya al final de Unité des Math. Quizá esto nos sirva para reforzar la idea de que 
su unidad de pensamiento no ha cambiado. 
 
Hay imitación cuando existen afinidades como las observadas en la teoría 
aritmética y analítica de números. El análisis de ciertas Ideas dialécticas se 
prolonga en génesis de una realidad distinta de las Ideas; esta realidad distinta 
está constituida por las teorías en las cuales estas Ideas se realizan. Hay 
relación de expresión entre lo discontinuo y lo continuo cuando la estructura 
algebraica o topológica envuelve la existencia de seres analíticos definibles 
sobre esa estructura. Textualmente escribe Lautman: 
 
Es así como las propiedades topológicas de las superficies de Riemann 
envuelven la existencia de las integrales abelianas vinculadas con la 
superficie, o, más generalmente, como se establece una correspondencia entre 
seres algebraicos y seres trascendentes, por ejemplo, entre grupos 
discontinuos y funciones continuas. La estructura de los primeros "envuelve" 
la existencia de los segundos, e, inversamente, la existencia de éstos "expresa" 
o "representa" la estructura de aquéllos. Conforme a la teoría general de las 
génesis, es entonces adecuado definir también como una génesis el paso de la 
estructura de un dominio a la existencia de sus representaciones, ya que ese 
paso de la esencia a la existencia tiene lugar justamente entre la estructura de 
un ser y la afirmación de existencia de otros seres distintos de aquel cuya 
estructura estaba primitivamente en juego477. 
 
Por lo tanto, vemos que Lautman distingue dos tipos de génesis no sólo 
porque difieren por la naturaleza del antes y el después, sino también por la 
naturaleza de los seres en juego. Refiriéndose expresamente al uso de los 
términos platónicos, Lautman cree que, de hecho, la distinción es puramente 
formal. Aunque sean de un grado ontológico diferente, el tratamiento de 
Lautman aquí no es de ortodoxia platónica sino de espíritu platónico, pues la 
génesis que va de los dominios a los seres es la imagen de las relaciones de las 
Ideas entre ellas; es la génesis que se opera por la expresión. La relación de 
imitación es la de la génesis de las teorías matemáticas a partir de la 
Dialéctica. 
 
Termina Lautman las Nouvelles... diciendo textualmente: 
 

                                                           
          477 Lautman (1977), pp. 227-228. 
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Resulta de esta aproximación que ninguna diferencia de naturaleza separa la 
génesis de las teorías matemáticas a partir de la Dialéctica, de las génesis 
que se operan, en el seno de las matemáticas, yendo de las estructuras a las 
existencias. Podría decirse en términos platónicos que la participación de las 
Ideas entre ellas obedece a las mismas leyes que la participación de las Ideas 
en los géneros supremos y en los números Ideales; en uno y otro caso, la 
filosofía matemática se propone esencialmente como objeto el asistir al acto 
eternamente reiniciado de la génesis de un Universo478. 
 
He aquí una conclusión que no es la de un técnico, sino más bien la de alguien 
que en su trabajo metafísico, en la reflexión sobre las estructuras matemáticas, 
intenta una aproximación a la realidad del Ser con la preocupación de no 
separarse del Mundo.               
 
5.7 Recapitulación de Lautman.- Podíamos resumir Structure et 
Existence diciendo que Lautman es Hilbert más Platón; lo cual es quizá 
caricaturizarlo demasiado, pero entre ellos oscila toda su obra. Pues, ¿cómo 
comprender la encarnación singular e histórica de las Ideas en las sucesivas 
teorías, rechazando a la vez la imagen de una aproximación creciente de los 
modelos por las copias, y la de una deducción integral inmediata? Para estas 
dificultades extremas existen a menudo soluciones insatisfactorias. Lautman  
apela a una “actividad creadora” del espíritu humano que, en una “experiencia 
espiritual”, produce los esquemas de estructura nuevos a partir de 
“preocupaciones lógicas” perennes. De esta forma las matemáticas serían la 
actividad libre por excelencia; lo que concuerda con la convicción de 
Dedekind y Cantor479. Es la experiencia de la ciencia alemana la que empuja a 
Lautman hacia un proyecto filosófico antipositivista. La noción de 
preocupación lógica le proporciona un acceso especulativo a la comprensión 
del “misterioso paralelismo” entre las matemáticas y la física contemporáneas. 
Entre las preocupaciones lógicas y los esquemas de estructura se establece así 
una relación de conocimiento-esencia: las primeras se manifiestan en la 
Historia gracias a los segundos, pero los segundos permanecerían 
ininteligibles en su esencia sin las primeras. Entre la génesis de las teorías 
efectivas y la dialéctica que domina las matemáticas, existe, según Lautman, 
un acuerdo “necesario”. 
                                                           
 
          478 Lautman (1977), p. 228. 
 
          479 Conocemos la famosa frase de Cantor: "la esencia de las matemáticas es la libertad". Frase que 
amaba tanto Lautman que Suzanne Lautman, su esposa, solicita que figure en un lugar destacado del volumen 
que contiene su obra. 

 316



 
El problema de la naturaleza de la realidad matemática, nos contaba Lautman, 
no está ni al nivel de los hechos, ni al de los seres, sino en el de las teorías. 
Pero, si se consideran las teorías, se da uno cuenta que “la naturaleza de lo real 
se desdobla” y que consiste, por una parte, en el movimiento propio de las 
ideas, por otra parte, en las relaciones que hacen de una teoría un sistema. 
Ahora bien ¿cómo unir estos dos aspectos? Pues volviendo a la actividad 
creadora; la producción de teorías se opera sobre la coacción de “necesidades 
de hecho”, por una constante renovación del sentido de las nociones 
esenciales, y este progreso de la reflexión convierte las paradojas de las 
matemáticas y de la física poco a poco en inteligibles. Algunos ejemplos de 
tales necesidades de hecho son: la aparición en la historia de las matemáticas 
de los números irracionales, de lo infinitamente pequeño, de las funciones 
continuas sin derivada, del transfinito, etc.; admitidos, todos, “por una 
incomprensible necesidad de hecho, antes de que se convirtieran en una teoría 
deductiva” y lo mismo sucedió en física con las constantes h y c. La acción de 
la inteligencia consiste en formar los esquemas estructurales que permiten unir 
estos elementos al saber anterior. La “dinámica” de las génesis matemáticas 
está amenizada por la consideración del punto de vista estructural y el de la 
“metamatemática” de Hilbert. Las ideas de Hilbert permiten ver las 
matemáticas a la vez en su elaboración temporal y en su consistencia interna, 
examinando las teorías por medio “de las nociones lógicas de no-
contradicción y de completud”. 
 
Al comentar el programa metamatemático de Hilbert, Lautman trata de probar  
que procede de una inspiración precisamente inversa a la de los logicistas. 
Pues al sustituir el método de las definiciones genéticas por el de las 
definiciones axiomáticas, Hilbert, “lejos de reconstruir el conjunto de las 
matemáticas a partir de la lógica, introduce por el contrario, pasando de la 
lógica a la aritmética y de la aritmética al análisis, nuevas variables y nuevos 
axiomas que amplían cada vez más el dominio de las consecuencias”. En otras 
palabras, se da cuenta del crecimiento de las matemáticas al mismo tiempo 
que de su armonía interna. La “dualidad de planos” entre la matemática 
formalizada y el estudio metamatemático de ese formalismo libera la 
comprensión del contenido matemático de toda relación genética con los 
“objetos reales”. 
 
Pero Lautman, que es filósofo, se preocupa por las problemáticas de 
legitimación. Por una parte, tomando enteramente las ideas de Herbrand y su 
interpretación de Hilbert, trata de utilizar la teoría de modelos desarrollada por 
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Herbrand en su Tesis Recherches sur la théorie de la démonstration de 1930 
para introducir un punto de vista extensivo en el interior del punto de vista 
estructural. La noción de interpretación de un sistema de axiomas, referido a 
los modelos de realización, le parece fundamental para “unir lo fijo de las 
nociones lógicas con el movimiento del que viven las teorías”. Por otra parte, 
se le ve desgarrado por los deseos contradictorios de reanimación y de 
expulsión de la cuestión trascendental. Por ello busca la idea de una relación  
trascendental de dominación de las Ideas a las teorías matemáticas, que diera 
cuenta de la “emanación” de ellas por “una suerte de procesión”. Por esto ha 
sido considerado Lautman como demasiado idealista por algunos autores, 
como ya hemos dicho anteriormente. De todas formas, como la obra de 
Lautman se interrumpió de manera trágica, no sabemos si las dificultades de 
su elección filosófica habrían sido resueltas por él. En realidad, su obra 
impulsa a adoptar una forma de fundación del saber que explicaría la 
adecuación aplazada y siempre reconstruida entre las Ideas y las teorías. La 
aporía aparece manifiesta en la descripción del lugar del hombre: unas veces 
como actor de una experiencia espiritual creadora en la cual encuentra el 
devenir de las Ideas, otras veces como simple medio que permite catalizar la 
génesis de las sucesivas teorías.  
 
Teniendo en cuenta que ya nos hemos extendido bastante anteriormente sobre 
el platonismo de Lautman, intentaremos no alargarnos mucho ahora. 
Comenzaríamos diciendo que, para comprender la obra de Lautman, es 
preciso tener en cuenta que la Aritmética, el Álgebra y el Análisis se 
consideraban clásicamente como ramas muy distintas de las matemáticas. Con 
el tiempo, las fronteras entre ellas se fueron difuminando progresivamente. La 
distinción entre estas tres disciplinas se corresponde, en principio, con una 
época de las matemáticas en que el descubrimiento de una nueva disciplina se 
piensa como el descubrimiento de una nueva realidad; como, por ejemplo, 
cuando se descubrieron las geometrías no euclídeas o nuevos tipos de 
números. Se podría decir que los métodos son los que engendran los objetos 
que se determinan sobre estos dominios que constituyen los territorios de las 
nuevas disciplinas. De esta manera, una persona puede saber mucho de 
geometrías sin casi tener una idea clara de, por ejemplo, la geometría 
proyectiva.  
 
A todo esto podemos añadir que durante mucho tiempo los matemáticos han 
sido platónicos, unos sin saberlo y otros sin manifestarlo realmente; con lo 
cual se creía en un tipo de objetos que existían de forma diferente, como los 
números de la aritmética o las líneas de la geometría. Por el contrario, el 
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Análisis se encuentra ante la imposibilidad de poder dar una idea clara de las 
cantidades infinitamente pequeñas, por lo que ha sido durante largo tiempo 
considerado como un dominio un poco ilegítimo, de medios más que de seres. 
Para más complicación, toda la historia de las matemáticas está caracterizada 
por la fractura entre dos dominios imposibles de reunir perfectamente: el 
continuo y el discontinuo.  
 
Pues bien, es a partir de aquí cuando el trabajo de Lautman puede tener interés 
para un matemático. Desde luego, quien no se preocupe por lo que es un 
problema de aritmética, una ecuación algebraica, los seres matemáticos que no 
son soluciones de una ecuación algebraica, los números trascendentes, una 
curva, una derivada o una integral, etc. no puede apreciar de igual forma lo 
que dice Lautman. Se podrá objetar, hoy día, que las referencias de Lautman 
son de las matemáticas contemporáneas a su tiempo. Pero, ¿son todavía 
capaces de hacernos reflexionar sobre la esencia de las matemáticas? Es 
evidente que nosotros pensamos que sí. Nos bastaría con volver a recordar lo 
que decía al final de Structure et Existence: 
 
Se puede definir la naturaleza de la realidad matemática desde cuatro puntos 
de vista diferentes: lo real consiste unas veces en los hechos matemáticos, 
otras en los seres matemáticos, otras en las teorías y otras en las Ideas que 
dominan a esas teorías. Lejos de oponerse, esas cuatro concepciones se 
integran naturalmente unas con otras; los hechos consisten en el 
descubrimiento de seres nuevos, esos seres se organizan en teorías, y el 
movimiento de esas teorías encarna el esquema de los enlaces de ciertas 
Ideas480. 
 
Y en otro lugar, Lautman dice: 
 
La realidad de las matemáticas no está hecha del acto de la inteligencia que 
crea o que comprende, pero es en ese acto en el que se nos aparece y no 

                                                           
          480 Lautman (1977), p. 135. A lo que podíamos añadir: Y las relaciones inversas vía dialéctica y 
engendramiento, encarnación, etc. Por cierto, en esta definición hay una asimetría; pues se pasa de los hechos 
a los seres, de éstos a las teorías y después, no de las teorías a las Ideas, sino de éstas a las teorías (he aquí la 
asimetría, la inversión del sentido de la flecha, porque Lautman habla siempre de que las Ideas "dominan" y 
"se encarnan" en las teorías). No cabe la menor duda de que también en esta definición se integran diferentes 
perspectivas que se unifican. Pues hemos visto, durante el desarrollo de la obra de Lautman, los ejemplos tan 
precisos y preciosos donde muestra cómo se pueden generar los objetos matemáticos unos de otros por 
imitación o expresión, no en un cielo ideal, sino digamos que en el interior de nuevas intuiciones, justificadas 
por las demostraciones. El aspecto propiamente metafísico de la definición de Lautman aparece solamente en 
el último grado de realidad, cuando las teorías efectivas no sólo están unidas entre ellas por una dialéctica 
particular, sino que dependen además de ciertas Ideas dominantes. 
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podría ser plenamente caracterizada independientemente de esas matemáticas 
que son su indispensable soporte. En otros términos, creemos que el 
movimiento propio de una teoría matemática dibuja el esquema de los enlaces 
que sostienen entre ellas ciertas ideas abstractas dominantes con respecto a 
las matemáticas481. 
 
Es evidente que con estos párrafos que hemos seleccionado de Lautman, 
podemos decir, una vez más, que su pensamiento sobre la naturaleza de la 
matemática es profundo y original. Dicho con otras palabras, para Lautman la 
objetividad matemática se encuentra entre las Ideas dialécticas y la realidad 
física. También se ve claramente que posee algún acento platónico, lo que le 
ha valido el rechazo de muchos. Es preciso leerlo para comprender cómo las 
Ideas "dominan" y "se encarnan" en las estructuras matemáticas; lo contrario 
que sucedía en la tradición clásica, que de las teorías se pasaba a las Ideas. De 
esta forma, las Ideas nos proporcionan tanto el sentido del mundo como el de 
nuestros espíritus matemáticos. A esta conclusión llega Lautman leyendo a 
Platón, pero a través de L. Robin, de J. Stenzel y de O. Becker. Por esto, 
pensamos que Lautman es un realista platónico ⎯como hemos visto que 
también lo son: Hermite, Cantor, Hardy, Thom, Connes, Penrose o Gödel⎯ 
que cree que en el conocimiento de las teorías matemáticas (del que veremos 
encuentra un esbozo, en su último escrito, a través de las grandes estructuras) 
está el sentido mismo del Universo. Para él las matemáticas son un camino 
hacia lo real. 
 
En el primer párrafo se encuentra resumido y expresado de forma contundente 
lo que entiende Lautman por realidad matemática. Casi exclusivamente, todo 
su trabajo consiste en hacer progresar y justificar esta idea: existe una 
realidad matemática. Algo similar a lo que hará su amigo Cavaillès, pero con 
otra idea, quizá sólo aparentemente diferente: existe la experiencia 
matemática. El trabajo de Lautman ha consistido en trazar los contornos de 
esa realidad, a partir de ejemplos de teorías matemáticas precisas. Podemos 
llegar a lo ideal, de la mano de Lautman, en el interior de la concepción del 
dominio matemático. Su realidad se puede percibir bajo cuatro perspectivas; la 
primera serían los hechos matemáticos, como, por ejemplo, el descubrimiento 
de la irracionalidad de 2  o el de la posibilidad de que existan dos paralelas a 
una recta por un punto exterior a ella (las geometrías no euclídeas). Esta se 
puede considerar como una primera realidad objetiva. Esta realidad es al 
mismo tiempo la que descubre lo que podemos llamar los seres, la segunda 
                                                           
 
          481 Lautman (1977), p. 288. 
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perspectiva, en el seno de los cuales estas entidades parecen inducir una 
existencia o una dimensión de seres como la de los espacios de las nuevas 
geometrías. Quizá sea en los platónicos ingenuos donde parece que es más el 
espíritu el que tiene una tendencia a realizarse. Así, por ejemplo, hemos visto 
que Pierre Boutroux ⎯que es todo salvo ingenuo en materia de 
matemáticas⎯, decía que una estructura (un ser matemático) era 
independiente del vestido matemático que la pone al día. Lautman le 
recordaba que las propiedades del número 21 son diferentes en función de las 
propiedades del cuerpo en el cual está sumergido.               
 
En la tercera perspectiva lautmaniana, se puede decir que el ser matemático 
pierde su espléndido aislamiento para mezclarse íntimamente con la textura 
dinámica y viviente de las teorías. Si consideramos un laboratorio de física, 
todos los instrumentos de medida aparecen como objetos concretos y aislados, 
aunque son, de hecho, objetos que podemos considerar que deben su 
existencia a las teorías. Este proceso circular, quizá demasiado bachelardiano, 
según el cual las teorías crean los objetos que permiten después verificarlas, 
puede que no sea del todo "verdadero", pero nos puede servir como ejemplo 
comparativo muy simple para que veamos la diferencia entre la física y las 
matemáticas. La idea de una realidad matemática, en cambio, es producida por 
un movimiento espiritual que no es pensado jamás como específicamente 
personal o subjetivo, sino que se le reconoce un dinamismo y una autonomía 
que se manifiesta en las teorías matemáticas efectivas; sabemos que en esto 
coincidían los pensamientos de Lautman y Cavaillès.  
 
Nos falta, por último, la cuarta perspectiva, la que tiene una dimensión 
propiamente metafísica. Según ésta, existe una realidad que es la de las Ideas, 
a partir de las cuales van a ser generadas las matemáticas efectivas. Lautman 
las ha descubierto en la frecuentación de esas nuevas teorías efectivas. Las 
Ideas no están en las teorías, pero las teorías siguen los contornos de sus 
estructuras y de sus oposiciones. La realidad matemática existe en las Ideas 
encarnadas en el movimiento de las teorías, de las analogías o de las 
complementariedades de estructuras percibidas en las oposiciones dialécticas 
de la esencia y la existencia, de lo local y lo global, de lo continuo y lo 
discontinuo, parejas dialécticas que rendirían cuenta también de las tensiones 
y del sentido de las estructuras del Universo. Quizá no sea cierto que todas 
estas Ideas hayan dado lugar a las teorías, pero sí lo es el que las teorías 
reflejan a su manera, y sin perjuicio de su inmanencia, los hilos que tejen la 
realidad del mundo. Además tenemos, al mismo tiempo, una expresión que da 
cuenta tanto de la fuerza como del sentido de la unidad del progreso 
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matemático. Creemos que Lautman ha hecho un gran esfuerzo por aclarar esta 
parte tan delicada y difícil de la realidad matemática. Podemos decir, para 
resumir, que con Lautman tenemos una definición de las matemáticas y una 
manera de comprender por qué son eficaces ya que la dialéctica de las Ideas es 
también la del mundo (aunque con esto quizá sea posible considerar a 
Lautman tan neoplatónico como Kepler en su época). 
 
En otras palabras, detrás de la propuesta de una solución de tipo "platónico" 
de participación en una misma estructura dialéctica y de una afirmación del 
poder productor de las ideas que se "encarnan" en las teorías, se encuentra en 
Lautman una posible respuesta ⎯y anticipada⎯ a las preguntas planteadas 
por el célebre artículo de E. P. Wigner de 1960. El término esencial sería 
"analogía" que, lo veremos en el próximo capítulo, utiliza perfectamente 
Lautman en Simetría y disimetría..., a través del cual establece una especie de 
paralelismo estructural entre la actividad matemática y las ciencias de la 
naturaleza (la física en particular). Esto nos recuerda lo que dijimos en su 
momento de René Thom.  
 
Si quisiéramos dar una visión global de la obra de Lautman, diríamos que una 
gran parte de ella explica que el progreso en matemáticas es el resultado de la 
tensión entre ideas opuestas, todavía más abstractas que las matemáticas, 
como: simetría-asimetría, local-global, finito-infinito, discreto-continuo, etc. 
Según Lautman, estas ideas dialécticas no solamente actúan, digamos, en el 
trazado de las matemáticas, sino que son dominadoras respecto a dicha 
ciencia. En definitiva, Lautman, con esto retoma el camino de la tradición 
platónica. 
 
Nos gustaría decir todavía que Lautman, al igual que Cavaillès, intentó (ahí 
están los títulos de sus Tesis para corroborarlo) ver en las matemáticas de su 
tiempo la impronta que Hilbert había dejado en ellas con su obra. Es decir, 
desde el exterior, la obra de Hilbert puede aparecer como una serie de 
problemas resueltos en diferentes dominios; pero, para Lautman, toma 
inmediatamente unidad si se tiene en cuenta el método que utiliza. Este 
método, que Hilbert aplica a diferentes dominios, es el método abstracto que 
emerge del álgebra. Lo que más le fascinaba a Lautman de dicho método es 
que describe los diversos campos matemáticos, no por la naturaleza de sus 
objetos, sino por su estructura. En otras palabras, Lautman aboga por una 
visión sintética (o de conjunto) de las matemáticas donde se aprecien las 
estructuras complejas de la interacción matemática. Por lo tanto, para Lautman 
la búsqueda de nociones primeras o proposiciones lógicas primitivas hace que 

 322



se pierda de vista el carácter cualitativo e integral de las teorías matemáticas 
constituidas. De ahí que no sea extraño que admire la axiomática de Hilbert y 
sus seguidores, porque en ella prevalece la síntesis de las condiciones 
necesarias frente al análisis de las nociones primeras. 
 
Hemos visto que las superficies de Riemann y los espacios de Hilbert son para 
Lautman ejemplos muy admirados y significativos donde se manifiesta, a 
través de los mixtos, la creación matemática en su más alto grado. Pues, para 
Lautman, el paso de las nociones llamadas "elementales" a las nociones 
abstractas no se presenta como la inclusión de lo particular en lo general, sino 
como la división o el análisis de un "mixto" que tiende a liberar las nociones 
simples en las cuales ese mixto participa. También hemos visto que, para 
Lautman, el problema de las relaciones entre esencia y existencia estaba 
ligado al problema de lo finito y lo infinito, y se trataba de un problema 
esencialmente filosófico, puesto que apareció en las matemáticas en las 
discusiones relativas al transfinito y al axioma de elección. Además sabemos 
que para los partidarios del infinito actual, la definición no contradictoria de 
un ser matemático produce su existencia; por el contrario, para los 
nominalistas, no hay existencia que no sea efectivamente construida. Pues 
bien, Lautman cree que estas dos posiciones antagónicas tienen algo en 
común, puesto que cuando el paso de la esencia a la existencia es posible, 
siempre tiene lugar desde un género del ser a otro género del ser. 
 
Conocemos la posición de Bernays que oponía el punto de vista estructural (el 
de la estructura no contradictoria de un sistema de axiomas) al punto de vista 
extensivo (el de la existencia de las interpretaciones de un sistema de axiomas 
y de los campos de individuos que lo realizan). Pues bien, como casi todas las 
primeras demostraciones metamatemáticas intentaban establecer una conexión 
entre las propiedades estructurales de las proposiciones de un sistema y la 
existencia de campos (o modelos) donde esas proposiciones puedan 
verificarse, no es de extrañar que Lautman opine que el paso de la esencia a la 
existencia se debe a que la estructura o esencia del sistema de axiomas es apta 
para dar origen a las interpretaciones de dicho sistema. Por eso Lautman se 
dedica a buscar y encontrar, en las teorías matemáticas más diversas, lo que 
llama esquemas de génesis. De esta manera hemos visto que analizaba la 
estructura de una superficie de Riemann que venía expresada por su género p, 
número que es también interpretable en términos de existencia para otros seres 
distintos de la superficie de partida, puesto que mide además el número 
máximo de elementos de una base real de integrales abelianas, finitas en todas 
partes, definibles sobre la superficie. Lautman ve que la estructura global de 
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un grupo se revela en el número de "clases de elementos" del grupo, y, en el 
caso de ser finito el grupo, dicho número coincide con el de representaciones 
irreducibles y no equivalentes entre sí, definibles sobre el espacio del grupo. 
También se da cuenta Lautman que la estructura de un cuerpo algebraico se 
manifiesta como un grupo gracias a una descomposición en "clases" de 
elementos del cuerpo, y de las propiedades de ese número estructural depende 
la existencia en el cuerpo de base K de un número α tal que K( α ) sea un 
cuerpo de clases cuadrático sobre K. Otro ejemplo que analiza Lautman es el 
de un espacio de Hilbert, donde, al considerar un operador definido sobre él, el 
cálculo de los vectores propios y de los valores propios de dicho operador 
resulta de una descomposición estructural del espacio de Hilbert en 
subespacios propios, definidos cada uno por los vectores propios del operador 
en cuestión. 
 
Pues bien, en todos estos ejemplos puramente matemáticos, Lautman 
encuentra cómo un modo de estructuración de un dominio de base se 
interpreta en términos de existencia para otros seres nuevos ⎯ya sean 
funciones, transformaciones, o números⎯ que la estructura del dominio 
parece prefigurar así. Es aquí, en el movimiento propio de las teorías 
matemáticas, donde Lautman encuentra la explicación a las génesis donde se 
opera el paso entre la esencia de un ser y la existencia de otro u otros seres 
nuevos. De igual manera hemos visto que Lautman intentará extraer de las 
teorías matemáticas el esquema de enlaces que sostienen entre ellos otras 
ideas lógicas o, mejor dicho, dialécticas: local-global, acabado-inacabado, 
intrínseco-extrínseco, etc. Y es en este proceso de investigación donde 
Lautman se verá obligado, como si de una imposición se tratara, a llegar a una 
conclusión platónica; a saber:  
 
La realidad inherente a las teorías matemáticas proviene de su participación 
en una realidad ideal, dominante con respecto a la matemática, pero que sólo 
es cognoscible a través de ella482.                            
 
Para llegar a esta conclusión platónica, Lautman ha tenido que recorrer un 
largo camino. Camino que comenzaba, en sus primeros escritos, con el 
análisis y la caracterización del método de división (o disociación) en 
matemáticas. Conocedor Lautman de las consecuencias de la equivocación en 
la identificación de dos propiedades como la continuidad y la derivabilidad 

                                                           
          482 Lautman (1977), p. 290. 
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(que se resolvió con el descubrimiento del ejemplo de Weierstrass de una 
función continua que no es derivable), así como de la forma de diferenciar 
entre ciertos elementos que gozan de una propiedad común, como sucede con 
los puntos singulares de una función analítica que se pueden dividir en puntos 
singulares esenciales y puntos singulares no esenciales (o polos); intentará una 
nueva forma de disociación en matemáticas que le parece tiene una 
importancia filosófica considerable porque muestra la estrecha relación entre 
la reflexión crítica y la creación efectiva. 
 
En definitiva, las definiciones axiomáticas de equivalencia, medida, 
operadores, evaluación, etc. caracterizan así, según Lautman, no un "género" 
en extensión, sino ciertas posibilidades de estructuración, de integración, de 
operación o de clausura, concebidas de manera dinámica y organizativa. 
Luego, para Lautman, la distinción que se establece de esta manera entre las 
propiedades intrínsecas de un ente o de una noción y sus posibilidades de 
acción, le parece estar emparentada con la distinción platónica de lo Mismo y 
de lo Otro que se reencuentran en la unidad del Ser. Lo Mismo sería aquello 
por lo cual una noción es intrínseca, lo Otro aquello por lo cual puede entrar 
en relación con otras nociones y actuar sobre ellas. Con esto parece que 
Lautman quiere decir que el asociar el esfuerzo de abstracción axiomática con 
la idea de generalización solamente, es bastante pobre; pues, para un filósofo 
como él, es muy importante impedir que el análisis de las Ideas y la búsqueda 
de nociones más simples y separables unas de otras, aparezcan como una 
búsqueda de los géneros más extendidos. En esta distinción cree Lautman que 
se encuentra en juego toda una concepción de la inteligencia matemática, 
nacida, sin duda alguna, del platonismo y del cartesianismo.  
 
Nosotros diríamos que el método de Lautman consiste en ascender a lo más 
puro y universal a través de un movimiento dialéctico entre nociones opuestas. 
En este proceso se van liberando, progresivamente, tanto lo concreto como lo 
complejo hasta alcanzar lo más simple y abstracto. Ahí está el maravilloso 
ejemplo que vimos de la teoría de Galois, donde Lautman estaba atento al 
ascenso y al descenso que se operaba en ella, así como en la teoría de cuerpos 
de clases, o en la construcción de las superficies universales de recubrimiento. 
Lautman nos muestra no sólo cómo los procesos de saturación de una 
estructura imperfecta encauzan la creatividad matemática, sino cómo esos 
procesos se concretan gradualmente por medio de unas escalas constructivas y 
correspondencias inversas que son extremadamente precisas: entre cuerpos 
intermedios y subgrupos del grupo de Galois; entre cuerpos de clases y grupos 
de ideales; entre superficies de recubrimiento y subgrupos del grupo 
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fundamental de Poincaré. En todos estos casos, la creatividad matemática 
responde a una jerarquización del saber, donde son más importantes los 
múltiples niveles intermedios de correspondencia y control de las estructuras 
matemáticas que una arbitraria alternancia lógica entre particularización y 
generalización.  
 
Dicho de otra manera, para Lautman la creación matemática surge al dividir (o 
disociar) y definir diferencias, así como al interponer mixtos que tiendan a 
liberar nociones simples, algo muy distinto a tratar de buscar meras 
generalizaciones. Es a través de esta visión atenta a las gradaciones y a los 
movimientos de los conceptos, como Lautman es capaz de observar la 
"emergencia" del pensamiento matemático o de la realidad matemática; pues 
la eclosión y la génesis de las estructuras matemáticas de las que habla 
Lautman, no cabe la menor duda de que estarían vedadas a una estática 
aproximación analítica. Si estamos de acuerdo en que la matemática es un 
ámbito del pensamiento eminentemente vivo y en permanente evolución, 
entonces Lautman ⎯al igual que hemos visto en su amigo Cavaillès⎯ con su 
obra certifica esta posición, ya que siempre estuvo atento al movimiento 
creativo de las matemáticas. 
 
Creemos que lo interesante de la obra de Lautman está en que supo detectar 
algunos rasgos específicos de las matemáticas avanzadas de su época que no 
se encuentran en las matemáticas elementales como, por ejemplo, una 
compleja jerarquización de las diversas teorías matemáticas; la riqueza de 
algunos modelos que son irreducibles a meras manipulaciones lingüísticas; la 
unidad de los métodos estructurales; la dinámica del hacer matemático, atento 
a la división y a la dialéctica; etc. Por todo esto, para Lautman, la reducción de 
las matemáticas a la teoría de conjuntos de Zermelo-Fraenkel lo que hace es 
como aplanar (o allanar) el ondulado y rico relieve de las matemáticas. De ahí 
que se rebele contra esa situación porque aceptarla sería como una "dimisión" 
e intentará a lo largo de su obra, precisamente, describir una topografía de las 
matemáticas mucho más variada y compleja, lo que llevará implícita una 
mayor riqueza en los contenidos de dicha ciencia.        
              
No quisiéramos terminar sin hacer referencia a la actualidad que siguen 
teniendo hoy día, para nosotros, los escritos de Lautman. Ya hemos aludido a 
lo largo de nuestra investigación, en algunas notas a pie de página, a los 
últimos resultados conocidos respecto a los avances tanto en matemáticas 
como en física-matemática. Hicimos referencia a la proximidad de las ideas de 
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Lautman con el desarrollo de la teoría de las categorías o la teoría de topos483. 
También reseñamos la alegría que se habría llevado Lautman si hubiera 
conocido los resultados de Alain Connes sobre su geometría no conmutativa y 
sus relaciones con la mecánica cuántica. Algo parecido podríamos decir 
respecto a la demostración del teorema de Fermat por el matemático inglés A. 
Wiles en 1995, donde se puede ver claramente la interconexión entre los 
problemas algebraicos y analíticos y la teoría de números más elemental, 
como si se tratara de un ejemplo más de los analizados por Lautman484. En 
definitiva, frente a Cavaillès, que quiere entender el desarrollo conceptual de 
las matemáticas hasta hoy, Lautman pretende ir más allá, llevar más lejos la 
abstracción, encontrar estructuras más básicas y abstractas (sus "Ideas"). He 
aquí el origen de sus afinidades con la teoría de categorías.  
 
Creemos que del total de su obra se pueden deducir hoy día cosas interesantes; 
pues si hemos dicho que oscila entre Hilbert y Platón (o al revés) ¿no será que 
la matemática hace lo mismo? Es decir, que se encuentra ante la dualidad 
símbolo-Idea o creación-descubrimiento; o si se prefiere, formalismo-
platonismo al igual que la materia que sabemos por la mecánica cuántica ⎯la 
otra fascinación de Lautman⎯ oscila entre onda-partícula (otra pareja de 
opuestos que nos recuerda inevitablemente a la continuo-discontinuo). Al 
                                                           
          483 Ver el apartado "Visión desde la teoría matemática de categorías" del estudio introductorio de 
Fernando Zalamea a la obra de Lautman en castellano de 2006. 
 
          484 He aquí el título de una conferencia pronunciada por Jean Petitot en la Escuela Normal Superior de 
París el 15 de Enero de 1996 "Approches lautmaniennes en philosophie des mathématiques: l'exemple de la 
preuve de Wiles". Recordemos también que ya hemos hecho referencia, al principio de este Capítulo, al libro 
de Capi Corrales en el que explica en términos lautmanianos la prueba de Wiles del Último Teorema de 
Fermat pero sin nombrar a Lautman; pensamos que porque no conoce su obra. Todavía podemos completar la 
lista con un artículo de la revista Investigación y Ciencia, enero, 2004, (pp. 14-18) de Brian Hayes titulado "El 
espectro del riemannio" donde se pueden ver las relaciones entre la función zeta de Riemann, los números 
primos y ciertos núcleos atómicos pesados. El artículo le encantaría a Lautman porque comienza relatando el 
encuentro, en 1972, entre un joven experto en teoría de números, Hugh Montgomery, y un físico, Freeman 
Dyson, en el famoso Instituto de Estudios Avanzados de Princeton. El matemático le cuenta al físico que las 
correlaciones entre pares de puntos de los ceros de la función zeta de Riemann obedecen a: 
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Dyson se queda maravillado y le pregunta, ¿se ha dado cuenta de que se trata de la función de correlación 
entre pares de autovalores de una matriz hermítica aleatoria? ¿Y de que es el modelo de los niveles de energía 
de un núcleo pesado, de, digamos, el U-238? Luego, el encuentro casual de Montgomery y Dyson reveló una 
conexión insospechada entre áreas, en apariencia muy alejadas, de la física y las matemáticas. ¿Por qué habría 
de describir una misma ecuación tanto la estructura de un núcleo atómico como la de una sucesión que 
pertenece al meollo mismo de la teoría de números? Y, ¿qué tienen que ver las matrices aleatorias con uno u 
otro de estos dominios? [en el libro de Du Sautoy (2007) se puede ver todo esto ampliado].  
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final, en la conclusión general, cuando hayamos visto el total de su obra 
epistemológica (junto con la de su amigo Cavaillès), volveremos sobre este 
interesante asunto. 
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CAPÍTULO VI 

 

El debate Cavaillès-Lautman sobre La Pensée Mathématique del 4 
de Febrero de 1939 y sus consecuencias 
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Introducción.- Es por iniciativa de Brunschvicg que fueron invitados 
Cavaillès y Lautman a la Sociedad Francesa de Filosofía, el sábado 4 de 
Febrero de 1939, para que expusieran en una conferencia-debate los puntos de 
vista que habían defendido en sus Tesis respectivas. Se preparan a conciencia 
y en común eligen como título La pensée mathématique. Hablarán delante de 
matemáticos y filósofos de reconocido prestigio. Allí estará el famoso 
matemático Élie Cartan que ya conocía las Tesis de ambos contendientes 
porque había estado en los tribunales que las habían juzgado. También 
Maurice Fréchet, Paul Lévy, Charles Ehresmann, Paul Dubreil485 y Claude 
Chabauty486. En general, estos matemáticos emitieron sus prudentes reservas 
ante los términos filosóficos utilizados por los conferenciantes. Entre los 
filósofos destaca Jean Hyppolite que se inclinará más por Cavaillès que por 
Lautman. Además de Hyppolite estaba presente Paul Schrecker487.  
 
Podíamos decir que, en términos generales, el hecho de que tanto los 
matemáticos como los filósofos sean algo desconfiados o recelosos ante las 
exposiciones de Cavaillès y Lautman, puede que obedezca a la falta de 
competencia que se exigiría a los oyentes, a la vez, en los dos campos a los 
que hacen referencia: matemáticas y filosofía. Es muy posible que, a pesar de 
las diferencias de temperamento, de enfoque, etc., Cavaillès y Lautman estén 
situados en una misma dimensión algo por encima de las visiones partidistas 

                                                           
          485 No deja de ser curioso el hecho que comenta Gaston Bachelard, en el estudio de la obra de Cavaillès 
que hizo para adjuntarlo como postfacio en el libro que su hermana publicó sobre él en 1950, respecto a la 
recomendación de Paul Dubreil ⎯en la página 1 de su libro Algebra de 1946⎯ a sus lectores, colocando al 
lado de un libro de A. Fraenkel y de un artículo de H. Cartan, la lectura de Cavaillès. Ver página 217 de 
Ferrières (1996). En la misma página, opina Bachelard que las Tesis de Cavaillès son "el punto de partida de 
una cultura de filosofía matemática". Termina Bachelard su estudio, en las páginas 226-227, haciendo alusión 
a una frase famosa que Cavaillès dice en la conclusión de su  Tesis Principal: comprender la ciencia consiste 
en atrapar el gesto y poder continuar. Para Bachelard, siendo una frase familiar, contiene una profunda 
enseñanza: "Él era de los que podían continuar, de los que iban a continuar, de los que, precisamente, 
comprenden las intuiciones del rigor, las intuiciones de la solidez". 
 
          486 Claude Chabauty (1910-1990) entró en la ENS en 1929 y alcanzó la "agrégation" en 1932. De que 
fue amigo de los fundadores del Grupo Bourbaki da testimonio, entre otras cosas, una célebre fotografía 
donde aparece con ellos y con Simone Weil, la hermana de André.  
            
          487 Es muy posible que entre los asistentes estuviera Claude Chevalley, que sabemos era muy amigo de 
ambos conferenciantes, así como algún componente más del Grupo Bourbaki como Henri Cartan o André 
Weil. Pero lo que es seguro es que estaban los que hemos nombrado, pues cada uno de ellos hizo, al menos, 
una intervención en el debate que siguió a las exposiciones de Cavaillès y Lautman. Decimos esto porque en 
una de las cartas inéditas de Cavaillès a Lautman (publicadas por Hourya Benis Sinaceur en la Revue 
d'Histoire des Sciences, Tomo XL.-1, Enero-Marzo, 1987. Concretamente en la del 6 de Diciembre de 1938 
que está en la página 125 de dicha revista), Cavaillès dice textualmente "Yo le había propuesto [a 
Brunschvicg] a Weil para reemplazar a Chevalley como introductor del debate, pero él no parece estar de 
acuerdo". 
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que solamente utilicen matemáticas o filosofía. Con la "ventaja" de ser 
filósofos-matemáticos, Cavaillès y Lautman pensamos que llegan a la 
conclusión de que existe una relación de las matemáticas con un cierto tipo de 
realidad. Para el primero esa "realidad" está en la matemática efectiva, en el 
trabajo diario del matemático; por eso la llamará experiencia matemática. Para 
Lautman se trata de una realidad ideal o trascendente. 
 
Por eso concluía Structure et Existence diciendo: 
 
La naturaleza de lo real, su estructura y las condiciones de su génesis no son 
cognoscibles más que remontándose a las Ideas cuyos enlaces la ciencia 
encarna488. 
 
Y en otro lugar, Lautman decía: 
 
El trabajo de investigación de este tipo de realidad recae tanto más en el 
filósofo ya que la realidad inherente en las matemáticas se comporta como 
toda realidad donde el espíritu se enfrenta con una objetividad que se le 
impone: deben saber hacerse remontar a la naturaleza intrínseca de esa 
realidad las modalidades de la experiencia espiritual en que se deja 
aprehender489. 
 
Para Lautman, esta experiencia espiritual no se alimenta más que siguiendo de 
cerca los últimos progresos convergentes del Álgebra, de la Topología y de la 
Teoría de números. 
 
Pues bien, nosotros creemos que es desde esta perspectiva lautmaniana ⎯la de 
que las matemáticas son un camino hacia lo real⎯, desde la que el trabajo de 
Cavaillès adquiere un sentido nuevo. Vamos a ver que Cavaillès percibe una 
realidad matemática autónoma y la define en unos términos que solamente 
hacen referencia a ella misma; con lo cual, parece que no le interesan las 
relaciones que pudiera tener con las estructuras del mundo. Pero si 
entendemos por realidad una génesis autónoma, un desarrollo progresivo que 
no se puede reducir a las condiciones históricas de su manifestación, un 
encadenamiento de conceptos que sigue una marcha absolutamente necesaria 
pero imprevisible, entonces tenemos otra forma de realismo: "la matemática 

                                                           
 
          488 Lautman (1977), p. 147. 
 
          489 Lautman (1977), pp. 287-288. 
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no es reducible a ninguna otra cosa que ella misma", dirá Cavaillès. No cabe 
ninguna duda de que este realismo de las matemáticas de Cavaillès es bastante 
diferente del realismo del matemático platónico clásico. Veamos en concreto 
lo que sucedió en el debate. 
 
6.1 Extracto de la conferencia presentado por los autores.- El 
resumen de la exposición de Cavaillès podía ser el siguiente:  
 
1º.- Las matemáticas constituyen un devenir singular, con su imprevisibilidad 
y necesidad. 2º.- La resolución de un problema constituye una experiencia, 
reproducible conforme a una regla y, por lo tanto, es un no acontecimiento; o 
sea, que se trata de un gesto sensible (o natural). Aunque después, en el 
desarrollo de la conferencia, Cavaillès solamente hablará de procedimientos; 
es decir, de gestos operatorios. 3º.- La existencia de un objeto es correlativa a 
la actualización de un método.  
 
A los primeros puntos de este resumen llega Cavaillès porque no le satisface 
ni un platonismo (en filosofía de las matemáticas) ni un realismo (en materia 
de objetos del mundo real) ingenuos que consideran los objetos como dados 
por la sensibilidad y por el entendimiento igualmente pasivos; necesita 
explicar el conocimiento en términos de actividad. Por eso dirá textualmente: 
 
Las matemáticas constituyen un devenir singular. No sólo es imposible 
reducirlas a algo más que ellas mismas, sino que toda definición, en una 
época dada, es relativa a esa época; es decir, a la historia de la cual es el 
desenlace: no existen definiciones eternas. Hablar de las matemáticas no 
puede ser más que rehacerlas. Ese devenir parece autónomo: parece posible 
para el epistemólogo encontrar bajo los accidentes históricos un 
encadenamiento necesario; las nociones introducidas son exigidas por la 
solución de un problema, y, en virtud de su sola presencia entre las nociones 
anteriores, dan lugar a su vez a nuevos problemas. Hay verdaderamente un 
devenir: el matemático se embarca en una aventura que sólo puede detener 
arbitrariamente y en la que cada instante le procura una novedad radical490. 
 
Luego, para Cavaillès, la noción de una historia de las matemáticas implica no 
solamente que haya un devenir de las matemáticas, o sea, desarrollo de una 
unidad, de una identidad, etc., sino que este devenir no sea reducible a algo 
preestablecido. Dicho de otra manera, además de que las matemáticas son un 

                                                           
          490 Cavaillès (1994), p. 594. 
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devenir, éste es autónomo porque aunque es imposible situarse fuera de él, se 
perciben algunas necesidades debajo del encadenamiento de las nociones y los 
procedimientos. Y, por supuesto, también es imprevisible dicho devenir, como 
debe ser un devenir auténtico.  
 
El resumen del punto de vista de Lautman es que está completamente de 
acuerdo con Cavaillès en el punto anterior, como se dice en el extracto 
presentado por Cavaillès y Lautman, textualmente:  
 
Lautman está completamente de acuerdo con Cavaillès sobre la solidaridad 
que une la naturaleza del objeto matemático con la experiencia singular de su 
elaboración en el tiempo. No hay determinación de lo verdadero y de lo falso 
más que en el seno de las matemáticas efectivas, y la verdad es inmanente a la 
demostración rigurosa. Pero, a partir de este punto, Lautman se aparta de 
Cavaillès. Si se admite que la manifestación de un existente en acto no 
adquiere todo su sentido más que como respuesta a un problema previo 
referente a la posibilidad de ese existente, el establecimiento de las relaciones 
matemáticas efectivas aparece, en efecto, como racionalmente posterior al 
problema de la posibilidad de semejantes enlaces en general491. 
 
En otras palabras, Lautman no niega que las matemáticas sean un devenir, que 
se elaboren en el tiempo, que haya inmanencia de los principios operatorios y 
de la verdad en las demostraciones efectivas, pero el estatuto lógico que le 
confiere, por una parte, a lo posible ⎯es "racionalmente anterior", bajo la 
forma de la posible problematización, a los objetos que la demostración 
elabora⎯ y el estatuto ontológico que le concede, por otra parte, a la "realidad 
ideal", abren o, mejor dicho, cavan entre su devenir y el de Cavaillès una 
separación filosófica que parece irreductible. Lautman no vacila en afirmar la 
prioridad de una dialéctica sobre las matemáticas. La problematicidad no es 
para él una característica esencial de los objetos matemáticos, sino un 
momento lógicamente anterior a las soluciones matemáticas consideradas 
como respuestas a los problemas de consistencia o posibilidad dados 
anteriormente. Esta dialéctica no está en el espíritu de Lautman, sino que es 
exterior. 
 
Pero, por el contrario, Lautman considera que la posibilidad de una existencia 
matemática 
                                                           
           
          491 Cavaillès (1994), p. 595. 
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[...] adquiere todo su sentido como respuesta a un problema previo 
concerniente a la posibilidad de esa existencia, [...]. El estudio de las 
matemáticas modernas muestra que los resultados obtenidos se organizan 
bajo la unidad de ciertos temas, que el filósofo interpreta en términos de 
relaciones posibles entre las nociones de una dialéctica ideal492. 
 
O sea, Lautman establece la diferencia con Cavaillès sobre la cuestión del 
sentido; o, dicho de otra manera, sobre la participación en lo inteligible. Por 
eso dice que la manifestación de una existencia en acto, no adquiere todo su 
sentido más que como respuesta a un problema previo concerniente a la 
posibilidad de esa existencia y es por lo que el establecimiento de relaciones 
matemáticas efectivas aparece como racionalmente posterior al problema de la 
posibilidad de tales relaciones en general. Para Lautman, la Dialéctica se 
convierte de forma natural en programa de investigación; programa ambicioso 
que formula con una sobriedad y una simplicidad extraordinarias, 
inscribiéndolo en la tradición platónica. 
 
Lautman finaliza la presentación de sus conclusiones en los siguientes 
términos: 
 
Se pueden precisar los lazos de la dialéctica y las matemáticas. Las 
matemáticas se presentan en primer lugar como ejemplos de encarnación, 
como dominios donde se actualiza la espera ideal de relaciones posibles, pero 
son ejemplos privilegiados, cuyo advenimiento es en cierto modo necesario493.   
 
En definitiva, simplificando mucho las posiciones de Cavaillès y Lautman 
sobre el devenir matemático podemos decir que el primero hace del devenir un 
ser matemático; mientras que el segundo opina, simplemente, que el devenir 
es la encarnación de relaciones ideales. Luego, en realidad, como ya hemos 
dicho unas líneas más arriba, vemos que Cavaillès y Lautman vuelven a 
defender aquí ⎯en la conferencia-debate⎯ las posiciones que habían 
sostenido en sus Tesis.   
 
6.2 Acta de la sesión.- Al tomar la palabra, Cavaillès rechaza el logicismo 
en tanto que voluntad de percibir las matemáticas como un conjunto de 
sistemas hipotéticos-deductivos. Tiene poco sentido definir las matemáticas 
                                                           
          492 Cavaillès (1994), p. 595. 
          
          493 Cavaillès (1994), p. 596. 
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por otra cosa excepto ellas mismas, o si se las reduce a la descripción 
circunstancial de las prácticas. Existe una necesidad interna más allá de la 
contingencia histórica, el devenir es un devenir verdadero en tanto que es a la 
vez autónomo e imprevisible. Hay devenir en el sentido en que la naturaleza 
de la matemática no está estructurada por los objetos eternos494. Si se admite 
que la contingencia histórica no quita nada a la necesidad del progreso de los 
conceptos, entonces es preciso que esta necesidad tenga un cierto soporte, 
puesto que de lo contrario perdería todo sentido. Recordemos que acaba de 
separar el logicismo y lo hipotético-deductivo. 
 
Para nosotros, una de las cosas más importantes en la exposición de Cavaillès 
se refiere a la definición que da sobre la experiencia matemática. Después de 
considerar la actividad de los matemáticos como una actividad experimental, 
dice textualmente: 
 
Por experiencia, entiendo un sistema de gestos, regido por una regla y 
sometido a condiciones independientes de esos gestos495. 
 
Aunque al propio Cavaillès le parece una definición un poco ambigua, sin 
embargo, es un punto de partida interesante para adentrarse en el 
conocimiento de la actividad matemática. Ya hemos visto anteriormente, al 
hablar de sus Tesis, lo que representa para Cavaillès el término "gesto", así 
como sus diferentes modalidades: natural, combinatorio y operatorio. Según 
Lautman, Cavaillès atribuye en su "experiencia matemática" un papel 
importante a la actividad del espíritu, determinando en el tiempo el objeto de 
dicha experiencia. Por lo tanto, no existirían caracteres generales constitutivos 
de la realidad matemática; ésta se afirmaría en cada instante como un 
acontecimiento a la vez necesario y singular. Al final del debate, Lautman dirá 
textualmente: 
 
Que esa experiencia sea la condición 'sine qua non' del pensamiento 
matemático es seguro, pero yo creo que hay que encontrar en la experiencia 
algo diferente, y algo más que la experiencia; hay que captar, más allá de las 
circunstancias temporales del descubrimiento, la realidad ideal, 
independiente de la actividad del espíritu, que es la única capaz de dar 
sentido y valor a la experiencia matemática496.          
                                                           
          494 He aquí, en esta frase, el contraste entre Cavaillès y Lautman respecto del devenir. 
  
          495 Cavaillès (1994), p. 601. 
 
          496 Cavaillès (1994), p. 630. 
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Luego, el punto preciso del desacuerdo entre Cavaillès y Lautman se refiere, 
no a la naturaleza de la experiencia matemática, sino a su sentido y a su 
alcance. Para Lautman la cuestión del sentido es fundamental, puesto que le 
habla sobre el "espectáculo admirable" de una realidad ideal que trasciende a 
las matemáticas y, sobre todo, es independiente de la actividad del espíritu. En 
principio, es evidente que Cavaillès y Lautman tienen que estar de acuerdo en 
sus concepciones respectivas sobre la naturaleza de la experiencia matemática, 
ya que ambos son estructuralistas y hilbertianos. Pero, teniendo en cuenta esto 
y lo que hemos dicho unas líneas más arriba, quizá se comience a vislumbrar 
aquí la oposición entre una dialéctica del concepto y una filosofía de la 
conciencia. Por eso pensamos que, a partir de esta conferencia, Cavaillès 
emprende ese camino hacia la metafísica ⎯aunque él la llame filosofía del 
concepto⎯, que haría complementaria su posición con la de Lautman. 
 
Otra reflexión importante de Cavaillès trata sobre el estatuto de los objetos 
matemáticos y la pone en marcha a través de una crítica al platonismo. Esta 
crítica es doble. Por una parte, no tenemos necesidad de adoptar un platonismo 
para fundar las matemáticas. Dice Cavaillès: 
 
Una concepción de los sistemas de objetos matemáticos como existentes en sí, 
no es necesaria para garantizar el razonamiento matemático497. 
 
Por otra parte, para Cavaillès, el platonismo es incompatible con los resultados 
matemáticos sobre el problema de los fundamentos; en particular, con las 
paradojas de Skolem498. Sabemos que, partiendo de un teorema de 
Löwenheim, Skolem demuestra dos resultados. Uno que dice que para todo 
sistema de axiomas formulado en lógica de primer orden, si existe un modelo, 
existe también un modelo numerable. Así, por ejemplo, existe un modelo 
numerable para la teoría de conjuntos ZF (lo cual no deja de ser sorprendente, 
pues se demuestra en los sistemas de ZF y von Neumann que existen 
conjuntos no numerables, como el conjunto de los ordinales de segunda clase).  
 
El otro resultado de Skolem dice que existen modelos no isomorfos a la 
sucesión de los números naturales, que, sin embargo, satisfacen los axiomas 

                                                           
           
          497 Cavaillès (1994), p. 603. 
 
          498 Nosotros estamos en desacuerdo con Cavaillès en esto, puesto que Skolem solamente muestra las 
limitaciones del lenguaje simbólico y no otra cosa.  
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de la aritmética elemental. En otras palabras, los axiomas para los números 
naturales no son suficientes para determinar lo que pensamos habitualmente 
como número natural (por ejemplo, se pueden considerar los polinomios con 
coeficientes naturales colocados en el orden lexicográfico). Estos resultados 
significan que, en general, para los sistemas más corrientes, los axiomas en 
primer orden no permiten caracterizar unívocamente el dominio matemático al 
que se aplican. En palabras de Cavaillès: 
 
Una caracterización exhaustiva de un modelo que satisface a un sistema de 
axiomas parece ser imposible499. 
 
Luego, las paradojas de Skolem nos vienen a decir que un sistema de signos y 
reglas no determina unívocamente el campo de las operaciones y de los 
objetos. En otras palabras, dos matemáticos trabajando en un mismo sistema 
no podrían asegurar que piensan en la misma teoría. Pero, ¿cuáles son las 
consecuencias para el platonismo? Si imaginamos las entidades matemáticas 
en sí mismas, formando diferentes dominios, en un mundo inteligible, cada 
uno de estos dominios debería poseer las propiedades determinadas y que le 
distinguen de los dominios adyacentes. Sería posible, al menos idealmente, 
fijar estas propiedades en forma de axiomas. A la inversa, estos axiomas 
permitirían caracterizar el dominio considerado. En realidad, sabemos que las 
paradojas de Skolem muestran simplemente que la lógica de primer orden, 
pese a sus virtudes, no es adecuada para caracterizar esos "objetos ideales". 
Podíamos decir que este argumento de Cavaillès contra el platonismo no tiene 
mucha justificación. 
 
No obstante, Cavaillès termina su exposición diciendo: 
 
El conocimiento claro, riguroso, matemático nos impide tomar los objetos 
como existentes, independientemente del sistema que se ha completado sobre 
esos objetos, e incluso independientemente de un encadenamiento necesario 
desde el comienzo mismo de la actividad humana500.   
 
Cuando Lautman toma la palabra en su turno, después de haber escuchado a 
su amigo, afirma: 
 

                                                           
 
          499 Cavaillès (1994), p. 603. 
 
          500 Cavaillès (1994), p. 604. 
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Estoy cada vez más convencido de que no estoy de acuerdo con él501. 
 
Además, es justamente en la negación del objeto matemático por parte de 
Cavaillès, donde Lautman ve la separación entre ellos; pues, de esta forma, 
hemos dicho unas líneas más arriba que se eliminarían los caracteres generales 
constitutivos de la realidad matemática. Aquí está el desacuerdo esencial que, 
en realidad, es más una cuestión de sensibilidad502 que de hecho; ya que 
ambos conceden a la matemática un grado incontestable de realidad. Desde 
esta perspectiva, creemos que es evidente que Cavaillès y Lautman no son 
comprendidos completamente por sus auditores, aunque ellos se comprenden 
muy bien entre sí. El desacuerdo no está sobre la búsqueda de una realidad 
efectiva de la matemática, sino sobre lo que la constituye. Para Lautman, no 
cabe duda que la existencia de un universo inmutable de seres matemáticos 
ideales es una visión seductora, pero muy débil e ingenua y fácilmente 
rebatible en su propia ingenuidad. Su teoría es clara. Con sus propias palabras 
dirá: 
 
Las propiedades de los seres matemáticos dependen esencialmente de los 
axiomas de la teoría donde esos seres aparecen, [...] ellos tienen la misma 
objetividad que la de los objetos de naturaleza física y su sentido se revela en 
una teoría de la participación de los seres matemáticos en una realidad más 
alta y más oculta, la de las Ideas503. 
 
He aquí su compromiso metafísico perfectamente anunciado y fijado. Admite 
que es preciso buscar el camino de lo real en la efectividad de la matemática, 
pero afirma al mismo tiempo que la dialéctica, en sí misma, es problemática 
pura, frente a una matemática efectiva. También podíamos decir que en las 
primeras frases de este párrafo de Lautman se encuentra tanto un mal 
argumento para el platonismo, como uno muy bueno para los argumentos de 
Cavaillès: las propiedades de los seres matemáticos dependen esencialmente 
del lenguaje. Pero si nos detenemos un poco en lo que quiere decir Lautman, 
quizá todo se aclare. La cita anterior es del comienzo de la exposición de 
Lautman, después de haber escuchado la de Cavaillès donde éste hacía mucho 
hincapié en la experiencia matemática. Lautman admite la imposibilidad de un 

                                                           
 
          501 Cavaillès (1994), p. 605. 
 
          502 Que podíamos denominar "sensibilidad filosófica", lo cual no sería tan accesorio como a primera 
vista pudiera parecer; más bien sería imprescindible.  
 
          503 Cavaillès (1994), p. 605. 
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Universo inmutable de seres matemáticos ideales. Por ello dice que las 
propiedades de un Ser matemático dependen de los axiomas de la teoría donde 
aparecen esos seres, y esa dependencia hace que se retire la inmutabilidad que 
debe caracterizar a un Universo inteligible. Ahora bien, no por ello considera 
Lautman que los números y las figuras no tengan una objetividad tan cierta 
como aquella a la que se enfrenta el espíritu al observar la naturaleza física; 
pero esa objetividad de los seres matemáticos que se manifiesta de manera 
sensible en la complejidad de su naturaleza, no revela su sentido verdadero 
más que en una teoría de la participación de las matemáticas en una realidad 
más alta y oculta, que constituye para Lautman un verdadero mundo de las 
Ideas.  
 
Para aclarar mejor la opinión de Lautman sobre la Idea, vamos a utilizar una 
interesante cita al respecto que está tomada de una extensa carta dirigida a 
Fréchet e inédita hasta que fue leída por su hijo Jacques en una conferencia en 
la ENS el día 6 de Diciembre de 2003, donde decía textualmente: 
 
Concibo la Idea del problema dialéctico de las relaciones del Todo y de la 
parte, como el de saber, por ejemplo, si las propiedades globales pueden 
inscribirse en las propiedades locales; concibo de igual manera la Idea o el 
problema de saber si las propiedades de situación se pueden expresar en 
función de propiedades de estructura, y es en la medida en que una teoría 
matemática aporta una respuesta a un problema dialéctico definible, pero no 
resoluble, independientemente de las matemáticas, que la teoría me parece 
participar, en el sentido de Platón, en la Idea504. 
 
Quizá en este párrafo sea donde se ve más claramente a Lautman "en lucha", 
como le sucede a todo filósofo, tratando de "asentar" sus ideas. En definitiva, 
las Ideas de Lautman no son las Ideas que flotan encima del mundo y que se 
realizan de forma sencilla por el Demiurgo; son, más bien, como la versión 
razonada del orden en que aparecen las causas. Además, se pueden aprehender 
en las experiencias, tanto de la física como de las matemáticas, o en las 
observaciones de la cosmología. Es por los conceptos por los que se llega a la 
Idea. Lautman nos ha mostrado muy bien, a través de ejemplos preciosos y 
concretos, cómo se pasa de un campo matemático a otro. Además hemos visto 
la forma en que Lautman, a través de dichos ejemplos, nos muestra cómo unas 
teorías matemáticas muy particulares parecen recibir todo su sentido del hecho 
de que ellas aportan ejemplos de solución a problemas que no son 

                                                           
          504 Ver página 27 de la revista L’Archicube, nº 2 (Junio de 2007). 
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propiamente matemáticos, sino dialécticos en sentido platónico. En Lautman 
sucede que aunque, históricamente o psicológicamente, sea la existencia de la 
respuesta la que sugiere la Idea de la pregunta (hemos visto que para él, la 
existencia de teorías matemáticas es la que permite desgajar el problema 
dialéctico al cual ellas responden), está en la naturaleza de una pregunta el ser 
racionalmente y lógicamente anterior a la respuesta. De esta manera es como 
hemos visto que para Lautman, el problema de saber si es posible determinar 
la existencia de un Ser por la indicación de propiedades excepcionales de las 
que dependería su existencia, domina teorías matemáticas tan diferentes como 
el cálculo de variaciones o los métodos topológicos de Poincaré, determinando 
la existencia de soluciones periódicas por la determinación de puntos fijos en 
una transformación interna de los puntos de una superficie. O sea, las 
propiedades excepcionales de extremo o de punto fijo están, en ciertos casos, 
"atadas" a las afirmaciones de existencia. Luego, las dos teorías son respuestas 
diferentes a un mismo problema.     
 
De esta manera, Lautman ve muy claramente cuál debe ser la tarea de la 
Filosofía matemática, así como de la Filosofía de las ciencias en general; por 
eso termina su exposición diciendo: 
 
Hay que edificar la teoría de las Ideas, y esto exige tres tipos de 
investigaciones: 
 
1º.- Aquellas que corresponden a lo que Husserl llama la eidética descriptiva; 
es decir, la descripción de esas estructuras ideales, encarnadas en las 
matemáticas, cuya riqueza es inagotable. 
 
2º.- Establecer una jerarquía de las Ideas y una teoría de la génesis de las 
Ideas, unas a partir de otras, como lo había previsto Platón. 
 
3º.- Rehacer el "Timeo"; es decir, mostrar, en el seno de las propias Ideas, las 
razones de su aplicación al universo sensible505. 
 
Huelga decir que este programa de Lautman (sobre todo los dos puntos 
últimos) es terriblemente ambicioso. Al terminar Lautman su exposición, 
comienza la discusión o el debate entre los coferenciantes y los asistentes. En 
general, las opiniones son ampliamente desfavorables a Lautman506; pues los 
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matemáticos no entienden bien algunos términos filosóficos que ha empleado 
y los filósofos le reprochan una cierta imprecisión en el uso del término 
"dialéctica". En concreto, en su respuesta a Hyppolite, dice Lautman: 
 
Hyppolite me reprocha que emplee el término de dialéctica al menos en tres 
sentidos diferentes. Hay uno que no acepto; es aquel según el cual podría 
existir una dialéctica de lo local y lo global que se bastaría a sí misma, 
independientemente de las matemáticas. En cambio, me parece que los otros 
dos sentidos se completan y no se destruyen507. 
 
Los otros dos sentidos de los que habla Hyppolite y con los que está de 
acuerdo Lautman, son los siguientes: uno, por el que la dialéctica sería la 
experiencia misma de la vida de las matemáticas y que conciliaría la necesidad 
de su desarrollo con la contingencia aparente de ese desarrollo; el otro 
considera a la dialéctica como una especie de problemática, una apertura sobre 
algunos problemas teóricos, que el matemático encarnaría después en sus 
investigaciones. 
 
Se comprende perfectamente, después de lo que acabamos de ver, el que la 
mayoría de los matemáticos asistentes a la reunión, estuvieran de acuerdo con 
las palabras de Élie Cartan: "los matemáticos no acostumbran reflexionar 
mucho sobre los principios filosóficos de su ciencia"508. A pesar de esto, Élie 
Cartan declaró comprender mejor la intervención de Lautman que la de 
Cavaillès.        
 
Desde luego, Cavaillès puede reprochar a Lautman el definir las matemáticas 
por otra cosa que ellas mismas, percibiendo en las relaciones ideales de la 
dialéctica pura lo que va a generar las teorías matemáticas efectivas. También 
es cierto que Lautman enlaza las estructuras matemáticas con otra cosa que 

                                                                                                                                                                                 
          506 Aunque no es esa la opinión que tiene Cavaillès; pues, al día siguiente del debate ⎯el 5 de Febrero 
de 1939⎯ le escribe a su hermana que "Lautman ha brillado en la Sociedad de Filosofía". Esta carta de 
Cavaillès a su hermana Gabrielle no fue publicada por ésta en el libro que dedicó a su hermano, y al que ya 
hemos hecho referencia a lo largo de nuestro trabajo, a pesar de las sucesivas ediciones. Nos parece una falta 
de respeto hacia la memoria de Lautman. La cita, que pertenece a una de las casi cien cartas que Gabrielle 
Ferrières depositó en los Archivos Nacionales, está en la página 263 de Aglan y Azéma (2002). Entre estas 
cien cartas no se encuentran las que utilizó para el libro antes aludido. Pero todavía hay otras muchas cartas 
que Gabrielle no ha dado a conocer como, por ejemplo, las de Étienne Borne a Cavaillès. Puesto que falleció 
en Diciembre de 2001, esperemos que no se pierda ninguna de ellas.  
  
          507 Cavaillès (1994), p. 630. 
           
          508 Cavaillès (1994), p. 609. 
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ellas mismas, pues su platonismo lo empuja a "rehacer el Timeo" y a percibir 
cuánto está el mundo físico esencial y realmente matematizado. 
 
Lautman puede reprochar a Cavaillès, y ciertamente más en 1939 que en 1942 
⎯cuando escribe su obra póstuma⎯, el no tener ningún asidero para dar, 
podemos decirlo así, cuerpo a lo que llama necesidad. Pues, si se es platónico, 
se puede encontrar la necesidad sustancializada en el informe de las relaciones 
que sostienen las cosas mismas (o las Ideas). Pero esa pura necesidad de 
Cavaillès, extraordinaria en su autonomía y su imprevisibilidad, demanda una 
filosofía del concepto que es lo que intentará en su obra póstuma. En todo 
caso, los dos filósofos han conocido, a través de las matemáticas y su 
desarrollo, un camino que lleva a lo real mismo.  
 
Al final Cavillès, en su respuesta a Lautman, dice: 
 
Lautman se separa de mí; lo que encuentro muy interesante en lo que hace, es 
justamente cómo hace aparecer enlaces entre teorías. Personalmente me 
repugna mucho pensar en cualquier otra cosa que domine el pensamiento 
efectivo del matemático, veo una exigencia en los problemas mismos [...] y si 
la Dialéctica [de la que habla Lautman] no es esto, creo que sólo se llega a 
relaciones muy generales. El porvenir nos mostrará quién tiene la razón509. 
 
He aquí una frase, la última, que no se puede considerar como una simple 
expresión dicha por Cavaillès el 4 de Febrero de 1939, puesto que unas 
semanas antes le había escrito a Lautman: 
 
En el fondo, quizás tú tengas razón. Yo, por mi parte, estoy tan inmerso en el 
problema (en el fondo, el mismo) de la experiencia matemática, que no puedo 
ver la relación con ninguna otra forma de presentarlo. Pero quizá se 
encuentren al final, lo que me gustaría mucho510.  
 
Para nosotros, estos dos párrafos serán muy importantes; pues intentaremos 
mostrar, con la perspectiva del tiempo transcurrido, que los dos amigos tenían 
                                                           
 
          509 Cavaillès (1994), p. 628. Tanto el subrayado de este párrafo como el de la nota siguiente es nuestro, 
y lo hacemos no para destacar su importancia, sino solamente para advertir que se puede ver en dichos 
subrayados una posición no muy coherente de Cavaillès.    
            
          510 Carta del 7 de Noviembre de 1938. Ver las páginas 123-124 de la Revue d'Histoire des Sciences, 
Tomo XL.-1, Enero-Marzo 1987. Esta carta pertenece a un grupo de "cartas inéditas", de Cavaillès a 
Lautman, publicadas en dicha Revista por Hourya Benis Sinaceur. 
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razón. Pensamos que tratar de responder a la pregunta ¿quién tiene razón, 
Cavaillès que rechaza el platonismo, o Lautman que lo reconoce?, es más 
complicado de lo que parece, puesto que en la pregunta se están simplificando 
al máximo las posiciones de ambos. Ahora bien, si tenemos en cuenta lo que 
hemos visto de sus obras respectivas, podemos decir que tan importantes e 
interesantes son los trabajos de Lautman como los de Cavaillès. Es evidente 
que los escritos de Cavaillès son más conocidos que los de Lautman, pero este 
hecho tiene que ver más con problemas relacionados con la publicidad y la 
distribución editorial, junto con problemas de tipo político y personal511 que, 
realmente, con el contenido efectivo de sus trabajos. 
 
Pero no podemos finalizar este apartado relativo a la pregunta anterior sin 
recordar lo que Ch. Ehresmann, en su turno de intervención en el debate, 
terminaba diciendo: "Creo que los problemas generales planteados por 
Lautman pueden enunciarse en términos matemáticos, y añadiría que no se 
puede evitar enunciarlos en términos matemáticos. Lo que se junta con la idea 
expresada en el resumen de la tesis de Cavaillès: 'Hablar de las matemáticas 
no puede ser más que rehacerlas'"512. Todo el auge posterior de la teoría de las 
categorías da la razón a Ehresmann que, por cierto, contribuyó personalmente 
y de forma decisiva a dicho auge. La referencia de Ehresmann a Cavaillès nos 
ayuda también a la hora de responder a la pregunta que nos habíamos 
planteado. En realidad, aunque tengamos un poco más de simpatía por la obra 
de Lautman, estamos de acuerdo con las posiciones de ambos al cincuenta por 
ciento. Dicho de otra manera, las matemáticas reposan, en el fondo, sobre un 
terreno de conceptos elementales que probablemente sean incomprensibles en 
su plenitud. Es muy difícil avanzar en el conocimiento profundo de dichos 
conceptos si solamente se intenta entenderlos desde un punto de vista técnico. 
O sea, es necesario insuflar a las matemáticas una especie de vía espiritual que 
trascienda los aspectos técnicos. Estamos convencidos de que esta vía 
espiritual es la metafísica de la que nos habla Lautman cuando dice que el 
acercamiento de dialéctica, metafísica y matemáticas no es una mera 
casualidad, sino uno de los motores necesarios de la cultura. 
 
Hemos visto que tanto Cavaillès como Lautman parten de un lugar común: ese 
ambiente extraordinario y único que rodeaba, en su época, a la elitista Escuela 
Normal Superior de la rue d'Ulm en París. Los dos son personas "especiales", 
                                                           
          511 Por ejemplo, el hecho de que Suzanne Lautman ⎯la mujer de Albert Lautman⎯ tuviera relación 
con los comunistas. Además, la hermana de Cavaillès, Gabrielle Ferrières, no tuvo hijos y solamente tenía un 
hermano a cuya memoria dedicó toda su vida. En cambio, Suzanne Lautman tenía un trabajo y dos hijos. 
           
          512 Cavaillès (1994), p. 619. 
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en el sentido de que se entregan con un entusiasmo y una dedicación total a lo 
que les gusta: la filosofía matemática. A la que llegan de la mano del mismo 
maestro: Brunschvicg. En la biografía de éste, ya hemos dicho que ambos 
discípulos rechazarán la "psicología de la invención" del maestro, aunque 
fuera, inicialmente, un punto de partida común. A tal efecto, podíamos 
anticipar lo que dice Cavaillès en su obra póstuma: 
 
[En matemáticas] hay conciencia del progreso, no hay progreso de la 
conciencia. Sin embargo, uno de los problemas esenciales de la doctrina de la 
ciencia es que, justamente, el progreso no sea por aumento de volumen, lo 
anterior subsistiendo con lo nuevo, sino revisión perpetua de los contenidos 
por profundización y tachadura513.  
 
También los dos rechazan, a la vez, el positivismo lógico de Carnap y el 
intuicionismo de Brouwer. Bien es verdad que hemos visto que Cavaillès, a 
pesar de su oposición, está de acuerdo con algunos puntos concretos del 
programa de Brouwer. Aunque, más que nada, lo que siente es simpatía por 
Brouwer, y algo parecido le sucede con Husserl. En definitiva, al comienzo de 
sus obras respectivas, Cavaillès y Lautman están de acuerdo en rechazar tanto 
la psicología de la invención de Brunschvicg como el positivismo lógico de 
Carnap y el intuicionismo de Brouwer. Es en sus Tesis donde aparecen las 
diferencias. El punto central de su separación sabemos que está en sus 
visiones diferentes sobre la realidad matemática, así como sobre las relaciones 
entre las matemáticas y la metafísica. No cabe duda de que aquí está el punto 
capital: ambos están de acuerdo en que perciben una "necesidad” pero difieren 
profundamente respecto a cómo fundar filosóficamente esa necesidad.  
 
Podíamos completar esta separación con un fragmento de una carta inédita de 
Albert Lautman a Maurice Fréchet que ha tenido la amabilidad de poner a 
nuestra disposición su hijo Jacques Lautman, donde dice lo siguiente: 
 
Mientras que Cavaillès busca en las propias matemáticas el sentido filosófico 
del pensamiento matemático; por el contrario, ese sentido me aparece a mí en 
la vinculación de las matemáticas con una metafísica (o Dialéctica) de la cual 
ellas son la prolongación necesaria. Ellas constituyen la materia más próxima 
a las Ideas. No me parece que esto sea para las matemáticas una 
disminución; al contrario, esto les confiere un papel ejemplar514. 
                                                           
           
          513 Cavaillès (1997), p. 90. El subrayado es nuestro, para destacar la crítica que encierra a Brunschvicg. 
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Creemos que el párrafo anterior, después de lo que hemos visto hasta aquí, no 
necesita comentario alguno. Pues veremos que Lautman no ha cambiado 
prácticamente nada sus posiciones filosóficas durante la elaboración de su 
obra (en este sentido podíamos decir, siguiendo la pequeña y maravillosa obra 
de Isaiah Berlin El erizo y la zorra, que consideramos a Lautman como un 
filósofo-matemático que posee una visión central y sistematizada de la 
matemática; o sea, un "erizo" en la clasificación de Berlin). Por el contrario, 
Cavaillès, precisamente a partir de la Sesión del 4 de Febrero de 1939, como 
veremos al hablar de Transfinito y continuo y Sobre la lógica y la teoría de la 
ciencia, no ha tenido más remedio que ir cambiando su posición hacia lo que 
él llama, al final de su obra póstuma, "una filosofía del concepto" y que 
nosotros pensamos se trata, realmente, de un acercamiento a la metafísica 
(según la clasificación de Isaiah Berlin, Cavaillès nos parece un "zorro" 
porque es un filósofo-matemático con una visión de la matemática dispersa y 
múltiple). 
 
Antes de que veamos las consecuencias que este debate Cavaillès-Lautman 
tuvo para ambos, nos gustaría decir que Max Black hizo una recensión del 
resumen del debate ⎯publicado con el título de "La pensée mathématique" en 
el Bulletin de la Societé Française de Philosophie, vol. 40, nº1, 1946, pp. 1-
39⎯ en el Journal of Symbolic Logic, Vol. 12, nº1, Marzo 1947, pp. 21-22. 
Conociendo las inclinaciones de Black hacia la filosofía analítica, no nos 
sorprende que califique las conclusiones de Cavaillès y Lautman de 
"metafísicas", sin entrar en más detalles. 
 
6.3 Consecuencias para Cavaillès.- Ya hemos dicho unas líneas más 
arriba que es a partir del debate con su amigo Lautman cuando la obra de 
Cavaillès experimenta un giro bastante considerable. Podíamos resumir este 
                                                                                                                                                                                 
          514 Así termina la carta de dos páginas que Jacques Lautman leyó el día 6 de Diciembre de 2003, en la 
Escuela Normal Superior de la rue d'Ulm en París, con motivo del "Centenario del nacimiento de Jean 
Cavaillès" en un acto organizado por la "Sociedad de los Amigos de Jean Cavaillès". El texto de 9 páginas 
que presentó Jacques Lautman lo tituló Jean Cavaillès et Albert Lautman: proximités et distances. Agradezco 
profundamente la amabilidad y la gentileza de Jacques Lautman por haberme mandado por correo un 
ejemplar de dicho texto. En él aparece perfectamente explicado el motivo de la carta de Albert Lautman a 
Maurice Fréchet: el 31 de Enero de 1939, Fréchet le anuncia a Albert Lautman que acepta la invitación de 
Brunschvicg para participar en el debate del 4 de Febrero de 1939 en la Sociedad francesa de Filosofía. Le 
expresa la dificultad que tiene para comprender algunos apartados del resumen que le han pasado y añade 
algunas preguntas. Por esto es por lo que Albert Lautman le responde con la extensa carta de la que estamos 
hablando el día 1 de Febrero de 1939, anunciándole, además, la próxima publicación del fascículo Nouvelles 
recherches... 
En 2007 se publicó la conferencia completa de Jacques Lautman en la revista L’Archicube, nº 2 (Junio de 
2007), pp. 23-36. La cita textual está en la página 29 de dicha revista.      
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giro diciendo que si hasta 1939 a Cavaillès le había preocupado de forma 
especial el problema del fundamento de las matemáticas, cuya solución 
provisional encuentra en el “formalismo modificado", a partir de esta fecha 
veremos que intentará pasar de dicho "formalismo modificado" a la "filosofía 
del concepto" (frase un tanto enigmática con la que finalizará su obra 
póstuma). Nosotros estamos convencidos, como hemos insinuado ya, que en 
el fondo se trata de un acercamiento de Cavaillès a la metafísica, lo que a su 
vez le acercará a las posiciones de Lautman. Con esto no queremos llegar a la 
ingenua conclusión de que sea solamente a través de la metafísica como 
podemos encontrar el punto de unión entre Cavaillès y Lautman. Decimos lo 
de ingenua porque veremos que está claro que el esquema de Cavaillès se 
puede recubrir con la metafísica de Lautman, pero esto no es en modo alguno 
necesario. En definitiva, intentaremos llegar a la conclusión de que es posible 
una síntesis Cavaillès-Lautman; aunque dicha síntesis sólo sea posible desde 
la posición de Lautman, mientras que resulta arbitraria y hasta rechazable 
desde la posición de Cavaillès. 
 
Habiendo eliminado progresivamente, en lo que concierne a la teoría del 
conocimiento, las teorías que reposan sobre filosofías implícitas (nos estamos 
refiriendo a que hemos visto que ha ido eliminando el realismo platónico, el 
logicismo, el formalismo radical o el intuicionismo de Brouwer), Cavaillès 
⎯siendo esencialmente un filósofo⎯ desea mejor comprender algo que 
conocerlo. En este sentido, intenta hacer lo mismo que Kant, pero por otras 
vías. Desde luego, la forma que tiene Kant de aproximarse a las matemáticas 
le parece insuficiente. Además, es muy consciente del problema filosófico que 
se plantea al eliminar todas las otras teorías. Es a partir de Transfinito y 
continuo, pero particularmente en su último escrito, donde se debe 
comprender que Cavaillès ha entrado en metafísica de la mano de las teorías 
matemáticas y la epistemología515. 
 
6.3.1 Consecuencia primera o el inicio del paso a la metafísica: 
Transfini et continu.- Este corto artículo de Cavaillès lo redacta entre 1940 y 
1941 (cuando era profesor en Clermont-Ferrand, debido a que se había 
trasladado allí la Universidad de Estrasburgo por la guerra) para enviarlo a la 
Revue Philosophique hacia Septiembre de 1941, pero no se pudo publicar 
porque la revista fue prohibida por las tropas de ocupación. En 1947 la 
editorial Hermann lo publicó póstumamente. Cavaillès escribe este artículo 
                                                           
          515 Ver página 364 de Thirion (1999). Nosotros pensamos que quizá Thirion se excede un poco al 
utilizar el término metafísica en el giro dado por Cavaillès en su obra a partir de Transfini et continu, pero lo 
seguiremos en ello.   
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después de la demostración por Gödel, en 1939, de la no contradicción del 
axioma de elección y de la hipótesis del continuo con los otros axiomas del 
sistema Zermelo-Fraenkel516. 
 
En la primera parte del artículo, Cavaillès vuelve sobre la historia de la teoría 
de conjuntos y da una exposición sintética de los resultados de los Remarques. 
La segunda parte es más técnica y está consagrada a la demostración de Gödel 
a la que acabamos de aludir unas líneas más arriba; como en ella aparece la 
noción de ordinal constructible Cavaillès está obligado, por una parte, a 
recordar las investigaciones de Church y Kleene sobre la constructibilidad y, 
por otra parte, a reflexionar sobre la significación filosófica del finitismo de 
estricta observancia y sobre la teoría de la intuición que se relaciona con él517. 
O sea que, al final, Cavaillès concluye interrogándose sobre la intuición en 
matemáticas. En definitiva, la "intuición", en Transfinito y continuo, designa 
la experiencia; es decir, la experiencia combinatoria de Axiomatique et 
Formalisme. Al igual que en esta última, la reflexión de Cavaillès sobre la 
intuición o la experiencia se organiza alrededor de una doble crítica de Kant, 
sobre las formas de espacio y de tiempo. 
 
El punto de partida de Cavaillès consiste en una reflexión sobre el devenir 
matemático paralela a la de Kant sobre el juicio sintético. Ya hemos visto que, 
para Cavaillès, la matemática es un devenir imprevisible; mejor dicho, el 
devenir matemático es imprevisible en su desarrollo histórico, aunque 
necesario en su estructura interna inteligible. Luego, así como en el juicio 
sintético el predicado no se obtiene de un análisis del concepto del sujeto, en 
el devenir matemático, las nociones nuevas no se obtienen de un análisis de 
las nociones ya empleadas. En cada etapa, la matemática sobrepasa los 
campos ya constituidos, bien sea en las extensiones, bien sea en los 
sometimientos a campos más abstractos. En otras palabras, las operaciones 

                                                           
          516 La publicación que tenemos delante está en el libro de Cavaillès Philosophie mathématique, del año 
1962, en las páginas 255-274. Esta publicación fue posible gracias al ejemplar que conservaba Suzanne 
Lautman, precisamente anotado por Cavaillès, y que le había confiado a su amigo Albert Lautman. Además, 
el editor da las gracias a Henri Cartan y Claude Chevalley, fieles amigos de Cavaillès, que revisaron y 
corrigieron las pruebas de este estudio.  
Sería interesante preguntarnos por las modificaciones que habría hecho Cavaillès en este artículo si hubiera 
conocido los resultados de Paul Cohen de 1963 sobre la independencia de la hipótesis del continuo respecto 
de los axiomas de la teoría de conjuntos. Creemos que, en lo que a nosotros nos interesa de este artículo, 
afectaría muy poco.  
 
          517 Conociendo las condiciones en las que Cavaillès redactó este artículo (teniendo en cuenta sus 
actividades en la Resistencia), no podemos dejar de sorprendernos de su capacidad para seguir y analizar la 
investigación lógica de su tiempo tal como aparece en los artículos de Bernays, Gentzen, Kleene y Church 
publicados entre 1938 y 1940.  
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desbordan sus limitaciones iniciales; los objetos eluden su definición inicial. 
Una forma de ilustrar este proceso está en el estudio de la introducción 
histórica de los números complejos. En la representación cartesiana, un punto 
está referido a dos números; su abscisa y su ordenada, que están determinados 
por la medida de sus proyecciones sobre dos ejes prefijados. Un polinomio 
está representado por una curva. Los puntos donde la curva polinómica corta 
al eje de abscisas determinan las raíces reales del polinomio. Pero, 
paralelamente, se introducen las raíces complejas como meros símbolos para 
simplificar los cálculos algebraicos sobre los polinomios; nunca las raíces 
complejas existirán en el espacio cartesiano, sino que quedarán fuera de dicho 
espacio. Son cantidades imaginarias por oposición a las raíces reales 
representadas en la intuición. 
 
De esta forma, se va operando, poco a poco, una inversión en el campo de la 
experiencia. Llegado el momento, los números complejos son introducidos en 
la experiencia. Aunque el espacio cartesiano parezca expresar la naturaleza 
misma de la intuición, en realidad no es más que un espacio combinatorio, 
compuesto de marcas y de cifras regidas por unos axiomas implícitos. Y, para 
inscribir en la intuición los números complejos, que el espacio cartesiano deja 
en su exterior, es preciso transgredir las reglas de la experiencia, transformar 
la estructura de la intuición. En palabras de Cavaillès: 
 
En cada etapa del progreso matemático, nuevas nociones ven rechazado su 
derecho de ciudadanía, porque no puede proporcionarse representación en el 
sistema intuitivo preexistente, [...] La solución cada vez no está, como se cree 
superficialmente, en descubrir una traducción en una intuición espacial 
inmutable, [...] La solución consiste en una transformación de la zona 
intuitiva; es decir, de las reglas que proporcionan el empleo de pensamiento o 
el sistema esquemático518. 
 
Esta transformación de la zona intuitiva se refiere tanto a una transformación 
de la estructura del medio o del sistema intuitivo ⎯del campo de experiencia 
o del espacio combinatorio⎯, como a una transformación de los usos del 
pensamiento en el sistema intuitivo y materialización de nuevas entidades 
matemáticas. Luego, en resumen, en cada etapa del devenir, en una teoría y un 

                                                           
          518 Cavaillès (1962), pp. 272-273. El subrayado es nuestro porque se trata de una expresión de Gauss en 
una carta famosa dirigida a Bessel, el 18 de Diciembre de 1811, en la que aparece el teorema de Cauchy sobre 
integración compleja. Gauss escribe que su “principio básico” para el análisis es que los imaginarios 
“disfrutan de los mismos derechos” que los reales. Ver página 366 de Gauss (1917), Werke, Vol. X-1, 
Teubner, Leipzig.  
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campo de experiencia dados, las nociones nuevas se forman y exigen una 
transformación del campo de experiencia. La ruptura consiste en una 
transgresión de las reglas de la práctica usual y la introducción de nuevos 
signos y de nuevas reglas. Esta transgresión produce una doble 
transformación: transformación de estilo y transformación del sentido o del 
uso que hace el pensamiento de los signos combinatorios, lo que permite hacer 
pasar a la zona intuitiva las nociones nuevas. 
 
También hace alusión Cavaillès a los "finitistas de estricta observancia". 
Sabemos que el finitismo admite objetos primitivos, como el número, dados 
en una intuición originaria y reduce las matemáticas a los encadenamientos 
finitos o enumerables de procedimientos elementales a partir de estos objetos 
primitivos. Pero Cavaillès, en un primer momento, rechaza la idea kantiana de 
una intuición originaria e inmutable, en el seno de la cual se construye el ente 
matemático. Es decir, las formas de intuición aritmética y geométrica no 
tienen privilegio sobre las formas más complejas que les suceden. A 
continuación, destaca, por el contrario, la posibilidad de una "transformación 
de la zona intuitiva" característica del progreso del pensamiento matemático. 
 
Creemos que las observaciones que hace Cavaillès en Transfinito y continuo 
completan, sin invalidar, las conclusiones de los Remarques. Pruebas de ello 
son que comienza el artículo diciendo: 
 
El problema del continuo sigue siendo, como en tiempos de Leibniz, una 
'cruz', o la cruz de la filosofía matemática519. 
 
Algo que ya le hemos escuchado a lo largo de sus Tesis. Pero además, dando 
un salto adelante, casi al final del mismo, expresa que: 
 
La relación entre la superposición intuitiva y la dialéctica del concepto queda 
también como un problema fundamental de la filosofía matemática520. 
 
Sabemos que, para Cavaillès, la superposición intuitiva se encuentra, por 
ejemplo, en la multiplicidad de modos de empleo del concepto de conjunto 
según el sentido de las diversas axiomáticas (aunque es más general). Luego, 
podemos decir que este artículo de Cavaillès, dentro del conjunto de su obra, 

                                                           
             
          519 Cavaillès (1962), p. 255. 
 
          520 Cavaillès (1962), p. 273. 
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aparece como el enlace necesario entre sus Tesis y su obra póstuma. En 
principio, la intuición tiene por función materializar la teoría; es decir, 
encarnar las entidades que aparecen en ella. Pero, en la práctica, la función de 
la intuición es representar, o traducir, la teoría. Sin embargo, al mismo tiempo 
que materializa y representa la teoría, la intuición engendra una especie de 
inercia en el devenir matemático; a pesar de que, paradójicamente, la eficacia 
de un sistema intuitivo, relativamente a los problemas determinados, tiene por 
efecto ralentizar el progreso de la matemática. Hemos visto cómo el sistema 
cartesiano ilustra perfectamente este fenómeno: si la correlación entre puntos 
y parejas de números reales permitía resolver simplemente algunas 
ecuaciones, mantenía los números complejos fuera de la experiencia, en el 
dominio de lo imaginario. En definitiva, la intuición es a la vez una condición 
y una restricción para el trabajo matemático; o sea, la materia del trabajo 
matemático y el obstáculo que impide su devenir. 
 
La relación entre la superposición intuitiva y la dialéctica de los conceptos, es 
el paso de la posición dialéctica a la esquematización o a la materialización en 
la intuición; es decir, la inversión por la cual un concepto oscuro, representado 
por un abismo (como decía Cantor que se imaginaba un conjunto) se 
materializa en un signo combinatorio521. En otras palabras, la ruptura por la 
cual se transforma el sistema intuitivo o se extiende el campo de experiencia. 
Pero esta relación entre la superposición intuitiva y la dialéctica de los 
conceptos, es también la unidad intrínseca de la intuición y del concepto, del 
gesto sobre los signos y del pensamiento operatorio. Es evidente que este 
doble problema que se plantea Cavaillès en este artículo lo deja sin resolver. 
Lo intentará en su obra póstuma. 
 
También nos gustaría destacar de Transfinito y continuo un pequeño pasaje 
sobre la cuestión del tiempo, porque pensamos que con él se inicia una nueva 
etapa en la epistemología de Cavaillès. Éste parece presuponer aquí una 
distinción entre el tiempo fenoménico y el tiempo trascendental, mientras que 
en el sistema kantiano ambos tiempos se confunden. Cavaillès piensa que si 
identificamos el tiempo fenoménico y el trascendental como en el sistema 
kantiano, entonces, esta identificación nos prohibe las matemáticas del 
infinito. En otras palabras, al confundir el tiempo trascendental con el tiempo 
fenoménico o tiempo natural, es imposible que podamos contar hasta el 

                                                           
          521 Nos gustaría decir que lo del “abismo” de Cantor para un conjunto, a día de hoy, está mucho más 
claro y actualizado con ZFC y la concepción iterativa. También diríamos que el signo combinatorio se da 
siempre en un espacio intuitivo. 
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infinito, ni, a fortiori, hasta el transfinito. Conocemos el razonamiento de 
Kant, resumido por Cavaillès en la frase: 
 
¿Cómo construir en el tiempo lo que supone una infinidad de etapas?522 
 
Luego, el problema ahora será precisar el tiempo trascendental. Pero si lo 
pensamos como paradigma del acto matemático (por ejemplo, de contar), lo 
podemos considerar un objeto matemático. Es evidente que el matemático, 
cuando trabaja, no piensa en el tiempo natural; pues, si lo hiciera, no podría 
contar hasta el infinito ni pensar el transfinito. Aunque, sin duda, a los ojos de 
un observador exterior, el matemático y su trabajo sobre los signos pertenecen 
al tiempo fenoménico. El observador podría cronometrar el tiempo que el 
matemático utiliza para realizar una inducción transfinita. Pero adoptar este 
punto de vista es para Cavaillès: 
 
Disociar las etapas de su única función de 'elementos' para hacerlas 
'acontecimientos'523. 
 
En definitiva, al distinguir el tiempo natural del tiempo trascendental, la 
operación matemática posee su temporalidad propia. 
 
Por último, es interesante destacar que Cavaillès finaliza este artículo 
haciendo referencia a lo que llama "l'arithmétisme fin" de Kronecker, y que 
compara, sin ningún matiz despreciativo, a las tentativas análogas de 
Weierstrass (aritmetización del cálculo infinitesimal), de Hilbert (finitismo) y 
de Dedekind (del que cita la famosa divisa en griego que traducida dice: "el 
hombre siempre aritmetiza"). Para algunos524, así como el trabajo de 
Kronecker ha merecido una reevaluación, también se debería hacer lo mismo 
con la herencia de Cavaillès restituyendo así "toda su fuerza a un pensamiento 
que, no ligado a su tiempo hasta el punto de ser solidario de sus prejuicios, 
tenía que aceptar la pluralidad y situar a lo imprevisible"525. De aquí que 
hayamos dicho anteriormente que Cavaillès pensó las matemáticas como 

                                                           
 
          522 Cavaillès (1962), p. 272. 
 
          523 Cavaillès (1962), p. 272. 
 
          524 Ver el artículo de Alain Michel titulado "Après Jean Cavaillès, l'histoire des mathématiques" en la 
Revista Philosophia Scientiae, Vol. 3 (1), 1998, pp. 113-137.  
 
          525 Michel (1998), p. 135. 
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irreducibles a toda definición, devenir auténtico, necesario e imprevisible, 
imagen de un pensamiento verdadero. 
 
Terminaríamos diciendo que la filosofía matemática que vemos surgir en 
Transfinito y continuo no es la filosofía del concepto con la que finaliza 
Cavaillès su obra póstuma; pues, en ésta, está vinculada a la dialéctica de los 
conceptos, mientras que en aquélla está centrada sobre la relación entre la 
dialéctica de los conceptos y la superposición intuitiva. En realidad, puesto 
que es en la misma época en la que Cavaillès redacta Transfinito y continuo y 
en la que le escribe a Brunschvicg diciéndole que está trabajando en un ensayo 
que titula La experiencia matemática526, podíamos concluir que, para 
Cavaillès, la "filosofía matemática" tiene por objeto la "experiencia 
matemática", estructurada en dialéctica de los conceptos y la superposición 
intuitiva. Aunque Cavaillès reconoce, en Transfinito y continuo, que es difícil 
ir más lejos que Kant en el análisis del papel de la intuición, piensa que la 
intuición no es ni exterior ni anterior al concepto. Propone considerar el 
proceso de engendramiento de los objetos que son conceptos como unidad de 
una multiplicidad interna, inherente al concepto. Por eso, en Cavaillès, los dos 
sistemas (intuitivo y conceptual) son correlativos y se transforman 
paralelamente. Dicho de otra manera, para Cavaillès la intuición misma se 
organiza sistemáticamente y supone la referencia al sistema conceptual que 
ella acompaña. En definitiva, el concepto, o la expresión o el sentido, es el 
hecho matemático o el núcleo de la experiencia matemática de Cavaillès y no 
niega ni excluye la intuición.   
 
No quisiéramos finalizar este resumen del artículo de Cavaillès sin hacer 
referencia a la reseña que le dedica Leon Henkin en el famoso Journal of 
Symbolic Logic, Vol. 13, nº3, Septiembre 1948, pp. 143-144. Para Henkin 
algunos de los pasajes más filosóficos del artículo de Cavaillès se encuentran 
en el papel que, para la teoría general de conjuntos, representa la hipótesis de 
Gödel de que todo conjunto sea constructible. Se trata de la parte más técnica 
del artículo que continúa con las preocupaciones de Cavaillès por el desarrollo 
de la teoría de conjuntos, ahora con las investigaciones de Gödel sobre los 
conjuntos constructibles, y que tiene su interés según Henkin. Es evidente que 
a nosotros nos han interesado otros pasajes del artículo. Tampoco debemos 
olvidar lo que dijimos al principio: H. Cartan y C. Chevalley "prepararon" el 
artículo para su publicación. 
                                                           
 
          526 Ver página 158 de Ferrières (1996). Ensayo que sabemos no llegó a publicar. 
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6.3.2 Consecuencia segunda o la filosofía del concepto: Sur la logique 
et la théorie de la science.- Sabemos que esta obra la escribió Cavaillès en 
prisión, de Agosto a Diciembre de 1942, y no tuvo tiempo de redactar la 
Introducción, que habría sido fundamental para conocer, de sus propias 
palabras, lo que pretendía transmitir en lo último que iba a poder escribir pues, 
en los últimos días del año 1942, se evade del campo de Saint-Paul d'Eyjeaux 
donde había sido llevado desde la prisión de Montpellier. Gracias a su amigo 
Albert Lautman puede disponer de algunos libros que éste le proporciona527. 
Al evadirse del campo le entrega a su hermana un ejemplar mecanografiado de 
su trabajo, que fue publicado a título póstumo en 1947 por sus amigos G. 
Canguilhem y Ch. Ehresmann quienes, en ausencia de un título sobre el 
manuscrito, decidieron darle título precisando: "El título que nosotros hemos 
propuesto es más una etiqueta que un programa y conserva toda referencia al 
espíritu de la doctrina que abarca"528. G.-G. Granger, antiguo alumno de 
Cavaillès529, decía que este libro está consagrado expresamente a un estudio 
histórico de las concepciones de la lógica después de Kant. Nosotros 
podíamos añadir que este estudio de Cavaillès presenta un estilo filosófico 
irreprochable y original; pues, seguramente, no es el libro en el que todos los 
lógicos profesionales reconocerán su disciplina. 
 
La obra consta de tres partes. En la primera, Cavaillès se pregunta por la 
lógica en las teorías de la ciencia de Kant; después, por un lado, las de 
Brouwer y Brunschvicg, por otro lado, la de Bolzano. En la segunda, Cavaillès 
intenta definir la lógica (o, mejor dicho, comenzar una lógica) y, después de 
una crítica de las posiciones de Carnap, desemboca en un problema 
ontológico. La tercera parte está consagrada a la búsqueda de una ontología y 
a una crítica de la fenomenología de Husserl. Pierre Cassou-Noguès opina 
sobre el título que le pusieron los editores: "... se puede lamentar el hecho de 

                                                           
          527 Hourya Benis Sinaceur, en la página 127 de la Revue d'histoire des sciences (Tomo XL-1, Enero-
Marzo, 1987), da la lista completa de los textos que Cavaillès le pide a Lautman y de los cuales ha podido 
disponer para su trabajo.    
         
          528 Cavaillès (1997), p. 13. Pensamos que quizá sea un poco exagerado lo que dicen sobre que el título 
“conserva toda referencia” al espíritu de la doctrina que abarca.  
 
          529 Granger fue alumno de Cavaillès en la ENS cuando éste finalizaba allí su estancia como "agregado-
repetidor"; es decir, como profesor particular o pasante que explica a los alumnos la lección de un maestro 
determinado haciéndoles ejercitarse en esa materia concreta. Granger recuerda una lección de Cavaillès sobre 
el tiempo, dada el 20 de Mayo de 1942 en la ENS, como una especie de respuesta que servía como forma de 
corregir una de las exposiciones de los alumnos de "agrégation" (entre los que se encontraba él). Ver Granger 
(1998), p. 67. 
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que el título ponga el acento sobre las dos primeras partes, teoría de la ciencia 
y lógica, dejando en silencio la parte última, ontología"530. Continúa diciendo 
Cassou-Noguès que se podría comprender la obra póstuma de Cavaillès como 
un Tratado de lógica en el mismo sentido que la obra de Husserl Lógica 
formal y lógica trascendental. De esta forma, la primera parte representaría las 
consideraciones preliminares que se interrogan sobre el estatuto de la lógica. 
La segunda parte establecería los principios de una lógica formal que 
caracterice los encadenamientos racionales a través de la axiomática abstracta 
y la lógica de Tarski. La tercera parte buscaría una ontología que pueda fundar 
esta lógica formal. Pues, para Cavaillès, la lógica sería una crítica de la ciencia 
y, en cuanto tal, primero será formal y después ontológica (algo parecido a lo 
que hacía Husserl en la obra arriba aludida: primero formal y después 
trascendental).  
 
Podemos decir también con Maurice Thirion que en esta obra Cavaillès, a 
través de una refutación de Kant y de Husserl, intenta hacer una teoría de la 
ciencia persiguiendo la misma idea que en toda su obra anterior: tratar a la vez 
de determinar lo que constituye una ciencia como tal y el motor de su 
desarrollo. Nosotros diríamos que Cavaillès se dio cuenta pronto del error de 
Kant en lo que concierne a las matemáticas, cosa que se identifica fácilmente 
pero que es difícilmente reparable; al conocer que la fenomenología de 
Husserl trata de reconciliar las matemáticas con sus orígenes intuitivos, creyó 
que ahí estaba la solución. Tampoco la encontró en la obra del Husserl. 
 
Luego, parece evidente que Cavaillès está pensando, a lo largo de toda la 
elaboración de su obra póstuma, particularmente en las matemáticas, porque 
es muy posible que esté convencido de que las otras ciencias no sean tan 
adecuadas a la tarea perseguida531. De ahí que comience haciendo referencia a 
Bolzano diciendo: 
 
Puede ser la primera vez que la ciencia no sea considerada como simple 
intermediaria entre el espíritu humano y el ser en sí, dependiendo tanto de lo 
uno como de lo otro y no teniendo realidad propia, sino como un objeto 'sui 
generis', original en su esencia, autónomo en su movimiento532. 

                                                           
          530 Cassou-Noguès (2001), p. 249. 
  
          531 O quizá porque es la ciencia que realmente conoce; pues nos parece raro no preguntarse a fondo por 
la física en los años 1930-1940… 
          
          532 Cavaillès (1997), p. 36. La última parte de esta cita es muy Cavaillès y también muy 
fenomenológica. 
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Si estamos de acuerdo en que la mayoría de las veces el tema central de la 
teoría del conocimiento se organiza en torno a la doble polaridad del sujeto y 
del objeto y del intermediario indispensable que debe unirlos, se percibe que 
Cavaillès abandona este modelo clásico de reflexión, y en este abandono es 
donde está, precisamente, la originalidad del pensamiento de Cavaillès y sin 
duda ninguna también, al mismo tiempo, la explicación de que haya sido 
admirado aunque poco seguido. Lautman no está lejos del pensamiento de su 
amigo pero, en éste, el abandono del sujeto se hace de forma menos metódica 
y menos abierta. Hacer de la ciencia un objeto específico, liberándola de la 
obediencia del sujeto y del objeto, es colocarla en una perspectiva difícil de 
aceptar. De esta forma, ya se puede presentir o intuir que con una tal 
calificación, la dimensión del ser así obtenido no podrá tomar sentido más que 
en el campo de la metafísica (aunque Cavaillès no utilice jamás esta palabra). 
Tiene razón G.-G. Granger cuando subraya que este libro de Cavaillès podría 
ser la conclusión de su trabajo sobre la naturaleza de la matemática y una 
apertura hacia una filosofía, en simpatía con la de Spinoza, que no pudo llevar 
a buen término533. Para Maurice Thirion: "La dimensión metafísica del libro 
es incontestable. Está en el corazón de la teoría del conocimiento, y el 
conocimiento matemático es su permanente referencia"534. 
 
Cavaillès comienza su obra póstuma de forma un poco abrupta ⎯ya hemos 
dicho que su deseo era añadir al texto una larga Introducción⎯ por una crítica 
de la concepción kantiana de la lógica y de su lugar en la teoría del juicio. Por 
lo tanto, la investigación es bastante técnica y obliga al lector a estar atento. El 
interés de lo formal está en que es, para Cavaillès, el corazón de la 
matemática. Sabemos que para Kant la lógica era la ciencia de la forma del 
pensamiento o de las reglas necesarias del pensamiento. Kant da a la lógica 
aristotélica el papel de canon del pensamiento y reconoce a la matemática el 
papel de organon de las ciencias de la naturaleza. 
 
Cavaillès intenta redefinir la lógica a partir del sistema kantiano y distingue 
tres posibilidades: lógica algebraica, lógica aristotélica expresando la 
estructura del mundo y lógica trascendental. No está claro que las filosofías 
que examina a lo largo de esta obra se puedan localizar de forma sistemática 

                                                                                                                                                                                 
 
          533 En "Jean Cavaillès ou la montée vers Spinoza", Les Etudes philosophiques, 1947, pp. 271-279. 
 
          534 Thirion (1999), p. 354.  
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en una de estas tres posibilidades. Sin embargo, sí ponen en evidencia dos vías 
para la teoría de la ciencia después de Kant 
 
... según que el acento esté puesto sobre la noción de sistema demostrativo o 
sobre el de organon matemático535. 
 
La segunda de las dos vías conduce a las 
 
.... filosofías epistemológicas de la inmanencia, como se puede designar a las 
de Brunschvicg y Brouwer536. 
 
En otras palabras, para Cavaillès, el relativismo crítico y el intuicionismo 
parecen desarrollarse en una misma dirección. Brunschvicg y Brouwer 
consideran la lógica, tanto la aristotélica como la formal moderna, como un 
análisis del discurso, que es extrínseco a la actividad de la conciencia y no la 
expresa adecuadamente. Los dos filósofos buscan describir, a un lado de la 
lógica, una génesis de la ciencia por la conciencia. Sin embargo, las 
matemáticas aparecen como etapas fundadoras y como estructura de las etapas 
posteriores. Así, el papel de las matemáticas como organon del conocimiento 
se acentúa, mientras que la lógica aristotélica es abandonada y, más 
ampliamente, la noción de canon lógico es descartada. No obstante, el 
intuicionismo y el relativismo crítico presentan, al menos, dos dificultades.  
 
La primera dificultad para Brunschvicg y Brouwer está en determinar y 
justificar su propia posición con relación a la ciencia. Sabemos que Brouwer 
propone una reforma de la matemática clásica; pero, si el devenir matemático 
es necesario ⎯cosa que Brouwer no cree, obviamente⎯, la reforma 
intuicionista no es válida más que en la medida en que sea exigida por la 
matemática clásica. Luego, sería necesario mostrar que la matemática clásica 
realiza su propia corrección en el intuicionismo. Pero el intuicionismo parece 
tener sus raíces en una filosofía de la conciencia más que en un análisis del sí 
devenir, del movimiento matemático. No obstante, la conciencia intuicionista 
no es inmanente a la ciencia como sí lo es, en cambio, la conciencia 
brunschvicgiana. 
 

                                                           
 
          535 Cavaillès (1997), p. 30.    
              
          536 Cavaillès (1997), p. 30.  
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Brunschvicg considera que la filosofía tiene la misión de estudiar la razón 
inmanente a la ciencia. La ciencia es un proceso de objetivación de la 
experiencia a través de la razón. La filosofía se apoyaría sobre la razón, que es 
la que hace la ciencia, para iluminar los actos de la razón y despejar los 
conceptos que la rigen. De esta forma, la filosofía no precede a la ciencia; 
solamente reflexiona sobre la ciencia y, en esta reflexión, acompaña a la 
ciencia. Brunschvicg ve (o mejor, lee) en la historia de la ciencia el desarrollo 
de la razón. Justifica su marcha reflexiva enviándonos, por una parte, a Kant y 
a una conciencia trasparente en sí, por otra parte, a Spinoza y a la idea de la 
idea. Cavaillès, que en sus dos Tesis puede haber utilizado esta misma marcha 
reflexiva, en la obra póstuma la pone en cuestión. 
 
La segunda dificultad, al menos para el relativismo crítico, concierne a la 
distinción entre matemática y física, así como la relación de la matemática con 
el mundo. Para Brunschvicg, por una parte, la aritmética y la geometría sirven 
de base a la matemática abstracta (algebraica). Por otra parte, la aritmética y la 
geometría son prolongadas por la física. Con lo cual, la matemática y la física 
son integradas en un mismo movimiento; o sea, la experiencia juega el mismo 
papel en matemática y en física. Para Cavaillès la confusión entre matemáticas 
y física constituye un primer defecto, pero además señala un error más 
profundo en cuanto al ser de la matemática. Pues piensa Cavaillès que la 
matemática se desarrolla en procesos internos como la tematización, la 
formalización y la generalización que se dejan definir sin referencia al mundo; 
luego, de esta manera, la matemática posee una autonomía. 
 
Pero el desacuerdo entre Cavaillès y Brunschvicg aparece claramente cuando 
éste hace de la experiencia un criterio para medir la realidad de las teorías 
matemáticas. Así, por ejemplo, la noción de grupo es real en la medida en que 
permite reunir bajo una misma estructura los elementos aritméticos o 
geométricos. Las geometrías no euclídeas son reales en la medida en que ellas 
pueden intervenir en física. Por el contrario, las geometrías de dimensiones 
cualesquiera, como los espacios de Hilbert, no originan más que paradojas, 
puesto que la experiencia nos prohibe dar al espacio más de tres 
dimensiones537. Vemos que aquí la experiencia interviene para "limitar el 
impulso de la inteligencia" o como un "freno" que retiene a la inteligencia "en 
el dominio de la positividad"538. 
                                                           
          537 Brunschvicg (1993), pp. 513 y 515. Entre otras y particularmente, donde dice "Hilbert ha hecho la 
prueba de que no hay combinación tan paradójica, tan 'rebelde', que no pueda ser concebida por algún 
geómetra" (la obra original de Brunschvicg es de 1912).  
 
          538 Brunschvicg (1993), pp. 514 y 536. 
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A la vista de esto, Cavaillès abandona esta vía que lleva a las epistemologías 
de Brouwer y Brunschvicg y se engancha a la otra vía, centrada sobre la 
demostración matemática, y que conduce a la teoría de la ciencia de Bolzano. 
Cavaillès propone una interpretación original de la teoría de Bolzano. Como 
dice Jan Sebestik en el extenso postfacio que escribió a la quinta edición de la 
obra póstuma de Cavaillès, en 1997, por la Librería Filosófica J. Vrin, puede 
ser que Cavaillès intente una "reconstrucción de la teoría de Bolzano, 
poniendo en marcha los elementos de su propia epistemología que se 
constituye como contrapartida dinámica del universo estático bolzaniano"539. 
La lógica de Bolzano es una crítica de la ciencia. Ya hemos visto, unas 
páginas más arriba, lo que decía Cavaillès sobre Bolzano de forma textual. El 
mérito de Bolzano, según Cavaillès, está en mostrar "la ciencia como tal". 
Bolzano consigue liberar a la ciencia de la doble subordinación a la conciencia 
y al mundo. Separa la ciencia y la conciencia; con lo cual, nos hace pensar la 
ciencia como tal o por ella misma. 
 
Lo importante es que Bolzano libera la ciencia de la primacía de la conciencia, 
así como de la primacía del mundo, poniendo al día la ciencia como tal. Ni la 
conciencia ni el mundo son ya campos cuya presencia primera y estructura 
propia puedan definir la ciencia. La ciencia ya no es pensada en una relación 
de subordinación a la conciencia o al mundo. De esta manera, Bolzano abre el 
campo propio de la teoría de la ciencia. Para Cavaillès, al igual que para 
Bolzano, la teoría de la ciencia exige una teoría de los encadenamientos 
racionales o de las demostraciones matemáticas. En otras palabras, exige una 
lógica o una analítica y, además, una ontología; por eso dirá textualmente: 
 
La epistemología científica no puede [...] constituirse directamente y en 
primer lugar, como ambicionaba, sino que es posterior a la analítica que 
determina el contenido de su objeto y a la ontología que lo completa en ser 
[ente]540. 
 
Además, Cavaillès pone en evidencia dos dificultades de la teoría de Bolzano. 
La primera es que, para Bolzano, en su teoría de la ciencia, es la ciencia la que 
determina las reglas según las cuales se debe desarrollar una ciencia. Pero, 
¿cómo desarrollar la teoría de la ciencia si no se sabe cómo desarrollar una 

                                                           
 
          539 Cavaillès (1997), p. 104. 
 
          540 Cavaillès (1997), pp. 40-41. 
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ciencia? Para salvar este escollo, Bolzano atribuye a la ciencia la misma 
"propiedad de autoiluminación" (es decir, de transparencia o de coincidencia 
en sí) que los filósofos de la conciencia al pensamiento. La segunda dificultad 
es que Bolzano debe constituir una lógica absoluta que pueda determinar toda 
ciencia posible y, a continuación, situar en el interior de dicha lógica absoluta 
la ciencia desarrollada. Cavaillès rechaza esto porque piensa que es el 
platonismo de Bolzano el que le ha arrastrado hasta el proyecto ilusorio de una 
lógica absoluta. Después de todo esto que dice Cavaillès sobre Bolzano, no es 
extraño que algún autor concreto (al que hemos hecho referencia en su 
biografía) haya pensado que Cavaillès en su obra póstuma estaba influenciado 
por Bolzano. 
 
La principal crítica de Cavaillès a Carnap trata sobre la sintaxis general. 
Puesto que una lógica absoluta sería un sistema formal que representa a la 
matemática y muestra todas sus formas de inferencia, Cavaillès rechaza este 
proyecto recordando el carácter imprevisible del devenir matemático. En cada 
etapa, nuevos procesos son introducidos. Lo que implica que la matemática 
termina siempre por desbordar el sistema de las formas de inferencia en las 
cuales se ve encerrada. Para Cavaillès, esta imprevisibilidad está confirmada 
por el resultado de incompletud de Gödel y por la epistemología intuicionista. 
Sin embargo, el proyecto de una lógica absoluta no es el de Carnap. Éste trata 
de definir una sintaxis general, aplicable a todo lenguaje y, por ello, deja 
indeterminadas ciertas formas de inferencia; la sintaxis general queda a 
distancia de las teorías matemáticas. En otras palabras, la sintaxis general no 
dice nada, es vacía o no es pertinente para el matemático. 
 
De aquí que, al final de Axiomatique et Formalisme, Cavaillès dijera: 
 
En el proyecto de la sintaxis general, no hay más que ámbitos vacíos541. 
 
Y, en la obra póstuma: 
 
Lo que Carnap llama sintaxis general no es más que un conjunto de reglas 
abstractas de las cuales todo lo preciso es tomado prestado a las matemáticas 
efectivamente realizadas y a su sintaxis: la imaginación sintáctica parece 
perderse en el vacío de una abstracción radical542. 

                                                           
 
          541 Cavaillès (1982), p. 169. 
          
          542 Cavaillès (1997), p. 49. 

 359



 
Luego, el proyecto de una lógica absoluta y el de una sintaxis general, aunque 
distintos, tienen un mismo espíritu. Los dos proyectos manifiestan el mismo 
descuido (o despiste) respecto al devenir matemático. Queriendo aplicarse a 
todo lenguaje, la sintaxis general pone sobre el mismo plano, piensa al mismo 
tiempo, aunque de forma abstracta, todos los sistemas que, en el devenir 
matemático, emergen los unos de los otros. Al igual que la lógica absoluta, la 
sintaxis general desconoce la historicidad matemática. Pero Cavaillès 
reconoce que la semántica introducida por Tarski a mitad de los años treinta, y 
a la cual Carnap no tarda en adherirse, permite precisar el proyecto del 
positivismo. Sin embargo, a pesar de esto, Cavaillès hace dos nuevas críticas 
al positivismo. 
 
La primera concierne a la función del signo. Cavaillès piensa que de Russell a 
Carnap, el logicismo está muy próximo al formalismo de Hilbert. Por esto 
mismo cree Cavaillès que para Carnap, como para Hilbert, la lógica se 
construye "formalmente; es decir, sin referencia a la significación de los 
símbolos"543. Desde entonces, el logicismo se presta a la misma crítica que el 
formalismo. Para pretender reconstruir y fundar la matemática, es preciso 
suponer que el signo sobre el cual se apoya la lógica es un dato irreducible. 
Pero hemos visto que el signo está informado por una práctica anterior, lo que 
implica que se da por presupuesta y, entonces, en el examen formalista, no se 
rinde cuenta de ella. 
 
La segunda crítica de Cavaillès al positivismo se refiere a la física. Al final de 
su obra La Sintaxis Lógica del Lenguaje, Carnap544 realiza un análisis lógico 
de la física. El problema de una posible fundación de la física es el de 
formalizar la sintaxis de las teorías físicas y de verificar estas teorías por la 
experiencia. Pero el positivismo presupone un mundo sensible, en el cual 
pueden ordenarse los enunciados protocolarios, que se presta a la expresión en 
una teoría matemática. Ignora el trabajo que, a través de los instrumentos de 
observación, transforma lo sensible para hacerlo adecuado a la matemática y 

                                                           
 
          543 Carnap (1934), § 84, p. 326. 
           
          544 Es interesante la referencia que hace Cavaillès, en una carta a su amigo Albert Lautman fechada el 4 
de Noviembre de 1942, precisamente a esta obra de Carnap ⎯La Sintaxis Lógica del Lenguaje⎯ , llamándola 
"nuestra vieja enemiga" en recuerdo de la fuerte oposición que los dos amigos presentaron, desde 1935, al 
positivismo lógico. La carta se puede ver en la página 164 del libro de la hermana de Cavaillès, Gabrielle 
Ferrières Jean Cavaillès, un philosophe dans la guerre, 1903-1944. Calligrammes, Quimper, 1996.        
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susceptible de expresión en una teoría. Es evidente que aquí, en este párrafo, 
Cavaillès está poniéndose al lado de Bachelard. 
 
En definitiva, sabemos que los problemas cruciales de toda teoría de la ciencia  
están relacionados con su adecuación y su fecundidad; es decir, con la relación 
entre matemáticas y física y el estatuto de las entidades lógicas. En otras 
palabras, las relaciones entre la matemática y la física, entre los sistemas 
formales y el mundo real que ellos representan por hipótesis, están en el 
corazón de la teoría de la ciencia. Y ésta supone, o mejor, necesita una 
ontología. 
 
La tercera parte de la obra póstuma de Cavaillès está consagrada a la búsqueda 
de una ontología y a la crítica de la fenomenología de Husserl. En realidad, 
esta última parte es más un esbozo, un proyecto de trabajo, que un texto 
verdaderamente acabado. 
 
La definición de la lógica es un problema difícil. Se suele decir que la lógica 
es la teoría de la (o de las) demostración(es); pero esta definición es equívoca. 
Con lo cual, nos encontramos sin una definición clara del estatuto de la lógica 
y sin una determinación precisa de sus tareas. Cavaillès, en las dos primeras 
partes de su obra póstuma, ha hecho referencia a dos proyectos lógicos. El 
proyecto de una lógica absoluta consistía en establecer un sistema formal que 
representara la matemática y mostrara sus formas de inferencia. El proyecto de 
una sintaxis general, reconociendo el posible uso de una multiplicidad de 
sistemas y la necesidad de formalizar la sintaxis de los mismos, consistía en 
establecer un sistema que definiese los conceptos sintácticos aplicables a todo 
sistema. Pero los dos proyectos son rechazados por Cavaillès porque, tanto el 
uno como el otro, ignoran el devenir matemático. Por otra parte, Cavaillès 
sabe que, en el momento en que está escribiendo su obra póstuma, la 
introducción de la semántica, está transformando de nuevo el proyecto lógico. 
De aquí que este apartado lo deje totalmente abierto. 
 
Nosotros podíamos concluirlo diciendo que la lógica tiene por tarea el 
determinar la forma de las demostraciones y las inferencias o, más 
ampliamente, las estructuras subyacentes a la extracción de consecuencias (ya 
sean éstas matemáticas o no); lo que exige la utilización de sistemas formales, 
la descripción de su sintaxis y de su semántica. Sin embargo, la lógica no 
puede hacer el censo de todas las formas posibles de operación, sino 
solamente despejar la forma de las operaciones utilizadas en las teorías 
constituidas de la matemática ingenua (o en las inferencias que se realizan 
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dentro de otros ámbitos). Pero la lógica no establece un ámbito para el 
pensamiento ni para el devenir matemático, solamente explicita las formas del 
pensamiento que están implicadas en la matemática desarrollada. La lógica no 
es un sistema fuera del devenir matemático, sino que ella sigue el devenir 
matemático, en la medida en que se apoya sobre las teorías ingenuas ya 
constituidas, y a la vuelta (de regreso) participa del movimiento matemático, 
en la medida en que sus sistemas formales son teorías abstractas, que se 
aplican tanto a las teorías abstractas adyacentes como a las teorías ingenuas 
subyacentes. 
 
Nos quedaría por definir el estatuto de la lógica. Podemos distinguir dos 
posibilidades. Una primera posibilidad sería pensar la lógica como "crítica de 
la ciencia"; expresión que ya hemos utilizado a propósito de la lógica de 
Bolzano. Una tal definición conduciría a acercar la obra póstuma de Cavaillès 
y el ensayo de Husserl Lógica formal y lógica trascendental. Una segunda 
posibilidad, que parece más coherente con las dos Tesis de Cavaillès, 
consistiría en restablecer la definición kantiana de la lógica. Según ésta, las 
operaciones matemáticas son actos del pensamiento, y es la lógica la que 
determina su forma. En otras palabras, la lógica es la ciencia de la forma del 
pensamiento. Sin embargo, por una parte, la lógica procede por algebrización 
o formalización. Luego, como la matemática, ella construye sus conceptos en 
la intuición. Por otra parte, la lógica no se deja desarrollar ni en totalidad, ni 
en una abstracción radical, sino sólo relativamente a las teorías constituidas de 
la matemática ingenua. 
 
Nos gustaría decir que, en el análisis del pensamiento de Husserl, a Cavaillès 
le sucede algo parecido a lo que le sucedía con Brouwer; siente cierta simpatía 
por su pensamiento, pero al final descubre que la fenomenología es como un 
idealismo. Cavaillès trata de saber si se puede justificar la lógica para dar 
cuenta de los juicios. Su respuesta es muy clara: 
 
Si la lógica trascendental funda verdaderamente la lógica, no hay lógica 
absoluta (es decir, rigiendo la actividad subjetiva absoluta). Si hay una lógica 
absoluta, no puede sacar su autoridad más que de ella misma, no puede ser 
trascendental545. 
 
El razonamiento es imparable. La lógica trascendental es descalificada en su 
tentativa de fundar la lógica, aunque Cavaillès tenga un poco de mala fe en 
                                                           
          545 Cavaillès (1997), p. 78. 
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este sentido; pues no cree en una lógica absoluta. También podíamos decir que 
el razonamiento anterior muestra la incompatibilidad entre lógica 
trascendental y lógica absoluta. Las matemáticas son más complejas y vivas 
que una simple armadura lógica. En definitiva, Cavaillès rechaza el análisis 
fenomenológico porque "no podrá jamás moverse más que en el mundo de los 
actos" y se detiene en las "realidades de conciencia". 
 
No deja de ser curioso el hecho de que Cavaillès, en su obra póstuma, invierta 
el orden cronológico hablando de Carnap antes que de Husserl. Es evidente 
que el motivo tiene que ver con su mayor sintonía con el creador de la 
fenomenología. Desde luego, Carnap es posiblemente el único de los filósofos 
de la tradición analítica que no ha sido bien acogido por Cavaillès, a pesar de 
los esfuerzos de precisión que marcan todas sus obras. Ya hemos visto las 
críticas que vierte Cavaillès sobre los positivistas lógicos. Por el contrario, 
subraya la aportación de Tarski, creador de la semántica lógica que permite 
formalizar la sintaxis de un sistema arbitrario. 
 
Finaliza Cavaillès su obra póstuma afirmando que no existe una conciencia 
capaz de generar sus propios productos; la conciencia está inmediatamente en 
la idea, no separada formalmente de ella. De la misma manera que la ciencia 
es demostración (unión de aspectos puros y aplicados), la conciencia es el 
carácter inseparable del pensamiento y su realización. Resumiendo, una 
filosofía de la conciencia (la de Kant) inauguraba el comienzo de su último 
escrito y otra lo termina (la de Husserl). Con sus propias palabras escribe: 
 
No es una filosofía de la conciencia, sino una filosofía del concepto la que 
puede ofrecer una doctrina de la ciencia546. 
 
Podíamos decir que el deseo de Cavaillès del advenimiento de una "filosofía 
del concepto" opuesta a una "filosofía de la conciencia", está estrechamente 
asociado con el reconocimiento del papel capital del "trabajo matemático". Lo 
cual enlaza con la tradición alemana de llamar “enfoque conceptual” a lo que, 
desde Dedekind, desemboca en una matemática de las estructuras. Decimos 
esto porque, de alguna manera, para una filosofía de la conciencia, las 
nociones son presentadas como aisladas, solamente vinculadas a las 
condiciones de posibilidad de su pensamiento. Por el contrario, para una 
filosofía del concepto, son las constituciones sucesivas de sistemas operativos 
                                                           
           
          546 Cavaillès (1997), p. 90. 
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los que importan; es decir, en los cuales los objetos son correlativamente 
creados. De esta forma el punto de vista de una filosofía del concepto 
consistiría en mostrar estas correlaciones de operaciones y de objetos, que son 
el trabajo mismo del matemático creador. Luego, lo que importa observar es 
que las palabras "operaciones" y "operatorio" no se refieren aquí a los actos de 
un sujeto como tal, de una conciencia, sino a las reglas de combinación que 
intervienen en la constitución de la experiencia matemática (de los símbolos 
que representan las realidades matemáticas). 
 
Hemos visto que para Cavaillès la formación de nuevos conceptos a partir de 
los antiguos procede de una "necesidad natural" de la que toma como ejemplo 
el nacimiento de la teoría de conjuntos a partir de un "tronco común"547. Y es 
una de las tareas del historiador que debe mostrar; hacer ver que hay "una 
objetividad, fundada matemáticamente, del devenir matemático"548. Así, en 
una teoría como la de los conjuntos, "sus nociones, algunos de sus resultados 
esenciales, se han vuelto a encontrar de forma involuntaria en el curso de una 
investigación sobre el fundamento de la aritmética"549. 
 
Por el contrario, para algunos, definir la filosofía del concepto es una especie 
de "misión imposible"550. Sería una misión imposible porque, en primer lugar, 
se trata de una obra ⎯la de Cavaillès⎯ inacabada; pero además, teniendo en 
cuenta lo que dice G. Bachelard (en el libro de G. Ferrières sobre su hermano), 
"para leer a Cavaillès, es preciso trabajar". Aunque, a pesar de la dificultad de 
la obra póstuma de Cavaillès, Bachelard cree que en ella "hay trazado un 
camino". Podíamos decir que Cavaillès en su forma de hacer, en su "gesto", en 
su "estilo", es donde nos parece que se reconoce lo que comprendió con la 
filosofía del concepto. Así, hemos visto que decía "comprender es atrapar el 
gesto y poder continuar"551. La pregunta clave sería, ¿se puede establecer la 
equivalencia entre la filosofía del concepto y una epistemología de las 
estructuras? Nosotros, después de lo dicho dos párrafos antes, creemos que así 
es sin ninguna duda; es más, añadiríamos que esta filosofía de las estructuras 

                                                           
          547 Cavaillès (1981), p. 5. 
      
          548 Cavaillès (1962), p. 8. 
 
          549 Cavaillès (1962), p. 99. 
 
          550 Ver el artículo de Elisabeth Schwartz, discípula de G.-G. Granger, titulado "Jean Cavaillès et la 
'philosophie du concept'" en la Revista Philosophia Scientiae, Vol. 3 (1), 1998, pp. 79-97.  
 
          551 Cavaillès (1981), p. 178. 
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se limita en Cavaillès a las matemáticas y es ampliada por G. Canguilhem y 
M. Foucault a muchos otros dominios (lo que no está en Cavaillès es la idea 
de ruptura). Para E. Schwartz parece razonable creer que "Cavaillès confundía 
la filosofía del concepto con una filosofía interna a las matemáticas y que no 
esperaría otra cosa de una 'doctrina de la ciencia'"552. 
 
Si nos preguntáramos, ¿dónde está la ontología de la que decíamos hablaba 
Cavaillès en la tercera parte de su obra póstuma? Responderíamos diciendo 
que intentó encontrar una solución al problema ontológico en la lógica formal, 
cuyas estructuras esenciales encuentra descritas en la primera sección de la 
obra de Husserl Lógica formal y lógica trascendental. En definitiva, Cavaillès 
aísla en la lógica de Husserl una solución al problema ontológico. La 
interpretación de Cavaillès reposa sobre su propia concepción del acto 
matemático, lo que le lleva a una crítica de la fenomenología y de las 
filosofías de la conciencia. Por lo tanto, diríamos que la ontología de Cavaillès 
está relacionada con otorgarle un estatuto privilegiado y originario, dentro del 
pensar, a la actividad matemática.                
  
Ahora bien, el problema está en si una filosofía del concepto y de las 
estructuras puede ser compatible con la idea de la experiencia matemática 
como sistema reglado de gestos y de actos. En otras palabras, ¿cómo 
sintonizamos lo que Cavaillès nos decía en sus dos Tesis con lo que nos acaba 
de decir en su obra póstuma? Pensamos que la solución está en el 
acercamiento a su amigo Albert Lautman a través de la metafísica. O, quizá 
mejor, partiendo de la posición de Lautman recuperar a Cavaillès. Esta será 
nuestra conclusión final. 
 
6.4 Consecuencias para Lautman: Symétrie et dissymétrie en 
mathématiques et en physique.- Hemos visto que el debate Cavaillès-
Lautman del 4 de Febrero de 1939 tuvo consecuencias importantes en los 
escritos posteriores de Cavaillès. Vamos a ver que en su último escrito 
Lautman sigue diciendo, más o menos, lo mismo que nos decía en sus Tesis. 
 
Este artículo lo escribió Lautman en 1942 y pensaba publicarlo en la revista 
que había fundado Cavaillès, junto con R. Aron, titulada Essais 
Philosophiques553. De la importancia de este artículo que vamos a analizar 
                                                           
          552 Schwartz, E. (1998), p. 94. 
 
          553 Al final se publicó póstumamente en 1946 ⎯junto con otro ensayo de 1943, Le problème du temps, 
que Lautman confiaba en reunir y completar en un estudio sobre filosofía de la física contemporánea⎯ por 
Hermann en la serie Actualités Scientifiques et Industrielles, 1012, pp. 9-22 y 23-46 respectivamente. 
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puede ser una prueba el hecho de que se publicase, en 1948, como uno de los 
múltiples artículos de los que se compone el famoso libro de François Le 
Lionnais Les grands courants de la pensée mathématique554. 
 
Comienza Lautman reconociendo la importancia que ha tenido, en la filosofía 
de Kant, la llamada paradoja de las "contrapartes incongruentes", de los 
simétricos incongruentes o, simplemente, de los objetos simétricos. Es decir, 
la diferencia de orientación que presentan las figuras simétricas respecto a un 
plano, en el espacio ordinario. Pues bien, este hecho se le presentó a Kant 
como una intuición sensible, irreducible a toda determinación conceptual. 
Además, en esta intervención necesaria de la sensibilidad en el conocimiento 
de la orientación a izquierda y a derecha, puede que esté el origen de la 
distinción kantiana entre la sensibilidad y el entendimiento. Luego, la 
especificidad de lo sensible viene dada por la incongruencia de las figuras 
simétricas555. Para Lautman: 
 
Es objeto de admiración el que, ya desde 1770, Kant haya caracterizado lo 
sensible gracias a una propiedad que la ciencia contemporánea ha situado en 
el centro de todas las investigaciones sobre la estructura de los fenómenos556. 
    
Recordemos que en sus Tesis, Lautman ya se había sorprendido por estos 
análisis de Kant. 
 
También hace referencia Lautman a los cristales isómeros; o sea, aquellos que 
son simétricos entre sí respecto de un plano, pero imposibles de ser 
superpuestos. En el lenguaje de los cristalógrafos se les llama enantiomorfos. 
Pues bien, para que dos cristales simétricos sean enantiomorfos, se necesita 
                                                                                                                                                                                 
 
          554 No deja de ser curioso el hecho de que desde 1942, bajo la ocupación de Francia por los nazis, F. Le 
Lionnais (1901-1984) ya tenía la idea de esta obra colectiva y le pide explícitamente a Lautman que escriba su 
artículo. Estando prisionero durante 1944, como miembro de la Resistencia al igual que Cavaillès y Lautman, 
siguió madurando su proyecto hasta que en 1945, con la liberación, pudo reactivar efectivamente el proyecto, 
aunque no fuera hasta 1948 cuando la obra se publicó como número especial de una revista de poesía titulada 
Cahiers du Sud en Fontenay-aux Roses. Sabemos que hay artículos, entre otros, de Émile Borel, Nicolas 
Bourbaki, Maurice Fréchet, Jean-Toussaint Desanti, Élie Cartan, Jean Dieudonné, André Weil, Raymond 
Queneau, Louis de Broglie, Le Curbusier, etc. Se reeditó en 1998, en París, por Hermann con un prefacio de 
Bernard Teissier y es un ejemplar de esta reedición el que tenemos delante. 
       
          555 No cabe duda de que Lautman se está refiriendo a los Prolegómenos de Kant; en concreto, al 
opúsculo de 1768 titulado “Del primer fundamento de la diferencia de las regiones en el espacio”. 
 
          556 Lautman (1977), p. 239. Aquí se refiere Lautman a la famosa Dissertatio de mundi sensibilis atque 
intelligibilis forma et principiis de 1770 de Kant, la clase inaugural que presentó cuando fue nombrado 
profesor ordinario en la Universidad de Königsberg.  
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que cada uno presente aisladamente una cierta disimetría interna; como, por 
ejemplo, la ausencia de un centro de simetría. Lo más interesante para 
Lautman es que Pasteur utilizó en sus primeros trabajos de investigación la 
disimetría por enantiomorfía para concebir su teoría de la disimetría 
molecular. Aunque las concepciones de Pasteur acerca del enlace entre la vida 
y la disimetría por enantiomorfía no puedan ya ser defendidas en la actualidad 
(dice Lautman), éstas dieron nacimiento, sin embargo, a la teoría del carbono 
asimétrico, base de todas las teorías estructurales de la estereoquímica desde 
finales del siglo XIX hasta los años 1940. 
  
Esta misma exigencia de mezcla de simetría y de disimetría se encuentra en 
los trabajos de Pierre Curie sobre la simetría en los fenómenos físicos. Para 
Curie esta mezcla de simetría y disimetría es una condición necesaria del 
fenómeno físico en general. La determinación de los elementos de simetría de 
un fenómeno físico se hace, al igual que en cristalografía, mediante la 
búsqueda del centro, de los ejes y de los planos de simetría interna que 
presenta el fenómeno. Pierre Curie dirá: "Es la disimetría la que crea el 
fenómeno". No es extraño que Lautman, a la vista de cómo se define lo 
sensible por una mezcla de simetría y de disimetría, de identidad y de 
diferencia, evoque el Timeo de Platón. 
 
Para Lautman el desarrollo de la física matemática contemporánea nos enseña 
algo muy sugestivo: si se consideran las teorías elaboradas para dar cuenta de 
los hechos sensibles donde la distinción de la izquierda y de la derecha juega 
un papel capital, como, por ejemplo, los fenómenos de rotación, los del campo 
electromagnético o los de la polarización de la luz, se observa que dichas 
teorías hacen intervenir otras teorías matemáticas abstractas, desarrolladas 
independientemente de toda eventual aplicación física, pero que no obstante 
presentan el aspecto siguiente. O bien hay en ellas una dualidad de elementos 
opuestos, o bien hay una división de los seres matemáticos en dos partes, una 
parte rigurosamente simétrica y otra parte que los matemáticos llaman 
antisimétrica. 
 
Es en este artículo donde Lautman despliega un análisis muy original y casi 
profético de la interacción "dialéctica" entre simetría y asimetría. Por eso dirá 
que: 
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La simetría que llamaremos simétrica, no es más que un caso límite de una 
simetría antisimétrica, que sigue siendo el caso general557. 
 
Luego, al igual que Weyl558, Lautman pone definitivamente en tela de juicio la 
idea de "simetría absoluta". Basándose en todo lo que las ciencias físico-
matemáticas de su época le pueden ofrecer, Lautman realiza una verdadera 
fractura filosófica que le proporciona la clave de un acontecimiento científico 
que todavía no había ocurrido: el descubrimiento, una generación más tarde, 
de la "violación de la paridad559 en las interacciones débiles", demostrada en 
1956, que representó un acontecimiento que sacudió los fundamentos de la 
física. Pues la idea demasiado arriesgada a favor de la simetría llevaba a los 
físicos a juzgar impensable una violación de la paridad. Sin embargo, C.S. 
Wu560 y E. Ambler observaron en el laboratorio "lo impensable". Desde 
entonces, simetrías y rupturas de simetrías forman un par bipolar que delimita 
un amplio campo conceptual donde se sitúan la mayoría de los fenómenos 
físicos actualmente observados y estudiados. 
 
Otro ejemplo de física que toma Lautman es el de la teoría de los espinores en 
sus relaciones con el espín del electrón. Los espinores, que son tan 
importantes en mecánica cuántica, sin embargo, no fueron inventados por los 
físicos, sino por Élie Cartan en 1913 en sus investigaciones sobre las 
representaciones lineales del grupo de rotaciones de un espacio con un número 
arbitrario de dimensiones. Algo análogo sucedió con los intentos fallidos de 
unificar las teorías del campo electromagnético y de la gravitación, donde una 
teoría física descansa en la disimetría de ciertos seres matemáticos (los 
espacios dotados de torsión), descubiertos de nuevo por Cartan en 1922, 
mucho antes de su uso por Einstein en 1928. 
 
Lautman hace una explicación preciosa de la manera en que la distinción de la 
izquierda y de la derecha en el mundo sensible puede simbolizar la no-
conmutatividad de ciertas operaciones del álgebra. Parte de la propiedad 
                                                           
          557 Lautman (1977), p. 252.   
 
          558 No deja de ser curioso el hecho de que ya en el año 1929 Weyl jugaba con la ecuación que se usa en 
la actualidad para describir el neutrino, pero no se admitieron sus resultados para la física, porque era evidente 
que violaban la paridad. En 1956 la ecuación de Weyl resucitó.   
           
          559 El concepto de paridad no es más que el de simetría especular aplicado al campo de la física. Así, la 
paridad se conserva si un esquema de interacción física permanece invariante por reflexión especular. 
 
          560 Chien-Shiung Wu era una autoridad en experimentos sobre interacción débil. En la comunidad de la 
física se le conoce como Madame Wu. Nacida en China en 1912 fue la primera mujer que presidió la 
American Physical Society. Lee y Yang la lograron convencer para que probara a ver qué pasaba.  
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fundamental de la simetría con respecto a un plano: efectuada dos veces 
seguidas sobre una misma figura la deja invariante. Por este motivo se dice 
que la simetría es una operación involutiva. Lo mismo le sucede a la no-
conmutatividad más fecunda en matemáticas, la que está definida por la 
expresión (ab)=-(ba), que también es una operación involutiva como la 
simetría ordinaria. Toda la teoría de los grupos continuos de Lie descansa 
sobre la no-conmutatividad del producto de dos operaciones infinitesimales 
del grupo. Tampoco se olvida Lautman de los trabajos de Louis de Broglie 
relativos a la mecánica ondulatoria y las funciones de onda divididas en 
funciones simétricas y funciones antisimétricas.         
 
Pero Lautman todavía va más lejos al mostrar la importancia de esa estructura 
dialéctica, hecha de mezclas de simetría y disimetría, en la que se puede 
hablar de una participación común del mundo sensible y de ciertas teorías 
matemáticas. De esta forma Lautman comienza a analizar algunas teorías 
matemáticas que descansan sobre una estructura de dualidad; entendida esta 
dualidad como la posibilidad de distinguir en el seno de un mismo ser dos 
seres distintos tales que, por una parte, se puede definir para cada uno una 
orientación o un orden inverso el uno del otro, y, por otra parte, existe una 
relación involutiva entre ellos. 
 
El primer ejemplo que pone es el del cálculo de proposiciones, establecido por 
Boole en 1847, y que sirve de base para la lógica matemática contemporánea: 
en este cálculo, la negación es involutiva y las llamadas leyes de De Morgan 
son duales. El segundo ejemplo de teoría matemática donde la noción de 
dualidad juega un papel fundamental es la geometría proyectiva, descubierta 
por Poncelet en 1822. Sabemos que en la geometría proyectiva plana, si 
partimos de cualquier proposición verdadera construida con las nociones de 
punto y recta y la relación de inclusión, podemos obtener una nueva 
proposición verdadera, al intercambiar las palabras punto y recta y cambiar el 
sentido de la relación de inclusión. A los puntos situados sobre una recta les 
corresponden las rectas que pasan por un punto. Así, puede definirse una 
curva tanto por los puntos que la componen como por las rectas a las que es 
tangente en cada punto. La analogía se puede generalizar, en el espacio 
proyectivo de n dimensiones, entre los puntos y los hiperplanos de dicho 
espacio. En definitiva, la dualidad proyectiva se comporta como la negación 
lógica o la simetría geométrica. 
 
Luego, a pesar de que aparentemente el cálculo proposicional y la geometría 
proyectiva no tienen nada en común, ambas disciplinas poseen algunas 
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analogías de estructura. Para Lautman la razón de estas analogías se ha puesto 
en evidencia gracias a las investigaciones que, en el dominio del álgebra 
abstracta, hicieron Birkhoff, Von Neumann, Glivenko y otros siguiendo a 
Dedekind. Se trata de la teoría general de retículos que engloba la teoría de 
conjuntos, la teoría de números, la geometría proyectiva, la teoría de 
probabilidades, la lógica matemática, la teoría de espacios funcionales, etc. 
Esta teoría general de estructuras descansa en la posibilidad de estructurar de 
dos maneras inversas un mismo conjunto, y para Lautman: 
 
Es un resultado de capital importancia filosófica el ver cómo esta dualidad 
interna de dos seres antisimétricos, distinguibles en el seno de un mismo ser, 
forma el principio generador de una inmensa cosecha de realidad 
matemática561. 
 
Pues la teoría de los retículos a la que hemos hecho alusión unas líneas más 
arriba, según Valeri Glivenko, nos permite considerar como estructuras: el 
conjunto de los cuerpos convexos, el conjunto de los subgrupos de un grupo 
arbitrario, el conjunto de todos los números enteros positivos, el conjunto de 
todos los elementos de la geometría proyectiva, el conjunto de todos los 
sucesos de la teoría de probabilidades, el conjunto de las proposiciones del 
cálculo de proposiciones, etc. 
 
Además, el desarrollo de la teoría de retículos ha llevado de forma natural a 
establecer ciertas distinciones entre todas las estructuras que satisfacen la ley 
de dualidad. Así, por ejemplo, en el caso de la lógica matemática, la fórmula 
complementaria de una fórmula dada se determina de una manera única, 
mientras que, dados m+1 puntos que definen un subespacio Sm de un espacio 
proyectivo Sn, existe una infinidad de maneras de escoger n-m puntos que 
determinen un subespacio Sn-m-1 complementario de Sm. La determinación del 
elemento complementario vemos que es posible en los dos casos (no es 
siempre así para todas las estructuras), pero la unicidad de ese elemento, 
establecida en el cálculo de proposiciones (o álgebra de Boole), no se da en la 
geometría proyectiva. Son éstas dos realizaciones diferentes de una misma 
estructura dialéctica de dualidad, a la vez complementaria y antisimétrica. 
 
Veamos el fundamento de esa diferencia. El álgebra de Boole sabemos que 
obedece a las leyes de distributividad de la suma y el producto siguientes: 
 

                                                           
          561 Lautman (1977), p. 250. 
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x∩(y∪z)=(x∩y)∪(x∩z) 
x∪(y∩z)=(x∪y)∩(x∪z) 

 
mientras que la geometría proyectiva sólo obedece una ley de distributividad 
más débil, llamada identidad modular, descubierta por Dedekind: 
 

si x ≤ z entonces x∪(y∩z)=(x∪y)∩z 
 

Al reemplazar los signos ∩ y ∪ por los signos habituales del producto y de la 
suma respectivamente, se ve que en las estructuras distributivas 
x(y+z)=xy+xz, mientras que en las estructuras modulares sólo se tiene, para 
x≤z, x+(yz)=xy+z. 
 
Garrett Birkhoff y Von Neumann, en un célebre artículo de 1936 titulado "The 
logic of quantum mechanics" y publicado en Annals of Mathematics, se 
apoyaron en esta diferencia para establecer que el cálculo proposicional 
relativo a las observaciones de la mecánica clásica tiene una estructura de 
álgebra de Boole, mientras que el cálculo proposicional relativo a los hechos 
observables de la mecánica cuántica satisface la ley de modularidad, pero no 
la ley de distributividad, teniendo así la misma estructura de una geometría 
proyectiva. De esta manera, la diferencia lógica entre dos estructuras que 
satisfacen ambas la ley de dualidad, se traduciría en el mundo sensible por la 
diferencia entre la mecánica clásica y la mecánica cuántica. Sin embargo, dice 
Lautman, estas aplicaciones de la teoría de retículos a la física no pueden 
realmente sustituir en la actualidad a la física matemática propiamente dicha. 
Aunque a Lautman le parecen justificar la hipótesis de que la simetría 
disimétrica en el universo sensible y la dualidad antisimétrica en el mundo 
matemático tienen una importancia semejante. 
 
Casi al final del artículo Lautman hace referencia a Structure et Existence 
donde, intentando determinar la naturaleza de la realidad matemática, 
mostraba que las teorías matemáticas podían interpretarse como una materia 
especial, destinada a dar cuerpo a una dialéctica ideal. Dialéctica que parece 
estar constituida principalmente por parejas de contrarios, y las Ideas de dicha 
dialéctica se presentan en cada caso como el problema de los enlaces a 
establecer entre nociones opuestas. La determinación de esos enlaces no se 
puede hacer más que en el seno de los dominios donde encarna esa dialéctica, 
y ha sido así como ha podido seguir, en un buen número de teorías 
matemáticas, el dibujo concreto de edificios cuya existencia efectiva 
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constituye una especie de respuesta a los problemas que plantean las Ideas de 
esa dialéctica. Por esto, a Lautman le parece cierto que: 
 
La idea de la mezcla de simetría y disimetría juega un papel dominante, no 
sólo con respecto a la física, sino también, como hemos intentado mostrarlo, 
con respecto a las matemáticas. Las dos realidades se presentan así en 
concordancia, como realizaciones distintas de una misma dialéctica, que las 
genera en actos de comparable génesis562. 
 
Nosotros estamos plenamente convencidos de que en este párrafo se encuentra 
la clave (o lo fundamental) para entender toda la obra de Lautman. Aquí están 
no solamente los términos "clave" de su filosofía, sino que también se 
encuentra resumida y condensada su visión de la relación entre la física y las 
matemáticas; en definitiva, su visión moderna (o actualizada) del Universo a 
través de una relectura del Timeo de Platón.          
 
Como resumen de este artículo podemos decir que Lautman sigue en la misma 
línea que en sus trabajos anteriores; es decir, continuando con las tareas que se 
había marcado en el debate con Cavaillès el 4 de Febrero de 1939, comienza 
haciendo referencia a Kant y a Platón, para poder enfrentarse al problema de 
los enlaces entre lo ideal y lo real. En este recorrido tiene que introducirse en 
las complejas construcciones conceptuales de la mecánica cuántica o de la 
teoría de la relatividad, donde se ve que maneja los términos tanto 
matemáticos como físicos con una soltura extraordinaria. Además descubre la 
potencia de la teoría de retículos que se acaba de iniciar con los trabajos de 
Birkhoff, Von Neumann y Glivenko. Por último diremos que en 1956-57 se 
produjo una extraordinaria confirmación de algo que Lautman había escrito en 
este artículo; pues, en esos años, sabemos que Lee y Yang descubrieron la no 
invarianza por simetría del espacio de la llamada "interacción débil", y 
sugieren muy rápidamente (como lo había hecho independientemente Landau) 
que en este dominio la "simetría física" implica además de la simetría 
geométrica el cambio partícula-antipartícula, o materia-antimateria. He aquí 
un magnífico ejemplo de antisimetría en acto, de geometría tomando cuerpo 
en la física. Lo expresaba textualmente Lautman cuando hacía un resumen del 
artículo al comienzo de Le problème du temps: 
 
Hemos interpretado una propiedad esencial del espacio físico, la diferencia 
de orientación de las figuras simétricas, como la manifestación [...] de una 

                                                           
          562 Lautman (1977), p. 253. 
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estructura dialéctica [...] generadora de realidades matemáticas abstractas 
(así como) de las condiciones de existencia de los fenómenos. Un análisis 
semejante sitúa así, en el nivel de las Ideas, lo que parecía ser una de las 
características de la espacialidad563. 
 
Pues bien, lo que pretende hacer Lautman en Le problème du temps es intentar 
describir, en el seno de las matemáticas, una estructura que sea como un 
primer dibujo de la forma temporal de los fenómenos sensibles. En otras 
palabras, intenta hacer algo análogo a lo que ha hecho en el artículo anterior 
respecto al espacio, pero aquí respecto al tiempo. Desde luego, este problema 
parece, al menos en principio, mucho más difícil que el anterior; ya que el 
tiempo, todavía más que el espacio, parece estar ligado a la existencia sensible 
del Universo. La conclusión de Lautman en Le problème du temps no es tan 
clara y definitiva como la que hemos visto en Symétrie et Dissymétrie... 
Textualmente dice Lautman: 
 
La distinción matemática del tiempo cosmogónico y del tiempo dinámico es 
por tanto la expresión de una dualidad inherente en teorías tan abstractas 
como la teoría de ecuaciones diferenciales, y es muy probable por 
consiguiente que corresponda a una estructura íntima de las cosas, cuya 
fuente se encuentra en la estructura de las Ideas. Esta conclusión nos deja 
presentir los límites que necesariamente debe encontrar una reducción de la 
dinámica a la cosmogonía564. 
 
Sobre esta cita no haremos comentario alguno porque, en realidad, harían falta 
demasiados y alargarían en exceso (además de en otra dirección) nuestro 
trabajo.  
 
Solamente añadiríamos que el mundo clásico de Einstein nada más admitía 
electromagnetismo y gravedad y él estaba convencido de que ambos estaban 
relacionados; sobre todo después de que Weyl demostró que el 
electromagnetismo, al igual que la gravedad, se basa en una simetría local. 
Ahora bien, un grupo de físicos fundamentales, aunque reducido, siguen 
todavía hoy la estela de Einstein; es decir, buscan el diseño fundamental de la 
Naturaleza más que el explicar los fenómenos específicos. Sabemos que uno 
de los grandes principios que guían esta búsqueda es la simetría. Para ellos la 
                                                           
 
          563 Lautman (1977), p. 254. 
 
          564 Lautman (1977), pp. 278-279. 
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simetría es la encarnación de la belleza, inseparable de la geometría del 
espacio-tiempo. El problema surgió cuando el mundo del cuanto parecía que 
no se ajustaba a este canon. Pero Chen-ning Yang y Robert Mills se 
inventaron, a partir de 1954, una nueva simetría que estaba dotada de una 
esplendorosa belleza matemática. Se conoce con el nombre de simetría de 
gauge no abeliana y la teoría correspondiente como teoría de gauge no 
abeliana o teoría de Yang-Mills. He aquí la "visión" de Lautman con su 
artículo al predecir la importancia de la simetría y la disimetría (o ruptura de la 
simetría) tanto en matemáticas como en física. Terminemos con una frase 
textual de un físico fundamental hablando de la importancia de la simetría: 
"La física contemporánea no hubiera sido posible sin la guía de la simetría"565. 
 
 
 
                                
 
 
 

                                                           
          565 Zee (2005), p. 372. 
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Ha llegado el momento de que resumamos lo que hemos visto a lo largo de 
este trabajo y que hagamos explícitas nuestras conclusiones: 
 
1ª.- Del idealismo de Brunschvicg al platonismo de Lautman y el 
estructuralismo de Cavaillès. Tanto Cavaillès como Lautman parten de la 
tradición idealista representada por su maestro Brunschvicg, que éste concibió 
como un “idealismo crítico” muy marcado por Kant, y que por tanto se 
configuraba como una filosofía de la conciencia. De gran importancia fue la 
atención que Brunschvicg prestaba a las ciencias (sobre todo las matemáticas) 
en su esfuerzo por desarrollar una reflexión filosófica sobre el espíritu; su 
proyecto es leer los progresos del espíritu estudiando el progreso del saber 
bajo la forma de las ciencias566. Pues bien, tanto Cavaillès como Lautman 
rompen en algunos puntos clave con las ideas del maestro, representando 
ambos vías diferentes de ruptura con aquella tradición idealista francesa y más 
generalmente con la filosofía de la conciencia. Pero esto no debe esconder la 
presencia de algunas continuidades notables. 
 
En ambos casos, la intención de Brunschvicg de desarrollar una reflexión 
filosófica fundamental estudiando el progreso del saber, bajo la forma de las 
ciencias, se consolida (igualmente sucede en el caso de Bachelard). Hasta tal 
punto es así, que el nuevo eslogan será: la filosofía de las matemáticas sólo 
puede hacerse “en el interior de las matemáticas”; sólo en la medida en que 
exista un contacto íntimo con los desarrollos matemáticos más actuales, es 
posible una reflexión filosófica adecuada a dicho objeto. Conviene apuntar 
que esta tendencia es, todavía hoy, dominante en Francia, y que le ha dado una 
notable especificidad a los trabajos realizados en ese país. 
 
A lo largo de nuestro trabajo, pero especialmente en el Capítulo II, hemos 
dejado constancia de la importancia del álgebra abstracta y demás corrientes 
modernas de la matemática desarrolladas en Gotinga, alrededor de E. Noether 
y D. Hilbert, en el pensamiento de Cavaillès y Lautman.  
 
En ambos casos, también, la búsqueda de una objetividad que transciende a la 
conciencia individual, y que se manifiesta en el progreso del saber 
matemático, es central. Esa objetividad no se expresa ya en figuras del espíritu 
o mente (lo trascendental de Kant o Brunschvicg), sino que se transmutará en 
otras formas filosóficas; sin embargo, la herencia es bien visible. En este 
                                                           
          566 No menos importante para ellos será la herencia del compromiso político de Brunschvicg, con su 
orientación humanista y su énfasis en la universalidad de la razón. Pero este asunto, importante para entender 
la trayectoria vital de nuestros autores, no es central para el objetivo que ahora nos ocupa. 
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proceso de transmutación, surgirán tensiones serias, internas al proyecto 
intelectual tanto de Cavaillès como de Lautman, que son la fuente de buena 
parte de la dificultad sin duda característica de sus obras. 
 
Si atendemos al caso de Lautman, la ruptura se opera por un alejamiento del 
idealismo decimonónico, hacia un nuevo idealismo que —sorpresa histórica— 
bebe muy directamente en Platón y en los nuevos estudios franceses sobre 
Platón. Hemos hablado mucho del platonismo en matemáticas, y se trata sin 
duda de una etiqueta sólidamente establecida en filosofía de las matemáticas. 
Pero cabría decir que, de todos los filósofos del siglo XX, sólo hay uno que 
sea un verdadero seguidor de Platón, un revitalizador del espíritu filosófico de 
la Academia: es Lautman. Lo demás es ‘platonismo’ con minúscula, 
platonismo en un sentido técnico que tiene que ver con la metodología de las 
matemáticas modernas567, o bien una simplista afirmación de la existencia a-
espacial y atemporal de un mundo de objetos matemáticos que —nueva 
sorpresa— es más bien ajena al francés. La originalidad de haber insuflado 
nueva vida en el universo simbólico platónico, sobre la base de las teorías 
matemáticas y físicas más modernas, es innegable; el atractivo de la apuesta 
que hace Lautman es enorme, aunque quizá también lo sea la dificultad de 
argumentar en su favor. Y los resultados podría decirse que establecen una 
proximidad entre Lautman y una figura como la de Heidegger en su segunda 
época (esto explica quizá la repercusión que viene teniendo Lautman entre 
autores como Deleuze o Badiou). 
 
Si nos volvemos a Cavaillès, es bien sabido que su manera de superar el 
idealismo de Brunschvicg representa la ruptura definitiva con toda filosofía de 
la conciencia, y la apuesta por una “filosofía del concepto” que inaugura la 
tradición estructuralista francesa. Pero nótese que resulta iluminador entender 
esta salida estructuralista como un intento de idealismo del concepto, o 
idealismo de las estructuras. Por otro lado, si consideramos sobre todo la obra 
póstuma de Cavaillès, quizá no es equivocado interpretarla como 
profundamente marcada por la influencia de la fenomenología de Husserl. Sin 
duda se nos dirá que Husserl es pura filosofía de la conciencia, incluso el 
canto del cisne en esa tradición; es cierto, y precisamente diríamos que 
Cavaillès le imprime un giro a la reflexión fenomenológica sobre la ciencia, 
alejándola de la obsesión por la “imagen del mundo” en la conciencia (como 
hizo también el primer Heidegger, por supuesto con otras armas). El 
estructuralismo de Cavaillès es una fenomenología no cartesiana, una 

                                                           
          567 Ver Ferreirós (1999). 
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fenomenología sin sujeto trascendental, que abandona el énfasis en la 
conciencia para centrarse en la objetividad del signo, el formalismo, el 
concepto, y a fin de cuentas en la autonomía de lo que podíamos llamar —
quizá demasiado heideggerianamente— formas originarias del pensar. 
 
2ª.- Doble cara de la matemática. La dificultad de ofrecer una definición 
puramente objetiva de la matemática es bien conocida. Hemos visto que para 
Cavaillès toda definición de las matemáticas llevaría a un absurdo, pues sería 
imposible definirlas por algo que no son ya matemáticas. Ahora bien, aun 
prescindiendo de una definición precisa y considerando que los límites del 
conjunto de toda la matemática con otras ramas del conocimiento son 
forzosamente borrosos, es conveniente intentar alguna definición basada en el 
análisis de algunas de sus características más notables.  
 
Por ejemplo, puesto que la parte más visible de las matemáticas la constituyen 
sus aplicaciones prácticas y su necesidad para la técnica, podíamos considerar 
que un primer elemento de una definición sería: las matemáticas son una 
técnica. Si por ciencia entendemos un conjunto sistematizado de 
conocimientos, que constituyen una rama del saber humano, las matemáticas 
son la ciencia por excelencia. Luego, un segundo elemento de definición sería 
también: las matemáticas son una ciencia (que se puede concretar mejor 
añadiendio: una ciencia hipotético-deductiva). Puesto que, hasta la Edad 
Moderna, la filosofía trataba de entender y explicar la esencia, propiedades, 
causas y efectos de las cosas naturales, sus fines son paralelos a los de las 
matemáticas, que en muchos aspectos les sirvieron de instrumento y, por ello, 
filosofía y matemáticas se hallaban estrechamente ligadas. Ejemplos de las 
matemáticas como filosofía son también los conceptos de espacio y tiempo 
(Newton, Leibniz, Kant, Riemann, Einstein y Minkowski), lo cual muestra 
que el enlace entre matemáticas y filosofía no ha dejado de existir en la Edad 
Contemporánea. Y otra muestra de ello es la época dorada del estudio de los 
fundamentos (1880—1940), que vio renovarse dichos lazos, también el campo 
mismo de la lógica. En suma, por tradición y naturaleza, las matemáticas 
también son filosofía; lo cual, añadido a las caracterizaciones anteriores, nos 
diría en definitiva que las matemáticas son una ciencia y una filosofía, además 
de una técnica.                 
 
Esta doble o triple cara de la matemática la vemos explícita en la doble forma 
de presentarse: la primera presentación, llamémosla clásica, a través de la cual 
se dan las estructuras de forma estática, o sea, como resultado de operaciones, 
relaciones y funciones que se "fijan" a través de axiomas que caracterizan la 
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estructura (o también, en determinados morfismos). La segunda cara, más 
oscura, es la que se nos muestra en el trabajo efectivo del matemático, el que 
se hace entre bastidores; en otras palabras, se trata de cómo se elaboran los 
algoritmos y los conceptos, así como las formas de razonamiento y los 
procedimientos de construcción que no han quedado suficientemente 
explicitados. Resulta paradójico el hecho de que la primera cara, que parece 
muy clara, en realidad nos habla de resultados ficticios; mientras que la 
segunda, oculta y oscura, nos habla de resultados concretos. Pero, ¡¡así es 
nuestra querida matemática!! Y así hay que aceptarla y entenderla: deducción 
lógica y creatividad, axiomática formal y elaboración conceptual.  
 
Doble cara de Jano, que se traduce en la doble naturaleza de la matemática 
como herramienta para pensar sobre las cosas y herramienta para construir 
cosas (según dice Capi Corrales), o como creación y descubrimiento (en 
Camino Cañón), o como filosofía y técnica (decía Santaló), o como 
concepción y proceso computacional (que dice Sieg), o, en general, como 
estructuras y formalismos. Doble cara de la que hemos visto habla Weyl en 
Simetría, Thom en Estabilidad estructural y morfogénesis, Grothendieck en 
Récoltes et Semailles (su testamento filosófico), etc.  
 
En definitiva, es la doble cara de las dos visiones (que consideramos 
complementarias) de la matemática que hemos visto a lo largo y ancho de 
nuestro trabajo: la "formalista" de Jean Cavaillès (ver apartado 4.11 del 
Capítulo IV) y la "platónica" de Albert Lautman (ver apartado 5.4 del Capítulo 
V); que a modo de doble hélice nos intenta explicar la esencia de la 
matemática, de forma análoga a como la doble hélice del ADN de Crick y 
Watson explica la esencia de la vida.  
 
Para nosotros las matemáticas reposan, en el fondo, sobre un terreno de 
conceptos elementales que probablemente sean incomprensibles en su 
plenitud. Es muy difícil avanzar en el conocimiento profundo de dichos 
conceptos si solamente se intenta entenderlos desde un punto de vista técnico. 
O sea, es necesario insuflar a las matemáticas una vía, digamos, espiritual que 
trascienda los aspectos técnicos. Estamos convencidos de que esta vía 
espiritual es la metafísica de la que nos hablaba Lautman cuando decía que el 
acercamiento de dialéctica, metafísica y matemáticas no es una mera 
casualidad, sino uno de los motores necesarios de la cultura. Tanto a Cavaillès 
como a Lautman les fascinaba de la matemática moderna, de una forma 
especial, esa estructura oculta en las cosas matemáticas; lo que no deja de ser 
más que una de las muchas caras que tiene la forma para revelarse. Por eso 
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pensaban ambos que la visión y la percepción de las esencias o de los 
conceptos juegan un papel fundamental en la práctica de las matemáticas. 
Quizá podíamos considerar las posiciones respectivas de Cavaillès y Lautman 
como la de la proximidad, parcial e ilusoria, y la de la lejanía o de la 
trascendencia. Ambas son relativamente independientes pero se mantienen en 
equilibrio, complementándose perfectamente.  
 
Tratamos de reivindicar ahora, a comienzos de siglo XXI, la manera de hacer 
filosofía matemática de Cavaillès y Lautman que, partiendo de su maestro 
común, Brunschvicg, supieron establecer esa sintonía entre los resultados 
matemáticos más recientes de su época y las implicaciones filosóficas de 
dichos resultados. En particular, destacaríamos el hecho de que la 
investigación matemática tiene una función de aproximación a lo real. 
Cavaillès y Lautman se apoyaron en la figura emblemática de Hilbert que, en 
el Congreso de Matemáticos de París de 1900, se puede decir que sentó las 
bases de la investigación matemática para todo un siglo. Es evidente que hoy 
día no existe entre los matemáticos una figura emblemática, como la de 
Hilbert en 1900, que establezca las líneas de orientación en las 
investigaciones, señalando los problemas a afrontar. Somos conscientes de 
que el universo matemático ha evolucionado mucho después de los años 1930-
1940, extendiéndose en muchas ramas o disciplinas; lo que hace más difícil el 
ordenamiento y la unidad del corpus de dicho universo. Pero no tenemos 
ninguna duda de que la filosofía matemática del siglo XXI, siguiendo el 
camino trazado por Cavaillès y Lautman, tiene que repensar los fundamentos 
lógicos y filosóficos de la matemática, así como el horizonte de dicha ciencia 
cuyos contornos y posibilidades están menos seguros de lo que parecen. 
 
Tengamos en cuenta lo que decía Aristóteles en su libro M de la Metafísica:  
 
"Los filósofos que pretenden que las ciencias matemáticas no tienen nada que 
ver ni con lo Bello, ni con el Bien, están seguramente en el error: lo Bello es, 
al contrario, el objeto principal del razonamiento de estas ciencias y de sus 
demostraciones"568. 
 
Nos encontramos con un fragmento que tiene mucho que ver con lo que 
hemos estado tratando de mostrar en nuestro estudio sobre la filosofía 
matemática de Cavaillès y Lautman. Creemos que lo que dice Aristóteles en 
este pequeño fragmento está en el seno del devenir de las matemáticas; es 
                                                           
         
          568 Aristóteles (1998), libro XIII 1078a30, p. 514.  
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decir, en el seno de una reconciliación de la actividad teorética con los 
mundos de la intuición y de lo vivido. El pensamiento va de lo simple a lo 
compuesto y privilegia, por tanto, el punto con relación a la recta y la recta 
con relación a la superficie, cuando se trata de dar definiciones (por ejemplo, 
una recta es un conjunto de puntos tales que, etc.). Sin embargo, la experiencia 
procede en sentido inverso: una superficie se obtiene por un procedimiento 
límite, es un cuerpo tridimensional cuyo espesor "es muy pequeño" o "tiende 
hacia cero". Si tenemos en cuenta a Aristóteles podemos decir que la 
anterioridad para nosotros no implica la anterioridad en sí, y que es el 
movimiento dialéctico entre las dos el que anima y gobierna el pensamiento 
matemático, que unas veces se agarra a las certezas del cálculo y otras se deja 
conducir por el juego de las intuiciones, la escucha y la receptividad hacia las 
cosas. En definitiva, la matemática moderna analizada en nuestro trabajo a 
través de las obras respectivas de Cavaillès y Lautman sigue siendo lo que 
siempre ha sido: una forma de arte que deviene ciencia; siempre vieja pero 
siempre renovada. 
 
3ª.- ¿Cuál es la naturaleza o el estatuto del pensamiento matemático? 
Ante todo debemos explicar que la primera pregunta que nos habíamos 
planteado en la Introducción (sobre la naturaleza de los objetos matemáticos) 
es inadecuada según Cavaillès debido a su prejuicio realista. Puesto que 
Cavaillès no deriva hacia una ontología, sino hacia una fenomenología de las 
estructuras, podemos decir, quizá, que da estatuto ‘ontológico’, originario, al 
pensamiento matemático como dialéctica de conceptos; pero nunca a los 
objetos matemáticos, que sólo ‘existen’ derivativamente, en el interior de esa 
dialéctica. Por ello, en el título la hemos reemplazado por esta otra, más 
neutral.  
 
Hemos visto que Cavaillès y Lautman tienen dos respuestas distintas, casi 
incompatibles, a esta pregunta: autonomía radical (para el primero) o 
encarnación de la dialéctica ideal (para el segundo). Dicho de otra manera, 
Cavaillés busca en las propias matemáticas el sentido filosófico del 
pensamiento matemático; en cambio, Lautman encuentra ese sentido 
filosófico en la vinculación de las matemáticas con una metafísica (o 
Dialéctica) de la cual ellas son la prolongación necesaria. Para Lautman las 
matemáticas constituyen la materia más próxima a las Ideas. 
 
Lautman no niega que las matemáticas sean un devenir, que se elaboren en el 
tiempo, que haya inmanencia de los principios operatorios y de la verdad en 
las demostraciones efectivas, pero el estatuto lógico que le confiere a lo 
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posible, por una parte, ⎯en tanto "racionalmente anterior", bajo la forma de la 
posible problematización, a los objetos que la demostración elabora⎯ y el 
estatuto ontológico que le concede, por otra parte, a la "realidad ideal", abren 
o, mejor dicho, cavan entre su devenir y el de Cavaillès una separación 
filosófica que parece irreductible. Lautman no vacila en afirmar la prioridad 
de una dialéctica sobre las matemáticas. Esta dialéctica no está en el espíritu 
de Lautman, sino que es exterior; es decir, separada de las matemáticas 
efectivas, es anterior a los productos racionales tales como el problema de las 
relaciones de lo local y lo global, del todo y de la parte en geometría 
diferencial, por ejemplo. 
 
Por otra parte, Lautman decía, al concluir su presentación en el debate con 
Cavaillès el 4 de Febrero de 1939, que se pueden precisar los lazos de la 
dialéctica y las matemáticas ya que éstas se presentan como ejemplos 
privilegiados de encarnación donde se actualiza la espera ideal de relaciones 
posibles y cuyo advenimiento es en cierto modo necesario. Pero esta 
conclusión parece que acrecentaría la separación con las concepciones de 
Cavaillès. Pues, hemos visto que Cavaillès entiende el devenir matemático 
como una "realidad irreductible a otra cosa que ella misma". Además, este 
devenir es estrictamente temporal, por lo que es "imprevisible" no solamente 
para nosotros, sino en sí mismo. 
 
De Brunschvicg aprende Cavaillès la lección de que las matemáticas son, por 
esencia, un devenir. Devenir paradójico, pero autónomo; pues su historia, "que 
no es una historia"569, se desenvuelve en una temporalidad propia, medida por 
la necesidad. O sea, el autoengendramiento de los conceptos y de las 
estructuras atraviesa la historia. Bolzano le interesa a Cavaillès por el 
establecimiento de la teoría de la ciencia que asegura la autonomía del 
progreso de la misma. En su obra, Bolzano mostró que ya no era preciso 
considerar la ciencia como simple intermediaria entre la mente humana y la 
realidad externa. De esta forma, abrió una vía de reflexión completamente 
distinta. Cavaillès defiende que, aunque una teoría de la ciencia debe ser 
forzosamente una teoría de la unidad, ésta es unidad dinámica, no estática; ya 
que la ciencia no está fuera del tiempo. El proyecto filosófico de Husserl le 
revela a Cavaillès que puede haber una conciencia del progreso, pero no le 
ofrece ningún análisis del progreso de la conciencia en sí. Su reacción frente a 
estos desarrollos será proponer un análisis centrado en el progreso del 
concepto.  
                                                           
          569 Vimos que decía Cavaillès en Mathématiques et formalisme. 
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Cavaillès opina que el progreso científico no debe entenderse como la historia 
de la acumulación de conocimientos, sino como la "revisión perpetua del 
contenido existente mediante la profundización y la borradura"570. Por otra 
parte, para Cavaillès los nuevos contenidos salen necesariamente de los 
antiguos; con lo cual parecería que en Cavaillès hay una especie de dilema 
entre discontinuidad y continuidad en el devenir de la matemática, aunque en 
su obra tal dilema no se presenta como tal. Un punto importante en su 
concepción de este devenir lo encuentra en la noción de "trabajo matemático"; 
pues hemos visto que este término aparece al final de los Remarques y al 
principio de Axiomatique et Formalisme. Pero donde está descrito de forma 
más general el trabajo matemático es precisamente en su obra póstuma. No 
cabe duda de que buena parte de la originalidad del pensamiento de Cavaillès 
está en que trabaja con nociones más que con conceptos, todas ellas 
convergiendo hacia la misma idea central: la autonomía de la matemática 
reside en su progreso necesario. 
 
En definitiva, para Cavaillès la matemática es autónoma y se explica por ella 
misma. Dicha así, esta afirmación parece algo misteriosa o mágica; pero tiene 
su explicación lógica. Si, a través de su obra, hemos visto que Cavaillès ha ido 
eliminando el realismo platónico, el logicismo, el formalismo estricto, la 
apelación a lo trascendental ⎯ya sea kantiana o husserliana⎯, el 
psicologismo y el intuicionismo de Brouwer571, aunque cada una de estas 
teorías le haya podido ayudar a reflexionar mejor, no le queda más remedio 
que ver en la propia matemática la razón de su progreso; es decir, el progreso 
del concepto sería su naturaleza misma. Para Cavaillès, hay una dimensión de 
la realidad matemática que está encarnada por el trabajo de los matemáticos; 
que no tiene un comienzo que podamos señalar, ni un final previsible. Pero de 
lo que no tiene ninguna duda Cavaillès, es que las matemáticas se construyen. 
Según Cavaillès, uno de los objetivos que tendría que perseguir el filósofo 
consistiría en una reflexión crítica sobre las condiciones del pensamiento 
matemático en tanto que constructor de realidades nuevas572. 
                                                           
          570 Cavaillès (1997), p. 90. 
 
          571 Por cierto, el enfoque de Brouwer se basa en una filosofía radicalmente idealista, fundada en el 
supuesto de la conciencia individual como única raíz del conocimiento; por esto hemos visto que no le 
resultaba atractivo a Cavaillès dicho enfoque. Los semi-intuicionistas franceses, en cambio, eran básicamente 
positivistas, su posición es de empirismo. 
 
          572 A este respecto es interesante el artículo de Gerhard Heinzmann titulado "La pensée mathématique 
en tant que constructrice de réalités nouvelles" en la Revista Philosophia Scientiae, Vol. 3 (1), 1998, pp. 99-
111. 
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Es evidente que a esta situación de una especie de círculo que formara la 
matemática cerrándose sobre sí misma, ha llegado Cavaillès, en un primer 
momento, como resultado de un contacto estrecho y una familiaridad real 
tanto con las obras como con los autores que analiza. Sin ánimo de ser 
exhaustivos, podemos establecer la siguiente lista de sus temas de reflexión573: 
la geometría proyectiva, las geometrías no euclídeas y no arquimedianas, la 
aritmetización del análisis, la construcción del conjunto de los números reales, 
la teoría de grupos, el método axiomático, las paradojas de la teoría de 
conjuntos, la teoría de las probabilidades574, la topología general, etc.  
 
Además, como filósofo y epistemólogo, Cavaillès necesita estudiar la teoría de 
tipos de Russell, la teoría del signo de Hilbert, la teoría de la Diada de 
Brouwer o la semántica de Tarski, para ver las diferentes maneras de 
orientarse en la interpretación del sentido de las matemáticas al objeto de 
practicarlas con toda seguridad lógica. No cabe duda de que estos contactos a 
los que acabamos de aludir, le permiten a Cavaillès ser sensible a los 
problemas, a las urgencias, a esa especie de drama que se desarrolla en la 
aventura espiritual de Cantor, a un tipo de necesidad que no puede ser 
reconocida más que por el que está en el "meollo" de la práctica creadora. En 
definitiva, estamos de acuerdo con Cavaillès en que para poder pronunciarse 
filosóficamente sobre cualquier problema relacionado con el desarrollo de las 
grandes teorías matemáticas y lógicas, es preciso comenzar por estudiar la 
historia de dichos problemas. Así hemos visto en Axiomatique et Formalisme, 
por ejemplo, los análisis de Borel y Lebesgue sobre la teoría de conjuntos 
abstractos, el desarrollo de las axiomatizaciones de la geometría, etc. 
 
A partir de todos estos estudios, Cavaillès llega al convencimiento de que la 
matemática tiene una naturaleza propia, sancionada por la historia y la práctica 
efectiva. Pues si la imaginería platónica, sobre todo cuando está 
caricaturizada, puede que se corresponda con el deseo ingenuo de algunos 

                                                                                                                                                                                 
 
          573 En la página 6 del libro de Hourya Benis Sinaceur Jean Cavaillès, Philosophie mathématique, PUF, 
Paris, 1994, se puede ver una lista más completa. 
 
          574 En realidad, la teoría de las probabilidades tiene muy poca importancia en la epistemología de 
Cavaillès. Desde luego, ninguna, si se compara con la teoría de conjuntos o con el problema de los 
fundamentos. Pero es interesante saber que, en 1926, Cavaillès consagra su Diploma de Estudios Superiores, 
bajo la dirección de Léon Brunschvicg, a "La filosofía y las aplicaciones del cálculo de probabilidades en los 
Bernoulli" (según consta en las páginas 32-33 del libro de su hermana Gabrielle Ferrières). Además, fechado 
en Agosto de 1939, aunque publicado en 1940 en la Revue de Métaphysique et de Morale, es el artículo "Du 
collectif au pari" que estudia la axiomatización y la interpretación de la teoría de probabilidades.     

 384



matemáticos cuando hablan de las matemáticas en lugar de hacerlas, no le 
parece que dé cuenta del progreso ni de la necesidad junto a la autonomía de 
aquellas. De igual manera, los sistemas de lo trascendental no le parecen 
impotentes para dar cuenta del dinamismo de las matemáticas; y, mucho 
menos, la psicología. 
 
En Lautman hemos visto que era muy importante la génesis de lo real a partir 
de la Idea. Lo más corriente es que se admita sin problema tanto el paso de lo 
material a lo formal, como el paso de lo real a la idea (evidentemente por 
abstracción); en cambio, cuesta mucho más entender los procesos inversos: el 
paso de un sistema formal a las realizaciones materiales y la génesis de lo real 
a partir de la Idea. Para explicar este segundo paso, Lautman insiste en 
distinguir entre el orden histórico de la reflexión humana y el orden lógico u 
ontológico de dependencia de las nociones. Piensa Lautman que las teorías 
matemáticas reciben todo su sentido cuando se las interpreta como respuestas 
a un problema o a una pregunta dialéctica. Es evidente que solamente a través 
de un esfuerzo de análisis regresivo es como se puede remontar de una teoría a 
la Idea que ella encarna, pero no es menos cierto por ello que en la naturaleza 
de una respuesta está el ser respuesta a una pregunta lógicamente anterior, 
aunque la conciencia de la pregunta sea posterior al conocimiento de la 
respuesta. No cabe ninguna duda de que la génesis de la que habla Lautman es 
trascendental y no empírica. Sabemos que Lautman entiende por Idea, la idea 
de un problema dialéctico posible. Piensa que se puede visualizar 
abstractamente la Idea de las posibles relaciones entre nociones abstractas 
como, por ejemplo, el continente y el contenido, la forma y la materia, lo local 
y lo global, etc. 
 
Así, para Lautman, la cuestión de saber si existen formas de solidaridad entre 
espacio y materia es en sí un problema filosófico, que está en el centro de la 
metafísica cartesiana. Sin embargo, todo esfuerzo para resolver este problema 
lleva al espíritu a constituir una mecánica analítica donde pueda afirmarse en 
realidad una relación entre la geometría y la dinámica. Quizá esté aquí la 
anterioridad lógica u ontológica de la Idea en relación con lo real matemático. 
El interés para Lautman de la Relatividad general, tomada como pura teoría 
matemática y no física, viene de que ella le parece responder a un problema 
formulable independientemente de las matemáticas: ¿en qué medida las 
propiedades del espacio determinan las de la materia? Sabemos que la teoría 
de Einstein no es la única respuesta posible; es un modelo de solución posible 
entre otros, pero lo que es necesario es la constitución de una teoría 
matemática en cuanto se toma en serio la cuestión dialéctica. He aquí por qué 
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Lautman piensa que las matemáticas son ejemplos de encarnación de las 
Ideas, en el sentido en que los conceptos matemáticos constituyen como una 
materia sobre la cual se dibujan efectivamente las relaciones visualizadas 
como posibles por la dialéctica. De esta manera, para Lautman, la 
comprensión de una teoría matemática o su elaboración cuando está 
desarrollándose tiene un doble sentido: matemático desde el punto de vista de 
los resultados que aporta, filosófico desde el punto de vista de la constitución, 
realizando un esquema de respuesta a un problema dialéctico. Es el 
espectáculo de la constitución de estos esquemas de estructura el que le parece 
a Lautman fundar el interés filosófico del pensamiento matemático. 
 
Sobre la Dialéctica de Lautman ya hemos dicho bastantes cosas a lo largo de 
nuestro trabajo, pero nos gustaría terminar diciendo algo más. Para Lautman la 
Dialéctica, al no ser afirmativa de ninguna situación efectiva y al ser 
problemática pura, tiene que prolongarse necesariamente en teorías 
matemáticas efectivas. Todo consiste en saber si es posible concebir el 
enunciado de un problema lógico o metafísico independientemente de 
cualquier solución matemática concreta. Pero la respuesta a esta pregunta la 
encuentra Lautman en la historia de la filosofía. Considera el ejemplo de la 
mónada leibniziana y se pregunta, ¿es posible concebir como inscrito en las 
propiedades internas de un ser el conjunto de las relaciones que sostiene con 
todo el universo? Esta concepción de la mónada es puramente metafísica y 
Lautman muestra en sus Tesis los lazos que la unen con las teorías de su época 
del Analysis situs, término que también es de inspiración leibniziana. Por lo 
tanto, en la historia de la filosofía Lautman encuentra la autonomía de la 
concepción de problemas de estructura, con respecto a la elaboración 
contingente de soluciones matemáticas particulares. 
 
Si para Cavaillès la matemática no está engendrada más que por ella misma, la 
historia y la contingencia no son capaces de dar cuenta de su esencia. La 
matemática es real porque no nos lleva más que a ella misma y a su progreso. 
En este sentido, Cavaillès es más categórico que Lautman; pues, podíamos 
decir que substancializa el pensamiento matemático. En otras palabras, para 
Cavaillès, la realidad del pensamiento matemático es total y autosuficiente. 
Resumiendo, podemos decir que, según Lautman, las matemáticas nos llevan 
a la realidad y, según Cavaillès, las matemáticas constituyen una realidad en sí 
misma. En definitiva, pensamos que a este nivel de la “realidad de las 
matemáticas”, existe una complementariedad entre los estilos diferentes de 
Lautman y Cavaillès. 
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4ª.- ¿Qué significa “existir” aplicado a un objeto matemático? Para 
Lautman, la existencia de un objeto matemático está determinada por su 
estructura esencial: es su esencia lógica y dialéctica la que, por mediación de 
la efectuación matemática, le confiere existencia. En otras palabras, en 
Lautman, la esencia, dando existencia a un ser, deviene un "esquema de 
génesis". El proceso es dinámico y sucesivo, observándose una génesis que 
conduce de unas estructuras a otras más complejas: de un dominio de base a 
otro género del ser, en “una sucesión que asciende siempre hacia estructuras 
más comprehensivas”: la “subida de las génesis”. De donde obtiene Lautman 
la conclusión platónica: "la naturaleza de lo real, su estructura y las 
condiciones de su génesis no son cognoscibles más que remontándose a las 
Ideas cuyos enlaces la ciencia encarna". O sea que, para Lautman, el objeto 
matemático existe en la ascensión hacia su esencia ideal, en la dinámica de las 
estructuras que responden de modo cada vez más perfecto a la problemática de 
las Ideas. 
 
Por el contrario, para Cavaillès, el objeto matemático existe de hecho, a partir 
del momento en que ha sido elaborado en la historia de las matemáticas. Su 
existencia no podría ser condicionada por su esencia en la medida en que la 
esencia del objeto —su concepto— no es pensable si se hace abstracción de su 
existencia fenoménica. Empleando un lenguaje que no es el suyo, cabría decir 
que las esencias no son genéricas, sino singulares. Respecto del estatuto del 
problema, no hay excepción tampoco: contrariamente a Lautman, que 
considera que los problemas son anteriores a los objetos elaborados, Cavaillès 
piensa que los problemas son a la vez constituidos por y constitutivos de estos 
objetos. Luego, podíamos decir que, para Cavaillès, la existencia de un objeto 
matemático es siempre una existencia problemática; de la misma manera que 
no habría realidad científica más que histórica. Pero la existencia, tal como la 
presenta Cavaillès, no debe llamarse contingente, puesto que ella adviene en 
un encadenamiento necesario que, aunque no sea el de una necesidad 
metafísica a priori, no tiene por ello menos necesidad: la de las estructuras 
conceptuales. En definitiva, para Cavaillès, la existencia de los objetos reposa 
sobre sus procedimientos de construcción575. 
 

                                                           
          575 Lo difícil es decir esto sin caer en el constructivismo, pero las construcciones a las que se refiere 
Cavaillès son las que se dan en la práctica efectiva del matemático clásico (no del constructivista), las de la 
“experiencia matemática” en la práctica. Se trata aquí de pensar lo efectivo del hacer matemático, y cómo en 
ello surgen conceptos, problemas y objetos, sin por ello imponer ninguna restricción (empirista, intuicionista, 
constructivista, predicativista, etc.) a dicho hacer. 
 

 387



Por otro lado, hay que insistir quizá en que la idea misma de objeto no ocupa 
el mismo lugar para ambos matemáticos-filósofos. Siendo absolutamente 
central en Lautman, para quien el problema a comprender es sobre todo la 
génesis de los objetos matemáticos y su encarnación en la experiencia física, 
para Cavaillès los objetos ocupan un discreto segundo plano, eclipsados por la 
cuestión de los conceptos. Cabría decir que, en la visión de Cavaillès, los 
objetos matemáticos sólo existen derivativamente de un marco conceptual 
que, éste sí, es la clave de su análisis: por establecer el paralelismo 
explícitamente, el problema que quiere comprender es la génesis de los 
conceptos matemáticos y su encarnación en la experiencia matemática. En 
definitiva, la posición de Lautman es trascendente y la de Cavaillès 
inmanente. 
 
Y el paralelismo que acabamos de plantear encierra quizá, en expresiones 
sencillas, la clave de por qué Lautman necesita recurrir a la metafísica, 
mientras Cavaillès tiende a evitarla. Sin más que volver a leer las frases que 
hemos subrayado, notamos que la problemática abordada por Lautman es más 
ambiciosa, y exige el análisis de un tránsito, de un cierto tipo de 
trascendencia; mientras que la problemática de Cavaillès se mantiene 
plenamente en la inmanencia del pensamiento matemático. Por ello, Lautman 
se ve llevado a plantear explícitamente la cuestión metafísica del papel no sólo 
mediador, sino inductor de las Ideas; mientras que la ontología de Cavaillès 
queda más oculta, ya que no consiste más que en el postulado implícito en la 
idea misma de la autonomía radical del pensamiento matemático.     
 
5ª.- ¿Por qué las matemáticas más abstractas son eficaces para desvelar 
las estructuras físicas? Vamos a ver la respuesta que Cavaillès y Lautman 
nos dan a la segunda pregunta que nos habíamos planteado en la Introducción. 
Esta pregunta, que se puede plantear de varias maneras, no deja de ser una 
cuestión muy importante, pues se trata de explicar la sorprendente (o 
“irrazonable”, en expresión célebre de Wigner) eficacia de las matemáticas 
para describir el mundo físico.  
 
Por lo que hemos visto, para Lautman esta cuestión deja de ser problemática 
en la medida que él concibe unas Estructuras Ideales que son las que informan 
nuestro universo físico. En esto es clásicamente platónico, pues retoma el 
mismo camino que el autor del Timeo. Obviamente, desde esta posición no 
debe sorprender que nos encontremos un orden matemático en el Universo. De 
aquí también que Lautman piense que la ruptura entre la Relatividad general y 
la Teoría de los cuanta, la oposición entre Einstein y Bohr, no será más que 
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pasajera. De la misma manera que se irá descubriendo el parentesco de las 
estructuras que describen el continuo y el discontinuo, se llegarán a descubrir 
las teorías matemáticas que unificarán estas teorías difícilmente compatibles 
actualmente. En realidad, esto es lo que persiguen todas las teorías de la Gran 
Unificación que tan en boga están hoy día (aunque muchos filósofos están en 
contra de este sueño). 
 
Para Cavaillès, la matemática no está descolgada del mundo; es decir, no 
existe ruptura entre la matemática y el mundo sensible. Pero, ¿cómo concebir 
la relación entre la matemática y la física? Desde una perspectiva spinozista, si 
el mismo orden es el de las ideas o de razones y el de las cosas o las causas, no 
se puede decir que lo que está fuera del alcance del pensamiento pueda ser 
causado por lo que surge del pensamiento. Estos dos atributos no se 
comunican. Quizá es por esto que, en el pensamiento de Cavaillès, la 
matemática es una realidad en sí misma, simplemente signo de la otra forma 
de expresión del mundo576. Recordemos que Cavaillès sigue a Bachelard al 
pensar que la experiencia científica, lejos de ser un mero reflejo de la 
naturaleza, es, al contrario, incorporación del mundo en el universo científico. 
De igual manera, las cuestiones de la física teórica no toman sentido y forma 
más que transformándose en cuestiones de la matemática pura. Las dos 
disciplinas forman sistemas de actos interiormente organizados, dos sistemas 
de experiencias específicas, y es en el entrecruzamiento de estos dos procesos 
donde aparece la realidad física; de su coordinación más o menos completa 
nace la teoría física. En definitiva, para Cavaillès no hay coordinación de la 
teoría con la experiencia (con lo empírico) más que después de una 
matematización de la experiencia física. Por lo tanto, es necesario conocer las 
relaciones matemáticas que traducen, o quizá mejor reducen o absorben, la 
experiencia física. 
 
La mayoría de los matemáticos están de acuerdo en que la matemática, aparte 
de ser la ciencia más antigua y más formal, es experiencia de formas, juego de 
formas y producción de formas (ya sean formas geométricas elementales 
como el círculo y el triángulo, o más avanzadas como las cónicas, o muy 
                                                           
          576 Spinoza no diría dos formas, sino infinitas. En realidad no está nada claro que Cavaillès sea un 
spinozista ortodoxo (no puede serlo si el devenir es imprevisible), pero sí sabemos que le atraía 
poderosamente la filosofía del genial judío de origen portugués, perseguido por sus ideas y que para poder ser 
independiente se ganaba la vida como pulidor de lentes. Según R. Aron, Cavaillès le declaró textualmente: 
"Yo soy spinozista, es preciso resistir, combatir, afrontar la muerte. Así lo exige la verdad, la razón". Ver 
página 14 del prefacio de Aron a Cavaillès (1962). También pueden resultar esclarecedores los artículos: 
“Jean Cavaillès ou la montée vers Spinoza” de G.-G. Granger de 1947 y “Jean Cavaillès ou l’héroïsme de la 
raison” de A. Comte-Sponville de 1987.   
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complejas como las formas modulares elípticas). Dicho de otra manera, los 
matemáticos son para la ciencia los grandes proveedores de formas y de 
estructuras. Una simple lección de matemáticas comienza siempre por un 
ejemplo, estudio de una situación singular, que es portador de una forma, y 
avanza hacia una concepción abstracta de ésta. Como ya hemos dicho en otro 
lugar, podemos considerar las estructuras (que tan importantes fueron para 
Cavaillès, pero sobre todo para Lautman) como una de las manifestaciones de 
la forma. Por lo tanto, si consideramos con Cavaillès y Lautman que la 
matemática es clave para saber lo que es el conocimiento, entonces una 
filosofía del conocimiento científico será una filosofía de las formas (René 
Thom expresaba muy claramente que toda ciencia es, en principio, una 
morfología). Pues bien, llegados aquí, si damos un paso más y concluimos que 
la clave de toda investigación científica está en la constitución de los 
conceptos que determinan la forma más general de los objetos que entran en 
ella, parece evidente que una filosofía de las formas científicas es una filosofía 
del concepto. O sea, el trabajo científico sería estructuración de la experiencia 
por formas y conceptos. En definitiva, la ciencia sería un devenir conceptual; 
lo que coincide con el sueño de Cavaillès en su obra póstuma.        
 
En este punto, hay una convergencia bastante clara con Lautman, pues ya 
hemos hecho referencia en el Capítulo V a lo que decía en el artículo 
"Mathématiques et realité" (1935). Venía a decir que es imposible hablar de lo 
real independientemente de los modos de pensamiento con los cuales se deja 
aprehender, y que la matemática debe ser considerada por el filósofo no como 
una lengua indiferente a la realidad que describe, sino más bien como un 
sistema de ideas que permite meditar sobre ella y descubrir los secretos de la 
naturaleza. Lo que coincidía perfectamente con la opinión de Miguel 
Espinoza, cuando expresaba: "el realista no distingue netamente entre el 
lenguaje y la experiencia de la naturaleza". 
 
Es muy posible que lo más difícil de justificar, hoy día, sea la consecuencia de 
Lautman sobre la presencia de las Ideas en el mundo físico y sensible. 
¿Podemos, como dice Lautman, rehacer el Timeo? ¿Cómo puede una Idea ser 
del cielo y de la tierra al mismo tiempo, cómo puede ser inmanente y 
trascendente? Hay que responder a esta pregunta porque, de lo contrario, el 
argumento clásico contra el platonismo se nos viene encima: si las Ideas están 
en otro mundo distinto del mundo físico, no pueden ser eficientes en el mundo 
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sensible577. Para tratar de responder, es preciso que recordemos la noción de 
Idea en Lautman.  
 
Vimos que en una carta dirigida a Fréchet venía a decir, más o menos, que 
concebía la Idea del problema dialéctico de las relaciones del Todo y de la 
parte —por ejemplo, saber si las propiedades globales pueden inscribirse en 
las propiedades locales—, y de igual manera concebía la Idea o el problema de 
saber si las propiedades de situación se podían expresar en función de 
propiedades de estructura; y era en la medida en que una teoría matemática 
aportaba una respuesta a un problema dialéctico definible, pero no resoluble, 
independientemente de las matemáticas, que la teoría le parecía participar, en 
el sentido de Platón, en la Idea. En definitiva, las Ideas de Lautman no son las 
Ideas del platonismo ingenuo, que flotan encima del mundo y son realizadas 
de forma sencilla por el Demiurgo en copias materiales. Serían, más bien, 
como la versión razonada del orden de las causas que se pueden aprehender 
por las experiencias, tanto en física (por ejemplo, las observaciones de la 
cosmología) como en matemáticas. Es a través de los conceptos como se llega 
a la Idea. Lautman nos ha mostrado, a través de ejemplos muy bonitos y 
concretos, cómo se pasa de un campo matemático a otro. Además hemos visto 
la forma en que Lautman, a través de dichos ejemplos, nos muestra cómo unas 
teorías matemáticas muy particulares parecen recibir todo su sentido del hecho 
de que ellas aportan ejemplos de solución a problemas que no son 
propiamente matemáticos, sino dialécticos en sentido platónico. 
 
6ª.- ¿Son complementarios Cavaillès y Lautman? Es evidente que Cavaillès 
y Lautman nos sitúan ante dos posibilidades filosóficas. Cavaillès a través de 
su “formalismo modificado” y su filosofía del concepto nos lleva a afirmar 
que existe la experiencia matemática en tanto forma de experiencia sui 
generis, no menos real y específica que la experiencia física. Lautman 
mediante su “platonismo estructural” ha encontrado una explicación 
dialéctico-hermenéutica para el engendramiento de la realidad matemática. 
Ambos han intentado decirnos con sus obras respectivas que un conocimiento 
más profundo de la práctica matemática nos puede ayudar a resolver 
determinados problemas de la filosofía matemática. 
 

                                                           
          577 Cabría añadir el argumento aristotélico del “tercer hombre”: si es preciso recurrir a una Idea del 
hombre para justificar que el mismo atributo se predique de los hombres de carne y hueso, será necesario una 
meta-Idea del hombre para justificar que los hombres reales y la Idea del hombre sean, a su vez, lo mismo; y 
así ad infinitud. 
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Hemos visto también que tanto Lautman como Cavaillès, estando bien 
documentados en la historia de las ciencias, precisaban que, en lo esencial, la 
historia es completamente ineficaz para dar cuenta de la realidad de la 
matemática. Cavaillès precisa que en matemáticas “el progreso es de esencia”, 
pero sabemos que no es al progreso histórico al que se refiere. Por eso cuando 
dice: “esa historia que no es una historia”, quiere decir que dicha historia no se 
puede confundir de ninguna manera con una crónica de acontecimientos 
psicológicos o sociales contingentes.     
 
En sus Tesis, Cavaillès estudia desde el interior el nacimiento de la teoría de 
conjuntos y el problema de los fundamentos de las matemáticas, desde 
Bolzano hasta Gödel. Estos estudios representan una síntesis extraordinaria de 
una época relacionada con los fundamentos de la matemática, desde su inicio 
hasta que acaba su fase decisiva, marcada por las controversias filosóficas. Por 
su parte, Lautman en su Tesis Principal comienza con los “esquemas de 
estructura” y los “esquemas de génesis” tratando de hacer compatibles una 
concepción estructural y una concepción dinámica de las matemáticas. 
Fijándose en el carácter estructural y el enlace de la creatividad matemática 
con las descomposiciones estructurales de muchos dominios matemáticos, 
Lautman intenta comprender mejor los problemas relacionados con la realidad 
matemática y con la creatividad en este campo. Continúa en la Tesis 
Complementaria explorando, mediante ejemplos cuidadosamente elegidos, la 
profunda unidad de las matemáticas modernas. Es obvio que a Lautman el 
problema de los fundamentos de las matemáticas no le preocupa de una 
manera especial. Sí le preocupan, y mucho, las cuestiones de la unidad de las 
matemáticas, del origen de su nervatura conceptual, y de la génesis de los 
objetos matemáticos.         
 
Ya hemos aludido al hecho de que en los trabajos posteriores a sus Tesis 
Lautman no cambia de registro, sino que continúa buscando en la estructura 
dialéctica de las matemáticas un asiento metafísico, además de ver la 
importancia de la mezcla de simetría y disimetría tanto en física como en 
matemáticas (lo que, a fin de cuentas, supone explorar la presencia de las 
estructuras matemáticas, y la dialéctica de las Ideas, en el mundo físico). 
Ahora bien, en los trabajos que siguen a las Tesis, Cavaillès cambia de 
registro: el estudio interno y técnico del problema de los fundamentos se ha 
terminado y puede ahora modificar su objetivo. Aclarar su propio trabajo y 
poner el acento sobre las líneas de desarrollo que orientan el trabajo 
axiomático de las teorías matemáticas. De esta forma puede abordar el 

 392



problema de una teoría de la ciencia modelada sobre la lógica y la matemática 
en su generalidad, que es lo que vimos en su obra póstuma. 
 
Quizá podamos encontrar complementarios a Cavaillès y Lautman si 
concretamos lo que hemos dicho en otro lugar que opinaba Lautman sobre la 
relación de un objeto matemático con el sistema de axiomas que lo determina. 
Para Lautman un conjunto no posee otras propiedades distintas a las que se le 
dan a priori con los axiomas, pero resulta que algunas de esas definiciones 
artificiales (pero esenciales) llevan a un conjunto o a una superficie a un tal 
estado de acabamiento o de perfección, que esa perfección interna alcanza su 
plenitud en afirmaciones de existencia de nuevas funciones definidas sobre el 
conjunto. Es esa fecundidad de ciertas propiedades estructurales, que se 
prolonga en génesis de nuevos seres matemáticos, la que le parece a Lautman 
que distingue justamente las concepciones creativas de aquellas que no llevan 
a nada verdaderamente nuevo. 
 
Ahora bien, también podemos considerar a la axiomatización como vía real de 
acceso al concepto; es decir, como el modo de definición rigurosa de los 
conceptos y de descubrimiento de entidades nuevas o como el instrumento de 
comprensión y de engendramiento de los conceptos. Para Cavaillès la 
axiomática se comprendería como un análisis crítico de la experiencia 
matemática. Y el desarrollo histórico de las matemáticas sería esencialmente 
racional. Cavaillès estudia muy bien el paso de las axiomáticas concretas a las 
axiomáticas abstractas y cómo, en este paso, encuentra él la llegada a la 
primacía de la operación; que es la que fija, simultáneamente, enunciados y 
reglas. En el momento dialéctico que Cavaillès llama idealización (o 
adjunción de elementos ideales)578 encuentra la separación entre la forma y la 
operación. Por último, vimos que la tematización aparece cuando se considera 
la forma misma como variable. Creemos que aquí es donde está el comienzo 
del paso de Cavaillès a lo trascendental, a través de la tematización; pues con 
ella pasamos de la forma que suscita los contenidos a éstos que suscitan 

                                                           
          578 Que en su obra póstuma cambia por paradigma, consiste en el proceso de separación longitudinal 
que se desarrolla en el movimiento demostrativo y durante el cual se extiende un dominio de objetos o una 
estructura. El ejemplo más claro está en las diferentes generalizaciones del concepto de número. Este 
movimiento longitudinal revela la potencia de lo formal y va despojando progresivamente a las estructuras de 
lo accidental (o de lo extrínseco). El final de este movimiento es la formalización, la construcción de sistemas 
formales (que es el segundo momento dialéctico del que hemos visto habla Cavaillès). El movimiento 
horizontal está orientado hacia los objetos, pues tiene en cuenta las estructuras o los sistemas de objetos entre 
los cuales subsisten las relaciones. El tercer momento dialéctico de Cavaillès, la tematización, es un 
movimiento vertical que se combina con el horizontal. Se trata del “dual” del anterior y tematiza las 
operaciones, dotando a los sistemas obtenidos por los procesos longitudinales de reglas operatorias. 
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nuevas formas, que a su vez engendran nuevos contenidos y así 
sucesivamente. En definitiva, las visiones de Cavaillès y Lautman sobre la 
axiomatización podemos cosiderarlas complementarias.    
 
Los filósofos-matemáticos Jean Cavaillès y Albert Lautman no han cesado de 
subrayar, tanto la importancia del acto matemático preciso, como la del 
encadenamiento de los actos entre ellos. Los dos han tenido que adquirir la 
formación matemática necesaria para poder impregnarse mejor del sentido de 
esa práctica efectiva. Piensan los dos que, en la constitución del progreso 
matemático, hay que distinguir la especificidad del movimiento del espíritu579, 
puesto que si no se hace así se estaría eliminando algo esencial. De esta forma, 
nos gustaría quedarnos con la idea de que los dos perciben en las matemáticas 
la existencia de una realidad que solamente lo trascendental (que para 
Lautman es la metafísica) puede despejar. Creemos que la matemática hunde 
sus raíces en el suelo de la metafísica, que los contenidos de la matemática 
tienen una determinación trascendental. 
 
7ª.- Opción por Lautman. Partiendo de aquí, de una opción realista, es 
posible una síntesis de las posiciones de Cavaillès y de Lautman sobre la 
matemática moderna. Hemos visto que Cavaillès no es idealista, solamente 
cree en lo que se vive, y opina que no existe, por una parte, un mundo sensible 
que estaría dado y, por otra parte, el mundo del matemático. Para Cavaillès 
habría como una permutación entre ambos mundos; mejor dicho, como una 
especie de simetría. Por su parte, Lautman nos ha explicado la génesis de lo 
real a partir de la Idea; génesis que es trascendental y no empírica. Pues bien, 
llegados aquí, nos parece que desde el punto de vista de Lautman es 
perfectamente posible englobar o recubrir la posición de Cavaillès (en cambio, 
desde el punto de vista de Cavaillès es difícil abarcar la posición de Lautman). 
Al igual que Cavaillès veía una simetría entre el mundo sensible y el mundo 
del matemático, nosotros vemos esa misma simetría o complementariedad 
entre las visiones de Cavaillès y Lautman sobre la matemática moderna que 
hemos analizado a lo largo de nuestro trabajo. 
 
La posición de Cavaillès nos parece algo insuficiente porque parece una 
posición de historiador más que de actor. En otras palabras, nos parece que 
Cavaillès pasa de largo ante una realidad esencial; como privilegia mucho la 
interpretación a posteriori de los contenidos, Cavaillès pasa, efectivamente, al 
lado de realidades profundas como son la existencia y la permanencia de 

                                                           
          579 En Cavaillès se trataría de los conceptos y en Lautman de las Ideas. 
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determinadas estructuras matemáticas concebidas como proyecto de estudio 
de determinados objetos que se resisten a salir a la luz. En cambio Lautman, a 
través de su teoría de las Ideas dialécticas productoras de realidad matemática, 
está mucho más cerca de conseguir ese objetivo. Quizá no sea por azar el 
hecho (ya referido anteriormente) de que Élie Cartan, en el debate del 4 de 
Febrero de 1939, manifestara comprender mejor la intervención de Lautman 
que la de Cavaillès. También estaría aquí la explicación de nuestra última 
conclusión: desde la posición de Lautman se puede abarcar la de Cavaillès, 
pero al revés resulta difícil.  
 
Pero tenemos que admitir que no todo el mundo está dispuesto a aceptar esto 
tan fácilmente. El motivo está en que la metafísica es un elemento sospechoso 
(quizá porque les resulta arbitrario) para la mayoría de los epistemólogos. 
Sabemos que la metafísica clásica se consideraba como cifra de la 
racionalidad de lo real. Ahí están los eminentes ejemplos de Platón, 
Aristóteles, Descartes, Spinoza y Leibniz que comparten esta doble elección. 
Es claro que existían sus matizaciones o diferencias, porque no es lo mismo lo 
que opinaban los filósofos realistas que los racionalistas. Pero podemos 
considerar a la metafísica clásica como una búsqueda explícita de la realidad y 
racionalidad última del mundo. Además, la metafísica clásica rechazaba la 
historia, pues hacía referencia a una realidad que estaba fuera de la historia. 
Aquí nuestros autores operan una transformación importante, al buscar 
insistentemente la manera de acoplar esa inspiración filosófica racionalista 
con una admisión explícita de la historia.  
 
A comienzos del siglo XX, con los neopositivistas, la metafísica debe 
abandonar la pretensión de hablar sobre la realidad del mundo: para éstos, la 
metafísica no es sólo una ilusión, sino un puro sinsentido. Pero esta posición 
radical no es tan fácil de admitir; pues los grandes creadores de las teorías del 
universo (Galileo, Kepler, Newton y Einstein) son realistas. En nuestros días, 
los sabios y científicos tratan de evitar los conceptos metafísicos. Por esto 
Lautman, que hemos visto que la nombra explícitamente, será "olvidado". 
Cavaillès, por su parte, está convencido de que la realidad total no es posible 
alcanzarla580. 

                                                           
          580 Aunque Bachelard sea, posiblemente, el mejor ejemplo de filósofo contemporáneo, contrario a la 
utilización de la metafísica en epistemología, no por ello dejaba de animar a Lautman en sus investigaciones y 
le auguraba tener pronto discípulos (carta del 11 de Enero de 1938): "Con qué simpatía saludo en usted a un 
representante del joven equipo que va a volver a llevar a la filosofía a las heroicas tareas del pensamiento 
difícil. ¡Si pudiéramos ser una decena! No olvide señalarme sus alumnos, sus discípulos, puesto que pronto 
tendrá usted discípulos". Ver Blay (1987), p. 129. 
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Teniendo en cuenta la doble cara de las matemáticas a la que hemos aludido 
en nuestra segunda conclusión podemos, desde la opción de Lautman, 
recuperar a Cavaillès y ver a ambas posiciones como complementarias. Para 
ello vamos a utilizar a dos matemáticos por los que ambos sentían verdadera 
admiración: G. Cantor y D. Hilbert. 
 
En Cantor podemos percibir el sentido y el interés de la realidad matemática. 
Apoyándose en Spinoza y Platón, pero con preferencia en el primero, 
desarrollará Cantor su realismo matemático; tema que es clave en el que quizá 
sea su texto filosófico más importante, la sección 8 de los Fundamentos para 
una teoría general de conjuntos581. Aquí se enfatiza la complementariedad o 
solidaridad entre la “realidad inmanente” y la “realidad transiente” de los 
conceptos matemáticos; lo cual podría explicarse como sigue. Algunos 
matemáticos (por ejemplo Hilbert) consideran los axiomas verdaderos porque 
son lógicamente consistentes, no contradictorios, mientras que otros (como 
Frege), a la inversa, los ven no contradictorios por ser verdaderos. Los 
primeros subrayan el estatuto de la verdad intrasubjetiva, los otros insisten 
sobre el estatuto transubjetivo de una existencia exterior. Cantor afirma (y 
estamos de acuerdo con él) que se puede, y es deseable, practicar las 
matemáticas desde una perspectiva “idealista”, sin preocuparse de cuestiones 
metafísicas. Pero, cuando se utilizan las matemáticas para dar cuenta de la 
realidad física del mundo, es necesario tener en cuenta la dimensión metafísica 
de los entes matemáticos que estructuran el orden del mundo.  
 
Nosotros estamos de acuerdo con Gödel cuando decía que es "un prejuicio de 
la época" el suprimir la metafísica de la matemática. Y también con Cantor 
cuando expresaba que “sin una pizca de metafísica, no es posible” fundar las 
ciencias exactas.   
 
Por otra parte, también diríamos que Cavaillès, al igual que Lautman, siente 
fascinación por los métodos abstractos de Hilbert que, partiendo del álgebra, 
aplica tanto al método axiomático como al problema de los fundamentos. Sus 
Tesis dan testimonio de la admiración que sentía por la obra de Hilbert 
relacionada con los dos temas que acabamos de subrayar. Si tenemos en 
                                                           
          581 Que, aunque es un texto bastante técnico, establece la existencia de las diferentes clases de números 
transfinitos. En el libro de Roberto Torretti El paraíso de Cantor hay muchos fragmentos de la obra de 
Cantor. Pero donde se encuentra una traducción y edición muy cuidada e interesante, a cargo de José 
Ferreirós, es en Cantor (2006). Además de los Fundamentos... contiene otros escritos y correspondencia 
selecta.   
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cuenta que la obra de Hilbert tuvo una poderosa influencia, al menos, en tres 
campos: el del álgebra abstracta (o de las estructuras algebraicas que 
continuaron E. Noether, Van der Waerden y E. Artin), el de los métodos 
matemáticos de la física (o la mecánica cuántica, desarrollada por Bohr, 
Heisenberg y Pauli bajo la dirección de Born en Gotinga), y el de los 
fundamentos de la matemática (que continuaron Bernays, von Neumann, 
Ackermann, Gödel y Gentzen entre otros), a la vista de la obra de Cavaillès 
podemos decir que, evidentemente, prefería el Hilbert de los campos primero 
y tercero. Las preferencias de Lautman estarían en el primero y el segundo 
campos. 
 
En definitiva, Cavaillès y Lautman sienten admiración tanto por Hilbert como 
por Cantor. Éste se apoya en Spinoza y Platón que son los respectivos apoyos 
filosóficos de nuestros filósofos-matemáticos. Por lo tanto, podíamos 
establecer un gráfico imaginario que visualizara la interconexión entre todos 
estos personajes. Nuestro gráfico estaría constituido por dos triángulos 
equiláteros idénticos y superpuestos, de tal forma que sean simétricos respecto 
al lado que tiene por vértices a Cantor y a Hilbert. Los dos vértices restantes 
corresponderían a Platón y a Spinoza. También podíamos considerar (por 
razones obvias) que el triángulo superior sea el que tiene por tercer vértice a 
Platón, con lo cual dicho triángulo correspondería a Lautman mientras que el 
triángulo inferior correspondería a Cavaillès. En conjunto, la figura sería un 
cuadrilátero (un rombo para ser exactos) donde los triángulos equiláteros de 
Cavaillès y de Lautman se "complementan" para formar la figura total (el 
cuadrilátero). Llegados aquí, la analogía respecto a las filosofías de Cavaillès 
y de Lautman sobre la matemática es perfecta: sus visiones respectivas de la 
matemática moderna se complementan. 
 
Si nos preguntáramos, con la perspectiva de los años transcurridos y después 
de lo que hemos aportado en este trabajo, ¿Quién tenía razón, Cavaillès o 
Lautman? Pensamos modestamente ⎯y tratando de ser objetivos⎯ que en la 
obra de Lautman se encuentran bastantes más elementos que en la de 
Cavaillès como para que nos inclinemos por él. Y esto lo decimos sin que le 
demos prioridad a la evidencia de que la obra de Lautman está más 
relacionada directamente con la matemática “real” de su momento. Pero, si 
tenemos en cuenta la reciente demostración del llamado Último Teorema de 
Fermat por el matemático inglés A. Wiles, así como la importancia que ha ido 
alcanzando el lenguaje de las categorías, todo ello nos afianza más en nuestra 
posición. Dicho de otra manera, Lautman muestra conocer muy bien las 
matemáticas de su momento, y podemos decir que intuyó tendencias del 
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pensamiento matemático de su tiempo que llevan a la teoría de las categorías. 
¿Es esto el criterio de tener razón? Para nosotros sí. Aunque, como ya hemos 
dicho anteriormente, ello no obsta para que consideremos a las posiciones de 
Cavaillès y Lautman respecto a la matemática como expresión de las dos caras 
con que se nos presenta ésta.        
 
Quizá la pena mayor sea el hecho de que Cavaillès y Lautman, nuestros 
queridos amigos filósofos-matemáticos, no hayan tenido muchos discípulos582. 
Es obvio que las circunstancias de la Segunda Guerra Mundial influyeron 
decisivamente en ello, pero también es posible que se deba a la dificultad de 
las investigaciones que hacían. Por cierto, esperamos haber cumplido con el 
objetivo que nos propusimos en la Introducción de hacerlos más entendibles. 
Ya hemos visto que, sobre todo en Francia, su país, ahora están 
reivindicándolos bastante, pero han permanecido "olvidados" (sobre todo 
Lautman) durante mucho tiempo y creemos que injustamente. Con este trabajo 
intentamos reparar, en la medida de lo posible, este largo silencio y romper 
una lanza por este tipo de filosofía matemática que no dudaríamos en calificar 
de "perenne". 
 
 
 

                                                           
          582 Aunque sabemos que no son muy numerosos, existen seguidores de Cavaillès y de Lautman sobre 
todo en Francia. Los tenemos entre los autores que hemos citado a lo largo de nuestro trabajo: ya hemos 
hecho referencia en otro lugar a que G.-G. Granger fue alumno y ha sido hasta el día de hoy continuador de la 
obra de Cavaillès; tampoco queremos olvidar aquí a Hourya Benis Sinaceur como gran especialista en su 
obra. Respecto a Lautman, son seguidores entusiastas Jean Petitot, Fernando Zalamea y Alain Badiou. 
También estamos convencidos, como ya hemos dicho anteriormente, de que algunos filósofos de la 
matemática actuales, aunque no nombran a nuestros amigos, parece que defienden alguna de sus posiciones. 
Aparte del ya aludido Javier de Lorenzo, nos gustaría mencionar a David Corfield, autor del libro de 2003 
titulado Towards a Philosophy of Real Mathematics, quien considera que en las matemáticas avanzadas, y no 
solamente en las elementales, pueden encontrar los filósofos un “soberbio arsenal”. Durante su lectura no 
hemos podido evitar el recordar en todo momento a Cavaillès y Lautman, y en un correo electrónico nos 
declaró abiertamente que conoció y estudió los escritos de Lautman cuando estuvo en París en su juventud.  
Terminaríamos diciendo que con motivo del centenario del nacimiento de Lautman se celebró en Montreal, 
los días 6-7 de Marzo de 2008, una reunión internacional en la que pronunciaron conferencias, entre otros, 
Zalamea y Corfield. La reunión, por cierto, fue organizada por Jean-Pierre Marquis, filósofo que es 
especialista en teoría de categorías.     

 398



APÉNDICE: La axiomática de Hilbert 
 
 
 
 
 

Hilbert clasifica los axiomas geométricos en cinco grupos: 
 

I) Los de incidencia, que definen las relaciones entre puntos, rectas y planos: 

1.- A dos puntos corresponde una recta. 2.- No hay más de una recta que 
corresponda a dos puntos. 3.- Sobre una recta hay al menos dos puntos. Hay al 
menos tres puntos que no están en línea recta. 4.- A tres puntos que no están 
en línea recta corresponde un plano. Un plano contiene al menos un punto. 5.- 
A tres puntos que no están en línea recta no les corresponde más de un plano. 
6.- Si una recta tiene a dos puntos en un plano, todos sus puntos están en ese 
plano. 7.- Cuando dos planos tienen un punto en común, tienen al menos otro 
punto en común. 8.- Hay al menos cuatro puntos que no están en un mismo 
plano. 

El grupo I 1-3 constituye el grupo de axiomas planos. Los enunciados son una 
simplificación y una precisión de los de Pasch, con la diferencia importante de 
que la noción inicial es la de recta indefinida y no la de segmento (hemos visto 
que Pasch partía de lo finito). 

II) Los de orden: 

1.- Si un punto B está entre dos puntos A y C; A, B, C, están en línea recta y B 
está entre C y A. 2.- A dos puntos A y C corresponde al menos un punto B 
sobre la recta AC tal que C está entre A y B. 3.- Dados tres puntos sobre una 
recta, sólo uno de ellos puede estar entre los otros dos. 4.- Si A, B, C, forman 
un triángulo y si la recta “r” corta el lado AB entre A y B, ella corta uno de los 
lados AC o BC entre los dos vértices. 

Los axiomas 1-3 definen el orden lineal, el axioma 4 el orden en el plano. 
Nuevamente los enunciados son casi los mismos que dio Pasch, el axioma 4 es 
el mismo. Gracias al orden se pueden orientar las rectas y los planos, definir 
los ángulos (parejas de dos rectas) con un sentido de rotación. 
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III) Congruencia: 

1.- A y B estando sobre una recta, A’ sobre otra recta, se puede determinar 
sobre ésta (y del mismo lado de A’ que B está con respecto a A) B’ tal que 
AB=A’B’ (AB y A’B’ se dice que son congruentes). 2.- Si dos segmentos son 
congruentes a un tercero, son congruentes entre sí. 3.- Si AB y BC son dos 
segmentos sin puntos en común y que están sobre la misma recta, y A’B’ y 
B’C’ están en la misma situación sobre otra recta, y si AB=A’B’ y BC=B’C’, 
entonces AC=A’C’ (adición). 4.- Para todo ángulo (a, b), se puede construir 
sobre una recta a’, y del mismo lado de a’ que (a, b) está con respecto a “a”, 
un ángulo (a’, b’) que le es congruente. 5.- Si en dos triángulos ABC y A’B’C’ 
los lados AB y A’B’, AC y A’C’ y los ángulos ∠ BAC y ∠ B'A'C' son 
respectivamente congruentes, se tiene igualmente ∠ ABC = ∠ A’B’C’. 

Aquí, de nuevo, los enunciados de Pasch sirvieron de guía; sin embargo, 
Pasch no tenía la noción de plano (y de ángulo) orientado. Él reemplazaba los 
axiomas 4-5 por los enunciados de la forma: dos figuras planas siendo 
congruentes, si se le añade un punto a una, se le puede añadir un punto a la 
otra de modo que la congruencia se conserve. 

IV) Paralelas (Axioma de Euclides): 

Por un punto exterior a una recta no se puede trazar más que una paralela a 
ella. 

 
V) Continuidad: 
 
1.- El axioma de la medida o de Arquímedes se puede enunciar así; dadas dos 
magnitudes desiguales, existe un múltiplo entero de la más pequeña que es 
superior a la más grande. 2.- El axioma de inextensibilidad o de completitud 
lineal dice que los elementos de la geometría (los puntos, las rectas y los 
planos) constituyen un conjunto que no es susceptible de ninguna extensión si 
los axiomas de pertenencia (o incidencia), de orden, de congruencia y el 
axioma de Arquímedes se conservan. 

 
Notas: 
 
1ª.- Hilbert, que desde la primera redacción del curso que originaría los 
famosos Grundlagen distingue ya cinco grupos de axiomas, los fue 
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modificando en sus enunciados en las distintas reediciones; aquí hemos 
tomado los de la última edición: concretamente la edición de Jacques Gabay 
de 1997 Les fondements de la Géométrie pp. 12-44. (En estas páginas se 
pueden ver todas las modificaciones a las que hemos aludido). 
 
2ª.- No deja de ser curioso el hecho de que Hilbert necesitara 20 axiomas para 
eliminar las “impurezas” de la geometría elemental (la euclídea); es decir, para 
conseguir que dicha geometría constituya un sistema axiomático categórico. 
De esta manera se aprecia mucho mejor, quizá, el enorme trabajo intelectual 
de Euclides en sus Elementos donde sabemos que solamente utilizó 5. 
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