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Introduccion

El presente trabajo se enmarca dentro de la Electrohidrodinamica, o estudio
de fluidos en presencia de campos electrostaticos. Mas concretamente, trata
sobre el efecto conjunto de fuerzas capilares y dieléctricas.

Los fenémenos capilares forman parte de nuestra experiencia cotidiana,
sirvan como ejemplos las multiples formas que adquiere una gota de agua
o la ascension de liquidos por tubos estrechos. Los intentos de explicacion
de los fendmenos capilares se remontan al menos hasta Leonardo da Vinci.
No fue, sin embargo, hasta el siglo XVIII cuando se descubrié que eran la
manifestaciéon de una interaccién que aparece cuando dos medios materiales
estan en contacto sin mezclarse. En 1751, Segner introduce el concepto de
tensién superficial, pero no es hasta principios del siglo XIX cuando aparece
una teorfa consistente capaz de hacer predicciones cientificas en los escritos
de Young y Laplace. Young en 1805 formulé la teoria matemadtica de la
capilaridad asociando la tensién superficial de la interfase entre dos liquidos
al efecto de una membrana eléstica. Laplace en 1806 dio una visién mas
profunda basada en la interaccién de las moléculas préximas a la interfase. La
teoria fue luego mas sélidamente fundamentada por Gauss en 1830 haciendo
consideraciones energéticas, asignando una energia potencial a la interfase
que es proporcional al area de ésta. La constante de proporcionalidad se
conoce como tension superficial.

A lo largo del siglo pasado, la teoria fue activamente investigada por
famosos cientificos. Asi, el fisico belga Plateau realizé los primeros experi-
mentos con meniscos liquidos en ambientes de gravedad reducida gracias a
sumergir éstos en un bafio de densidad similar [Plateau, 1873]. La técnica
conocida como bafio de Plateau es ampliamente utilizada hoy en dia para
simular en tierra ambientes de microgravedad. Bashforth y Adams presen-
taron uno de los primeros resultados en formas de tablas sobre formas axisi-
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INTRODUCCION 5

métricas [Bashforth, 1883]. El problema de la estabilidad de estas formas de
equilibrio fue abordado por primera vez por Duprez de forma experimental
[Duprez, 1851, Duprez, 1854]. Estudios tedricos sobre la estabilidad fueron
realizados por Rayleigh en el caso de una interfase plana [Rayleigh, 1900], o
de la configuracién cilindrica [Rayleigh, 1892].

El problema de alguna forma perdié interés en la primera mitad de este
siglo. Sin embargo, el advenimiento del ordenador ampliando las posibili-
dades de investigaciéon numeérica, el desarrollo de las teorias matematicas de
superficies minimas, la tecnologia espacial abriendo la posibilidad de experi-
mentacién en ambientes de microgravedad sin el bafio exterior, y las aplica-
ciones técnicas de fendmenos superficiales a la industria, han conducido a una
renovada actividad en multitud de frentes. En particular, cabe citar los tra-
bajos de [Taylor, 1950], [Chandrasekhar, 1961], [Pitts, 1973], [Pitts, 1974],
[Padday, 1971], [Michael, 1977], [Martinez, 1976] sobre formas de equilibrio
y su estabilidad. El estudio de la estabilidad y dindmica de pequefias os-
cilaciones de gotas liquidas cautivas sometidas a rotacién ha sido aborda-
do en [Brown, 1980] y [Busse, 1984]. En ambientes de gravedad reducida
destacan los trabajos sobre dindmica de puentes liquidos y gotas cautivas
de [Strani, 1985], [Meseguer, 1985] y [Sanz, 1985]. Mas recientemente, en el
caso de gravedad arbitraria ha aparecido [Gafidn, 1991]. En [Perales, 1990]
se incluye una revisién bibliografica sobre la estatica y dindmica de la zona
flotante. Una excelente revisién de los fenémenos capilares puede encontrarse
en [Myshkis, 1987].

Las interfases sometidas a campos eléctricos han sido también objeto
de un intensivo estudio. Franklin y posteriormente Rayleigh estudiaron los
efectos de las cargas y los campos eléctricos sobre las gotas [Franklin, 1751],
[Rayleigh, 1882]. El analisis teérico de Rayleigh sobre el limite de estabili-
dad de una gota esférica, conductora, cargada (una aproximacién a una gota
de lluvia) inauguré una centuria de investigaciones sobre las formas y la es-
tabilidad de gotas cargadas e interfases electrificadas en general y marcé el
comienzo de la Electrohidrodindmica [Melcher, 1969]. El interés en los efec-
tos del campo eléctrico sobre las formas liquidas ha seguido creciendo en las
ultimas décadas debido a que estos efectos son centrales en areas de la ciencia
y tecnologia tan diversas como la fisica nuclear [Bohr, 1939], [Cohen, 1974],
[Pelekasis, 1990], la meteorologia [Sartor, 1969], [Beard, 1989], la ingenieria
quimica [Chang, 1985], [Basaran, 1989b], y el procesamiento de materiales en
gravedad reducida [Carruthers, 1983], [Rhim, 1989]. Asi, cabe mencionar los
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trabajos de [Nayyar, 1960] sobre la estabilidad de chorros dieléctricos, los de
[Rosenkilde, 1969], [Torza, 1971], [Miksis, 1981], [Cheng, 1984],
[Basaran, 1989a], [Wohlhuter, 1992] sobre gotas cargadas y dieléctricas, los
de [Taylor, 1964b], [Melcher, 1971], [Saville, 1971] sobre chorros electrifica-
dos, y la profunda revisién sobre los fendmenos electromecanicos que aparece
en [Melcher, 1981].

Atendiendo a estos estudios, se observa que, en general, el efecto de las
fuerzas dieléctricas sobre las interfases es tratar de alinear éstas con el campo
aplicado. De este modo, campos paralelos a la interfase tienden a estabilizarla
mientras que campos perpendiculares tienden a desestabilizarla. Este hecho
unido al interés de la configuracién de puente liquido motivé que en nuestro
grupo de investigacion se incluyera un campo eléctrico axial para aumentar la
estabilidad de las columnas liquidas. La aplicacién del campo eléctrico axial
permitié alcanzar esbelteces muy superiores al limite de estabilidad obtenido
por Rayleigh para la columna cilindrica [Gonzélez, 1989]. El alargamiento
de los puentes liquidos es interesante porque amplia las posibilidades de es-
tudio de esta configuraciéon a puentes de gran esbeltez. Esto, por ejemplo,
permitirfa comparar la dindmica y ruptura de puentes muy esbeltos con las
de chorros en experimentos bastante controlados. Desde el punto de vista
técnico ofrece la posibilidad de aumentar la velocidad del procesado de ma-
teriales en ambientes de microgravedad, siempre que éstos sean aislantes.

El trabajo que aqui se presenta trata sobre las formas de equilibrio y la
estabilidad de puentes liquidos y gotas dieléctricos sometidos a un campo
eléctrico. Los principales objetivos del trabajo han sido:

e Extender el estudio de las formas de equilibrio y la estabilidad de puen-
tes liquidos sometidos a un campo eléctrico axial a formas de volumen
arbitrario (diferentes del volumen cilindrico) y sometidas a valores fini-
tos del nimero de Bond. Los estudios hasta ahora realizados eran
locales en torno a la forma cilindrica [Gonzélez, 1991]. Se explora el
espacio de parametros constituido por la esbeltez, el nimero de Bond,
el numero de Bond eléctrico, la razén de permitividades y el volumen.

¢ Estudiar las formas de equilibrio y la estabilidad de las gotas dieléctricas
en presencia de campos eléctricos investigando el conjunto de para-
metros formado por la razén de permitividades, el numero de Bond
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eléctrico y el angulo de contacto (gotas de apoyo libre) o el radio de
contacto (gotas ancladas).

e Elaborar una serie de programas basados en el Método de Elementos
Finitos para encontrar las formas de equilibrio de puentes liquidos y
gotas ya que, en general, no se pueden tratar analiticamente.

o Realizar una serie de experimentos para comprobar la adecuacién de
nuestros modelos teéricos. En el caso de puentes, principalmente, en-
contrar los limites de estabilidad experimentales. En el caso de gotas,
encontrar las formas de equilibrio de éstas.

¢ Determinar la tensién interfacial en condiciones de microgravedad me-
diante la comparacién de las formas de equilibrio numéricas y experi-
mentales del caso de gotas.

El problema de un volumen liquido dieléctrico entre placas planas a dife-
rente potencial se plantea en el primer capitulo de esta Tesis. Se caracteriza
el sistema fisico y se presenta una serie de condiciones para que existan solu-
ciones de equilibrio.

En el segundo capitulo se describe la aplicacién del Método de Elementos
Finitos a nuestro problema. Se muestra brevemente en qué consiste el método
en general para después centrarlo a nuestro problema. Ademds, se expone
cémo se han trazado los diagramas de bifurcacién gracias a una combinacién
de un método de continuacién y la determinacién de los puntos de bifurcacién
o de retorno.

Los resultados numéricos y su discusién se presentan en el tercer capitulo.
Primero se hace un estudio de la fiabilidad de las soluciones numéricas y a
continuacién se presentan los resultados sobre las formas de equilibrio y los
diagramas de bifurcacién de puentes liquidos y gotas.

En el cuarto capitulo se describe una serie de experimentos llevados a
cabo en el laboratorio de Electrohidrodinamica sobre estas configuraciones
en condiciones de gravedad reducida. Se discuten los experimentos y se
comparan con las predicciones tedricas.



Capitulo 1

Formas liquidas sometidas a
campos eléctricos

En este capitulo presentamos el problema de las formas liquidas en presencia
de campos eléctricos. En primer lugar, se caracteriza el sistema fisico, se
formula el problema con cierta generalidad y se dan las condiciones para que
existan soluciones de equilibrio. A continuacién, se presentan los problemas
concretos sobre los que trata este trabajo, los puentes liquidos y las gotas, y
se indican los pardmetros relevantes. Por ltimo, se expone un breve apunte
sobre los diagramas de bifurcacién que nos van a aparecer y la determinacién
de la estabilidad de las formas de equilibrio a partir de éstos.

1.1 Planteamiento general

1.1.1 Modelo del sistema fisico

Consideremos una masa liquida aislante confinada por las fuerzas de tension
superficial que esta situada entre dos electrodos sometidos a una diferen-
cia de potencial. Nuestro interés es el estudio de su forma de equilibrio y
de su estabilidad. Las configuraciones que pretendemos estudiar se dividen
genéricamente en puentes liquidos, cuando la masa fluida conecta los dos
electrodos, y gotas apoyadas, cuando descansa sobre uno de ellos (ver figura
1.1).

La forma fluida puede estar rodeada de un liquido exterior que es inmis-
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1.1. PLANTEAMIENTO GENERAL 9

Diferencia
de .
Potencial

Gravedad

Puente Liquido

Figura 1.1: Esquema de un puente liquido y de una gota situados entre dos electrodos
sometidos a una diferencia de potencial.

cible con ella. Ambos liquidos son incompresibles, con lo que el volumen del
puente liquido o de la gota est4 fijado.

Los liquidos bajo nuestro estudio son homogéneos y al no considerar gra-
dientes de temperatura ni de concentracién las propiedades fisicas tales como
la densidad, la permitividad eléctrica, la conductividad, la viscosidad y la ten-
sion superficial son uniformes. Son liquidos aislantes dieléctricos, esto es, con
conductividades muy pequenas, de modo que las posibles corrientes eléctricas
son también muy pequefias. En consecuencia, los campos magnéticos gen-
erados por ellas son despreciables. En estas condiciones si los campos son
cuasiestacionarios estamos en el dominio de la Electrohidrodindmica (EHD)
[Melcher, 1981].

Las fuerzas a que esta sometido el volumen fluido serdn de origen capilar
y eléctrico, admitiendo ademds la presencia de una aceleracién gravitatoria
en la direccién perpendicular a los electrodos.

Dominio de la EHD

Veamos qué relaciones han de cumplir las magnitudes para que el campo
eléctrico sea dominante. Para que estemos en el marco de la EHD la densi-
dad de energia almacenada por el campo eléctrico ha de ser mucho mayor que
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la energia almacenada por el campo magnético. Para medios lineales carac-
terizados por una permitividad eléctrica ¢ y una permeabilidad magnética p
ha de cumplirse que las densidades de energia satisfagan

eE? > B*/yu, (1.1)

donde F y B son, respectivamente, las intensidades tipicas de los campos
eléctrico y magnético en nuestro problema.

Mediante las ecuaciones de Maxwell esta relacién puede expresarse de
una forma mds concreta. Para medios lineales que cumplen la ley de Ohm,

j=oE, (1.2)

donde j es la densidad de corriente y o la conductividad eléctrica, las ecua-
ciones de Maxwell se escriben como

V() =g (13)
B 7]
v x (}7) - acj + 5 (cE), (1.4)
B
V.B=0, (1.6)

donde q es la densidad de carga libre y ¢ es el tiempo.

La ecuacién (1.4) nos proporciona un orden de la magnitud del campo
magnético que es B ~ uo.lE, si sus fuentes vectoriales son las corrientes de
carga libre, y B ~ lueE[t,, si éstas son las corrientes de desplazamiento.
Aqui ! y t, son una longitud y un tiempo tipicos de variacién de las magni-
tudes. Por ejemplo, [ puede ser el radio medio de la gota o del puente liquido
y t, puede ser el tiempo de variacién del potencial supuesto que es generado
por una fuente alterna.

Teniendo en cuenta la relacién (1.1) y el tamaio tipico de B creado por
las corrientes libres, se ha de cumplir

= > pol2. (1.7)

Esto es, el tiempo de relajacidn de las cargas i, = €¢/o. ha de ser mucho mayor
que el tiempo de difusién magnética tq4 = pol?. Puede ademds comprobarse
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que de la desigualdad anterior se tiene
€
—> /> pocl?, (1.8)

donde aparece el tiempo de transmisién de una perturbaciéon electromag-
nética, t. = [,/€f, pues la velocidad de la luz en el medio es ¢ = 1/,/€p.

Si el campo B estd originado por la corriente de desplazamiento debe ser,
de la ecuacién (1.4), el tiempo de variacién tipico mucho menor que el de
relajacion, t, < t,. Utilizando la expresién (1.1) llegamos a que el tiempo
de variacion ha de ser mayor que el de transmisién de la luz, ¢, > i, para
que estemos en el dominio de la EHD. Asi pues, tenemos para este caso,

te >t >t > ta. (1.9)

En cualquiera de las dos situaciones anteriores el campo eléctrico es
principalmente irrotacional pues el orden de magnitud del rotacional de E
(obtenido a través de la ley de Faraday) dividido por el orden de magnitud
de la derivada espacial de E es 6 t2/t,t,, 6 t2/t?) ambos mucho menores que
1’

IVxE| Bl
E/l " Et,

< 1. (1.10)

En conclusién, un liquido es poco conductor si ¢, > t4. Si ademas el
tiempo de variacién de los campos cumple ¢, > t. entonces las ecuaciones
que describen los campos son esencialmente las de la Electrostatica junto con
la conservacién de la carga y podemos decir que estamos en el marco de la

EHD.

1.1.2 Ecuaciones dindmicas

En su forma general el problema quedaria resuelto al obtener la forma de
la interfase, los campos eléctricos, los de velocidades y los de presiones co-
mo funciones del tiempo. Las ecuaciones se han dividido genéricamente en
ecuaciones en el volumen y en la interfase, y, junto con las condiciones de
contorno de cada problema particular, nos determinan los campos anteriores.
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Ecuaciones en el volumen

Por un lado tenemos las ecuaciones que describen los campos eléctricos:
VxE=0, (1.11)

que indica que el campo es irrotacional al ser los efectos del campo magnético
despreciables,

V - (eE) = g, (1.12)
es la ley de Gauss para las fuentes escalares del campo, y
dq
—é-Z—i—V-(acE—i-qv) =0, (1.13)

donde v es la velocidad del fluido, es la ecuacién de conservacion de la carga.
Vemos que en la corriente de carga aparece un término debido a la conveccién
de la carga.

Por otro lado, las ecuaciones que describen los campos de velocidades y
de presiones para fluidos newtonianos e incompresibles son:

V.-v=0, (1.14)

que es la ecuacién de continuidad de las velocidades, y

Dv

Ty = Ve trg+ V- (L+T), (1.15)
que es la ecuacion de Navier-Stokes, interpretaciéon de la segunda ley de
Newton para la particula fluida. Aqui p es la densidad de masa, D/Dt =
0/0t + v - V es la derivada material, p es la presién, g es la gravedad y 7,
7. son, respectivamente, los tensores de esfuerzos viscosos y eléctricos. Las

expresiones del tensor de viscosidades y de la fuerza de volumen viscosa son
[Batchelor, 1967]

T, =79 [Vv+(Vv)], (1.16)
f,=V- -7, =9V, (1.17)

donde el superindice ¢ denota transposicién del tensor y 5 es la viscosidad
dinamica. El tensor de tensiones eléctricas y las fuerzas de volumen estan
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dados por [Panofsky, 1977]
T, = ¢EE — %e(l ~ b)ET, (1.18)
f.=qE — %EQVe + -;—V(ebE2), (1.19)

siendo EE el producto diddico del campo eléctrico por si mismo, Z el tensor
unidad y b = (¢/p)(de/dp)r €l pardmetro de electrostriccién (T, temperatu-
ra). En la expresién de la fuerza de volumen reconocemos los términos de
fuerza de Coulomb, de esfuerzos dieléctricos y de electrostriccion.

Si ahora definimos una presién efectiva II que englobe las fuerzas que
derivan de un potencial,

H=p- %bE2 + pgz, (1.20)

(hemos eligido la direccién de la gravedad paralela al eje z) la ecuacién de
Navier-Stokes puede escribirse como

v 2 1

= = _ - = . 2
P D VIl +nV*v + qE 2E Ve (1.21)
Teniendo en cuenta las ecuaciones (1.12), (1.13), (1.14) y que los medios son
homogéneos la ecuacién de conservacién de la carga toma la forma

24y =0. (1.22)

Cuya integracién a lo largo del movimiento de la particula fluida es ¢ =
qoe‘t/ r, Esto es, siguiendo a una particula fluida en su movimiento veremos
que la carga que posee decae exponencialmente con un tiempo tipico que es el
tiempo de relajacién ¢, = €¢/o.. Mas ain, un elemento de fluido no soportara
ninguna densidad de carga a menos que esté conectado por una trayectoria
con una fuente de carga. Si no existen fuentes de carga, ésta no existira en el
volumen. Sélo es posible una acumulacién de carga en la interfase, alli donde
existe un salto en la conductividad y en la permitividad.

Puesto que hemos considerado medios homogéneos y ausencia de fuentes
de carga, tanto los esfuerzos dieléctricos como los Coulombianos son nulos
en el volumen (ver ecuacién (1.21)), concentrandose éstos en la interfase. El
acoplamiento entre el campo eléctrico y el de velocidades se produce en la
interfase.
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Ecuaciones en la interfase

Describimos la interfase por el conjunto de puntos que cumple la ecuacién
F(x,t) = 0. Surge una condicién cinematica del hecho de que la interfase est4
definida siempre por las mismas particulas fluidas y, por tanto, la velocidad
en la direccién normal a la interfase de las particulas es la velocidad normal
de la interfase [Whitham, 1974]. Esta condicién es equivalente a afirmar que

DF OF

o =3 TV VF=0, (1.23)
Hacemos notar que las magnitudes como v, E 6 P en esta seccién estan
evaluadas para los puntos de la interfase. De la ecuacién anterior se tiene
implicitamente que la masa, y para liquidos incompresibles el volumen, a
cada lado de la interfase se conserva pues no hay flujo de masa de un sitio al
otro.

Definimos AX = Xex — Xin como el salto de la magnitud X a través de
la interfase, indicando los subindices “ex” e “in” medios exterior e interior al
volumen liquido respectivamente.

De las ecuaciones eléctricas en volumen (1.11), (1.12) y (1.13) nos apare-
cen, respectivamente, las siguientes ecuaciones en la interfase

AE, =0, (1.24)
AleE,] = gs, (1.25)
et AloeE] + V.- (qv) =0, (1.26)

donde los subindices ¢ y n indican componente tangencial y normal a la
interfase, ¢, es la densidad de carga superficial, y V, es el operador nabla
actuando en direcciones tangentes a la superficie.

De las ecuaciones mecanicas nos aparecen la continuidad de la velocidad

a través de la interfase,
Av =0, (1.27)

y el salto de los esfuerzos en la interfase igualado a los esfuerzos capilares,
n-Al-pI+7T,+7.]—o(ks + k2)n = 0. (1.28)

Aqui n es la normal a la interfase en direccién del medio interior al hacia el
exterior, o es la tensién superficial entre ambos medios y k; + k; es la suma
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de las curvaturas principales de la interfase en cada punto, consideradas
positivas si el centro del radio de curvatura pertenece a la regién interior. El

calculo de n y ky + k; a partir de F(x,t) es [Melcher, 1981]
VF

= - 1.29
VF
=V-|{==]- 1.30
Escribiendo explicitamente los tensores de esfuerzos llegamos a
(AH — Apgz + -;—A[eEz] + ok + k2)> n
~n-A [eEE+ (Vv +(Vv))] =0 (1.31)

Notemos que las fuerzas de electrostriccién no dan contribuciéon en la in-
terfase. Para medios incompresibles el término de electrostriccién puede ob-
viarse desde un principio redefiniendo la presién hidrostatica [Melcher, 1969)].
Sera de importancia s6lo en fluidos compresibles donde el cambio de presion
hidrostatica debido a la electrostriccién produce variaciones en la densidad.

Es interesante obtener los esfuerzos que aparecen en (1.31) sobre la di-
reccién normal a la interfase y sobre el plano tangente a la misma. Ello nos
proporciona tres ecuaciones independientes, una en la direccién normal y dos
en las direcciones tangenciales. Sea u un vector arbitrario perteneciente al
plano tangente, las proyecciones de los esfuerzos en las direcciones n y u son,
respectivamente,

1 n
All - Apgz + 54 [e(EZ — EL)] + o(ky + k2) — 2A {n%%] =0, (1.32)

on  Ou

donde los subindices n y u representan la componente de cualquier vector
en esas direcciones y d/0n = n-V, 0/0u = u- V. Notemos la distincién
entre E; y E,, el primero es la proyeccién de E sobre el plano tangente,
E? = E? — E?, mientras que el segundo es la proyeccién de E sobre alguna
de las direcciones sobre ese plano, £, = E - u.

AleE E + A [77 (av“ + %)] =0 ' (1.33)
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1.1.3 Condiciones para que exista equilibrio mecanico

Una condicién necesaria para que no exista movimiento es que las fuerzas de
volumen puedan escribirse como el gradiente de un potencial. Si no fuese ast
un puro gradiente de presiones hidrostaticas no podria compensar las fuerzas
y se generaria movimiento. Anteriormente hemos visto que en nuestro caso
los esfuerzos en volumen pueden escribirse como un gradiente de potencial,
ya que los términos ¢E y E%?Ve son nulos en el volumen al no existir carga
en volumen y al ser los medios homogéneos.

Aunque no exista carga en volumen si puede existir carga acumulada
en la interfase debido a la diferencia entre los tiempos de relajacién en un-
o y otro medio. Esta presencia de cargas origina un esfuerzo tangencial,
dado por E,g;, (ecuacién (1.33)) que sélo puede compensarse mediante las
tensiones viscosas generandose movimiento. Por otra parte, esfuerzos exclu-
sivamente normales a la interfase pueden ser compensados por deformaciones
de la interfase sin tener movimiento en volumen, pudiendo existir entonces
equilibrio.

Para que no exista esfuerzo tangencial o bien E; = 0, la interfase es
una equipotencial, o bien A[eE,] = 0, con lo que no hay carga acumulada
en la interfase. Para una gota la componente tangencial del campo puede
ser cero siempre que el medio exterior tenga una conductividad mucho mas
pequeiia que la gota. Esto es asi porque en un tiempo del orden del tiempo
de relajacién de la cargas se habran acumulado las cargas suficientes para que
la superficie sea una equipotencial. Estariamos en el estudio del equilibrio
de las gotas conductoras en la presencia de un campo. Sin embargo, el
campo tangente no puede ser cero en el caso de puentes liquidos, pues éste
conecta dos superficies de equipotenciales distintas y necesariamente se tiene
E; # 0. En general, el movimiento del fluido que se genera tiene un efecto
desestabilizante para los puentes liquidos [Saville, 1971]. Un esquema de
estos esfuerzos tangenciales y de cdmo son los flujos que se originan puede
verse en la figura 1.2 para una superficie principalmente paralela al campo
aplicado.

Para poder tener esfuerzos puramente normales se aplica en la practica
un campo alterno de manera que el tiempo de relajaciéon de las cargas sea
mucho mayor que el tiempo de variacién del campo aplicado. De este modo,
los efectos dieléctricos dominan a los de conduccién pues no hay tiempo para
que se acumulen cargas en la interfase. Ademas, el tiempo de variacion ha
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Figura 1.2: Esquema de los esfuerzos eléctricos tangenciales en una superficie paralela al
campo.

de ser mucho menor que el tiempo tipico de movimiento de la interfase para
poder considerarla fija. Utilicemos las ecuaciones para ver el orden de los
tiempos y de las fuerzas en juego.

Campo alterno

Consideremos que hemos aplicado un campo alterno. Admitamos que no
existe carga superficial y que la interfase no se mueve apreciablemente en el
tiempo de variacién del campo (posteriormente analizaremos qué implican
estas condiciones). El campo en cualquier punto del sistema oscila con la
frecuencia aplicada si no existe acoplo con el movimiento del fluido. Sea
el campo en un punto de la interfase la parte real de Ee“! donde 7 es la
unidad imaginaria y w la frecuencia aplicada. Admitimos que E es complejo,
de modo que puede haber desfase entre sus componentes, describiendo una
elipse con el paso del tiempo. Las condiciones de contorno sobre la interfase
(1.26) se escriben para el fasor B como

Ey = By, (1.34)

1w (62E2n — €1E1n) + Uc2E2n - aclEln = 01 (135)

donde hemos usado los subindices 1 y 2 para designar los distintos medios
pero sin especificar si es el medio interior o exterior.



18 CAPITULO 1. FORMAS LIQUIDAS EN CAMPOS ELECTRICOS

La densidad de carga acumulada en la interfase en forma fasorial es
Oc1€2

-1
és = 62E2n - €1Eln = 0_02%1__.611771”. (1~36)
W +1
Tc2

Para que estemos en el caso puramente dieléctrico la densidad de carga libre
acumulada |§;| habra de ser mucho menor que la normal del vector desplaza-
miento, |3 Fin| 6 |e2E2,],

1

w

gs
&1 By
Entonces, si w > [t;' — 3}, la diferencia de las inversas de los tiempos de

relajaciénde cada medio, podemos considerar que las componentes normales
del vector desplazamiento son continuas a través de la interfase, esto es,

Oc1 Oc2

€1 €2

< 1. (1.37)

AlE,} = 0.
El esfuerzo tangencial real medio en un periodo es
| NP 1 s a (0162 — 0c2€1)0c2
Re[-E;¢;] = =Re[E1, Ef
6[2 tq ] 2 e[ 1 t] (w€2)2 + (ac2)2

1 o a (0162 — 0261 )wer
=I D , 1.38
+ 9 m[El Et] (w62)2 + (Uc2)2 ( )

donde Re y Im significan parte real y parte imaginaria, respectivamente. Es
de destacar que el esfuerzo medio en un periodo no es cero sino que es propor-
cional a (wt,)~? para w tendiendo a infinito, con t, el menor de los tiempos
de relajacion. Notemos que para w tendiendo a infinito el desfase entre las
componentes del campo tiende a cero y que Im[E7},Fy,] es proporcional al
desfase entre componenetes. Aunque el esfuerzo tangencial en un tiempo da-
do es del orden de w1, su promedio es proporcional a w™2. Se tiene asi que
los esfuerzos eléctricos tangenciales medios son (wt,)~? veces mas pequefios
que los esfuerzos normales, que en este limite de frecuencia grande tienden a
un valor independiente de w.

Hasta aqui no hemos considerado la posibilidad de fuentes de carga que
originen que la densidad ¢ sea distinta de cero en el volumen. Sin embargo,
los campos necesarios en el laboratorio para obtener esfuerzos eléctricos com-
parables a los esfuerzos capilares® son del orden de unos cuantos kilovoltios

1En efecto, como eE2 ~ /1, tomando valores tipicos en el SI de la tensién superficial
o ~ 1072, de la distancia [ ~ 10~2 y de la permitividad € ~ 10! se obtiene E ~ 3x 1075,
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por centimetro. Para estos campos la inyeccién de carga desde los electrodos
al volumen es posible. Los iones inyectados son transportados por el cam-
po eléctrico con una velocidad relativa a la particula fluida proporcional al
campo aplicado,

v = KE, (1.39)

donde K es la movilidad idénica. Si la longitud que penetra un ién en el
volumen es mucho menor que la distancia tipica del problema, entonces se
puede considerar que toda la carga inyectada estara situada en una delgada
capa cercana a los electrodos sin ningin efecto en el volumen. Dado que la
distancia maxima que recorre un ién con un campo alterno es § = KF/w, la
condicién para que la capa sea suficientemente delgada es

6 KE
_——_ 1.4
[ wl <1 (1.40)

que en unidades de tiempo se escribe como w™! < ¢;, con t; = [/KE. Aqui
t; es el tiempo que tarda el idn en recorrer la distancia tipica .

Para tener condiciones estaticas el tiempo de variacién del campo ha de
ser mucho mas corto que el tiempo tipico de movimiento de la interfase, en
caso contrario se produciran oscilaciones de ésta. Al considerar una masa
fluida en equilibrio con sus fuerzas capilares la presién hidrostatica existente
sera del orden de o/l. En una perturbacién de la interfase del orden de [
aparece un gradiente de presiones [Vp| ~ ¢/I?. Para un fluido no viscoso el
término inercial de la ecuacién de Navier-Stokes |pdv/dt| ~ pl[t2 serd del
orden del gradiente de presiones. La comparacién de estos dos términos nos
proporciona un tiempo mecanico tipico que es

3
t = \/-’i. (1.41)
g

En un fluido viscoso el término que ha de ser del mismo orden que el gradiente
de presiones es V2v, que conduce a un tiempo mecénico tipico

tm =nl/o. (1.42)

Si t, = w™! <K iy la interfase no puede seguir al campo y, por tanto, los
esfuerzos eléctricos sobre ésta se ven promediados en el tiempo.
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Podemos ver ahora que la corriente de conveccién superficial de las cargas
es despreciable. Para ello, notemos que

[Vs - (gsvs)] ~
'L{)ClEll

La velocidad podria ser generada por los esfuerzos tangenciales, con lo cual
seria proporcional a w™! y la expresién anterior decreceria como w™3. O
podria ser debida a un movimiento de la interfase, en cuyo caso v/l = ¢}
siendo la expresiéon mucho menor que 1.

Las condiciones para observar tnicamente los efectos dieléctricos en el
equilibrio de las formas liquidas se resumen en que el tiempo de variacion del
campo alterno ha de ser mucho mas pequenio que los tiempos mecanicos, de
relajacién de las cargas y de vuelo de los iones, y mucho mas grande que el
tiempo de transmisién electromagnética y de difusién magnética,

ta K te €ty Kty tr, i (1.44)

qsv/l
€1E1w

t7lv/l
~ w2 .

(1.43)

Ecuaciones y energia potencial del equilibrio

Cuando se cumplen las condiciones anteriores y se ha llegado al equilibrio las
ecuaciones de volumen se reducen a

V xE =0, (1.45)
V.-E=0, (1.46)
VII =0, (1.47)
y las de la interfase a
AE, =0, (1.48)
AleE,] =0, (1.49)
AlIl - Apgz + %A[eEf —€E2| 4 o(ky + k2) = 0. (1.50)

En esta situacion la ecuacién de equilibrio de tensiones, ecuacion de
Young-Laplace, también puede obtenerse por medio de un principio de mi-
nima energia potencial. La expresién de esta energia es

U:a/dS—-e—;—x E'Zd'r—%rl E2d7'+pexg/

Vex Vin Vex

z2dT + ping / zdr,
Vin
(1.51)
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donde Vix y Vi, indican, respectivamente, los volimenes exterior e interior
y dS y dt son los diferenciales de drea y de volumen. Los términos que
aparecen son:

e La energia capilar que es proporcional al drea de la interfase.

e La energia acumulada en el campo eléctrico cuando se mantiene el
potencial constante. Hay que considerar el sistema fuente de potencial
mas condensador, y es igual y de signo contrario a la energia acumulada
sélo por el condensador [Jackson, 1975].

o La energia potencial gravitatoria.

Aqui hemos admitido que las condiciones de contorno son de linea de contacto
fijada (tipo Dirichlet) o que sélo existe una interfase; en el caso de angulo
de contacto fijado aparecen los términos de energia capilar asociados a las
interfases sélido-liquido. La anulacién de la primera variacién de U con
respecto a todas las formas posibles que mantienen el volumen constante y
satisfacen las condiciones de Dirichlet proporciona la ecuacién de equilibrio
(véase Apéndice A).

1.2 Problema de puentes liquidos

1.2.1 Formulacion del problema

Consideremos un puente liquido aislante de volumen V anclado entre dos dis-
cos centrados de radio R que estan situados en dos electrodos plano-paralelos
separados una distancia L (ver figura 1.3). El espesor de estos discos es mu-
cho menor que R (h < R) y su tnica misién es mantener fija la linea de
contacto, de modo que sea admisible un amplio rango de angulos de con-
tacto. Este puente liquido puede estar rodeado por otro fluido aislante e
inmiscible con €él. Nos preguntamos cudl es la forma que adquiere el puente
liquido cuando se aplica una diferencia de potencial @, entre los electrodos
y existe una aceleracién gravitatoria g en la direccién axial.

Como simplificacién estudiamos formas axisimétricas. En este senti-
do hacemos notar que formas no axisimétricas son de importancia cuan-
do se estudia el efecto de la rotacién, en la que aparece el llamado modo C
[Brown, 1980]. Para puentes liquidos sin rotacién los modos de bifurcacién no
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Figura 1.3: Esquema de puente liquido entre placas plano-paralelas sometidas a una dife-
rencia de potencial.

axisimétricos son importantes cuando se estudia el maximo volumen estable
para una altura dada [Bezdenejnykh, 1992]. Esta inestabilidad se caracter-
iza por la aparicién de un abultamiento. Para muchos propoésitos nuestro
estudio es suficiente ya que estamos interesados en incrementar la altura del
puente manteniendo el volumen y el nimero de Bond fijos. Este proceso
tipicamente nos conduce a la curva de minimo volumen estable caracteriza-
da por presentar modos inestables axisimétricos (véanse las figuras 4 y 5 en
[Bezdenejnykh, 1992]).

Adoptamos coordenadas cilindricas para describir las magnitudes. Asi la
forma axisimétrica de la interfase se describe apropiadamente por F(r,z) =
r — f(z) = 0, donde r es la distancia al eje de simetria y z la coordenada
axial.

En lo que sigue las longitudes estarin escaladas con R, los campos eléc-
tricos con Eo, = ®o/L, las presiones con o/R y las permitividades con la
permitividad del liquido interior €.

Puesto que el campo eléctrico es irrotacional y no existe carga en volumen,
el potencial eléctrico del que deriva el campo, E = —V®, ha de cumplir la
ecuacion de Laplace en cada medio

V20 = 0. (1.52)
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Teniendo en cuenta (1.30) la ecuacién de Young-Laplace toma la forma

1 +f3 - ffzz
F+ 22

donde el subindice z indica derivada respecto de esta coordenada y Ilg =
e(E? — E%)/2. Aqui € = 1 para el interior del puente liquido y € = 3 en el
exterior.

Las condiciones de contorno que han de cumplir las formas de equilibrio
son:

+ Al + yAllg + Bz = 0, (1.53)

e potencial fijado en los electrodos,

®(r,—A) = —A, O(r,A) = A; (1.54)

e linea de contacto fijada en los electrodos,

f(=A)=f(A)=1; (1.55)
¢ el potencial tiende al potencial no perturbado lejos del eje,
lim ®(r,z) = 2; (1.56)

e regularidad del potencial en el eje de simetria,

00 = 0; (1.57)

87’ r=0

¢ continuidad del potencial y de las normales del vector desplazamiento
en la interfase,

Din = Pex, (158)
a(I)in__ 6q)ex.
an =P (1.59)

e condicion de volumen fijado,

A 1%
/AF dz = —= = 2Ar. (1.60)
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En el conjunto de ecuaciones y condiciones de contorno han aparecido
cinco parametros adimensionales independientes:

o Esbeltez, A = L/2R, es la razén entre la altura y el didmetro del
puente.

¢ Numero de Bond, B = (pin — pex)gR?/0, es la razén entre las fuerzas
gravitatorias y las fuerzas capilares.

e Numero de Bond eléctrico, x = 6,.E2% R/0, es la razén entre los esfuer-
zos eléctricos y los capilares.

o Permitividad relativa, B = €ex/€in, €s la razén entre permitividades.

e Volumen reducido, 7 = V/rR?L, es la razén entre el volumen del
puente y el volumen del cilindro de iguales altura y anclaje.

El conjunto de incégnitas f(z), ®(r, z), All es pues funcién del conjunto
de parametros A, B, x, 8, 7. La solucion mas simple para cualquier valor de
X, B, A fijados 7 =1y B =0 es la de cilindro recto definida por:

f(z) =1,
O(r,z) = 2, (1.61)
All = -1 — é—:é—-lx.

Aun siendo solucién sélo es estable para determinado rango de esbelteces.
Los puentes con formas y volimenes distintos del cilindro se describiran com-
parandolos con la solucién cilindrica.

1.2.2 Comportamiento de las soluciones frente al
campo aplicado

Tomemos un puente liquido de 8 < 1 en presencia de gravedad y apliquémosle
un campo eléctrico. En la figura 1.4 se representan el campo impuesto, las
cargas de polarizacion y los campos que originan estas cargas, que son una
perturbacion del campo constante. Los esfuerzos dieléctricos se dirigen siem-
pre del medio que tiene més permitividad al que tiene menos [Jackson, 1975].
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i SE

Figura 1.4: Distribuciones de la carga de polarizacién y del campo eléctrico para un puente
liquido sometido a un campo tangente.

Como en la zona curvada superior el campo total es mas intenso que en la zon-
a curvada inferior el esfuerzo normal dieléctrico es mayor en la parte superior
que en la inferior, ambos en direccién saliente. Por otro lado, la restriccidn
de volumen obliga a la aparicién de un salto de presiones hacia el interior
que es constante en toda la superficie. Se tiene pues un esfuerzo neto saliente
en la zona superior y un esfuerzo neto entrante en la zona inferior que tiende
a alinear la interfase con el campo aplicado. Cuando B es mayor que 1 la
distribucién de cargas de polarizacién es de signo contrario a la distribucion
anterior. Pero ahora los esfuerzos dieléctricos se dirigen hacia el interior, el
medio de menor permitividad. De este modo, el efecto de alineamiento de la
interfase con el campo se mantiene.

1.3 Problema de gotas

1.3.1 Formulacion del problema

Consideremos que la masa liquida dieléctrica de volumen V situada entre
los electrodos plano-paralelos separados una distancia L' estd apoyada sélo
en uno de ellos (ver figura 1.5). Nos interesa conocer la forma que adquiere
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Figura 1.5: Esquema de gota entre placas plano-paralelas sometidas a una diferencia de
potencial.

cuando existe una diferencia de potencial @y entre las placas. Estudiamos
dos tipos de gotas distintas: gotas con el angulo de contacto fijado, que
llamaremos gotas apoyadas, y con la linea de contacto fijada, que llamaremos
gotas ancladas.

Nos restringimos al estudio de gotas con formas axisimétricas. For-
mas no axisimétricas pueden ser de importancia para gotas en presencia de
gravedad, ya que existen modos inestables no axisimétricos [Michael, 1977,
Ganan, 1989]. Estos modos de desestabilizacién no son muy importantes
en condiciones de gravedad pequefia. Nosotros en el estudio teérico no nos
hemos marcado una descripcién del efecto de la gravedad, ya que es realmente
pequefio para numeros de Bond préximos a cero. Algo totalmente distinto
del caso de puentes liquidos donde el efecto de una gravedad residual es muy
importante.

Describimos las magnitudes en coordenadas esféricas. Asi la interfase de
la gota viene dada por F(r,0) =r — f(6), donde r es la coordenada radial y
0 el angulo polar.

Adimensionalizamos las longitudes con el radio de la hemiesfera del mismo
volumen que la gota R = (3V/27)'/3, los campos eléctricos con el campo lejos
del eje E,, = ®o/L’, las presiones con o/R y las permitividades con la del
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liquido interior €y,.
Las ecuaciones de Laplace para el potencial y de Young-Laplace para el
equilibrio de tensiones se escriben como

V29 =0, (1.62)

ki + ko + AIl + xAllg + Bf cos 8 = 0, (1.63)
donde la suma de curvaturas viene dada por
2% +3f3 —cot0 (ffo+ f371) — foof
(F+ 53"

Aqui el subindice 8 representa derivada respecto de esa coordenada. Y las
condiciones de contorno toman la formas:

kl + k2 = (1.64)

¢ potencial fijado en los electrodos

L
— = 1.65
B(r=—0)=1, (1.65)
&(r,0 = g) =0; (1.66)

¢ potencial lineal lejos del eje de simetria

lim ®(r,8) = r cos b, (1.67)
¢ regularidad del potencial en el eje

09
—_— =0 1.68
80 0=0 07 ( )

¢ continuidad del potencial y de las normales del vector desplazamiento
en la interfase,

(I)in = (Dexy (169)
09, o

B - ex. 1.70

on b on’ (1.70)
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e condicion de volumen fijado,

/ T 1
i 49 praeeed = . . i l

e ausencia de singularidad en el punto mds alto de la gota axisimétrica
fo(0) =0; (1.72)
o si la gota tiene la linea de contacto fijada
fZ) =ro, (1.73)
y si tiene el angulo de contacto fijado

;{; = tan a. (1.74)

Donde nos han aparecido los parametros adimensionales
¢ Distancia entre placas, L, medida en unidades de R.
e Nimero de Bond, B = (pin — pex)gR?/0.

e Numero de Bond eléctrico, ¥ = enE% R/o.

e Permitividad relativa, 8 = €ex/é€in.

° Angulo de contacto, a. Si fijamos este parametro el radio de la linea
de contacto es libre.

Radio de contacto, ro, medido en unidades de R. Fijado este parametro
el angulo de contacto ha de ser libre.

En total son cinco los pardmetros independientes que determinan f, ® y
ATl
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Figura 1.6: Esquema de esfuerzos dieléctricos para una gota hemiesférica.

1.3.2 Comportamiento de las soluciones frente al
campo aplicado

En ausencia de esfuerzos aplicados eléctricos y gravitatorios la forma de la
gota es la de una seccién esférica. Si la gota tiene un dngulo de contacto a =
7/2 o un radio de contacto rp = 1, entonces es una semiesfera. Admitamos
que la distancia entre las placas L es lo suficientemente grande como para
considerar que la gota estd inmersa en el seno de un campo aplicado en el
infinito E,. La solucién del problema de potencial para esta gota esférica es
[Jackson, 1975]

o;, = Eoo 3'3 rcose (1.75)

() A ] 0

2
Allg = emEgoﬂZB (1 i@ﬂ) (ﬂ sen? § + cos? 0) . (1.77)

Podemos ver que Allg/€,E% no se mantiene de orden unidad para cualquier
valor de . Esto nos va a llevar en la presentacién de los resultados sobre gotas

Y la presion eléctrica es
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a tomar como permitividad de referencia la del liquido exterior, redefiniendo
el ndmero de Bond eléctrico como % = eexE2 R/o = Bx, la presién eléctrica
como Allg = Allg/B y la razén de permitividades como B=1 /B. Con esta
definicién Allg es de orden unidad para cualquier f.

Veamos el comportamiento de las gotas sujetas a campos eléctricos. El
razonamiento efectuado en el caso de puentes liquidos no es aplicable porque
el campo no es basicamente tangencial a la interfase. En la figura 1.6 ilus-
tramos las tensiones que se presentan en una gota hemiesférica sujeta a un
campo eléctrico. Cuando €ex < €n (8 < 1) se tiene que Allg < 0, esto es, la
tension se aplica de dentro hacia afuera. Este esfuerzo eléctrico en valor ab-
soluto es maximo para § = 0 y decrece de forma mondtona hasta el valor en
6 = /2, luego la gota tiende a alargarse hasta que las tensiones se equilibren
con los esfuerzos capilares. Cuando €. > €, (8 > 1) los esfuerzos se dirigen
hacia el interior siendo ahora mayores para § = 7/2 que para 6 = 0, de este
modo la gota se ve comprimida por la zona ecuatorial y se repite el efecto de
alargamiento. En el capitulo de resultados veremos que este comportamiento
de alargamiento en la direccién del campo aplicado se mantiene para otras
formas de gotas no necesariamente hemiesféricas.

1.4 Estabilidad de las formas de equilibrio

Hemos visto que la forma de equilibrio es aquella que hace extremal la en-
ergia potencial del sistema U. En general, la forma de equilibrio de una
masa liquida depende de un conjunto de pardmetros. Como norma, esta
dependencia es continua e incluso analitica. Para pequefias variaciones de
los parametros existe una sucesién continua de formas de equilibrio, llamada
familia de formas, con unas caracteristicas de estabilidad o inestabilidad que
se conservan. Este esquema simple se rompe cuando estamos en la frontera
de la estabilidad, alli donde la forma deja de ser un minimo local de U.

Seall = U(x, ), donde x es un vector de n componentes que representa la
forma de la interfase y A un pardmetro del que depende la forma, como puede
ser el volumen o la intensidad del campo eléctrico impuesto. El vector x
puede tener infinitas componentes, por ejemplo, cada una de las componentes
de Fourier que dan lugar a la forma de la interfase. La ecuacién de equilibrio
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viene dada por

F(x,\) = Z—Z — 0, (1.78)

y de aqui obtenemos la funcién x = x(}).

Partamos de una solucién de equilibrio estable. En esta situacién los
autovalores del hessiano de U, 9*U /Dz;0z;, son todos positivos (en general
son reales al ser una matriz real simétrica). Si al ir variando el parametro A
alguno de los autovalores de la matriz se hace cero estamos en lo que se conoce
como punto critico o de estabilidad marginal. En este punto las condiciones
del Teorema de la Funcién Implicita fallan y podemos esperar que x como
funcién de A sea una funcién multivaluada. La matriz jacobiana de F, esto es,
el hessiano de U, es de rango n — 1 ya que uno de los autovalores se ha hecho
cero. Si el rango de la matriz ampliada [0F /0%, 0F /0] es n estamos en un
punto limite. La funcién x(A) posee una tangente vertical en este punto,
dx/dX — oo. Si las soluciones (x, A) existen para todo A en un entorno
abierto del A critico estamos en un punto de inflexién y en caso contrario
estamos en un punto de retorno [Abbot, 1978]. En general el punto sera de
retorno porque un punto de inflexién ha de cumplir una condicién maés en
la derivada segunda. En el plano determinado por el vector tangente en el
punto critico y por la derivada del vector tangente la funcién puede escribirse
localmente como

ou

—| =F(e,\) = ae® +bA = 0, (1.79)

O¢ |,
donde ¢ indica la proyeccién sobre el vector tangente. El signo de 9% /9¢?
determina la estabilidad de la forma de equilibrio, esto es, si es mayor que
cero es estable y si es menor que cero inestable. El valor de esta segunda

derivada es
U

0%
Vemos que segun sea el signo de € cambia el signo del hesiano y, por tanto,
la estabilidad de la rama.

Puede ser que el rango de la matriz ampliada sea también n — 1, entonces
estamos en un punto de bifurcacién simple si la matriz jacobiana es regular en
un entorno perforado del punto critico. Se demuestra que con una condicién
bastante general en la derivada segunda de F las soluciones de F(x, ) = 0 son

dos curvas del espacio (x, ) que se intersectan en el punto critico, llamado
punto de bifurcacién [Abbot, 1978].

= 2ae. (1.80)



32  CAPITULO 1. FORMAS LIQUIDAS EN CAMPOS ELECTRICOS

En el caso de un cruce de curvas se produce un intercambio en las ca-
racteristicas de estabilidad. Supongamos que nos movemos por una rama
(la Hamamos rama principal) y que al pasar por el punto critico nos aparece
la rama bifurcada. En el plano donde se cruzan las curvas la ecuacién de
equilibrio puede escribirse localmente como

ou
—I =F(e,X) =elac + b)) =0, (1.81)
Oe |,
donde € = 0 es la rama principal y ae + b\ = 0 es la rama bifurcada. Asie
es la proyeccién en la direccién perpendicular a la rama principal. El valor
de la segunda derivada es
U
—8'2'5 = 2ae + bA. (182)
Si b es menor que cero, en la recta € = 0 las formas son estables cuando A < 0
e inestables cuando A > 0. En la recta ac + b\ se tiene 92U /0e? = —b), de
modo que si A < 0 es inestable y si A > 0 es estable.
Puede ser que la rama bifurcada no tenga proyeccién en A en el primer
orden de aproximacién, esto es, b = 0. Es necesario ir al siguiente orden en
la aproximacién. Tendremos

F(e,)) = e(ae® + b)), (1.83)
y la derivada segunda de U serd

2
%—21;—[ = 3ae? + b (1.84)
Para la recta € = 0, admitiendo b < 0, la estabilidad sigue siendo del mismo
modo. Para la curva definida localmente por ae? + b\ la estabilidad viene
dada por el signo de —2bA. Depende pues de hacia donde se curva la parabola.
Si la pardbola existe para A > 0 es estable y si existe para A < 0 es inestable.
Aunque estos argumentos semiintuitivos pueden ser simples estan bien
fundamentados en [looss, 1980]. En la figura 1.7 se representan los casos
posibles analizados en esta seccién. Téngase en cuenta que los puntos son
estables o inestables respecto del autovalor que pasa por cero. Esto quiere
decir que en mas de una dimensién cualquiera de los diagramas representados
pudiera ser completamente inestable respecto de otro autovalor.
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Figura 1.7: Esquema de diagramas de bifurcacién. (—) puntos estables, (- - -) puntos
inestables.

En las formas liquidas que vamos a estudiar podemos encontrarnos tanto
puntos de retorno como de bifurcacién. De los miiltiples puntos criticos que
nos pueden aparecer siguiendo una familia de soluciones nos preocuparemos
principalmente de aquellos que dan lugar a la aparicién de la inestabilidad.
Partiendo de una solucién estable reconstruiremos la estabilidad de los dia-
gramas de bifurcacién. Son pues los diagramas de bifurcacién obtenidos me-
diante el cdlculo sucesivo de las formas de equilibrio los que nos permitirdn
conocer los limites de estabilidad.



Capitulo 2

Método numérico

En este capitulo se describe el método numérico que hemos empleado para
obtener las formas de equilibrio y los diagramas de bifurcacién. En primer
lugar, contamos brevemente en qué consiste el Método de Galerkin con fun-
ciones base de Elementos Finitos. En segundo lugar, presentamos algunos
de los elementos finitos y funciones base mds comunes, en particular aquellos
que hemos empleado. En tercer lugar, aplicamos el Método de Galerkin de
Elementos Finitos para discretizar las ecuaciones de Laplace para el poten-
cial y de Young-Laplace para la interfase en el problema de puentes liquidos.
Obtenemos asi un sistema de ecuaciones algebraicas al que aplicamos un
método de continuacién para trazar las familias de formas de equilibrio.
En cuarto lugar, describimos los detalles computacionales que nos permiten
obtener el anterior sistema de ecuaciones algebraicas y determinar su solu-
cién. Por dltimo, extendemos el método al problema de gotas.

2.1 Introduccién al Método de Elementos
Finitos

2.1.1 Método de Galerkin

El método de elementos finitos inicialmente fue aplicado como un procedi-
miento ad hoc para encontrar la solucién a problemas de analisis de estruc-
turas. Pronto se vio que el procedimiento podia tener una interpretacién
variacional considerando la energia potencial del sistema. Asi, primeramente

34
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aparecié como derivado de los métodos de minimizacién de funcionales como
el de Rayleigh-Ritz. La conexién estrecha entre el método de Rayleigh-Ritz
y el de Galerkin permitié la extensién del método de elementos finitos a
problemas donde no es inmediato el uso de un principio variacional. De tal
modo, el método de elementos finitos se presenta en general como un método
de Galerkin.

A su vez el método de Galerkin se incluye dentro de una amplia familia de
técnicas de integracién de ecuaciones diferenciales conocida como el método
de residuos ponderados. Este puede describirse del siguiente modo. Consi-
deremos las funciones u(x) tales que u : R® — R, y el problema gobernado
por la ecuacion diferencial

L(u) =0 (2.1)
sobre el dominio @ C R", con condiciones de contorno
S(u)=0 (2.2)

sobre 9%, el contorno de €. Introducimos una solucién aproximada u, de
modo que

L(ud) = R, (2.3)
S(u.) = R,, (24)

donde Ry R. se conocen como residuos, que aparecen al no ser la solucién
exacta.
La aproximacién u, puede construirse de tal modo que:

e La ecuacion diferencial se cumpla exactamente, R = 0. Aparecen asi
los métodos de contorno.

e Las condiciones de contorno se satisfagan exactamente, R. = 0. Son
los lamados métodos interiores.

¢ Nilas condiciones de contorno ni la ecuacion se satisfagan exactamente.
Se tienen asi los métodos mixtos.

En su mayor parte los métodos de elementos finitos son métodos interiores,
como es nuestro caso. Por tanto, describiremos la técnica de residuos ponde-
rados para un método interior. Sin embargo, la formulacién puede extenderse
directamente a los métodos de contorno o mixtos.
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En un método interior la solucién aproximada se escribe como

N
ua(X) = up(x) + Z civi(x), (2.5)

=1

donde v; son funciones dadas llamadas funciones prueba y ug es una funcién
que se escoge para que se cumplan las condiciones de contorno, esto es R, = 0.
El objetivo es encontrar los escalares ¢; que hacen que el residuo R sea lo
mas proximo posible a cero. Es conveniente definir el producto escalar de
dos funciones f y g con dominio £ como

(f,9) = L fgds. (2.6)

Con el fin de obtener las ecuaciones que determinan los escalares ¢; se ignalan
a cero los productos escalares del residuo por unas funciones conocidas

(Rwg)=0 k=1,...,N. (2.7)

En el caso particular de una ecuacién diferencial lineal las ecuaciones son

N
(L(uo), wi) + Zc,- (L(vi),wg) =0 k=1,...,N. (2.8)

=1

Las funciones wy se llaman funciones peso o test. Es claro que las funciones
wy han de ser independientes para poder tener N relaciones independientes.
Si las wy son un conjunto de funciones completo, entonces cuando N — oo
el residuo es ortogonal a cualquier funcién de un conjunto completo. Esto
implica que el residuo converge a cero en la media, esto es,

Jim |||l =0, (2.9)

donde ||R|| = 1/(R, R). Si el residuo converge a cero en la media y si la solu-
cién aproximada cumple las condiciones de contorno, entonces es de esperar
que la solucién aproximada converja a la solucién en la media, |lu — u,|| — 0,
que es diferente de la convergencia uniforme definida por la norma infinito
||ualloo = max |u — u,|. En rigor, la solucién no es unica sino que podemos
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hallar un conjunto de soluciones tal que se diferencien unas de otras en con-
juntos de puntos de medida cero. Se suele elegir como representante de la
clase de soluciones aquella funcién que es mas regular.

La forma de la ecuacién (2.7) cuando N — oo y el conjunto de las fun-
ciones peso es completo es equivalente a la forma débil de la ecuacién (2.1)

(L(u),w) =0 para toda w. (2.10)

Las condiciones de regularidad que se exigen al conjunto de funciones
prueba y al conjunto de funciones peso dependen de la expresién (2.7). Es
usual utilizar el teorema de Green para reducir el orden de derivacién de
la ecuacion diferencial original y asi poder usar conjuntos de funciones con
menos regularidad de lo que exigiria la ecuacién clasica.

Diferentes métodos surgen dependiendo de la eleccién de las funciones
peso, tales como el método de colocacién, el de momentos, el de subdominios,
el de minimos cuadrados y el de Galerkin. Como ejemplo, el método de
colocacién utiliza como funciones peso deltas de Dirac, 6(x — xi), centradas
en determinados puntos x; del dominio. Asf las ecuaciones (2.7) se reducen
a establecer R(xx) = 0 en determinados puntos del dominio. Cuando el
numero de puntos aumenta se exige en mas y mas nodos que el residuo sea
igual a cero.

El método de Galerkin se caracteriza porque las funciones peso y las fun-
ciones prueba son idénticas, vr(x) = wi(x). Entre sus ventajas frente a los
otros métodos de residuos estarian la precisién, la posibilidad de adaptarse
a casi cualquier problema, y a que en problemas que admiten una formu-
lacién variacional produce ecuaciones que son idénticas a las que resultan
del método de Rayleigh-Ritz [Fletcher, 1984]. Esto tltimo implica que las
propiedades de convergencia asociadas con el método de Rayleigh-Ritz se
extienden al método de Galerkin en estos casos.

Conexién con el método de Ritz

La solucién a la ecuacién diferencial
A(w) = f, (2.11)

donde A es un operador diferencial lineal definido positivo, es equivalente a
encontrar el minimo de la funcional

Flu) = 3 (A@), ) - (f,u) (212)
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En el método de Rayleigh-Ritz se lige una solucién aproximada de la forma

N
ue(X) = uo(x) + Za,-v;(x). (2.13)

Al introducir u, en la funcional y exigir la condicién de extremo, 0F /fax = 0,

se tiene
N

o0F

9a; D ai (Av),v6) = (f,0) = 0. (2.14)
i=1

Y esto es lo mismo que se obtiene por aplicaciéon directa del método de

Galerkin.

2.1.2 Meétodo de Galerkin de Elementos Finitos

Con una eleccién arbitraria del conjunto de funciones prueba se presentan
en la practica una serie de dificultades. Describamos estos problemas y qué
soluciones ofrece el Método de Galerkin con funciones base de Elementos
Finitos (MGEF).

En primer lugar, las ecuaciones tienden a hacerse mas y mas linealmente
dependientes al crecer el mimero de funciones prueba. Esto provoca que la
matriz del sistema a resolver esté mal condicionada, de modo que los errores
numéricos se amplifican y los resultados se falsean. Este comportamiento
se debe a que cuando crece el mimero de funciones prueba, y no se pone
cuidado al construirlas, las nuevas funciones prueba son mds y mas parecidas
a las anteriores. Este es el caso, por ejemplo, de la eleccién como funciones
prueba de los monomios z¥ en un problema unidimensional. Aunque las
funciones z* son linealmente independientes existe poca diferencia entre z*
y z**! cuando k es grande. Tomemos como dominio el intervalo (0,1) y
calculemos el producto (wg,wi41), donde wy = z*+/2k + 1 est4 normalizada
a la unidad. Observamos que

1
lim | zFz"*"'2k+1v2k +3dz =1. (2.15)

k—oo 0

En segundo lugar, las matrices de los sistemas a resolver que aparecen
son, en general, matrices llenas, o sea, todos los elementos son distintos de
cero. Esto aumenta mucho el coste de computacién de la factorizacién de las
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matrices al crecer el nimero de funciones N. Célculos del orden N3 seran
necesarios. Este problema se agrava ain mas cuando las ecuaciones son no
lineales. En éstas cada elemento de la matriz depende de la solucién de la
iteracién anterior. Por ejemplo, en la ecuacién de Burgers el término vdv/dz
contribuye al elemento a;;, después de aplicado el método de Galerkin, con
un sumando del tipo

N dw,-
a,'jZch wk%,wj . (2.16)

k=1

Esto supone un célculo de orden N para obtener cada elemento y de orden
N? para toda la matriz, el mismo gasto que para factorizarla.

En tercer lugar, se plantea la dificultad de abordar problemas con con-
tornos que no coincidan con las lineas coordenadas. La dificultad esta en
encontrar funciones que siendo una base completa satisfagan las condiciones
de contorno exactamente. Para una geometria sencilla puede evitarse esta
dificultad mediante una aplicacién a un dominio regular. Sin embargo, las
ecuaciones se complican y no se sabe muy bien cémo afecta a la degradacién
de la solucién aquellas partes del dominio més afectadas por la transforma-
cién.

Una solucién a estos problemas se tiene con el Método de Galerkin con
funciones base de Elementos Finitos. En el MGEF se divide el dominio en
pequenas regiones denominadas elementos, para lo cual se construye una red
o malla. Se define el conjunto de funciones prueba como el de las funciones
que toman la forma de un polinomio de grado p en cada elemento. Gene-
ralmente, este conjunto es un espacio de funciones continuas polinémicas a
trozos. Las funciones que se toman como base de este espacio son sélo distin-
tas de cero en una pequefia regién del dominio, entorno a un nodo de la red,
de modo que cada funcién base estd asociada a ese nodo. En este sentido,
es un método local, esto es, las funciones base se extienden en una regién
pequeiia del dominio. En contraposicién estdn los métodos globales, en los
que las funciones base se extienden por todo el dominio. Las funciones base
de elementos finitos toman valor uno para el nodo al que estdn asociadas y
cero para los demds. Existe pues una correspondencia biunivoca entre los
nodos de la red y las funciones base. La representaciéon de una funcién en
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Figura 2.1: Malla tipica.

este espacio de, digamos, N dimensiones serd de la forma

N

u(x) =Y u(x:)wi(x), (2.17)

i=1

donde u; es el valor de la funcién en el nodo x; de la red. Notemos que la
expresién (2.17) es una interpolacién donde dados los puntos (x;, u;) construi-
mos la funcién u(x) que pasa por todos ellos. El caricter interpolante de los
elementos finitos es la base para muchos criterios de convergencia. Por otro
lado, el que la funcién prueba se defina tinicamente en una regién pequefia
hace que la correspondiente ecuacién esté asociada a una region limitada del
dominio. Lo que permite refinar una regién donde la funcién solucién cambie
bruscamente sin tener que cambiar las ecuaciones que no estin asociadas a
la region que se refina.

Como cada funcién de la base esta asignada a un unico nodo es claro
que son linealmente independientes y que al crecer N, al refinar la red, esta
independencia no se ve afectada. El producto escalar de dos de ellas sélo
es distinto de cero si tienen alglin elemento en comin. Consecuentemente,
los problemas de mal condicionamineto de la matriz se reducen considera-
blemente comparados con aquellos que surgen con una eleccién arbitraria
de las funciones base. Otra forma de evitar este problema es utilizar fun-
ciones ortogonales, que es el sistema empleado en los métodos espectrales de

Galerkin.
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Al ser distintos de cero sélo los productos que contienen funciones que
tienen elementos comunes, las matrices de los sistemas seran sparse, es decir,
con muchos ceros. Esto es asi incluso en el caso de ecuaciones no lineales,
donde ademas la formacién de cada elemento de la matriz no crece con N
como sucede en un método global. El hecho de que las matrices sean sparse
ofrece la ventaja de que una numeracién conveniente de los nodos de la red
hace que las matrices sean bandeadas, y ésto pueda explotarse en disminuir
el coste de computacién.

Por 1ltimo, al dividir el dominio en subdominios pueden abordarse pro-
blemas con geometrias muy diversas sin mucha dificultad, lo que se convierte
en una de las caracteristicas mas notables del MGEF. En este sentido la
transformacion isoparamétrica, como veremos, es muy adecuada para ajus-
tar contornos curvados.

Convergencia

Nos preguntamos si la diferencia entre la solucién aproximada y la exacta
disminuye y cudnto a medida que aumentamos el nimero de élementos y,
por tanto, a medida que el tamario tipico de éstos, h, tiende a cero.

En el MGEF el orden de las derivadas mds altas de la funcién incégnita
de la ecuacioén diferencial se reduce por aplicacién del teorema de Green en
la forma débil de la ecuacién,

(L(u), we) =0, (2.18)

pasando algunas derivadas de la funcién incégnita a la funcién peso. Asi, si
la ecuacién diferencial es de orden 2m, por aplicacién del teorema de Green
m veces se consigue que la derivada mds alta que aparece en la forma débil
sea m. Por ejemplo, en el caso de la ecuacién de Laplace

(V2u,wk) = / wViudx =0 (2.19)
Q
la aplicacién del teorema de Green conduce a
/ Vu- Vwk dx — -a—gwk dS = 0, (2.20)
Q an On

donde dS es el diferencial del contorno, y du/dn la derivada en la direccion
normal al contorno. Vemos que las derivadas de segundo orden se reducen a
derivadas de primer orden.
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Al hacer tender el tamafio del elemento a cero el integrando que aparece
en la forma débil tiende a un valor constante sobre cada elemento. Por tanto,
para que exista convergencia la funcién prueba ha de ser capaz de reproducir
exactamente un valor constante de las derivadas mds altas. Esto requiere que
los polinomios usados sean completos hasta un orden m. Existe ademas el
requerimiento de que los elementos sean conformes, esto es, que las funciones
prueba sean continuas ella y sus derivadas hasta un orden m — 1. De este
modo las integrales toman un valor finito. Se dice que las funciones prueba
pertenecen al espacio de funciones H™({Q), esto es, el espacio de funciones de
cuadrado integrable hasta la derivada m-ésima en ). Se conoce como espacio
de Sobolev [Axelsson, 1984], siendo el producto escalar de este espacio

9°u 0%v "
(u,0)m = z /g; 0Mzy...0%x, 0%z ...0%z, &, (2.21)

0<alm -

donde a = )", «;, y la norma correspondiente
lullm = (). (2.22)

En nuestro caso como veremos las derivadas mads altas que aparecen en
la forma débil de las ecuaciones son de orden uno, con lo que como minimo
los polinomios habran de ser de grado uno. Ademas la condicién de que los
elementos sean conformes implica que debemos tomar funciones continuas,
con lo que nuestra base pertenece a H.

La velocidad de convergencia se suele escribir en términos de potencias de
h, en la forma ||u — u,||s < Ch?, donde C es una constante independiente de
h. Para el problema de potencial existen cotas del error bien estudiadas, ya
que es un problema lineal que admite una formulacién variacional. El error
en el método de elementos finitos para un problema de potencial cumple
[Strang, 1973],

I u— ug )]s < CRM )| sik+1—-2m>s, (2.23)

donde k es el orden del polinomio de interpolacién, s indica la derivada mds
alta en la normay m el orden de la derivada més alta en la forma débil. Vemos
que para que la cota sea vilida la solucién u ha de ser lo suficientemente
suave, o sea, que pertenezca a H*t!, En el problema completo, ecuacién
de Young-Laplace aumentada por el término eléctrico, no tenemos una cota
tedrica del error.
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En el caso que analizaremos, los polinomios que hemos usado son de grado
2 y, por tanto, el error en la determinacién del potencial debe ser del orden
de h® para una solucién suficientemente regular e interfase fija. Este error se
llama error de la aproximacién y estd asociado a las funciones que se utilizan
y a la ecuacidén que se trata de resolver.

La mayor contribucion al error vendra dada por el debido a la interpo-
lacién, aunque otras fuentes de error son la integracién numérica y el error de
redondeo. El error de interpolacién (distinto al de aproximacion) es la dife-
rencia entre una funcién y su interpolada. El error de redondeo se reduce mu-
cho con el empleo de doble precisién. Por otra parte, segin [Fletcher, 1984],
el esquema de cuadratura es 6ptimo si es del mismo orden o mas alto que
el error de aproximacién. Ya que el error de la aproximacién puede ser de-
sconocido a priori, es siempre conveniente que el orden del error del esquema
de cuadratura sea mayor o igual que el asociado a la interpolacién.

La convergencia del error de aproximacién puede determinarse mediante
experimentos numéricos. Se resuelve el problema discreto para distintas ma-
llas de elementos con tamarfios tipicos & cada vez menores y se supone que el
error es proporcional a h?. Analizando la sucesién de soluciones numéricas
se obtiene la funcién a la que se tiende y el orden de la convengencia. En el
capitulo tercero veremos algunos experimentos para determinar el exponente
de convergencia.

2.2 Elementos finitos y funciones base

Como una de las claves del MGEF es su carécter interpolante, vamos ahora a
describir algunos espacios de funciones en los que podemos buscar la solucién
aproximada de nuestro problema y, en concreto, las funciones base utilizadas
por nosotros. Los diferentes elementos y funciones base determinan el espacio
finito de funciones al que pertenece la funcién aproximada. Describiremos
elementos en una y dos dimensiones que son, respectivamente, los necesarios
para representar la forma de la interfase y el potencial.

Las funciones base seran continuas y con derivada de cuadrado integrable
en el dominio, lo que es necesario en nuestro problema. Asi, pertenecen
a HY{(Q). Los elementos que veremos estén basados en la interpolacién de
Lagrange y se llaman por ello elementos finitos de Lagrange. En ellos la
funcién dentro de un elemento esti univocamente definida por el valor de
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Figura 2.2: Funciones base de elementos unidimensionales: (a) lineal y (b) cuadraticas.

ésta en los nodos.

2.2.1 Elementos unidimensionales

Comencemos por los elementos mas sencillos, los lineales. Sea el dominio §
el intervalo (a, b). Dividimos el dominio en M —1 segmentos, tendremos pues
M nodos z; < z2 < ... < zp, deellos z; = a y zpr = b. El espacio de las
funciones prueba es el de las funciones continuas definidas como lineales en
cada segmento. Construimos la funcién base wi(z) como (ver figura 2.2)

Tp1— T )
wi(z) = h si z € (Tg-1,Tk),
wi(z) = s 2 si € (Tk, The1),
Te41 — Tk
wi(z) = 0 otro caso. (2.24)

Una funcién u(z) de éste espacio viene determinada por el valor que toma

en cada nodo, esto es,
N

u(z) = Y _ u(z:)wi(z), (2.25)
=1
y asi en cada elemento la funcién u es de la forma u(z) = a + bz.
Consideremos ahora el caso en que las funciones base son polinomios
cuadraticos en cada elemento. En cada elemento tenemos ahora tres nodos,
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dos en los extremos del elemento y otro en el interior. Las funciones de la
base se construyen mediante funciones de interpolacién de Lagrange. Son de
dos tipos: aquellas asociadas al nodo interior de un elemento y las asociadas
al nodo de un extremo. Por ejemplo, las funciones asociadas a los nodos zy,
interior al elemento A, y 441, perteneciente conjuntamente a los elementos
Ay B son respectivamente (ver figura 2.2).

T— T )\T—Z i
( k-1)( k1) si Z € (Th-1,Th41),

wk(x) = (.’L‘k - Ilfk_l)(:ltk — $k+1) (2.26)
0 otro caso.
(z = zp-1)(z — 24) :
ETPT rp— $1 T € (Th—1,Tk+1),
wk+1($) - T Tk AT T $k+3) siz € ($k+1, $k+3)1(2.27)
($k+1 - $k+2)($k+1 - fL’k+3)
0 otro caso.

En cada elemento, una funcién u(z) del espacio formado por estas fun-
ciones base toma la forma u(z) = a + bx + cx?. Los tres coeficientes estin
univocamente determinados por el valor de u en los tres nodos del elemento.

Podriamos seguir elevando el grado del polinomio que describe la funcién
local lo que conduciria a tener mas nodos acoplados. Esto suele ser menos
econdémico en computacion pero la solucién es mas precisa.

2.2.2 Elementos bidimensionales
Red de elementos

En mas de una dimensién se plantea el problema de crear la red de nodos
que definen los elementos en que se subdivide el dominio.

Sea el dominio Q € R? simplemente conexo. Dividimos Q en un conjunto
de subregiones de interseccién nula, llamadas elementos. La unién de todos
los elementos es, pues, 3. Por ahora consideremos que los elementos son
poligonales, lo que implica que 2 es poligonal. Un ejemplo aparece en la
figura 2.1. En Q seleccionamos una serie de nodos y los numeramos {x; =
(zi,¥:)},. Estos nodos pueden estar en las esquinas, en los lados, o en
el interior de los elementos. Es esta eleccién de elementos y nodos la que
define el mallado de elementos finitos. Cuando se realiza un mallado de
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un dominio es necesario numerar los nodos y los elementos. Existe una
numeracién global de los nodos, i = 1,..., M, que los definen dentro del
mallado y una numeracién local, que los definen dentro de un elemento,
r=1,...,T, donde T es el nimero de nodos por elemento.

Una vez realizado el mallado es necesario almacenar la siguiente informa-
cién: la numeracién global de los nodos que pertenecen a cada elemento, las
coordenadas de cada nodo, los nodos que tienen condiciones de contorno de
Neumann y aquellos que tienen condiciones de Dirichlet. En mallas que se
deforman, como es nuestro caso, es necesario ademas indicar cémo se mueve
cada nodo en la red dependiendo del movimiento de los nodos de la interfase.

Funciones base

Las propiedades que exigiremos a una funcién base w;(x), asociada al nodo
X;, son:

1. La restriccién de la funcién a un elemento es un polinomio. Los coe-
ficientes de éste estdn Unicamente determinados por los valores de la
funcién en los nodos del elemento.

2. La funcién cumple:
w;(xj) = 5,']', i,j = 1,...,M, (228)
donde &;; es la delta de Kronecker.

3. En cada lado del elemento la funcién esta inicamente determinada por
los valores de ésta en los nodos de ese lado.

4. La funcién toma sélo valores distintos de cero en los elementos que
contienen al nodo que la define. La unién de estos elementos se llama
soporte de w;. La representacién geométrica de una funcién w; es la de
una tienda centrada en el nodo x;. El suelo de la tienda constituye el
soporte de la funcién.

Buscaremos la solucién de nuestro problema en el espacio de funciones
Vu generado por {wy, ... wap}. La representacién geométrica de una funcién
de Vs es la de una superficie hecha de retazos, o sea, una superficie formada
por trozos suaves pegados.
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wil (x > y)

Figura 2.3: Funciones w! y w;.

Las funciones base tienen un caracter global, pues estan referidas a un
nodo del dominio. En contraposicién a las funciones base globales introduci-
mos las funciones base locales, que son la restriccién de una funcién global
en un elemento. Crucial para la descripcién de estas funciones es tomar un
elemento de referencia estindar, con coordenadas locales (¢,7),

T = m(f,’?) = fll{ + fl277 + bla
y =y(&,n) = far€ + faan + ba. (2.29)

Con la transformacién todas las funciones base locales pueden reducirse a
unas tnicas funciones en un elemento estdndar. Esto significa que todas las
operaciones pueden realizarse en este elemento. Asi, la funcién base global
w; restringida al elemento ¢; serd igual a alguna de las funciones base locales
h; del elemento estandar:

‘LU£(CL‘(E, 77)7 y(§7 77)) = hi(f) 77) (230)

Funciones base lineales sobre elementos triangulares

Sea un elemento triangular con nodos en los vértices, los tres coeficientes de
la funcién w; restringida al elemento de su soporte ¢;

wi(z,y) = a + bz + ¢y, (2.31)
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Figura 2.4: Elementos estindar para tridngulos: (a) lineal y (b) cuadratico.

pueden determinarse univocamente por el valor de la funcién en los tres
nodos. Ademas la funcién en cada lado estd determinada por el valor de
ésta en los dos nodos del lado. En la figura 2.3 se muestran w! y w;. En
el elemento estandar que hemos tomado (ver figura 2.4) las funciones base
locales toman la forma

hl(f,ﬂ) =1 —‘f =17,
h2(£) 77) = 67
ha(é;n) =n. (2.32)

La transformacién afin

z = (zy — z1)€ + (z3 — 1) + 71,
y=(y2 —y)+ (y3— y1)n + v1, (2.33)

es tal que transforma el tridngulo estindar en cualquier tridngulo de lados
rectos del plano.

Una funcién del espacio Vjy, formado por las funciones base w;, es geo-
métricamente una superficie hecha de trozos triangulares planos.
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Funciones base cuadraticas sobre elementos triangulares

En este caso, los elementos tienen nodos en los vértices y en la mitad de cada
lado. Las funciones base en cada elemento son de la forma:

wi(z,y) = a + bx + cy + dz’ + exy + fy°. (2.34)

Los seis coeficientes quedan determinados por los valores de la funcién en los
seis nodos. Ademads puede notarse que la funcién restringida a un lado del
triangulo es una funcién cuadratica que se determina por el valor de ésta en
los tres nodos. El elemento estindar est4 representado en la figura 2.4. Las
correspondientes funciones base locales son:

hl - /\1(2)\1 - 1),
h2 - A2(2/\2 - 1),
h3 = /\3(2A3 - 1),

hy =4X2 A3,
hS = 4A1)‘3a
he - 4)\1/\2, (235)

donde las funciones ); son las funciones locales del elemento lineal, A; =
1-¢—m, As =& A3 = 7. La transformacién de variables (2.33) aplica el
elemento estandar en cualquier elemento, conservando la orientacién relativa
de vértices y puntos medios.

Funciones base bilineales sobre elementos rectangulares

Sea un elemento rectangular con nodos en los vértices y de lados paralelos a
los ejes coordenados, las funciones base bilineales restringidas al elemento ¢;
toman la formas:

w! = a + bz + cy + dzy. (2.36)

Como vemos hace falta dar cuatro valores de la funcién para determinarla,
tantos como nodos. Ademads, en cada lado es una funcién lineal que viene
unicamente determinada por los dos nodos del lado. Esto es asi porque se
toman los lados paralelos a los ejes coordenados. En la figura 2.5 tenemos el
elemento estandar que hemos tomado. La forma de las funciones base locales
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Figura 2.5: Elementos estdndar para cuadrangulos: a) lineal y b) cuadratico.

€s:

=301 - 81~ n),
o = (1= €)1+ 1),
by = 21 +6)(1 — 1)

he= (14 6)(1 +1). (2.37)

Como vemos son el producto de las funciones lineales en direccion ¢ por las
funciones en direccién 5. La transformacién que nos da cualquier rectangulo
de lados paralelos a los ejes es:

z = %(:133 — z1)€ + (z3 + 1),

y= %(3/2 —y)n + (2 + 1) (2.38)
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Funciones base bicuadriticas sobre elementos rectangulares

Sea un elemento rectangular de lados paralelos a los ejes con nodos en los
vértices, en la mitad de cada lado, méas uno en la interseccién de las dia-
gonales, las funciones base bicuadraticas restringidas al elemento toman la
forma:

w; = a+ bz +cy + de® + ezy + fy* + g2’y + hay® +iz’y’  (2.39)

Tenemos nueve coeficientes determinados por los valores en los nueve nodos.
Ademas en cada lado se tiene una funcién cuadratica dnicamente determi-
nada por los valores en los nodos del lado. El elemento estandar se presenta
en la figura 2.5. Las funciones base locales se obtienen como el producto de
las funciones cuadraticas unidimensionales,

hy = l6(1 = (1 ~n),

4
ha = 2601 — (1 +1)(1 — 1),
o = 7601 = On(1 +7),

he = 5(1+€)(1 = (1 — ),

hs = (1+6)(1 - €)(1 +n)(1 =),
ha = 5(1+6)(1 = (1 +1),

by = 761+ n(1 ~n),
s = 5€(1+ €)1+ n)(1 = 7),
ho = 261+ E)n(1 + 1) (2.40)

La transformacion de variables (2.38), sustituyendo los nodos 1, 2, 3, 4 por
1, 3, 7, 9 respectivamente, aplica el elemento estandar en cualquier elemento
de lados paralelos a los ejes, conservando la orientacién relativa de vértices
y puntos medios.

La restriccién a rectangulos con lados paralelos a los ejes limita el uso
de los elementos rectangulares. Sin embargo, el empleo de la transforma-
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cién isoparamétrica permite la extensién de los elementos de lados rectos a
elementos de lados curvos.

En la figura 2.6 se representan las funciones base tipicas de dos dimen-
siones que han sido descritas.

Transformacidén isoparamétrica

Hasta ahora las transformaciones de coordenadas entre el elemento local y
global que hemos considerado han sido lineales. La transformacion isopara-
métrica se define como [Zienkiewicz, 1977]:

T
T = 2)({,77) = Zxrhr(éan)a

T=1

T
y=y(&n) = > vh (&), (2.41)

donde (z,,y,) son las coordenadas de los nodos en el espacio real, (£,7) las
coordenadas en el elemento estandar y T el nimero de nodos del elemento.
Es decir, la transformacién toma las funciones base locales para describir
cada una de las coordenadas. El elemento global /¢; se define empleando
la transformacion sobre el elemento estdndar. an%erior sobre el elemento
estandar. Puesto que h; vale uno para el nodo I'y cero para los demis,
es claro que la transformacién es tal que los nodos del elemento estandar
se transforman en los nodos del elemento global. Ademas, cada lado del
elemento estindar se aplica en un lado del elemento global, que en general
€s una curva.
La funcién base global sobre €l elemento ¢; se define como:

wi(z,y) = ke (€(z,9),0(2,9)),  (z,9) €@ (2.42)

donde r = 1,...,T. Claramente las funciones globales cumplen para todo el
dominio las condiciones

w,-(xj) = 5,']' 2,] = 1,...,M. (243)

Hacemos notar los siguientes puntos:
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Figura 2.6: Funciones de interpolacién tipicas: (a) tridngulos lineales y (b) cuadraticos;
(¢) cuadrangulos bilineales y (d) bicuadraticos.
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Figura 2.7: Aplicacién del elemento triangular cuadratico estandar a través de la trans-
formacién isoparamétrica.

o Las diferencias entre los elementos y funciones base isoparamétricos y
los elementos anteriores surgen todas de la sustitucion de la transfor-
macién afin por la transformacién isoparamétrica.

e Para que la transformacién isoparamétrica sea invertible es necesario
que los elementos no estén muy distorsionados respecto del correspon-
diente elemento no isoparamétrico.

e La gran libertad de la transformacién permite adaptar los elementos
a dominios con contornos curvos, reduciendo el error de discretizacion
respecto al caso de elementos con lados rectos.

o Las funciones globales son a menudo complicadas funciones no lineales
de z e y. Sin embargo, no es necesario obtenerlas porque las opera-
ciones se realizan con las funciones base locales del elemento estandar.
Por otro lado, el calculo de las integrales que aparecen del método de
Galerkin (en general ahora son integrales de funciones racionales) no
ofrecen mayores problemas al realizarse numéricamente.

Como ejemplo, mediante el empleo de la transformacién (2.41) con las
funciones base locales (2.35), el tridngulo del elemento cuadratico se trans-
forma en un tridngulo de lados parabélicos (ver figura 2.7).
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2.3 Ecuaciones del MGEF. Puentes liquidos

Apliquemos ahora las ideas del método de Galerkin con funciones base de
elementos finitos a nuestro problema. Los elementos empleados por nosotros
han sido elementos cuadraticos unidimensionales para describir la interfase
y elementos cuadrangulares bicuadraticos mas triangulares cuadraticos para
describir el potencial. Todos estos elementos son isoparamétricos.

2.3.1 Discretizaciéon de la ecuacién del potencial

Forma débil

Como se vio en el capitulo anterior la ecuacién que rige el potencial eléctrico
es

V=0 en Qpy Qo (2.44)

con condiciones de contorno:
O(r,A) = A, (2.45)
O(r,—A) = —A, (2.46)
(I)in = q)ex enr = f(z), (247)

a(I)in aéex
= = 2.4

an ﬂ an enr f(Z), ( 8)

0
= 0 en r = (), (2.49)
rlirglo —aa% =0. (2.50)

Como para aplicar el método de elementos finitos necesitamos un dominio
finito, la condicién (2.50), que se tiene para r — oo, se coloca a una cierta
distancia grande, R... En el siguiente capitulo veremos cémo afecta Ry, a la
solucidn.

Para obtener la forma débil de la ecuacién del potencial multiplicamos
por una funcién arbitraria ¥ definida en todo € la ecuacién de Laplace en
cada dominio e integramos en volumen. La funcién ¥ es tal que vale cero
alli donde estd fijado el potencial, en z = +A, y es continua a través de la
interfase. Tenemos asi para cada subdominio §;

/ V29 dr = 0. (2.51)
Q;
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Por aplicacién del teorema de Green llegamos a

/ V. Vo dr = / w22 45, (2.52)
Q a; on

donde la integral sobre la superficie sélo es distinta de cero en la interfase.
Una caracteristica del método es que las condiciones de contorno del tipo
0®/0n = 0 no implican ningin término de superficie en la ecuacién. Se
llaman condiciones de contorno naturales y estan implicitamente impuestas
en la forma débil de la ecuacién cuando no aparece el término de superficie.
Si multiplicamos las ecuaciones (2.52) de cada medio por su permitividad
correspondiente y sumamos llegamos a la forma débil de la ecuacion del
potencial

/ VU .Vodr+ 8 V¥ .Voddr =0, (2.53)

Qin Qex

donde las integrales de superficie se cancelan al cumplirse la condicién de
contorno de igualdad de la normal del vector desplazamiemto a través de la
interfase (ecuacién (2.48)). En el caso de un problema axisimétrico donde
usamos coordenadas cilindricas (r, z) la ecuacién toma la forma

0® 0V 0% 0V 0%0¥ 090V
/S;in T(.é?@?—*— 5;5)deZ+ﬂ e T‘(—a-—;‘-E-‘--*-E——Z—)drdZ = 0. (254)

Para que las expresiones anteriores tengan sentido exigiremos que el es-
pacio de funciones al que pertenecen ¥ y ® sea el de las funciones de cuadra-
do integrable hasta la primera derivada en el dominio Q = Q;, U Qey, esto

es, que pertenezcan a H'(2). La solucién serd una funcién de la forma
O € &y + HJ(N) que cumpla (2.53) para toda ¥ € H}(Q) donde

HyQ)={PeH'(Q)/¥Y=0enz=2A}, (2.55)
y ®o es una funcién que pertenece a H'(§)) que cumple las condiciones de
Dirichlet.
Discretizacién

Primeramente dividimos el dominio en elementos y numeramos los nodos
desde 1 hasta M, {a;}}£,. Hemos tomado elementos cuadrangulares bicua-
draticos y triangulares cuadraticos, ambos isoparamétricos. De este modo,
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el espacio discreto que elegimos estd incluido en H'(2). Sea este espacio W),
y sea V}, el subespacio de W}, tal que sus funciones cumplen ¥(a;) = 0 para
todo a; sobre un contorno con una condicién de Dirichlet. El subindice A
hace referencia al tamafo tipico de los elementos. La dimensién de W}, es
M, nimero de nodos, y la dimensién de V}, es My < M, nimero total menos
el de los nodos sobre z = £A (los que soportan una condicién de Dirichlet).

La solucién aproximada ®p expresada en la base del MGEF sera de la
forma

M, M
O =) dawi(x)+ Y. Pola)wi(x), (2.56)
=1 i=Mp+1

donde los valores ®g(a;) corresponden al valor del potencial en z = +A.
Sea L(u,v) el operador bilineal

L(u,v) = / Vu-Vvdr + 8 Vu - Vodr, (2.57)
Qi Qex

entonces las ecuaciones que determinan las incégnitas @; se escriben como

Mo M

Y ®iL(wi,w) =~ Y ®ola)L{w,w;), j=1,...,M. (2.58)

i=1 i=Mp+1
La matriz l;; = L{w;,w;) con i,j = 1,..., My se conoce como matriz de
rigidez. La matriz sin imponer las condiciones de potencial fijo, esto es,
l;; con 2,7 = 1,..., M se conoce como matriz global de rigidez. Aunque

cambiemos las condiciones en la frontera del dominio € la matriz global de
rigidez no cambia.

Algunas propiedades

Si analizamos la matriz [;; con ¢,57 = 1,..., M, vemos que es simétrica y que
si B > 0 es definida positiva. En efecto, sea v = Zg"l a;w;, 0 sea, v € Vj,
entonces
L(v,v) = / [ Vo Pdr +8 [ |Vv|?dr>0. (2.59)
Qin Qpn
Ademas, sélo se da la igualdad si v = 0, ya que si L(v,v) = 0 implica que
Vv = 0. Ha de ser entonces v = Cte y, dado que v = 0 en z = %A, la
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constante es cero. Asi Z‘x‘;l a;a;L(w;,w;) > 0y sélo se da la igualdad

cuando a; = 0 con ¢ = 1,..., M,. Sabemos entonces que la matriz l;; al
ser definida positiva es invertible. Ello permite ademas usar métodos de
célculo especiales para la resolucién del sistema lineal, como el de factori-
zacién de Cholesky. La matriz global de rigidez es semidefinida positiva y
no invertible y corresponde al caso en que sélo hay condiciones de Neumann
[Axelsson, 1984].

Teniendo en cuenta que las propiedades de la matriz [;; provienen de
las propiedades del operador bilineal L(u,v) podemos retomar el problema
continuo y expresar el problema como el del cilculo de la funcién ® € &, +
H}(Q) que hace minima la funcional

I(®) = L(9,9). (2.60)
Aparece asi en el problema de potencial la conexién del método de Galerkin

con el de Rayleigh-Ritz para problemas de minimizacién de funcionales.

2.3.2 Ecuacion de Young-Laplace

Forma débil

La ecuacién de equilibrio de fuerzas en la interfase en el caso de puentes
liquidos axisimétricos es

AIl + xAllg + Bz + l—tgif” =0, (2.61)
f(1+f2)2
con las condiciones de contorno:
f(£A) =1, (2.62)
/ l: f3(2) dz = 2A. (2.63)

Buscamos ahora la forma débil de la ecuacién. Sea g(z) una funcién tal
que es cero para z = +A. Multipliquemos la ecuacién (2.61) por g(2)f(z) e
integremos en z. No existe una razén fundamental para multiplicar también
por f, sin embargo, con esta eleccién los términos que van a aparecer en la
ecuacién pueden derivarse directamente minimizando la energia del sistema
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[Brown, 1980]. Asi, por ejemplo, el término asociado a la curvatura de la
interfase surge de aplicar el célculo de variaciones a [ f(1 + f2)*/?dz.
Empleando la siguiente identidad y una integracién por partes

d ffz 2 i ffzz —-1- fz2
o 1 = 1+ z 2 + 3 ) 2.64
dz ((1+f3)§) (+£) (1+f2)2 (264

Hegamos a

A
/ {[AH 4 xAllg + Bzl fg+ (1+ )t g+ —-ff—g-——} dz=0, (2.65)
-4 (1+£2)?

donde los términos que se han ido al contorno son cero por ser ¢ = 0 en ellos.
Vemos que la regularidad exigible a g y f es que pertenezcan al espacio de
funciones H' en el intervalo (—A,A). La solucién serd la suma de una de las
funciones g mas una funcién de H' que cumpla las condiciones de contorno

de Dirichlet (2.62).

Discretizacién

Para encontrar el subespacio de dimensién finita donde tendremos la solucién
aproximada dividimos el intervalo en elementos. Hemos tomado elementos
cuadraticos porque son los lados de los elementos bidimensionales que pre-
viamente habiamos elegido. De modo que el espacio discreto es tal que sus
funciones son continuas definidas por un polinomio de segundo grado en cada
elemento.

La solucién aproximada f(z) que nos da el método toma la forma

N
f(z) = Z fivi(z(n)), (2.66)

1=1
donde v; representa las funciones base unidimensionales. Notemos que los

valores de los extremos f;, fy estan fijados. Y el sistema de ecuaciones
discreto queda

A 1
/A {[AH+ XAllg + Bz|fvi+ (1 + f2)? v

+_ﬂf£ff_l_}dz=0, i=2a""N—1'(2'67)
1+ f2)7
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Puesto que la funcion Allg es un conjunto de sumas del campo eléctrico al
cuadrado, es una funcién discontinua a través de los elementos. Recordemos
que la aproximacion al potencial es continua y la del campo es discontinuo.
Vemos que la aproximacién de Allg cumple la regularidad exigible para que
la expresién sea integrable, pues es una funcién continua a trozos.

El sistema de ecuaciones anterior junto con la ecuacién de restriccién de
volumen (2.63) para f(z) dada por (2.66) forman el sistema de ecuaciones
algebraicas que provienen del equilibrio de tensiones en la interfase.

2.3.3 Resolucién del sistema total

Consideremos las condiciones de contorno de potencial o interfase fijados
como ecuaciones del tipo z; — X; = 0, donde z; es la incégnita y X; el valor
que debe tomar. De este modo el conjunto de M + N + 1 ecuaciones que
tenemos que resolver puede escribirse como:

M
Zl,‘j@;‘:cj', j=1,...,M, (268)

1=1
Fk(fl,...,fN,fN+1,AHE)= 5 k’:l,...,N, (269)
FN+1(f177fN) =0. (2'70)

Hacemos notar que c; aparece en (2.68) a través de las ecuaciones z; = X;
para los nodos con condicién de Dirichlet, esto es, j > M,. La ecuacién
k = N + 1 es la correspondiente a la restriccién de volumen y la incognita
fn41 es AIL El conjunto de las incégnitas es (®@1,...,Pa, f1,- -, fN41)-

Para la obtencién de las soluciones hemos creido oportuno considerar la
presion eléctrica como una funcién dada de la forma de la interfase, Allg =
Allg(f1,...,fn). Es una funcién tnica de la interfase a través del sistema
lineal que da lugar al potencial. De esta manera manejamos un sistema de
N + 1 incognitas aunque en rigor se resuelvan M + N + 1.

Cuando vamos variando uno de los parametros que definen el sistema (7,
B 6 x) obtenemos una sucesién de soluciones que forman una curva en el
espacio de x = (fi,..., fN41,A), donde A es el pardmetro que estd variando.
En prevision de los posibles puntos de retorno que podamos encontrarnos
ampliamos en uno el numero de incégnitas con el parametro A. La ecuacién
que se introduce para cerrar el sistema estd basada en la longitud de arco de
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la curva anterior [Keller, 1983]

N+42 d,’l)’r
Fnyx =) (zi—a}) L —As=0. (2.71)

i=1

En (2.71), s es el pardmetro longitud del arco, los incrementos se toman con
respecto a una solucién previa x* y el vector dx*/ds es el unitario tangente a
la curva en el punto solucion anterior. Es pues un método de continuacién.

Para la obtencién de la solucién aplicamos el método iterativo de Newton-
Raphson al sistema de N + 2 incégnitas. Como se sabe en este método se
parte de una solucion aproximada y las siguientes iteraciones se obtienen
resolviendo

xF = xk — 371 (x%) - F(xY), (2.72)

donde J;; = OF;/0z; es la matriz jacobiana. En la tltima iteracion se calcula
el vector unitario tangente necesario para obtener la ecuaciém (2.71) del
siguiente punto solucion. Para ello se resuelve el sistema

0

I(x)-y = O , (2.73)

1

y se hace dx/ds = y/|y|. Hacemos notar que y seria un vector unitario si la
diferencia entre x y x* fuera infinitesimal.

Las derivadas respecto de f; implican conocer las derivadas de la presion
eléctrica, o sea, AIlg/0f;. Es, pues, necesario conocer cémo cambia el
gradiente del potencial cuando se mueve un punto de la interfase,

d (- X, (09, 0
() Enien)

i=1

El calculo de la derivadas del potencial se obtiene mediante derivacién del
sistema lineal (2.68),

.22 00 0L, (2.75)

of;  of; 0f;
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Por todo lo cual se hace necesario construir una red que se deforme de manera
continua cuando cambie la forma de la interfase. Los detalles se describiran
en una seccidn posterior.

Puesto que el método de Newton necesita un primer ensayo, x°, que sea
suficientemente préximo a la solucién, se realiza un método de continuacién
de primer orden. Para poner en marcha el programa damos una solucién
conocida, por ejemplo la cilindrica, y con la ecuaciéon N + 2 en la forma,

FN+2 = ($N+2 - .7,‘;\'1_'__2) — As =0. (276)

Los nuevos ensayos se obtienen por continuacién en s,

dx

(s + As) = x(s) + ASE—' (2.77)
s

Los incrementos de arco pueden ser elegidos automaticamente de manera que

se adapten a las variaciones de x(s). Para ello empleamos la diferencia entre el

ensayo y la solucién, como en los esquemas predictor-corrector [Press, 1989].

Se basa en que la razén de estas diferencias entre pasos consecutivos es

[X{p1 — Xig1] - (Asiy1)* i ~ [Bsin1 ’ (2.78)
POl (AsRl  \ As ) '

donde % indica d*x/ds?. Eligiendo que la diferencia sea una dada, digamos

€, se tiene

£

(Asip1)? = (As;)?. (2.79)

Ix? — x|

Descripcion de los diagramas de bifurcacién

Los cambios en la estabilidad de las soluciones se detectan cuando aparece o
un punto de retorno o un punto de bifurcacién [looss, 1980]. Ambos son pun-
tos de estabilidad marginal. En ellos el jacobiano del sistema, considerando
A como un parametro fijado, es cero. O sea, la matriz

. OF
i= (2.80)

es singular. El jacobiano de J, que incluye la ecuacién Fy42, no es nulo en
el punto de retorno, solo en el de bifurcacién. Asi, mientras J es singular
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en ambos casos, J sdlo lo es en los puntos de bifurcacién. Los puntos de
retorno se detectan por la aparicién de una tangente vertical df;/0A. Los
puntos de bifurcacién se detectan por la anulacién del jacobiano de J. Si
el punto de bifurcacién es simple, esto es, uno en que sélo un autovalor es
cero, entonces el jacobiano pasa por cero cambiando de signo, marcando la
localizacién del punto de bifurcacién. Asi, para cada punto de la rama de
soluciones se evalia el determinante del sistema en la ltima iteracién del
método de Newton. El cambio de signo en el determinante nos indica un
intervalo donde esta el punto de bifurcacién. Para trazar la nueva familia
que aparece, la rama que se bifurca, calculamos el autovector critico de J y
tomamos el ensayo para la nueva rama [Basaran, 1989a] en la forma

x°(s* 4+ As) = x(s") + uAs, (2.81)

donde x(s*) es la solucién en el punto de bifurcacién y u es el autovector
critico. En la préictica tenemos una aproximacién de x(s*). Ademas, la
ecuacion Fy o ha de escribirse como

N+2
Frnyz= ) (zi—2])u; — As. (2.82)

i=1

Este autovector, asociado al autovalor cero, se obtiene mediante un paso de
iteracién inversa [Press, 1989] resolviendo el sistema

I(s) -y =h, (2.83)

donde b es un vector suficientemente arbitrario. Si escribimos los vectores y
y b en funcién de los autovectores de J entonces la soluciéon de (2.83) toma
la forma

b;
y = Z xui, (2.84)

donde A; y u; son, respectivamente, los autovalores y autovectores de J y
donde b; son la componentes de b en la base de autovectores. Sea A; la
aproximacién numérica al autovalor cero, vemos entonces que, salvo que b;
sea cero, el vector y tendrd una proyeccién muy grande en la direccién del
autovector critico u. Sucesivas iteraciones con b = y/|y| convergen a u. En
nuestro caso una iteracién se ha mostrado suficiente para tener la direccién
en la que buscamos la solucién de la nueva rama.
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Notemos que al cumplirse J(s*) - u = 0 se estd imponiendo, por la fila
de la matriz 0Fn4,/0z:, que dx/ds - u = 0. Esto es, el autovector critico es
perpendicular al vector tangente de la rama principal. En el punto de bifur-
cacién simple se cruzan dos ramas determinandose un plano con sus vectores
tangentes en dicho punto. Conocemos el vector tangente de la rama principal
y mediante el método de iteracion inversa obtenemos el vector unitario per-
pendicular a éste en ese plano. Haciendo x? = x* + Asu estamos buscando
soluciones que tengan alguna proyeccién perpendicular a la direccién de la
familia principal. Esto no quiere decir, por otra parte, que las dos ramas se
corten perpendicularmente.

2.4 Detalles de la computacion

2.4.1 Obtencién de Allg y 0AIllg/of
Mallado

El dominio {2 esta dividido en dos regiones por la interfase. Es la forma de
la interfase la que nos va a determinar la malla de elementos de una forma
univoca.

El dominio 2 es (—A < 2 < A) x (0 < r < Ry). N se divide en un
conjunto de N, x N, elementos cuadrangulares de nueve nodos, donde N,
y N, son el nimero de elementos en las direcciones r y z, respectivamente.
Del total de elementos, IV,; x IV, forman el subdominio interior y N,e X N,
forman el subdominio exterior. Se tiene, pues, N, = N,;+ N,.. Los bordes de
los elementos los constituyen una serie de lineas rectas fijas, llamadas lineas
espinales (spines) [Saito, 1981], y una serie de lineas curvas.

Las lineas espinales son rectas fijas donde los nodos pueden moverse para
asi adaptar la forma del mallado a la interfase. Los nodos sobre una linea
espinal vienen determinados por la posicién de un nodo fijo, por la del nodo
de la interfase correspondiente y por un ndmero ¢ fijado entre 0 y 1, en la
forma,

X = Xq + tk(xb — Xa). (285)

Aqui x, representa las coordenadas del nodo que no se mueve en la espinal y
x; las coordenadas del punto de la interfase que pertenece a la linea espinal.
Asi, para t = 0 estamos sobre el nodo fijo y para t = 1 sobre el nodo de la
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Interfase

soTeurdsyy

Elemento

Figura 2.8: Nodos en una linea espinal.

interfase. Notemos que la posicion relativa entre nodos dentro de una misma
espinal se conserva.

En nuestro caso, las lineas espinales estan colocadas en z = Cte y vienen
definidas en ambos subdominios por

221 = 82,‘...121\ - A, 7= 1, ey Nz + 1, (286)

donde sy;_; son pesos comprendidos entre (0,1). Las lineas curvas en el
dominio interior vienen dadas por

r2j—1(z) = t2;-1f(2), j=1...,Ni+1, (287)

donde f(z) es la funcién que describe la interfase. Vemos que si ¢ = 0 la
linea estd sobre el eje y si ¢t = 1 estd sobre la interfase. Las lineas curvas en
el dominio exterior son

72j-1(2) = Roo — t2j-1(Roo — f(2)), j=1,...,Nee+1, (2.88)

donde ahora si ¢t = 0 la linea es el lado r = R, y si t = 1 es la interfase. La
interseccién de las lineas curvas y espinales hasta ahora descritas define sélo la
posicién de los nodos vértices de los elementos. Para determinar la posicién
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de los nodos en la mitad de cada lado y en el interior de cada elemento
requerimos que las lineas espinales y las curvas que los definen satisfagan
S2i—1 1 82i41

22,-=————2——-—, 1=1,...,N,,

To5-1 + 2541

5 , J=1,...,N; 6 j=1,...,Nee. (2.89)

T2; =
La ltima ecuacién es equivalente a decir que to; = (t2j41 + t2j-1)/2.

La distancia entre nodos vértices sigue una progresién geométrica de ac-
ercamiento a la interfase y a los electrodos. De esta manera tenemos en
cuenta que las variaciones del potencial son mas significativas cerca de la
interfase y de las lineas de contacto. Ademads, hemos dividido cada elemento
cuadrangular que tiene por vértice alguna de las lineas de contacto en dos
tridgulos de modo que ningin elemento tiene por lados un segmento de la
interfase y un segmento de electrodo a la vez. Esto es, ningin elemento
soporta dos condiciones de contorno y evitamos asi ciertas oscilaciones que
aparecean en la obtencién de la presién eléctrica con elementos puramente
cuadrangulares. Aunque se describird en el siguiente capitulo, podemos te-
ner una primera explicacién basada en que estos elementos cuadrangulares
que contienen a la linea de contacto presuponen una variacién suave entre el
potencial en la interfase y en los electrodos. Sin embargo, esto no es asi en
general al estar sometidos a diferentes condiciones de contorno en cada lado.
La division en tridngulos permite que cada elemento soporte una condicién
de contorno distinta.

La forma de la red para una interfase tipica se presenta en la figura 2.9,
donde también representamos las condiciones de contorno. El numero total
de nodos es M = (2N, +1)(2N,+1). La numeracién de éstos comienza en la
esquina inferior izquierda y crece de abajo a arriba y de izquierda a derecha.
La eleccion del numero de elementos, de la razén de la progresion geométrica
y del valor de R, se dara en el préximo capitulo.

Formacién de la matriz de rigidez

El procedimiento computacional se describe mdas facilmente en términos de
matrices de orden M x M, aunque en la practica no se almacenan los datos
en estas matrices pues tienen muchos ceros. Hemos tomado M (numero
total de nodos) como dimensién de las matrices en vez de My (mimero de
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Interfase
o=A
o LHHF 2
Jatiiie N
9 \\\ . g
ARRANE
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T
b=—A

Figura 2.9: Malla de elementos finitos para el puente liquido.

incégnitas del potencial) con la idea de hacer la computacién independiente
de las condiciones de contorno tanto como sea posible.
Para evaluar la matriz de rigidez tenemos que calcular en todo Q (ecuacién

(2.54))

_ Bw; 8wj Bw,- awj
lz]—-/re( 5 B + 57 5, )drdz, (2.90)

donde € toma el valor 1 para el subdominio interior y 3 para el exterior. Para
lo cual se va elemento a elemento computando las contribuciones no nulas a
la matriz. Se tienen pues

Ne
=Y 1, (2.91)
=1

donde [ = 1,..., N, son cada uno de los elementos. Notemos que cada
elemento contribuye a la matriz en T x T coeficientes, siendo T el nimero
de nodos del elemento.

Las integraciones se realizan en el elemento estdndar de la transforma-
cién isoparamétrica empleando las funciones base locales. Sean r¢, vy, z¢, 2y
las derivadas parciales de r, z respecto de las coordenadas locales &, . De-
notemos por h;¢ la derivada parcial de la funcién base local i respecto de
la coordenada €. Entonces, la contribucién del elemento global ¢; a (2.90)
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cuando se expresa en las coordenadas locales del elemento estandar é es
&:/“D”&MMM—%WmMHWmMO+&M%A%M,@%)

donde

_ 2 2
D =rezg —rpze, By =71+ 2,

Ey =rerg+ 20z, Ez =717 +2;. (2.93)

Hacemos notar que la expresién del jacobiano de la transformacién de coorde-
nadas, D, puede elegirse de forma que sea positivo. Vemos que el conocimien-
to de las funciones locales y de la transformacién (2.41) hace que el integrando
sea una funcién conocida de £, 7. La dependencia de (2.92) con ¢; tiene lugar
sblo a través de la transformacién isoparamétrica ya que las funciones locales
son independientes.

El integrando de (2.92) es una funcién racional complicada cuya inte-
gracién ha de realizarse numéricamente en general. La integracién numérica,

de

I=/ﬂ&m%® (2.94)
tipicamente tiene la forma
Q
Iy = Z Pmg(&msMm), (2.95)
m=1

donde (zm, ym) son los puntos de integracién, p,, los correspondientes pesos y
@ es el nimero de puntos de integracién. Tanto los pesos como los puntos de
integracién son independientes de la funcién g(¢, 7). Existen muchas férmulas
de este tipo para un dominio dado e. Las férmulas que se suelen usar en
elementos finitos son de tipo interpolante. En ellas se sustituye el integrando
por una interpolacion de éste y se integra. Entonces los pesos p,, son la
integracién de los polinomios que se usan en la interpolacién y los puntos de
integracién son el soporte de la interpolacién. Se dice que una férmula es
exacta hasta orden n si integra exactamente cualquier polinomio de grado
menor o igual que n.
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Por un lado nos gustaria tener una férmula que tomara pocos puntos para
ahorrar calculos, por otro lado, existe un requerimiento de @) grande para. te-
ner suficiente precisién. Esta ha de ser tal que no disminuya el orden de con-
vergencia asociado con las funciones base. Se pueden ver distintas férmulas
de integracién y la convergencia asociada a ellas en [Zienkiewicz, 1977].

Nosotros hemos elegido las férmulas de integracién gaussiana de 9 pun-
tos para los cuadriliteros (exacta hasta orden 5 en cada direccién) y de 7
puntos para los tridngulos (exacta en un polinomio bidimensional hasta or-
den 5) [Strang, 1973]. Para las integrales en una dimensién hemos usado las
férmulas de 3 puntos (exacta hasta orden 5). En las tablas 2.1, 2.2, 2.3 se
muestran los pesos y los puntos de integracién que en una y dos dimensiones
hemos usado.

La aplicacién de una férmula de integracién es ficil de introducir en
términos de las matrices P, H, Hx y Hy con los siguientes contenidos:

P(m) = Pm,
H(T‘, m) = hr(ﬁm, T’m))
Hx(rym) = heg(Em, ), (2.96)

HY(ry m) = hr,n(fm, Um)’

parar =1,..., Ty m = 1,...,m. Estas matrices se cargan al principio de
las computaciones ya que no dependen para nada del elemento e;.

Almacenamiento de la matriz

El almacenamiento de la matriz de rigidez depende del método que se use
para resolver el sistema lineal. Nosotros hemos tomado un método directo de
resolucion (frente a uno iterativo) como es el método de Cholesky. Por esto,
los valores de la matriz de rigidez se guardan mediante el almacenamiento
de banda variable, también llamado orden perfil. El aspecto de una matriz
de rigidez simétrica tipica se muestra en la figura 2.10. Como la matriz
es simétrica sélo guardamos los elementos /;; con 7 > j. Para cada fila
almacenamos los elementos a partir del primero no nulo hasta la diagonal. Se
hacen necesarias dos matrices unidimensionales, S para almacenar los valores
de la matriz de rigidez y MDIAG para sefialar dénde estan los elementos de
la diagonal en la matriz S. De este modo el elemento l;; se almacena en la
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Punto 1 2 3

£ | —G/5)F ] 0 | (3/5)?
Pesos 5/9 8/9 1 5/9

Tabla 2.1: Puntos de integracién en el elemento cuadratico unidimensional.

Punto | 1 213145167
§ 1/3 ay b1 a | as b2 a9

n 1/3 ay | a1 b1 ag | A9 b2
Pesos | ¢ | e | e

Cy 1 C3|C3 | C3

Tabla 2.2: Puntos de integracién en el elemento triangular cuadrético. a; = 0.4701420641,

az = 0.1012865073, b; = 0.0597158717, b, = 0.7974269853, ¢; = 0.2250000000, c» =
0.1323941527, ¢35 = 0.1259391805

Punto | 1 2 3 4 151617
¢ —al—al—al 0 |0

a |ala
al—aj{0]a

C3 Ca2 C1 | C C3 Cy | C3

n —a| 0 a |—-al| 0
Pesos | ¢z | ¢

Tabla 2.3: Puntos de integracién en el elemento cuadrangular bicuadratico. a = (3/5)!/2,
c1 = 64/81, ¢y = 40/81, c5 = 25/81.
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Figura 2.10: Estructura de banda variable de la matriz de rigidez.
posicion
S(MDIAG(:) — (z — 7)) = 1, 1=1,...,.M,3=1,...2. (2.97)

Para calcular MDIAG hemos hecho uso de una matriz intermedia LONG
que nos mide para cada fila ¢ cuinto vale la diferencia z — j siendo 5 el primer
elemento no nulo de la fila. De este modo, LONG(?) nos describe la anchura
de banda de cada fila :. En el contexto de elementos finitos la anchura de
banda de la fila ¢ indica la méaxima, diferencia en numeracién entre nodos que
estdn conectados (que pertenecen a un mismo elemento) con j < i. Para
calcular LONG vamos elemento a elemento y para cada nodo ¢ obtenemos
cual es el nodo j que tiene menor numeracién. El algoritmo es

para k =1,...,T hacer

si LONG(I(k)) es menor que I(k) — Inin entonces
LONG(2) = I(k) = Iin

fin,

donde I(k) contiene la numeracién global de los nodos y donde Iy es el

nimero global mas bajo de los nodos del elemento. Una vez que tenemos
LONG la determinaciéon de MDIAG se tiene por

MDIAG(1) = 1,
MDIAG(:) = LONG(i) + MDIAG(i — 1) +1,  i=2,..., M.(2.98)
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Condiciones de potencial dado

Una vez que hemos asignado valores a la matriz global de rigidez tenemos que
imponer las condiciones de potenciales fijos. Queremos resolver el problema
lineal

M
Z ®:L(wi,w;) =0 j=1,..., My, (2.99)
1=1
donde las incégnitas van desde ¢ = 1 hasta My. Lo que hacemos es extender
el sistema hasta j = M con ecuaciones del tipo ®; = ®(a;) para los nodos de
potencial dado.
Para programar el sistema anterior partiendo de la matriz de rigidez glo-

bal, I;;, con ¢,5 = 1,..., M, hacemos para cada punto 7 con potencial dado
D (a;):

iy = Q,

¢ = 9(a;)Q, (2.100)

donde () es un numero muy grande de modo que la ecuacién i tiene una
solucién ®; = ®(a;) + O(Q™'). El sistema tiene pues la forma L - & = C.
En la practica, un valor de @ = 10% produce resultados idénticos a los que
se obtienen por cualquier otro método, con la ventaja de ser éste bastante
rapido.

Resolucién del sistema de ecuaciones

La solucién del sistema de ecuaciones discretas para el potencial se realiza
mediante el método de factorizacién de Cholesky.

Si tenemos un sistema lineal L - x = C, donde L es una matriz M x M
y X,C son vectores de dimensién M, el método de Cholesky resuelve este
sistema encontrando una matriz R que es triangular inferior, esto es que
ri;j = 0 s12 < 3,y que el producto de ésta por su traspuesta da la matriz
L, esto es, R-R* = L. Una vez que tenemos la matriz R el sistema se
soluciona en dos pasos, primero se soluciona R -y = C y seguidamente se
resuelve Rt - x =y. La condicién necesaria y suficiente para que la matriz
L pueda factorizarse en la forma L = R- Rt es que la matriz sea definida
positiva [Axelsson, 1984].

En el caso de que la matriz L sea una matriz en banda variable, la matriz
R es una matriz triangular inferior con la misma banda variable que L.
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Las expresiones para calcular R son las siguientes:

11 = \/111,

Ly = i) rar .
ry = MIZm TR (2.101)

Las expresiones para calcular y; y después z; son:

by
yo= —,
11 )
_ bi-z;c;l1 TikYk
Yi = )
T
2, = M (2.102)
TMM
M
o = YT ki TR
' i '

Para tener en cuenta la estructura de banda variable el algoritmo para la
obtencién de R es

=l
para ¢ = 2 hasta M hacer
para j =1 — LONG(¢) hasta ¢ — 1 hacer
rij = lij,
q = max(¢ — LONG(z),j — LONG(3)),
para k = ¢ hasta j — 1 hacer
Tij = Tij — TikTjk,

fin,

rij = 1ij[Tij,
fin,
Ty = liia

para k = i — LONG(?) hasta ¢ — 1 hacer
Tii =T — T,

fin,
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lii = \/l_i;,

fin,

El algoritmo para obtener y es

Y1 = 01/7“11,
para ¢ = 2 hasta M hacer

Y = G,

para j = — LONG(z) hasta 7 — 1 hacer
Yi = ¥Yi — TijY;,

fin,

Yi = yi/Tii

fin.

Y el algoritmo para obtener x es

para ¢z = 1 hasta M hacer
T = yi/Tii,

fin,

para ¢t = M hasta 2, con paso —1, hacer
para j = ¢ — LONG(?) hasta 7 — 1 hacer

Ti = T — iy 75,

fin,

fin.

Calculo de los campos

Una vez que tenemos el potencial nuestro objetivo es encontrar los campos E?
y E? en la interfase para asf calcular la presién eléctrica Allg. Los valores de
los campos sé6lo los necesitamos en los puntos de las férmula de integracién.
Asi la presion eléctrica aparece en la ecuacién (2.67) en la forma

/v,-(z)f(z)AHE(z) dz,

y mediante la transformacién isoparamétrica sobre cada elemento toma la
forma

/ vi(n) f(n)ALlE(n)2, dn.
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Calcularemos, pues, {Allg(7,)}2_,; en cada elemento que describe la inter-
fase, donde @} es el nimero de puntos de integracion.

E, puede calcularse con los valores del potencial a lo largo de la interfase.
La expresién de E;, = 09/0t en funcién de las coordenadas locales de una
dimension es

oo 00 (dt)‘1 Nl o
— = | — = (22 +r ) 2 D hiy, (2.103)
ot  0On \dp noon ;

con 2(n) y r(n) las coordenadas de la interfase y donde h; son funciones
cuadraticas unidimensionales.

Para obtener E? calculamos E? y tenemos en cuenta que E2 = EZ — E7.
Para calcular E? son necesarios los valores del potencial en los nodos del
elemento bidimensional adyacente a la interfase. Ademds, debido a la dife-
rencia de permitividades, E? toma valores valores distintos sobre la interfase
dependiendo si estamos a un lado o al otro de la interfase.

Tomamos el elemento estindar y ahi definimos qué lado se transforma
en el segmento de la interfase y en qué sentido se recorre. Sea éste el lado
con £ =1 para el elemento cuadrangular y con £ = 0 para el triangular (ver
figura 2.11). Debemos pues computar para ¢ = Cte,

T
E?*= Y D7%[Erhighi¢ — Ex(highin + hinhig) + Eshighjq] ®:8;, (2.104)

1,5=1

donde D, E,, E; y E3 estan definidos en (2.93) y h; son las funciones de
forma bidimensionales. Una vez que tenemos EZ, EZ y E2, obtenemos Allg
por

ATlp = (§—1)E? ~ 5(8F2 ~ ER). (2.105)

Ciélculo de OL/3f - ® y 09/

Puesto que todas las operaciones se realizan en el elemento estindar, el cual
no cambia de forma, vemos que todas las derivadas respecto de f, coorde-
nadas radiales de la interfase, se pueden realizar de una manera sistematica
empleando la transformacién isoparamétrica. Los coeficientes de 9L/ fy - @
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Figura 2.11: Transformaciones de los elementos estandar triangular y cuadrangular en
elementos que tienen un lado perteneciente a la interfase
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los almacenamos en la matriz G, definida como M x N. Asf la contribucién
del elemento [ a la derivada de E l;;®; respecto de fi es

o 28D
gzk Jz—; Q; / (aka A —rD af A
4D %f} )d{d (2.106)

donde
Aij = Erhighje — Ea(high;q + hinhje) + Eshighjy,

0A;; OFE OFE OFE
Bka = —af,: highje — 2(h £hin + highje) + afsh mhin, (2-107)
oD  Ore ory, 0E, ory
= Zy — Z¢, o = 2Tys,
of, ~ 0fi " Of df Ofy
OE, 87’5 ary, OE3 Ore
— = e —r. 2.108
I T ALY T AN T ALy T2 (2.108)

Y hemos tenido en cuenta que las lineas espinales estan tomadas para z
constante, con lo que las derivadas de las funciones z, z¢ y 2z, son nulas. La
derivada de r es

Z a’"’ (2.109)

i=1
Y del mismo modo se obtlenen 87‘5/ ofr, 37',, /0 fr. Hacemos notar que en cada
elemento s6lo se deriva respecto de tres valores de la interfase y, ademds, que
cada nodo sélo tiene derivada distinta de cero respecto del valor fi de la
interfase que pertenece al mismo espinal.

Aunque G es una matriz con muchos ceros (la ecuacién ¢ a lo sumo
depende de 5 puntos de la interfase) cuando se resuelve el sistema (2.75)
almacenamos en G los coeficientes 39 /3 f; que si la llenan completamente.
Al observar la ecuacién (2.75) vemos que deberiamos obtener dc;/df. Sin
embargo, puesto que hemos elegido la técnica de penalizar las ecuaciones
relacionadas con los nodos de potencial dado (ver (2.100)) el vector C no
depende de fi y por ello los sistemas que se resuelven son

Zl”af —gx  i=1,...,M, (2.110)
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para k = 1,...,N. Puesto que la matriz L. ha sido previamente factorizada,
hay que resolver un sistema triangular inferior y otro superior para N vectores
independientes.

Derivadas de los campos

Las derivadas de E? y E? vienen dadas por las siguientes expresiones calcu-
ladas para cada elemento adyacente a la interfase

8Ef_ 3 5% 2 Qk Brn
37 = 2 Vol | 5 R AL (2g) } 1)

k=1
8<I>k - _30D
7 klzlq)'{ 77 D7 Au = 20D e Au
_20An
+ ®,D? 57 } (2.112)

donde usamos las relaciones (2.107,2.108). Hacemos notar que mientras las
derivadas de las funciones base sélo son distintas de cero para los nodos de
las correspondientes espinales las derivadas del potencial respecto de f; son
en general distintas de cero.

2.4.2 Formacién del sistema total

Una vez que del problema eléctrico hemos obtenido Allg y 0AIlg/0fk es
entonces cuando podemos formar las ecuaciones F y la matriz jacobiana J.

La numeracién de los nodos y de los elementos unidimensionales que
definen la interfase se da de manera creciente de un extremo al otro del
puente. Asi al elemento e; pertenecen los nodos 21 — 1, 2] y 21 + 1. Cada
elemento contribuye a tres ecuaciones, correspondientes a sus tres nodos. La
suma elemento a elemento va completando cada una de las ecuaciones. La
contribucién del elemento unidimensional ¢; a la ecuacién Fyy i, del sistema
(2.67), que describe la ecuacién de Young-Laplace, es

1
Fiipicg = / { [Al + xAllg + B2 fhi + (1 + f7)* h
e
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+-—fﬁ-——} dz=0, i=1,...,3. (2.113)
(1+f2)?

Aqui las funciones restringidas a un elemento toman la forma

f)=>_ fihi(m),

i=1
3

2(n) = _ zhi(n), (2.114)

i=1

y las derivadas respecto de z

dh; dz\"" dh;
Y i 2.115
&z (dn) an (2.115)

Las integrales se realizan mediante la férmula de cuadratura de Gauss de
tres puntos (ver tabla 2.1). Como se vio en el caso bidimensional en la
programacion se emplean unas matrices que contienen los valores de k; y k;,
en los puntos de integracién y un vector que contiene los pesos de cada punto.
Como se realizan las operaciones en el elemento estandar unidimensional las
matrices anteriores se establecen al principio de la computacion.

A la ecuacion de volumen fijo contribuyen todos los elementos en la forma

Fyp=) / f2dz, (2.116)
1 Ye

y la suma en [ se iguala a 2A, el valor del volumen. Recordamos la ecuacién
N + 2 correspondiente a la continuacién mediante la longitud de arco

2 ga
Fyya=)Y @i —2}) — As =0, (2.117)

=1

con x = (f1,...,fn, AILA).

Las ecuaciones F; y Fy son sustituidas por

A=1, fv=1, (2.118)

para tener en cuenta las condiciones de Dirichlet.
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Los coeficientes de la matriz jacobiana, escribiendo sélo aquellos distintos
de cero y sin tener en cuenta las condiciones de Dirichlet, son (z,j variando

desde 1 hasta N):

Jij = / { [AIL + xAllg + Bzl vv; + f. (1 + f;)_‘7 [viv),: + vjviz + vi ;2]

-3 O0AIl
— (14 )77 fovipvie + fvix—b—ff’i} dz, (2.119)
] |
Jingr = /fvi dz, (2.120)
INy1,; =2 | fuidz, (2.121)
dz?* )
JN+2’j=‘d_SJ', j=1,...,N+2. (2.122)

Los coeficientes debidos a las derivadas respecto delﬁparémetro A son:

e siA=RB,
JiNg2 = /zfv; dz; (2.123)

o sid=r,
Insines = —2A; (2.124)

® sl =y,
JiNy2 = /fv,-AHE dz. (2.125)

Y, finalmente, para tener en cuenta las condiciones de contorno de Dirich-
let sobre la matriz anterior debemos obligar a que las derivadas respecto de

fiy fn sean
Jin = i, Jin = 6 N, i=1,....N+2, (2.126)

donde § es la delta de Kronecker.

Por ultimo, la resolucién del sistema J - x = —F de las iteraciones del
método de Newton-Raphson se realiza mediante el método tipico de factori-
zacién L - U [Press, 1989] para matrices llenas como es J.



2.5. ECUACIONES DISCRETAS. GOTAS 81

2.5 Ecuaciones discretas. Gotas

El método de solucién desarrollado para el caso de puentes liquidos se aplica
al problema de gotas con ligeros cambios. Sefialaremos pues estas diferencias.
Comenzaremos por la descripcién del problema eléctrico para a continuacion
formar las ecuaciones del equilibrio.

2.5.1 Problema eléctrico

La aplicacién del método de elementos finitos sobre la ecuacién (2.53) en
coordenadas esféricas conduce al sistema

M
Ow; Ow; 1 Jw; dw; Ow; Ow;
) 2 1 7 t ] 2 t J
E D; (fnin r*sen 6( 5 o + 5, B Ydrdf + B - r senG(—————ar I

=1
1 Bw,- awj .

Hemos tomado coordenadas esféricas con el objeto de colocar las lineas es-
pinales sobre § = Cte. Asi la coordenada 6§ es andloga a la coordenada z del
problema de puentes liquidos.

Mallado

Distinguimos primeramente dos zonas, una lejana a la gota con (r,#) tales
que rsenf > L, y una zona cercana con (r,f) tales que rsenf < L. L
es la distancia entre electrodos. La zona lejana se extiende hasta la curva
rsend = R, y no se verd afectada por movimientos de los nodos de la
interfase.

El dominio cercano se divide en un conjunto de N, x Ny elementos cuad-
rangulares de nueve nodos, donde N, y Ny son el nimero de elementos en las
direcciones r y 8, respectivamente. De ellos N,; x N, forman el subdominio
interior a la gota y N,. X Ny forman el subdominio exterior. Los bordes de
los elementos los constituyen la serie de lineas espinales y de lineas curvas.

En este dominio cercano se definen las lineas espinales

T

bi=suag, i=l...,Np+l, (2.128)
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donde sg;_; son pesos comprendidos entre (0,1) y se eligen de modo que
exista una mayor discretizacién de la punta de la gota, en torno a § = 0.
Exigimos ademads que la recta § = 7 /4 no pertenezca al interior de ningun
elemento.

Las lineas curvas en el subdominio interior a la gota toman la forma

roj1(0) = to;1f(6), j=1,....,Ng+1, (2.129)

donde f(6) es la funcién que describe la interfase. Mientras que las lineas
curvas en el subdominio exterior se definen como

r2j-1(0) = g(0) — t2;-1(g(0) — f(9)),  j=1,...,Nee+1,  (2.130)

donde g(6) describe la siguiente parte del contorno,

L T
EES_O_’ NS (0’ 2)5
g9(0) = (2.131)
L T m
send’ be(3 2

En las expresiones anteriores ¢; son pesos comprendidos entre (0,1). Las
lineas espinales y las lineas curvas interiores a los elementos se definen por

_ T2j—1t+ T4

ro; = ) , j=1,.‘.,Nr;O’j=1,...,Nre.
Oy, 0y
92j=_21__1§__zﬁ1, i=1,....N, (2.132)

La distancia entre nodos consecutivos dentro de un mismo espinal sigue
una progresion aritmética con paso creciente a partir de la interfase. De este
modo discretizamos con mas elementos cerca de la gota donde las variaciones
del potencial son més significativas. La progresién aritmética se elige ademas
de manera que la primera banda de elementos a partir de la interfase tenga
un incremento de r dado.

En la parte lejana los nodos de los elementos se colocan de modo que
al transformarlos al espacio de coordenadas cilindricas (p, z) formen una red
cuadrangular, esto es, definida por lineas

z=rcosd =ap, m=1,...,2N, +1, (2.133)
p=rsind = b, n=1,...,2N, + 1. (2.134)
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Aqui N, y N, son el numero de elementos en direcciones z y p respectiva-
mente en la parte lejana. N, es igual al nimero de elementos en direccién 8
para § > w/4. N, se elige para mantener la forma de la discretizacion desde
p =L hasta p = R.

El aspecto de una malla tipica se presenta en la figura 2.12. La nu-
meracién de los nodos se realiza desde el punto (r = 0,8 = 0) incrementando
primero 6 y después r. Hemos dividimos los elementos conectados al anclaje
en elementos triangulares del mismo modo que hicimos en el problema previo
de puentes.

Matriz de rigidez y su derivada

La contribucién del elemento global e; a la matriz de rigidez toma ahora la
forma

lfj = e/ r?sen D' A;; dédy, (2.135)
donde
Aij = Erhighje — Ea(highjn + hinhje) + Eshinhijy, (2.136)

D = 7‘,705 - 7‘60", E = -2+ 6’
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2

r
+ 0,6, E; = T—g +62. (2.137)

T‘g T'n

E, =

con € =1 si es un elemento interior a la gota o € = § si es exterior.

A la derivada de la matriz de rigidez sdlo contribuira la parte del do-
minio cercana a la gota, esto es, donde se han definido las espinales. El
hecho de que las espinales estén colocadas para 6 constante implica que los
puntos de un elemento sélo cambian su coordenada radial cuando hay de-
splazamientos de los nodos de la interfase. La contribucién del elemento ¢; a

ik = Zj 0l;;/0fi®; es

or ., 9 g 0D 2D 1 0A;j }
g,k—;@ /esenﬂ{ZréﬁD Ay —1°D7? T, “—Ai; + D! FIa dedn,
(2.138)

donde

0A;; OFE oF OF

aka 8fklhifh.7§ afz( 15”’],71 h ,ﬂh.hﬁ) + th thjﬂ?’

BD 87‘,70 87'56

ofc  Ofc © Ofx "

_8_E_1 2 ,0r + _21‘_,,_87‘,7

ofr ”afk 2 df

?_Ez____%rr or +1‘£6r,7 Ty Ore

f 1785  r2af, | r2ofy

3E3 2 87' 27‘5 87‘{ (2.139)

= oh T g

Los coeficientes de 9L/3 fi.-® son almacenados en G, matriz M x N. Notemos
que aunque las contribuciones a G de la parte lejana son nulas, cuando se
resuelve el sistema (2.75) y almacenamos en G los coeficientes 99 /0 fi es
entonces una matriz llena pues la parte lejana contribuye al ser los 0®;/0f
distintos de cero.

Campos y sus derivadas

Las expresiones de los campos en el problema de gotas presentan ligeras
diferencias respecto al problema anterior.
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La componente tangencial del campo se calcula por derivacién del poten-
cial a lo largo de la interfase. La expresién del campo en coordenadas locales
es

9% (dt\™ .
By = o (%) = (r’0 + 7",2,)1/2 Z Qihim, (2.140)
i=1

El campo total al cuadrado hay que computarlo a ambos lados de la
interfase.

T
= > D724;9,9;, (2.141)
t,7=1

donde A;;, D, Ey, E; y Ej3 estan definidos en (2.136, 2.137). Las derivadas
de los campos se obtienen por medio de

OE: < 1
afk 22 "7 1’7 2+r202

i ]-1

ar ar
- }: 0,0, h,,,h,,,,( P 292) (Qr,,af 2r 792) , (2.142)

1,7=1

OE? 0% 30D
—37;_,-;{ afkqu) Aij — 28;0;D afA

3A--
;. D2 Y 2.143
+0.0,07250 } | (2.143)

donde tenemos en cuenta las relaciones (2.139). Notemos que la derivada del
potencial respecto de f; es distinta de cero en general con lo que también lo
es la derivada de la presién eléctrica.

2.5.2 [Ecuaciéon de Young-Laplace

La ecuacién de Young-Laplace para la interfase de una gota descrita por

r = f(6) es

22+ 31 —cot0(ffo+ f3/f) — foof
(2 + f2)}

+AIl+xAllg+Bfcos§ = 0. (2.144)
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La forma débil de la ecuacién de Young-Laplace la obtenemos al multi-
plicar por gf?senf la ecuacién anterior y eliminar las derivadas segundas
mediante una integracién por partes. Para ello se tiene en cuenta que el
término de curvatura puede escribirse en la forma [Adornato, 1983]

. 2 2 -

9H = . ]_‘ sm0(2f +;f0) _i ff981n01 , (2145)
Pind | (p+ ) d0|(f2+ 13)5

donde ‘H = (k; + k2)/2, es la curvatura media local. En la integracién por

partes de la presidn capilar aparece

—gfef (f*+ f:)—% sen 0':0% , (2.146)

que para § = 0 se anula y no impondria nada. Sin embargo, la ecuacién
de Young-Laplace implicitamente obliga a que fy(0) = 0 cuando no existen
singularidades. En 6 = 7 /2, se anula si se tiene una condicién de Dirichlet
(linea de contacto fijada) pues entonces g = 0. Si se tiene el 4ngulo de
contacto a fijado la expresién anterior entra en la ecuacién débil como un
sumando de la forma

—ahf (fP+f2)7?

Si este angulo es a = 90° entonces también se anula. La ecuacién que resulta
es

= — gf cos alo:g- , (2.147)

0:%

[ {80+ xatis + Breost) g + (7 + ko

+ (F2g+ ffogo) (F2 + f2) 77 } senfdf — gf cos aly_z = 0,(2.148)

Los términos de (2.148) pueden obtenerse a partir del calculo de varia-
ciones sobre la energia almacenada. Asf los términos debidos a la curvatura
se obtienen variando la expresién de la superficie descrita por r = f(8), o

sea, 65 =& [ fsen0(f% + f2)/2d0.

2.5.3 Sistema de ecuaciones y matriz jacobiana

El sistema de ecuaciones discreto que aparece de (2.148) por aplicacién del
MGEF es

E:/z {[AH+xAHE+chosﬂ]f2v,-+(f2+f92)%v,~
0
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+ F(F+ D) (foi fev,-,,,)} senfdf =0, i=1,...,N, (2.149)

donde f se aproxima por f = Efil fiv;. La numeracién de los nodos de
la interfase es creciente correspondiendo f; a § =0 y fy a 6 = x/2. Si
tenemos una condicién de dngulo de contacto fijado, se afiade a la ecuacién
Fy el término — fy cos a.

La ecuacién de volumen fijado se obtiene por sustitucién de la aproxi-
macion de f en

z
Fnyg = / fPsenfdf—1=0. (2.150)
0
Y la ecuacién Fy,, es la de continuacién en el parametro arco (2.71).
Los coeficientes de la matriz jacobiana, escribiendo sélo aquellos distintos

de cero y sin tener en cuenta las condiciones de Dirichlet, son (i, variando

desde 1 hasta N):

JOAIlg
of;
+ (24 £2) 72 [3fvivi + fo(vivie + vjvig) + foigv;e)

—F (P + 1277 (foi + fovio)(fo; + fovj,g)} sen6d0, (2.151)

fro;

Jij = / { [2AI1 4 2xAIlg + 3B f cos 0] fuiv; + x

Jiny1 = / f2v; sen 840, (2.152)

INy1,; = 3/f2v,- sen 6d0, (2.153)
dz} )

JN+2’j=—a.—9—, ] = 1,,N+2 (2154)

Los coeficientes debidos a las derivadas respecto del paradmetro A son:
e si A = B,
JiNy2 = /fzvi cos § sen 0d0, (2.155)

e si =y,
JiNy2 = /fzv,-AHE sen 6d6. (2.156)
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Para tener en cuenta condiciones de contorno de Dirichlet (caso de gota
anclada) sobre la matriz anterior debemos obligar a que las derivadas respecto

de fn sean
Jia :51',N, t=1,...,N+2, (2157)

donde §;; es la funcién delta de Kronecker. Si las condiciones son de angulo
de contacto fijado al elemento de Jyn se le afiade el término — cos a. Esto
completa la formulacion para el caso de gotas.



Capitulo 3

Resultados numéricos

En este capitulo presentamos los resultados obtenidos para los puentes liqui-
dos y las gotas en presencia de campos eléctricos. Para cada uno de los
problemas se analiza primero la fiabilidad de las soluciones numéricas y a
continuacion se presentan los resultados sobre las formas de equilibrio y los
diagramas de bifurcacién. En el caso de los puentes liquidos, hacemos un
estudio en las proximidades de la configuracién cilindrica con y sin gravedad,
y extendemos este estudio a formas de volumen arbitrario. En el caso de go-
tas, analizamos primeramente las gotas libres para después hacer un estudio
del efecto del angulo de contacto (gotas apoyadas) y del radio de contacto
(gotas ancladas).

3.1 Estimacidon de errores. Puentes

En esta seccién estudiaremos la fiabilidad de nuestras soluciones numéricas
y fijaremos los parametros que determinan la malla de elementos, como son
el nimero de elementos en cada subdominio o la longitud R.. Analizamos
primero el caso sin campo eléctrico para después abordar el problema com-
pleto. Nuestro objetivo es tener una idea de la magnitud de los errores
esperables con la discretizacién que hemos elegido.

Previamente al anélisis de errores de la discretizaciéon hemos de tener
en cuenta que existe un error adicional debido a que las ecuaciones son no
lineales y hemos empleado un método de iteracién para obtener la solucién.
La solucién numérica que se da es sélo una aproximacién de la solucién del

89
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sistema discreto, que es a su vez una aproximacién de la solucién del problema
continuo. Como se vio en el capitulo precedente el método de iteracion usado
es el método de Newton-Raphson. La teoria de andlisis numeérico nos dice que
la convergencia del método de Newton-Raphson es cuadratica [Press, 1989)].
Esto es, el error en la iteracién n + 1 esta relacionado con el error en la
iteracién n, para n grande, por

Ent+1 = 06721, (3.1)

donde € es una medida de la distancia a la solucién del sistema de ecuaciones
no lineales. Este resultado es de utilidad para comprobar que la matriz
jacobiana del sistema ha sido calculada correctamente. Los experimentos
numéricos realizados pasaron este primer test al comprobar que el exponente
de convergencia del método iterativo era préximo a 2.

Las iteraciones finalizan cuando la diferencia entre la solucién de la it-
eracion n+ 1 y la de n es menor que una determinada cota. En nuestro caso
hemos tomado

|Xnt1 — X,] < 1078, (3.2)

3.1.1 Analisis sin campo eléctrico

Las formas de equilibrio axisimétricas y su estabilidad han sido amplia-
mente estudiadas en la literatura. De entre estos resultados vamos a com-
parar nuestras soluciones numéricas con las formas de equilibrio catenoides

analiticas y con los resultados para los puntos criticos sin gravedad dados en
[Martinez, 1986] y con gravedad dados en [Coriel, 1977].

Formas catenoides

Al imponer que el salto de presiones entre los medios interior y exterior sea
igual a cero, AIl = 0, aparece como solucién de equilibrio una catenoide. La
forma catenoide es la superficie de revolucién de drea minima que se apoya
entre dos aros separados una distancia dada cuando no existe restriccién en
el volumen de la forma de equilibrio. Cuando el radio de estos aros es el
mismo, la solucién f(z) es de la forma

ﬂdzcmg. (3.3)
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Figura 3.1: Valores de Cpum = f(0) para formas catenoides.

La condicién de anclaje determina la constante C mediante

F=A) = f(A) = C’ch—é— _1. (3.4)

En la figura 3.1 se muestra el valor de C' como funcién de A. Vemos que
existe un valor maximo de A a partir del cual no hay solucién catenoide. Este
valor es A = 0.6627434 con C = 0.5524341. En nuestro programa dados A y
7 hallamos numéricamente AII, que ha de ser cero, y f(0), que ha de valer
C. El valor del parametro 7 de una forma catenoide en funcién de C' y A es

1 c? [ L 24 2A QA] .

T=g5x [f( N2 dz—4A 8 +? (3.5)

En la tabla 3.1 tenemos la comparaciéon entre los resultados exactos y
numéricos. El nidmero de elementos usados es N. Vemos que los errores
para N = 5 son menores de 1.6 x 10~%. Como era de esperar al aumentar
la deformacidn, esto es C, aumenta el error. También analizamos cémo
disminuye el error en un punto dado al aumentar N. En concreto se ha
elegido el punto de A maxima para que exista forma catenoide. Con una ley
para los errores del tipo € = Kh?, siendo K una constante que no depende de
N, h la anchura del segmento y ¢ el error, el exponente que hemos obtenido
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N A c IC = Cuuml Al

5 | 0.10000000 | 0.9949705 | 0.8 x 10~¢ | 1.6 x 10~*
5 | 0.20000000 | 0.9795106 | 0.4 x 10~% | —1.9 x 10~5
5 | 0.30000000 | 0.9523568 | 1.4 x 10~° | 2.5 x 10~°
5 | 0.40000000 | 0.9107380 | 1.1 x 10~ | 7.9 x 10-©
5 | 0.50000000 | 0.8483379 | 5.7 x 10~° | 2.8 x 10~°
5 | 0.60000000 | 0.7450711 | 2.2 x 10~° | 6.2 x 10~5
5 | 0.66274342 | 0.5524341 | 1.6 x 104 | 1.0 x 10~*
10 | 0.66274342 | 0.5524341 | 6.6 x 1075 | 6.2 x 10~°
15 | 0.66274342 | 0.5524341 | 2.1 x 10~ | 1.4 x 10~%

Tabla 3.1: Resultados numéricos para formas catenoides.

para AIl 6 C es p ~ 4. Vemos pues que sin campo aplicado la convergencia
del valor de f en los nodos es de orden cuarto.

Puntos criticos

En la tabla 3.2 comparamos nuestros resultados de minimo volumen estable
sin gravedad y discos iguales con los dados en [Martinez, 1986] para distintos
valores de A. El nimero de elementos empleados es N = 10. Estos puntos
han sido calculados partiendo de una solucién estable conocida fijado A y
disminuyendo 7 hasta encontrar un punto critico. Vemos que el error relativo
es siempre menor que 2.2 x 1073, También es de hacer notar que el punto
de A = 2.0 es un punto limite mientras que los restantes puntos criticos
presentados son puntos de bifurcacién. Esto esta totalmente de acuerdo con
los resultados presentados en [Martinez, 1983] donde se muestra que para
valores de A mayores de A = 2.128 el criterio de estabilidad viene marcado
por un punto de bifurcacién y para valores menores el criterio viene marcado
por un punto limite.

En la tabla 3.3 tenemos la comparacién de nuestros resultados de B
maximo con los dados en [Coriel, 1977] para distintos valores de A con puen-
tes liquidos de volumen cilindrico y discos iguales. El mimero de segmentos
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A T |7 = Toum|/7T
4.0 | 1.747 | 7.1 x107*
36| 1.346 | 9.3x 107
3.2 1.037 | 9.0x 10
2.810.8102 | 7.0x 10~
2.4 10.6568 | 9.5 x 10
2.0 [ 0.5650 | 2.2 x 1073

Tabla 3.2: Resultados numéricos para el volumen minimo estable.

A B |B — Bpuml|/B
3.12 1 2.58 x 10~ 2.3 x 1072
3.10 { 7.02 x 10~* 1.1 x 1072
3.05{239%x107%| 58x10"3
2.96 | 7.22x1073| 3.2x1073
2.85 | 1.62 x 102 —

2.60 | 5.18 x 10~2 —

Tabla 3.3: Resultados numéricos para el nimero de Bond maximo.

empleados es N = 10. Estos puntos se han calculado partiendo de una forma
estable conocida fijado A y aumentando B hasta encontrar un punto critico.
En este caso siempre hemos encontrado un punto limite. Vemos que la di-
ferencia relativa entre nuestros resultados y los presentados en [Coriel, 1977]
decrece al disminuir A, esto es, al aumentar el nimero de Bond critico. De
hecho, a partir de A = 2.85 no encontramos diferencia. Como es de prever
en un método numérico el error relativo en la determinacién del B critico
aumenta al tender éste a cero y ser del mismo orden que los errores propios de
la discretizacién. Con este mimero de segmentos el error en la determinacién
de B critico es de un uno por ciento o menor a partir de B =7 x 1074,
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Figura 3.2: Punto de anclaje.

3.1.2 Analisis con campo eléctrico

En esta seccién analizaremos el efecto del anclaje sobre la solucién del poten-
cial, el efecto de R, sobre la presién eléctrica y como punto final trataremos
de ver el error esperable. Para elegir una malla particular analizaremos cémo
es la presion eléctrica para distintos valores de los parametros de la red fijada
una interfase.

La unica solucion analitica conocida al problema completo con campo
eléctrico es la solucién cilindrica. Sin embargo, como medida del error espe-
rable con la discretizacién no es 1til ya que la solucidn cilindrica esta incluida
entre las funciones del espacio del método de elementos finitos. En efecto,
la interfase esta descrita por una constante y el potencial es lineal, luego
los elementos cuadraticos pueden describir exactamente esta solucién. Nos
puede servir como un primer test ya que la solucién que obtenemos ha de ser
exacta.

Como resultados exactos para comparar contamos con la solucion del
problema de potencial perturbado de primer orden para una pequeiia defor-
macion respecto de la interfase cilindrica, y los puntos criticos de la solucién
cilindrica variando el campo dados en [Gonzalez, 1989].

Linea de contacto

La linea de contacto, la interseccién entre los electrodos y la interfase, consti-
tuye un contorno no suave en la frontera entre dieléctricos. Estos contornos
no suaves los llamamos puntos de esquina. En general, cerca de este punto el
potencial no puede ser una funcién suave, pudiendo aparecer singularidades
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en alguna de las derivadas [Strang, 1973]. Como explicacion observemos que
en los puntos de esquina se tienen condiciones de contorno que cambian brus-
camente a cada lado y justo en el punto de esquina entran en conflicto. Asi,
en el punto de anclaje se tienen una condicién de Dirichlet en el electrodo y
otra de Neumann en la interfase y sélo en muy determinados casos pueden
cumplirse a la vez con valores no nulos y finitos de los campos. En el apéndice
B se analiza cémo es la singularidad en funcién del 4ngulo con que arranca la
interfase y de la razén de permitividades. Como conclusién general se tiene
que para > 1 el campo puede tender a infinito si a € (0,7/2) 6 a cero
si a € (v/2,7), (ver figura 3.2). Si B < 1 la situacién es la contraria, que
corresponde a un simple intercambio en las permitividades.

Esta pérdida de regularidad de la solucién se nos puso claramente de ma-
nifiesto al observar la presién eléctrica con un mallado formado tnicamente
por elementos cuadrangulares (sea ésta la malla (). Para algunas interfa-
ses la presién eléctrica presentaba un salto en el elemento que contiene al
punto de esquina. Hemos considerado que una forma de mejorar el resulta-
do numérico era dividir cada elemento cuadrangular conteniendo la linea de
contacto en dos elementos triangulares (ver figura 2.9 del capitulo anterior).
Sea esta la malla T. Esto permite que el potencial varie de forma brusca
desde los electrodos, donde tenemos la condicién de potencial fijado, hasta la
interfase, donde se tiene una condicién de contorno natural, como es la con-
tinuidad de la componente normal del vector desplazamiento (implicitamente
impuesta en la formulacion del MGEF). Ademas, para aumentar la precisién
el tamaifio de los elementos es mas pequeno cerca del anclaje.

En la figura 3.3 presentamos la presién eléctrica obtenida para una in-
terfase con forma f(z) = 1 + 0.3sen(w(z + A)/A) mediante los dos tipos de
malla. Los resultados corresponden a un problema con A = 3, § = 0.55 y
Ry = 2. En éstos, el nimero de elementos es N, = 10 en direccién axial y
es Nyi = 3, N, = 3 en direccién radial en el interior y exterior del puente
respectivamente. La forma sinusoidal presenta los dos tipos de angulo con
que puede arrancar la interfase de los electrodos. Como podemos observar la
presion eléctrica obtenida por la malla @ presenta una oscilacién en el lado
de z = —3; mientras en z = 3 esta oscilacién no se observa. Esto confirma
numéricamente el hecho de que a un lado el campo es menos regular que al
otro. Para z = —3 estamos en el caso de a € (7/2, ) con lo que el campo
ha de tender a infinito al ser B < 1. Para z = 3 se tiene a € (0,7/2) y el
campo ha de tender a cero. Vemos que la malla T no presenta ese salto y es
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Figura 3.3: Presién eléctrica obtenida por la malla @ (linea continua) y por la malla T
(linea a trozos). '

por tanto mas apropiada para describir el potencial.

Como resultado de estos experimentos numéricos hemos observado que
si el angulo de contacto difiere poco de 7/2 o la razén de permitividades
se aproxima a 1 los problemas se atendan. También si aumentamos el re-
finamiento en la zona del anclaje. En cualquier caso los resultados con la
malla conteniendo tridngulos cerca del anclaje eran mejores. Esto nos hace
elegir un mallado como el presentado en el capitulo anterior con mds detalle
cerca de los puntos de anclaje.

Efecto de R

Hemos realizado distintas pruebas para conocer el efecto de R, en la presién
eléctrica. Sabemos que la contribucién al potencial de un objeto entre placas
plano-paralelas ha de decaer bisicamente de una forma exponencial con la
distancia al eje (ver, por ejemplo, [Jackson, 1975]). Légicamente la influencia
de R, sobre el potencial cerca del eje ha de ser cada vez menor al aumentar
R.

Hemos realizado una serie de pruebas numéricas tomando una interfase
fija y aumentando la distancia R, pero incrementando el niimero de elemen-
tos en direccion radial para mantener constante el tamaiio de los elementos.
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Figura 3.4: Valores de la presién eléctrica para: (+) Roo = 2, (¥) Roo =4, (0) Roo =6y
(x) R = 8.

En la figura 3.4 presentamos un ejemplo para el caso A = 4, § = 0.55 y la
interfase dada por f(z) = 1 + 0.5sen(w(z + A)/A). Vemos que la presién
eléctrica para cada z tiende a un valor a medida que crece Ro,. Como resul-
tado de distintos experimentos numéricos hemos observado que al crecer A
ha de crecer R, pero cuanto mayor es la deformacién de la interfase menor
es la influencia de R, en Allg.

Cuando las deformaciones son pequenas respecto de la forma cilindrica
podemos comparar la presién eléctrica numérica con los resultados analiticos
del problema de potencial perturbado. Sea una interfase f(z) = 1 + €g(2)
con € << 1, entonces el potencial toma la forma ® = z + eV¥. La ecuacion
para ¥ es la de Laplace en cada medio,

V2 = 0, (3.6)

con las condiciones de contorno
U(r,+A) =0, (3.7)
A[¥],=1 =0, (3.8)

A [%—‘I’] _=6-vE (3.9



98 CAPITULO 3. RESULTADOS NUMERICOS

lim ¥ =0, (3.10)
ov
=0. 3.11
=" (3.11)
La solucién expresada en un desarrollo en funciones de variales separadas
es
Uin = ZA fo(zar) sen(zn(z + A)), (3.12)
n=1 IO(
had Ko xnr)
ex = n A 3 .13
Zl ARl sen(z,(z + A)) (3.13)

donde n es un numero entero, Iy y Ky son las funciones modificadas de Bessel,
z, = nn/2A y donde A, es

A dg
o . d
A, = 2’3 1) dz sen(enlz + 4) Z. (3.14)
" nw Ki(z,) Ii(zn)

Ko(z,) Io(zn)

La presién eléctrica toma entonces la forma

Allg = é§_+ ca-1) a (3.15)

r=1

Podemos entonces encontrar 0¥ /0z en r = 1 analiticamente y numéricamen-
te y compararlos. La expresién del desarrollo en serie de 0¥ /0= es

ov

o Z Az, cos(zq(z + A)). (3.16)

r=1  p=)

Hemos elegido dos tipos de funciones para g, una simétrica
s
q(z) = 2sen(§X(z + A)), (3.17)

y otra antisimétrica
7
g92(2) = sen(K(z + A)). (3.18)
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Figura 3.5: Presion eléctrica para g; con A = 3. En trazo continuo el resultado analitico.
Resultados numéricos: (-) Roo = 2, (+) Roo = 4, (¥) Reo = 6.

En las figuras 3.5, 3.6, 3.7 presentamos la comparacién del resultado
analitico y numérico, donde 0¥ /0z en r = 1 aparece como ¥,. La permi-
tividad es # = 0.55. Los resultados numéricos se presentan para. distintos
valores de R,. Las figuras 3.5 y 3.6 tienen la misma esbeltez A = 3 pero
una corresponde a g; y otra a g;. La figura 3.7 es para un puente de esbeltez
A = 6 con un perfil dado por g». En todos los casos el parametro pequefio
vale € = 0.01. Los resultados numéricos al crecer R, tienden a un valor li-
geramente distinto del resultado analitico. Sin embargo, tengamos en cuenta
que la convergencia se tendria para un tamafio tipico de elemento tendiendo
a cero. En estos resultados N, =10, N;; =3 y Nye ~ 3(Ro — 1).

Como conclusiones de este estudio observamos que R, ha de ser mas
grande para formas antisimétricas que para formas simétricas y que crece
con A, siendo R, = 2A un valor aceptable.

Pruebas de convergencia

Para el problema completo de encontrar la interfase de equilibrio con campo
hemos realizado una serie de experimentos de convergencia para los valores
de la interfase y para los del punto critico.

En la tabla 3.4 se presentan resultados para el valor de la interfase en
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Figura 3.6: Presion eléctrica para go con A = 3. En trazo continuo el resultado analitico.
Resultados numéricos: (-) Roo =2, (+) Roo =4, (%) Roo = 6.
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Figura 3.7: Presién eléctrica para g» con A = 6. En trazo continuo el resultado analitico.

Resultados numéricos: (-) Reo =2, (+) Roo =4, (*) Roo = 6, (0) Roo = 8.
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1/h 8 10 12 14 16
f(z=0) || 0.79826 | 0.79800 | 0.79785 | 0.79776 | 0.79769
ALl || -2.26858 | -2.26809 | -2.26779 | -2.26760 | -2.26747

Tabla 3.4: Convergencia para f(0) y AIL

1/k 8 10 12 14 16
f(z=0) [ 1.157841 | 1.158188 | 1.158380 | 1.158498 | 1.158575
AIl || -2.93269 | -2.93237 | -2.93287 | -2.93298 | -2.93306

Tabla 3.5: Convergencia para f(0) y AIL

z = 0 y para AIl. Han sido obtenidos para un puente liquido con 8 = 5.0,
7 = 0.75, x = 0.625, R, = 2 en ausencia de gravedad. El tamano de los
elementos dentro de una malla es aproximadamente el mismo, esto es, sin
refinamiento de la red (lo llamaremos mallado regular). Sea h una medida
tipica del tamafio de los elementos, en concreto en la tabla es el inverso del
nimero de elementos en direccién z. Los datos se adaptan a un exponente
de convergencia en torno a p = 1.7. La diferencia relativa entre el valor de
f(0) para 1/h = 10 y el valor al que parece tender, f(0) = 0.797409, estd
alrededor de 7 x 1074,

Sin embargo, para los valores de la tabla 3.5 el exponente parece ser
p = 1.9. Los resultados corresponden a un puente de § =2, A =4, 7 = 1.25,
X =4, R, =2 y sin gravedad. Para 1/h = 12 la diferencia relativa de f(0)
con el valor al que tiende, f(0) = 1.1588, es de 4 x 10~%.

Las conclusiones de estos y otros experimentos es que el exponente de
convergencia es como maximo p = 2 cuando hay campo aplicado. Este expo-
nente depende del problema considerado, sobre todo del angulo de arranque
de la interfase y de . Por otro lado, en ambos casos hemos comprobado que
el empleo de un mallado no regular mds fino cerca de la interfase y de los
electrodos permite disminuir el error respecto del valor al que converge.

A las mismas conclusiones llegamos al analizar los resultados de la tabla
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N, 8 10 12 14 16
X critico || 3.56896 | 3.56147 | 3.55746 | 3.55503 | 3.55344

Tabla 3.6: Convergencia para punto critico.

3.6. En ésta presentamos el valor del campo eléctrico critico para el caso de
un puente que no es estable sin campo, realizado para un mallado regular. El
campo critico corresponde a un punto limite. Estos puntos se han calculado
partiendo de una interfase y disminuyendo y desde un valor grande. Los
datos del problema son § = 0.55, A =4, 7 =1, B = 0015y R, = 2.
El exponente de convergencia al que se adaptan los resultados numéricos es
p = 2. Resultados obtenidos con un mallado con elementos mas pequefios en
torno al punto de anclaje disminuyen el error respecto del valor de x critico
al que parece tender, x. = 3.54827.

Puntos criticos para la familia cilindrica

En los resultados que presentaremos en las préximas secciones hemos elegido
R, = 8 para A < 4y Ry, = 2A para A > 4. El niumero de elementos
elegidos en cada direccién ha sido N, = 10, N,; = 3 y N, = 11, con una
razén entre las longitudes de los lados de elementos consecutivos de 1.21
tanto en direccién radial como axial de forma que el tamaiio de la red es més
fina en las cercanias del anclaje.

En la tabla 3.7 comparamos los valores criticos x. obtenidos numérica-
mente con los resultados analiticos dados en [Gonzélez, 1989] para la primera
bifurcacién de la familia cilindrica en el caso § = 0.55. La precisién de los
resultados nos indican que el problema eléctrico gobierna los errores pues
con campo aplicado éstos son mayores. Ademds vemos que la precisién de la
presente aproximacion con elementos finitos decrece al aumentar la esbeltez
A. Como explicacién observemos las formas de las autofunciones criticas
que se obtienen en los puntos de bifurcacién (figura 3.8). Vemos que éstas
presentan un corrimiento del maximo hacia los extremos del puente a medida
que A crece. En realidad, la verdadera distancia del maximo a los extremos
se mantiene mas o menos constante al crecer A, siendo la distancia medida
en unidades de A la que disminuye. Esto indica que se hace necesario un
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A | xa (analitico) | xgr (elementos finitos) | 100|(xa — XEF)/Xal
3.50 1.6970 1.6936 0.20
4.00 3.8683 3.8698 0.04
4.50 5.9175 5.9292 0.20
5.00 7.9167 7.9462 0.37
6.00 11.924 12.020 0.80
7.00 16.078 16.292 1.33
8.00 20.454 20.868 2.02

Tabla 3.7: Precisién de la presente discretizacién de los puntos de bifurcacién de la familia
cilindrica.

0.4 T u T T T — T v T

~0.4 i . 1 1 1 s 1 1 1
-0.4 -0.2 o} 0.2 04

z/2A

Figura 3.8: Formas de las autofunciones en los puntos de bifurcacién: (—) A = 4, (- -)
A=5(--")A=6,y(--)A=T.
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mallado mds fino cerca de los extremos para mantener el mismo orden de los
errores al crecer A. Esto se ha verificado en el caso de A = 8, en el que con un
numero de elementos mayor, N, = 12, y razén entre lados de elementos igual
a 1.32, el error se reduce desde el valor de la tabla 2.02% hasta 0.5%. Para
hacer un estudio con A muy grande se hace necesario cambiar el esquema del
mallado, tratando de aprovechar las simplificaciones que una longitud axial
grande introduce y distribuir los elementos alli donde mas se necesiten.

3.2 Resultados de puentes liquidos

Ahora presentamos el estudio de puentes liquidos sometidos a campos eléc-
tricos que hemos realizado con la discretizacién elegida dada en la seccion an-
terior. Veremos primero el caso de puentes liquidos en ausencia de gravedad
y después el efecto de una gravedad residual sobre las formas de éstos y su
estabilidad. Aunque el método es aplicable a valores arbitrarios del nimero
de Bond, nos hemos restringido a valores pequefios de la gravedad, B < 0.1,
porque estamos interesados basicamente en puentes liquidos esbeltos. La
mayoria de los resultados se presentan para una razén de permitividades de
B = 0.55 que es el valor experimental que aparece en [Gonzalez, 1989].

3.2.1 Ausencia de gravedad
Formas de equilibrio

Aqui presentamos la evolucién cuasiestatica de formas de equilibrio estables
cuando aumenta el campo aplicado. Partimos de un puente que en ausencia
de campo se sabe que es estable y analizamos su forma al aumentar .

En la figura 3.9 se muestra la evolucién de un puente liquido con 7 = 2,
A =3,y B = 0.5. Amedida que aumenta el campo (a medida que aumenta x)
la forma de equilibrio se va alineando con la direccién del campo exceptuando
una zona cercana a los electrodos donde se cumple la condicién de radio de
anclaje fijo. Este alineamiento de la interfase se observa para cualesquiera
valores de 7 y de f # 1. Como vemos las formas de equilibrio son simétricas
respecto del plano medio.

La representacion del potencial perturbado ¥ definido como

V=02, (3.19)
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Figura 3.9: Evolucién cuasiestatica de un puente liquido a medida que aumenta x. (B = 0)

el potencial total menos el potencial lineal, nos sirve para entender el mecan-
ismo de evolucién de la interfase (ver figura 3.10). Este potencial ¥ es el
creado por las cargas de polarizacién. Las lineas de nivel nos sirven para
determinar la situacién de las cargas de polarizacion en la interfase, pues las
lineas se concentran en torno a las cargas. La suma del campo que crean las
cargas de polarizacién y el campo constante aplicado es el campo total. El
potencial es antisimétrico respecto del plano medio dando lugar a una presién
eléctrica simétrica. El campo perturbado es tal que hace disminuir el campo
total en la zona central del puente y lo hace aumentar en la zona cercana a
los anclajes. Recordemos la figura 3.5, en ella se representa ¥, en la interfase
para S = 0.55. En ésta, ¥ estd escalado con ¢, la desviacién respecto del
cilindro. La presién eléctrica tiene, en general, la misma forma que la que se
obtiene del anélisis de perturbacién. La presién eléctrica perturbada es un
término constante mas otro de la forma (8 — 1)¥,. El término constante
sélo hace cambiar el valor de AIl. Puesto que una presiéon Allg > 0 indica
un esfuerzo hacia el interior y al ser en este caso 3 — 1 < 0, las tensiones
son positivas en el centro y negativas en los extremos tratando de alinear la
interfase. Si f — 1 > 0 las cargas de polarizacién cambian de signo y, por
tanto, ¥, cambia de signo también. Se tiene de nuevo que las tensiones son
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Figura 3.10: Equipotenciales de ¥ = & — 2 para un puente liquido con 7 = 2, § = 0.5,
A=3. (a) x =0.01 y (b) x = 5. El valor de las equipotenciales crece desde las lineas de
puntos a las lineas continuas.

positivas en el centro y negativas en los extremos. Por otro lado, para € < 0,
un puente con menos volumen que el cilindrico, se obtiene el cambio de signo
necesario en (8 — 1)U, para que las tensiones traten de alinear la interfase.

Bifurcacién de la solucién cilindrica

La solucién cilindrica existe para cualquier valor de 3, x, A fijados 7 =1y
B =0 y viene dada por
-1

f(z) =1, All = -1 — —5 X O(r,z) = z. (3.20)
Es bien conocido desde los trabajos de Plateau y Rayleigh que en ausencia
de campo eléctrico el cilindro es estable para valores de A menores que 7.
Este limite de estabilidad corresponde a una bifurcacién subcritica con el
autovector de bifurcacion mostrando una forma antisimétrica en torno al
plano medio z = 0 [Martinez, 1983, Vega, 1983]. Para valores mayores de
A aparecen nuevas bifurcaciones, mostrando alternativamente autofunciones
simétricas y antisimétricas con un nimero de ondulaciones creciente con A.
Sin embargo, no tienen influencia en la estabilidad de las formas de equilibrio.
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Figura 3.11: Formas de la familia bifurcada.

Nosotros nos hemos restringido a las bifurcaciones que cambian la estabilidad
de las formas liquidas. Cuando se aplica un campo eléctrico en direccién
axial el criterio de bifurcacién es tal que el valor critico de A crece con x
y el autovector de la primera bifurcacién (la que provoca la inestabilidad)
presenta una forma antisimétrica [Gonzélez, 1989] como el caso sin campo.

Aqui extendemos el estudio a la familia que se bifurca para un valor
arbitrario de x. En la figura 3.11 presentamos algunas formas de equilibrio
de esta familia a medida que x crece en el caso de § = 0.55 y A = 4. Como
vemos la deformacién aumenta para x creciente. Las interfases tienen forma
de anfora y pueden tener el cuello del anfora tanto por encima como por
debajo del plano z = 0.

En la figura 3.12 representamos la amplitud de la deformacién de la
familila bifurcada como funcién de x para § = 0.55 y diferentes valores
de A. La amplitud de la deformacién est4 representada por

e = \/% /_ () -1 ds, (3.21)

que es la distancia en la norma L, de la forma de equilibrio a la forma
cilindrica. De la figura es evidente que la bifurcacién permanece subcritica,
los cilindros estables son aquellos que tienen valores de x mayores que el
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Figura 3.12: Amplitud de la familia bifurcada para diferentes valores de A.

de bifurcaciéon. Cada punto de la gréfica representa dos posibles formas de

equilibrio con el cuello de anfora encima o debajo del plano medio z = 0. En

un desarrollo local cerca del punto critico las ramas de bifurcacién son de la
(3.22)

forma
— 1 2
X =Xc+ 5":5 ’
siendo « la curvatura y x. el valor del pardmetro en la bifurcacién. Los valores
numéricos obtenidos para la curvatura a partir de los resultados anteriores
indican un crecimiento de la curvatura con A. Asi por ejemplo, x = 46.8
para A = 3.142 y k = 73.6 para A = 5. Por tanto, el puente liquido se
pues son necesarias deformaciones menores para llevarlo a la forma inestable.

Sin embargo, para ser rigurosos ha de tenerse en cuenta que imponer una

hace mas sensible ante pequefias deformaciones a medida que A aumenta,
determinada deformacion a la interfase podria exigir mas energia en presencia

de campo eléctrico.
Bifurcacién para formas de volumen arbitrario
En ausencia de gravedad, consideraciones estaticas muestran que cuando el
limite de estabilidad de minimo volumen se alcanza, la forma de desestabi-
lizacién depende de la esbeltez [Meseguer, 1983, Sanz, 1983]. Para valores
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de A < 2.128 el criterio de estabilidad est4 marcado por un punto limite y
consecuentemente la perturbacién critica porta toda la simetria del estado
de equilibrio. De este modo, el proceso de ruptura del puente liquido ha
de ser simétrico, pues esa es la simetria del estado de equilibrio, y ha de
conducir a un estado final de dos gotas de igual volumen. Por el contrario,
para A > 2.128 el criterio de estabilidad estd marcado por un punto de bi-
furcacién con una familia que se bifurca que es no simétrica. Puesto que la
perturbacién critica (la autofuncién de la bifurcacién) es antisimétrica, es de
esperar que la ruptura sea no simétrica conduciendo a dos gotas de volimenes
desiguales. Los experimentos muestran una ruptura simétrica para A < 2.128
y no simétrica para A > 2.128 [Sanz, 1983], de acuerdo con las predicciones
tedricas.

En la figura 3.13 se muestra el diagrama de bifurcacién computado por
nuestro método para un puente liquido de A = 2.6 en ausencia de campo
eléctrico. El pardmetro que hemos elegido para representar la forma de equi-
librio es 2, la distancia al cuadrado a la forma cilindrica. Con trazo continuo
se representan la parte del diagrama que corresponde a formas estables. Sélo
aquellos puentes con un volumen mayor que 7. = 0.725, el volumen de bi-
furcacién, son estables. Por ejemplo, podemos formar un puente cilindrico y
extrayendo volumen de una forma cuasiestitica vamos recorriendo la curva
hacia la izquierda hasta que alcanzamos el punto P, el punto de bifurcacién,
donde una familia no simétrica existe. Este proceso conduce a una ruptura
no simétrica del puente liquido.

Diagramas de bifurcacién similares se obtienen para valores de A cre-
cientes, siendo el efecto mds importante un desplazamiento hacia la derecha
del punto P sobre la curva correspondiente, asi para A = 7 este punto esti
colocado en 7 = 1. Para valores decrecientes de A la rama de bifurcacién se
mueve hacia la izquierda sobre la correspondiente curva. Para A = 2.128 el
punto de bifurcacién alcanza al punto de retorno. Si seguimos decreciendo el
valor de A el punto P se mueve sobre la rama superior. Asi para A < 2.128 la
rama que se bifurca no define mas el criterio de estabilidad. Mientras tanto,
el punto de retorno se mueve hacia la derecha (o hacia la izquierda) cuando
aumentamos (o disminuimos) A, pero su movimiento es menor comparado
con el del punto P.

El papel del pardmetro A sobre la estabilidad del puente liquido ha sido
considerado un poco en detalle porque la influencia del campo eléctrico sobre
la estabilidad es en muchas formas parecida a la influencia de A~!. Esto se
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Figura 3.13: €2 como funcién de T para un puente liquidocon A =2.6 y x = 0.

ilustrara en las figuras 3.14 y 3.15. En la figura 3.14 se muestra la influencia
del campo eléctrico sobre el diagrama de bifurcacién del puente liquido de
A = 2.6 con una razén de permitividades f§ = 0.55. Podemos ver que el
campo eléctrico modifica el diagrama de bifurcacién de dos formas. Primero,
la posicién de los puntos de bifurcacién y de retorno se mueven hacia valores
de 7 més pequefios (efecto de estabilizacién del campo eléctrico). Segundo, la
posicién relativa entre los dos puntos criticos va cambiando y ocasionalmente
el punto de bifurcacién alcanza al punto de retorno de manera similar a
cuando A decrece. Asi para un puente liquido cilindrico sometido a un campo
eléctrico correspondiente a x = 7 si vamos extrayendo liquido podemos tener
un volumen minimo estable de 7. = 0.518 que se rompera en dos gotas de
igual volumen.

En la figura 3.15 se ilustra el efecto estabilizante del campo eléctrico para
un puente liquido de A = 3.5 y § = 0.55. El incremento del campo eléctrico
desplaza la rama de bifurcacién hacia la izquierda decreciendo el minimo
volumen estable. Podriamos seguir aumentando el valor de x y de nuevo
obtendriamos un intercambio en las posiciones de los puntos de bifurcacién
y de retorno. Ya que en este caso A > 7 el puente cilindrico es inestable en
ausencia de campo eléctrico y la bifurcacién sucede para 7 > 1. El efecto del
incremento de la esbeltez ha sido trasladar los puntos criticos hacia valores
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Figura 3.14: Efecto de x sobre la estabilidad: €2 como funcién de 7 para un puente liquido
con A=26y f=0.55.

mayores de 7.

La figura 3.16 muestra los puntos singulares, de estabilidad marginal, en
el plano A-y para un conjunto de valores diferentes de 7 y fijado 8 = 0.55.
Estas curvas delimitan la regién de estabilidad para puentes liquidos de un
volumen 7 dado. La region estable estd sobre cada curva. Esto es, un puente
liquido de 7 dado puede mantenerse estable sélo si el par de valores (A, x)
pertenece a la region superior delimitada por la curva correspondiente. Para
X = 0 se reobtienen los resultados de minimo volumen sin campo aplicado.
La curva para 7 = 1 corresponde a la curva de bifurcacién de la familia
cilindrica. Podemos ver que el incremento del campo aplicado permite alargar
las columnas liquidas de un 7 dado. Vemos también que podemos reducir el
volumen de un puente liquido manteniéndolo estable incrementando el campo
eléctrico.

Finalmente examinemos el papel del parametro 3. Debido a que la es-
tatica del puente liquido estd dominada por la fuerza dieléctrica, y esta fuerza
es cero para § = 1 (permitividades de los liquidos iguales) es claro que 8 ha
de ser diferente de 1. Se ha demostrado [Gonzédlez, 1989] que 8 y B! juegan
un papel similar, siendo de poca relevancia cual de los dos liquidos forma
el puente liquido. De hecho la diferencia de comportamiento entre 8 y 87!
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Figura 3.15: Efecto de y sobre la estabilidad: €2 como funcién de T para un puente liquido
con A =35y 8 =0.55.

Figura 3.16: Curvas de estabilidad marginal en el plano A-x para distintos valores de 7.
La razon de permitividades es § = 0.55.
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Figura 3.17: Curvas de estabilidad marginal en el plano x-7 para distintos valores de g.
La razén de esbeltez esta fijadaa A = 3.

puede asignarse al hecho de la geometria cilindrica y esta diferencia ha de
ser cero para una interfase plana. En la figura 3.17 presentamos el minimo
volumen estable para un puente liquido con una esbeltez de A = 3 como
funcién de x. Para # = 1 el volumen critico es independiente del campo
eléctrico, 7. = 0.914, mientras que para valores de 8 diferentes de la unidad
el volumen critico disminuye. Para un valor dado de x el volumen critico
7. disminuye a medida que la diferencia entre las permitividades del medio
exterior e interior aumenta. Notemos que para § =3y 8 = 0.3 ~~ 1/3 las
dos curvas estdn préximas, de acuerdo con la simetria cualitativa del sistema
al intercambiar los dos liquidos.

3.2.2 Efecto de la gravedad

La influencia de una fuerza de gravedad axial sobre la estabilidad de los
puentes liquidos es bien conocida [Vega, 1983, Meseguer, 1990]. Las fuerzas
de gravedad axiales distinguen entre una forma no axisimétrica y su reflejada
respecto del plano medio z = 0. Esta ruptura de simetria excluye al cilindro
como una posible solucién para el caso 1 = 1. En su lugar las formas de
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equilibrio serdn anféricas, con el cuello del 4nfora por encima (o por debajo)
del plano z = 0 para valores positivos o negativos del numero de Bond.
También, la gravedad axial hace que el puente liquido sea menos estable
para una esbeltez dada o, en otras palabras, que la esbeltez maxima estable
decrezca cuando B crece para un valor dado de 7.

Nuestro objetivo es extender los resultados previos para determinar el
efecto de los campos eléctricos sobre las formas de equilibrio y la estabilidad.

Formas de equilibrio

Como en el caso de ausencia de gravedad presentamos la evoluciéon cuasi-
estatica de formas de equilibrio estables cuando aumenta el campo aplicado
sometidas a un campo gravitatorio axial dado.

En la figura 3.18 se muestra la evolucién de un puente liquido para el
casode 7 =1, A = 2.5, § = 0.5 con un nimero de Bond de B = 0.01. Como
podemos ver las formas de equilibrio presentan aspecto de anfora y a medida
que aumentamos el valor del campo aplicado tienden a la forma cilindrica.
En el limite de x — oo la interfase es cilindrica. Es importante notar que la
forma de la interfase con B # 0 se asemeja a las de la familia bifurcada del
caso B = 0. Esta serd la razén de la ruptura de la bifurcacién.

En la figura 3.19 representamos las lineas equipotenciales de ¥ = ¢ — z
para dos valores diferentes de x con el mismo puente liquido de la figura
anterior. El potencial ya no es antisimétrico respecto del plano medio; el
potencial perturbado, ¥, es proximo a ser simétrico lo que conduce a una
perturbacién de la presidn eléctrica antisimétrica (ver figura 3.6). En este
sentido la presién eléctrica perturbada sigue la simetria de las formas de
equilibrio (véanse las ecuaciones (3.14,3.16)). De modo que en la zona de
mas radio el término (8 —1)¥, serd positivo lo que implica un esfuerzo hacia
el interior, mientras que en la zona de menor radio serd negativo y aparece
un esfuerzo en direccién saliente, y el ya conocido efecto de alineamiento se
consigue.

Diagramas de bifurcacién de formas cuasicilindricas (7 = 1)

La influencia de una fuerza de gravedad axial residual sobre la estabilidad
de puentes liquidos cilindricos ha sido analizada en detalle en [Vega, 1983].
Se ha mostrado que el efecto de la gravedad es cambiar la naturaleza de
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Figura 3.19: Equipotenciales de ¥ = ® — z para un puente liquido con 7 = 1, # = 0.5,
A=25y B=0.01 (a) x =0.01y (b) x = 5. El valor de las equipotenciales crece desde
las lineas de puntos a las lineas continuas.
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la bifurcacién desde una bifurcacién tipo tridente a dos ramas de solucién
desconectadas y con la rama estable perdiendo su estabilidad a través de un
punto limite. Un estudio semianalitico basado en el método de Lyapunov-
Schmidt ha incluido también el efecto del campo eléctrico [Gonzéilez, 1993].
De este ultimo estudio podemos ver que la gravedad siempre rompe la bifur-
cacion subcritica tipo tridente en dos ramas desconectadas. En el presente
trabajo extendemos el andlisis local de [Gonzélez, 1993] a perturbaciones de
amplitud finita de la forma de equilibrio.

En la figura 3.20 se muestra la deformaciéon &€ como funciéon de x para
un puente de 7 = 1, A =4 y 8 = 0.55 en dos casos: sin gravedad, B = 0,
y con una pequeinia gravedad residual, B = 0.01. Como comparacion se
presenta el diagrama local (curva de puntos) obtenido por el método de
Lyapunov-Schmidt [Gonzélez, 1993]. Con trazo continuo se representan las
partes estables del diagrama. Valores negativos de € corresponden a formas
que tienen el cuello de anfora bajo el plano z = 0. Puesto que la gravedad ha
roto la simetria original respecto del plano medio, la bifurcacién subcritica
desaparece dando lugar a dos familias de formas de equilibrio separadas.
La rama estable se determina porque esta conectada a los cilindros estables
para x — 0o y € — 0. Como se ve de la figura el nuevo campo eléctrico
critico se determina por la localizacién de un punto limite y es un campo maés
grande que el campo de bifurcacién del caso B = 0. Es de notar el rapido
aumento de la deformacién al acercarnos al punto critico. De la comparacion
con el método local vemos que existe muy buen acuerdo para |e| < 0.2 Este
resultado puede usarse como regla para estimar el rango de validez de los
resultados locales. Para este nimero de Bond, B = 0.01, el valor critico del
campo computado por el método de elementos finitos fue x. = 5.856 y por
el método perturbativo x. = 0.5814, siendo la diferencia relativa de 0.7%.

La figura 3.21 presenta la defomacién &€ como funcién de B para tres
valores de x en el caso 7 = 1, A = 4, # = 0.55. Valores de € negativos corre-
sponden a formas de dnforas invertidas. De la figura es evidente la completa
simetria entre los casos B < 0 y B > 0. El nimero de soluciones pasa de
una a tres debido al campo eléctrico. Para y = 0 las formas de equilibrio
no son estables (notemos que A = 4 > ), la razén de la aparicién de una
zona estable, que se da entre los dos puntos limites, es el efecto estabilizante
del campo eléctrico. Esta regién aumenta claramente al aumentar el campo
eléctrico.

El cambio en el valor critico del pardmetro eléctrico como funcién de
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Figura 3.20: ¢ como funcién de y. Las curvas obtenidas por el método de Lyapunov-
Schmidt se presentan con linea de puntos.
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Figura 3.22: Corrimiento del campo eléctrico critico |x. — xo| como funcién de B en
puentes liquidos de 7 = 1, 8 = 0.55 para dos valores distintos de A: 4+, A = 3.5; ¥, A = 5.

B se representa en la figura 3.22 en una escala logaritmica. La teoria de
bifurcaciones, basindose s6lo en argumentos de simetria [Gonzilez, 1993],
predice un cambio del valor critico de x. con respecto al valor de bifurcacién,
Xb, del caso B = 0 que es proporcional a B%/3, esto es |x. — xs| = ¢B*?, para
B pequeiio. Dos casos con A diferentes se presentan en la figura. La tangente
de estas curvas obtenidas numéricamente se aproxima al valor 0.66 ~ 2/3.
También podemos observar que la constante de proporcionalidad ¢ crece al
aumentar A, lo que indica un crecimiento de la sensibilidad del puente liquido
con B cuando la esbeltez crece.

En la figura 3.23 se muestran las curvas de estabilidad marginal en el plano
A-x para puentes con volumen cilindrico, # = 0.55, y diferentes valores de
B. Como comparacién se representan las curvas obtenidas por el método
de Lyapunov-Schmidt (curvas de puntos para B = 0, 0.001, 0.01, 0.1). Se
muestran también los resultados experimentales dados en [Gonzalez, 1989].
Como en la figura 3.16 la regién estable esta por encima de la curva corres-
pondiente. Asi un puente sometido a un cierto B es estable si el par de
valores (x, A) estd sobre la curva de ese nimero de Bond. Podemos ver que
la curva correspondiente a B = 0 es el méximo limite de estabilidad, siendo
el efecto de la gravedad incrementar el campo necesario para mantener un
puente estable de A dado. Las curvas de estabilidad marginal divergen a
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Figura 3.23: Curvas de estabilidad marginal en el plano A-x para un conjunto de valores
de B. .-, resultados del método de Lyapunov-Schmidt. O, resultados experimentales.

medida que A crece mostrandonos que la influencia de la gravedad se hace
mas importante para esbelteces grandes. Esa divergencia es un claro indicio
de la mayor sensibilidad a la gravedad del puente liquido a medida que A
crece. De la comparacién con los resultados del método local vemos un buen
acuerdo para valores de B < 0.01, asi la transicién de B = 0.01 hasta B = 0.1
marca un limite de validez de los resultados locales en el rango elegido de
A. La comparacion con los datos experimentales nos dice que para valores
pequeiios del campo eléctrico los puntos experimentales caen sobre la curva
de B = 0.01 y que se aproximan a la de B = 0 para valores grandes del
campo. Dado que la temperatura no fue controlada con cuidado en esos ex-
perimentos, los puntos pueden corresponder a distintos nimeros de Bond, al
ser la diferencia de densidades una funcién de la temperatura. Sin embargo,
esta discrepancia puede ser debida a la naturaleza del anclaje (un incremento
del campo local préximo a los anillos de anclaje) y, en cualquier caso, parece
necesario una determinacién maés cuidadosa de los pardmetros fisicos del ex-
perimento para tener un mejor acuerdo. Dicho estudio se presentara en el
préximo capitulo.
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Diagramas de bifurcacién de formas arbitrarias

Consideremos ahora el caso de 7 # 1. Para estos puentes liquidos la in-
fluencia de B sobre la forma de equilibrio asi como la determinacién del vo-
lumen minimo estable han sido obtenidos numéricamente en investigaciones
precedentes [Meseguer, 1985, Meseguer, 1990]. Los resultados muestran una
mayor sensibilidad de la columna liquida con B para valores crecientes de A.

En la figura 3.24 presentamos el diagrama de bifurcacién computado por
nosotros para el caso de A = 2.6 con B = 0 y B = 0.01, en ausencia de
campo eléctrico. Se representa ¢ frente a 7. Es evidente de la figura que el
punto de bifurcacién desaparece y que las familias simétricas y no simétricas
han dado lugar a dos ramas de solucién separadas. La rama estable pierde
ahora su estabilidad a través de un punto limite. El nuevo valor del volumen
critico es mas grande mostrando la naturaleza desestabilizadora de las fuerzas
gravitatorias. En este punto limite la forma de equilibrio es asimétrica y
consecuentemente la perturbacién critica porta esa simetria siendo la ruptura
no simétrica. Sin embargo, a medida que A decrece el efecto de B sobre la
forma de equilbrio y sobre el valor del volumen critico disminuye. Asi para
valores de A pequefios, alli donde el volumen critico en ausencia de gravedad
esta marcado por un punto limite, la gravedad rompe poco la simetria de
la forma de equilibrio y la ruptura da lugar a dos gotas de volimenes casi
iguales. Esto puede interpretarse por el cambio en la naturaleza del punto
critico en el caso de B = 0. Asi el efecto de B sobre el punto de bifurcacién
es mas importante que sobre el punto limite puesto que la deformacién que
introduce B va en la direccién de la perturbacién critica en un caso y no en
el otro.

En la figura 3.25 observamos c6mo el diagrama anterior se modifica por
la presencia del campo eléctrico. Hemos representado con lineas de puntos
los diagramas correspondientes para los mismos valores de x pero B = 0y de
los diagramas de B = 0.01 sélo presentamos aquella parte en que estan las
formas de equilibrio estables. El valor de 8 est4 fijado a 0.55. Observamos
que para un valor dado del nimero de Bond y fijado 7, el campo eléctrico
disminuye el valor de €. Esto significa que la forma de equilibrio llega a
hacerse mas cilindrica, como era de esperar. La rama estable aumenta en
longitud con el campo eléctrico indicando la estabilizacién de la columna
para valores mas pequefios del volumen. Como resultado de la comparacién
con los diagramas de B = 0, notamos que el cambio relativo del 7 critico



3.2. RESULTADOS DE PUENTES LIQUIDOS 121

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Figura 3.25: €2 como funcién de 7 para un puente liquido con A = 2.6. Con lineas de
puntos se representan los diagramas del caso con B = 0.
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del caso B # 0, 7., respecto del 7 critico del caso B = 0, 74, disminuye al
aumentar x. En el caso presente, AT = |1, — 7| disminuye desde AT = 0.07
para x = 0 hasta A7 = 0.01 para y = 7. Este mismo fenémeno se da para
valores decrecientes de A. Asi, como resultado general, se puede afirmar que
los puentes liquidos son menos sensibles a una gravedad residual cuando x

aumenta o A decrece.
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3.3 Estimacién de errores. Gotas

En lo referente a la presentacién de resultados sobre gotas sometidas a cam-
pos eléctricos hemos introducido los parametros x y B, analogos a x y B,
respectivamente, que estan definidos eligiendo como constante dieléctrica de
referencia la del medio exterior. De este modo tenemos ¥ = € E2 R/o y
,3 = €in/€ex- Como se vio en el capitulo primero, la presién eléctrica de una
gota esférica dieléctrica en el seno de un campo manteniendo la adimensio-
nalizacién del problema de puentes liquidos tiende a cero cuando €n > €ex
y tiende a infinito cuando €;, < €. Esto conlleva evidentemente problemas
numéricos. Con la nueva definicién de los pardmetros la presién eléctrica
se mantiene finita para cualquier valor de la razén de permitividades. La
nueva definicién de presion eléctrica Allg est3 relacionada con la de puen-
tes liquidos por Allg = Allg/B. Recordamos que para adimensionalizar las
distancias hemos tomado el radio que tendria la gota si fuera hemiesférica,
esto es, R = (3V/27)!/3, con V el volumen.

Como en el problema de puentes liquidos, el objetivo de esta seccién es
testear las soluciones que encontremos y tratar de determinar el rango de
validez de éstas dada la discretizacién elegida. Ademds, veremos el orden de
convergencia del esquema discreto mediante experimentos numéricos con y
sin campo eléctrico.

3.3.1 Analisis sin campo eléctrico

Una gota apoyada en una superficie plana y sometida iinicamente a las fuerzas
de tensién superficial toma la forma de una seccién esférica. Este resultado
exacto nos sirve para comparar nuestras formas de equilibrio numéricas.
Sea una gota esférica anclada que tenga radio de anclaje igual a la unidad
(para este célculo particular las distancias estdn adimensionalizadas con el
radio del anclaje). Una gota que tenga como radio de curvatura r = /2 pre-
senta una altura méxima a = 1 + v/2 y un salto de presiones —20/r que en
forma adimensional vale AIl = —+/2. Dando como dato de entradad el volu-
men que tiene esta seccién esférica, este es V = 11.1598316, hemos de obtener
numéricamente los valores de a y AIl. Los errores en la determinacién de
a (e.) y de II (e ) se presentan en la tabla 3.8 para valores crecientes del
nimero de elementos. Hemos empleado elementos uniformes, o sea, de igual
tamaifio angular. De estos resultados deducimos que la convergencia para el
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N 4 6 8 10 12 16

€a [ 6.1%x107% | 1.4%x107* | 4.7x 1075 [ 2.0x 1075 | 1.0x 1075 | 3.4 x 108

em || 29%x107% [ 58x 107 | 1.9x 1076 | 7.8x 107 | 3.8x 107 | 1.2 x 107

Tabla 3.8: Convergencia para los resultados numéricos de gotas sin campo.

valor de la funcién f(0) en los nodos y la presién es de orden cuarto. El
mismo resultado que habiamos obtenido en el caso de puentes liquidos. De
los valores numéricos vemos que ya para cuatro elementos el error relativo es
menor que 7 X 1074,

3.3.2 Analisis con campo eléctrico
Estudio de la presién eléctrica

Hemos de fijar la distancia méxima a la que se extienden los electrodos
respecto del eje, la denotaremos por R.,. Basandonos en el valor de R, del
problema de puentes liquidos hemos tomado R, = 8.

Podemos estudiar los errores esperables analizando los que nos aparecen
en la obtencién de la presién eléctrica del problema de una esfera en el seno
de un campo. Sea una esfera de constante dieléctrica relativa a la del medio
exterior # y de radio unidad en el seno de un campo eléctrico de intensidad
igual a uno. El potencial en todos los puntos del espacio viene dado por (ver
capitulo 1)

B = — = 3 rcos @, (3.23)
B+2

Oy = E—_——l- cozﬂ —rcosf. (3.24)

frz) T

La presion eléctrica adimensional de esta gota es
. 1-8/ 3 \? .

Allp = —— | — 2 29). 3.25
E 5 (ﬂ+2) (sen 0 + B cos ) (3.25)

Si en nuestro sistema colocamos una gota hemiesférica sobre el plano inferior
a potencial cero y fijamos el potencial del plano superior (situado a una
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Figura 3.26: Allg para esfera dieléctrica en presencia de una campo. En trazo continuo el
resultado analitico. Resultados numéricos: +, Ar = 0.25; ¥, Ar = 0.125; o, Ar = 0.0625;
x, Ar = 0.0625.

distancia L del plano inferior) a la funcién que se tiene de sustituir r por
L/cos 8 en (3.24), tenemos las condiciones de contorno necesarias para que
la solucion del potencial sea la dada previamente. Tenemos asi una solucion
analitica con la que poder comparar nuestras soluciones numéricas para la
presion eléctrica.

En la figura 3.26 presentamos el valor de la presion eléctrica para una
gota con permitividad B = 2. La distancia entre planos se ha colocado en
L = 3. Recordamos que el tamaiio de los elementos en direccion radial sigue
una progresion aritmética de modo que sea mas fina la discretizacién cer-
ca de la interfase. La primera capa de elementos adyacentes a la interfase
tiene una anchura radial fijada, a la que llamamos Ar. Los resultados que se
presentan en esta figura corresponden a diferentes valores de esta distancia
Ar. Aquellos representados por los simbolos +, *, o tienen un nimero de
elementos uniformes en direccién angular Ny = 8, un nimero N,; = 4 en
direccién radial en el interior de la gota y N, = 8 en el exterior. Para el
representado por el simbolo x se tiene Ny = 12, N,; = 6 y N, = 12. Vemos
que el méximo error de Allg se da para § = 0. Al reducir Ar la precisién
aumenta considerablemente. Observamos ademads que el efecto de aumentar
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Figura 3.27: Allg sobre una esfera dieléctrica con 3 = 2 para distintos valores de L: +,
L =2;% L=3;0, L =4. En trazo continuo el resultado analitico para L = co.

el nimero de elementos no es tan importante como el refinamiento en di-
reccién radial cerca de la interfase, esto es, disminucién de Ar. Al analizar
la expresion analitica del potencial vemos que las variaciones en direccién
radial del potencial exterior son mas significativas cerca de la interfase, de
ahi proviene en gran parte el comportamiento de los errores.

Analizando los valores numéricos en funcién de la anchura radial Ar llega-
mos a la conclusién de que la convergencia de la presién eléctrica es de orden
dos. Lo que es razonable pues para un problema regular la convergencia del
campo para elementos cuadraticos es de orden dos, siendo la del potencial
de orden tres [Strang, 1973]. Con Ar = 0.0625 observamos un error maximo
relativo de 0.005, para el caso Ny = 8, N,; =4 y N, = 8. Comparando estos
errores con aquellos sin campo eléctrico, concluimos que los errores debidos
a la discretizacion del campo son los que gobiernan los resultados numéricos.

En un problema real los electrodos son equipotenciales y sélo en el limite
en que la distancia entre placas L es infinita se obtiene la expresion (3.25)
para gotas semiesféricas. A continuacién analizamos el efecto que tiene un
L finito sobre la presién eléctrica cuando se mantiene el mismo campo, esto
es, cuando la diferencia de potencial se mantiene proporcional a L. En la
figura 3.27 representamos la presién eléctrica sobre una gota hemiesférica con
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N d f(0) f(x/2) All

4 |10.5000 | 1.14790 | 0.933317 | -2.691272
8 10.2500 | 1.14486 | 0.942065 | -2.695067
16 | 0.1250 | 1.14411 | 0.934447 | -2.696035
32 1 0.0625 | 1.14392 | 0.934516 | -2.696290

Tabla 3.9: Convergencia de las formas de equilibrio.

A

B = 2 colocada entre placas plano-paralelas a medida que cambia L y fijado
E, = 1. La distancia Ar vale 0.05. El nimero de elementos es Ny = 10,
N,i =4y N,. va cambiando con L de modo tal que se mantenga la progresién
de las distancias radiales de los elementos. Para L = 4 la diferencia con el
valor exacto es muy pequefa, se tiene un error relativo maximo de 0.008.
Es también interesante notar que la cercania del electrodo superior hace
aumentar la diferencia entre la presién maxima y minima, lo que implica
que la gota debe tender a deformarse tanto mas cuanto mas cerca esta del
electrodo superior, resultado que aparece en [Basaran, 1990].

Convergencia de las formas de equilibrio

Hemos realizado algunos experimentos de convergencia para formas de equi-
librio con anngulos de contacto o = 7/2. Esta configuracién es equivalente
a aquella de una gota colocada en el plano medio entre electrodos. En este
caso no existe ningin problema de singularidad de los campos en la linea
de contacto. Estamos, pues, en un problema regular, que en principio ha
de darnos el orden de convergencia mas alto del esquema numérico. En la
tabla 3.9 presentamos la altura maxima, f(0), el radio de la base de la gota,
f(n/2), y el salto en la presién total, All, en el caso x = 1.25, 8 =0.1 y
L = 2 como funciones del inverso del tamaiio de los elementos, definido como
el nimero de elementos en direccién angular 1/h = Nj. Estos experimentos
numéricos se han realizado con mallados definidos por Ny = 8, 16 y 32 ele-
mentos uniformes en direccién § y N,; = N,. = 4, 8 y 16 elementos uniformes
en direccién r. Los resultados se adaptan a una convergencia de orden 2. Ve-
mos que el orden de convergencia es el orden del error en la discretizacién
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de las derivadas. Para N = 8 tenemos un error en la determinacién de f(0)
menor de 1073,

Puesto que las gotas tienden a alargarse con el campo eléctrico la forma de
mallar presenta desventajas al crecer el campo. Para formas muy elongadas
la descripcién de la punta de la gota es pobre ya que se produce una variacién
grande de la forma de la interfase en torno a § = 0. Una forma de mejorar el
mallado es emplear una combinacién de lineas espinales de § = Cte para la
parte superior de la gota y de espinales de z = Cte para la parte inferior, tal
y como se ha realizado recientemente en [Wohlhuter, 1992]. Por otro lado,
cualquier esquema discreto presentard dificultades cuando se trate describir
las formas de gotas con una curvatura muy grande en la punta que se ob-
servan en la experiencia. Con el objeto de reducir el problema en nuestro
mallado hemos discretizado més finamente las proximidades de § = 0. Este
refinamiento nos ha mostrado resultados aceptables tanto para la forma de la
interfase como de la presién eléctrica. Tres mallas diferentes se usaron para
mostrar la sensibilidad al refinamiento de la variacién de la elongacién con
el campo eléctrico. Los mallados estaban compuestos, respectivamente, por
Ny =10, 15, 20 elementos no uniformes en direccién 8, N,; =5, 6, 7 elementos
no uniformes en el interior de la gota y N, =12, 16, 20 elementos no uni-
formes en el exterior de la gota. Para § < w/4 las longitudes de los elementos
en direccién @ siguen una progresién geométrica de razon 1.5. En direc-
cién radial las longitudes de los elementos siguen una progresion aritmétrica
definida por la longitud de los elementos adyacentes a la interfase, fijada a
Ar = 0.04, 0.02, 0.01 para los tres mallados, respectivamente. En la figura
3.28 representamos la altura maxima a frente al nimero eléctrico para estos
tres mallados en el caso de una gota con angulo de contacto fijado o = 7/2,
B =25y L = 8. La diferencia entre los mallados mas finos no se observa en
la figura. Podemos ver que para valores moderados de la elongacién no hay
diferencia entre las curvas obtenidas con el primer y los otros dos mallados.
Sélo cuando la elongacidn es grande, y la curvatura en la punta es grande, la
diferencia entre el primer mallado y los otros dos es notable. Existe pues un
limite en los resultados a presentar. Un indicativo de la validez de los resul-
tados se tiene observando la presién eléctrica en la que aparecen oscilaciones
numeéricas en la punta cuando la discretizacién es pobre. Asi, como control
de los resultados que a continuacién mostraremos hemos empleado la forma
de la presién eléctrica y la sensibilidad de los resultados a la variacién del
tamaiio de los elementos.
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Figura 3.28: Comparacién de los resultados de la altura maxima a como funcién de x
para distintas discretizaciones: (- - -) Ny = 10, Nyj = 5, Npe = 12; (—) Ng = 15, Ny =
6, Nye = 16 y Nop =20, N,y =7, Nye = 20.

3.4 Resultados de gotas

Los siguientes resultados numéricos tratan sobre gotas axisimétricas dieléc-
tricas ancladas o apoyadas cuando existe un campo eléctrico en el infinito y
el nimero de Bond es despreciablemente pequerio. Para simular el campo en
el infinito hemos colocado el electrodo superior a una altura grande, L = 8.
La discretizaciéon tomada viene definida por Ny = 15, N,; = 6, N, = 16.
Ademads, Ny = Ng + Ny, con Ng; = 10 elementos no uniformes para 0 <
@ < n/4 y Ng =5 elementos uniformes para n/4 < § < 7/2. Los Ng,
elementos no uniformes se acumulan en torno a § = 0 de modo que sus
tamaifios cumplen Ab;,/A6; = 1.5. En direccién radial los elementos siguen
una progresion aritmética definida por Ar = 0.02.

3.4.1 Angulo de contacto fijado

Cuando no hay campo aplicado, gotas de a = 90° son hemiesferas, gotas de
a < 90° son secciones esféricas con el centro debajo del plano de apoyo y
gotas de a > 90° son secciones esféricas con el centro por encima del plano.
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Gotas libres (a = 7/2)

Como se ha mencionado una gota de dngulo de contacto a = 90° para sepa-
racion entre electrodos grande es totalmente andloga a una gota libre en el
seno de un campo. En la figura 3.29 presentamos las lineas equipotenciales
que hemos obtenido para una gota con # =4 y % = 2.926. Como vemos
el campo en el interior de la gota es basicamente constante y la forma que
adopta cuando se deforma es muy aproximadamente la de un elipsoide. El
alargamiento de la gota puede entenderse mediante un razonamiento basado
en que el campo en el interior es constante. La expresion de la presiéon
eléctrica en funcién del campo eléctrico constante interior es

_1-5
2

donde ¢ es el angulo que forma el campo interior respecto de la normal a
la superficie. Observamos que en la expresién aparece un término constante
y otro que depende del angulo. El término constante obliga a que aparezca
un salto de presiones determinado para mantener el volumen. El término
dependiente del 4ngulo tiene siempre un valor negativo independiente de 3,
lo que quiere decir que estos esfuerzos estan dirigidos hacia el exterior de la
gota. Ademas alcanzan su maximo valor para ¢ igual a cero, esto es, el polo
del elipsoide, y su valor minimo para ¢ = 7 /2, el ecuador, lo que obliga a la
gota a alargarse ya sea § mayor o menor que uno.

Como hemos visto en la figura 3.29, la forma que adquiere una gota cuan-
do se le aplica un campo eléctrico es muy aproximadamente elipsoidal. Por
otro lado, la solucién del problema de potencial de un elipsoide dieléctrico en
el seno de un campo admite una solucién cerrada [Landau, 1960]. Basandose
en estas ideas Taylor [Taylor, 1964a] hizo cumplir la ecuacién de esfuerzos
sobre la interfase del elipsoide en dos puntos de éste, en el polo (6 = 0) y en
el ecuador (8 = 7/2), consiguiendo asi una ecuacién para la elongacién de la
gota en funcién del campo aplicado. En su trabajo Taylor consider6 una gota
conductora, nosotros aqui extendemos su idea al caso de gotas dieléctricas
siguiendo a Miksis [Miksis, 1981].

Teniendo en cuenta que el campo solucién en el interior del elipsoide es
constante, la ecuacién en 6§ = 0 es

1-4

Al = —* (Ef + BE,%) (1 + (B — 1) cos? ¢) E?,  (3.26)

-2 feinz, 29 y
20ab°? + ATl - =5 (52 ) =, (3.27)
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Figura 3.29: Equipotenciales para una gota de B =4 con x = 2.926.
yenf=m/2

2
o(a~b+ b71) + Al - fﬁ"z—Ei'-'(ﬁ —1)=0, (3.28)

donde a y b son los semiejes del elipsoide, mayor y menor, respectivamente,
v Ei, es el campo en el interior. Restando las dos ecuaciones llegamos a

cexllin (B—1)%=0. (3.29)

o(2ab™ — a ™% — b7 — S

El campo E,, estd relacionado con el campo en el interior por [Landau, 1960]

Ein‘:"—gg?_—""
1+n(d—1)

1-e¢? l1+e
n=— (log - e) , (3.31)

con e = 4/1 —(b/a)?. Si inicialmente la gota es esférica con radio R, adi-

mensionalizando las distancias con esta longitud la condicién de volumen

(3.30)

donde
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constante es ab? = 1. Y la forma final de la ecuacién que liga el campo
aplicado con la elongacion es

- N 2
N )

Otra forma de aplicar la aproximacién elipsoidal se basa en constru-
ir la energia libre del sistema. Siguiendo los pasos de Cheng y Chaddock
[Cheng, 1984] escribimos la energia libre de un dieléctrico en el seno de un
campo eléctrico como

g = [1 +n(f— 1)] : (3.32)

U=0S— %eex / Eoo - (BB Em) dr, (3.33)

donde U es la energia libre, S es el drea de la superficie del elipsoide y la
integral se extiende al volumen ocupado por el dieléctrico. En el caso de un
elipsoide el campo es constante en el interior y la energfa libre queda

U=oS - %eewa (B — 1)V, (3.34)

donde V es el volumen. Utilizando las relaciones anteriormente mencionadas
entre el campo aplicado y el campo interior la forma adimensional de la
energia libre es

2 3 —
47::}22 =b%+abe 'sen"le — 63335:3 b - ! . (3.35)
1+n(f-1)

*>

La condicién de equilibrio se tiene haciendo dU*/da = 0 teniendo en cuenta
que n, b, e son funciones de a. Obtenemos asi una ecuacién que liga ¥ con
el semieje mayor a:

T 1 - —
2a%¢ —a?sen~le+ 3aze ?sen"!e — 3aZe!

X = 71 5 5 . (3.36)
- —ne -1 o1
(1+n(3—1)) (1_62_3ne + >

En la figura 3.30 presentamos los resultados de a como funcién de x para
distintos valores de 3 obtenidos por el método de ajuste de dos puntos de
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Figura 3.30: Resultados de a como funcién de y para diferentes valores de B obtenidos

por la presente discretizacién (—), por el método energético (---), y por el método de dos
puntos (——).

Taylor, por el método energético de Cheng-Chaddock y por la presente dis-
cretizacién de elementos finitos. Los resultados muestran un buen acuerdo
para valores moderados de la elongacién, siendo el acuerdo mejor entre el
método energético y el numérico. Observamos que a medida que 3 se aproxi-
ma a 1 se hace mas grande el campo necesario para producir una deformacién
dada. Los resultados muestran que dependiendo de J existe o no un punto
critico correspondiente a un punto de retorno. Gotas con 3 grande se alargan
alcanzando un maximo, donde pierden su estabilidad. Gotas con 8 pequefio,
incluyendo como veremos posteriormente aquéllas que estin rodeadas por un
medio de més permitividad 3 < 1, tienden a alargarse indefinidamente, al
menos, en el rango de elongaciones estudiado.

Para el caso de ; = oo (gotas conductoras) tenemos un valor para el
parametro eléctrico critico de 0.210 obtenido por el método de dos puntos
y un valor de 0.204 obtenido por los métodos numérico y energético. Valor
que compara bastante bien con los dados en [Miksis, 1981, Basaran, 1990,
Wohlhuter, 1992]. Este limite de estabilidad ha sido verificado experimen-
talmente en [Wilson, 1925, Basaran, 1990]. Una vez superado el limite de
estabilidad las gotas evolucionan rapidamente forméndose puntas cénicas de
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las que emergen finos chorros o pequefias gotitas. El valor critico B. que
distingue entre un comportamiento con punto de retorno y no es 8 = 20.8
para el método energético, ﬁ = 18.1 para el método de dos puntos, y esta
entre § = 20 y 8 = 21 para nuestro esquema numérico. El valor dado en
[Wohlhuter, 1992] esta entre 20 y 20.5.

Los resultados de las aproximaciones elipsoidales predicen histéresis para
valores de  mayores que B.. De acuerdo con éstas, existe otro punto de
retorno donde la estabilidad se vuelve a obtener y la elongacion vuelve a
crecer con el campo aplicado. Al llegar aqui existen diferencias cualitativas
entre los resultados numéricos y los de las aproximaciones elipsoidales. Este
detalle es estudiado por Wohlhuter y Basaran [Wohlhuter, 1992] llegando a la
conclusién de que existen tres comportamientos diferentes: familias de gotas
con f# < 20.25+0.25 presentan una elongacién monétonamente creciente con
el campo; familias de gotas con 20.25 £ 0.25 < B < 20.75 + 0.25 presentan
histéresis; y si 8 > 21.75 + 0.25 las familias se acaban para un determinado
valor de la elongacién pasado el punto de retorno.

El comportamiento observado para 8 > 21.75 & 0.25 es totalmente di-
ferente de lo que se predice por las aproximaciones elipsoidales. Se observa
numéricamente que la curvatura de la punta de la gota crece rapidamente
para un valor dado de la elongacién pasado el punto de retorno. Lo que se
interpreta como que la curvatura crece hasta infinito en las proximidades de
este punto y que la familia de formas se acaba en [Wohlhuter, 1992]. Este
resultado parece estar de acuerdo con los resultados numéricos de Miksis
[Miksis, 1981]. Miksis hace ademés una extrapolacién de los valores de la
elongacién en este punto basado en su figura 4, pero esta extrapolacién no
es evidente de la figura debido a la adimensionalizacién que toma.

Vamos a examinar la curvatura en la punta de la gota. El calculo de
la curvatura local envuelve derivadas segundas de f y no seria correcto cal-
cularla con funciones de clase C° como las que hemos empleado. Podemos
calcular, sin embargo, el valor medio de la curvatura en el primer elemento,
en el intervalo (0,6;), que habrd de coincidir con la curvatura en la punta
para 0; < 1. Para ello, haciendo uso de la ecuacién (2.145) con g(8) =1, la
curvatura media H en la punta toma la siguiente expresion libre de derivadas
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Figura 3.31: Inverso de la curvatura local #~! en la punta de la gota como funcién de la
elongacién a para diferentes valores de £.

segundas

Jo! [(2f2 + ) + f;")-%] sen0d0 — fof (f + f2)"% send .

<2H >= 7
o fsen6df

(3.37)
En la figura 3.31 representamos el inverso de la curvatura local en la punta
obtenida en este trabajo como funcién de la elongacién para diferentes valo-
res de . Las aproximaciones elipsoidales dan para estos valores una tnica
curva H™! = a™?, ya que la curvatura en el polo del elipsoide es ab~2 y la
constriccién de volumen es ab? = 1. Nuestros calculos indican que para va-
lores pequefios de /3’ la curvatura de la punta crece regularmente a infinito
con la elongacién. Por el contrario, para valores grandes de  hay un sibito
crecimiento de la curvatura de la punta, que estd de acuerdo con los resul-
tados presentados en [Wohlhuter, 1992]. Hemos encontrado ademds que las
familias no terminan aqui sino que presentan un nuevo punto de retorno, de

modo que aparece una nueva region estable.
Detengamonos en el caso de gotas conductoras (B > 1) y representemos
a frente a x ampliando la zona final (figura 3.32). Vemos que después del
segundo punto de retorno la elongacién alcanza un maximo y después dis-
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Figura 3.33: Formas de equilibrio después del segundo punto de retorno (8 = 10%).
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minuye al crecer x¥. Este nuevo punto de retorno aparece para y = 0.160.
Tres formas de equilibrio de esta parte de la rama se representan en la figura
3.33. En ella vemos que la curvatura de la punta crece y que la parte supe-
rior de la gota va adquiriendo una forma cénica. El incremento del nimero
de elementos en 8 y en r cerca de la punta parece confirmar la veracidad
de estas soluciones. La precision de la discretizacién no nos permitié seguir
mas por la rama pues llega un momento en el que la discretizacion no puede
resolver una curvatura tan grande y tanto las formas de la interfase como de
la presion eléctrica presentaban oscilaciones numéricas.

El comportamiento expuesto para ﬁ > 1 parece ser el caso para las fami-
lias de formas con ,3 mayor que un valor de transicién Bt donde primeramente
aparece un répido incremento de la curvatura. En nuestros calculos este va-
lor es 21 < B; < 22.5. Nuestro esquema numérico tiene la desventaja de que
la determinacién de f; es dificil porque la transicién tiene lugar para valores
grandes de la elongacién y entonces la descripcion de la punta de la gota es
pobre. Pensamos que para ,3 > ﬂt las formas estan conectadas a una forma
con una punta cénica (pues hay un stibito incremento de la curvatura) pero a
través de una curva més compleja que la dada en [Wohlhuter, 1992], esto es,
teniendo en cuenta el nuevo punto de retorno. En el apéndice C demostramos
mediante un estudio analitico que existe un valor ﬁm = 17.5986 por debajo
del cual es imposible que exista una solucién local cénica. Los valores de
B: dependen de las condiciones de contorno particulares y del tamafio del
sistema, sin embargo, debemos esperar tener 3; > 17.5986. Los resultados
numéricos de [Wohlhuter, 1992, Miksis, 1981, Sherwood, 1988] asi como los
nuestros confirman este hecho. '

Como punto final de esta seccién de gotas libres prestemos atencién a las
gotas con B<1. Experimentalmente un caso interesante es el de las burbujas
en el interior de liquidos. En la figura 3. 34 se representa la elongacién frente
al parametro eléctrico para dos casos ﬁ 01y ﬂ = 1073, Vemos que
tienden a crecer con el campo sin desestabilizarse (no observamos punto de
retorno). El campo adimensional es bastante mis grande que en los casos
anteriores y por ello las hemos representado en una grafica diferente. Las
curvas de a como funcién de x presentan una forma distinta de las gotas con
B > 1 pues no presentan puntos de inflexién.
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Figura 3.34: Elongacion a como funcién de x para gotas con g < 1.

Gotas de angulo de contacto arbitrario

La equivalencia con las gotas libres deja de ser vélida dando lugar a distintos
comportamientos dependiendo de si el angulo de contacto es mayor o menor
que 90°. La aplicacién de las aproximaciones elipsoidales no esta justificada
en estos casos y se hace necesario acudir al método numeérico.

En la figura 3.35 representamos la elongacién a como funcién de x para
gotas con a = 60° y diferentes valores de 3. El efecto de decrecer el 4ngulo de
90° a 60° ha sido disminuir el valor critico 3. para el que hay una transicién
a un crecimiento monétono de la elongacion con el campo. Este valor es
1< B. < 12 para a = 60°. Por el contrario, no observamos ningin cambio
en f;. En la figura 3.36 mostramos algunas formas de equilibrio de una gota
con B =15y a = 60°. Esta gota tiene una razén de permitividades entre £,
y B:. Para esta gota, si incrementamos el campo de forma cuasiestacionaria,
hasta el valor de x = 0.597 (el valor del nimero de Bond eléctrico en el punto
de retorno) aparece un salto en la elongacién. La figura 3.36 muestra una
secuencia de formas de equilibrio que veriamos en este experimento.

La figura 3.37 presenta a frente a x para distintos valores de B en una

gota con angulo de contacto @ = 120°. Ahora los campos necesarios para
deformar la interfase son mas pequeiios que en el caso de a = 90° y, por tanto,
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Figura 3.35: Elongacién a frente a y para diferentes valores de 8 para a = 60°.
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Figura 3.36: Formas de equilibrio para una gota de a = 60° y B =15.
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Figura 3.37: Elongacidn a frente a X para diferentes valores de 3 para a = 120°.

los campos criticos son también mds pequefios. El valor critico . aparece
entre 19 y 20. Para [3 = 100 observamos puntos de retorno adicionales. Para
la familia conductora el incremento sibito de la curvatura en la punta de
la gota no aparece pasado el punto de retorno. En esta regién se observa
que la elongacién alcanza un maximo y decrece para valores decrecientes del
campo mientras la curvatura no se incrementa. También se observa que el
radio del circulo de contacto disminuye. Para valores menores de la razén
de permitividades si se observé un rapido incremento de la curvatura. Una
secuencia de formas de equilibrio se muestran en la figura 3.38 para el caso

A

B=15y a=120°.

El efecto de decrecer el angulo « sobre las formas de equilibrio se muestra
en la figura 3.39. En ésta representamos a frente a x para gotas de § = 10
con diferentes angulos de contacto. Puede verse que la disminucién del angulo
va generando un punto de retorno dando lugar a un fenémeno de histéresis
como el representado en la figura 3.36. Por otro lado, la diferencia relativa
entre elongaciones disminuye al aumentar el campo, indicando que el efecto
del angulo seria menor.
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>

Figura 3.39: Elongacién a frente a x para diferentes valores de a: (- --) a=120° (—)
a=90°(---) a=60° (---) a = 50°.
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Figura 3.40: Equipotenciales para una gota de B = 4 con un campo ¥ = 2.926. Gota
anclada.

3.4.2 Linea de contacto fijada

Las variaciones en el radio de la linea de contacto ro, manteniendo fijado
el volumen, conducen a distintas familias de formas de equilibrio. Al haber
adimensionalizado con R = (3V/27)'/3, en ausencia de campo aplicado gotas
con rg = 1 son hemiesferas, gotas con ro > 1 son secciones esféricas con su
centro debajo del plano de apoyo, y gotas con rg < 1 tienen el centro de la
esfera encima de este plano.

Caso rg =1

Estas gotas corresponden a tener inicialmente un angulo a = 90°. En la figura
3.40 representamos las equipotenciales para una gota anclada de B = 4 con un
campo aplicado y = 2.926, esto es, la misma gota de la figura 3.29. La gota,
inicialmente hemiesférica, se deforma manteniendo el anclaje y obligandola
~éste a adquirir una altura menor de la que se tiene en el caso de gota libre.
La figura 3.41 presenta a = f(0) como funcién de x para distintos valores
de 8. Gotas conductoras ancladas han sido estudiadas en [Basaran, 1990),
obteniendo un campo critico ¥ = 0.309. Nuestro resultado para el campo
critico es ¥ = 0.304, obtenido para § = 10°. Hay sélo una diferencia de
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Figura 3.41: Altura méxima a frente a ¥ para diferentes valores de £.

1.6%. Observamos que independientemente de 3 los campos criticos son més
Intensos en este caso que en el caso de gotas libres. Asi pues, las gotas
ancladas son mas estables. Por otro lado, notamos que el valor critico 3,
entre un comportamiento con o sin punto de retorno se da para Bc entre 14
y 15 un valor menor que en el caso de gotas libres donde estaba entre 20 y
21. Esto es indicativo de un aumento en la ventana de permitividades en las
que se produce histéresis normal. En la figura 3.42 representamos el inverso
de la curvatura media en la punta para diferentes valores de B Observamos
nuevamente el fenémeno de un sibito crecimiento de la curvatura para valores
de 8 grandes. La curvatura crece aqui mas rapidamente que en el caso de
gotas libres.

Gotas con ry arbitrario

En las figuras 3.43a y 3.43b presentamos algunas formas de equilibrio en fun-
cion de x para gotas de B = 15 con radios de anclaje de ro = 1.2761859 y
ro = 0.72741576. Cuando el campo aplicado es cero, corresponden, respecti-
vamente, a gotas con un dngulo de contacto @ = 60° y « = 120°. Las figuras
3.44a y 3.44b muestran a frente a x para distintos valores de B en los casos
ro = 1.276 y ro = 0.7274, respectivamente. De estas figuras deducimos que
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Figura 3.42: Inverso de la curvatura local ™! en la punta de la gota como funcién de la
elongacién a para diferentes valores de f.

para ro > 1, cuando inicialmente la gota es mas plana, se necesitan campos
mas intensos para deformarla. Lo contrario sucede para ro < 1. Asi las gotas
mas planas son mds estables que las gotas mas hinchadas. Respecto a £, se
observa que decrece a medida que aumenta el valor de ro. Para rg = 1.276
la transicién se produce en 9 < f. < 10, mientras que para ro = 0.7274 la
misma transicién se da en 19 < . < 20.
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Figura 3.43: Formas de gotas para diferentes valores de X cuando # = 15: a) ro = 1.276;
b) ro = 0.7274.
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Figura 3.44: Altura méxima a frente a § para diferentes valores de 8 cuando: a) rg = 1.276;
b) ro = 0.7274.



Capitulo 4

Resultados experimentales

Con la intencién de estudiar el efecto del campo eléctrico sobre las formas
liquidas dieléctricas hemos realizado una serie de experimentos en el labo-
ratorio de Electrohidrodindmica del Departamento de Electronica y Electro-
magnetismo. Tratamos de resolver algunas discrepancias de los experimentos
previos sobre puentes liquidos de volumen cilindrico [Gonzélez, 1989] y ex-
tender el estudio experimental a puentes liquidos de volumen no cilindrico
asi como a las gotas dieléctricas.

En el caso de los puentes liquidos el objetivo marcado fue analizar el
efecto del campo eléctrico axial sobre la estabilidad. En el caso de gotas,
dado que los liquidos del experimento presentan una razén de permitividades
pequeiia' para observar inestabilidades o formacién de puntas cénicas, nos
marcamos como objetivos la descripcién de las formas de equilibrio y la
posible utilizacion del nimero de Bond eléctrico como medida de la tensién
superficial. Esto es de gran interés en microgravedad porque muchos de los
métodos de medida de tensién superficial empleados estdn basados en un
valor apreciable de la gravedad por lo que presentan problemas o no son
aplicables.

En este capitulo se describen el montaje experimental y el método ope-
rativo, se discute la relacién entre el modelo tedrico y el experimento y, por
ultimo, se presentan los resultados experimentales obtenidos y se comparan
con los resultados numéricos.

1Es de tener en cuenta que liquidos con constante dieléctricas grandes disocian im-
purezas facilmente llegando a tener conductividades demasiado altas para que se puedan
ver los efectos puramente dieléctricos.

147
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Figura 4.1: Esquema del montaje experimental.

4.1 Montaje y método operativo

4.1.1 Montaje experimental

Con el fin de estudiar interfases en condiciones de microgravedad hemos
empleado la técnica de flotabilidad neutra o tanque de Plateau. En ésta se
consigue una gravedad efectiva pequena utilizando un bafio inmiscible y de
densidad muy parecida al puente liquido o gota objeto del estudio.

Los liquidos con los que se realizaron los experimentos fueron aceite de
ricino para formar el puente liquido o gota y aceite de silicona para el baiio.
Se eligieron porque tienen densidades muy parecidas a temperatura ambiente
(diferencias en la tercera cifra significativa) y su conductividad eléctrica es
muy pequena.

Un esquema del montaje experimental que hemos empleado se representa
en la figura 4.1. Consta de un tanque de plexiglas (10 x 10 x 10cm?®) en
el que estan situados dos electrodos de cobre en forma de disco (de 8cm
de diametro) enfrentados una distancia variable. Entre ellos va situado el
puente liquido. Es bédsicamente el mismo montaje de [Gonzalez, 1989] con
algunas mejoras.
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El electrodo superior se mueve verticalmente mediante un pequeiio motor
lineal cuyo movimiento se transmite a un tornillo-soporte a través de un juego
de engranajes de material aislante. La maxima velocidad de desplazamiento
del electrodo es de 2mm por minuto, siendo el desplazamiento de 2.0 mm
por vuelta del tornillo-soporte. La maéaxima distancia entre electrodos que
se consigue es de 5cm. El electrodo superior estd en contacto eléctrico con
el tornillo-soporte que a su vez estd conectado a una fuente de corriente
alterna a través de un grueso cable coaxial. La fuente alterna proporciona
una diferencia de potencial entre 0 y 20 kV.

El electrodo inferior es fijo y estd conectado a tierra. Posee un orificio
en el centro para permitir la inyeccidn de aceite de ricino entre los dos elec-
trodos. Este orificio esta conectado por un tubo de nylon a una jeringa de
precisién cuyo émbolo estd en contacto con un tornillo micrométrico. El
conjunto jeringa mas micrémetro estd fijado a un soporte y se calibra para
conocer cuanto volumen se desplaza por divisién del micrometro. En nues-
tro experimento se desplazan 0.4153 mm? por divisién (de 0.01 mm), siendo
1000 mm? el volumen méximo que puede desplazarse.

Con el objeto de anclar puentes liquidos sobresale en cada electrodo una
pequeiia base en forma de cono truncado invertido de 4.79 mm de didmetro y
0.5mm de altura. El anclaje se consigue gracias a que el aceite de ricino tiene
mas apetencia por el metal que el aceite de silicona quedandose adherido a
las bases y anclandose en el borde afilado de éstas. En el caso de gotas de
apoyo libre los electrodos se sustituyen por otros completamente planos.

Un esquema del montaje eléctrico se representa en la figura 4.2. Consta
de un autotransformador conectado a la red (salida: 0-245 V, 160 VA) que
alimenta a un transformador (220-20000 V) cuyos bornes de salida estan
conectados uno a tierra y otro al cable coaxial que va hacia el electrodo
superior. Con este montaje se consigue un voltaje maximo entorno a 20000 V
siendo la frecuencia de trabajo del circuito la industrial (50 Hz). El tanque de
Plateau esta aislado mediante una jaula de Faraday consistente en una caja de
madera forrada con material conductor y con ventanas para la observacion del
puente o gota. El conductor exterior del cable coaxial esta conectado a tierra
con el fin de aislar eléctricamente el sistema. Como medidas de seguridad se
han redondeado las aristas de las conexiones a alto voltaje y se ha utilizado
un interruptor doble con salto automatico en caso de cortocircuito. Para
controlar el potencial aplicado al electrodo superior hay colocada una sonda
de alta tension en el borne a alto voltaje del transformador. La sonda da
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Figura 4.2: Esquema del montaje eléctrico.

como salida un potencial mil veces menor que el de entrada y la lectura de
este potencial se realiza en un voltimetro.

4.1.2 Meétodo operativo. Puentes

Formacién del puente

Se inyecta una pequenia gota de aceite de ricino en el electrodo inferior y a
continuacion se llena el tanque de aceite de silicona. Se baja el electrodo
superior y se inyecta aceite de ricino en la gota hasta que hace contacto con
la base de anclaje del electrodo superior. Se espera un tiempo suficiente
hasta que la gota moja totalmente la base superior y se forma un puente
de pequeiia altura. En todo momento es necesario evitar la formacién de
gotitas de aceite de silicona dentro del puente para lo cual el contacto ha
de realizarse suavemente. Para controlar el volumen hacemos que el puente
de baja altura sea lo mas cilindrico posible. Si la altura es pequeiia el error
que puede cometerse en el calculo del volumen de esta columna cilindrica,
conocida la altura con total precisién, es del orden del volumen desplazado
por una divisién del micrémetro, esto es, 0.4mm>. Una vez aqui se toma
esta altura como referencia y se empieza a inyectar liquido a medida que se
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eleva el electrodo superior. La altura se controla porque el desplazamiento
vertical del electrodo es de 2.0 mm por rosca del tornillo-soporte.

Medidas de estabilidad

El método mas cémodo que hemos encontrado es aplicar un voltaje lo sufi-
cientemente intenso para que una columna de esbeltez y volumen dados sea
estable y a continuacién mediante un método de biseccion ir reduciendo el
intervalo entre un voltaje estable y otro inestable. Se traté siempre que la
diferencia relativa entre estos voltajes fuera menor de 1%. Experimental-
mente se observa que el tiempo que tarda una columna en romperse, con
parametros préximos al punto critico, es de unos cuantos minutos. Hemos
considerado que un puente es estable si sobrepasa 15 minutos sin romperse
y no se aprecia movimiento de la interfase.

En el caso de puentes de volumen cilindrico, éstos dejan de ser estables
para esbelteces cercanas a A = 2.8. Se forma un puente de altura ligeramente
superior aplicandole un campo que lo estabilice y se realiza el método de
biseccién para el voltaje; seguidamente, se incrementa el volumen, la esbeltez
y el campo aplicado y se repite el proceso. En el caso de formas no cilindricas
se elige una esbeltez dada, se parte de un volumen pequefio pero estable
con el campo aplicado y se encuentra el voltaje critico; a continuacion, se
aumenta el volumen y se reduce el potencial aplicado, encontrandose de nuevo
el potencial critico.

Para controlar los nimeros de Bond esperables en las sesiones de experi-
mentos se toman fotos de interfases estables y sin campo al iniciar y acabar
las sesiones, procurando que las interfases tengan una deformacion, debida a
la gravedad, claramente apreciable. Ademas, se realizan fotos de cada puente
liquido con el objeto de testear el control del volumen. Posteriormente, se
amplian estas fotos-diapositivas proyectdndolas sobre un papel y se digita-
lizan por medio de una targeta digitalizadora. La comparacidn de los perfiles
experimentales con los numéricos nos permite obtener el nimero de Bond co-
rrespondiente a la sesion de experimentos. Como calibracién de las medidas
en las fotos hemos usado el radio de la base de anclaje y la distancia entre
electrodos.
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4.1.3 Meétodo operativo. Gotas

En estos experimentos el electrodo superior es un electrodo plano (sin base
de anclaje). Realizamos series distintas con gotas ancladas y con gotas de
apoyo libre. Para las gotas ancladas se inyecta un determinado volumen por
el orificio del electrodo inferior y la gota queda fijada a la base de anclaje.
Para las gotas de apoyo libre se inyecta el aceite de ricino por el orificio y se
forma un puente anclado en la base inferior pero de apoyo libre en la base
superior. A continuacién, se rompe el puente al separar los electrodos y se
retira el volumen de la parte inferior gracias a la jeringa quedando una unica
gota en el electrodo superior.

Se toman fotos de interfases estdticas por cada valor de la diferencia de
potencial aplicado. Tanto la forma como el volumen de las gotas se obtienen
a partir de las fotos. Es de tener en cuenta que con campo aplicado nulo las
gotas son secciones esféricas (el efecto de la gravedad residual es despreciable),
y la determinacion del volumen para estas gotas es mas facil.

La comparacién de las curvas tedricas y experimentales de la elongacién
a frente al mimero eléctrico ¥ para diferentes valores de ry (caso de gotas
ancladas) o de a (caso de gotas de apoyo libre) ha de permitirnos hallar
la tension superficial. Experimentalmente se determina la altura de la gota
como funcién de EZ, para un valor dado del volumen. Para cada elongacién se
calcula el valor tedrico de ¥ que da esa elongacién y comparando con el valor
experimental de E2 se obtiene la tensién superficial o. Por iltimo, se realiza
una comparacion de las formas de equilibrio numéricas y experimentales para
verificar que el resultado es satisfactorio.

4.2 Constantes fisicas de los liquidos y
relaciéon modelo-experimento

4.2.1 Medida de constantes fisicas

Medida de la tensién superficial

Se toman una serie de fotos de interfases estables sin campo aplicado y con
una deformacién visible debida al nimero de Bond. En todo momento se
mide la temperatura del bafio mediante una sonda, pues la diferencia de
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densidades es una funcién bastante sensible de la temperatura. Las interfa-
ses experimentales son axisimétricas con muy buena aproximacién, de modo
que podemos compararlas con los resultados numéricos. Para ello, fijados
los valores A, 7 correspondientes a los experimentos, se calculan distintas
interfases variando el nimero de Bond y buscamos aquél que minimiza la
distancia de una forma experimental a una teérica. Esta distancia se define

€ = \/Efil(ftjv_ f(Z))2’ (4.1)

donde f; son los valores discretos experimentales, N el nimero total de éstos
y f(z) las funciones del método de elementos finitos. Hemos tomado para el
control del mimero de Bond formas de equilibrio sin campo aplicado porque
son mucho maés faciles de obtener numéricamente.

Una vez que tenemos el nimero de Bond y la temperatura correspon-
dientes a cada foto podemos obtener la tensién superficial a partir de ¢ =
ApgR?/B conocida la diferencia de densidades. Para medir Ap como fun-
cién de la temperatura T hemos hecho uso del densimetro de alta precisién
AP PAAR DMAS58. Para el rango de temperaturas de 18°C hasta 30°C la
diferencia de densidades es muy aproximadamente lineal con la temperatura.
Las rectas obtenidas para las funciones de p (en g/cm?®) frente a T' (en °C)
son

Pin = 0.97512 — 6.824 x 10™*T + 3 x 107° £ 107°T, (4.2)
Pex = 0.98244 — 9.056 x 107*T £ 4 x 107° £ 2 x 107°T, (4.3)
Pin — Pex = —T.2T x 1072 +2.23 x 107*T £3 x 1075 £ 107°T. (4.4)

Este método tiene el problema de ser muy sensible a errores en Ap. De he-
cho hemos comprobado que existen variaciones en la diferencia de densidades
seglin el tiempo que lleven en contacto los dos liquidos. Las variaciones en
Ap pueden ser de hasta un 20% al cabo de varios dias en contacto. Son
debidas, principalmente, a pequefios cambios en la densidad del ricino pues
la densidad de la silicona del bafio permanece practicamente inalterada. Lo
que observamos es una reduccién de la diferencia de densidades, probable-
mente debida a cierta difusién de un liquido en otro al ponerlos en contacto.
Asi, se presenta la dificultad de conocer la diferencia de densidades para un
experimento concreto. El resultado que obtuvimos para la tensién superficial
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por este método fue de o = (4.0 + 0.4) x 10~ N/m. El error presentado es
debido a la dispersién en los valores del nimero de Bond obtenidos de las
fotos. Sin embargo, teniendo en cuenta lo dicho anteriormente, la tensién
superficial podria ser algo menor si Ap fuera menor.

Caracteristicas del densimetro. El densimetro DMAS58 determina la
densidad al medir el periodo de oscilacién de un tubo en U cuya frecuencia
natural se ve modificada por la masa de la muestra. El tubo se excita por
medios electronicos en direccién perpendicular al plano del tubo. Suponiendo
que la temperatura es constante la densidad puede calcularse a través del
periodo de oscilacién de un cuerpo hueco con una masa M suspendido por
un muelle de constante C al que se le afiade una masa pV. Donde V es el
volumen que ocupa la muestra y p su densidad. Asi el periodo es

T = QWN/QA!%BZ. (4.5)

Determinadas las constantes C/V y M/V del aparato mediante la medicién
del periodo de dos muestras de densidades conocidas (hemos usado agua
destilada y aire a presién atmosférica) se puede determinar la densidad de
la muestra problema a través de su periodo. Cuando se usan agua y aire
como fluidos calibradores la precisién es de 107° g/cm® dentro de un rango
de densidades de 0.5 a 1.5 g/cm®. Para que la muestra alcance la temperatura
deseada se utiliza un termostato de efecto Peltier. El control de temperatura
del sistema tiene un error maximo de +0.005°C.

Medida de las permitividades

Las permitividades dieléctricas de los liquidos se obtienen como la razén entre
la capacidad de una celda especial llena con el liquido, C¢, y la capacidad de
la celda cuando estd vacia y seca, Cy. Asi, la relacién entre las permitividades
cumple

e C,

== (4.6)
Las capacidades se midieron con el medidor LCR AG-4311B, que esta dise-
nado para obtener las impedancias complejas de las partes ordinarias de un
circuito LCR. Cubre un rango de frecuencias emtre 100 Hz y 100kHz y un

nivel de sefial entre 1mV y 5V.
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Figura 4.3: Esquema de la celda de medida de permitividades.

La celda consta de dos electrodos circulares de radios ligeramente dife-
rentes enfrentados en el interior de un cilindro hueco de metal con el que
no tienen contacto eléctrico porque las juntas son de material aislante (ver
figura 4.3). Entre los dos electrodos se establece una diferencia de potencial
y el cilindro exterior se mantiene conectado a tierra.

El método de la medida es como sigue. El medidor LCR consigue que el
conductor 1 (ver esquema en figura 4.3) tenga un potencial lo mas préximo
posible a cero mientras mide el voltaje en 2 y la intensidad que fluye en el
conductor 1. Puesto que 1 y 3 tienen practicamente el mismo potencial las
lineas de campo que salen del conductor 1 hacia el 2 son casi rectas gracias al
efecto de anillo de guarda del conductor 3. De este modo la intensidad medida
en 1 esta relacionada con el voltaje en 2 por una capacidad, Ci2, que cumple
aproximadamente la idealizacién de un condensador plano Cy; = €S/d. Aqui
S y d son, respectivamente, el drea enfrentada de los electrodos y la distancia
entre ellos. Lo realmente importante de la configuracién es que la distorsion
del campo debido a las juntas aislantes tiene un efecto despreciable sobre la
capacidad que se mide, asegurandose que Cj; es proporcional a la constante
dieléctrica de la muestra.

Las medidas han de realizarse a temperatura constante pues hemos ob-
servado que la capacidad de la celda era distinta a diferentes temperaturas.
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Esta diferencia no es achacable a la variacién de € con T', que esta en torno
a 1% en diez grados. Probablemente, el cambio sea debido a la dilatacién de
las juntas de teflén con lo que cambia la geometria de la celda. La capacidad
de la celda sin muestra fue de 12.29 +0.02 pF a T = 25°C. La celda se testeé
con ciclohexano muy puro, de permitividad relativa ¢ = 2.015 a T = 25°C,
y la medida se obtuvo con un error menor de 0.5%. Los valores medidos
para las permitividades relativas del aceite de ricino y de silicona fueron,
respectivamente, 4.685 y 2.734 con un error relativo menor de 1% para todo
el rango de temperaturas del experimento.

4.2.2 Relacion modelo-experimento

En el capitulo primero ddbamos una serie de relaciones entre tiempos caracte-
risticos que deberian cumplirse para que un problema dado estuviera dentro
del campo de la estitica de formas liquidas dieléctricas sujetas a campos
elétricos. Estas relaciones eran

g€ te <ty K t, te, L. (4.7)

Con los valores de las magnitudes fisicas de nuestro experimento que aparecen
en la tabla 4.1 hemos obtenido los tiempos tipicos que se presentan en la
tabla 4.2. Las conductividades, las viscosidades dinamicas y las movilidades
i6nicas no fueron medidos puesto que s6lamente necesitdbamos los 6rdenes
de magnitud de estas cantidades para asegurar en qué limite estabamos. Asi,
fueron obtenidos de la literatura sobre el tema. La permeabilidad magnética
se supone la del vacio u = 47 x 1077 en el SI. La distancia tipica que se ha
tomado ha sido el didmetro de las bases de anclaje { = 5 mm.

Las condiciones para considerar el problema dentro de la EHD ({4 <«
tc < ty) se cumplen por muchos é6rdenes de magnitud. De los tiempos
de relajacién de las cargas el mds importante es el del aceite de ricino ya
que al ser el menor proporciona el tiempo tipico de formacién de cargas en
la interfase. Vemos que es dos érdenes mayor que el tiempo de variacion
del campo por lo que dominan los efectos dieléctricos. El tiempo tipico
de movimiento de la interfase es gobernado por el mayor de los tiempos
mecanicos que es el tiempo viscoso del ricino. Asi, la condiciéon de interfase
fija (que no sigue las oscilaciones del campo) se cumple por casi tres 6rdenes
de magnitud. El tiempo de vuelo de los iones es principalmente el de la



4.2. CONSTANTES Y RELACION MODELO-EXPERIMENTO

Liquido Silicona | Ricino
Permitividad relativa € 2.73 4.69
Densidad p (kg/m®) T = 25°C 960 958
Conductividad eléctrica o (S/m) | 10~13 2 x 10710
Viscosidad dindmica  (kg/ms) 0.05 0.6
Movilidad iénica K (m?/sV) 2x1071° {2 x 10711
Tensién superficial o (kg/s?) 4x1073

Tabla 4.1: Constantes fisicas de los liquidos usados.

Tiempo caracteristico

Definicién

Valor experimental

Difusién magnética

tq = po.l?

Ricino: 6 x 10~21
Silicona: 3 x 10~%4

Transmisién de la luz

t. =l /eo,

10-—11

Movimiento del liquido:
® Caso VISCoSo

® Caso No Viscoso

tm =9l

Ricino: 0.7
Silicona: 0.05

tm = (pl®/a)? | 0.1

icino: 300
Transito de iones ti=1/KE Ricino
Silicona: 50
icino: 0.2
Relajacion de las cargas | {, = ¢/o. R.J(.ZIIIO
Silicona: 100
Variacién del campo ty=w! 3 x1073

Tabla 4.2: Valores experimentales de los tiempos caracteristicos.

157
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silicona y cumple la condicién (¢, < t;) en cinco érdenes de magnitud. Luego
los iones practicamente no penetran en el volumen.

Una idealizacién hecha en el modelo ha sido considerar los electrodos como
dos placas perfectamente planas e infinitas. La finitud de los electrodos y
la presencia de las bases de anclaje originan ciertas perturbaciones al campo
supuesto por el modelo. Sobre el efecto de la finitud de los electrodos hemos
de tener en cuenta que el didmetro de éstos es 16 veces el didmetro de los
anclajes. Si acudimos a los experimentos numéricos del capitulo anterior,
vemos que el efecto de colocar la condicién de contorno en R,, = 8 era
suficiente para que las diferencias del campo en el puente fueran menores de
1%. Aunque la condicién de contorno experimental no es la misma podemos
suponer que los efectos no serdn mayores de 1% en nuestro experimento en
que R, = 16. En cuanto a la influencia de los anclajes, es de suponer que
distorsionen el campo en distancias del orden de la altura de éstos (0.5 mm)
que es mucho menor que la distancia tipica entre electrodos. Sin embargo,
hemos comprobado que tienen cierto efecto en las formas de equilibrio tanto
de puentes liquidos como de gotas ancladas, siendo mas importante para las
gotas pues la altura del anclaje no es ya tan pequeiia frente a la altura de la
gota (alrededor de cinco veces menor). En el problema de puentes liquidos,
existe otra particularidad sobre los anclajes y es que los hemos supuesto de
igual diametro. En el experimento existe, sin embargo, una ligera diferencia
relativa de 0.4%. Esta diferencia es asimilable en cierto sentido a un nimero
de Bond efectivo que hay que sumar al nimero de Bond [Meseguer, 1990]. Su
contribucién serfa menor que 1073, que es pequefia comparada con el nimero
de Bond esperado en el experimento.

4.3 Resultados y discusion

4.3.1 Resultados para puentes liquidos

Hemos realizado una serie de experimentos con la intencién de determinar el
valor del campo critico de ruptura de columnas liquidas de volumen y esbeltez
dados. El rango de esbelteces estudiado viene marcado por la estabilidad
marginal de las columnas de volumen cilindrico; va desde A ~ 2.9 (primera
esbeltez inestable sin campo) hasta A ~ 5 (esbeltez maxima estable con el
voltaje maximo del experimento: 20 kV). El valor de la tensién superficial
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Figura 4.4: Evolucién cuasiestitica de un puente liquido. Potenciales aplicados: (de
izquierda a derecha) 3.5,2.9 y 2.7 kV.

que usaremos para comparar las curvas tedricas con las experimentales nos
viene dado por el obtenido por los experimentos de gotas, o = 3.6, que
consideramos mads fiable que el dado por el método de hallar o a través de
By Ap. El valor experimental de la razén de permitividades es 8 = 0.583.

El valor de B estimado de las fotos de puentes sin campo es 0.020 +0.001
para T' = 24°C y 0.013 £ 0.001 para T = 26°C, donde el error est4 obtenido
de la dispersion de los valores. Estos resultados indicarian que B ~ 5 x 103
para T = 28°C y que en torno a T = 29°C se hace cero el nimero de Bond.

Presentamos primeramente la evolucién cuasiestitica de un puente de vo-
lumen cilindrico y esbeltez A = 3.11 a medida que reducimos la diferencia de
potencial (ver figura 4.4). Las fotos corresponden a diferencias de potencial
de 3.5, 2.9 y 2.7 kV, siendo la temperatua de esta secuencia de T' = 28.4°C.
Observamos que por efecto de la gravedad residual a medida que reducimos
la diferencia de potencial la deformacién antisimétrica crece. El puente co-
rrespondiente a un voltaje de 2.7 kV estd préximo al punto de estabilidad
marginal pues para un voltaje de 2.6 kV el puente liquido se rompié. En
la figura 4.5 representamos la deformacién € (distancia a la forma cilindrica)
como funcién de x en este experimento. La deformacién crece a medida que
nos acercamos al punto de ruptura. Vemos que para campos muy grandes la
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Figura 4.5: Deformacién ¢ como funcién de x para A = 3.11. *, valores experimentales;
(—) curva numérica de B = 55x 1073 y 7 = 1.00; (- - -) idem de B = 7.3 x 1073 y
7= 1.02.

deformacion no tiende a cero. Esta relacionado con el hecho de que existen
deformaciones en la interfase debidas al campo local creado por los anclajes.
Asi, en el puente de 3.5 kV de la figura 4.4 puede observarse cierta curvatu-
ra en la superficie préxima a los anclajes y una reduccién de la seccién del
puente en la zona central para mantener €l volumen. Este aumento de la cur-
vatura se explica porque el ricino al ser el medio de mas permitividad tiende
a dirigirse a la zona de campo mads intenso. La comparacién con la teoria de
los resultados sobre la deformacién no es sencilla pues pequefios errores en
la esbeltez o el volumen producen curvas distintas. Como muestra se han re-
presentado los resultados numéricos correspondientes a 7 = 1.00 y 7 = 1.02
elegidos para que tuvieran el valor del campo critico experimental. Propor-
cionan estimaciones del nimero de Bond distintas: la curva de 7 = 1.00 es
para B = 5.5 x 1073, mientras que la de 7 = 1.02 es para B = 7.3 x 1073.
En la siguiente figura (fig. 4.6) se muestran dos puentes estables de vo-
lumen cilindrico con esbelteces superiores a A = w. Corresponden a A = 3.9
para un voltaje de 10 kV y A = 5.0 para un voltaje de 16 kV. Estan someti-
dos a diferencias de potencial un poco mas elevadas que las criticas. Los
resultados sobre el campo critico frente a la esbeltez para puentes de 7 = 1.0
y B = 0.583 se presentan en la figura 4.7. Vemos que los valores experimen-
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Figura 4.6: Puentes de volumen cilindrico de esbelteces A = 3.9 y 5.0 sometidos a 10 kV
y 16 kV, respectivamente.

tales estin unas veces por encima y otras por debajo de la curva de B = 0.01.
Esto se debe a las variaciones de la densidad con la temperatura a lo largo
de la sesién experimental. Los resultados se representan agrupandolo en tres
rangos de temperatura: *, entre 24.15-24.6°C; O, entre 26.4-27.5°C; o, entre
28.5-28.8°C. Segun las estimaciones de B obtenidas de las fotos sin campo,
corresponderian a valores del nimero de Bond: *, préximos a B = 0.02; &,
préximos a B = 0.01; o préximos a 3 x 1073, Los puntos marcados con *
estan entre las curvas de B = 0.01 y 0.02, los marcados con o estdn entre
B = 0.y 0.01 y los marcados con O estin cerca de la curva de B = 0.01.
Los resultados experimentales cumplen con cierta precisién las predicciones
numéricas. Los puntos marcados con * deberian estar mas cerca de la curva
correspondiente a B = 0.02. Para precisar més los resultados serfa nece-
sario mantener constante la temperatura de la celda para aislar el efecto de
la temperatura y controlar la tensién superficial de la sesién experimental
midiéndola al empezar y acabar las experiencias. Se sabe que la tensién su-
perficial es bastante sensible a las condiciones dadas de un experimento y
puede variar de una sesién a otra. Con todo, los resultados son bastante sa-
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Figura 4.7: Comparacién entre los resultados experimentales y tedricos para las curvas de
estabilidad marginal para puentes de volumen cilindrico en el plano A-x. *, T =24.15-
24.6°C; O, T =26.4-27.5°C; o, T' =28.5-28.8°C

tisfactorios ya que los efectos del mimero de Bond predichos por la teoria son
apreciables en la figura. Esto supone una sensible mejora de los resultados
experimentales previos [Gonzélez, 1989], donde estos efectos no estaban pre-
sentes. Por otra parte, los actuales experimentos son més fiables porque se
han medido todas las constantes fisicas relevantes, se ha mejorado el control
del volumen y de la diferencia de potencial aplicada y se ha relacionado la
temperatura con el nimero de Bond.

Aumentando el campo aplicado podemos reducir el volumen necesario
para que una columna de esbeltez dada sea estable. Un resultado interesante
de la teoria es que para puentes de esbeltez fija el aumento del campo apli-
cado permite cambiar la simetria del proceso de ruptura de una asimétrica
(dando dos gotas de volimenes distintos) a una simétrica (dando dos gotas de
volimenes iguales). En la figura 4.8 presentamos cuatro puentes estables de
esbeltez A = 3.53 con volimenes decrecientes a medida que aumenta el cam-
po. El voltaje aplicado es muy préximo al critico de ruptura correspondiente
a cada puente liquido. Estos son: ®¢ = 2.55 kV para 7 = 1.44, $; = 5.40 kV
para 7 = 1.05, ®¢ = 7.9 kV para 7 = 0.820 y ®, = 14.6 kV para 7 = 0.575.
Podemos observar un desplazamiento del cuello de la columna liquida hacia
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Figura 4.8: Puentes de A = 3.53 cerca del punto critico para distintos valores del volumen.
a) T=144y ® =255kV;b) 7 =1.05y & = 5.4kV; c) r=0.820y & = 7.9 kV; d)
T=0.575y & = 14.6 kV.
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Figura 4.9: Resultados experimentales para los puntos criticos en el plano x-7. Puentes
de A = 3.53.

el centro, claro indicio de un cambio hacia una ruptura simétrica. La figura
4.9 muestra los puntos de estabilidad marginal en el plano 7-x para esta serie
experimental de A = 3.53. Se observan algunas oscilaciones en los puntos
debidos a cambios en la temperatura. Esta serie experimental presenta para
el puente de 7 = 1.0 un valor del campo critico casi un 20% menor que el
de la figura 4.11. Podria deberse a que los liquidos llevaban bastante tiempo
en contacto y la tensién superficial podria ser menor. Si es asi los valores
experimentales de x representados serian un 20% mayores.

4.3.2 Resultados para gotas

Hemos realizado una serie de experimentos con gotas ancladas para obtener
la elongacién en funcién del campo aplicado y mediante la comparacién con
la curva tedrica obtener el valor de la tensién superficial. Sin embargo, nos
hemos encontrado con que el efecto del campo local debido al anclaje provoca
un aumento de la curvatura sobre la forma de equilibrio en las proximidades
del anclaje. Este hecho no permite a ésta alcanzar la elongacion que tendria
en ausencia del campo local. Los intentos de obtener la tensién superficial
con estas gotas nos condujeron a tensiones superficiales cada vez menores a
medida que aumentibamos el volumen de la gota: 0 = 7.9, 6.7 y 5.7 mN/m
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Figura 4.10: Gota anclada sin campo y con un campo aplicado de 18.1 kV/em.

para V = 32.5,51.6 y 76.3 mm3, respectivamente. Lo que indica que a
mds volumen menos efecto del campo local pues la gota es cada vez mayor.
Por ello sélo mostraremos una de las formas que hemos obtenido. En la
figura 4.10 presentamos una gota anclada de volumen 32.5 mm?® sometida a
una diferencia de potencial de 20 kV con una separacién entre placas de 11
mm. En ausencia de campo aplicado la gota tiene una forma préxima a una
semiesfera. Podemos ver el aumento de la curvatura en las proximidades del
anclaje.

Con gotas de apoyo libre hemos podido tener un buen acuerdo con los es-
tudios numéricos. Realizamos experimentos con dos gotas de radios efectivos
R =3.64£0.03 mmy R = 2.88+0.03 mm (R = (3V/27)'/3) con separaciones
entre electrodos, respectivamente, de | = 14.1540.05 mm y { = 12.15 4 0.05
mm. Estas distancias corresponden a una separacién adimensional L ~ 4,
que fue la que se us6 para la comparacién con los resultados numéricos ya
que la sensibilidad de la presién eléctrica con L es bastante pequeiia para el
mismo valor de E,, (ver figura 3.27).

Experimentalmente se observa que a medida que aumenta el campo la
altura de la gota crece mientras que el radio de contacto disminuye. Como
el aceite de ricino moja bastante mas el electrodo de cobre que el aceite de
silicona el angulo de contacto o es pequefio. En el proceso de incremento
del campo aplicado, el 4ngulo de contacto también decrece inicialmente pero
rapidamente se alcanza un valor constante. Este wltimo valor corresponde al
caso del soporte ya mojado por el ricino de la gota (dngulo de contacto de
retroceso [Miller, 1985]). Cuando bajamos gradualmente el campo aplicado
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Figura 4.11: Comparacién de los valores experimentales con los tedricos para la elongacién
a como funcién del nimero de Bond eléctrico ¥ en gotas de apoyo libre. o, gota con
R = 2.88 mm;, *, gota con R = 3.64 mm.

se obtienen basicamente las mismas formas de equilibrio, debido a que ya el
soporte esta mojado con el aceite de ricino. Asi, la diferencia fundamental
es que para campo aplicado nulo la linea de contacto es una frontera entre
soporte mojado por silicona y por ricino y cuando el campo esta aplicado la
linea de contacto esta entre dos zonas mojadas de ricino.

Como se indicé en la descripcién del método operativo, la comparacién de
la curva de la elongacién a frente E2, experimental con la tedrica de afrente
a X para f = 0.583 nos proporciona el valor de la tensién superficial. Puesto
que a cada valor experimental de a le corresponde un valor teérico ¥ podemos
obtener un valor de la tensién superficial de 0 = €., E% R/x, conocido el
valor experimental de E,. El dngulo de contacto se estimé que era menor
de 30° a partir de los perfiles de las gotas. Calculando las curvas de a frente
a x para valores diferentes de o (decreciendo a de cinco en cinco grados)
obtuvimos que el angulo a = 15° proporcionaba la minima dispersién para
o. La tensién superficial obtenida por este método es o = 3.63 x 1073 N/m
con una dispersion Ag = 0.12. En la figura 4.11 se representa la elongacién
a como funcién del nimero de Bond eléctrico x para diferentes valores de «
en el caso f§ =0.583, B=0 y L =4. Vemos que para X > 10 el dngulo de
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contacto es ya de 15°. La figura 4.12 muestra tres formas de equilibrio y una
comparacion de los perfiles numéricos (lineas continuas) con estos perfiles
experimentales (puntos). Las formas numéricas se calcularon con a = 15°
y con las mismas alturas a de las formas experimentales. Corresponden a
intensidades de campo aplicado de 9.9, 11.5 y 13.2 kV/cm para la gota de
R =2.88 mm.

Desviaciones del valor deducido para la tensién superficial pueden suceder
debido a errores en la medida de la razén de permitividades (error relativo
estimado en 1%), en el dngulo de contacto elegido (error absoluto de 5°) y
en un numero de Bond diferente de cero (estimado en B ~ 0.05 para estos
valores de R). Calculando numéricamente las curvas de a frente a x para
la méaxima desviacién de f, de a y de B podemos estimar el error cometido
en 0. El resultado final es ¢ = 3.63 £ 0.15 mN/m, valor que estd dentro
del error obtenido mediante el método de medida de B y la diferencia de
densidades, pero que tiene un error estimado sensiblemente menor. Por otro
lado, no presenta las dificultades del otro método relativas a la variacion de
la diferencia de densidades con el tiempo de contacto de los dos liquidos.
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Figura 4.12: Para pie de figura ver pagina siguiente.
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Figura 4.12: Evolucién cuasiestitica de una gota de apoyo libre a medida que aumenta
el campo eléctrico aplicado (a,b,c) y comparacién con los perfiles numéricos (d). (a)
Ew = 9,8 kv/em, a = 0.963, (b) B = 11.5 kV/cm, a = 1.38, (¢) Eo = 13.2 kV/cm,
a=1.76.



Conclusiones

A lo largo de este trabajo hemos estudiado la estatica de las formas liquidas
cautivas entre placas plano-paralelas sometidas a una diferencia de potencial.
A modo de resumen, extraemos los siguientes aspectos y conclusiones més
relevantes del trabajo:

1. Se han elaborado una serie de programas basados en el Método de
Elementos Finitos con el fin de obtener las formas de equilibrio axisi-
métricas de puentes liquidos y gotas para distintos valores del volumen,
la separacion entre placas, la razén de permitividades, la diferencia de
potencial aplicada y la aceleracién gravitatoria.

2. La obtencién sucesiva de formas de equilibrio mediante un método de
continuacién en el parametro arco junto con la determinacién de los
puntos criticos ha permitido la descripcién de los diagramas de bifur-
cacion. A partir de éstos se ha deducido la estabilidad de las formas
liquidas ante perturbaciones axisimétricas.

3. Se ha comprobado que el efecto del campo eléctrico axial sobre lospuen-
tes liquidos es hacerlos mds cilindricos, esto es, alinear la interfase con
el eje de simetria. Este comportamiento cualitatio es independiente de
qué liquido forma el puente, de su volumen y de la gravedad residual.
Esta es la razon tltima del incremento de la estabilidad con el campo
aplicado.

4. Se ha demostrado que los puentes liquidos axisimétricos pueden perder
su estabilidad a través de puntos de retorno o de bifurcacién en el
caso B = 0, y a través de puntos de retorno en el caso B # 0. La
bifurcacién que da lugar a la inestabilidad es siempre subcritica de
tipo tridente. Para el caso B = 0, los puntos de retorno aparecen
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cuando el volumen es pequefio comparado con el volumen cilindrico.
Como el campo eléctrico permite reducir el volumen de una columna
liquida manteniéndola estable, puede conseguirse cambiar la forma del
proceso de ruptura hacia una simétrica, ya que los puntos de retorno
y de bifurcacion se aproximan uno al otro para valores pequefios del
volumen. La gravedad rompe la simetria respecto del plano medio
consiguiendo desconectar las ramas del diagrama de bifurcacién tipo
tridente. Se ha comprobado que los puentes liquidos son més sensibles
a la gravedad residual cuanto mas esbeltos. Para una esbeltez dada,
la sensibilidad del punto de minimo volumen estable con el nimero de
Bond decrece para campo creciente.

5. Las formas de equilibrio de las gotas aislantes se alargan en la direccién
del campo aplicado. Se ha demostrado que una razén de permitividades
alta, un angulo de contacto pequefio 6 un radio de contacto grande fa-
vorecen la aparicion de inestabilidades en las gotas. Las inestabilidades
se dividirian en aquellas que conducen a una punta cdnica y aque-
llas que sélo aumentan la elongacién de la gota. Para permitividades
dieléctricas altas las gotas pueden desarrollar puntas cénicas. Se ha de-
terminado analiticamente que soluciones locales de puntas cénicas sélo
son posibles si la permitividad de la gota relativa al medio circundante
supera el valor 17.6. Numéricamente se han observado crecimientos
bruscos de la curvatura en el polo de la gota para valores de la permi-
tividad superiores o en torno a 21 y, por tanto, siempre por encima del
limite analitico.

6. Se han efectuado experimentos en condiciones de microgravedad tanto
de puentes liquidos como de gotas. La comparacién de los resultados
experimentales con los tedricos sobre los limites de estabilidad de puen-
tes de volumen cilindrico en presencia de gravedad residual es bastante
satisfactoria. Han quedado de manifiesto los efectos gravitatorios sobre
la curva de estabilidad marginal, algo que no habia sido descrito en
los experimentos previos. Por otro lado, se ha comprobado experimen-
talmente el cambio de simetria predicho por la teoria en la curva de
minimo volumen estable cuando se aumenta el campo aplicado a esbel-
tez fija. Se ha observado que el cuello de la forma de equilibrio critica se
desplaza hacia el centro a medida que aumenta el campo, claro indicio
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de un cambio de una ruptura asimétrica hacia una simétrica.

Se ha logrado determinar la tensién interfacial entre el aceite de rici-
no y de silicona existente en el experimento mediante la comparacién
entre las formas de equilibrio tedricas y experimentales. Esto es de
gran interés en microgravedad donde muchos de los métodos de medi-
da de tension superficial presentan problemas o no son aplicables pues
presuponen la existencia de la gravedad.



Apéndice A

Obtencion de la ecuacion de
Young-Laplace

Partimos de la funcional

u=a/ds—f°—" Eldr -2 | E24r
p 2

2 Vex Vi

+chg/ zdr + Ping/ ZdT, (A'l)
Vex

Vin

donde S hace referencia a la interfase. Hay que tener en cuenta que en las
variaciones el campo es la solucién para cada forma admisible de la interfase.

Como las variaciones admisibles son aquellas que mantienen el volumen
fijo definimos la funcional

U =U — Ny / dr — Xin / dr, (A.2)
Vex Vin

donde los nuevos términos son las condiciones de volumen con sus correspon-
dientes multiplicadores de Lagrange. La anulacién de la primera variacién
de U* con respecto a todas las formas posibles que cumplan las condiciones
de anclaje conduce a la ecuacién de equilibrio.

Sea 61 un desplazamiento infinitesimal de cada punto de la interfase. La
condicién de anclaje dado impone que 81 = 0 en los anclajes. Para relacionar
el cambio de area §( [ dS), con 61 consideremos la superficie elemental de la
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Figura A.1: Variacién de una superficie elemental.

figura A.1. El cambio de area vendra dado por

6A=/ dS—/ dS=/ n-dS—I—/ n-dS:]{n-dS (A.3)
S 51 S2 S

donde A es el area, n es el vector normal a la superficie S; en direccién a
S2 y dS es el diferencial de 4rea orientada. El vector normal a la superficie
S, serd, en general, distinto de n pero su variacién es del orden de 6! y en
direccién tangencial a la interfase (por ser la variacion de un vector de médulo
constante). Resulta asi que en primer orden f52 dS = f32 n - dS. Haciendo
uso del teorema de Gauss tenemos

fn-dS::/V-ndT,

donde v es el volumen elemental encerrado y n extiende su definicion a un
vector con dominio en el espacio siguiendo la generalizacién n(z,y,z) =
n(z,y) con z,y direcciones tangenciales y con z direccién perpendicilar a
la interfase en cada punto. Teniendo en cuenta que v = 61-dS y que en si
misma la superficie considerada, S, es elemental la variacién del rea total

sera
6(/ dS’) =/ V -nél-dS. (A4)
s

Notemos que la variacién de la integral de volumen de una magnitud f(x)
debida a un cambio de la interfase es en general, resultado de un cambio tanto
del integrando como del volumen de integracién,

5( / f(x)dr) - /V §5(x) dr + /S £(x) 81 dS, (A.5)
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donde éf indica la variacién de la magnitud f en un punto fijo x. Aqui
hemos tenido en cuenta que cuando un elemento de area se desplaza barre
un volumen que es v = dS-6l. Cuando se perturba la interfase existen puntos
~ cercanos a ésta que no pertenecen a la interseccién del volumen original y el
final. Para estos puntos, la diferencia § f se obtiene definiendo la magnitud
f por continuacién analitica desde los puntos en los que f si estd definida.
De acuerdo con (A.5) la variacién de la energia gravitatoria es

) (ping/ zdr +,oexg/ zdr) = (pin —pex)g/ z681-dS, (A.6)
Y Vex N

n

donde se ha tenido en cuenta que la variacién del volumen exterior es igual
y de signo contrario a la del volumen interior.
La variacién del término debido al volumen fijo es

6(/\in‘/in + /\ex‘/ex) = (/\in - /\ex) / 61-dS. (A7)
S

La variacién del término de energia eléctrica se realiza teniendo en cuenta
que el potencial del que deriva el campo E es solucién de la ecuacién de
Laplace para cada interfase admisible. De este modo tenemos para el volumen
interior

(e

Vo[ dT) = / V. V(60)dr + % / IVB[26l-dS. (A.8)
Vin s
La variacion del primer sumando del segundo término cumple

/ Vo .- V(6®)dr = / [V - (60V®) - §0V?®] dr. (A.9)
Vin

Vin

Y dado que @ es solucién de la ecuacién de Laplace y que el potencial esta
fijado en los electrodos, la aplicacién del teorema de Gauss nos lleva a

8% 5%
}{ 5877 ds = /S 582 ds. (A.10)

Para relacionar §® con 61 consideramos que los puntos del dominio sufren
un desplazamiento 6x tal que es x = 0 en los electrodos y éx = 41 en
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la interfase. La diferencia entre el potencial en un punto desplazado y el
potencial en el punto original cumple en primer orden

A

d(x + 6x) — B(x) = 6®(x) + 6x - VI, (A.11)

donde @ es el potencial en la nueva configuracién. Entonces la variacion del
término eléctrico en el volumen interior es

€in N gre—e [[220_0_vs.
5(_2/V_;v<p|>dr__em/5[an(\p & — Vo .- 6l)

1

+%1vq>1251 n] s, (A.12)

i

donde ¥ = ®(x+61). La variacién para el volumen exterior es, anilogamente,

_fex 2\ gy — _ 9§ _&_ve.
5( 2/%X|V<I>|>dr— Ee"/s[an(q' & — VS - 8l)

+%|v<1>1251 ] ds, (A.13)

Sumando las contribuciones del medio interior y exterior la variacién de la
parte eléctrica, 6UE, toma la forma

oUE = /A [——ea—@VCD - 81+ EIV<I>|261 . n] ds (A.14)
S an 2
donde se ha tenido en cuenta que A®, AW y A[ed®/0n] son nulos en la inter-
fase ya que el potencial y la normal del vector desplazamiento son continuos.
Finalmente, la anulacién de la primera variacion del potencial efectivo
en su proyeccion sobre la normal de la superficie conduce a la ecuacién de
Young-Laplace aumentada por el término eléctrico

2
oV -n+AX—gz0Ap+ A {—e (?) + -;—IV@]Z} =0; (A.15)
n

mientras que la proyeccién en la direccién tangente

NEAIRL (A.16)
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no conduce a nada nuevo al ser continuos el campo tangente y la normal del
vector desplazamiento. :

En la ecuacién (A.15) identificamos el multiplicador de Lagrange A con la
presion de referencia de cada medio, II, de modo que A es el salto de pre-
siones de referencia entre el medio exterior e interior. Este salto de presiones
es el necesario para que el volumen permanezca inalterado.



Apéndice B

Singularidad del campo en la
linea de contacto

Cuando tenemos contornos no suaves en las fronteras entre dieléctricos pue-
den aparecer singularidades en los campos. En general, en estos puntos
alguna de las derivadas del potencial de orden igual o mayor a uno se hace
infinita [Strang, 1973].

En las cercanias del punto de contacto podemos hacer un analisis del com-
portamiento del potencial mediante un desarrollo en funciones de variables
separadas. Localmente el problema de potencial cerca de la linea de contacto
aparece como un problema plano (véase figura 3.2). En coordenadas polares
(p,0) la forma general del potencial que cumple la condicién de Dirichlet
homogénea en el electrodo toma la forma

®, = Z A,p” sen v,

O, = Z B,p" senv(n —9). (B.1)

Los valores de v han de ser positivos para que el potencial sea finito en el
origen.
Las condiciones de contorno en la interfase, esto es § = a,

by, = Dy, (B.2)
0, 0«
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conducen a las siguientes relaciones entre los coeficientes A, y B,

A,senva = B, senv(r — a),
A, cosva = —fB,cosv(r — a). (B.4)

Estas relaciones constituyen una ecuacién de valores propios para v ya que
para que exista solucién distinta de la trivial el determinante del sistema ha
de ser igual a cero,

Btanva + tanv(r —a) = 0. (B.5)

Estamos interesados en el valor de ¥ més pequefio porque determina el
término dominante en el desarrollo para p — 0, el punto de contacto. En
este limite el campo es proporcional a p*~! y la presién eléctrica a p2(*~1).
En general, tendremos un campo y una presién eléctrica infinitos en el punto
de contacto cuando v sea menor que 1. Asi, la regularidad del potencial esta
determinada por el valor de v. En particular, si 0 < v < 1 el potencial es de
cuadrado integrable en el volumen sélo hasta la primera derivada. Véase que
la integral en el volumen del cuadrado de las derivadas m-ésimas del potencial
es finita sélo si 2(v — m) + 2 > 0 ya que hay que integrar un término de la
forma. p**=™) p dp.

Despejando 8 de la ecuacién (B.5) hemos obtenido la figura B.1. En ella
se representan las curvas de v = Cte en el plano a-8. Hemos representado
para f sblo el intervalo (0,1) ya que la ecuacién (B.5) es invariante al cam-
biar simultineamente f# por 1/ y a por « — a (simple intercambio de
permitividades mas un cambio de a a 7 — a).

Del comportamiento de ¥ como funcién del dngulo y de la razén de per-
mitividades destacamos: '

e Si a — 7/2 entonces v — 1.
e Si f — 1 entonces v — 1.

¢ El minimo valor de v es 1/2 que sélo se alcanza para a =7y =10
o teniendo en cuenta la simetria antes mencionada a =0y f — oco.

e SifA>1(f<1)entonces v <1 (v >1)para aentre 0y «/2.

e SiB>1(F<1)entonces v >1 (v <1) para a entre 7/2 y 7.
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Figura B.1: Curvas de v = Cte en el plano a-8.

Podemos ver que las oscilaciones en la presién eléctrica que aparecian en
el estudio del capitulo 3 sobre la linea de contacto estan relacionadas con
la singularidad de ésta. Las oscilaciones aparecian en el elemento cuadran-
gular adyacente a la interfase y al electrodo pues el elemento presupone
una variacion regular desde la interfase al electrodo. Las oscilaciones se
suavizan al dividir dicho elemento en dos triangulos de modo que se admite
una variacion no regular.

Nos preguntamos si un valor del campo infinito puede acumular una ten-
sién finita en la linea de contacto y, por tanto, tener influencia en el dngulo
de contacto. Para ello, seria necesario que la presién eléctrica integrada en
una fraccion infinitesimal de la interfase adyacente a la linea de contacto tu-
viera un valor finito. Esto es, el término pAllg deberia ser finito para p ~ 0.
Esto no ocurre porque pAll, ~ p?*~! y el valor de v = 1/2 nunca se alcanza.
Luego, en principio, no podemos esperar que el campo local pueda cambiar
el angulo de contacto para la geometria especificada por la figura 3.2. Algo
distinto ocurriria si la interfase partiese de una esquina conductora, pues ahi
si es posible que v sea menor que 1/2.



Apéndice C
Puntas conicas

Puntas cénicas de gotas se observan en experimentos pasado el criterio de es-
tabilidad, donde también se observan finos chorros emergiendo de las puntas
[Wilson, 1925, Taylor, 1964a]. Numéricamente aparecen stibitos crecimien-
tos de la curvatura de la punta de la gota que indicarian que una pun-
ta cénica estd desarrollandose [Sherwood, 1988, Wohlhuter, 1992]. Taylor
[Taylor, 1964a] analiz las condiciones bajo las cuales podria existir en equi-
librio una punta cénica en una gota perfectamente conductora. Si una punta
conica existe en equilibrio la presién eléctrica ha de ser inversamente propor-
cional a r, distancia desde el vértice del cono, ya que la curvatura de una
superficie cénica es inversamente proporcional a r. Nos preguntamos qué
constantes dieléctricas pueden desarrollar una punta cénica con un campo
eléctrico finito aplicado. Extendiendo la idea de Taylor al caso dieléctrico,
el potencial eléctrico que satisface la ecuacién de Laplace y la condicién de
esfuerzos en la interfase es '

®;, = Ar? P1(cos6),
2
®ey = Br? Py (cos(n — 0)) = Br# Py (— cosf), (C.1)

donde A y B son constantes, la linea § = 0 6 8§ = = es el eje de simetria
(véase la figura C.1) y Pisp es la funcién de Legendre de orden 1/2. Si el
angulo 0 = 0, define la posicién de la interfase, las condiciones de contorno de
continuidad del potencial y de la normal del vector desplazamiento conducen
a

APy (cos o) — BPy(— cos(fo)) = 0,
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Figura C.1: Punta cdnica dieléctrica.

APé(cos o) + ,BBPé(— cos(bp)) = 0, (C.2)

donde los acentos indican derivadas respecto del argumento. Este sistema de
ecuaciones tiene solucion distinta de la trivial si

P%(— cos BO)Pé (cos 6y)

h=- Py (cos 00)Pé(— cos )’

(C.3)

Anélogamente, el valor de § que para un angulo dado 6y da lugar a un
potencial proporcional a r”P,(cos ) es '

P)(— cos8y)P,(cosbp)

h=- P!(cos o) P,(— cosbp)’

(C.4)

donde P, es la funcién de Legendre de orden v. La figura C.2 muestra 8 como
funcién de v = 7 — 8y, el semiangulo del cono, para tres valores distintos del
exponente v: v = 2/5 (linea a trozos), v = 1/2 (linea continua) y v = 3/5
(linea de puntos). Estos resultados han sido obtenidos empleando el paquete
de software Mathematica. Como puede verse de las curvas para distintos
valores de v, cuanto maés singular es el potencial (menor v) mds pequefio es
el rango de permitividades capaces de dar lugar a ese potencial. También



C. PUNTAS CONICAS 183

-y T v T i
/’ﬂ\
r \'\
0 BB .'-',/ '..". .
I:'. ‘...‘-
i k)
é / \-.
.'". ‘o,.
‘.."j \'
B /
0.05 7 H -
/ \
Y 1
; kY
/ 3
L) - =
] £ - P - S . : ]
f_.." o AN 3
- 1
0 i A L 2 AY 1 1
0° 20° 40° 60°
Y

Figura C.2: Curvas de v = Cte en el plano vy — 8: (- -) v = 2/5; (—) v = 1/2; (-++)
v =3/5.

podemos ver que para cada valor de 3 existe un valor minimo de v que define
la singularidad més alta que puede desarrollarse variando el 4ngulo. La curva
de v = 1/2 nos da los valores de § para los que pueden existir soluciones
cénicas locales de equilibrio. Sélamente valores positivos de B tienen un
significado fisico. Podemos ver que existe un valor maximo de 8 (minimo
B = B71) que viene dado por Bmax = 1/17.5986 que corresponde a un angulo
de v = 30°. Gotas con un valor de 8 > Puax no pueden desarrollar puntas
cénicas para un valor finito del campo eléctrico aplicado. Para 8 < Bpax son
posibles dos soluciones cénicas, aunque en el punto de retorno esperariamos
un cambio de estabilidad. En particular, para § = 0 (limite conductor) una
de las soluciones es el resultado clasico de Taylor: v = 49.3° es el semiangulo
del cono para una gota conductora. Si el incremento siibito de curvatura en
la punta de la gota que aparece en los resultados numéricos sobre gotas del
capitulo 3 conduce a una punta cénica debe suceder para valores de § mayores
de 8 = 17.5986. Este parece ser el caso, pues tanto los resultados dados en
[Miksis, 1981, Sherwood, 1988, Wohlhuter, 1992] como los presentados por
nosotros no contradicen esta conclusién analitica. En todos ellos el aumento
brusco de la curvatura ha aparecido para B R 20.
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Observacién experimental

Es interesante comentar la posible observacién experimental de este resultado
analitico.

Obtener experimentalmente estas puntas dieléctricas no es una tarea facil.
Necesitamos liquidos con una permitividad relativa al vacio mas grande que
17.6. Pero, tipicamente los liquidos con alta constante dieléctrica disocian
impurezas muy facilmente, de modo que sus conductividades estan en el ran-
go de 1 a 10™° S/m. Asi, los correspondientes tiempos de relajacién ¢/o,
estdn en el rango de 107!° a 10~° segundos. Para que estos liquidos se
comporten como aislantes perfectos se necesitaria aplicar un campo eléctrico
alterno con un periodo mucho mas corto que el tiempo de relajacién, lo que
implicaria unas dificultades técnicas enormes. No es facil tener potenciales
del orden de los kilovoltios a frecuencias del orden de 10° Hz o mayores.
De modo que necesitamos purificar y des-ionizar estos liquidos con el fin
de conseguir conductividades del orden de 10~° S/m o menores. Es posible
mantener este nivel de conductividad, al menos durante bastantes segundos,
para la mayoria de los liquidos usando electrodidlisis. Una fuente de alto
voltaje con una frecuencia de 1 kHz, o incluso menor, debe ser suficiente
para realizar el experimento. Posibles candidatos para puntas cdnicas en la
interfase liquido-aire podrian ser, entre otros, etanol (¢, = 24), nitrobenzeno
(er = 35), metanol (¢, = 33), agua desionizada (e, = 78). Experimentos
equivalentes usando el campo magnético pueden realizarse en ferrofluidos
para ver estas puntas cénicas siempre que la permeabilidad magnética pue-
da suponerse como independiente del campo magnético. En este caso las
permeabilidades juegan un papel entéramente analogo al de las permitivi-
dades eléctricas. Experimentos con liquidos conductores también podrian
realizarse. Para dos liquidos de conductividades 0.y ¥ Ocn sometidos a una
diferencia de potencial constante en el tiempo, la razén de conductividades
es el parametro que determina los campos. En condiciones estacionarias y
suponiendo que la conveccién de carga es despreciable frente a la corriente
de conduccién, las ecuaciones que describen los campos son idénticas al caso
dieléctrico. Definiendo ahora f = 0ex/0cin los resultados del caso dieléctrico
se pueden extender al caso conductor.
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