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Notacion

u - v es el producto escalal; Euclideo de los vectores u y v.
A:B=3,;;Ai;B;j para cada A = {A;;} y B = {B;;}.

| - | es la norma Euclidea habitual en RV,

00 =T es la frontera del abierto Q.

n es el vector normal unitario orientado hacia el exterior de Q.
1, denota la funcién caracteristica del conjunto A.

sop : Soporte de und funcién

V : Operador gradiente.

A : Operador Laplaciano.

V. : Operador Divergencia.

O; es la derivada parcial respecto de t.

2~ denota un numero real z’ arbitrariamente préximo a z, tal que 2’ < z.
Tam(s)=s sis €[—M,M]; Tn(s) = Msigns en otro caso.

L, : funcién lineal a trozos tal que L,(s) =1 si s € [0,n], Ly(s) =-2 +2 si s € [n.2n]

¥y Lo(s)=0sis>2n.
£, =T5, — T, paratodon > 1.
Cnm = = (Tpym — T) para todo n,m > 1.

GMAK = Tk — Tar para todo M, K > 0; es decir, GUTE = Ky



i Notacién

Ss(s) = s si s €[—6,6]; Ss(s) =signs en otro caso.

har(s) =1 sis € [—M, M]; hy(s) = h(s — (M —1)sign M) en el resto. Aqui, h es una
funcién regular: h € C*(R), h(r) = 1 para |r| < 1,0 < h <1y h(r) = 0 para
|r| > 2. Nétese que [—(M + 1), M + 1] contiene el soporte de hys.

Sy = has es la primitiva de hyr que se anula en cero.

HY$,; es una funcién real de W** que verifica Hy (M + 3) = (H]{,,)/ (M +3) =0, cuya

segunda derivada es como sigue:

1 siJr| < M,
(H) (=3 -Ms siM<|r|<M+1,

0 ~ en otro caso.
El intervalo [~M — %, M + }] es el soporte de Hj; y de (H]‘f/j),.
Z es una funcién real en C* con Z(0) = Z'(0) =0,0< Z <1y Z(r) = 1 para
Ir| > K.

D(Q) : El espacio vectorial de las funciones de C*°(§2) con soporte compacto contenido

en 2.

D'(R) : El espacio de las distribuciones sobre Q (Dual de D(£2)).

/

p' : Exponente conjugado de pcon 1 < p < 400y 1/p+ 1/p’ = 1, donde para las

divisiones por cero e infinito se usa el convenio habitual.

: Exponente asociado a las inyecciones de Sobolev para cada p € [1,00], es decir
pt = Nﬁ_&p sip< N;1<p" < +oo arbitrariosi p = N y p* = 400 en otro caso.

En particular, (N')* = £ si N < 3.

L? = L?(Q) : El espacio de Banach de las (clases de) funciones de © en R medibles v

p-sumables.

L* = L*(Q) : Espacio de Banach de las (clases de) funciones de 2 en R esencialmente

acotadas.

wme = WmP(§2) (m € N) : El espacio de Banach de las (clases de) funciones de L?({?)

cuyas derivadas en el sentido de D’(§2) de orden < m son también de LP(Q2).



Notacidén 111

WP = WiP(Q) : Cierre de D(Q) en W™P(£).
Ww-m? = W=7 (Q) : Dual de W§"?(Q), para 1 < p < +oc.
H} = HY(Q) = Wi Q). | |
|| (resp. ||-]|) : La norma usual en L? (resp. Hy). En otro caso se especifica el espacio.
V={ve  H(QN; V. v=0}
H={veL}(Q)N; Vv =0, v-n =0 sobre 8Q}.
Sea B un espacio de Banach.

L?(B) = L?(0,T; B) : El espacio de Banach de las (clases de) funciones f : [0,T] — B
medibles y tales que la funcién ¢t € [0,T] — | f(¢)||z (definida c.p.d.) es p -

sumable.
C°(0,T; B) : El espacio vectorial de las funciones f : [0,T] —— B que son continuas.

D(0,T; B) : El espacio vectorial de las funciones f : [0,T] —— B de clase ™ y de

soporte compacto contenido en (0, 7).
D'(0,T; B) = L(D(0,T); B) : El espacio de las distribuciones con valores en B.

{-,-) : Producto de dualidad genérico entre un espacio de Banach y su dual.



Indice

Introduccién

1 Resultados de existencia en el caso estaclonario

1.1
1.2
1.3

1.4

Planteamiento del problema . . . . . . . ... ... ... 0L
El resultado principal . . . . .. .. ... L oo o
Demostracion del teorema 1.1 . . . . . . . . ..o Lo
1.3.1 Primera etapa: Introducciéon de una familia de aproximaciones
1.3.2 Segunda etapa: Estimaciones “a priori” y convergencia débil

1.3.3 Tercera Etapa: u es, junto con alguna p, solucién de la ecuacién

de movimiento. . . . . . ... ...
1.3.4 Cuarta Etapa: «® convergeen V. . . . . . . . . ... ... ...
1.3.5 Quinta Etapa: Para cada M > 0, Tiy(k®) converge fuertemente

en HY . . . e

1.3.6 Sexta Etapa: k es una solucién (en el sentido renormalizado) de

la ecuacién de laenergia . . . . . . . .. ..o

Solucién débil

2 Unicidad de solucién débil

3 Algunas generalizaciones en el caso estacionario

3.1

3.2
3.3
3.4
3.5

Una generalizacién del teorema 1.1 (existencia de solucién débil-renor-

malizada)

Existencia de solucién débil cuando B € Wi,

Condiciones de contorno no homogéneas

Una generalizacién del teorema 2.1 (unicidad para grandes valores de v)

34

37

39

42

47

47
59
59
64

Una variante del teorema 2.1 (unicidad para segundo miembro “pequefio™) 68

1



2 INDICE
4 Resultados de existencia en el caso de evoluciéon 71
4.1 Planteamiento del problema . . . . . ... ... .. ... 71
4.2 FElresultado principal . . . . . . .. ... L 72
4.3 Demostracién del teorema 4.1 . . . . . . .. L oL 73
4.3.1 Primera etapa: Introduccién de una familia de aproximaciones . 73
4.3.2 Segunda etapa: Estimaciones “a priori” y convergencia débil . . 81

4.3.3 Tercera etapa: u es, junto con alguna p, solucién de la ecuacién
de movimiento... . . . . ... 89
4.3.4 Cuarta etapa: Convergencia fuerte de Vu® . . . . . . . .. .. .. 92

4.3.5 Quinta etapa: Convergencia fuerte de Ty(k°) en L?*(H}) para
todo M >0 . . . . . 94

4.3.6 Sexta Etapa: k es solucién de la ecuacién de la energia en el
sentido renormalizado. . . . .. ... oL oo 105
4.4 Solucidn débil . . . . . ... L 108
5 Unicidad de solucién débil en el caso del problema de evolucién 111

6 Variantes y generalizaciones en el caso del problema de evolucién 116

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5

Una variante del teorema 4.1 (existencia de solucién débil-renormalizada). 116

Existencia de solucién débil cuando B € Wbh>, . . . . . . S L. 131
El caso en que se imponen condiciones de contorno constantes . . . . . . 132
Turbulencia tridimensional, flujo bidimensional . . . . . . . . . ... .. 137
Una generalizacién del teorema 5.1 en los términos B y k®'(Vu). . . . . 143

A Apéndice 149



Introduccion

Motivacién y descripcién del problema

El objetivo de esta Memoria es el estudio tedrico de ciertos sistemas de ecuaciones en
derivadas parciales que surgen en Mecdnica de fluidos. Son variantes de las ecuaciones
de Navier-Stokes, tanto en el caso estacionario como en el de evolucién, que conducen

a dificultades “no standard” :

—V - (vDu+k®'(Du))+ (u-V)u+Vp=f,
Veou=0, (0.1)
—V - (u(k)VEk + B(k)) +u - Vk = V'|Duf* + k®'(Du) : Du
\ — [k[/*ky°(Du),
( O —V - (vDu + k®(Du)) + (u-V)u+Vp=f,
vou=0, (0.2)

B,k —V - (u(k)Vk + B(k)) +u - Vk = /| Dul® + k&' (Du) : Du
— |E[?kp®( D).

Aqui, Du = Vu + 'Vu. Las funciones D — ®(D), D — ¢%D), k — p(k) ¥
k +— B(k) son dadas. Una vez fijados el abierto Q C RY, las constantes v > 0 ¥
v € [0,v] y la funcién f, se busca una solucién {u,p,k} en  de (0.1), junto con
condiciones de contorno apropiadas. Por otro lado, fijados los datos precedentes y
T > 0, buscaremos una solucién en  x (0,T) de (0.2), junto con adecuadas condiciones
de contorno e iniciales para t = 0.

Entre otras cosas, los sistemas como (0.1) y (0.2) estan motivados por el modelado
de la turbulencia. Para clarificar este hecho, explicaremos a continuacién cdémo aparecen

estas EDP. Sean U = U(z,t) y P = P(z,t) respectivamente el campo de velocidades

3



4 Introduccién

y la presién de un fluido viscoso incompresible en régimen turbulento. Entonces el par

{U, P} debe satisfacer las ecuaciones no estacionarias de Navier-Stokes
8U ~vAU +(U-VYU +VP=F, V.U=0. (0.3)

Debido a las grandes fluctuaciones que sufre el campo de velocidades, hay que renunciar
a su calculo directo. Se necesita promediar en algin sentido. Denotaremos v y p las

correspondientes variables promediadas y pondremos v = U, p = P. Entonces
U=u+, P=p+yp,

donde u’ y p’ son las correspondientes perturbaciones debidas a la turbulencia.
Es usual reemplazar la busqueda de una solucién de (0.3) por la de un sistema que

deba ser satisfecho por u y p. Después de algunos cédlculos, se llega a que
—V-(wDu+R)+(u-V)u+Vp=f, V-u=0 (0.4)
cuando se promedia en tiempo, y a que
O~V -(vDu+R)+(u-Vu+Vp=f, V-u=0, (0.5)

cuando se promedia en algun otro sentido. Aqui, f es el promedio de las fuerzas exte-
riores que actian sobre las particulas del fluido (f = F) y R es el llamado tensor de

Reynolds, que se obtiene a prtir del término no lineal:

R={Ry}, con R;=—-ulu.

J

Como en (0.4) y (0.5) aparecen las incdgnitas u’, es necesario hacer hipétesis adi-
cionales que relacionen R con u. En el caso de los modelos con una ecuacién, es habitual

imponer la siguiente hipdtesis de tipo Boussinesq (cf. [14]):
R =vy Du, donde vy = G(k) (una relacién algebraica). (0.6)
Aqui, k es la energia cinética turbulenta:
k= w2

El problema podréa quedar cerrado considerando (0.4) 6 (0.5) junto con (0.6) y una

EDP adicional para k. Sin embargo, cuando se intenta deducir una ecuacién para k.



nuevamente encontramos términos en los que aparecen las perturbaciones turbulentas

ut (y kl). Més precisamente, en el caso estacionario se llega a la EDP
~ V- (vWk+ (<P + F)w)) +u-Vk = R: Du— Z[Dul? (0.7)
y, en el caso de evolucién, obtenemos
0k =V - (vWk+ (= + F)u)) +u- Vk = R: Du—5[Du[?. (0.8)

Por tanto, es necesario aproximar algunos de los términos de (0.7) y de (0.8). Esto se

consigue introduciendo nuevas hipdtesis:

e Naturalmente, se usa de nuevo (0.6) para aproximar R : Du.

¢ Para el término de disipacién %|Dw’'|?, hoy dia se acepta casi siempre la misma

aproximacién: Una constante por k%2

e En cambio, la aproximacién del término —(p’ + k’)u’ ha sido realizada por va-
rios autores de diferentes maneras. En la mayoria de los trabajos, este término
es reemplazado por cvrVk, donde ¢ es una constante experimental (véase por

ejemplo [21], [23] y sus referencias). En otros casos, se aproxima por un vector

B(k) (véase [9]).

Asi pues, queda claro que sistemas como (0.1) 6 (0.2) pueden ser usados para descri-
bir el comportamiento de ciertos fluidos turbulentos. Otra motivacién para este tipo de
~ problemas puede encontrarse en la Mecénica de fluidos no Newtoniana (cf. por ejemplo
[22]). En este caso, el-par {u,p} proporciona el campo de velocidades y la presién
reales.del fluido y £ es la tempeliatura. Se estd admitiendo que el tensor de esfuerzos

tangenciales 7 depende de Du y k en la forma siguiente:
T =vDu + k®'(Du).

Al objeto de clarificar la naturaleza de los problemas considerados, nos referiremos en

lo sucesivo a versiones simplificadas de (0.1) y (0.2):
—vAu =V (k®'(Vu))+ (u-Viu+Vp=f,
V-u=90, (0.9)
V- (u(k)VE+ B(k)) +u-Vk =v|Vul]* + k®'(Vu) : Vu,
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Ou —vAu — V- (k®'(Vu))+ (v -VIu+Vp=f,
Vou=0, (0.10)
Ok —V - (uw(k)VEk + B(k)) + v - Vk = v|Vul> + k®'(Vu) : Vu.

Desde el punto de vista matemdtico, estos problemas presentan tres dificultades
fundamentales. En primer lugar, debido a la presencia del término |Dul?, el segundo
miembro de la tercera EDP sélo puede estar en general en L'. Una segunda dificultad
atafle al sentido en que debe ser entendida dicha EDP y, en particular, la expresién
u(k)VEk + B(k), de forma que sea posible hablar de su divergencia. Obsérvese que, aun
suponiendo que k € H}(Q), no tiene por qué ocurrir que u(k)Vk+B(k) esté en L}, ()".
El procedimiento habitual para conseguir dar un sentido distribucional a u(k)Vk+B(k)
consiste en imponer condiciones sobre el crecimiento de p y B, pero precisamente en
modelos de turbulencia suele desconocerse la ecuacién exacta verificada por k. Asi,
nos interesan las funciones u y B mas generales posibles. Estas dos dificultades hacen
conveniente introducir el concepto de solucién renormalizada. En tercer lugar y como
dificultad menor, cabe esperar que no sea inmediato el paso al limite en el término

V - (k®'(Du)) en los problemas aproximados.

Los resultados principales en el caso estacionario

En los Capitulos del 1 a 3 de esta Memoria, se presentan varios resultados de existencia,
unicidad y regularidad de solucién para el sistema (0.9) completado con condiciones de

Dirichlet homogéneas

u=0, k=0 sobre O0ON. (0.11)

Las hipdtesis de partida son las siguientes:
¢ O C R" es un abierto acotado, conexo y regular, con N =2 6 3.

e v >0.

o f € H (f = f(z) es el campo medio de fuerzas exteriores que actia sobre el

sistema).

®, u, y B son funciones que aparecen en el proceso de deduccién de las EDP que rigen

el comportamiento del fluido.



o D e L(RN) — &(D) € RN es C, &'(0) =0, |#'(D)| < Const. y D+~ ®(D): D
es convexa.
e r R pu(r)eRes C%y pu(r) > po > 0.
o r R~ B(r) e RV es C°.
El primer resultado habla de la existencia de solucién de (0.9):

Teorema 0.1 Bajo las hipdtesis anteriores, eziste {u,p,k}, conu € V, p € L? y
k € L, tal que:

1. El par {u,p} es solucidn de la primera ecuacidn de (0.9) en el sentido de las
distribuciones (solucidn débil). '

2. k>0 yes solucidn de la tercera ecuacién de (0.9) en el sentido siguiente (solucion

renormalizada):

=V - (B(k)(u(k)VE + B(k))) + 5'(k)VE - (u(k)VE + B(k))
+ B(k)(u - Vk) = B(k) (v|Vu|* + k®'(Vu) : Vu)

(0.12)

en D'(Q) para cada B € WH(R) con soporte compacto.

Toda terna {u,p,k} que verifique las condiciones anteriores serd por definicién una
solucién débil-renormalizada de (0.9), (0.11).

En la demostracién de este resultado, se usa un buen ntmero de argumentos di-
ferentes. En primer lugar, el sistema (0.9) es aproximado mediante truncaturas, de
manera que sea posible introducir soluciones aproximadas (cf. el sistema (1.5), en el
Capitulo 1). A continuacién, se deducen estimaciones “a priori” de las soluciones apro-
ximadas {u®,p%, k°} que permiten extraer subsucesiones “débilmente” convergentes (cf.
el final de la seccién 1.3.2). En tercer lugar, se comprueba que el limite débil u de las
u® es, junto con alguna p, solucién de la primera ecuacién de (0.9). Esto se consigue
re-escribiendo dicha ecuacién como una inecuacién variacional equivalente y aplicando
un argumento de monotonia adecuado. Después, se prueba que u° converge de hecho
“fuertemente” hacia u. Finalmente, en una quinta etapa, se demuestra que, para cada
M > 0, las funciones “truncadas” Tpr(k®) también convergen “fuertemente”. Aqui, se
utiliza un argumento debido a P.L. Lions y F. Murat (cf. [17], {20]). Como consecuen-
cia de esta propiedad de convergencia, el limite £ de las funciones k° es solucién de la

tercera ecuacién de (0.9) en el sentido antes especificado.
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Dada la forma particular del segundo miembro de la ecuacién de la energia, en el caso
en que B = (, se pueden obtener mejores propiedades de regularidad para la solucién.

M3és precisamente, se tiene el

Teorema 0.2 Supongamos que, en las condiciones del teorema anterior, B = 0. En-

tonces la solucidn {u,p,k} que proporciona este resultado también verifica:

a(k)ye () W', Vi(k) = u(k)Vk
q<N!

/Q,u(k)Vk Ve + / (u-VE)$ = / (VI Vuf + k&' (Va) : V) 6
Q Q
Vo € D(Q).
Cuando esto ocurre, se dice que {u,p, k} es una solucidn débil de (0.9), (0.11). La
demostracién del teorema 0.2 reposa sobre la convergencia c.p.d. de V&° hacia Vk (aqui,
~ las k° y k se obtienen repitiendo la demostracién del teorema 0.1) y sobre la re-escritura

(1.45) del problema de Dirichlet satisfecho por k.

En lo que se refiere a la unicidad de solucién, tenemos el

Teorema 0.3 Supongamos que, en el Teorema 0.2, B =0y D — ® (D) : D es glo-
balmente lipschitziana. Entonces eziste vy > 0 tal que, cuando v > vy, hay a lo mds
una solucion débil {u,p, k} de (0.9), (0.11) con k > 0 (la presidn es inica salvo una

constante aditiva).

Para la demostracion, se usan argumentos andlogos a los que prueban la unicidad de
solucién de las EDP de Navier-Stokes en el caso estacionario y, también, las estimaciones
W4 para, las soluciones de la EDP de Poisson (cf. [1]).

En el Capitulo 3, se presentan algunas variantes y generalizaciones de los teore-

mas 0.1, 0.2 y 0.3. En primer lugar, se considera el sistema
~vAu =V - Dy¥(k,Vu)+ (u-Viu +Vp= f,
V-u=0, (013)
—V - (a(z,k, VEk)+ B(k)) + u- Vk = v|Vu|? + Dy¥(k,Vu) : Vu.
Aqui a: QxR x RN — RV verifica las siguientes hipétesis:

1. a es una funcién de Carathéodory, i.e.



e z — a(z,s,£) es medible para todo (s,§).

o (5,6) — a(z,s,€) es continua c.p.d. en z € 2.

O

(a(z,s,&) — a(z,s,£)) - (£ — €') > 0 para todo (s,£), (s,€) con £ # &, c.p.d. en
r €.

3. a(z,$,0) =0 c.p.d. en z € Q, para todo s € R.

4. la(z,s, &) < Cyls| + Cal€| + d(z) donde Ci, C; son constantes positivas y d € L2,
para todo (s,&) € R¥*l y cp.d. en z € Q.

5. a(z,5,8) &> polél? c.p.d. en Q y para todo £ € RY, donde po es un ndimero real

positivo.
Se supone que ¥ : R x L(RY) — R verifica lo siguiente:
1. (s,D)— U(s,D) es C* y D — D,¥(s,D): D es convexa para cada s € R.

2. |D1Dy¥(s,D)| < C3+4Cy|D|"~! para constantes positivas C3, Cy y r < 2si N = 2,
r<4/3si N =3.

3. ¥(s,0) = D19(s,0) = D,¥(s,0) = 0.

El sistema se supone de nuevo completado con las mismas condiciones de contorno
(0.11). Tenemos el

Teorema 0.4 Bajo las hipdtesis anteriores para ¥ y a y las mismas hipotesis que en
el teorema 0.1 para el resto de los datos, eziste una terna {u,p,k}, conu € V. p € L?
vk €L, tal que:

1. El par {u,p} es solucidn de la primera ecuacidn de (0.13) en el sentido de las
distribuciones (solucidon débil).

2. k >0y essolucidn de la tercera ecuacidn de (0.13) en el sentido siguiente (solucion

renormalizada):

{ =V (B a(k, VE) + B() + F(VE-(a(k, TR+ B

+ B(k)(u - VEk) = B(k) (v|Vu|* + DU (k, Vu) : Vu)

en D'(Q) para cada B € WH*(R) con soporte compacto.
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La demostracién es andloga a la del teorema 0.1. En segundo lugar, se prueba un

resultado de existencia de solucién débil (similar al teorema 0.2) que resulta vélido

cuando B # 0:

Teorema 0.5 Supongamos que, en las condiciones del teorema 0.1, B € W1 y
kE®'(Vu) es sustituido por Dy¥(k,Vu), donde U estd en las condiciones precedentes.

Entonces la solucién {u,p,k} que proporciona este resultado también verifica:

i(kye (\ Wo, Vi(k) = p(k)Vk
g<N'
[ w0V Yo+ [ Bk)-Vo+ [ (u-VE)S
=/Q(UIVU|2+D2\I’(IC,VU):VU)¢ Vé € D(Q).

A continuacién, se analiza la situacién cuando las condiciones de contorno elegidas para

completar (0.9) son constantes no homogéneas:
u=ur, k=kpr sobre 02, (0.15)
Més concretamente, suponemos aqui que ur € RV, kr € Ry kp > 0. Se tiene el

Teorema 0.6 Bajo las hipdtesis del teorema 0.1, eziste {u,p,k}, con v —ur € V,

peL?yk—krel, tal que:
1. El par {u,p} es solucidn de la primera ecuacidn de (0.9) en el sentido de las
distribuciones (solucidn débil).
2. k> kr y es solucion de la tercera ecuacidn de (0.9) en el sentido siguiente:
=V - (B(k = ko)(u(R)VE + B(k))) + §'(k — kr)VE - (u(k)VE + B(k))
+ B(k — kr)(u - VEk) = B(k — kr) (v|Vul® + k®'(Vu) : Vu)

en D'(Q) para cada B € WH(R) con soporte compacto (se dice de nuevo que k

es una solucion renormalizada).

En cuarto lugar, se prueba un resultado de unicidad de solucién en el caso en que B

es como en el teorema 0.5 y, al mismo tiempo, k®'(Vu) es sustituido por Dy U(k, Vu).

donde ¥ es como en el teorema 0.4:
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Teorema 0.7 Supongamos que, en las condiciones del teorema 0.5, se tiene ademds
que B € WH*(R;RM) y

|D2¥(s,D): D — Dy¥(s,D"): D'| < C

k|-|D - D'I"
2 st N=2,
4/3 s1 N =3.

para 1 <r <

Entonces ezisten vg > 0 y By > 0 tales que, cuando v > vy y || B'||z= < Bo, existe a lo
mds una solucion débil {u,p,k} del sistema correspondiente con k > 0 (la presién es

inice salvo una constante aditiva).

La demostracién es analoga, aunque algo més complicada, a la demostracién del Teo-
rema 0.3. Finalmente, presentamos un resultado de unicidad en el que, en vez de imponer
al coeficiente de viscosidad v que sea “suficientemente grande”, exigimos que el segundo

miembro f posea norma || f||g-1 “suficientemente pequefia’:

Teorema 0.8 Supongamos que, en el teorema 0.1, B=0y D — ®'(D): D es global-
mente lipschitziana. Entonces eziste fo > 0 tal que, cuando ||f||g-1 < fo, hay a lo mds
una solucion débil {u,p,k} de (0.9) con k > 0 (la presion es unica salvo una constante
aditiva).

Los resultados principales en el caso de evoluciéon

En los Capitulos 4 a 6 de esta Memoria, se presentan diversos resultados de existencia,

unicidad y regularidad de solucién para (0.10), completado con las condiciones iniciales
Ult=0 = uo, klio=ko en £ (0.16)
y las condiciones de contorno homogéneas
u=20, k=0 sobre 00 x(0,T). (0.17)
Ahora, las hipétesis son las siguientes:

e () es un abierto acotado, conexo y regular de RY, con N = 2 6 N = 3. La variable

t (el tiempo) varia en (0,T7)y T > 0.

e v >0.
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feL*(H™) (f = f(z,t) se interpreta como el campo de fuerzas exteriores medio

que actlia sobre el sistema).

D € L(RY) s &(D) € RN es una funcién de clase C?, '(0) = 0, |®'(D)| < Const.
y D — ®'(D):D es convexa.

r € R B(r) € RN es una funcién continua.

r € R u(r) € R es continua y p(r) > uo > 0 para cada r.

Para el resultado principal de existencia, introducimos

L={veLY(Q); Tu(x) e LX(HL) VM >0,

lim 1// V[P dzdt =0)
n<|P|<2n

n-—-4+00 1,

(cf. la Notacién).

Teorema 0.9 Supongamos que N = 2, ug—ur € H y ko € LY (Q), con kg > 0.

Entonces existe {u,p,k}, con

we IX(V)NCYH), pel’Q), kecL,

tal que:

1.

El par {u,p} es solucion de las dos primeras ecuaciones de (0.10) junto con la

primera de las condiciones iniciales de (0.16) en el sentido de las distribuciones

(solucidn débil).

k>0 y es solucidon de la ecuacidn de la energia de (0.10) y la segunda condicidn
inicial de (0.16) en el sentido siguiente (solucidn remormalizada): Para cada

funcién B € Wl'“(R) con soporte compacto, se tiene

0:B(k) = V - (B(k)(u(k)Vk + B(k)))
+8'(k)Vk - (u(k)VE + B(k)) + B(k) (v - V)
= B(k) (v|Vul> + k®'(Vu) : Vu) en D'(Q).
En particular, 8,8(k) € LMIN+ L*(H™Y) y, para todo q < 2, se tiene que 3(k) €
CO(W~11). Ademds,
B(E)le=o = B(ko).
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Cuando esto ocurre, se dice que {u,p,k} es una solucidn débil-renormalizada de
(0.10), (0.16), (0.17).

La demostracién del Teorema 4.1 necesita de nuevo un gran ndimero de argumen-
tos distintos: El método de compacidad para la existencia de soluciones aproximadas,
técnicas “standard” de estimacién “a priori” para uf, técnicas “no standard” para k%,
un argumento de monotonia para el paso al limite en la primera EDP,... En particu-
lar, para demostrar que el limite k de las k° verifica la tercera EDP de (0.10) en el
sentido renormalizado, probamos previamente que las “truncadas” Ty (k®) convergen
fuertemente en L*(H}), recurriendo a un argumento que se debe a D. Blanchard y H.

Redwane (cf. [5]).

Cuando B = 0, es posible mejorar el teorema 0.9:

Teorema 0.10 Bajo las hipdtesis del teorema 0.9, supongamos B = 0 y ko € L™.

Entonces. la solucién {u,p,k} proporcionada por el teorema 0.9 satisface

(k) € ( LY(We?), Vii(k) = u(k)VEk,

<2

Bik € LY(LY) + LY(W™") para todo ¢ <2

@k ¢) + [ u(k)VE- Vo + [ (u-Vh)$
—_—/Q(u|Vu|2+k<I>'(Vu):Vu>¢ Vé € D(Q) cp.d. en (0,T).

En este caso, decimos que {u,p, k} es una solucidn débil de (0.10), (0.16), (0.17). En lo

que se refiere a la unicidad de solucién, tenemos:

Teorema 0.11 Supongamos que N =2 6 N = 3, se verifica el resto de hipdtesis del

teorema 4.1, k — p(k) es localmente lipschitziana, B =0 y
D+ ®(D) es C*, con |@"(D)| < Const.

Sean ug €V y ko € W2 N H}, con ko > 0. Para cada @ = 1,2, sea {u;,pi, ki} una
solucidn (débil) de (0.10), (0.16), (0.17), con u; € L°(W1*°) y supongamos que. por
ejemplo, uy € LA (W?%™) donde r > N (bastar >3 si N =3 ). Entonces {u1,Vpr. b1} y
{ua, Vps, k2} deben coincidir.

El Capitulo 6 contiene un buen nimero de variantes y generalizaciones de los re-

sultados precedentes, cuyas demostraciones son similares (aunque técnicamente mas
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complicadas). Asi, se considera en primer lugar el sistema
Ou —vAu —V - Dy¥(k,Vu) + (u-VIu+Vp=f,
V-u=0, , (0.18)
Ok =V - (a(Vk) + B(k)) + u-Vk = v|Vul? + Dy ¥(k, Vu) : Vu.
Aqui, a: Q x (0,T) x RN +— RY verifica las siguientes hipStesis:
1. a es una funcién de Carathéodory, i.e. |

o z— a(z,t,£) es medible para todo (¢,£).

o (t,&) — a(z,t,€) es continua para z c.p.d.

o

(a(z,t,€) —a(z,t,£)) (£ ~¢') > 0 paratodo &, &' con £ # £,y c.p.d. en (z,t) € Q.
3. a(z,t,0) =0 c.p.d. en (z,t) € Q.

4. |(a(z,t,€)| < ClE| + d(z,t), c.p.d. en (z,t) € Q y para todo £ € RY, donde C es
una constante positiva y d € L*(Q).

5. a(z,t,€)- &> polé]? c.p.d. en Q y para todo ¢ € RV, donde o es un nimero real

positivo.
Por otra parte, supondremos que ¥ : R x L(RY) + R verifica:
1. (s,D)+— ¥(s,D) es C*y D Dy¥(s,D): D es convexa para cada s € R
2. |DyDy¥(s,D)| < C3 + Cy4|D|""! para constantes positivas C3, Cy y 7 < 4/3.
3. ¥(s,0) = D1¥(s,0) = D;¥(s,0) = 0.

Teorema 0.12 Bajo las hipdiesis anteriores para U y a y las mismas hipdtesis que en
el teorema 0.9 para el resto de los datos (recordemos en particular que N = 2), eziste
{u,p,k}, con

we LA(V)NC(H), pel’Q), keL,

tal que:

1. El par {u,p} es solucidn de las dos primeras ecuactones de (0.18) junto con la

primera de las condicidnes iniciales de (0.16) en el sentido de las distribuciones

(solucidn débil).
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2. k>0 y es solucidn de la ecuacion de la energia de (0.18) y la sequnda condicion
inicial de (0.16) en el sentido siguiente (solucidn renormalizada): Para toda 3 €

W1>=(R) con soporte compacto, se tiene .
8,8(k) = V - (B(k)(a(VE) + B(k)))
+6'(k)VEk - (a(VE) + B(k)) + B(k) (u - VE)
= (k) (v|Vul* + Dy¥(k,Vu) : Vu) en D'(Q).
En particular, 8,8(k) € LY(L') + L*(H™) v, para todo q < 2, se tiene B(k) €
CO(W~14). Ademds,
B(k)li=o = Blko) -
Se puede demostrar un resultado analogo al teorema 0.10 cuando B # 0, a condicién

de que sea B € W' y con k®'(Vu) sustituido por D,¥(k, Vu), donde ¥ esté en las

condiciones del teorema anterior:

Teorema 0.13 Supongamos que, en las condiciones del teorema 0.9, se tiene B €
Wby Dy¥(k, Vu) en lugar de k®'(Vu), donde ¥ cumple las condiciones de la seccidn

precedente. Entonces la solucidn {u, p, k} proporcionada por teorema 0.9 satisface

(k) € (Y LWy, Vii(k) = u(k)VE,

g<2

Bk e DMLY + LI(W™) Vg<2

00k, 6) + [ u(k)VE- V4 [ B(k)-Vo+ [ (u-VE)o
Z/Q(ylvu|2+pzq;.(k,vu) iVu)g Vo ED(Q), cpd en (0,7).

También es posible demostrar la existencia de solucién débil-renormalizada cuando

(0.10) se completa con las condiciones de contorno constantes no homogéneas
u=ur, k=kr sobre 00Qx(0,7T). (0.19)
Supondremos que ur y kr son constantes y que kr > 0.

Teorema 0.14 Supongamos que N =2, ug € V y ko € L}(Q), con ko > kr. Entonces
eziste {u,p,k}, con

u—up € (V)NCYH), pelXQ), h—krek,

tal que:
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1. El par {u,p} es solucién de las dos primeras ecuaciones de (0.10) junto con la

primera de las condiciones iniciales de (0.16) en el sentido de las distribuciones
(solucidn débil).
2. k> kr y es solucién de la ecuacidn de la energia de (0.10) y la segunda condicidon

inicial de (0.16) en el sentido siguiente (solucién renormalizada): Para toda 3 €

Wh(R) con soporte compacto, se tiene

8:B(k — kr) = V - (B(k — kr)(u(k)VE + B(k)))
+8'(k = kr)Vk - (u(k)Vk + B(k)) + B(k — kr) (v - VE)
= B(k — kp) (V|Vul> + k¥ (Vu) : Vi) en D'(Q).

En particular, 8,8(k — kp) € LY(LY) + L*(H™Y) y, para todo ¢ < 2, se tiene
B(k —kp) € CO(W19). Ademds,

Bk — kr)|i=o = B(ko — kr).

En la seccién 6.3, consideramos el caso particular en que {2 es un dominio cilindrico
" de la forma w x (0,L) y la tercera componente uz de u es cero. Desde el punto de
vista de las aplicaciones, esto corresponde al modelado de un flujo tridimensional en
régimen turbulento cuyo campo medio de velocidades es bidimensional. Sean V(w) vy
H(w) respectivamente los espacios V y H referidos a w. Las condiciones en que se

intenta resolver (0.10), (0.16), (0.17) son las siguientes:

El dominio es de la forma Q = w x (0, L), donde w C R es un abierto acotado.

conexo y regular.

La tercera componente de f es nula, f; = fi(z1,22,t) para : = 1,2y f €

L%0,T; H Y (w)).

La tercera componente de ug es nula y up € H(w).

Ahora, ® estd definida en D € L(R?): D € L(R?) — ®(D) € R.

Se desea encontrar una solucién {u,p, k} para la cual u; = w;(z1,22,t), us =0y p =

p(z1, z2,t). Pongamos

0 0

1 rL
M3(k) = Z~/O k(w1,$2,.’£3,t) d1'3, v/ == (077 aT) .
. 1 L2
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Se trata entonces de resolver

Ou — vA'u — V' - (M3(k)®'(Vu)) + (u-Vi)u+Vp=f,

Vi-u=0, ‘ | (0.20)

Ok — V - (u(k)VEk + B(k)) +u - V'k = v|Vu|® + M3(k)®'(Vu) : Viu.
Aqui, u = {u;,us}. Las condiciones iniciales son

Um0 = Up €n w, klt=o = ko en Q (0.21)
y las condiciones de contorno
u=0 sobre dw x (0,T), k=0 sobre 0Qx(0,T).
Teorema 0.15 Supongamos ug € H(w) y ko € L), con kg > 0. Entonces existe
{u,p,k}, con
ue V() NC(Hw), pel*Q), kekL,

tal que: |

1. El par {u,p} es solucidn de las dos primeras ecuaciones de (0.20) junto con la

primera de las condiciones niciales de (0.21) en el sentido de las distribuciones

(solucidén débil).

2. k>0 y es solucion de la ecuacidn de la energia de (0.20) y la segunda condicion
inicial de (0.21) en el sentido siguiente (solucidn renormalizada): Para toda 3 €

W1 (R) con soporte compacto, se tiene

8:B(k) = V - (B(k)(u(k)VE + B(k)))
+8'(k)VEk - (u(k)VE + B(k)) + B(k) (u - V'k)
= B(k) (v|Vul® + M3(k)®'(Vu) : Vu) en D'(Q).
En particular, 8,8(k) € L*(LY) + L2(H™) y, para todo ¢ < 2, se tiene B(k) €
CO(W~1). Ademds,
B(k)l=o = B(ko).
Finalmente, en la seccién 6.5 se presenta un resultado de unicidad que constituye una

generalizacién del teorema 0.11 al caso en que B € W2* y k®'(Vu) se sustituye por un

término DY (k, Vu) en las mismas condiciones que en el Teorema 0.12:
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Teorema 0.16 Supongamos que, cumpliéndose el resto de condiciones del teorema 0.11,
se tiene B € W»® y D, ¥(k,Vu), donde U es como en el teorema 0.12. Supongamos

ademds que

e DD,V € C! y sus derivadas primeras estdn uniformemente acotadas,

o D D1D;¥(k,D): D es globalmente lipschitziana.

Entonces las soluciones {uy, Vp1,ki1} y {ua, Vpa, ko} deben coincidir.

Algunos comentarios sobre los resultados obtenidos

En la presente Memoria, se han resuelto ciertos problemas no lineales con origen en
Mecénica de fluidos. Para ello, debido a las dificultades encontradas, se ha recurrido en
parte al concepto de solucién renormalizada. Las soluciones renormalizadas de las EDP
fueron introducidas por R. DiPerna y P.L. Lions en [12], en el‘contexto de la ecuacion de
Boltzmann. Han sido usadas en relacién con algunas EDP elipticas (respectivamente,
parabélicas) no lineales por P. Benilan et al. [3], L. Boccardo et al. [8] y P.L. Lions y
F. Murat [17], [20] (respectivamente por D. Blanchard y H. Redwane [5]). Resultados
de existencia de solucién débil-renormalizada para problemas similares a (0.1) y (0.2)
han sido obtenidos por R. Lewandowski [15] (vedse también [2]). Todos los resulta-
dos enunciados en los dos apartados precedentes son originales. Los mds significativos
apareceran en [10] y [11].

De todas las cuestiones que quedan pendientes, probablemente las dos mas intere-

santes son las siguientes:

e Tanto en el caso estacionario como en el de evolucion, seria muy deseable averiguar
si la unicidad de solucién débil-renormalizada es posible. En caso afirmativo, existe

una interpretacién muy interesante del resultado en términos fisicos.

¢ El problema de evolucién (0.10), (0.16), (0.17) sdélo puede ser resuelto cuando
N = 2 (un resultado un poco mejor es el teorema 0.15, donde N = 3 pero se
impone ug = 0). Por tanto, la existencia de solucién débil-renormalizada para

este problema es una cuestién abierta.



Capitulo 1

Resultados de existencia en el caso

estacionario

1.1 Planteamiento del problema

A continuacién, consideramos el siguiente sistema formado por las IV ecuaciones que
describen el movimiento del fluido en un dominio Q C RY, la condicién de incompresi-

bilidad y una ecuacién escalar relativa a la incégnita &.

—vAu =V - (k¥ (Vu))+ (u-V)u+Vp=f,
Vou=0, (1.1)
LV - (u(R)VE + B(E)) +u - Vk = v|Vuf? + k&'(Vu) : Vau.

Como vemos, se trata de una versién simplificada de (0.1) que tomamos por co-
modidad en los célculos, pero en la que se mantienen todas los dificultades del pro-
blema inicial. Nétese que |Du|?> = 2|Vu|?, ®'(Du) : Du = ®'(Du) : Vu y el término
|E|*/2k°(Du) con las hipétesis que suelen ser habituales (D — %°(D) es continua y

0 < ¢_ < ¢°(D) < 1, para constantes 1_ y 1, dadas) no plantea nuevos problemas.

Para fijar ideas, recurriremos a la terminologia usual en turbulencia. Asi pues.
llamaremos a la primera (resp. tercera) ecuacién de (1.1) ecuacién de movimiento (resp.
de la energia) y a las incégnitas u, p y k campo de velocidades medio, presiéon media
y energia cinética turbulenta, respectivamente (si hubiésemos adoptado la éptica de
la Mecéanica no Newtoniana, deberiamos hablar de campo de velocidades, presién y

temperatura, respectivamente).

19
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Las hipdtesis son las siguientes :
e QO C RY es un abierto, acotado, conexo y regular, con N =2 6 3.
o v>0.

o f € H!(f = f(z) es el campo medio de fuerzas exteriores que acttia sobre el

sistema).

®, u, y B son funciones que aparecen en el proceso de deduccién de las EDP que rigen

el comportamiento del fluido.

e Dc L(RY) — (D) € RN es C*, ¥'(0) = 0, |®'(D)| < Const. y D — &'(D): D

es Convexa.
e rcR— pu(r)eRes C%y u(r) > uo > 0.
o r€Rw B(r) e RN es C°.

Completamos el problema afiadiendo a (1.1) condiciones de contorno de tipo Dirich-
let:

u=0, k=0 sobre 9I9Q. (1.2)
Nota:

De la hipétesis de convexidad hecha sobre la funcién D — &'(D) : D, podemos

deducir que es una funcién localmente lipschitziana. También, D +— ®(D) es convexa,

de donde
(®'(Dy) — ®'(D,)): (Dy — Dy) >0, YDy, D, € L(RY)

y, en particular,

®(D): D >0, VDeL(RY). (1.3)

1.2 El resultado principal

Definimos

L={yel'; Tyw)c H YM>0, hmlf Vol de =0}
n=O N Jalpi<on

Teorema 1.1 Bajo las hipdtesis anteriores, emiste {u,p,k}, conu € V, p € L? y
ke L, tal que:
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1. El par {u,p} es solucién de la primera ecuacion de (1.1) en el sentido de las

distribuctones (solucidn débil).

2. k >0y es solucidn de la tercera ecuacidn de (1.1) en el sentido siguiente (solucidn

renormalizada):

{ —V - (B(E)(u(K)VE + B(k))) + B/(k)VE - (u(k)VE + B(k))
A+ B(k)(u - VE) = B(k) (v|Vul® + k®'(Vu) : V)

en D'(Q) para cada B € WH(R) con soporte compacto.

Toda terna {u,p, k} que verifique las condiciones anteriores serd por definicién una
solucidn débil-renormalizada de (1.1).

Nota:

En las consideraciones que siguen, admitiremos que 3 € W1*(R) y sop 8 C [—M, M].
Veamos que si k € L y  es como antes todos los términos de (1.4) son verdaderamente

distribuciones. En efecto, teniendo en cuenta que sop § C [—M, M|, podemos re-escribir

cada sumando del modo siguiente:

(1) BR)u(k)VEk = B(Tos (k) u(Tar(k)) VT (k) € LHQ)N (ya que los primeros factores

se encuentran en L*(§)). Luego

—V - (B(k)u(k)VE) € H™".

(ii) B(R)B(k) = B(Tor(k))B(Tas(k)) € L=(N N H(Q). Por tanto

~V - (B(k)B(k)) € L?.

(iii) B'(K)VE - u(k)VE = B'(Tag(k))u(Tur(R)IV(Tug(B))P € L1
(iv) B'(E)VE - B(k) = B'(Tou(K))V(Tas(k)) - B(Tu(k)) € L*.

(v) B(k)(u-VE) = B(Tm(k))(u - VIp(k)) € L' (al menos; de hecho, u es siempre

“mejor” que L?; cf. mas adelante).
(vi) vB(R)IVaf* = V(T (k)| Vul € 1.

(vi)) B(k)k®'(Vu) : Vu = B(Tas(k)) T (k)& (V) : Vuu € L2,
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Nota:
En principio, (1.4) es una igualdad en D'(f2). No obstante, dado que todos los
términos que aparecen (salvo posiblemente el tercero de ellos) son realmente funciones

de L', deducimos:

e Si k es solucién renormalizada en el sentido de (1.4) y § estd en las condiciones
precedentes, entonces —V - (B(k)u(k)VE) € L*. '

o En tales condiciones, las igualdades (1.4) han de cumplirse en el sentido de L', es

decir c.p.d. en 2.

Nota:
Para obtener la expresién (1.4), lo que se hace es partir de la tercera ecuacién de
(1.1), multiplicarla por B(k) (con B arbitraria pero en las condiciones precedentes) y

efectuar calculos formales.

1.3 Demostracion del teorema 1.1

En lo que sigue, C representa una constante que depende de N, 2 y quizéds de los
demas datos del problema. Cuando queramos insistir en la dependencia de C respecto
de Q (por ejemplo) pondremos C(§2). Dividiremos la demostracién del teorema en seis

etapas.

1.3.1 Primera etapa: Introduccién de una familia de aproxi-

maciones
Para cada ¢ > 0, consideramos la siguiente aproximacién de (1.1):
—vAut =V - (T1 (k%) ' (Vus)) + (uf- V)us + Vp* = f,
V.ouw =0, (1.5)
=V - (pe(k5)VE® + B.(k%)) + uf - VE* = To(7° : Vus).

Donde hemos usado la siguiente notacién:

7% = vVu® + T%(k5)+<1>’(vu€), pe =podr, B.=BoT:.
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Estas ecuaciones se han de verificar en , junto con condiciones homogéneas de tipo

Dirichlet
u* =0, k=0 sobre Q. (1.6)

La existencia de una terna {u®,p®, k°} que satisface (1.5),(1.6) puede establecerse (por
ejemplo) usando un método de Galerkin.

Sea {Wm}m>1 una base de V y sea V™ el espacio generado por {wi,ws,...wn}. Sea
{¢m}mp1 una base de Hj(Q) y W™ el espacio generado por {i1, ¢s, ...pm }. Para cada
m > 1 buscaremos un par {u™, k™} que es solucién aproximada de (1.5),(1.6) en en el

sentido siguiente:

U™ = Z‘Si,mwi, E™ = ij,m%, §im, Cim ER,
=1

v(Vu™, Vo™) + (T%(km)+@'(Vum), Vo™ + ((u™ - Viu™,v™) = (f,v™),
(pe(E™)VE™, V™) + (Be(k™), V™) + (u™ - VE™, P™)
= (T%(T’" : Vu™), p™)

| Vo™ e VT VYT e W

(como suele ser habitual en el contexto de las EDP de Navier-Stokes y sus variantes, en

primera instancia la presién “desaparece” de la formulacién del problema).

Existencia de solucién de (1.7)

Aplicaremos el siguiente

Lema 1.2 Sea X un espacio de Hilbert de dimensién finita con producto escalar [...] y
norma [.]. Sea P: X — X continua, tal que [P(£),£] > 0 para cada £ € X con norma
[] = k > 0. Entonces eziste £ € X, con [£] < k, tal que P({) = 0.

Este resultado es bien conocido. Se trata de una consecuencia casi inmediata del teo-
rema de Brower (cf. por ejemplo [16]). Consideremos el espacio X = V™ x W™, cuya

dimensién es 2m, dotado del producto escalar [.,.] definido como sigue

[{um’Qom}? {vma ¢m}] = ((um’vm)) + ((‘rom’lbm)) .
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Sea P = P, : X — X, la aplicacién definida por las igualdades
[Pnf{u™, k™ }, {v™,¢¥™}] = v(Vu™, Vo™) + (T}(km)_k@’(Vum), V™)
H((u™ - T)um, o™ = (f,0™) + (e (k™) VE™, V™) + (Bo(k™), V™) (18)
+(u™ - VE™ ™) — (To(t™ : Vu™),¥™) Yom e V™ VY™ e W™,
P,, estd bien definida y es continua. Ademas
(B, K7}, um, B = a4+ (Ts (k™) @(Tum), Vum) — (£,um)
+(pk™)VE™, VE™) — (To (7™ : Vu™), k™)
v
> vljum | = (Ul + 5 ?) + S = C(e)

Viiomye | Hoygim2
= Zum |+ B2 - OCe)

que serd > 0 si tomamos [|[u™|| y ||k™|| suficientemente grandes. Aplicando el lema 1.2
deducimos que existe al menos una solucién de (1.7). Se observa, ademas que este
argumento proporciona soluciones {u™,k™} que estdn acotadas (en V x Hg) por una
constante que puede depender de € pero es independiente de m. Esto se va a probar de
nuevo en el apartado que sigue.

Estimaciones “a priori”

Vamos a demostrar que
V/§2]Vum!2+/QT%(km)+<I>’(Vum) V™ < C. (1.10)

En particular, tendremos

lu™| < C. (1.11)

En efecto, tomando en la primera ecuacién de (1.7) v™ = u™ y teniendo en cuenta que

((u™ - V)u™, u™) = 0, se obtiene:
v(Vu™, Vu™) + (T%(km)JrCI)'(Vum),Vum) = {(f,u™),

de donde

™I + [ Ty @ (Vum) s Vur < fllas e (1.12)
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Teniendo en cuenta que ®(Vu™) : Vu™ > 0, resulta que v|ju™| < || fllg-1, ¥ se deduce
(1.10).

En segundo lugar, vamos a probar que
5™ < C(e) (1.13)

Ahora, en la segunda ecuacién de (1.7) tomamos ™ = k™. Puesto que (u™ - VA™, k™)

se anula, tenemos:
(pe(E™)VE™, VE™) + (B(k™), VE™) = (T%(Tm : Vu™), k™), (1.14)
Introduciendo las funciones
Bi(r) = [ B{Tu(s)ds vy B =(BiBj .. BY),
podemos expresar el segundo sumando de (1.14) como sigue:
(B(k™), VE™) = [ V- Be(km) = [ Be(k™)-ndr =o0.
En consecﬁencia, puesto que pe(k™) > uo,
poll ™ < [ Tu(r™ s Tk
y, aplicando la desigualdad de Young,
poll B < CIT(r  Vum) 4 Sk P

donde Cj es la constante de la desigualdad de Poincaré: |¢| < Collo|l Vo € Hy. Por

tanto,
poll ™12 < C(e) + 2117,

con lo que obtenemos (1.13).

Comentarios sobre el paso al limite en (1.7)

Teniendo en cuenta las estimaciones “a priori” y extrayendo subsucesiones si fuera
necesario (denotando éstas con el mismo superindice), para algunas u® € V, k* € Hj.

ha de tenerse:
— u®  en V-débil,

en H y cp.d.,
k™ — k*  en Hj-débil,

k™ — k* en L?yc.p.d
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El paso al limite en la ecuacién de la energia de (1.7) no ofrece problemas. En el caso

de la ecuacién de movimiento, es posible pero no inmediato, ya que en el término
(T1 (k™) ®'(Vu™), Vv) desconocemos si la convergencia débil de ®'(Vu™) es hacia
@’ {Vus). El procedimiento a seguir para demostrar que esto es cierto es similar al
que el que usaremos mds adelante, cuando € — 0, en (1.5)—(1.6) (cf. el apartado 1.3.3).
Por tanto, omitimos aqui el argumento. Se llega a la conclusién de que, para cada ¢ > 0,

existe un par {u®,k°} € V x Hj() tal que: |
YV, Vo) + (T2 (k) ®(Vu?), Vo) + ((u - V)us,v) = {f,v)
(ne(KS)VEE, V) + (Be(k5)V) + (uf - VA, ) = (To(7* : Vu), ) (1.15)
Vo eV, Ve HY(Q).

Se tiene que k>0

En efecto, tomando como funcién “test” k° = max(—k®,0) en la ecuacién de la energia
de (1.5), se obtiene:

/Q (B )VES - kS + /Q B.(k°) - V"
€ . vk& ks — / 1 & : £\ 1. .
—|—L(u ) - QT;(’I' Vu )k,_
Veamos el comportamiento de cada término:
[ mek)VEe Tk = = [ (R)VEEP < —pio [ VRS < —proColke [P
Procediendo como para obtener (1.13), se llega a que:
B.(k*) - k€:/ Bk) =0.
/Q (k) - VEZ = | V- B*(k2) =0
En tercer lugar,
/Q(u -V )k_:—/Q(u VE R = 0.
Puesto que ¢ : Vu® > 0, tenemos que

/QTl(rs L Vu)kE > 0.

Asi pues, k¢ =0y k°* > 0 c.p.d. en Q. Desde este momento, podemos escribir que
Ty (k)4 = To(k%). |
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1.3.2 Segunda etapa: Estimaciones “a priori” y convergencia
débil
u® estd uniformemente acotada en V

Tomando en la primera ecuacién de (1.5) como funcién “test” v = u®, se obtiene:
v(Vu®, Vu®) + (Tu(k)®'(Vu), Vu©) = (f,uf).

Es decir,

VIV + [ Tu(k)@ (Vur) Ve < | flas

Teniendo en cuenta que ®'(Vu®) : Vu® > 0, se tiene de nuevo que

viu | <N flla-r -

Luego S
uf]| £ C (1.16)

y, como consecuencia de ello, también se obtiene que
/Q (vIVus | + To (k)@ (Vu?) : vu?) <C.
Es decir,:.
/07'E :Vu® < C. (1.17)
,TM(ke) estd acotada en H}(Q)

" Tomando como funcién “test” Tr(ke) (nétese que Tp(k%) € Hy(£2)) en la ecuacién de

la energia de (1.5), se obtiene:
/Q e (KYVE - V(K + /Q B.(k) - VTur (k%)

+ [ VR T (k) = [ Ty Ve T (k).

2

Estudiemos el comportamiento de cada término:

J peE)VE VT (k) = [ (k)T (k) 2 o [ IVTua(k)P

El segundo sumando es

/QBE(kE)-VTM(kS):/QV~]§£”(k€) =0.
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Aqui, se ha usado la notacién

(By)l(r) = /OT Bi(T%(s))T]’V[(s) ds para 1<i:<N,

BY = (B, (BM)a, (B ) -
El tercer sumando también es cero, ya que
/Q (u® - VE )Ty (k) = /Q u® - VT (k)
= —/Q(V u) Ty (k) + /BQ To(kS)u® -ndl = 0.
En cuarto y ultimo lugar, teniendo en cuenta (1.17), se tiene:
LTL(TE V)T (k) < M/ Ty(r: V) < C- M.
£ Q L3

De todo ello, podemos deducir que

/Q e (k9)| VT (B2 = /Q Ty (7% : Vu)Tur(k°) (1.18)
y, en particular,
|1 Tp (kS|P <C-M. (1.19)
Se verifica:
1
- |VE > < C. (1.20)

N J{n<ke<2n}
Tomemos &,(k%) = Ton(k°) — T.(k%) como nueva funcién “test” en la ecuacién de la
energia de (1.5) (ndtese que &,(k°) € H3(Q)). Se obtiene:

[ neR)VE - Veu(k) + [ B(k) - Vea(k)
+ [ VR (k) = [ Ty(r* s Vus)ea().

Veamos, nuevamente, cudl es el comportamiento de cada término. En primer lugar.

observamos que

2

[ ey TR - V() = (KT > o | Tk

{n<ke <2n)

/{ngkcgzn}

El segundo sumando puede escribirse como

/QBs(k"’)-an(ks) :/QV-B;”(k‘) ~0.
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Aqui, se han usado nuevas funciones auxiliares:

(Bi”)i('r) = /OT Bi(T%(s))dl(s) ds para 1<i< N, reR,

BM = ((BM)1,(BM),,..(BM)y) .

El tercer sumando también se anula, ya que

[ VR = [ ue - Vi)
== [(V-u)ea(k) + [0t -ndl =0,

Teniendo en cuenta (1.17), se tiene que

/QT%(TE s Vud)E, (k%) < n/I;sZn T%(Ts : Vu®)

De todo ello podemos deducir, ademas de (1.20), que

1 |
= Lk Vk52<f Ty (75« Vue). 1.21
- {nSk&SZn}u( IVE]* < - (77 V) (1.21)

k¢ estd acotada en W,*, para todo ¢ < N'.

En efecto, de (1.19) y (1.20), teniendo en cuenta un resultado bien conocido que se debe
a L. Boccardo y T. Gallouét (cf. [7]; véase también el lema A.1 del Apéndice A). se

obtiene:

1B llwre < Cla), Vg < N'. (1.22)

Propiedades de convergencia “débil” de u° y k°

En consecuencia, de (1.16), (1.19), (1.22) y las inyecciones de Sobolev, extrayendo sub-

sucesiones si fuese necesario (en tal caso, superindicandolas de nuevo con ¢), podemos
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afirmar que:

— U

— U

-1

U —u

k* — k

k* — k

k®— k

Evidentemente, & > 0.

en V-débil,

400 si N =2,
en I” Vr<2*=

6 si N =3,
c.p.d.,

en Wy-débil Vg < N’

en LP

+o0 st N =2,
Vp < (N')* =
N=3

3 si
c.p.d.,
en Hj-débil VM >0.

1.3.3 Tercera Etapa: u es, junto con alguna p, solucién de la

ecuacion de movimiento.

Hemos de pasar al limite en la ecuacién de movimiento de (1.5). El tercer sumando

plantea una dificultad: Aunque sabemos que (al menos para una nueva subsucesién)

®/(Vu®) converge débilmente, no podemos afirmar que su limite sea ®'(Vu). Afortu-

nadamente, podremos superar esta dificultad recurriendo a un argumento de monotonia.

Comenzaremos por re-escribir las dos primeras igualdades de (1.5) como una inecuacién

variacional. Para ello, observamos que

v(Vus, Vo — Vue) + ((u® - VIus,v — u®) + (T1(,°)®'(Vu), Vv — Vur)

{ :<f7v_u5>

YveV,

(1.23)
ureV.

Para cada k € L?, pongamos

Je(v) = /Q kB(Vo) VoV,

La funcién Ji : V — R es convexa y C?, gracias a las hipdtesis hechas sobre ®. Como

(Ti(v), w) = /Q (Vo) : Vo,
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podemos escribir el tercer sumando de (1.23) en la forma:
(To(k5)®'(Vus), Vo — Vu) = (Jr}%(ks)(us), v — uf)
< Try @ (0) = Trye(u) = [ Tu(R)(Tv) = [ Tu(k)(Ve) .

Por tanto, para cada ¢ > 0, u® es una solucién de la siguiente inecuacién variacional:
V/Q Vo : (Vo — Vi) + /Q(uf V) - (v — uf) + /QT%(ks)cb(Vv)
—/QT%(ks)Q)(VuE)Z(f,v——ue) YweV, ueV.

O bien:

ufﬂvuf:vwfa(ué.wus -v—i—/QT%(ks)(I)(Vv)

(1.24)
> [1VuP + [ TIS(Ve) + (fo—w)  VeeV, weV.
Tomando limites cuando ¢ — 0, se obtiene que para cada v € V,
V/QVu:Vv-’r/n(u-V)u-v—}—/QkCI)(Vv)
‘ (1.25)

>y ligriiglf/é [Vue? +lizgglf/(2T%(k5)@(Vu€) +{frv—u)

En efecto, la integral del primer término de (1.24) converge hacia / Vu : Vv, puesto
Q

que Vu® converge débilmente a Vu en L?. Por otro lado, para cada 2, j

£

£
Ous _/ us.ue.avj

ui—Loy,; =
a '0z; ’ o ' 70z

y el producto ufu$ converge fuertemente, por ejemplo en L?, de modo que el segundo
sumando de (1.24) tiende a

(VA ; U V.

/Q k®(Vo),

puesto que ®(Vv) estd en L? y se tiene que, por ejemplo, T:(k*) — k en L*.

De la semicontinuidad inferior y la convexidad de la norma, se tiene que

liminf/ ]Vu5|22/ Vul?.
=0 Jg Q
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Por lo que respecta al segundo sumando de la derecha en (1.25), podemos escribir:

/QT%(ks)cI)(Vus):/Q(T%(ke)—k)(I)(Vue)—k/Qk(I)(Vus). (1.26)

En (1.26), la primera integral de la derecha tiende a cero, puesto que (T1(k°) — k) — 0

en L? y ®(Vu*) estd acotada en L?. Por otro lado, la funcién
v 1 / kB(Vo) (1.27)
Q

es convexa (por serlo ®) y continua. En efecto, si v* — v en V, como existen constantes
C, v C, tales que |k®(Vve)| < |k|(Cy + C3| Vo)) y k®(Vv®) converge c.p.d. a k®(Vuv),

aplicando el teorema de Lebesgue, resulta que

/Q EB(Vv¥) — /Q (Vo).

Al ser convexa y continua, la funcién que aparece en (1.27) es débilmente semicontinua

inferiomente (s.c.i.), es decir:
limint [ k@(Vu) > / B (V).
Una consecuencia de (1.26) y de esta desigualdad es que
liminf / Ty (k)& (Vu®) > / EB(Vu) .
E£— Q £ Q

Consecuentemente, u es solucién de la inecuacién variacional

/Vu (Vv—Vu)+/(u Vu v—u)—l—/kCIJVv)

(1.28)

—/Qkfb(Vu) >(fo—u) WweV, ueV.

Veamos que esto es ya suficiente para poder afirmar que u es, junto con alguna p.
solucién de la ecuacién de movimiento de (1.1). Tomando en (1.28) funciones v de la

forma u + tw, donde w € V, t € R y t > 0, se obtiene facilmente que
y/Qvu:quL/Q(u-V)u-er/ k%(CI)(Vu—}—ti)——CI)(Vu))
Q

> (f,w) YweV.

Recordando que ® € C? y tomando limite cuando t — 0%, llegamos a que:
v/QVu:Vw+/ﬂ(u-V)u-w+/Qk<I>'(Vu):sz(f,w) YweV.
Repitiendo el proceso para ¢t < 0, se obtiene la desigualdad contraria, asi que:

U/QVU:Vw—l—/ﬂ(u-V)u-w—}-/ﬂk@'(Vu):Vw:(f,w) YweV. (1.29)
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1.3.4 Cuarta Etapa: u® converge en V.

Si, en (1.29), tomamos w = u, se tiene
/Q (V!Vu|2 + k®'(Vu) : Vu) = (f,u).
Por otro lado, si en (1.15) tomamos v = u®, se tiene:
/ (V‘VUEIZ + T2 (k%)®'(Vu®) : Vue) = (f,u).
Q €
Por tanto,
: €|2 NP’ €y . A 2 / .
lim [ (VU + T (k)2 (V) : Vi) = /Q (VIVul + k&' (Va) : V)
y, puesto que
lim /Q (To(k°) — k)®'(Vuf) : Vs =0
(por estar ¢’ uniformemente acotada), también es cierto que
: |2 ! ey . ey __ \2 / .
lim A (VIVu |* + k@' (Vu®) : Vu ) = /Q (uqul + k®'(Vu) : Vu)
Veamos que esto conduce a la convergencia fuerte de u® en V. En efecto, escribiendo
que u® = u + (u® — u), se obtiene:

/Q (vIVu? + £®/(Vu) : Vur) — /Q (VIVul? + £®(Vu) : V)
- 21//0\7@6 — ) : vu+y/Q;V(uf —)? (1.30)

+ /Q k' (V) : Ve -/ k®'(Vu) : Vu.
0
Pero
limZV/ V(u® —u): Vu=0,
e—0 0

porque Vu® converge débilmente en L?. Luego

0 > limsup (V/Q |V(u® — U)l2>

e—0

(1.31)
+ liminf ( [ k@(Tut) : Ve - /Q £ (V) : vu)>.

Aqui, el dltimo término es > 0, ya que
v / k®'(Vv): Vo
Q

es una funcién débilmente s.c.i. En efecto, es convexa por serlo D — & (D) : D ¥

Y

también es continua, gracias al teorema de Lebesgue. La conclusién es pues que

: £ SN2
lim [ [V(u* ~wl* =0,

i.e. u® converge fuertemente en V.
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1.3.5 Quinta Etapa: Para cada M > 0, Ty/(k*) converge fuerte-

mente en H;

Usaremos un argumento debido a P.L. Lions y F. Murat (ver [17], [20]). Vamos a ver

que

(k) EVTa (k°) — u(k)eVTy(k) enL? VM >0 (1.32)

(nétese que ,u(k)%VTM(k) tiene perfecto sentido, puesto que puede escribirse en la forma
w(Tor(K)) 2V Ty (k) y Tar(k) € HE). Claramente, (1.32) equivale a la convergencia fuerte
de Ty(k) en Hj para cada M > 0. Veremos que esto es ya suficiente para pasar al limite
en la ecuacién de la energia.
Una consecuencia de la convergencia fuerte de Vu® en L? vista en la etapa anterior,
es que
T%(TE :Vu) = 71:Vu enL'ycp.d (1.33)

Aqui, hemos introducido la Notacién 7 = vVu + k%' (Vu). Si elegimos Ty (k%) como
funcién “test” en la ecuacién de la energia de (1.5), se obtiene (1.18) segun vimos.

Tomando limites cuando & — 0 y teniendo en cuenta (1.33) y la convergencia débil-+ de
Tam(k®) a Tps(k) en L™, se obtiene

lii%/ﬂ 1o (6 |V Tag (A°)|2 = /Q(T V) Ty (k). (1.34)
Nuestra intencién ahora es comprobar que
/Q(T V) The(k) = /Q/,L(k)IVTM(k)P.

Para ello, vamos a tomar w;, = Ty(k)L,(k%) como funcién “test” en la ecuacién de la

energia de (1.5) (véase el significado de L, en la Notacién). Obtenemos:
[ (YR - V() Lo ()
+ /Q (1e(KS)VEE - VLo(k°)) Tag(k)
+/Q(Bs(k5)-VTM(k)) La(k) (1.33)
+ [ (B(k) - VLn(k)) Tur(R)
+ / - V) Tas (k) L (k%) = / Ty(r° : Vo) Tog (k) Lo ().

A continuacién analizaremos el comportamiento de cada término de (1.35) cuando, en

primer lugar se hace tender € a cero con n fijo y, después, se hace tender n hacia oc. El



1.3. Demostracion del teorema 1.1 35

primer término puede escribirse como sigue:

[ (el Tan (B 9 Do (Tan () - VTaa(8)) Lu(k).
Ahora bien, por el teorema de Lebesgue,
He(Ton (k) VToa (k) LK) = p(Tan(R))VTas (k) Ln(k)  en LA(Q)Y,
mientras que |
VTn(k°) — Vo (k) en LH(Q)N-débil;

luego el primer sumando de (1.35) converge a

[ (BT (E))VTar (8) - VTas () Lo(k)

cuando € — 0; pero, para n suficientemente grande, esto coincide con

[ IV DB

El segundo término satisface:
timsup | [ (1. (k)VE* - VLa(k)) Toa()
e—0

3 M € &
< limsup —/{n<k£<2 }Ms(k VIVES?.

e—0 n

Teniendo en cuenta (1.21), vemos que este limite superior puede ser mayorado por

M -limsup Ti(7°: Vu©).

cm0 Jkem) ¢

Gracias al lema de Fatou,

lim sup M A Ti(7° : Vuf)lgesny < M/ limsup T1(7° : Vu©)ljgenny - (1.36)
e—0 ¢ - Q  &=0 € -

Puesto que T1(7° : Vu®) — 7 : Vu y limsup lgesny = 1ppsny cp.d. en 2, el segundo
¢ e—0 - -

miembro de (1.36) es inferor o igual a M T : Vu, que converge a 0 cuando n — o00.
k>n

El tercer término de (1.35) se puede escribir como

[ (Be(Tan(k)) - IToa (k) L) . (1.37)

Por el teorema de Lebesgue, B.(Ton (k)L (k5) = B(Ton(k))Ln(k) en L2 ()N . Asi que
(1.37) tiende a :

J, (B(@en(8)) - Vs ()) La(h)
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cuando ¢ — 0. Ahora bien, si n es suficientemente grande, la integral precedente es

igual a
[ BT (k) - VTue(k),
que es cero. El cuarto término de (1.35) se puede expresar como
[ (BelTon(k)) - VL)) Th (). (1.38)

Sabemos que Tas (k) Be(Ton(k%)) — Tag(k)B(Ton(k)) en LX ()N y que VL, (k%) — VL, (k)
en L?(Q)N-débil cuando € — 0. Asi pues, la integral de (1.38) converge a

[ (B(Tonk)) - VL(k)) Tua(F) . (1.39)

Aqui el integrando puede escribirse en le forma

(B(Tan(k)) - VLn(Ton())) Ta(T2n(k)) = V - U ra(Ton(k))
donde
(Tnae(r)), = /O B(s)L'(s)Ta(s)ds, Vr€R.

Luego la integral que aparece en (1.39) es también cero. El quinto término de (1.35) es

igual a
/Q (4 - VT (k%)) Tag (k) Ln(E°). (1.40)

Puesto que u® — u fuertemente en L” Vr < 2* y L,(k°) — L,(k) fuertemente en

P

1 1 1
LP(Q) Vp < oo cuando € — 0, eligiendo r tal que — + ~- = 5 deducimos que el
r . p

producto L,(k%)u® converge fuertemente en L*(Q)V; como, por otro lado, VTy, (k%)

converge débilmente a VTy,(k) en LZ(Q)V, se tiene que la integral de (1.40) converge a

/Q (4 - VT (k) Tar (k) L (k) . (1.41)
Si tomamos
Tou(r) = [ La(s)Tu(s)ds Vr €R,
podemos escribir esta integral como sigue:
L (4 T Tan () Tar(Ten ) L Ton(8) = [ - Vp(Ton(R)) =

- /Q Tt (Ton(B))(V - ) + /8 Tnp(Ton(k))u - mdl = 0.
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Por lo que respecta al término de la derecha, T1(7° : Vu®) converge en L! a la funcién
7 : Vu y Tp(k)Ln(k°) converge débilmente-+ en L® a Th(k)Ln(k). Asi que, cuando

¢ — 0, el segundo miembro de (1.35) converge a

/Q (7 : Vu)Tar(k)L (k) .

Cuando n es suficientemente grande, esta integral es
/Q (7 V) Tua(k).
Teniendo en cuenta el comportamiento de cada término de (1.35), concluimos que
| HEIVTMB) = [ (7 Vu) Taa(R)

y, en vista de (1.34), resulta:
: ‘s eN|2 __ 2 :
E_I}(l)/gﬂs(k WY Tar (k%)) —/Qu(k)IVTM(k)I .

Evidentemente, esta igualdad, junto con la convergencia débil de . (k)2 VT (k?), con-
duce a (1.32).

1.3.6 Sexta Etapa: k es una solucién (en el sentido renormali-

zado) de la ecuacién de la energia

Sea 8 € W'*(R), con soporte en [-~M,M]. Veamos que se da la igualdad (1.4) en
D'(Q2). Elegimos pues ¢ € D(Q) y usamos F(k°)¢ como funcién “test” en la ecuacién

de la energfa de (1.5). Teniendo en cuenta que

V(B(F)p) = B(E )V + oV (K,

obtenemos:

| BN TE - V)B(k) + [ (k)T V()
+ [(B.(k) - )86 + [ (B(k) - VB(E))g (1.42)
_|_/Q(u5 -VE) Bk = /QT%(TE : Vu®) (k% )p .

Veamos cual es el comportamiento de cada sumando de (1.42) cuando ¢ — 0. El primero

de ellos puede escribirse como

[ BT BV T () - Vi) B
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Aplicando el teorema de Lebesgue, se comprueba facilmente que

pe(Tu (K))B(E*) Vo — u(Tar(k))B(k)Vep en LH( Q)™

y, como VT (k*) — VT (k) en L?, el primer sumando converge a
| AT () (VT (k) - Vi) B(E).
El segundo término de (1.42) coincide con |

[ (T (k)8 () VT () o (1.43)

En la quinta etapa de la demostracién hemos visto que pc(Th (k)| VTar(k5)* con-

verge fuertemente a p(Th(k))|VTh(k)|* en L. También sabemos que §'(k¥) converge
débilmente-x en L* a ('(k). Por tanto, la integral de (1.43) converge a:

[ T BB T

El tercer sumando de (1.42) tiene un integrando que puede ser escrito en la forma
B.(Ty (k%)) - Vo)B(k®). Por tanto, converge hacia

| (B(Tuk) - Vi)BE)

El cuarto término puede expresarse como:

[ (BT (k) - VB (144)

‘Por un lado, VA(k?) — VB(k) débilmente en L? y, por otro, B.(Tar(k?))e converge
fuertemente a B(Tps(k))¢ en L? gracias al teorema de Lebesgue. Luego la integral que

aparece en (1.44) converge a

| (B(@u(k)) - V(R

El quinto término es igual a

[ (w - VT (k) B

De la convergencia de VT)/(k®) en L? y de la convergencia de 3(k®)pu® en LP(Q)V, Vp <
2*, se obtiene:

/Q (4 VTa(k)) Bk .
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En cuanto al segundo miembro, basta recordar que
7°:Vu' > 7:Vu en L!

y que
B(k)p — B(k)p en L®()-débilx.

Asi, el dltimo término converge hacia
[ VwsE)e.
Como consecuencia de lo que precede, se ha probado que
JyBVE-V(BE)R) + [ BGE)- V(B(R))
+ [ VR B = [ (7 Vu) B(R)e

Dado que ¢ c D(R) es arbitraria, la igualdad (1.4) ha de cumplirse en el sentido de
D'(Q).

1.4 Solucion débil

Dada la forma particular del segundo miembro de la ecuacién de la energia, en el caso

en que B = 0, se pueden obtener mejores propiedades de regularidad para la solucién.

Teorema 1.3 Supongamos que, en las condiciones del teorema 1.1, se tiene B = 0.

Entonces la solucidn {u,p,k} que proporciona este resultado también verifica:

(k) e () Wi, Vi(k) = u(k)Vk
g< N’

{ /Qp(k)Vk-quS—{-/Q(u-Vk)qS:/Q(ViVUP—}-kCI"(Vu) : V) 6
Ve € D(R).

Cuando esto ocurra, diremos que {u,p, k} es una solucidn débil de (1.1),(1.2).
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Demostracion

Suponiendo B = 0, repetimos la demostracién del teorema 1.1. Obtenemos como antes
que
VTu(k®) = VTy(k) en L* VM >0,

Extrayendo una subsucesién si fuese necesario, podemos suponer que VT (k¢) converge

a VIy(k) c.p.d. VM > 0. Dado que también se tiene que k°* — k c.p.d., deducimos

que
Vk® — Vk c.p.d
y, por tanto,
Vk® — Vk fuertemente en L? Vg < N’
Sea

Te(s) = /0 WTy(o))do Vs €R.

Introducimos acontinuacién las siguientes funciones:
v =(k%), Fe=Ti(r°:Vu*)~u-Vk, F=71:Vu—u-Vk.

Con esta notacién, sabemos que, para cada ¢ > 0,

—Av® = F° en(
(1.45)
v = 0 sobre 092
y que F* — F en L'. Consecuentemente, gracias a los resultados de [7],
v® — v fuertemente en Wy 4(Q) Vg < N'. (1.46)

Por otro lado, estd claro que fi.(s) — [i(s) y, como &* — k c.p.d., podemos afirmar que
v® = (k%) — G(k) c.p.d. (1.47)
De (1.46) y de (1.47), deducimos que v = i(k) y que podemos suponer que
Vof = w(k°)VE® - pu(k)VE  c.p.d. (1.48)
Usando (1.46) y (1.48), resulta

(k) e Wo? Yg<N' vy Vi(k) = u(k)Vk.
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Por otro lado, podemos escribir (1.45) como
—V - (ue(k)VES) = F* en Wy () Vg < N/,
o bien

(ue(K)VEE, Vo) = (F*0) Vpe |J We?(Q), Yg<N'.
¢'>N

Pasando al limite, deducimos que la ecuacién de la energia de (1.1) se verifica en el

sentido sigulente:
/Qp(k)Vk - Vgo—l—L(u -VEk)p = /Q(T : Vu) g
para toda ¢ € Uysn W[}’q’(Q). Con esto, el teorema queda probado.

Nota:

De hecho, & es solucién en el siguiente sentido “fuerte”:

Af(kye L'y — Ap(k) = F c.p.d. en Q.



Capitulo 2
Unicidad de solucién débil

Vamos a presentar a continuacién un resultado de unicidad del problema (1.1) cuando
B = 0 para valores de v suficientemente grandes. Para la demostracién, usaremos
argumentos analogos a los que prueban unicidad de solucién de las ecuaciones de Navier-
Stokes en el caso estacionario y, también, las estimaciones W9 para las soluciones de

la ecuacién de Poisson (véase [1}).

Teorema 2.1 Supongamos que, en el teorema 1.9, B =0y D — ® (D) : D es glo-
balmente lipschitziana. Entonces eziste vo > 0 tal que, cuando v > vy, hay a lo mds
una solucidn débil {u,p,k} de (1.1) con k > 0 (la presidn es unica salvo una constante

aditiva).

Demostracion del teorema 2.1

Sea {u;, ki, p;} para cada 1 = 1,2, una solucién (1.1) con k; > 0. Tomamos u = u; — us .
k =ki—ky y p=ps—p;. Vamos a encontrar una constante positiva v tal que, cuando
v 2 v, se tenga necesariamente {u, k,} = {u, k;} Esto probaré el teorema.

En lo sucesivo, C es una constante que puede depender de N, Q, f, & y uo, pero

no de v. En primer lugar, veamos que
c ,
lluil| £ = para =1,2. (2.1)
v

En efecto, usando u; como funcién “test” en la ecuacién de movimiento de la cual es

solucién, obtenemos que

1\
[S)
~—

V/Q IVu, > + /Q k@' (V) : Vu; = (f, ) ; (2.1

42
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usando una vez mas que k;®'(Vu;) : Vu; > 0, resulta:

vlwdll® < 1l -

De aqui, se tiene (2.1).
 En segundo lugar, restando las ecuaciones verificadas por u; y u; y sumando y
restando los términos (us - V)uq, V - (k2®'(Vu,)), se obtiene:
—vAu + (u - Vug + (uz - V)u + Vp
= V- (k(Vur)) + ¥ - (o @(Vuiy) — ¥/(Vuz)) (2.3)
V-u=0.

Introduciendo u como funcién “test” en (2.3), tenemos que

'V/Q|Vu|2—|—/0(uv-)u1-u-}—/ﬂ(ug-V)u-u

(2.4)
= —/Q k&' (Vuy) : Ve — /Q(CD'(Vul) — &' (Vuy)): Vau.

El tercer sumando de (2.4) es nulo y el dltimo es positivo, por ser D — @'(D) un

operador mondtono, asi que

vijul|? < —/Q k®'(Vuy) : Vu — L(u -Vug - u. (:

Lo
(@)

Recordando que @' estd uniformemente acotada y usando la desigualdad de Hélder,

podemos acotar los términos del segundo miembro de (2.5) del modo siguiente:

’—/Qk@’(Vul) : Vu

<C [ kVul < Clk[- Jull,

= [ D] < Clulel) (2.6)

Si N = 2, el segundo miembro de (2.6) se puede mayorar por Cllu| - ul - ||u1]] ¥. si

N =3, por C||u|*? - |ul*?|jus||. En cualquier caso, es menor 6 igual que C||u|? - f|u1]l:

teniendo en cuenta (2.1), obtenemos:
2 C.oe
vlull® < Clellull + —[lu|”
El teorema 2.1 quedard probado si vemos que, para v suficientemente grande, se tiene

[kl < Cllull. (2.7)
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En efecto, en tal caso llegariamos a la desigualdad

Al < (04 5) i,

lo cual implica que v = 0 (y también que k = 0) si v es grande.
Para probar (2.7), definimos la funcién b = (g)~!, (recuérdese que fi(s) = / w(o)do).
0
La funcién b estd bien definida, es de clase C' y estrictamente creciente. Ademds,

0<¥ < —-1—- Como k; = b(v;), tenemos:
Ho ‘

1
|k = [k1 = k2| = [b(v1) = b(v2)| < e o1 — 03| = Cv].
0

A continuacién, vamos a buscar una cota |v| en términos de ||u||. Sabemos que para

. 1 1 1 . , .

1<p<N, Wl"’%-)L”,donde—z———ﬁ. Cuando N = 3, p* = 2 si y sélo si
p* p

p = 6/5; por otra parte cuando N = 2, p* > 2 si y sélo si p > 1. Por tanto, en ambos

casos, podemos escribir que |[v| < C||Vv)|e/s. Tenemos en consecuencia que
k| < C||Vvllgers - (2.8)

Nuestro objetivo a continuacién es acotar ||Vv||zs/s. De hecho, tenemos un resultado

mejor:

Lema 2.2 Bajo las hipdtesis del teorema 2.1, para cada ¢ < N', eziste C(q) > 0 tal

que:

1Vl < €@ (1 + —llull + 2 #1) (2.9)

Usando (2.8) y (2.9) para ¢ = 6/5, resulta:

(1-2) < (042 ful

¥, finalmente, obtenemos (2.7) para v sufucientemente grande.

—Demostracién del lema 2.2—

Veamos en primer lugar que, para cada ¢ < N’, existe una constante C(q) tal que

c
Ikill e < Vf/q} . (2.10)
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En efecto, tomando como funcién “test” Tps(k;) en la ecuacién de la energia satisfecha

por k;, se obtiene:

/Q (k) Vhi - VTur(ks) + /Q (s - V) Tag (ki)
- /Q (Veil? + B:®' (Vasg) : Vi ) Tag(k:) .
Procediendo como en la obtencién de (1.19), puede verse que la segunda integral es cero.
Ademds, de (2.1) y de (2.2), deducimos que

po [ [VTuu(k)P < M| fll-s s < 20

Asi, obtenemos que
C-M

v

S IV Tk <

Por otro lado, tomando como funcién “test” en la ecuacién de la energia £,(k;), se

VM > 0. (2.11)

obtiene:

J eV V() + [ (- Th)en(k)
= /Q (Vu]? + k% (Vi) : Ve )n(ks) -
De modo analogo a como se obtuvo (1.20), recordando que [£,]| < 1, se deduce que:

1
- IVE; |2 < ¢ Yn > 1. (2.12)
7 Jn<k;<2n v

Usando (2.11), (2.12), y el lema A.1 del Apéndice A, se obtiene (2.10).

En segundo lugar, introduciremos las funciones

H=—u- Vki +vVu: (Vuy + Vuy) + k9 (Vuy) : Vg
+ k2 (2'(Vug) : Vuy — ' (Vuy) : Vuy)

H=H —u,-Vk.

Obsérvese que H € L' C W~ para todo g < N'yqueuy Vk = V-(kuy) € W% para
todo b < 2 si N=3 y para todo b < 0o si N = 2. De acuerdo con (2.10) y las hipdtesis

impuestas en el teorema 2.1, vamos a ser capaces de conseguir las desigualdades

1 1
|H|lw-10 < C, ((1 + =) lull + ;|k|> Vg < N'. (2.13)
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En efecto, es claro que || H|lw-14 < Col|H ||zt + l|us - VE||w-1.4 . Por una parte,
C :
| = uz - Vllw-10 = [[kuallze < Clklljuallze < — Ik, (2.14)

gracias a la desigualdad de Holder. Por otra,
1H | < Jlu- VElz + 2|V : (Vg + V)| (215)
+ [k®'(Vuy) : Vg2 + |k2 (' (Vug) : Vuy — @(Vug) : Vug) ||1r

Estudiaremos la acotacién de cada término de (2.15). El primero de ellos cumple

- Vhilz: <

|- I VElie

donde podemos tomar, por ejemplo, r = 6. Resulta entonces que

lw- V|l < Jlullzs [ Vhillzors < %IIUII (2.16)
(aquf hemos usado (2.10) con ¢ = 6/5). El segundo término verifica:

V||V (Vg + Vo)l < vfjull(fual + flwell) < Clluf- (2.17)
El tercer término verifica:

[BE(Var) : Vallor < Ikl - sl < k], (218)
puesto que @’ estd uniformemente acotada. Por lo que respecta al cuarto, tenemos que
k2 (@' (Vur) : Vug — @' (Vup) : Vug) |11 < [kao| - [2'(Vur) : Vuy — @' (Vuy) 1 V|

y, puesto que D + ®'(D) : D es globalmente lipschitziana, queda
s ((Vur) : Vi — #(Vaa) : Vaa) 12 < Ol - ull < ol (2.19)

Usando (2.14) y (2.16)-(2.19), obtenemos (2.13), como deseabamos.
Finalmente, demostraremos (2.9). Observemos que, al restar las ecuaciones de la

energia satisfechas por k; y k2, sumando y restando los términos u; - VEy, Vug : Vg ¥
ko®'(Vuy) : Vuy, resulta:

(2.20)

—Av = H enf,
v = 0 sobre 0f2.

Por el teorema 1.3, sabemos que v € <y Wy?. Teniendo en cuenta que H € W14 v

que 0R es regular, podemos afirmar que
IVollze < Gyl Hllws Vg < N’

(cf. [1]). Esto, junto con (2.13), prueba el lema.



Capitulo 3

Algunas generalizaciones en el caso

estaclonario

3.1 Una generalizacién del teorema 1.1 (existencia

de solucién débil-renormalizada)

En esta seccién, vamos a considerar un sistema mds general que (1.1). En lugar del
término k®’'(Vu), aparecerd la derivada respecto de la segunda variable de una funcién
U que depende de k£ y Vu. Ademas, en la ecuacién de la energia, pu(k)Vk serd sustituido
por un operador de tipo Leray-Lions. Concretamente, el sistema con el que vamos a

trabajar es el que sigue:
—vAu =V - Dy¥(k,Vu)+ (u-V)u+Vp=f,
V.ou=0, (3.1)
=V - (a(z,k,Vk)+ B(k)) + u-Vk = v|Vu|* + D;¥(k,Vu) : Vu.
Aqui a: ) x R x RY — RY verifica las siguientes hipétesis:
1. a es una funcién de Carathéodory, i.e.

e z — a(x,s,{) es medible para todo (s,¢).

R (s,€) — a(z,s,§) es continua c.p.d. en z € Q.

2. (a(z,s,€) - a(z,s,£")) - (£ —¢") > 0 para todo (s,&), (s,&") con € # &', c.p.d. en
r € Q. '

47
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3. a(z,s,0) =0 c.p.d. en z € Q, para todo s € R.

4. |a(z, s, €)| < Cyls| + Colé] + d(z) donde Cy, C; son constantes positivas y d € L?,
para todo (s,€) € R¥*! y c.p.d. en z € Q.

5. a(z,s,€) - £ > uolé? c.p.d. en Qy para todo ¢ € RV, donde po es un nimero real

positivo.

"Enlo que sigue, usaremos la notacién a(k, Vk), a(k, Vv), etc. para designar las funciones
z — a(z, k(z),Vk(z)),  — a(z, k(z), Vu(z)), etc. respectivamente. Por otra parte,

supondremos que ¥ : R x L(RY) — R verifica:
1. (s,D) > ¥(s,D) es C* y D+ Dy¥(s,D): D es convexa para cada s € R,

2. |D1Dy¥(s,D)| < C3+Cy|D|"~! para constantes positivas C3, Cy yr < 2si N =2,
r<4/3si N =3.

3. U(s,0) = Dy¥(s,0) = Dy¥(s,0) =0.

El sistema (3.1) sera completado con las mismas condiciones de contorno considera-
das en los Capitulos 1 y 2 (cf. (1.6)).

Nota:

De las hipdtesis hechas sobre ¥, podemos deducir lo siguiente:
o U eé una funcién convexa respecto de la segunda variable y
U(s, D) = /01 Dy¥(s,tD) : D dt.
En consecuencia,
(Dy¥Y(s,Dy) — Dy¥(s,Dp)): (Dy—Dy) >0 VD4, Dy € L(RY)

y, en particular,

D,¥(s,D): D>0 VYD e LRY). (3.2)

o Se tiene que

|D1¥(s, D)| < Cs|D| + Cs| DI (3.3)
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para constantes positivas C3, Cs yr < 2si N =2, r < 4/3 si N = 3. En efecto,

podemos escribir que
1
Dy¥(s, D) = / D1D,¥(s,tD) : Ddt,
0

de donde .
|D1%(5,D)| < [ 1D1D;¥(s,tD)| - D] dt
0

< /01(03 + Cu|tD|""1)|D|dt < C5|D| + C5|DJ" |
e De forma andloga, se obtiene que
|D2%(s, D)| < (Cs + Ca| DI H)ls, (3.4)
para los mismos valores de r. En efecto, basta escribir que
U(s,D) = /01 D1¥(ts,D)sdt
y tener en cuenta que
|D,¥(s, D)| < /01 1D, Dy U(ts, D)||s| dt
< [[(Co+ CuIDI sl dt = (Cs + CoIDI sl
e Se cumple que
[¥(s, D)| < (Cs|D| + C5|D")s| - (3.5)

para las mismas constantes positivas Cs, Cs y los mismos valores de r ya que, por

ejemplo,

(s, )] < [ IDyW(ts, D)} Is]dt < (G5ID|+ CIDP)ls.

En estas condiciones, se puede demostrar un resultado de existencia andlogo al teo-

rema 1.1, con las oportunas modificaciones en (1.4). M4s concretamente, tenemos el

Teorema 3.1 Bajo las hipotesis anteriores para ¥ y a = a(z, s,€) y las mismas hipdtesis
que en el teorema 1.1 para el resto de los datos, eziste una terna {u,p,k}, conueV,

p€ L? ykelL, tal que:
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1. El par {u,p} es solucién de la primera ecuacion de (3.1) en el sentido de las

distribuciones (solucién débil).

2. k> 0y es solucidn de la tercera ecuacion de (3.1) en el sentido siguiente (solucidn

renormalizada):

{ =V - (B(k)(a(k, VE) + B(k))) + B'(k)Vk - (a(k, Vk) + B(k)) (3:6)

+ B(k)(u - VE) = B(k) (VIVu|2 + D, ¥(k,Vu) : Vu)

en D'() para cada B € WH°(R) con soporte compacto.

En (3.6), los nuevos términos tienen perfecto sentido, ya que podemos escribir
la(k, VB)] = la(T3s (), VI ()| < CrTaa(B)] + Cal VT (k)| + d

y esto dltimo estd en L?, de donde V - (B(k)(a(k,Vk))) € H~'. Por otra parte,
D,¥(k,Vu) : Vu € L. En efecto, gracias a (3.4),

|D2¥(k, Vu) : Vu| < (Cs + Cy|Vu|™H)|k| - |Vul

y, como veremos mas adelante, k € LP para cualquier p < co si N = 2 y para cualquier
p<3si N =3. Asi que |k| - |Vu|" € L%

Demostracion del teorema 3.1

Para demostrar el teorema 3.1, vamos a seguir los pasos del teorema 1.1, viendo tinicamente

qué novedades aporta la presencia de los términos nuevos.

Introduccién de una familia de aproximaciones

Para cada € > 0 consideramos el correspondiente problema aproximado de (3.1). Las

EDP son
—vAu* =V - (D¥(k%, Vu)) + (u® - V)u® + Vp* = f,

Vour =0, (3.7)
—V - (a(k®, VE®) + B.(k)) + uf - VE = To (75 : Vaus),

donde ahora 7° es:
¢ = vVu® + DU(k%, Vur).

Estas ecuaciones se han de verificar en 2, junto con las condiciones de contorno (1.6).
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Para obtener una solucién de (3.7), (1.6) podemos aplicar el método de Galerkin
del mismo modo que se hizo en la demostracién del teorema 1.1. Con la notacién del

Capitulo 1, para cada m > 1, ha de resolverse el problema diferencial ordinario
[ U(Vu™, Vo) + (Dy¥(k™, Vu™), Vo) + ((u™ - VIu™,v) = (f,v),
(a(k™, VE™), V) + (B(k™), Vi) + (u™ - VE™, 4)

= (T3 (™ : Vum), )

Voe V™, Vi e Wr.
Por un lado, debido a (3.2), se tiene que
Dy ¥(k™, Vu™): Vu™ > 0
y, como consecuencia de ello,
v VU + [ DG, wumy v <0, <
Por otro lado, a causa de la quinta hipétesis sobre a = a(z, s, ), sabemos que:
(a(k™, VE™), Tk™) > | VE™

y, por tanto,

IE™]|* < C(e).

Esto basta para poder aplicar el lema 1.2 y obtener estimaciones “a priori” adecuadas.

Extrayendo subsucesiones si fuera necesario, se llega a que:

u™ — u®  en V-débil,

um_>u£

en H y c.p.d.,

k™ — k*  en H}-débil,

k™ — k® en L%y c.p.d.
El paso al limite en la ecuacién de movimiento es andlogo al que se lleva a cabo en la
demostracién del teorema 1.1. En el caso de la ecuacién de la energia, la situacién es

diferente debido a la presencia del término a(k™, Vk™). Es necesario ver que

(a(k™, VE™), Vi) — (a(k¢, V), V) Vo € HE.
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Sabemos que |a(k™,VEk™)| < C1[k™| + C2|VE™| + d estd acotado en L?. Por tanto,
a(k™,Vk™) converge débilmente en L? a una funcién, que llamaremos x. Falta ver
que ¥ = a(k®, Vk®). Para ello, usaremos el conocido “argumento de Minty” (Minty’s
trick, cf. [19]; véase también [16]). La convergencia c.p.d. de Vu™ a Vu se obtiene del
mismo modo en que se prueba que Vu® converge c.p.d. a Vu, asi que omitimos ese paso.
Tomamos limites cuando m — oo en la ecuacién de la energia de (3.8), obteniéndose
que:
(6, ) + (B(E%), V) + (u - VRS, ) = (Tu(r* 5 V), ).
Luego
-V -x =V B(k)—u® - Vk* + T%(TE s Vu®).

Eligiendo %™ = k™ como funcién “test” en en la ecuacién de la energia de (3.8), se
obtiene que:

(a(k™, V&™), VE™) = —(B.(k™), V™) — (u™ - VK™ k™) + (To(r™ : Vu™), k™).

Aqui, el segundo miembro converge a —(B.(k%), Vk®) + (Ti(7° : Vu®),k%). En conse-
cuencia,
(a(k™,VE™),VE™) — (x, VE).
Por otro lado, sea v € H}. Podemos escribir
(a(k™,VE™) — a(k®, Vv), V(E™ — v))
= (a(k™, VE™) — a(k™, Vv), V(k™ — v)) (3.9)
+(a(k™, Vv) — a(k®, Vo), V(k™ — v)).

De los dos sumandos del segundo miembro de (3.9), el primero es > 0 debido a la
segunda hipétesis hecha sobre a(z,s,¢) y el segundo tiende a cero cuando m tiende a
oo (recuérdese que k™ — k° c.p.d.). Asi pues, tomando limites en (3.9), se obtienen las

desigualdades
(x — a(k*,Vv),Vk* = Vv) >0 Vo€ HE.

Seav =k —Aw con A >0y w € H} dadas. Entonces
(x —a(k®, V(k* - \w)),Vw) > 0.
Tomando limite en este producto escalar cuando A — 0, se tiene que

(x —a(k®,VE*),Vw) >0
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y esto ha de ser cierto Vw € H}. Razonanado de modo anélogo para A < 0, se llega a
que
(x — a(k®, VE),Vw) <0 Vw € Hy.

En consecuencia, a(k®, V&%) = x c.p.d. Después de pasar al limite en (3.8), llegamos a

la conclusién de que para cada ¢ existe un par {u,k°} € V x H}(Q) tal que:
v(Vus, Vo) + (D ¥ (k%, Vu©), Vo) + ((u® - Vius,v) = (f,v),
(a(ke, B, V) + (B.(R)V9) + (o - VE ) = (Ta(r* : V), 8),  (3.10)
YveV,Vy e HY(RQ).

No es dificil probar que, ademas, k* > 0.

Estimaciones “a priori” y convergencia débil

Teniendo en cuenta (3.2) y la quinta hipdtesis sobre a(z, s, ), sin més que repetir el
argumento del apartado 1.3.2, se obtienen (1.16), (1.19), (1.20), (1.22),

A(y;vu€|2+pzw(kf,vus) V) < C, (3.11)
/Qa(ks,VkE)-VTM(kf) =/QT1(T€ - Vus) T (k°) (3.12)

1 a(kf, VE) - VE® < /

n J{n<k<<2n} {ks>n}

asl como las mismas propiedades de convergencia “débil” para u® y para k°. También

Ti(7°: Vu©), (3.13)

se deduce que k > 0.

u es, junto con alguna p, solucién de la ecuacién de movimiento

La ecuacidon variacional en este caso es:

v(Vus, Vo — Vu®) + ((uf - V)u' v — u®) + (D P(k5, Vus), Vo — Vus) = (f,v — uF)
YveV, u evV.

Para cada k € L?, definimos
To(v) = /ﬂ U(k,Vv) WweV.
La funcién Ji : V — R es convexa y C1, gracias a las hipétesis hechas sobre ¥. Entonces

(Jh(v),w) = /QDzkll(k,Vv) :Vw  Yo,weV



54 Capitulo 3. Algunas generalizaciones en el caso estacionario

(Do ¥ (k*, Vu®), Vv — Vu®) = (Ji.(u®),v — uf)
< Jry k) (v) = Jry ey (u) = /g Uk, Vo) = /Q Tk, Vur).
Por tanto, para cada ¢ > 0, u es solucién de la siguiente inecuacién variacional:

VAVUlvv-i-/Q(U-V)u-v—i—/Q\I/(k,Vv) | |
(3.14)
€12 £ € € 4
Zv/QIWI +/Q\I’(k‘,Vu)+<f,v )y WweV, ueV.

Tomando limites en (3.14) cuando € — 0, vemos que el tercer término verifica:
(ke V / Tk, Vo).
IRICAOENRIRD
En efecto, podemos aplicar el teorema de Lebesgue puesto que, de acuerdo con (3.5),
[ (&5, Vo)| < (C5|Vv| 4 Cs[Vo[") 57|

y ¥(k*, Vv) converge c.p.d. Por otra parte, el quinto término de (3.14) puede ser escrito

en la forma

/Q\Il(ks,VuE):/Q(\If(ke;Vus)—\Ii(k,Vue))+/Q\If(k,Vu€).

En esta igualdad, la primera integral del segundo miembro tiende a cero, puesto que el

integrando converge a 0 c¢.p.d. y estd acotado por una funcién de L. Més precisamente,
| W (&%, Vu®) — ¥(k, Vu©)| < (Cs|Vus| + Cs|Vu|")|k® — k.
Para la segunda integral, se tiene que
liminf [ U(k, Vu©) > / U(k, Vu),
e—0 Q Q
debido a que

vl—ﬁ/Q‘I/(k,Vv)

es convexa (por serlo ¥) y continua.

Procediendo con los demés términos de (3.14) como en la demostracién del teo-

rema 1.1, llegamos a que

V/QVU:(Vv—Vu)-}-/Q(u~V)u-(v—u)+/g\}[l(k,VU)

—/Q\I/(k,Vu)Z(f,v—-u) YoeV, weV

I//QVu:Vw-l—/n(u-V)u-w-i—/QDQ\Il(k,Vu):Vw:(f,w) YweV. (3.15)
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u® converge fuertemente en V

De modo anélogo a como hicimos en el apartado 1.3.4., obtenemos que

lim
E—

[ (oYt + DaR(ke, V) : V) :/Q(ylvu|2+132\p(k,vu)':vu) . (3.16)

Dado que
[(D2®(k°, Vu®) — DUk, Vu®)) : Vu©| < (Cs|Vus| + Cy|Vus "™ H)|Vur| - |k° — k],

y, ademds (D2 ¥ (k*, Vu*) —Dz\Il(k, Vuf)) : Vus converge c.p.d. a cero, también es cierto
que
£i£%/Q(D2\IJ(k5,Vu€) — DyU(k, Vat)) : Vs = 0. (3.17)

De (3.16) y (3.17), se tiene que

: €2 \ ey . ey __ 2 .

lim | (vIVuf? + Dy(k, Vu) : Vu) = /Q (v|Vuf? + DU (k, Vu) ..Vu> .
Escribiendo aqui u® = u + (¢® — u) y tomando limites cuando ¢ — 0, se obtiene

0 > limsup (z// V(v — u)|2>

+ liminf (/Q DyU(k, V) : Vut — [ Dk, Vu) w) .

Pero

v»—»/QDQ\II(k,Vv) v

es una funcién débilmente s.c.i (es convexa por serlo D — D,¥(k, D) : D y también es

continua). Por tanto, el ultimo sumando de (3.18) es no negativo y

lim |19~ ) =0,

i.e. u® converge fuertemente en V.

Para cada M > 0, a(k®, VT (%)) - VT)1 (k) converge fuertemente en L'

Adaptaremos un argumento que aparece en [8]. Admitamos por el momento que
li_{% Q[a(k‘s, VTn(k%)) — a(k®, VIn (k)] - V(Tar(k°) — Tas(k)) = 0. (3.19)
Dado que el integrando precedente es no negativo, se tendrd que

la(k*, VTa (k%)) — a(k, VTae())] - V(Tar (k%) — Tar(k)) — 0 en LY.
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Si llamamos x al limite débil de a(k®, VT (k®)) en L?, haciendo tender € a 0 en (3.19),
se deduce que

lim [ a(k®, VI (k) - VI (k%) = /Q X - VTa(k) .
Aplicando de nuevo el “argumento de Minty”, como hicimos para las aproximaciones

de Galerkin, se puede probar que x = a(Vk, VT (k)). Tenemos pues que
a(ke, VTM(ICE)) : VTM(ICE) = [a(ke, VTM(kE)) - a(ks, VTM(k))] : V(TM(ks) - TM(]"'))
+a(k®, VTh(k)) - V(Tar(k) — Tar(k)) + a(ks, VTar(k)) - VTas (k)

converge débilmente en L' hacia a(k, VIy(k)) - VIu(k), lo cual serd suficiente para

nuestros propésitos. Para probar (3.19), descomponemos la integral como sigue

/Q[a(ke, VT (k%)) — a(k*, VIn(E))] - V(Tu (k) — Ti(k))

N {k=sM,ksM}[a(ka’ VT (k) — a(k®, VIu (k)] - V(Taa(k°) = Tra (k)

+ /Q\{k‘SM, kSM}[a(ks’ VTM(kE)) - a(k€> VTM(IC))] . V(TM(k‘E) — T]VI(k))

La 1ltima integral puede a su vez escribirse como suma de dos:

kS VTa(k)) - VTar(k / ke, VEE) - VE,
/{M}“( B VIw(k)+ [l )

Aplicando el lema de Fatou, deducimos que ambas tienden a cero. Por ejemplo, en el

caso de la primera de ellas, se tiene:

lim sup /{ e 1905 VT (8) - VT (B)

e—0

= lim sup A la(k®, VTa(k)) - VIn (k) iresrry

e—0

< /Q lim sup (K, VT3 (k) - VTha (k)] e

< k,V . ) = 0.
~ {kZM}a( s TM(k)) VTM(]»> 0

Tan sélo hace falta probar, por tanto, que

B J a8 VT (R) = ok, VI k))] - V(Lo (%) = Tar (k) = 0.

Para ello, elegiremos dos enteros ¢,7 > 1 y tendremos en cuenta que

0% Jpeen ,k<M}[a(’“€7 VIu(k%)) — a(k®, VIu(k))) - V(Tar (k) — Tu(k)) < I + I,
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donde

Ii‘:/ ké,VkE _ ks’v]c v ks—k 7
’ {kESM,ksMJke—klsz'}[a( ) — ol IV( )

”’:/ kS, VES) — a(k?, VE)] - V(£ — k).
{kssM»kSM,ike_kbi}[a( ) — o - V( )

Veremos sucesivamente que, para cada t,

lim limsup [;; = 0 - (3.20)

J—ro0 e—0
y que, cuando : 2> 2M,
IL=o0. (3.21)

Para ello, tomamos en primer lugar T;(k* — T;(k)) como funcién “test” en la ecuacién

de la energia. Se obtiene:
| ke, VR VI = Ty(k) + [ Bu(k%) - VE(k = T3(k))
+ [ VEOT( = T(k) = [ Tu(r* s Vur )Tk ~ T (k).

Estudiamos a continuacién el comportamiento de cada término de (3.22) cuando ¢ — 0.

El segundo. de ellos puede ser escrito como:

[ BuToes () - VT (R = Ty())

Aqui, VT;(k*—T;(k)) converge a VT;(k—T;(k)) débilmente en L? y B.(T;4;( k%)) converge
fuertemente a B.(T;4;(k)) en L? para cualquier p finito. Por tanto, el segundo término

de (3.22) converge a
[ B(@s(k) - Tk = Ty(k))

que se anula gracias a la férmula de Gauss. El tercer sumando de (3.22) puede descom-

ponerse como sigue:
Ju - (VE = VL) = k) + [ (- VT T~ Ty(k). (3.28)
La primera integral de (3.23) es igual a
[ ut Tk - Ti(h) =
- cuS YTk — T F(LE _ T c, _
SV Tk = Tk + [ Bk = Ti(k)(u - m)dT =0,

La segunda converge a

[ (w VT (R) Tk - Ty(h)).
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Pero esta dltima integral es cero, puesto que VTj(k) se anula donde no lo hace el factor

T;(k* — T;(k)). Por la etapa anterior, sabemos que .
Ti(r°:Vu) > 7:Vu enlL'ycpd, (3.24)

donde 7 = vVu + D,¥(k,Vu). En consecuencia, el segundo miembro de (3.22) tiende

a
L Vo Tk - T(k))
Deducimos pues que '
lim | a(k*, VA) - VE(k = Ty (k)) = /Q(T L Vu)Ti(k — Ti(k)).

Obsérvese que

<I»i~ </ kE’VkS _ ks’Vk 'VTL ks_T k‘ )
0=tss {k=5M,|ke—Tj(k)|sz-}(a( ) —a( ) - VTi( 5(k))

Por tanto,
0 < limsup Ii; < /Q(T L V) Ti(k — Ty(k)) = / a(k, VE)VTi(k — T5(k)).
e—0 Q

Ahora tomamos limites, cuando j — oo. En tal caso, T;(k —Tj(k)) converge a cero tanto
en L>®-débilx como c.p.d. y en H}-débil. Luego laigualdad (3.20) es cierta. Finalmente,
observamos que

(k* <M,k <M} C{k"—kl <M}.

Por tanto, para ¢ > 2M, se tiene efectivamente que I; = 0.

k es solucion renormalizada

Sea § € Wh*°(R) con soporte en [-M,M] v sea ¢ € D(Q). Usando B(k%)y como
funcién “test” en la ecuacién de la energia de (3.7), obtenemos una expresiéon analoga

a (1.42) salvo en el segundo y tercer sumando, que ahora quedan ast:

(@t VR - )Bk), [ (alht, VR - T8 (3.25)

Gracias a la etapa anterior, sabemos que
a(ks, VTM(.ICE)) . VTM(]CS) — a(k, VTM(k)) - VTM(]C) €n Ll .

Esto es suficiente para pasar al limite en (3.25).
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3.2 Existencia de solucién débil cuando B € Wi,

Se puede probar un resultado analogo al teorema 1.3 cuando B # 0, a condicién de ser

B € Wb, Més precisamente, tenemos:

Teorema 3.2 Supongamos que, en las condiciones del teorema 1.1, B € W™ y
k®'(Vu) es sustituido por Da¥(k,Vu), donde ¥ estd en las condiciones de la seccion

precedente. Entonces la solucidn {u,p,k} que proporciona este resultado también ver:-

fica: .
ik)ye (| Wo, Vi(k) = u(k)Vk (3.26)
g< N’
)
/Qp(k)Vk-VcﬁqL/QB(k)-VqS o
+/Q(u VE)$ = A (y|vu|2+D2\p(k,vu) V)¢ V6 ED(Q).
Demostracion

Es andloga a la del teorema 1.3, con
Fe =T1(vVus + DyU(k%, Vus) : Vus) — u - VE* + V - B.(k%),
F=vVu+ DY (k,Vu):Vu—u-Vk+ V- B(k).

Como V - B,(k°) = B'(k*) - Vk*, donde B’(k*) converge fuertemente a B'(k) en L” para
cada r finito y \v converge fuertemente a Vk en L7 para cada ¢ < N’, también en este

caso F¢ — F en L.

3.3 Condiciones de contorno no homogéneas

A continuacién, consideraremos el problema (1.1) con las condiciones de contorno no

homogéneas

u=ur, k=kr sobre 00, (3.28)

donde ur y kr son constantes y kr > 0. Podemos enunciar el siguiente

Teorema 3.3 Bajo las hipdtesis del teorema 1.1, eziste {u,p,k}, con u —ur € V,
p€ L% k—kr e L, tal que:
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1. El par {u,p} es solucidn de la primera ecuacidn de (1.1) en el sentido de las

distribuciones (solucidn débil).
2. k> kp y es solucidn de la tercera ecuacidn de (1.1) en el sentido siguiente:
~V - (B(k ~ ko)(u(k)VE + B(k))) + B'(k — kr)VE - (u(k)VE + B(k))
+ B(k — kp)(u - Vk) = Bk — kp) (v|Vu|* + k¥’ (Vu) : Vu)

(3.29)

en D'(Q) para cada B € WH(R) con soporte compacto (se dice de nuevo que k

es una solucion renormalizada).

Demostracién

Si efectuamos el cambio de variables w = u —ur y h = k — kr, el sistema (1.1) se
transforma en el siguiente:

([ —vAw =V - ((h+ kp)®(Vw)) + (w + ur) - Vw4 Vp = f,

V.ew=0,

3 (3.30)
=V - (uF(R)Vh + BE(R)) + (w + ur) - Vh

= v|Vw|* + (h + kr)®'(Vw) : Vw.

Aqui, hemos introducido la notacion p!'(r) = u(r + kr), BY'(r) = B(r + kr). Las
propiedades de estas funciones son las mismas que las de p y B, respectivamente. Los

problemas aproximados son:
AW = V- (Ty(BF + k) @(Vwf)) + ((w° +ur) - V)w® + Vpf = f,
V-w® =0,

(3.31)
—V - (uE(h)Vhe + BE(R)) + (w* +ur) - VA
. = T%(V|Vw5l2 + To(h® + kr)4+ ' (Vw) : Vur),
junto con las condiciones de contorno homogéneas
w®*=0, h*=0 sobre 0. (3.32)

Para cada ¢ > 0, se obtiene una solucién {w®, h*} € V x Hy(2), del mismo modo que

en la demostracion del teorema 1.1. También, A° > 0 puesto que

Toi(h® + kr)+ @' (Vw®) : Vu* > 0.
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Por la misma razén, se tiene que

i < C.

/Q (Vlvwsgz + T%(hs + kp)@'(Vw®) : Vw€> <C.

Igualmente, se obtiene:

/Q WL (B[ VT (B2 = /Q Ty (v Vw [ + Ta(h + kr) @ (Vw) : Vo) Tag(h7)

ITa(RE)* < C - M,

1 T
hl Bt Vh”</ To(r : Vuf),
/ns,fgnne( VAT < || Tt Vo)

n

donde 7° = vVw* + T1(h® + kr)®'(Vw*),

1
= VAP < C
N J{n<he<2n}

“hEHWOM < Cq, Vq < N'.

En consecuencia, se obtienen las mismas propiedades de convergencia “débil” para w*
’ p

y h® que para u® y k°. En particular, h® converge hacia una funcién no negativa.

Para pasar al limite en la ecuacién de movimiento, escribimos que

(Ta (h* + kp)@(Vu), Vo — Vo) = (T}

1
€

(heip)(W5), v — w°)
< /Q To (I + ke)®(Vv) - /Q Ty (h* + kp)B(Vu®).
y trabajamos, para cada € > 0, con la siguiente inecuacién variacional: .

ZJ/QVw‘s 1 (Vo — Vo) + /Q((uf +ur) - VIw® - (v —w®) + /QT%(hs + kp)®(Ve)

—/QT%(hE-}—kp)@(sz)z(f,v—ws) WwevV, wev.

El paso al limite puede hacerse del mismo modo que en el apartado 1.3.3 si escribimos

lo correspondiente a (1.26) como sigue

/QT%(hE +kr)@(Vuws) = /Q(T%(hs +kr) — (h+ kr))®(Vw®) + /Q(h + kr)®(Vw?).
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Se llega entonces a las igualdades
V/QVw:V'U+/Q((w+ur)-V)w-v+/ﬂ(h+k1~)®(Vw):Vv: (f,v) Yve V.

Para la convergencia fuerte de w® en V, se procede como en la cuarta etapa de la

demostracién del teorema 1.1. Partiendo de la igualdad

lim [ (v|Vw]? + Tu(h® + kr)® (Vo) : Vur) = /Q (VIVwl? + (b + kr)®(Vw) : Vw)

e—=0/Q
puesto que ] ~
lim | (Ty(h 4 kr) = (b + ke))@(Vor) : Voor =0,
se tiene:

é1:1_1}%/Q (1/|sz|2 + (h + kp)®' (V) : Vwe) = /Q (v[Vw]2 + (h + kp)®'(Vw) : Vw) .

De aqui, se deduce que

0 > limsup <z//Q |V (w® — w)|2>

v
+limipt ([ (h+ B)®(Vor): Vur — [ (b4 )@ Vw))
y, debido & que la funcién
v /Q (h + kp)®' (Vo) : Vo
es débilmente s.c.i., se llega a

lim/ IV(w® —w)* =0.

e—0 /0
Por tultimo, veamos que también hay convergencia fuerte de Typs(h¢) en H} para cada

M > 0. Queremos probar, al igual que en el apartado 1.3.5, que

L Ve Tu(h) = [ W )V Ta(h)L,
donde 7 = vVw + (h + kr)®'(Vw). Tomando wt = Tar(h)L, (ha) como funcién “test”

en la ecuacién de la energfa de (3.31), obtenemos:
[ (KR VR - T Thg(B)) La(h)
+ /Q (WE(h*)VA® - VL (h)) The(B)
+ /Q (BE(R) - VTaa(B)) La(h) (3.33)
+/Q (BE(h) - VL. (%)) Tou(h) |

+ /Q (0 +ur) - VA) Tyg(h) Lo (hS) = /Q Ty (7% : Vw*) Tog(h)La(h)
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El quinto término de (3.33) converge a

/Q (0 + ur) - Von(h)) Tar(B)Ln(R),

ya que w® + ur — w + ur fuertemente en L" para todo r < 2%, y esta dltima integral

puede escribirse como sigue:

[ (@ +ur) - VTan(1) Tag (Tan () En(Tan()) = [ (w + ur) - Vo ar(Ton(h)) =

_ /Q T at(Ton(R)(V - (w + ur)) + /a T (Ten(R))(w + ur) - 0l = 0.

El comportamiento del resto de los términos de (3.33) es andlogo al de los que aparecen
en (1.35). Asi pues,

lim [ WSROIV T (B = [ W (B) VT ().

Sea 8 € Wh*°(R), con soporte en [—~M, M]. Veamos que se da la igualdad (3.29)
en D'(§2). Elegimos pues ¢ € D(2) y usamos B(h%)p como funcidén “test” en la ecuacién

de la energia de (3.31). Teniendo en cuenta que

V(B(R)p) = B(A*) Ve + ¢V (),

resulta:

| BE(V - V)B(h) + [ pE(h) (VRS- VB
+ [[(BE(h) - V)8(he) + [ (BE(K) - VB(H))y
+ [ ((wf +ur) - VR 8k = [ Tu(r* s Tut) B(hO)g

Del mismo modo a como se hace en la sexta etapa de la demostracién del teorema 1.1,

podemos pasar al limite en la expresién anterior, llegdndose a que

| HE (VR V)B() + [ F(r)Y(Th- V()
+ [[(BE (k) V)B(h) + [ (BT (h)- VA(R))p
+ [ (w0 +ur) - V) B()p = [ (7 Vo) (),

lo cual prueba el teorema.
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3.4 Una generalizacién del teorema 2.1 (unicidad

para grandes valores de v)

En esta seccién, vamos a dar un resultado de unicidad de solucién en el caso en que B
no se anula pero es globalmente lipschitziana y, al mismo tiempo, el término k®'(Vu)

es sustituido por D, ¥(k, Vu), con ¥ en las mismas condiciones de la seccién 3.1.

Teorema 3.4 Supongamos que, en las condiciones del teorema 3.2, se tiene ademds

que B € Wh*(R;RY) y
|D2¥(s,D): D — Dy¥(s,D"): D'|<Clk|-|D— D'
2 si N=2, (3.34)
4/3 & N =3.

para 1 <r <

Entonces existen vo > 0 y Bo > 0 tales que, cuando v > vy y ||B’||L~ < Bo, eziste a lo
mds una solucién débil {u,p,k} del sistema correspondiente con k > 0 (la presidn es

inica salvo una constante aditiva).

Demostracion

Sea {u;, k;,p;} para cada ¢ = 1,2, una solucién con k; > 0. Tomamos u = u; — uz,

k =k —ky y p=p; —p2. Procediendo como en el teorema 2.1, se tiene que
llus]| < % para 1=1,2, (3.35)
puesto que Dy ¥(k;, Vu,) : Vu; > 0.
Res’gando las ecuaciones verificadas por u; y u2, se obtiene facilmente que
—vAu + (v Vur + (uz - V)u + Vp
=V (D2¥(ky, Vuy) — Dy¥(ky, Vuy))

(3.36)
+V - (ko(D2¥(k2, Vug) — DU (ks, Vug))
| V-u=0.
Usando u como funcién “test” en (3.36), llegamos a la igualdad
y/ﬂ |Vul? + /ﬂ(uv-)ul cu + /Q(ug -Vu - u
- —/Q(Dglll(kl,Vul) — DyU(ks, V) : Vu (3.37)

- /(; (kQ(DQ\I’(kQ, Vul) - DQ\IJ(]CQ, VUQ)) :Vu.



3.4. Una generalizacién del teorema 2.1 (unicidad para grandes valores de V) 65

El tercer sumando de (3.37) es nulo y el dltimo es positivo, debido a la convexidad de

¥ respecto de su segunda variable, asi que
Vl|ul? < —/Q(Dz\ll(kl,Vul) — DyU(ky, V) : Vu — /Q(u Vug-u.  (3.38)

La dltima integral de (3.38) se puede acotar del mismo modo que en el teorema 2.1. es

decir

—_/g;(u-V)ul-u

Por otra parte, teniendo en cuenta la segunda hipdtesis hecha sobre ¥, se tiene que

< CllullZalluall < Cllull® - uall - (3.39)

/Q‘DN(thUl) = Dy ¥(ky, Vs )| - [Vl < /Q(Cs + Cy[Vua [T K] - [V

< Clkf - flufl + C/Q [kl [Vua"70 - [Vl < ClL- Hlull + CllElze - fluall - lull,

para p = g . Recordando los valores dados para r, debeser 2 <p < ocosi N =2y

—r
2 < p < 3si N =3. Teniendo en cuenta (3.35), de (3.38) se deduce que

Al < CIH - Jull + 2 kol 7

¥, por ser p > 2, . . .
vlull* < (C + =kl —ull”-

Si demostramos algo “similar” a la estimacién ||kflzr < Cllul|, quedaréd probado el
teorema.

Del mismo modo que en el teorema 2.1, se tiene que |k| < C|v|. Por tanto,
lkllee < Clvllre < C||Vv]lLa, (3.40)

donde los valores de o deben ser como sigue, teniendo en cuenta los valores de p: deben

. 3 3
ser como sigue: Cuando N =3, a > 3 —fp’ V3 f—)p € [6/5,3/2). Por otra parte cuando
2p 2p
N=2 a> , €11,2).
2+p Y 2+p 1,2)

Lema 3.5 Bajo las hipdtesis del teorema 3.4, para cada o en las condiciones precedentes

existe C(a) > 0 tal que:

[0l1e < C(a) (lell + (14 5 + 1)l ) (341)
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De (3.40) y (3.41), se deduce que

(1= C 1B ¥l < (€ + 55 ) I

y1/2

y, finalmente, obtenemos

1&]lz> < Cllull

para v suficientemente grande y ||B’||1~ suficientemente pequetio.

— Demostracién del lema 3.5 —

Vamos a seguir los pasos de la demostracién del lema 2.2. Asi, en primer lugar buscare-
mos una acotacién de ||k,~]|W01,q para ¢ < N’. Tomando como funcién “test” Ty (k;) en

la ecuacién de la energia satisfecha por k;, puesto que

[ BTk = [ B(Tu(k))VTae(k:) = 0,
se llega a la estimacidn

C-M

v

/Q IV Tar (k[ < VM > 0. (3.42)

Por otro lado, tomando como funcién “test” €,(k;) en la misma ecuacién de la energia,

puesto que
[ BOIVER) = [ B(Ton(ki) Venlks) = 0,

se obtiene que

1 C
—/ VEP <= Wnx1. (3.43)
n Jn<ki<on v
De (3.42) y (3.43), se deduce que
| c, , |
”ki“Wg:q < —y1/2 Vg < N'. : (3.44)

En segundo lugar, introducimos las funciones

H=—u- Vki +vVu: (Vuy + Vug) + (DU (ky, Vuy) — Da¥(ky, Vuy)) : Vg (3.45)
D.40
+ (DQ\I’(]CQ,V'UQ) . VUQ - DQ‘I’(kQ,VUl) . Vul) y ‘
H=H-uy; -Vk+V-(B(k) - B(ky)).

Obsérvese que H € L' C W12 para todo « < 3/2 si N=3 y para todo o < 3 s1 N = 2.

Esto no impone nuevas restricciones sobre a. Por otra parte, uy-Vk = V- (ku,) € W14
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para todo b < 2 si N=3 y para todo b < co si N = 2, lo cual tampoco impone nuevas
restricciones.

Tenemos que
1 |lw-1e < CollHlls + lluz - VEllw=s.a + [V - (B(kr) = B(k))llw-10
Veamos el modo de acotar cada sumando de esta expresiéon. Por una parte,

M= ug - VE|w-1.a = |[kuzl|La .

Si N =2, -
C
1Fusllze < ClE| - |luallze < ClR] - fluall < — k1,
1 1 , . .
con tal que 5 + - = = Como a < 2, aqui s puede ser cualquiera. S1 N = 3,
s
, C .
uallze < Ol fusles < Olfee sl < bl (3.46)

11 1
con tal que — + - = — y s < 6. Para N = 3, sabemos que a > 6/5y 2 > p < 3; por
p s a :
tanto, s > 3. Para N = 2, sabemos que @« > 1y 2 > p < oo; por tanto, s > 2. En
cualquier caso, siempre podemos encontrar un s € [3,6] que cumpla (3.46). Por otra

parte,
IV - (Blks) = Bl -0 = |1B(kr) = BRIz = [ 1B(ky) = BlJo)|°

ofp
Bl [ 1k < UBw ([ 1hP) 100 < CUBI5lIklE

luego

IV - (B(k) = B(ko))lw-s0 < CI1B 1o [l (3.47)

Veamos ahora cémo puede ser acotado en L' cada término de (3.45). El primero de

ellos verifica

o C
I Vil < Juller I Vhlle < —gluller < —2zfull (3.48)

donde, si N = 3, se tiene ' < 3/2 y, si N = 2, entonces 7' < 2. El segundo término

puede acotarse igual que en (2.17), es decir

VIV < (Vs + Vua)llzs < vllull(lusl + ual) < Cllul. (3.49)
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Para el tercero, utilizamos (3.4), Entonces

H(Dg\lf(kl,Vul) —_ Dz‘l’(k‘g, V'U,l)) . V’U,1HL1 S (03 + C4!VU1|T—1)|IC| . |V’LL1|
Q

<C [K- 191 +C [ k- [Vusl < Clrl - o] + Cl el

con p = QL, puesto que |Vuy|" € L¥". Usando (3.35), se llega a que
—r

C C :
“(DQ\I’(k‘l, Vul) — DQ\I](k2,Vu1)) N VuluLl S ;|k| + ;”k“[,p . (350)
En lo que respecta al cuarto término de (3.45), teniendo en cuenta (3.34), se tiene

Do (ky, Vuig) : Vg — Dy¥(ky, Vauy) = Vuy| S/QIkQHVuV

c (3.51)
< Cllkzllgarmy - ullzem < Clikalle - flull < —llull,
donde (—3—), resulta ser p. En la tltima desigualdad hemos usado (3.44).
Usando (3.46)—(3.51), obtenemos
1 1 ! ! v
[l < €@ (0 + lull+ G+ IBIe)lil) Vo< N, (352

Finalmente, demostremos (3.41). Observemos que, al restar las ecuaciones de la

energia satisfechas por k; y k., resulta:
—Av = H en{l,
v = 0 sobre 0.

Por el teorema 3.2, sabemos que v € N,cn Wy 1. Teniendo en cuenta que H € W~14 v

que O es regular, podemos afirmar entonces que
IVolle < C(OIH w10 Vg <N
(cf. [1]). Esto, junto con (3.52), prueba el lema.

3.5 Una variante del teorema 2.1 (unicidad para se-

gundo miembro “pequeno”)

Al igual que ocurre en las ecuaciones de Navier-Stokes, podemos dar un resultado de

unicidad sustituyendo la condicién “v es suficientemente grande” por “||f||z-1 es sufi-

cientemente pequefia”.



3.5. Una variante del teorema 2.1 (unicidad para segundo miembro “pequefio™) 69

Teorema 3.6 Supongamos que, en el teorema 1.9, B=0y D — ®'(D) : D es global-
mente lipschitziana. Entonces exziste fo > 0 tal que, cuando || f|lg-1 < fo, hay a lo mds
una solucidn débil {u,p,k} de (1.1) con k >0 (la presidn es unica salvo una constante
aditiva).

Demostracién

Vamos a razonar como en la demostracién del teorema 2.1. Podemos especificar la

constante que aparece en (21)

£l
v

||| < para 7 =1,2, (3.53)

Después de restar las ecuaciones verificadas por u; y ug, la acotacién (2.6) puede es-
cribirse como

1
< Cllull® - fluall < M fllm=s e

t—/ﬂ(u-V)ul - U
Por tanto,
1 e
vlull® < Clelllul + =l flla- llull® (3.54)
El lema (2.2) puede enunciarse en los siguientes términos:

Lema 3.7 Bajo las hipdtesis del teorema 3.6, para cada ¢ < N', eziste C(g) > 0 tal

que:
IVollze < C(g) (lull + [ED I Fll -+ - (3.35)

De (2.8) y (3.55) para ¢ = 6/5, resulta:

(L= Cliflla-) [kl < Cll = {lull

Para ||f||g-1 suficientemente pequeila, se obtiene |k} < C| fllg-t||lu]. A la vista de

(3.54), esto es suficiente para nuestros propoésitos.

— Demostraciéon del lema 3.7 —

Podemos escribir (2.10) como sigue
k Cq / =
I i“wqu < ;1—/21|f|lg—1 Vg < N'. (3.56)
En efecto, tomando como funcién “test” Ty ( ki)‘ en la ecuacién de la energia satisfecha

por k;, se obtiene:

¢ ;/Mufni,_l VM > 0. (3.57)

LIV Tu(k)P <
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Tomando como funcién “test” £,(k;), se obtiene:

1 c
n VEl* < = (| fllE- >1.
) rcn VB S Ul V2

De (3.57), (3.58), usando el lema A.1 del Apéndice A, se obtiene (3.56).

Veamos ahora cémo se puede acotar H. Por una parte,

IIfIIH :

| —uz - VE[w-10 = Hkuzllm < Clkljuzllzs < ClE|llual] < Z==—1F|

Por otra,
C
lu- Thillzr < JullslVhalasr <~ llms el

En tercer y cuarto lugar,

v[Vu: (Vur + Vo)l < vlfufl(luall + lluall) < ClFla-[lu]

1+ (Far) : Vanlls < Clklfsl] < 1o 1.

Finalmente,

k2 (@' (Vur) : Vug — @' (Vug) : Viug) |1 < Clkal|lull < 1/2||f|lH —t[ul] .

Luego, teniendo en cuenta la definicién de H, resulta que

[ llw-1e < C(q) (llell + [ED [ f I Vg < N'.

Razonando como en el teorema 2.1 llegamos a que

[Vollee S C(QIH lw-1a Vg < N

¥, como consecuencia de ello, queda probado el lema.

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)



Capitulo 4

Resultados de existenclia en el caso

de evolucidon

4.1 Planteamiento del problema

Al igual que en el caso estacionario, vamos a trabajar con una versién simplificada del
problema (0.2). Consideraremos un sistema de N + 2 ecuaciones, de las cuales las IV
primeras describen el movimiento del fluido en el dominio 2 x (0,7) C RY¥*!, la segunda
es la condicién de incompresibilidad y la tercera es la ecuacién de la energia:
Ou —vAu—V - (k¥ (Vu)+(u-Vu+Vp=f,
V.ou=0, (4.1)
Ok =V - (;u(k)Vk + B(k)) +u-Vk =v|Vu]?* + k®'(Vu) : Vu.
Las incégnitas son u, k y p, que representan desde el punto de vista del modelado la

turbulencia el campo de velocidades medio, la energia cinética turbulenta y la presién

media del fluido, respectivamente. Los datos cumplen las siguientes hipdtesis:

o  es un abierto acotado, conexo, y regular de RV, con N = 26 N = 3. La variable

t (el tiempo) varfa en (0,T) y T > 0.
o v>0.

o fe L*(H™) (f = f(=,t) se interpreta como el campo de fuerzas exteriores medio

que actta sobre el sistema).

o Dc L(RY) — &(D) € R es una funcién de clase C*, ®'(0) = 0, |®'(D)| < Const.
y D — @'(D):D es convexa.



72 Capitulo 4. Resultados de existencia en el caso de evolucién

e r€R— B(r) G‘RN es continua.
e € R p(r) € R es continua y p(r) > uo > 0 para cada r.
Queremos resolver (4.1) en @ = Q x (0,7, junto con las condiciones iniciales
Ult=0 = uo, klimo=ko en Q (4.2)
y las condiciones de contorno de tipo Dirichlet
u=20, k=0 sobre 90 x(0,T). (4.3)

Nota:

De las hipétesis hechas sobre ®, podemos deducir que es convexa. En particular,
(®'(Dy) — @'(D3)): (Dy — D,) > 0 para todo Dy, Dy, € L(RY) y (D) : D > 0 para
todo D € L(RY).

4.2 El resultado principal

Introducimos el espacio

£={peINQ); Tu(y)e L*(HY) VM >0,

1
].' 2 A
1m //nSIszS?n[vz/}' dedt=0}

n—+-+00 1

(cf. la Notacién).

Teorema 4.1 Supongamos que N =2, ug € H y ko € L}(Q), con ko > 0. Entonces

eziste {u,p, k}, con

ue LX(V)NCH), pel’Q), kecL,

tal que:

1. El par {u,p} es solucién de las dos primeras ecuaciones de (4.1) junto con lo

primera de las condiciones iniciales de (4.2) en el sentido de las distribuciones
(solucidn débil).
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2. k> 0y es solucidn de la ecuacidn de la energia de (4.1) y la segunda condicidn ini-
cial de (4.2) en el sentido siguiente (solucidn renormalizada): Para cada funcidn

B € WH=(R) con soporte compacto, se tiene

0:B(k) =V - (B(k)(u(k)Vk + B(k)))
+B'(k)Vk - (u(k)Vk + B(k)) + B(k) (u - VE) (4.4)
= B(k) (v|Vul* + k®'(Vu) : Vu) en D(Q).
En particular, 8,8(k) € LY(L) + L2(H™") vy, para todo g < 2, se tiene que B(k) €
CO(W~19). Ademds,
B(k)ltzo = B(ko)~ (4.5)
A toda terna {u,p, k} que verifique las condiciones anteriores la llamaremos solucidn
débil- renormalizada de (4.1)—(4.3).
Procediendo de modo andlogo a como se hizo en el caso estacionario, podemos ver
que cada sumando de (4.4) es una verdadera distribucién y que, con la unica posi-

ble excepcién del primero, pertenece a L*(H™!) 6 L'(Q). Como consecuencia de ello,
8,8(k) € LY(L') + L*(H™') como se afirma en el teorema.

4.3 Demostracion del teorema 4.1

En lo que sigue, C' denota una constante que puede depender de 2 y quizas de los demas

datos del problema (4.1). Dividiremos la demostracién en seis etapas:

4.3.1 Primera etapa: Introduccién de una familia de aproxi-

maciones

Para cada € > 0, consideramos el siguiente problema aproximado de (4.1):

Out =V -7+ (u-Viu* 4+ Vp* = f,
Vou=0, (4.6)
0ik® — V- (pe(k*)VE® + B.(k%)) +u® - VEk* = T1(7° : Vu®).

Aqui, hemos usado la siguiente notacion:

He = 14O T% , Be=BoTi, 7°=vVu+Ti(k%), (V).
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Estas ecuaciones se han de verificar en @) = 2 x (0,T') junto con las condiciones iniciales
u|i=0 = Yo, kim0 = T%(ko) en (4.7)
y las condiciones de contorno
u® =0, kf=0 sobre 00 x(0,T). (4.8)

La existencia de una terna {u®, p%, k°} que satisfaga (4.6)—(4.8) puede establecerse (por
ejemplo) usando un método de Galerkin.

Sean {Wn}n>1 ¥ {@n}n>1 bases “especiales” de V y H}(), respectivamente. Esto
quiere decir que se trata de las auto-funciones asociadas al problema de Dirichlet para

el sistema de Stokes
(Vw;, Vo) = M(w;,v) Yo eV, w; €V,
le[-——l,. Af L/ +oo
y al problema de Dirichlet para la EDP de Poisson
(V;, V) = N(wj,%) Vo € Hy, p; € Hy,
lpil=1, A/ +oo

Sean V™ y W™ los espacios generados por {wy,ws,...wn} v {©1,%2,.-¢om }, TeSpectiva-
mente. Para cada m > 1, buscamos una solucién aproximada {u™,k™} de (4.6)-(4.8).

en el sentido siguiente:
u™ [0, T = V™ w™(t) =D Gm(t)ws,
1=1

E™ (0, T = W™, k™(t) = Tiy Gm(te;
verificando el siguiente sistema c.p.d. en :
(Oeu™(t),v™) + v(Vu™(t), Vo™) + (T%(km(t))+<I>’(Vum(t)), Vo™)
+((w™(t) - V)u™(t),v™) = (f(t),v™),
u™(0) = uom = Pn(uo)
(Oek™(2),¥™) + (e (K™ (1)) VE™ (1), V™) + (B(E™ (1)), V™) (4.9)
+(w™(t) - VE™(8),9™) = (Tou(7™(t) : Vu™(2)),9™),
E™(0) = kom = Pa(T3(ko))

Yom € V™ Ve € W,
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Aqui, P, designa indistamente los operadores de proyeccién ortogonales asociados:
P,:VeVT"

en las primeras igualdades y :
P,:Hy— W™

en las restantes (obsérvese que gy, — Ug en V' y kom — T1(ko) en H}). Existe una tnica
(4

solucién maximal del problema de Cauchy anterior, definida (al menos) en un intervalo
[0,7m) C [0, T).
Estimaciones “a priori”

En primer lugar, vamos a deducir cotas uniformes para u™ en espacios adecuados.
Tomando en la primera ecuacién de (4.9) como funcién “test” v™ = u™(t) y teniendo

en cuenta que ((u™ - V)u™,u™) = 0, se obtiene:
(Bas™(£), w™ (1) + H(Vum(2), Vur(2)) + (Tu(k™(£)4 @(Vum (1) : Vum(1))

= (f(t)v um(t» .
Es decir,

. dtlu OF + vl @I + [ Ty(k"()+ (Ve (1), Vu™ (1)

< CIF@OI-1 + Sl @I
Integrando en (0,t), resulta
S+ [ O + / [ Tk ()4 @ (Vum)(s) : Tur ()
<G, [ 156 + Sl
de donde
wr@F +v [P +2 [ [ T ()8 (Tum)(s) : ()
< Gy [ IO + ol

En particular, obtenemos una cota uniforme de [u™(¢)[> que es independiente de t. De

aqui, podemos obtener dos conclusiones, teniendo en cuenta que ®'(Vu™) : Vu™ > 0;

()] + V/Ot ()2 < C, (4.10)
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es decir,
u™ estd acotada en L®(H) [ L*(V)

v
y, ademas,

/ t [ T34 8 (Vum)(s) : Vur(s) < €. (4.11)

En segundo lugar, vamos a deducir que 9,u™ también estd uniformemente acotada
3 t

en un espacio apropiado. Para ello, introducimos las siguientes aplicaciones:

B:V xV eV, con (B(u,v),w Z/ avzu,vldrzr Ywe V.

U s
J
4,j=1 9z

B es una aplicacién bilineal continua y, si u € V, entonces ||B(u,u)||y < Clul - |jul|

(recuérdese que N = 2).

8u,~ (90,'

3z, B3, dz Yo eV.

A:V V' con (Au,v) Z/

1,j7=1

A es lineal y continuo.
DIV : (LX(Q)Y » V', con DIV =V - .
Més precisamente, DIV ¢ es la forma lineal continua sobre V' definida por las igualdades
(DIV,v) = —/ncp Vv YveV.

P,:V' V™ esel operador de proyeccién habitual:

Bo(g) =S (g, w)w; VgeV'.

=1

Gracias a la eleccién de la base "especial” {w;}7, se tiene que || P, || cvivy < 1. Podemos

escribir:

Beu™(t) = Py [ (1) — vAu™(t) = B(u™(#),u™ (1)) + DIV(Tu(k™ () &'(Vum)(1))]
Entonces,

N0cu™(t)lyr < NI + vllu™(@)| + Clu™(@®)] - |lu™ ()]
HIDIV(Ty(E™ (1)) &' (Vum)()llv
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(it

Los tres primeros sumandos estdn acotados en L*(0,7') y el dltimo, teniendo en cuenta

que @' estd uniformemente acotada, puede ser acotado por una constante que solo

depende de . En consecuencia, podemos afirmar que

t |
| 1owm(s)]5, ds < Ce).

(4.12)

En tercer lugar, vamos a obtener una acotacién para k™. Para ello, tomamos como

funcién “test” 1 = k™(¢) en la ecuacién de la energfa de (4.9), resultando
(Ock™ (1), E™(1)) + (ue(A™(£))VE™ (), VE™ (1)) + (Bo(F™(2)), VAT (1))
= (Ty(r(8) : Vam(8)), k() .
Si escribimos
Bi(r) = /0 Bi(Tu(s))ds,  B°= (B B, ... BY),

entonces podemos expresar el tercer sumando de (4.13) como sigue:

(B.(k™ (1)), VE™(t)) = /Q V. B (k™ (1)) = /a _BH(™(#) -ndl = 0.

En consecuencia,

1d

SO + woll (DI < [ Ty (r(8) : Tur (k" ()

y, aplicando la desigualdad de Young,

1d

mepN2 m2(2 < (M) - Ty™ 2, Mo ym2
S OF + ol B (0P < CITy(r(2) s V() + Lk

donde Cj es la constante de la desigualdad de Poincaré. Por tanto,
d
zﬁlkm(t)I2 + ol K™ (DI? < C /Q T2 (r™(t) : VU™ ()"

Integrando en (0, t), resulta que

RO + a0 [ 1B )P < Cop [ [ 1177 () s Tum () + B (0)

y, como |[k™(0)|? < |T1(ko)|?, se tiene:

FR @R + o [ K7(s)IP < Ce).

(4.13)

(4.14)
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Es decir,
k™ estd acotada en L*(Hj) (| L™(L?). | (4.15)

En particular, también en este caso obtenemos una cota de [k™(0)|?* que es independiente

de t. En consecuencia, podemos suponer (y eso haremos en lo que sigue) que 7™ =T

En cuarto y ultimo lugar, acotaremos 0;k™. Para ello, consideramos el operador de

proyeccién habitual de H™ en W™ (de nuevo denotado f’m)

m

ﬁm(g) = Z(g’@i)‘loi ) VQ € H—I(Q) .

i=1

Gracias a la eleccién de la base “especial” {p;}™,, también se tiene || Pl cim.pr-1) < 1.
p go =1 ( 0 )

Asi, podemos escribir:

Bk™(t) = B[V - (e k™ (£))VE™(£)) + V - Bo(k™(8)) — w™(£)VE™(2)

— Ta(T™(t) : Vum(1))).

En esta igualdad, el segundo miembro estd uniformemente acotado en L*(H~'). En
efecto, (k™) estd acotada en L°(L*®) y Vk™ en L*(L?), luego el primer sumando estd
acotado en L*(H~!). El segundo sumando también, ya que B.(k™) est3 uniformemente
acotada en L*°(L*). En cuanto al tercero, observemos que u™ y k™ estdn acotadas
en L?*(H})NL*®(L?), que se inyecta de forma continua en L*(L*) (porque N = 2).
Escribiendo que u™ - V&A™ = V . (u™k™), resulta claro que u™ - VK™ estd acotada en
L*(H~'). El dltimo sumando se puede acotar en L®(L*) por una constante que puede

depender de €. De (4.10), (4.12), (4.14) y las consideraciones precentes, obtenemos:

u™ estd acotada en L*(V)[C°(H), (4.16)
diu™ estd acotada en LA(V'), (4.17)
k™ estd acotada en L*(Hy)( | C°(L?), (4.18)
O;k™ estd acotada en L*(H™!) (4.19)

(en (4.17) — (4.19), las cotas pueden depender de ¢, pero no en (4.16)).
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Extraccién de subsucesiones convergentes

Tomando subsucesiones si fuese necesario y denotdndolas con el mismo superindice,

podemos afirmar que:

u™ — u®  en L?(V)-débil y en L°(H)-débilx,

um

—u® en L*(H)ycpd. en@,

oyu™ —->‘8tu5 en L*(V’)-débil,

k™ — k¢ en L*(H})-débil y en L*®(L?)-débilx,

k™ — k¢ en L?*(L?) y c.p.d. en Q,

k™ — 9;k*  en L?*(H1)-débil.
En particular, la convergencia fuerte de u™ y de k™ es consecuencia del siguiente resul-
tado, que se debe esencialmente a J.L. Lions y Peetre [18] (véase también [16],[24],(25]):
Lema 4.2 Supongamos dados tres espacios de Banach, By, B, By, tales que

By — B <— B

con inyecciones continuas, siendo ademds la inyeccién By — B compacta. Sea

W= {ve IP(Bo); 3y € I (B},

donde 1 < po,p1 < +00 y pongamos |[v|lw = |[vllzro(me) + |00l e (5,)- Entonces W,
dotado de la norma || - ||w, posee estructura de espacio de Banach reflexivo y, ademds,

la inyeccion W — LP°(B) es compacta. .

Tomando Bo=V,B=H, By =V'y po = p; =2, deducimos que u™ estd en un com-
pacto de L?(H). Tomando una subsucesién (si hiciera falta) se obtiene la convergencia
fuerte de u™. Para k™ se procede de modo anélogo, con By = H(Q2), B = L*(Q).
Bi=H ' Q) yp=p=2.

Comentarios sobre el paso al limite en (3.12)

Veamos qué ocurre con las condiciones iniciales. Puesto que u™ estd acotada en C°(H),

podemos suponer que u™(0) — u(0) débilmente en H. Por otro lado,

u™(0) = ugm = Pn(ug) — uo en H.
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Luego u§ = u(0). Andlogamente, de la acotacién de k™ en C°(L?), podemos deducir
que k™(0) — k°(0) débilmente en L?. Ademsds,

k™(0) = uom = Pn(T1(ko)) — T1(ko) en L?,

Por tanto k°(0) = T (ko).

Al igual que en ;1 caso estacionario, omitiremos aqui los detalles correspondientes
al paso al limite en (4.9), por ser éstos andlogos a los que veremos para el problema
aproximado en €, (4.6)-(4.8) (cf; la seccidén 3.3; més adelante comprobaremos que juega
un papel esencial la hipdtesis N = 2). Se llega a la conclusién de que, para cada = > 0,
existen u® € LA(V)NC°H) y k¢ € L*(H})N C°(L?) tales que:

;

(Beus(2), v) + v(Vue(t), Vo) + (Ta (K (£))+ &(Vus(t)), Vo)
(@) - VIuE(t),0) = (f(£),v) VYo eV, cpd. en(0,T),

u®(0) = uo,

(B:ke(t), ) + (pe(k°(2))VEE(E), V) + (Be(k°(1)), Vi) + (ws(t) - VE=(8), %)
= (To(r(t) : V() %), Vo € HY(Q), cp.d.en (0,T),

£(0) = Ty (ko).

(4.20)

En otras palabras, hemos resuelto el problema (4.6)-(4.8) en el sentido débil habitual.

Se tiene que k* >0

En efecto, tomando % = k% = max(—k%,0) en la ecuacién de la energia de (4.20), se

obtiene (escribimos k° en vez de k*(t) y u® en vez de u®(¢)):
/Qatkf v +/Qus(k€)v1cf VE + /Q B.(k)- Vk©
+/Q(u€ VEES = /Q Tu(r® : Vu)ke .
Veamos cual es el comportamiento de cada término en esta igualdad. Por una parte,

1 1d
8k5-k5=—/ 52:__ 52.
ok we =3 [ ake = Sk

El segundo sumando verifica lo siguiente:

SRV R = = [ ()P < o [ [VEE[? < —poColk
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Procediendo como para obtener (1.20), se llega a que

B.(k*) - Vk* =/V-B€ k) =0.
[ Bk ke = [ V- Be(ie)
En tercer lugar,
/(uE-VkE)kizfue-Vkikizo.
Q Q
Puesto que 7¢ : Vu® > 0, serd

/QTQ_(TE_: Vu)kt > 0.
1d , .
Asi pues, '?:Eglkﬂz + C|k%|* < 0. Denotando ¢(t) = |k%|?, tenemos que:

{ ¢'(t) + Cy(t) < 0,
©(0) =0,

de donde necesariamente ¢ = 0,i.e. £ =0 c.p.d. en . Desde este momento, podemos

pues escribir T1(k°) en vez de T1(k%)y.

4.3.2 Segunda etapa: Estimaciones “a priori” y convergencia
débil
u® estd acotada en L®(H)NL*(V)

Usamos como funcién “test” u°(t) (pondremos simplemente u*) en (4.20). Entonces
(Ouu®,u®) + v(Vu®, Vu) + (Ti(k)®'(Vu), Vu) = (f, uf)

c.p.d. en t. Es decir,
1d
2dt

Integrando en (0, 1), resulta que
1 & 2 v ¢ e(l12 ¢ & I ey, € K 2 1 < 2
se@P +5 [P+ [ [ 1)@ (9w : vur < €, [ 151 + 50
6 bien

WP+ [ P2 [ [ @) 9u < [l + fuof?

De ello deducimos que

&€ £ A £ ! 13 £ v £
W+ vl 4+ [ To(k)(Tu) s Vi < Gl + Sl

¢
[us()]? —I—/ /QT5 V' <C en (0,7). (4.21)
0
En particular,

lwlzmen <C, iz < C- (4.22)



82 Capitulo 4.  Resultados de existencia en el caso de evolucidn

u® estd acotada en L(%)—(L“), para todo a € (2,+00)
Usaremos el siguiente

Lema 4.3 $i N =2, L*(H3) N L*®(L?) se inyecta en L(cf—_a?)—(L“) para cada a € (2,00),

com 1myeccion continua.

—Demostracién—

Para cada p tal que 2 < a < p < 400, vamos a tomar

p—2 _2a p-2
p— (por tanto, r > 1) y ﬁ—-a_z-T.

T =

Entonces

/OT (] tu}“dxy/adtg/:[(/g |u|7’dx) ([ 1 dm)j dt

< MellZen el z=izey < CllullZs s lulli=iz,
Yu € L°(L?) N L2 (HY).

2a

L

Como p es arbitrario en (a, +00), 3 es arbitrariamente préximo a

5 Por la izquierda.

Asi obtenemos la inyeccién deseada.

De (4.22) y este lema, se obtiene que

€

u® estd acotada en L(agTa?)—(L“), para cada a € (2, +00). (4.23)

k® estd acotada en L*®(L')

Usaremos ¢ = Sg(k°) como funcién “test” en la ecuacién de la energia de (4.20)

(obsérvese que Ss(k°(t)) € Hj para cada t). Integrando en el intervalo (0,t), obte-
nemos:

t t t
/O<atk , Ss(k ))+/0 /Q#e(k YWke - VSs(k )+/0 /QBE(k ) VS5(k°)
t t
+/0 /Q(u . Vk )Sg(k)z/o /QT%(T V) Ss(k°) .
Veamos c6mo se comporta cada término de esta igualdad. En primer lugar,

/(@k S5(k°)) —/ /atsg(zf)_/ss (k5(2)) /55 (k%(0))
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(por supuesto, Ss es la primitiva de S5 que se anule en 0). El segundo sumando verifica

lo siguiente:

/ot/nﬂs(ks)VkE.VS(;(ks) > MO/Ot/Q IVEPSL (k) > 0.

Por otra parte, introduciendo

(B2).(r) = /0 "Bi(Ty(s)Sy(s)ds 1<i< N,

Bt = (B, -(Bo)N)
se tiene que

//(u - VE)S; kf)—// -V S5(k°)

:_[)L(v.uf)sg(kf)+/() || Skt ndr =o.

En cuarto lugar,

Por dltimo, t t
/ / Ti(r°: Vu®)Ss(k°) < / / T.(r°:Vu) < C,
0 JQ ¢ 0o JQ =

debido a (4.21). En consecuencia, podemos escribir que
Ss(k(t)) < g : 4.2
/ng(k () < C + /Q 55(Tx (ko) (4.24)

Lema 4.4 5i w € L(Q), entonces /Qgg(w) — /Q lw| cuando 6 — 0

—Demostracién—
Por definicién,
r+é si r<§,
1

Ss(r) = %r? st —6<r<é,

| —r+6 s1 r< 5.

Cuando § — 0, S5(r) tiende a |r|; ademads, por ejemplo Ss(r) < |r| + 1 para § suficien-

temente pequenio. Por el teorema de Lebesgue, se llega a la conclusién anunciada.

Haciendo tender § a cero y aplicando el lema 4.4 a k°(%), se obtiene que:

Lo <+ [Tl <0+ [ Ik,

luego,

15|l ooy < C'. (4.

[V}
Ut
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Ta(k®) estd acotada en L?(Hj) para cada M >0

Usando ¥ = T(k°) como funcién “test” en la ecuacién de la energia de (4.20) e inte-

grando en (0,1), resulta:
t t t
/0<atk Tu(k )>+/0 Aus(k YWk - VTa(k )+/O /QBs(k ) - VT (k%)

+/0‘*/Qus.vksTM(k€) =/Ot/QT%(Tf : V) Toa (k).

Veamos cudl es el comportamiento de cada término en esta igualdad. En primer lugar,

/ (0K, Tar (k%)) / / 0, Tar(k°) = / Tar (k5 (1)) — / Tra(k5(0))

El segundo sumando verifica lo siguiente

[ [ o)V 9Tk = [ [ kT 2 0 [ [ VR RS} 2 0.

Por otra parte, si

(BM).(r) = /0 B(Ts(s))Tis(s)ds 1<i< N,

= (B, (B |
//B -V Th( ks)_/ /V BY(k)=0.
/ot /Q(ue - VE )Ty (k%) = /Ot /ﬂ ut VTM(]"E)

:_/Ot/Q(v-us)TM(kf)+/Ot/80TM(k5)uf.ndr:o.

se tiene que

En cuarto lugar,

Por ultimo,
¢ T & £ & t €
/O/Q \(r .Vu)TM(k)SM/O/QT%(T L Vu)<C- M.
Asi pues,
t t
€ £\|2 < (7 - € € T g s
/()/Qus(k VWV Thr(5°))| _/0 /QT?(T V) Tar(k )+/QTM(k0), (4.26)

ya que T% (ko) < ko y TM es creciente para valores positivos de su argumento. En

particular,

HTM(kE)||L2(H3) <C-M. (427)
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Se tiene que ;1‘—//11<ke<n+m |Vk5|2 < C(n,m)

Tomamos como funcién “test” ¢, »(k¢) (cf. la Notacién) en la ecuacién de la energia de
(4.20) e integramos en (0,t). Obtenemos la igualdad

/Ot<atk6’<-"’m(ks))—|—/Ot/9’us(k£)v]€€'an:m(ke)-l—/ot/QBs(ks)'an,m(ks)
+/Ot/0us’Vk€<n,m(k€) _ AtLT%(TE VU)o (5.

Una vez més, veamos el comportamiento de cada uno de estos términos. En primer

lugar,

L 10 GmEN = [ [ 8G0m(k) = [ Gum(k(2)) - / G (K(0))

En segundo lugar, resulta que

t 1t
skEVk€~Vnmk5=”‘// (k)| VE
[ [k Vo= [0f IV
Usando la férmula de Gauss en el tercer término con ‘
(B, () = [ BUTy(s)am(s)ds 1IN,
% 0 . y

Brm = ((Br™),..(B2™)N)

e ser- [ [ v 300
[ [ T8 = [ [ - T

= [ [ umE) + [ [ Gam(kpe mar =0.

se tiene:

En cuarto lugar,

Por ultimo,

//Tl(r Vs )Cnm(k5)<//ke> Ty(r*: Vu) < C,
gracias a (4.21). Luego

i
—_ 6k€ 62<// X 5: & /’I’n 14. 2
mfo /nSktSner# ENVE < | o To(r: Vu) + | Gam(Talko))  (428)
y, también,
1
— VEkE 2 < ) ) 49
m//nSk‘Sn+m| | — C(n7m) ('L 9)
De (4.27) y (4.29), teniendo en cuenta los resultados de [7] (cf. el lema A.2 del Apéndice
A), se deduce que
”kEHLq(Wg:q) < Cq para todo qg < 2. (430)
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k¢ estd acotada en L(#1) (Lb) , para todo b€ (1,4+00)
Usaremos el siguiente

Lema 4.5 Si N =2 y 1< ¢ <2, L®(L)YNLY(Wy"?) se inyecta en Lg%ﬁﬁ([/b) para

cada b > 1, con inyeccion continua.

—Demostracion—
3¢g—-2 b .
Paral<b< 40y f= 5o e tiene

/OT (/Q|k|bdm>ﬁ/bdt§/: (lep_?—%dx)%(/Q|k|d:z:>:_l]ﬁ/bdt

B- 8-
SURIE e IRI3001) < By 113001

Yk € L®(LYN LYW, Y),

3qg—2
2-g(b-1)"

De acuerdo con este resultado y con las estimaciones (4.30), es claro que

COon r =

k® estd acotada en L(%)—(Lb) para cada b € (1, 4+00). (4.31)

dyu° estd acotada en L2(V")
Procederemos de modo an4logo a como se hizo para obtener (4.12). En efecto,
Bpu®(t) = f(t) — vAu'(t) — B(u®(t),u*(t)) + DIV(T:(k(1))®'(Vus)(1)) .
de donde
10 )y < IFOlla-1 + vllus(®)]
+ Clus ()] - [[us ()| + [ DIV(T(k(2))+ B (Vu)(t) |y -

Los tres primeros sumandos estan acotados en L?(0,7'). Teniendo en cuenta que &’ estd
uniformemente acotada y que k° estd acotada (por ejemplo) en L%(Q), resulta que el

ultimo sumando estd también acotado en L?(0,T). Por tanto,
|[8tu5||Lz(V,) S C. (432)

(si N = 3 sélo podemos afirmar que d;u° estd acotada en L¥/3(V")). De (4.22) y (4.32).
deducimos también que

u® estd acotada en C°(H). (4.33)
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8.8(k) estd acotada en L'(L!) + L*(H~') para cada B € W' con soporte

compacto.
Multiplicando la ecuacién de la energia de (4.6) por B(k°), obtenemos:
BB(k*) = B(*) [To(7% : Vuo) + V- (pe(k*)VE?)
+V - Bo(k?) = u® - VE] = B(K)To (7% : Vor) + V - (ue(k°)VB(E))
+ pe(R)VB(K) - VE + V - (B.(k*)B(k%)) — Bo(k*)VA(k*)
—uf - V(K.

(4.34)

Teniendo en cuenta que 8(k) = B(Twn (k%)) v que B(k%) = B(Ta (k%)) para M > 0
suficientemente grande, vamos a ver dénde se encuentra acotado cada sumando de
(4.34). |

,6(]65)T%(7"s : Vu®) estd acotado en L'(Q),

ya que B(k) estd acotado en L*(Q) y Ti(7° : Vu*) lo estd en LY(Q), gracias a (4.21).
V - (ue(k5)VB(k%)) estd acotado en LA(H™L),
puesto que (k) lo estd en L2(Q) y VB(Ta(k9)) en L*(Q).
pe(k)VB(E®) - VE© estd acotado en L(Q),

va que VB(k®) vy VIm(k%) lo estan en L*(Q) (nétese que es vélido sustituir VA® por
VT (k9)).
V - (B(k°)B(k%)) estd acotado en L*(H™!),

debido a que B.(k°) lo estd en L*(Q). Ademss,
B.(k%) - VB(k®) esta acotado en L*(Q),

u® - VB(k°) estd acotado en L(Q) (por ejemplo).

En conclusioén,

8:B(k°) esta acotada en LY LY + LA(H™). (4.35)

En particular, dado que N = 2, las inyecciones de Sobolev habituales nos dicen que

0,B(k°) esté acotada en LY(W~'9) para cada ¢ € (1,2). (4.36)
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Estas estimaciones para u® y k° permiten deducir la existencia de subsucesiones que

convergen débilmente. En efecto, al menos para una subsucesién, tenemos:

ut — u en L*(V)-débil,

u® — u en L(%)_(L“) Va > 2y c.p.d.,
dyu® — Oyu en L2(V')-débil,

ke — k en LI(Wy?)-débil Vg < 2,

ke — & ~ en L(E) (L) Wb>1yepd,

Tyr(k*) = Ts(k) en LH(HL)-débil VM > 0.

La convergencia fuerte y c.p.d. de u® se obtiene como consecuencia de (4.22), (4.23) y
(4.32). Para obtener la convergencia fuerte y c.p.d. de k°, razonamos como sigue. Para

cada M > 0, sea 8y una funcién regular tal que

-M si r<-—-M,
~ M
Bu(r)y=<r st |r] £ -

M st r>M.

Por el procedimiento habitual de diagonalizacién, es posible hallar una subsucesién que

verifica
Br(k*) — Buy(k) cp.d. VM >0.

De acuerdo con el resultado que sigue, necesariamente k° — k c.p.d. Debido a (4.31),

es claro que, al menos una subsucesién converge fuertemente en L(%)_(L"_) Vb > 1.
Lema 4.6 i Bp(k) — Bp(k) c.p.d. para cada M > 0, entonces k¥ — k c.p.d.

—Demostracién—

Supongamos que k° no converge a k ¢.p.d. Entonces existe un conjunto A C Qx(0,7')

de medida no nula tal que
k*(z,t)  k(z,t) V(z,t)€ A.

Existird una constante My > 0 tal que el conjunto A4y = A N {k < My} es de medida
positiva. Sea M = 4M,. Entonces EM(ks) 4 Bu(k) en Ao, dado que, en este conjunto.
BM(k) = k y, al mismo tiempo, BM(kE) =k*6 EM(ke) > 2M,.

Para terminar esta etapa, hagamos notar que £ > 0.
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4.3.3 Tercera etapa: u es, junto con alguna p, solucién de la

ecuacién de movimiento.

Vamos a ver en primer lugar que u verifica la condicién inicial. Puesto que u® estd
acotada en C°(H), podemos suponer que u?(0) — u(0) en H-débil. Pero u*(0) = uo en
Q; luego u(0) = uo.

Para pasar al limite en las dos primeras ecuaciones de (4.6), es conveniente intro-
ducir una inecuacién variacional de evolucién equivalente. La razén es la dificultad ya
planteada en el caso estacionario. Sabemos que, al menos para una subsucesién, ®'(Vu©)
converge débilmente pero no podemos afirmar que su limite sea ®(Vu). Usando v—u®(t)

como funcién “test” e integrando en el intervalo (0, T'), se obtiene:

/OT(atuE, v —u) + ”//Q Vus (Vo — Val)
s [ O o) + [ BOOY(TE) (Vo= Tu) (43D

T
:/O(f,v—us) YveV, u evV.

\

Introduzcamos, al igual que en el caso estacionario, la funcién Jy : V — R, dada como

sigue:
Jk(v)z/Qk(I)(Vv) VeV,

Entonces

//Q Ty(k9)®'(Vu) : (Vo — Vi) = /()T(Jﬁg(ks)(us)vv — u)
< /OT(JT%(ke)(’U) - JT%(k:)(us)) — //Q Ty (K)(Vo) - //Q T, (k)@ (V)

Por tanto, para cada € > 0, u® es solucién de la siguiente inecuacién variacional:

,

/(]T(atue,v —uf) + 1///Q Vu: (Vv — Vuf)

+[/Q(ue.v)us.(v_us)-{-//qT%(ks)@(Vv)—//QT%(kS)CD(VuS)

T
2/(f,v—u5) WweV, wev.
o] .
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O bien:

/(;T(atue,v) + 1///@ Vu® : Vv + //Q(ue V) v+ ‘//é2 T%(ks)@(Vv)
3luol? > V//Q |Vus|? +//QT%(k5)<I>(Vu5) (4.38)

T 1
+ [(fo—u)+ s @F VeV, wev,

Tomando limites cuando ¢ — 0, se obtiene:

/OT(afu’v)+V//Qvu:VU'{”//Q(U'V)U"U-I-//Q/C@(VU)

. (4.39)
+ %‘UOP > //Q ]V’u]2 4 //Q kE@(Vu) + (f,v —u) + §|U(T)‘2

En efecto, veamos cudl es el comportamiento de cada sumando de (4.38) cuando ¢ — 0.
Debido a la convergencia débil de d,u® a dyu en L?(V'), el primero converge a / (Opu, v).
El segundo converge a v / Vu : Vv, puesto que Vu® converge débilmente a Vu en

L?(Q). Por otro lado, para cada 1,7

Jrizn == floviz

y el producto ufu$ converge fuertemente (por ejemplo) en L*(Q), de modo que el tercer

sumando de (4.38) tiende a
u-V)u-o.
//Q ( Yu-v

//Q kB (Vo)

puesto que ®(Vv) estd en L*(Q) y tenemos que (por ejemplo), T1(k*) — k en L*(Q).

El cuarto converge a

De la semicontinuidad inferior y la convexidad de la norma, se tiene:

liminf// |Vu5|22// IVul?.
e—0 Q Q

Por lo que respecta al segundo sumando del miembro de la derecha de (4.38), podemos

escribir:
//QT%(’CE)‘I’(WE) =//Q(Ti(ks)—k)<I>(Vu5)+//chb(vuf). (4.40)

La primera integral del miembro de la derecha de (4.40) tiende a cero. Por otro lado,

la funcién

UH//QI@(W) (4.41)
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es convexa (por serlo ®) y continua, de donde también podemos asegurar que es

débilmente s.c.i., es decir:

.. & > .
hrgrgglf//QkCI)(Vu ) _//Qk@(Vu)
En consecuencia,
im 1 1 (kS > .
hrerLlélf//QT?(k )B(Vus) > //é2 (V)
También, debido a la convérgencia débil de u® a u en L3(V), se tiene
T T
/0 (fyv—u®) ——>/0 (fyv—u).

Por tltimo, sabemos que u*(T) — u(T) en H-débil (nétese que N = 2). De la con-

tinuidad y convexidad de la norma, tenemos que
limiglf [us(T)? > [u(T)?.
£

Esto prueba (4.39). A continuacién vamos a re-escribir (4.39) como una ecuacion.
Para ello, tomamos en (4.39) funciones v de la forma u + Aw, donde w € V, A € R ¥

A > 0. Se obtiene que
T 1 ,
/ (B, u) +y//Qvu : Vw+//Q(u.V)u,w+//QkX(cI>(vu+,\vw) —3(Vu))
0
. ,
2/ (fidw)  YweV, uweV.
0
Recordando que @ € C! y tomando limites cuando A — 0F, se tiene:
T T
/0 (6tu,w)—|—1///QVu : Vw—{—//Q(u-V)u-w—i—//Q k®'(Vu) : Vw 2/ (f,w) Yw e V.
0
Repitiendo el proceso para A < 0, se obtiene la desigualdad contraria, asi que

'/0T<6tu,w)+1///QVu:Vw-}-//@(u.v)u.w_*_//cgk@/(vu):vw

T (4.42)
.—_/0 (fw) YweV.

Es decir, u es solucién, junto con una funcién p € L*(Q) de las dos primeras ecuaciones
de (4.1) en el sentido débil habitual.
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4.3.4 Cuarta etapa: Convergencia fuerte de Vu®

Para cada t, tomamos w = u(t) en (4.42) y obtenemos:

% ! i|u[2 +v [l [Vul*+ || k®'(Vu): Vu= T(f,u) . (4.43)
2Jo dt Q Q 0

Integrando nuevamente en (0,T) resulta:

[T [T vl k(T )
(4.44)
= [(@-iifw+ Dol e,

Aqui, hemos usado que d;u € L*(V'), lo cual es cierto por ser N = 2. Por otro lado, si

tomamos u® como funcién “test” en la primera ecuacién de (4.6), obtenemos:

5 Gty [ v+ ] 0@ v
= [t

Integrando nuevamente en (0,T") resulta:
1/T (1) + // (T — 1) (Ve + To (k) (V) : Vu?)
2 Jo Q :
T T ..
= [ @ =) + 5 il
Si tomamos limites cuando € — 0, como u® — u en L2(H) y

[r@ =i~ [[@-oisu,

llegamos a la igualdad

%/()T|u|2+lim//(:r—t) (V|V’us{2 + T (k)@ (Vuf) : Vuf)

(4.45)
= [[@ 0w+ ol
Comparando (4.44) con (4.45), obtenemos que
Li_r*%//Q(T - 1) (V[Vu5|2 + T%(ks)@'(VuE) : V'cf)
(4.46)

- //Q(T =) (VIVul® + k@(Vu) : V).
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Veamos que (4.46) implica la convergencia fuerte de Vu®. En efecto, como @’ estd

uniformemente acotada,
lim //Q (T — t)(T2 (k%) — )& (Vu®) : Vu© =0,
lo cual, junto con (4.46), permite escribir que
lim //Q (T 1) (V' + k(Yo7 : Vr)
= //Q(T —1) (u]VuP + k@' (Vu) : Vu) :
Escribiendo que u® = u 4+ (u® — u), se obtiene
//Q (T = ) (0| Vs [ + k' (Vu?) : Vs
- //Q(T — t)(v|Vul? + k®'(Vu) : Vu)
= 21///@(T —t)V(u* —u): Vu+ z///Q(T — )|V (u® —u)}?
_ ! e\ |, e _ _ ! .
+//Q(T (Vs : Vu //Q(T DEP(Vu) : V.

(4.47)

Pero
lim 2 T—-t)V(u® —u): Vu=0.
i I///Q( W(u® —u): Vu

E-—?O

Luego
0> limsup (1///Q(T — )| V(uf — u)P)

e—0
. . _ / e\ . £ _ ! .
+ lim inf (//Q(T k&' (Vue) : Vu //Q(T 1k (V) : w).
La funcién

v H_//Qk@'(Vv) : Vo

es débilmente s.c.i. Por tanto,

lim inf ( //Q (T — 1)k (Vs : Vau* — /fQ (T — k& (Vu) : Vu)) >0.

e—0
Asi que
gi%//Q(T — BV — )2 =0.
Es decir,
Vu® — Vu en L*(Q x (0,T7))

Obsérvese que (al menos para una subsucesién), ha de tenerse que Vu® también converge
c.p.d. en Q.
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4.3.5 Quinta etapa: Convergencia fuerte de Ty, (k%) en L*(H})
para todo M > 0

Vamos a escribir la ecuacién de la energia de (4.6) en la forma siguiente:
Ok — V - (u(k*)VE® + B.(k%)) = F + F3, (4.48)
con

Ff = Tl(’rs : VUE), F; = —u® -VEk°®. (4‘_1:9)

3

Hemos demostrado que
Fe — v|Vul> + k@' (Vu) : Vu en IHQ x (0,T7)).

Por otro lado, F5 converge débilmente en L°((Q)) para algin ¢ > 1. Esta tltima afir-
macién puede obtenerse de las propiedades de convergencia deducidas en la segunda

etapa de la demostracidén como sigue. Sabemos que
VEk* — Vk en L%Q)-débil para todo ¢ < 2. (4.50)
Por otro lado, recordemos que

u® — u en L(%—%)_(L“) para cada a € (2, +00).

2a
a—2

cuencia, que u® — u fuertemente en LP(LP) para algin p > ¢’. Esto, junto con (4.50).

En particular, si elegimos ¢ < 2 y a > ¢’ préximo a ¢', se tiene
p g q q

> ¢’ y, en conse-

proporciona la convergencia débil de Fi.

En lo que queda de esta etapa, demostraremos que

lim lim // (T — 1)
n—0e—0J/Q

para cada M > 0. El argumento que usaremos se debe a D. Blanchard y H. Redwane

(K Tar (K — (KO T (k7] = 0 (4.51)

(ver [5]) pero, para mayor claridad, serd presentado integramente. La igualdad (4.51)
es suficiente para terminar la demostracién del teorema. No obstante, es fcil deducir
también que

VTn(k) - VTy(k) en L*Qx (0,T7)). (4.52)

En lo sucesivo, LIM F; ,, = L significa que, cuando € y 1 convergen sucesivamente a cero.

se tiene:

limlimF,, =limlimF,,=L.
e—0n—0 ! n—0e—0 !
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La definicion de Tjs permite la siguiente descomposicion:
S = Ol T T(5) = ()3T = 457 + B3 + By

donde
ASD :// T — t) (k)T VA =y (K73 VA2,
M= foecrr imenny L B 1He(EY) pn(K)ZVET|

Be’”zf/ T —8) (k) VAP .
P = Jfersosa (T~ DT

Dividiremos la demostracién de (4.51) en dos partes:

Primera Parte: LIMAY/ =0 VM >0.

Por simplicidad, escribiremos p., py, B. y B, en lugar de p.(k%), po(k"), Bo(k®) v
B,(k"), respectivamente. Vamos a fijar una constante M > 0 y un entero n > M .

Usaremos la funciones hn., Sy and Syys (vease la Notacidn). Nétese que
0< Ay <P,
donde
o = [ (T = 0Sta(5:08) = S0 VS, (8) VS, G0F. (433)

En efecto, en A}/ se integra en un conjunto més pequefio que en P*™"; ademés. se

cumple que

{k° <M ,E" <M} C{k<n,k" <n},
y, en este dltimo conjunto, 5] = h, = 1. Andlogamente , como

{k* < M, k" < M} C {|k* - k" < 2M},
tenemos 53, = 1. Por tanto, bastard demostrar que

lim limsup P*"" = 0.
n—0Co 5,17—‘)0

Consideramos como funciones “test” h,(k®)Sopr(Sn(k*) — Sn(k")) en la ecuacién de la

energia (4.48) para k° y hn(k")Sop(Sn(k%) — S.(k")) en la misma ecuacién para k7.
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Entonces, restando e integrando en Q, (0,%) y (0,T), se obtiene:

T pt
/ / / Bi(Sn(k®) — Su(k))Sam(Sa(k*) — Sa(E™))
0 JoJa
vk VSn(k® VS (k") - VSar(Sn(k%) — Sn(k™))
# [ (175,00 = i T ,8) - TSaaa(Su(k) = S,
T pt
"k &y n €12
+ /0 /0 /Q pehly(K2)Sanr(Sn(kS) — Su(7))| V|
T pt
- /0 /0 /Q pin i (B")Saps (Sn(E°) — Su(E™)[VE"|?
T pt :
£ N n ) oy "
+/(,A/§2(h"(k )Be — ho(K")By) - V. Sapm(Sn(k%) — Sn(k™))
T pt
. € Y n
)L Ber i) Saa(Su(k) = $.(k7)
T pt
_/O/O/Q B, - VA, (k") Sapr(Sn(E°) — Sp(k™))
T rt .
= [ [ (Feha(k) = F (k7)) Saaa(Sa (%) = Sa(k)
Aqui, F© = Ff + F% (cf. (4.49)). Re-escribiremos la igualdad anterior como sigue:
AT AT AT AT AT 4 A AT = A5 (454)
A continuacién, analizaremos el comportamiento de cada término de (4.54). Vemos que
Az //Q§2M(Sn(ks) = Suk) = T [ Sona(Sulks) = Sa(kD).  (4:35)

En (4.55), la primera integral es positiva y la segunda, gracias al teorema de Lebesgue,
tiende a cero cuando ¢,7 — 0. En efecto, S,(k§) converge c.p.d. a S,(ko) cuando ¢ — 0
y Saum esté acotada,; analogamente ocurre cuando n — 0 y, ademas, §2M(0) = 0. Por
tanto, LIM A7""™ > 0 para cada n. El tercer sumando verifica:

lim sup A3™" < T{| A ||z || Szas| o= lim sup // pe(R5) V| ;
{n<ke<n41}

&,n—0 £,n—0

recordando (4.28), deducimos que este limite superior estd acotado por

lim sup /]{k‘)n} Ti(7°: Vu) + lim sup/Q E,,(T%(ko)). (4.56)

e,n—0 € £,n—0

Gracias al lema de Fatou,

limsup//Q To(7° 0 VU ) gesny < //Q limsup Ty (7° : Vu©)ljgesn),
¢ - e—0 € .

e—0

puesto que T%(Te : Vu©) converge a 7 : Vu c.p.d. y limsup Ljgesn} = Lgeon}. La dltima

E—

integral es menor 6 igual que // 7 : Vu. Por otro lado, cuando ¢ — 0, (o(T1(ko))

{k2n}
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converge c.p.d. a En(ko) y esté acotada por ky. En consecuencia, la suma de (4.56)

//{an}T : Vu + /Q Cal(ko) .

Pero estas dos integrales convergen a 0 cuando n — +oo. Asi que

puede ser mayorada por

lim limsup A3™" = 0.
n=0 L0

Anilogamente,

lim limsup A;™" = 0.

n—0o en—0

Podemos reemplazar B, por B(T,+1(k%)) y B, por B(T,+1(k")) en los tres siguientes

términos. Entonces

lim 457" = [ | [ (BlE)ha(k) = By b)) VSopa(Su(k) = Su(K7) . (4:57)
En efecto, B(Tn41(k%))hn(k°) estd acotada en L®(Q)N y converge c.p.d. a B(k)h,(k)
asi pues, B(Ty4+1(k%))h, (k%) converge en LP(Q)", para todo p finito. Por otro lado,

VSan(Sn(k%) = Sa(k7)) = Soar(Sn(k) = Sa(k")V(Sn (k) — Sa(k™))

donde S5, (Sn{k®)—Sn(k")) converge a Sy (Sn(k)—S.(k")) en LU(Q), para cada ¢ finito
¥ VSap(Sn(k%) — Sp(k")) converge débilmente a VS';)M(S (k) — Sn(k™)) en LA Q)N. Se

obtiene (4.57) sin méas que elegir p y g tales que ; + % = 5. Razonando del mismo modo

para 7 — 0 y teniendo en cuenta que S73,,(0) = 0, se obtiene
LIM A" = 0.

También, para Ag™" se tiene que

Tt -
lim 45" = /0 /0 /Q B(k)Vha(k)Saar(Sa(k) — Sa(kM) (4.58)

puesto que B.-h (k*)Soa(Sn(k®)— S, (k")) converge c.p.d. y estd uniformemente acotada
en L*(Q). Esto, junto con la convergencia débil de VT,1(k%) a VT, (k) en L% Q)Y
conduce a (4.58). Cuando n — 0, Sopr(Sn(k) — Sn(k")) — 0 en L*(Q), nuevamente
debido a que Szp(0) = 0. Por tanto,

LIM Ag™" = 0 para todo n.

Andlogamente,

LIM A?™" = 0 para todo n.
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Por lo que respecta al término de la derecha de (4.54), podemos escribir que
Feha(k?)Sant(Sn(k®) — Sn(E™))
= Fhn(k)Sam(Sn(k) = Sn(R7)) + F5 hn (k) Sapa (Sn(E7) = Sa(E")) -
Aqui, |
hn(B°)S2m (S (k) — Sn(k")) (4.59)
estd uniformemente acotada y converge c.p.d. a h,(k)Sam(Sn(k) — Sa(k")) cuando

e — 0. Dado que Ff converge débilmente en L°(Q) para algin ¢ > 1y F; converge en
LY x (0,T7)), obtenemos que

T rt
lim A5"" = / / /Q (Fha(k) — Fha(k")) Saar(Su(k) — Su(k™)),
e~ 0Jo
donde F' = 7 : Vu — u - Vk. Siguiendo los mismos pasos para n — 0, llegamos a que
LIM Ag™ = 0.

En resumen, hemos visto que todas las integrales A;™" excepto A7"" y, posiblemente

AS™™ | convergen a cero. Como LIM A7"" > 0, deducimos de (4.54) que
LIM AS™™ < 0.
Ahora vamos a expresar el integrando de A7™" del modo siguiente:
(pehn(B)VEE = ptinhn(ET)VET) S50 (Sn(k) = Sa(k")) - (hn(kS)VES — Ra(R7)VET)

= Sipa(Sa(k) = Sa(k1) 2o (KYTRE — /R (T TED)?

—Sap (Sn(k?) = Su(k"))hn (k) hn(KT)VES - VE (pe — pi)?.
Asi AY™" = Pemm 4 Nemm - donde P="" viene dado por (4.53) y

e = [ (T = 1)Si00(Su(k) = Su(KN)VS,(k) - VS (k) (uF = )P
Veamos que LIM N*"" = 0. Para ello, escribimos el integrando precedente en la forma
(T = £)S30(Sn(k®) — Su(k")) (k%) R (E7)
(“(Tn+1(k€))% - N(Tn+1(k"))%)2VTn+1(ks) VI (k7).

Cuando ¢ — 0, VT,41(k®) converge débilmente a VT,,;(k) en L?(Q) y el resto del

integrando converge c.p.d. y estd acotado por una constante. Por tanto,

lim No™ = //Q (T = 1S (Su(k) = Sn(E™)) b (k) (K7)

e—0

(T2 (k)% = p(Toga (7)) 3)2V Tga () - Vga (7).
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Razonando de forma andloga, es posible tomar limites cuando n — 0, obteniéndose que
LIM N&™™ =0.

Con ello, llegamos a que limsup P*""™ < 0. Pero P*"" > 0; luego
e,n—0

limsup P*"" =0
5177"')0

y, segin hemos visto, esto implica LIM Ay/"™ = 0.

Segunda Parte: LIMB;/ =0 VM >0

Sea K > 0 dado. Descomponemos Bj; en la forma
B1€\1477 — Biﬂ'l + B;ﬂ? ,

donde
Be:ﬂ:ﬂ T—1t EVkS2)
! (ke <M, k"> M, |k=—kn|<K}( el V]

BE,WZZ/ T — ¢ rVk€2.
2 {ke<M, k">M, Ikﬁ—kﬂZK}( ),U_| |

A) Veamos que LIM B = 0. En efecto, podemos escribir 0 < B{" < Bj}" + 2By .
donde . .
st":// T — ) |u2Vk* — 2 VK2,
11 (ke <, kﬂ§M+K}( ) |p Hq |

11
Bi,n:ﬂ T —¢ g EVkE-an.
. {ke<M, MSk"§M+K}( )/’L Hn

Por una parte,

Bf’{’ B /[{k=<M+K k"<M+K}(T - t) IMEVTMH\’(V"CE) - Hg VTMH\"(V"?E)P’ .

Usando que LIM A}/ = 0, lo cual ha sido probado en la etapa anterior para cualquier

M, se obtiene que
LIM B;;" =0.

Por otro lado (véase la Notacién),
1 1
BE — // _ 7,2 £y | M+K(pny
12 (ke <M, Mgkn§M+K}(T t) pd pua VIp(E°) - VG (K7)

Si, en el integrando precedente, escribimos u. = u(Taer (k%)) v pn = p(Tr(k7)). te-

niendo en cuenta que, cuando € — 0, VT;(k®) converge débilmente en L*(Q)" ¥ el
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resto del integrando est4 acotado en L*(Q) y converge c.p.d. a (T —1) (k)22 VTM(A

VGYHE (k7), podemos afirmar que
1 €,m 1 % M+K n
lim Bif = //Q (T — ¢) p(B)} 2 VTas(k) - VGMUE (k7).
Cuando n — 0, razonando de modo analogo, llegamos a que
LIM B3 = [[ (T =) u(Th(k)VTae(k) - VG (k) = 0.
Pero VT (k) se anula en donde no lo hace VGMAE(K); por tanto,

LIM By = 0

LIM BS" = 0.

B) Veamos que LIM B;" = 0. Para ello, elegimos 6 > 0 y M > 0 y recurrimos a la
funcién H, (véase la Notacién) que, por simplicidad, denotaremos H. Lo primero que

probaremos es que
LIM M;" = LIM //;)(T - ) H"(k)Z(k* — EMpe (k%) VES ]2 =0. (4.60)

Después, como consecuencia de ello, veremos que LIM B;” = 0. Para probar (4.60),
usaremos en primer lugar H'(k°)Z(k® — k") como funcién “test” en la ecuacién de la

energia de (4.48) para k°. Integrando en , (0,t) y (0,T), se obtiene que
// (T — )8,H (k) Z(k° — k") + // (T = ) H" (k) Z(k° — k") | VE*?
+// (T — O H'(K)VZ(k - k) - VI + +// —OH"(E)Z(k — k"B, - VI
//Q(T — OH(K)VZ(K - k") - B, = //Q(T — ) H'(k)Z (kS — k") F*
Esta igualdad sera abreviada como sigue:
My" + M" + M3" + M" + Mg = Mg . (4.61)

Integrando por partes, podemos re-escribir la primer integral como sigue:

M = —/OT/Ot/QH(kE)&Z(kE —k")+AT[)t/gzat (H(E)Z(k - k7))

_ _/OT /(J‘/Q(T_t)H(kE)atZ(ke—k")+//QH(kf)Z(k€ — )
_ T/QH(kg)Z(kg — K.
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Gracias al teorema de Lebesgue, es facil compobar que, cuando €, — 0, las dos dltimas

integrales convergen a cero (ya que Z(0) = 0). Asi,
T st
LIM M = —LIM / / / H(E)O,Z(k* — k7).
o Jo Ja

El cuarto sumando de (4.61) tiene por limite cero. En efecto, debido a la presencia
del factor H"(k®), podemos sustituir en el integrando B, por B(Tyr41/5(k°)) y VA® por
VTar41/5(k%). Esto tltimo converge débilmente a VTjr11/5(k) en L*(Q) cuando ¢ -0

y el resto del integrando est4 acotado por una constante y converge c.p.d., asi que
lim M;" = //ﬂ (T — )H"(K)B(k) - VEZ(k — k7).

Cuando n — 0, Z(k — k") converge fuertemente a 0 en cada LP(Q) y el resto del
_integrando estd en L*(Q). Luego

LIMM;"=0.
De modo anélogo, se prueba que
LIMM:" =0.
También,
LIMMg" =0. ' (4.62)

En efecto, H'(k*)Z(k® — k") converge c.p.d. a H'(k)Z(k — k") cuando ¢ — 0 y esta
acotada por una constante. Recordando que F* = Fy 4 F;, donde F; converge en

L°(Q)-débil para algtin ¢ > 1y Ff en L'(Q2 x (0,77)), llegamos a las igualdades

lim //Q (T — ) H'(k*)Z(k° — k")F® = //Q (T — H'(E)Z(k — k") F,

lim ]/Q (T — ) H'(k)Z(k° — k") FS = //Q (T — )H'(K)Z(k — k") Fy .

Tomando ahora limites cuando n — 0 y teniendo en cuenta que Z(0) = 0, se obtiene

(4.62). En consecuencia,
T it - ‘
_ LIM M" = LIM /O / /QH(kf)atZ(kf _ k") = LIM (M + M"Y . (4.63)
0

Ahora tomamos H(k%)Z'(k® — k™) como funcién “test” en la igualdad obtenida restando

las ecuaciones de la energia para k° y k7. Integrando de nuevo en Q, (0,¢) y (0,7) se
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obtiene:
//Q (T — )H(k*)8,Z(k° — k") + //Q (T — ) H' (k) Z'(k* — k") (e VE ~ py VE") - VES
+ /fQ (T = )H(k)Z"(K — k") (pe VE — py VET) - V(E — &)
+ //Q (T — OH'(k)Z'(k* — k")(B. — B,)) - Vk*
+ //Q (T~ )H(K)Z" (K~ F")(B. = By) - V(k* = )
= //Q (T — )H (k) Z'(k* — k")(F* — F).
Re-escribiremos esta igualdad en la forma:
R+ RY"+ R+ RY" + Ry = Rg" . (4.64)

En R;" y en RZ", debido a la presencia de los factores H' y Z' 6 de los factores H
y Z", se pueden sustituir B, por B(Tpry1/5(k%)), By por B(Taixt1/s(k™)), VE* por
VTary1/5(k%) y VE" por Vi gi1/6(k"). Asi, en Rg" el integrando es un producto de

V(Tar1/6(k°) ~ Trrrr1/5(k™))

(que converge débilmente en L%(Q)" cuando ¢ — 0) por una funcién que, por el teorema

de Lebesgue, converge en LP(Q)Y para todo p finito. Por tanto,
lim Ry = //Q(T—t)H(k)Z"(k—k")(B(TMH/a(k))—Bn)'V(TM+1/6(79)—TM+A"+1/6(]‘»‘" ).
Tomando ahora limite cuando n — 0, resulta
LIMR:" =0.
De forma parecida, se llega a que
LIMR;"=0 y LIMR{"=0.

De momento, tenemos que

LIMR}” = LIM (R3" + Ry"). (4.65)
De (4.63) y (4.65) y puesto que

LIM M:" = —~LIM R3"
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se llega pues a que ,
LIM M;" = LIM (R}" + R3" — M3").

A continuacién, veamos que LIM R3” = 0. Podemos escribir
Ry = Ryj - Ryf = [ (T = 0)B(k)Z/(k — K| VP
- //Q (T = ) H'(k°)Z'(k* — K"y VE - V7.
Observando que
uel VEF? < |l PVE — PR 4 20 P PV RV,

deducimos que

|RE]| < TIH | 22 ] VR — 2R

€

(ke <M+ K+1/8,kn<M+K+1/8}

1 1 (4.66)
ol [ (T = D2 = )k (B VR VR
- §

El primer sumando del segundo miembro de (4.66) tiende a cero (basta recordar que
LIMAS? =0 VM > 0). En cuanto al segundo, sustituyendo Vk* por VTars1s(k).
o por p(Tarsays(K)), KT por VTassksays(k™) ¥ ftn por w(Tarsscs1je(K7)) ¥ teniendo en

cuenta que Z'(0) = 0, vemos facilmente que se anula al tomar sucesivamente limites

cuando £ — 0 y cuando n — 0. Por tanto,
LIMRy =0.

En Rg’;, se puede sustituir Vk* por VTari1/5(k%), VE™ por VIpyrr1/s(k") v pq por
t(Tarsr+175(k™)). Tanto cuando ¢ — 0 como cuando n — 0 tenemos un producto

de dos factores de los cuales uno converge fuertemente en L*(Q) y el otro converge
débilmente en L*(Q). Luego

LIMR3y =0.
Ahora vamos ver que LIM Ry = 0. Para ello, hacemos la siguiente descomposicién
R3" = Rgy' — Ry
= [T - 0B@E)Z' 0 - KK ~ s VRO

- JLT - 0mE)Z (5 — ) (ud - pi)VE VT
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Observemos que

[ Bl < T H ||z l| 2"l zoe AN eyt -

Recordando nuevamente que LIM A}/ =0 VM > 0, se obtiene que
LIMR;" =0.
Por otro lado,
5 = [[ (0 = OHO)Z (8 = ) Tarass(KDE = i Tarsionsys(R7)}
VT41/5(k°) - Vmrrr/s(K").

También en este caso, encontramos productos de factores que convergen débilmente por

otros que cbnvergen fuertémente en thQ). En consecuencia,
LIMR3) = 0.
Para R3", se procede igual que para R3". Luego efectivamente
LIMM;" =0. (4.67)

Finalmente, probaremos que LIM B;” = 0 a partir de (4.67). Recordando la definicién

de la funcién H = H},, obtenemos:
M’s’”:// T = Z(k — k" (k)| VE |2
57 = [ (T = 020 = ) ()78
—M6// T = Z(k* — k"), (k)| VE |2
e caresy T = D2 = BBV

— Jem . JEM
= [on — JoT

M+1/§

. , . 1 .
Para ver que %mé J5" = 0, usaremos la funcién Gy /°, denotada simplemente G.
—

Tomamos G(k°) como funcion “test” en la tercera ecuacién de (4.48) e integramos

en (), resultando:

/./Qaté(ke)+%ﬂs(k€)G'(k5)|kai2
+//CQBS-V§:(k€) S/LG(“)FE-

El tercer sumando de (4.68) es cero. El primer sumando puede escribirse en la forma

IRECOENRETHE

(4.68)
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donde la primera integral es positiva. Por tanto,

//{M < SMJF_IK}us(lf)le‘fl2 < //Q G(k*)F° + /Q G(ks) . (4.69)

Pero G(k*) converge c.p.d. a G(k) y estd acotada por 1/6, asi que la primera integral
de la derecha en (4.69) converge. También, la segunda integral converge, ya que G(kg)

converge c.p.d. a é’(ko) y estad acotada por kg. Luego:

lir?jslp//{MSszM+%} pe(E)|VEP < //QG(k)F—}—/QG'(kO).

Esto implica

: : 3 £12 < / ~ k )
lim (511135,3113 //{ cpeientapy FeEIVE ) < ( //Q 5G(k)F + /Q 5G(ko)
y este limite es cero, puesto que tanto 6G(k) como 5@(760) convergen a 0 c.p.d.,
6G(R) <1y 18G(ko)| < [kol.

De la expresién de J;" y las desigualdades 0 < Z < 1, se deduce que
p § g

. . AWSE . € LE12 ) — .
0< %1_1{(1) (hmsup Js ) < }51_1;% (Mé lim sup //{M§k=5M+%} pe(k%)|VES] ) 0.

e—0 e—0

Dado que

0<B€,71 <// T —¢ . ke Vk€2 < I = REM J?'”7
-t {k‘SM,IkE—-k’JI}_K}( (k)| VE]" < + U

resulta finalmente que LIM B3" = 0.

4.3.6 Sexta Etapa: k es solucién de la ecuacion de la energia

en el sentido renormalizado.

Sea B € W'*(R), con soporte en [-M,M]. Veamos que se da la igualdad (1.4) en
D'(2). Elegimos pues ¢ € D(Q) y usamos B(k°)p como funcidn “test” en la ecuacién

de la energia de (4.48). Teniendo en cuenta que

V(B(F)p) = B(E)Ve + oV B(K),

obtenemos:
[T @8#0) + ] nlo)TE - T80
+//Q pe(k)(VE - Vﬁ(k's))tp-{—//Q(Bs(ke) - B(E)) Ve (4.70)
+//Q(Bs(k€).vﬁ(k€))¢ - //Q(Ffthf),B(ks)gp_ ,
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Veamos cual es el comportamiento de cada sumando de (4.70) cuando e — 0. El primero

de ellos converge a .
| @Bk e),
va que 8,3(k*) converge a 8,5(k) en T'(Q). El segundo puede escribirse como
JJ DN (T Taa (k) - Vi) BE).
Aplicando el teorema de Lebesgue, se comprueba facilmente que
pe(Taa(K)B(E )V — w(Tne(k)B(K)Ve  en LH(Q),

y, como VTa(k%) — VTa(k) en L(Q)N-débil, el segundo sumando converge a

//Q pe(Taa(EN(V Ty (k) - Vo) B(E) .

El tercer término de (4.70) coincide con
S Do) B )V Taa () (470)

En la quinta etapa de la demostracién, hemos visto que p.(Tar(k%))|VTa(k*)|* converge
fuertemente a pu(Ta (k)| VT (k)|? en L (2 x (0, T7)). También sabemos que B'(k°) con-
verge en L*°(Q)-débilx a f'(k). Puesto que se esta integrando en un soporte compacto

contenido en @, es claro que la integral (4.71) converge a:

Jf, w@ue)(v8(E): e

El cuarto sumando de (4.70) tiene un integrando que puede ser escrito en la forma

(B:(Tp (k%)) - V)B(k*). Por tanto, converge hacia
JL BTk - VB
El quinto término puede expresarse en la forma:
JL (BTl - V() (4.72)

Por un lado, VA(k®) — VB(k) débilmente en L(Q)" y, por otro, B.(Ta(k*))¢ converge
fuertemente a B(Tw(k))p en LEQ)" gracias al teorema de Lebesgue. Luego la integral

que aparece en (4.72) converge a

JLB@u(k) - V(R
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En cuanto al segundo miembro, es cla ro que converge a

//Q(U|Vu|2 + k@' (Vu) : Vu—u-VE)B(k)p.

Como consecuencia de todo lo que precede, se ha probado que
[ @Bk + [[ (078 + BH) - (B(E))
0 ’ 0
= //Q(U‘VUP—}— k®'(Vu): Vu —u-VEk)B(k)p.

Como ¢ y B son arbitrarias, esto muestra que se verifica (4.4).

Para probar que k satisface la segunda condicién inicial de (4.2) en el sentido (4.5)

(VB), usaremos el siguiente resultado, cuya demostracién puede encontrarse en [25]:

Lema 4.7 Sean X, B yY tres espacios de Banach con X C B CY, donde la primera
inyeccién es compacta y la seqgunda continua. Sea F una familia contenida en L™(X)

que satisface las dos siguientes propiedades:

1. F estd acotada en L=(X).

2. 8w € LYY) para cada v € F y eziste p € L}(0,T), r > 1 y un conjunto acotado
B en L'(0,T) tal que
lowlly ev+B  VYveF. (4.73)

Entonces F es precompacta en C°(B).

Elegimos 3 como antes. Sean X = L*°, B=Y = W™, con ¢ < 2. Aplicaremos el
lema anterior a la sucesion B(ke) con esos espacios X , B y Y. Obviamente, B(k) esté

uniformemente acotada en L*(X). Por otro lado, se tiene:

B.B(ke) = — (k)8 (k)N Tae (k) + B(k*)Ta (< : Vo)
+ V- (k) B )V Tag (k) + B(k*) Bo(k°) = B(k*)u?)
— B'(k5)V T (k%) - B.(k%).

Aqui, los dos primeros sumandos del miembro de la derecha convergen fuertemente en

LY(Q). Los otros estdn acotados en L2(H™!). Por tanto, para

b = || = p(K)B RNV Tag (K + BT (7 2 V) -
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se tiene que ¥ € L'(0,T). Por otro lado,
IV - (e(k*)B(RS) T Taa (%) + B(k)BL(k%) — B(k*)u?) — B (k") VTar(k%) - Be(k)lw-1.0

estd en L?(0,T), ya que L*(H™') — L*(W~'9) para ¢ < 2. Luego estamos en las
condiciones del lema 4.7 con r = 2. Consecuentemente, extrayendo una subsucesion
si fuese necesario, podemos afirmar que E(ka) converge fuertemente en C°(W~=19) a
una funcién que debe ser precisamente g(k) (puesto que sabemos que, al menos, B(k*)
converge a B(k) en D'(W~19)). Ahora bien, 3(k°)(0) = B(kg) v B(k) — B(k) en LP(Q)
para todo p finito. Asi que B(k)(0) = (ko).

4.4 Solucién débil

En esta seccién, probaremos mayor regularidad para la solucién en el caso en que B = 0.

Teorema 4.8 Bajo las hipdtesis del teorema 4.1, supongamos B = 0 y kg € L™.

Entonces la solucién {u,p,k} proporcionada por el teorema 4.1 satisface

i(k)e M L*(We"), Vi(k) = u(k)VE, (4.74)
g<2
Ok € LY LYY + LYW ~1%) para todo ¢ < 2 (4.75)

(8tk,q5)+/ﬂp(k)‘§7k-V¢+/Q(u-Vk)¢
= /Q (VlV'U.lZ + k®'(Vu) : Vu) ¢ VoeD(Q) cp.d en (0,7).

Cuando esto ocurre, diremos que {u, p, k} es una solucién débil del problema (4.1)—(4.3).

Demostracién

Suponiendo B =0 y ko € L™, repetimos la demostracién del teorema 4.1. Obtenemos

como antes que
VT (k%) — VTy(k) en L}Qx(0,T7)) VM >0.

Extrayendo una subsucesién si hiciese falta, podemos suponer que VT (k%) — VI (k)
c.p.d. para cada M > 0. Dado que también se tiene que & — k c.p.d., podemos deducir
que Vk* — Vk c.p.d. en 2 x (0,7). Por tanto,

VEk* - VEk enLl¥%(Q) Vg<2 ycpd enQx(0,T).
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Sean .
Bes) = [ W(Tu(oNdo, b= ()T, ee= Rk,

Sabemos que estas funciones verifican (4.48), lo que podemos escribir en la forma
O0b.(v) — AvS = Ff + F; en Q, (4.76)

con Ff y F§ dadas por (4.49). Obsérvese que F§ converge por ejemplo en L', al igual
que Ff. En efecto, sabiamos ya que F; converge débilmente en L°(Q) paréu algin ¢ > 1
pero, ademas, ahora tenemos la convergencia c.p.d. en ().

Vamos a ver a continuacién que v* esté acotada en LI(W,?) para cada ¢ < 2. En
primer lugar, tomamos como funcién “test” Tp(v®) en (4.76) e integramos en {2 y en
(0,T) Entonces

[ (@b, T + [[ 90 VIu) = [ (B BT (aT)

Sean Yyi(s) = /Os b.(o)do y v = v(0) = [i(ko). Entonces el primer sumando de (4.77)

se puede escribir como sigue:

/OT<8th(ve),TM(ve)> :%6ty&(va) =/QYAE4(U€) _Lyﬁ(vé). .

Aqui, la primera integral del 4ltimo miembro es positiva. Por tanto, de (4.77) deducimos

que
J 1T < 0 ] 5+ R+ [ V). (478)

Puesto que 0 < Yjj(s) < MJb.(s)| y, al menos para una subsucesién, se tiene que
be(v§) = Ti(ko) — ko en L', resulta /Q Yi(vg) < C - M. También es claro que // |FT +
& . Q

F;| < C- M. En consecuencia,
//Q IVIu(v)*<C-M. (4.79)

En segundo lugar, usaremos (, »(v¢) como funcién “test” en (4.76). Esto conduce a la

igualdad
[ (08, o + [ 90 T = J[[(F + F)oum(e) . (£50)

Introduciendo la funcién ¢ ., dada por

Cin(2) = [T UG alrydr V2,
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podemos escribir la primera integral de (4.80) como sigue
T o N ~
L (000, Gum(0)) =[] 885m0) = [ Gom@) = [ Gom9)
De (4.80), recordando que |(,m(s)] < 1, tenemos

1 -~
— A\ 2 < [/ Fe Fe / e £y
m //ngvegnq-m Vol < Q \Fy + F3| + a Cn,m(vo)

Aqui, la primera integral del segundo miembro est4 acotada por una constante. También

lo estd la segunda, ya que 0 < Zﬁm(z) < |b.(z)| para todo z > 0. Por tanto,
1 )
—// Vo P < C. (4.81)
m JinLve<n+m
De (4.79) y (4.81), teniendo en cuenta el lema A.2 del Apéndice A, deducimos que
v° estd uniformemente acotada en LY(W,"?) para cada ¢ < 2.

Como [i.(s) — [i(s) y k* — k c.p.d., también se tiene que fi.(k°) — (k) c.p.d. Luego

el limite de v* debe ser precisamente fi(k). Teniendo en cuenta que

Vv® = u(TL(k°))VE® — w(k)VE  c.p.d.

Vv® = Vi (k%) — VE(k) en LY(Q) Vg<2,
es claro que V[i(k) = pu(k)VE. Al tomar limites en (4.76), se obtiene
Ok +V - - (Wk)VE)=F,+F, enQ@,

como afirma el teorema. Por dltimo, hagamos notar que V- (u(k)Vk) € LI(W~149) para
todo ¢ < 2 y que Fy + F; € L}Q). En consecuencia, 8;k € L'(L') + LYW ~1?) para
todo ¢ < 2.



Capitulo 5

Unicidad de solucidén débil en el

caso del problema de evolucién

En este Capitulo, probaremos un resultado de unicidad para el problema (4.1)—(4.3)

cuando B = 0.

Teorema 5.1 Supongamos que N =2 ¢ N = 3, se verifica el resto de las hipdtesis del

teorema 4.1, k — p(k) es localmente lischitziana, B =0 y

D+ ®(D) es C?, con |®"(D)| < Const.

Sea ug € V y kg € W2 N Hy, con kg > 0. Para cada i = 1,2, sea {w;,p;.k;}
una solucidn (débil) de (4.1), (4.2), (4.3), con u; € L®(WH>) y supongamos que. por
ejemplo, uy € LA(W?™) donde r > N (basta r >3 st N =3 ). Entonces {u;,Vp.k1} y
{u2, Vpo, ka} deben coincidir.

Demostracién

Sean u = uy —uqg, k = k; — k3 y p = p; — p2. Restando las ecuaciones verificadas por u;

y ug, se obtiene facilmente que

0w — vAu + (u- Vuz + (u; - V)u + Vp
=V (k®'(Vuz)) + V- (£1(®'(Vu,) — ¥ (Vuy)) , (5.1)
V.u=0.

111
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Usando u como funcién “test” en (5.1), se obtiene que
(Byu,u) + v(Vu, Vu) + ((u - V)ug,u)
= — (k®'(Vuy), Vu) — (k1(®'(Vur) — ' (Vuy)), Vu)

c.p.d. en (0,7). Aqui, el ultimo sumando es positivo (recuérdese que D — (D) es

convexa). En consecuencia,

1d

5 el + vl < ~((u- Vuz,u) = ('(Vun), V) (5.2)

en (0,T). El primer término de la derecha, teniendo en cuenta la hipétesis Vu; € L*(Q),

puede acotarse del modo siguiente:
(- V)ug, u)| < [Vuglpe - [ul®
El segundo verifica
[(k®'(Vuy), Vu)| = [(®'(Vuz)Vk,u) + (kV - (&' (Vuy)), u)|
< Okl - lul + C|lEll e[| D*ualzr - [ul,

1 1
donde b viene dado por la identidad 3 + ! + 5= 1. Comor > N, se tiene b < 2%;
r

4

luego, _
(k@' (Vuz), Va)| < C (1 + | Dz ) 1] - el -

Consecuentemente, integrando (5.2) en (0,t), se obtiene:
1 2 ‘ 2 ¢ 2
Sl +v [ ()P ds < [ [Tus(s) - fus)]? ds

+ /Ot C (1 +1D%ua(s)llz-) I1k(s)I| - fu(s)] ds (5.3)

Para poder aplicar a continuacién el lema de Gronwall en el contexto de (5.3), buscamos

una estimacién de ||k|| en términos de ||u||. Comenzaremos por probar que

En primer lugar, |u(k;) — u(k2)| < 1]k| para algin [ >0

Pero esto es consecuencia del principio del maximo. En efecto, para cada ¢, k;, verifica

la EDP

Oik; — V - (u(k)VE) +ui - VE + (=" (V) : Vu) ki = v|Vu|?, (5.4)
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donde

Vw2 € L®(Q) v  ®'(Vuw): Vu € L%(Q).
Luego existe M; > 0 (dependiente de |[ko||ze, | Vus|jzeo(q), v ¥ T') tal que by < M; c.p.d.
en Q).

En segundo lugar, Vk; € L% L*).
Teniendo en cuenta que kg € W% N H} | los resultados de [13] permiten deducir que

k; € L*(W?*P) para todo p finito (en particular, Vk; € L?(L™)). (5.5)

E'n tercer lugar, existe una constante G > 0 tal que
t t
LIk ds <G [ fu(s)Pds v
0 0

Restando las ecuaciones satisfechas por k; y k,, encontramos que
Ok +uy - VE =V - (u(ky)VE) = —u - Vi,
+ V- ((p(k1) = u(k2))Vks) + v(Vuy + Vuy) : Vu
+ k1 (®'(Vuy) : Vuy — ®'(Vuy) : Vug) + k9 (Vuy) : Vu,.

Y eligiendo k& como funcién “test”, se obtiene:

1d, 9
~— < k-
=Rl + o[BI < [ [Vka] - K] ul

+ z/Q Vky| - |E| - |VE| + V/Q(lvuﬂ + Vo) |E] - [Vl (5.6)

+C/Qk1(1 + Vo)) k] - |V +c/ﬂ V| - |
Aqui, se ha utilizado el hecho de que |
18/ (Vuy) : Vg — &(Vug) : Vug| = |8V ) : Vau + (8(Vuy) — (Vo)) : Vo)
< C|Vu| + C|Vu|[Vuy)

Gracias a (5.5), podemos mayorar el segundo miembro de (5.6) por la expresién si-

guiente:

IVkallzee - k] - [u] + 1|V E2| Lo - K] - || %]

+ [(IVullze + [ Vusllze) + Cllkallze (1 + | Vuall oo )] 5] - [Jul] (

-1

(S]]

)

+ C||Vuz||r= - |k}?.
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Luego, para g = C(1+[|k1[l}e +[|VE2| 7o + [ Vurf|}e + [ Vua|i) € L1(0,T), podemos
escribir:

d -
Z B+ pollBl1* < g(B)RF + flull*- (5.8)

~ t
Multiplicando ambos miembros de (5.8) por 9, donde §(t) = /0 g(0) do e integrando
en (0,t), se llega a las desigualdades

t ~ ~ t o~ ~
FOP + po [ FOT0k(s)|Pdo < [ O u(s) | dor (5.9)

de donde , t
lk(t)Pg/o Gillu(s)|?ds Vi, (5.10)

T
con Gy =% y G = / lg(¢)| do. Por otro lado, si integramos directamente (5.8) en
0

(0,t), se tiene que

t t t v
KR+ uo [ IR < [glkP + [Cul? v (5.11)

Asi pues, gracias a (5.10)

BP + o [ IME < (14 GiGo) [l 2.

En particular, si G = 1—+~G——1ﬁ, se tienen las desigualdades deseadas:
Ho
t t
/0 1e(s)|? ds < G/ lu(s)|ds V. (5.12)
0

Obsérvese que la constante G sélo depende de |[g][z: .
Una vez que se ha obtenido (5.12), es facil terminar la demostracién del teorema.
En efecto, (5.3) y (5.12)conducen a las desigualdades

(P 20 [ uo)lPds < [ IVus()llse - (o) ds
+o ([ ds>% ([ (0 10%a()llzr) (s ds)

t t t. 2 9
< [ IVus(s)llom - fu(s)* ds +v [ fu(s)|Pds +C [ (1 +1D*ua(s)llzr)” Juls) ds

1
2

< V/Ot [u(s)|* ds + C/Ot (1 + [Vua(s)llze + [[D2ua(s)]|2, ) lu(s)[* ds

que, a su vez, conducen a

(P +v [ ()l ds < [ h)lu(s)f ds,
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donde
h = C||Vuallzes + C (1+ || D?uy|

2.) € L}(0,T).

Aplicando el lema de Gronwall, deducimos de forma inmediata que v = 0; usando (3.8),

también resulta que k = 0, con lo que queda demostrado el teorema.



Capitulo 6

Variantes y generalizaciones en el

caso del problema de evolucién

6.1 Una variante del teorema 4.1 (existencia de so-

lucién débil-renormalizada).

En esta seccién, vamos a considerar un sistema andlogo (pero diferente) a (4.1). Por
una parte, en lugar del término £®'(Vu), aparecerd otro que puede ser considerado
una generalizacién: La derivada respecto de la segunda variable de una funcién ¥ que
depende de k y Vu. Por otra parte, en la ecuacién de la energia, en‘vez de p(k)VE
aparecera un operador de tipo Leray-Lions. Concretamente, el sistema con el que vamos

a trabajar es:
O —vAu — V- DyU(k,Vu) + (u-V)u+Vp=f,
V-ou=0, (6.1)
B,k — V- (a(VE) + B(k)) + u - Vk = v|Vu|? + Da¥(k, Va) : Vu.
Aqui, a: Q2 x(0,T) x RY — RY verifica las siguientes hipétesis:
1. a es una funcién de Carathéodory, i.e.

o = +— a(x,t,{) es medible para todo (t,¢).

o (¢,6) — a(z,t,§) es continua para z c.p.d.
2. (a(x,t,6)—alx,4,€))-(E—€) > 0 para todo £, & con & # &, y e.p.d. en (2,1) € Q.

116
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3. a(z,t,0) =0 c.p.d. en (z,t) € Q.

4. |(a(z,t,&)| < Clé| + d(z,t), c.p.d. en (z,t) € Q y para todo £ € RV, donde C es
una constante positiva y d € L*(Q).

5. a(z,t,6) & > polé|? c.p.d. en @ y para todo £ € RV, donde o es un niimero real
positivo. '

En (6.1) y en lo que sigue, usamos la notacién a(VEk), a(Vv), ... para designar las
funciones (z,t) — a(z,t, Vk(z,t)), (z,t) — a(z,t, Vv(z,1))), ... respectivamente.
Por otra parte, supondremos que ¥ : R x L(RY) s R verifica:

1. (s5,D) — ¥(s,D) es C* y D+ D,¥(s,D): D es convexa para cada s € R.
2. |DyD,¥(s,D)| < C3+ C4|D|"~! para constantes positivas C3, Cy y 7 < 4/3.
3. \I/(S, 0) = Dl\I’(S, 0) - DQ\I/(S, 0) =0.

Las condiciones iniciales y las condiciones de contorno seran las mismas: (4.2) v
(4.3). De las hipétesis hechas sobre a y ¥, podemos deducir, al igual que én el caso

estacionario, (3.2)-(3.5). En estas condiciones, tenemos

Teorema 6.1 Bajo las hipdtesis anteriores para ¥ y a y las mismas hipdtesis que en
el teorema 4.1 para el resto de los datos (recordemos en particular que N = 2). existe
{u,p, k}, con

ve LX(V)NC°(H), pel’Q), kecL,

tal que:

1. El par {u,p} es solucidn de las dos primeras ecuaciones de (6.1) junto con la

primera de las condiciones iniciales de (4.2) en el sentido de las distribuctones

(solucidn débil).

2. k> 0y es solucion de la ecuacidn de la energia de (6.1) y la segunda condicidn
inicial de (4.2) en el sentido siguiente (solucidn renormalizada): Para toda 3 €

W1>(R) con soporte compacto, se tiene
0,8(k) — V- (B(k)(a(Vk) + B(k)))

+B'(k)VE - (a(VE) + B(k)) + B(k) (u - VE) (6.2)
= B(k) (v|Vul* + D ¥(k,Vu) : Vu)  en D(Q).
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En particular, 8,8(k) € L}L') + L*(H™') y, para todo g < 2, se tiene Blk) €
CO(W-19). Ademds,

Bk) =0 = B(ko)- (6.3)
En (6.2), los nuevos términos tienen perfecto sentido, ya que podemos escribir que

a(VE)| = |a(VTu(k))| < CIVTum(k)| +d

y este tltimo miembro pertenece a L*(Q) mientras que, por otra parte, V-(8(k)a(Vk)) €
L*(H'). También, D,¥(k,Vu): Vu € L'(L'). En efecto, de acuerdo con (3.4),

| DU (k, Vu) : Vu| < (Cz + Co| Vu| k|- [Vul,

sabemos que |Vu|" € L¥" y, como veremos més adelante, k € L%, asi que |k| - |[Vu|" €

LY(Q).

Demostracién del teorema 6.1

Vamos a seguir los pasos de la demostracién del teorema 4.1, detallando nicamente las

novedades que introducen aquellos términos que son diferentes.

Introduccién de una familia de aproximaciones.

Para cada € > 0, consideramos las aproximaciones de (6.1):

Out =V -1+ (v - Ve +Vp* = f,
V-u*=0, (6.4)
0k —V - (a(Vk®) + B.(k%)) + u® - Vk* =T1(7° : Vu®).
Ahora,
¢ = vVu® + DU (k°, Vuf).

Estas ecuaciones se han de verificar en @, junto con las condiciones (4.7) y (4.8).

Para obtener la solucién de (6.4), podemos aplicar el método de Galerkin de modo

analogo a como se hizo en la demostracién del teorema 4.1. Ahora, (4.9) se convierte
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en

(Brum(2),0™) + v(Vu™(t), Vo) + (D2 ¥ (k™(t), Vu™ (1)), Vo)

H((um(t) - V)um(t),v™) = (f(£),v™),

u™(0) = Uom = Pm(uo),

(8:k™ (1), ™) + (a(VE™(1)), VY™) + (B(k™(1)), V™) (6.5)
+(u™(t) - VE™ (1), 9™) = (T (7™ (1) : VU™ (2)),¥™),

E™(0) = kom = Pr(T1(ko))

Yom e V™ Ve Wn,

Puesto que D, ¥(k™, Vu™) : Vu™ > 0, podemos deducir como en la demostracién del

teorema 4.1 que t
@R +v [ @l < ¢
y, ademas, t
/ /{2D2‘I’(km(t),Vum)(t) :Vu™(t) < C. -
0
Luego
u™ estd acotada L=(H)[|L*(V).

Puesto que (a(VE™), VE™) > uo|VE™|?, tenemos igualmente que
t
EOF + o [ IF @I < C).

Es decir,
k™ estd acotada en L*(Hg)(L™(L?). (6.6)

Para la acotacién de J,u™, veamos cémo se comporta el término que es diferente:
2 s
IDIV(DLR (0, Vum )i < [ (s + Colver =) Km0

Aqui, hemos utilizado (3.4). Obsérvese que (Cs + Cs|Vum(t)|"~1)? est acotada en L

para 7> 3y |k™(¢)|? estd acotada en L¥%(Q) (al menos; esto tltimo se obtiene
r —

facilmente por interpolacién de (6.6)). Por tanto, podemos afirmar que
|DIV(D,®(k™(t), Vu™)(t))||3 estéd acotada en L*(0,T)

y que

O;u™ estéd acotada en L*(V').
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Por otro lado, |a(VE™(t))| < |[VE™(t)] + d(z,t); luego
|V - a(VE™(¢))||z-1 estd acotada en L*(0,T).
Esto nos permite afirmar que
0:k™(t) estéd acotada en L*(H™').

De las acotaciones precedentes, al igual que en el teorema 4.1, extrayendo subsuce-

siones si fuera necesario, obtenemos que

u™ — uf en L*(V)-débil y en L®(H)-débil * ,
u™ — uf en L*(H) — y c.p.d. en @,

ou™ — Ou® en L*(V') — débil,

k™ — k° en L?*(H})-débil y en L®(L?)-débil * ,
k™ — k® en L*(L?*) — y c.p.d. en @,

Oik™ — O;k® en L*(H™1)-débil.

El paso al limite en la ecuaciéon de movimiento es analogo al del teorema 1.1, pero
en la ecuacién de la energia hay diferencias debido a la presencia del término a(VE™).
Sabemos que |a(Vk™)| < C|VE™| + d estd acotado en L?*(Q); por tanto, podemos
suponer que a(Vk™) converge débilmente en L*(Q), pero hemos de determinar el limite.
denotado x. Al igual que en el caso estacionario, usaremos el “argumento de Minty”.
La convergencia c.p.d. de Vu™ a Vu que se necesita, se obtiene del mismo modo en
que veremos mas adelante que Vu® converge c.p.d. a Vu, asi que omitimos este paso.

Tomando limites cuando m — oo en la ecuacién de la energia de (6.5) e integrando en
(0,t), se obtiene:

[rokw)+ [ ove)+ [[B.m, )+ [ Vi) = [ (@ vy,

luego,

~V.-x==0k+V B(k)—u-Vk+Ti(r:Vu).

Tomando %™ = k™(t) como funcién “test” en la ecuacién de la energia de (6.5) e
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integrando en §2, en (0,t) y en (0,T), se obtiene:
T rt T rt
/0 /O(atk k )+/0 /O(a(:v,t,Vk ), V&™) \

[ @i+ [ [ v (6.7
o Jo T ° . ) o Jo*" ’ '
T gt

:/ /(Tl(rm : Vu™), k™).
o Jo ¢

Aqui, el tercer y cuarto sumando son nulos por la férmula de Gauss. Por otra parte.

[ i =2 [T imop -1 o,

5[ wor-3 [ e,

/OT /Ot(Tg(T"‘ L V™), B - /OT/Ot(Ti_(rs : Vits),k;).

lo cual tiende a

Ademas,

Por tanto,

lim /OT/Ot(a(Vkm),Vkm) — -/()T/ot(atkf,kf) +/0T/0t(T%(7-5 L Tut), k)

/OT /Ot(a(Vkm),Vkm) - /OT/;(X,WE)‘

Por otro lado, sea v € W™. La segunda hipdtesis hecha sobre a nos permite afirmar que

/OT /Ot((a(wm) — a(Vv), V(K™ — v)) > 0.
Tomando de nuevo limites cuando m — oo, se obtiene que

/OT/Ot(X —a(Vo), VE = Vo) >0 Yoe W™,
Sea v = k® — Aw para A > 0 y sea w € W™. Entonces
/\/OT /Ot(x — a(V(E = ), Vw) >0 Ve € W™

Tomando limite en este producto escalar cuando A — 0%, llegamos a que

/OT /Ot(x —a(VE®),Vw) >0 Ywe W™
razonando de modo anélogo para A < 0, se llega a las desigualdades contrarias:

T rt .
/()/O(X_G(Vk),Vw)SO Yw € W™ .
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Es decir, a(Vk) = x c.p.d. En consecuencia, podemos tomar limites en (6.5); asi, para

cada € > 0 existen u® € LA (V)N C°(H) y k* € L*(HL) N C°(L?), tales que:

(Brus(8),v) + v(Vus(t), Vo) + (Te(k*(1))+ @' (Vus(2)), Vv)
+((uf(t) - V)us(t),v) = (£(t),v) c.p.d.en(0,T),

us(0) = ug

(ke (), ) + (pe(B°(1)) VES(2), Vi) + (B.(k5(2)), V) | (6.8)
+(us(t) - VR (1), %) = (To(r(t) : Vui(2)),%) c.p.d.en (0,T),

k#(0) = T (ko)

| VoeV,Vy e HAQ),

Usando la quinta hipétesis sobre a = a(z,t, ) se demuestra facilmente que £° > 0.

Estimaciones “a priori” y convergencia débil

Teniendo en cuenta que D, ¥(k%, Vu®); Vu® > 0, la quinta hipétesis sobre a = a(z,t, £)

y repitiendo los pasos del apartado 3.3.2, se obtiene

u® estd acotada en L™(H)( | L*(V

t)|2+// Vur<C en (0,7),
donde
7° = vVu® + DU (k°, Vu©).

Igualmente, por interpolacién se deduce facilmente que
u® estd acotada en L(E%)_(L“) Va € (2,4+00).
También es fécil comprobar que

k® estd acotada en L°(L'),

Tr(k°) estd acotada en L*(Hy) VM >0,

%//ﬂ e TR VR < //k%:n(f Vu)+/§nm (Ti(ko)),  (6.9)

“k “Lq(Wol'q) < Cq Vg<2



6.1. Una variante del teorema 4.1 (existencia de solucién débil-renormalizada). 123

k° estd acotada en L(37) (Lb> Vbe(l,+o0).

Para ver que d;u’ estd acotada en L*(V'), se procede de modo anédlogo a como se ha -

hecho en el marco de las aproximaciones de Galerkin. Por otro lado,
B(k) = BkYTy(r* : V) 4+ V - (B(K)a( V)
— a(VES)VB(k®) + \7 (Be(k®)B(k*)) — B(k*)VB(k°)
—us - VB(ke).

Aqui, tenemos que

B(k)T1(7° : VuF) estd acotada en L'(Q)

V - (B(k%)a(V k%)) estd acotada en LE2(H™Y),

puesto que B(k°) lo estd en L®(Q). Ademds a(VTw (k%)) en L*(Q).
a(VE®) - VB(k®) estd acotado en L'(Q)

ya que VB(k°) y a(Tm(Vk®)) lo estdn en L*(Q). El resto de los sumandos son iguales
que en (4.34). Por tanto

8:8(k*) esté acotada en LY(L') + LA(H™)

3,8(k°) esté acotada en LY{W™1) Vge(1,2).

Estas estimaciones para u° y k° permiten deducir la existencia de subsucesiones que
convergen débilmente. Al igual que en el Capitulo 4, al menos para una subsucesion.

tenemos:

Ut — u en L%(V)-débil,

ut —u en L(a%)_(L“) Ya > 2y cpd,
Owu® — Gwu en L%(V')-débil,

ks — k en LI(Wy?)-débil Vg < 2,
k*—>k  en LG (L) Wb>1yepd,
Ty(k®) = Tm(k) en L?(H})-débil VM > 0.
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u es, junto con alguna p, solucién de la ecuacién de movimiento

Procediendo como en otras ocasiones, la inecuacidén variacional resultante es

/OT(atus,v) + zf//@Vu5 : Vo + [/JUE . V)u's U+ //Q P(k%, Vo)

3ol 2w [[ (VP 4 ] @k, V) (6.10)

T 1
+ [(fv—uw)+ S @DF VeV, weV.

\

Cuando ¢ — 0, el cuarto sumando de (6.10) verifica

//Q\Il(ks,Vv)—e//Q\Il(k,Vv).

En efecto, podemos aplicar el teorema de Lebesgue puesto que, segin (3.5),
[(k°, Vo)l < (Cs| V| + C5[Vo[") [k,

que esté acotada en L'(Q) (Cs|Vo|+Cs| V]| esté acotado en L¥"(Q) v |k¢| en L3 (L37))
y ¥(k®%, Vv) converge c.p.d. a ¥(k,Vv). Por lo que respecta al segundo sumando del

segundo miembro de (6.10), éste puede ser escrito como sigue

Uk, Vu®) = || (U(k*,Vu') = T(k,Vu))+ || V(k,Vu®).
Q Q Q

Aqui, la primera integral del segundo miembro tiende a cero puesto que el integrando

converge c.p.d. y est4 acotada por una funcién de L!. M4s precisamente,
[U(k*, Vu) — ¥k, Vu?)| < (Cs|Vus| + Cs| Vus[")|k* — k],

donde C3|Vu®| + Cs|Vus|" estd acotado en L?/" y k* — k converge (por ejemplo) en

L37(L®7). En relacién con la segunda integral, podemos afirmar que

lim in //Q T(k, Vu) > //Q Tk, Vi),

vt-—>//Q\If(k,Vv)

es convexa y continua. Procediendo con los demés términos de (6.10) como en la

debido a que

demostracién del teorema 4.1, se llega a las igualdades

/0T<3W,ZU> +V//QVu : vw+%(1L’V)u~w+%D2@(kf,Vu)  Tw
= [[fw)  wev.

(6.11)
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u® converge en V
De modo analogo a como hicimos en el apartado 3.3.4., obtenemos:
ii_ng/Q(T —t) (Vquelz + DU (k*, Vus) : Vus)
= /./Q(T —1) (V|Vu]2 + DY (k,Vu) : Vu) .
Dado que
(D Uk, Vu) — Dy¥(k, Vo)) : Vue| < (Cs + Col Vs ")) Vus| - [k — ] .
que C3|Vus| + Cy4|Vus|" estd acotada en L?" y que k¢ converge en L>7(L?7), tenemos:
li_z%//Q(T — 1)(Dy(kF, V) — DyU(k, Vi) : Vs
< g%//Q(T — 1)(C3| Vet | + Cu| Ve )|k — k| = 0.
Esto nos permite escribir
lim //Q (T =) (VYo' + Dy(k, Vu) : Vo)
- //Q(T — 1) (VIVul® + + D% (k, Vu) : Vu) .
Sumando y restando u y tomando limites cuando ¢ — 0, se obtiene ciue

0> lil’zlfélp (l/ //Q(T = )|V (u® ~ u)|2>

+limipt ( //Q (T =)Dy (k, Vust) : Vs — //Q (T = £)Da(k, Vau) : vu.) .
La funcién
v //QDg(k,Vv) : Vo

es débilmente s.c.i. En efecto, es convexa por serlo D — D, ¥(k, D) : D y también es

continua, gracias al teorema de Lebesgue. Por tanto,

lim inf ( //Q (T — 1) Da(k, Vat) : Vst //Q (T = $)Dy(k, V) : Vu)> > 0.

e—0
Asi que
yi%//Q(T — )| V(u —u)[? = 0.

En otras palabras,

Vu® — Vuen LH(Q x (0,77)) y c.p.d. en Q.
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Para cada M > 0, a(VTy (k%)) - VTm(k*) converge débilmente en L'(£2 x (0,77))
Vamos a escribir la ecuacién de la energia de (6.4) en la forma siguiente:

0k —V - (a(VE®) + B.(k)) = FT + F5, (6.12)
con

Ff = T%(TE :Vu®), F; =-—u®-VEk®. (6.13)
Hemos demostrado que
Ff = v|Vul]* + Dg\Il(kl,Vu) : Vu fuertemente en L'(Q x (0,77)).
y también sabemos que
F; — —u - VEk en L°-débil para algin ¢ > 1.

En lo que queda de esta etapa, demostraremos que, para cada M > 0,

limlim//Q(T—-t)(a(VTM(kE)) — a(z,t, VTar (k") - (VT (k) = VTn (k7)) = 0. (6.14)

n—0e—0
El argumento utilizado se basa en otro previo, debido a D. Blanchard y F. Murat
(ver [6]). Si llamamos y al limite débil de a(VTy (k%)) en L*(Q)", haciendo tender

sucesivamente € y 17 a 0, se duduciréd de (6.14) que

lim lim //Q (T = 1)a(VTn (k) - Vs (k) = //Q (T = t)x - VTu(k).

n—0¢e—0

Usando de nuevo el argumento de Minty, se podrd probar que x = a(VTp(k)) y que

lim lim //Q (T — )a(VTur (k) - VTar(k°) = //Q (T = )a(VTu(k)) - VTur(k). (6.15)

n1—0e—0

Esto serd suficiente para nuestros propdsitos. Asi pues, veamos que la igualdad (6.14)

es cierta. Por comodidad, pondremos
a(VTm(k%)) = ac, a(VIu(E")) = ay,
y utilizaremos la notacién de la seccién 3.3.5. Descomponemos (6.14) como sigue:
//Q (T —t) (ae — ay) - (VTn(k*) — VTog (k")) = AS7 + B3P + BIF,

donde
51 _ . _ ' o .
A ~[[(k‘<M, kﬂ<M}(T t)(ac = an) - (VInu(k*) = VIu(k")),

B”’:// T —t)a. - VT (k).
M {ke<M, k"ZM}( )a_ M( )

Dividiremos la demostracién de (6.14) en dos partes:
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Primera Parte: LIM A =0 VM >0

Del mismo modo que en el Capitulo 4, se tiene que
0 < A3 < pomm
donde

Po1m = [ (T = )i (520 = Su(E") () = k(7)) - (V5,() = VSu(k7).

Veamos que

lim limsup P*"" = 0.
n—=oo . .0

Consideramos como funciones “test” h,(k)Sap(Sn(k%) — Sa(k")) en la ecuacién de la
energia (6.12) para k° y h,(k")S2p(Sn(k*) — Sp(k™)) en la misma ecuacién para k7.
Entonces, restando e integrando en Q, (0,%) y (0,T), se obtiene una expresién andloga

a (4.54), con las unicas diferencias siguientes:

a5 = P = [ (b0 — ho(K7)ar) - TSiaa(S(%) — Su(7)

T i
3= , € LY — L7 . &
A7 = /O/O/Q R (£ Saps(Sn(k) = Su(k"))a. - VA,

T pt
&mn ISR € M\ Ny . ]
AS _/0/0/9 B (") Saar(Su(k°) = Su(k™))ay - VK.

Vamos a ver como se comporta cada uno de estos términos. Por una parte,

lim sup A3™" < T'||A} || || S2ar || oo lim sup// a. - VE*;
g,n—0

€,n—0 n<kf<n+1

gracias a (6.9), este limite superior estd acotado por

lim sup .//ke>n Ti(7° : Vu©) 4 lim sup/Q zn(T%(ko))

517)_)0 ¢ 57"‘*0

¥y, segin vimos, esta suma tiende a cero cuando n — +o00. Analogamente,

lim limsup A7"" = 0.
n—oo . Lo

El resto de los términos de (4.54) no varfa. En consecuencia, LIM P;"" <0 ¥

limsup P*"" = 0.

&,n—0
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Segunda Parte: LIM B/ =0 VM >0

Sea K > 0 dado. Descomponemos Bjy en la forma
Bi7 = B + By,

donde
B§*"=// (T = t)a. - VA,
{ke<M, k"> M, [k ~-k|< K}
:]/ | (T —t)a. - Vk°.
{ke <M, k7> M, |ke—k7|> K}
A) LIM B{" =0 En efecto,

Qe * VTM(ICS) = —Gy- VTM(IC") +a, - VTM(IC") + Ay - VTM(]CE)
+(ae — ay) - (VTu(k*) — VTu (k"))
y podemos escribir que 0 < BY" < By’ + Bjy + B}y, donde

- ~/-/{k=<M kn<M+K}(T - t) (a€ - an) : (VTM(k's) - VTM(k")) )

= —ta, - VI (k"
12 //{k=<M M<L7I<M+I\}( )a M( )

Usando el hecho de que LIM Aj;, = 0 para cualquier M’ > 0, lo cual ha sido comprobado

en la etapa anterior, se obtiene que
LIM B =0.
Por otro lado,

= T -t a.  VOM+K(pn
-[/{k‘<M, MSk"SM+K}( )a~ M ( )

y es facil comprobar que

LIM B = //Q (T — ) xLganry - VORTE(K) = 0.

En conclusion,

LIM B = 0.

B) LIM B3" = 0 . En efecto, sean § > 0y M > 0 y sea H = Hj, (véase la

Notacién). Lo primero que probaremos es que

LIM M{" = LIM // OH"(E)Z(k* — k")a. - VA = 0. (6.16)
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Como consecuencia de ello, veremos después que LIM B3 = 0. Para probar (6.16),
usamos en primer lugar H'(k*)Z(k* — k") como funcién “test” en la ecuacién de la
energia de (6.12) para k° e integramos en Q, (0,t) y (0,T). Se obtiene una expresién

analoga a (4.61) con las tnicas diferencias siguientes:
Mg // (T — Y H"(k)Z(K — k")a, - VE*,

ME" = //Q (T — YH'(E)VZ(E* — k") - a.
En segundo lugar, tomamos H (k*)Z'(k® — k") como funcién “test” en la igualdad ob-
tenida de restar las correspondientes ecuaciones de la energia para k° y k7. Integramos

de nuevo en Q, (0,t) y (0,T), obteniéndose una expresién andloga a (4.64), con los

sigulentes términos diferentes:
By = [ (T = ()2 = k(e — o) - VR,

Ry = //Q(T — ) H(E)Z"(k — k")(a5 — a]) - V(* — k7).
Puesto que el resto de los términos de (4.61) y (4.64) son los mismos, llegamos a que
LIM ME" = LIM (RS" + RS" — ME™).
A continuacién, veamos que LIM R5" = 0. Podemos descomponer R5” como sigue:

Ry = o = // (T — H' (k) Z'(k* — k")a, - Vi

-—//Q(T — OH'(K)Z'(F — k")a, - V.
Por un lado, procediendo como con B;, podemos escribir que

R < T\ H'||1=||Z" m// ) (VE — TR
RS TN a2 ff, e )

+ 1 H' ||z~ (T =0)|Z'(F - k")a. - VE (6.17)
ke<M+}
+ 1| o //WM#(T — )| Z(k* — k")|a, - V.
= s

El primer sumando de (6.17) tiende a cero (basta recordar que LIM A3/ =0 VY > 0).
En cuanto a los otros dos, sustituyendo V&® por VTary1/5(k*), VA" por VIajyes17s(k")
y teniendo en cuenta que Z’(0) = 0, al tomar limites sucesivamente cuando ¢ — 0 ¥

cuando n — 0, también da 0. Por tanto,

LIM R =
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También en R3) se puede cambiar VE por VTary1/5(k%) y VE? por VIpgkq1/s(E"). Por
tanto, este término es un producto de factores de los cuales uno converge en L*(Q) y el

otro converge débilmente en L?(Q). En consecuencia,
LIM RS =
También es cierto que LIM Ry" = 0 dado que LIM A}/ =0y

| Bs"|. < T H [z [| 2| e ALy s

Para M;", podemos usar la misma técnica que para R;”, ya que
M5 S TIH e [ Z'(k* — k")|a. - Vi
M S T ]I = e
+| JL@ -7 — kB ()a, - VH7|
Q

Asi,
LIMM;" =0. (6.18)

Para terminar, nos falta probar que LIM B3 = 0. Procediendo como en la tltima etapa

del Capitulo 4, podemos escribir que
M7= [[ (T =)2(k — ¥")a. - VK
77 = [, (T - 020 =7
- Mé// (T — )Z(k* — k")a, - VE*
M<ke<M+3
= I — J7,

Usando G(k®) como funcién “test” en la tercera ecuacién de (6.12), se obtiene una

expresién andloga a (4.68) salvo en lo que respecta al segundo sumando que ahora es

//Q G'(k)a, - V.

Analogamente a como se hizo en la demostracién del teorema 4.1, se obtiene que

lim sup //Mgkegm%af'ws < //Q G(k) F + /Q G( ko)

g—0

0 < lim <1im sup Jsm) < lim (Mé Jim sup // a.VE ) =0,
§=0\ ¢=0 6—0 M<ks<M+1

De donde llegamos finalmente a que LIM B = 0.
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k es una solucién renormalizada

Sean 8 € WH*(R) con soporte en [—M, M] y ¢ € D(R). Usando B(k*)e como funcién
“test” en la ecuacién de la energia de (6.12), obtendremos una expresién analoga a

(4.70), salvo en el segundo y tercer sumando que ahora son respectivamente

//Q a.- B(F)Vy v //Q 0. VA(K ). (6.19)
En la etapa anterior, hemos visto que
a(VTu(k)) - VI (k%) = a(VTu(k)) - VIp(k)  en L2 x (0,77))-débil.

Esto es suficiente para pasar al limite en (6.19). La condicién inicial para k se obtiene

de modo totalmente andlogo a como se obtuvo en el Capitulo 4.

6.2 Existencia de solucién débil cuando B € Whee,

Se puede demostrar un resultado analogo al teorema 4.6 cuando B # 0, a condicién
de que sea B € W™ y con k®'(Vu) sustituido por Dy ¥(k, Vu), donde ¥ esté en las

condiciones del teorema anterior:

Teorema 6.2 Supongamos que N =2 ¢ N = 3 y que se verifica el resto de condiciones
del teorema 4.1. Supongamos B € Wh™ y gue el término k®'(Vu) ha sido sustituido
por DyW(k,Vu), donde ¥ cumple las condiciones de la seccion precedente. Entonces lu

solucidn {u,p, k} proporcionada por el teorema 6.1 satisface
VE(K) = u(B)VE,

&k e LMLY) + LI(W™19) Vg<2

(8tk,¢)+/Qu(k)Vk-V¢+/;ZB(k)-V¢+/Q(u-Vk)¢
=/Q(z/|Vu|2-|—D2\I’(k,Vu):Vu)¢ V6 € D(Q), cp.d. en (0,T).
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Demostracién
Es anéloga a la del teorema 4.6 para
Ff = T%(z/Vu5 + DU (k°, Vu©) : Vu), Fs =—u - Vk*+ V- BJ(k%),
F=vVu+ Dy¥(k,Vu): Vu, Fy=—u-Vk+V.B(k).
Bastara tener en cuenta que V - B(b.(v°)) = B'(b.(v%)) - Vb.(v®), donde B'(b.(v)) estd

uniformente acotada y converge c.p.d. a B'(k) y que Vb, (v°) estd acotada en LY(Q)
para todo ¢ < 2 y converge c.p.d. a Vk. '

6.3 El caso en que se imponen condiciones de con-

torno constantes

A continuacién, vamos a considerar el problema (4.1) con las siguientes condiciones de

contorno

u=ur, k=kr sobre 0Qx(0,7T). (6.20)

Supondremos que ur y kr son constantes y kr > 0.

Teorema 6.3 Supongamos que N = 2, ug —ur € H y ko € L(Q), con ko > kr.

Entonces eziste {u,p,k}, con
u—ur € LX(V)NCH), pel’Q), k-krekl,
tal que:

1. El par {u,p} es solucion de las dos primeras ecuactones de (4.1) junto con la

primera de las condiciones iniciales de (4.2) en el sentido de las distribuciones
(solucién débil).
2. k> kr y es solucidn de la ecuacidn de la energia de (4.1) y la sequnda condicién

inicial de (4.2) en el sentido siguiente (solucidn remormalizada): Para toda 3 €

W1(R) con soporte compacto, se tiene

0if(k — kr) =V - (B(k — kr)(u(k)VE + B()))
+6'(k — kr)VE - (u(k)VEk + B(k)) + B(k — kr) (u - V) (6.21)
= B(k — kr) (v|Vul> + k®'(Vu) : Vu) en D'(Q).



6.3. El caso en que se imponen condiciones de contorno constantes 133

En particular, 8,8(k — kp) € LY(L') + L*(H™Y) y, para todo ¢ < 2, se tiene
B(k — kr) € CO(W~19). Ademds,

B(k — kr)|s=o = B(ko — kr) . (6.22)

Demostracién

Si efectuamos el cambio de variables w = u —up, y b = k — kr, el sistema (4.1) se

re-escribe como sigue:

(B —vAw =V - ((h+ k)®(Vew)) + ((w+ur)- Vyw+ Vp = f,
V-w=0, ‘

O:h =V - (4F(R)Vh + BE(R)) + (w + ur) - Vh

| =v|[Vw]+ (h+ k)P (V) : Vu.

Aqui, hemos usado la notacién uF'(r) = u(r + kr), BY(r) = B(r + kr). Las propiedades
de ' y BT son las mismas que las de u y B, respectivamente. Las condiciones iniciales

son

 Wi=o = up — ur, hlimo =ko—kr en Q (6.24)
y las condiciones de contorno se convierten en

w=0, h=0 sobre 9Qx(0,T). (6.25)
Los problemas aproximados:
Bw® — vAw* — V- (Tu(h® + k)4 (Vw?)) + ((w + ur) - VIw® + Vp* = f.
V-w =0,

Behe = V - (uL(h*)VEe + BE(h*)) + (w* + ur) - VA
| = Ti_(z/|Vw€|2 + T%(he + kr)+ ®'(Vwe) : Vus),

con condiciones iniciales
€ P
W |t=0 = Up — ur, R¥li=o = Ti(ko—kr) en £ (6.27)
£
y condiciones de contorno

w® =0, h*=0 sobre 0Qx(0,7T). (6.28)
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De modo anédlogo a como se hace en el teorema 4.1, se llega a la conclusién de que, para
cada € > 0, existen w® € LA V)NC®H) y h* € L*(H3;)NC°(L?) y que h* > 0. Las
pequetias diferencias que aparecen al acotar 9;w™ no ofrecen gran dificultad respecto del
argumento utilizado en la acotacién de J;u®, asi que omitimos aqui los detalles. Nétese
que 7° : Vw® > 0, donde

T =vVu + Ti(R° + kp)@'(v)ws) .
Siguiendo los pasos de la seccién 4.3.2, se obtiene:
Jwe(t)]? +,/0t/9 °:Vw* <C en (0,7),
Wiy < C, |2y £ C,
we eété acotada en L(f—_a?)—(L“), Va € (2, +c0),
Ihlieny €y ITaa(B) gy < CM) VM >0,

LT < [ [ T s Vur)Thawr) + [ Futho -~ ko),

1 rt r t ) 5
~ he Vh”<// Ty (7 : Voot /anlk_k ,
mw/c; /’rLShESn-*-m'u,s( )l ’ — Jo he¢>n ?(T w >+ QC’ ( 5( 0 F))

e estd acotada en L(5%) (Lb) , Ybe(1,+00).

En lo que respecta a G;w® y &B(hs) (B es la primitiva de una funcién § € WH>=(R) de

soporte compacto), podemos deducir sin dificultad que
Oyw® esté acotada en L*(V'),
Claramente, pueden deducirse para w® y h° las mismas propiedades de convergencia

débil que las obtenidas para u® y k° en la seccién 4.3.2.

Para pasar al limite en la ecuacién del movimiento, usaremos que

T T
/0 (Ta(h* + kr) @' (Vw), Vo — Ver) = /0 (T, ey (W) v = 0°)

<[] b + k0@ (70) - J/RAGERSLAL
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La inecuacién variacional que corresponde a este caso es:

. /()T(atws,w'*'y//vae:vv+//Q((we+“F)'V)w€'v-l—//QT%(hE-}-kF)cI)(VU)

:_l_ —_ 2> / €2 ; £ £
+ 2lug —ur|* > v /Q|Vw| +//;T;(h + kp)®(Vw*)

T 1
+/0 (fo=uw)+ 5 (DF  WweV, weV.
(6.29)
El paso al limite puede hacerse del mismo modo que en el apartado 4.3.3 si escribimos

el andlogo de (4.40) como sigue:
//Q Ti(h + kr)@(Vu©) = //Q(T%(ha + kr) — (h + kr))®(Vw®) + //Q(h + kr)®(Vuwr).

Se llega entonces a que

/OT@tw,v) +y//va : Vv-l—//Q((w-l-up).V)w.u-}-//Q(h-}-kp)(I)'(Vw) Ve
:‘/OT(fﬂ’) YveV.

Es decir, u es solucién, junto con alguna p € L*(Q), de las dos primeras ecuaciones de
(4.1) en el sentido débil habitual.
Para ver la convergencia fuerte de Vw®, seguiremos los pasos de la seccién 3.3.4.

Partiendo de la expresién andloga a (4.46), es decir

lim //Q(T —1) (V|Vw5|2 + (A" + kp)®'(Vws) : sz)

e—0

- //Q(T — 1) (uIVw|2 + (k + k)@ (Vw) : WJ)
y puesto que
limy //Q(T — t)(To(A* + kr) = (b + k)@ (Vuf) : Vo' =0,
se tiene que

lim //Q (T = t) (| Ve + (b + kp)®(Vo©) : Voor)

= //Q(T—t) (vIVwl? + (h + kp)®/(Viw) : Vo) .

Sumando y restando w, se obtiene:

0 > limsup (1/ //Q(T - 1)|V(w* — w)|2>

e—0

+ liminf ( //Q (T = 1)(h + kp)® (Voo®) : Vs — //o (T = £)(h + kp)®(Veo) : Ve ))
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y, debido a la semicontinuidad inferior débil de la funcién
v // (T = t)(h + k)@ (Vo) : Vo,
Q

resulta:
yi%//Q(T — )| V(w —w)]? = 0.
Es decir,

Vuw® — Vw en L}(Qx (0,77)) ycp.d.en Q.

Para probar la convergencia fuerte de Tps(k*) en L*( H}) para cada M > 0, escribimos

la ecuacién de la energia del modo siguiente:
Okt — V- (ul(w)Vu© + BI(h%)) = Ff + F§, (6.30)
con
Ff =T ((vVw® + To(h* + kr)®(Vos)) : Vu©),  Ff = —(wf +ur) - Vo,

Puesto que las propiedades de u! y BY son las mismas que las de y y B respectivamente.

podemos repetir aqui el argumento utilizado en la seccién 3.3.5, obteniéndose que

timy []| (7 — () VI () =[] (T = )" () VT ().

Por dltimo, k es solucién de la ecuacidén de la energia en el sentido renormalizado.
En efecto, sea § € WH*(R), con soporte en [—M, M]. Elegimos ¢ € D(Q2) y usamos

B(h%)p como funcién “test” en la ecuacién de la energia de (6.30). Se obtiene:
T b 2 he Tr1e € €
| (@Bh).0) + | wEhe) Ve - 1)V
+ [ ey ohe - VB(h)o + | BE(R) - B()Ve (6.31)
Tr1e 5 . e = &
+ L BE0e)VBYe = ] (B + FD) (e
Tomando limites cuando € — 0, llegamos a que
T -
[} (@B, + [ R BT + [| 4 (R)VH- TA(R)
+ [ B ) 8wV + [| BT(h)- VB(h)e
+ [+ ur)- I Bk = [ vVl + (k + kO)@(Tw) s Tw) Bl
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Para probar que h satisface la segunda condicién inicial de (6.24) en el sentido de (6.22).

usaremos de nuevo el lema 4.6. Ahora,

0.B(he) = —uL(h*)B'(h) |V Tna (h)? + B(A*)Ta(r* : Vi)
+ V- (uE(B*)B(he)VTas(h) + B(h*)BE (he) = B(h#)(w* + ur))
— B'(h*)VTu(h*) - BL(Re).

No es dificil comprobar que, al menos para una subsucesién, 3 (h*) converge en C°( Y/V"l’q )
y, por tanto, E(h)(O) = Bk — kr).

6.4 Turbulencia tridimensional, flujo bidimensional

Vamos a considerar un problema como (4.1) para N = 3 pero formulado en un dominio
especial de tipo cilindrico en el que la tercera componente de la velocidad media, us,’
es cero (flujo medio bidimensional). Los datos del problema estaran en las mismas

condiciones que en el caso general, pero con las siguientes particularidades:

¢ El dominio es de la forma @ = w x (0,L), donde w C R es un abierto acotado,

conexo y regular.
o La tercera componente de f es nula, f; = fi(zy,22,t) parat=1,2y

feL*0,T; H Y (w)).

o La tercera componente de ug es nula y ug € V(w)

o Ahora, ® estd definida en D € L(R?): D € L(R?) — ®(D) € R.

Hemos de buscar p, al igual que u, definida en w x (0,T), ya que 51)— debe ser
XT3

cero, mientras que k va a estar definida en Q x (0,T). Aqui, V(w) y H(w) designan
respectivamente los espacios V' y H referidos a w. Salvo cuando pueda conducir a
confusién, las normas en H(w) y V(w) serdn denotadas de nuevo |- |y || - ||. También

pondremos
0 0

1 (L ,
Ms(k) = Z/o k(zy, s, x3,t) dz3, V' = (3_”61’—8?2)
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El problema que vamos a tratar es el siguiente:

Ou — vA'u — V' - (M3(k)®' (Vu)) + (u - VIu+V'p= f,
V'u=0, (6.32)
Ok — V- (u(k)Vk + B(k)) +u - V'k = v|Vul® + Ma(k)®'(Vu) : V'u.

Se pide que la ecuacién de movimiento y la condicidén de incompresibilidad sean satis-

fechas en w x (0,7) y la ecuacién de la energia lo sea en 0 x (0,T). Las condiciones

iniciales son

Uli—o = ug en w, klimo = ko en Q. (6.33)

y las condiciones de contorno
u=0 sobre Ow x(0,7), k=0 sobre 0Qx(0,T).

Teorema 6.4 Supongamos ug € H(w) y ko € LY(Q), con ko > 0. Entonces existe
{u7p’ k}) con

u € L*(V(w)) N C°(H(w)), p € L*(Q), kel,
tal que:

1. El par {u,p} es solucién de las dos primeras ecuaciones de (6.32) junto con la

primera de las condiciones iniciales de (6.33) en el sentido de las distribuciones

(solucidn débil).

2. k>0 y es solucidn de la ecuacidn de la energia de (6.32) y la seqgunda condicidn
inicial de (6.33) en el sentido siguiente (solucidn remormalizada): Para toda 3 €

Wh>*(R) con soporte compacto, se tiene

8:8(k) = V - (B(k)(u(k)Vk + B(k)))
+B(EYTE - (u(B)VE + B(E)) + B(k) (u - V'F) (6:34)
= (k) (v|Vul* + M3(k)®'(Vu): Vu) en D'(Q).

En particular, 8tﬁ(k) € LY(LY) + L*(H™Y) y, para todo q < 2, se tiene B(k) €
Co(W~19). Ademds,

B(E)|e=o = B(ko).
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Demostracion

Para cada € > 0, consideramos la siguiente aproximacién de (6.32):
Ot — V' 75 4 (u* - Vut + V'p* = f,
Viu =0, (6.35)
Oik® — V- (pe(k°)V'k® + B.(k%)) 4+ u® - VEk° = To(re: Vs,

Ahora,
7€ = vV + T (Ms(k°))4 &' (Vus) .

El sistema (6.35) es completado con las condiciones iniciales
ulimo = Up enw, klizo = ko en Q
y las condiciones de contorno
u®* =0 sobre Ow x (0,T), k*=0 sébre o0 x (0,7).

La existencia de solucién para estos problemas aproximados puede establecerse me-
diante un método de Galerkin. Puesto que el proceso a seguir es similar al de otras

ocasiones y al que veremos a continuacién, no insistiremos sobre ello. Se llega a que.

para cada € > 0, existen u® € LA(V(w))NCO(H(w)) y k* € LX(HL) N CO(L?) tales que:
(Buus(t), v) + v(Vus(t), Vo) + (To(Ma(k°(1)))+ &' (Vui(t)), Vv)

H((ue () - V)us(d),v) = (f(),v)  VveV(w), cp.den(0,T),
u*(0) = uo,
(Ok=(2), ¥) + (pe(k* (1)) VES(2), V) + (B:(k°(t)), Vi)

+Hus(t) - V'EE(2), ) = (Ta(r5(t) : Vus(),) Yo € HY(Q), cp.den(0.T).
| £(0) = Tu (ko).

(6.36)
También, k°* > 0. Veamos a continuacién que de nuevo son ciertas las estimaciones “a

priori” y las propiedades de convergencia débil. En primer lugar, tenemos que
u® estd acotada en L¥(H(w))[ | L*(V(w)). (6.37)

En efecto, usando como funcién “test” u®(t) (pondremos simplemente u®) en (6.36) e

integrando en w y en (0,T) se obtiene

t t
s (42 + V/O uf|? + 2/ /Tl(zk@(ks))@'(Vus) Vuf < C
0 Jw ¢
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Asi, .
|u5(t)|2+// Ve <O en (0,7). ‘
0oJw

y obtenemos (6.37). Del mismo modo que en el teorema 4.1, es facil probar que
u® estd acotada en L(%)_(L“(w)) Ya € (2,4+00).
Las acotaciones para k° son las mismas:
k® estd acotada en Le(LY,

Tr(k®) estd acotada en L*(Hy) VM >0,

1 | t 7. t / ~
—_— € € < 1 5: € 1R
o b e ENEP S [ D% Vw4 [ (T3 (ho)).

“k5||Lq(W§vq) <C Vg<2,

k® estd acotada en L{(#%) (Lb) Vbe(l,+o00).

También,
dju® estd acotada en L*(V'(w)),

0;B(k°) estd acotada en L'(L') + L*(H™),

cualquiera que sea la funcién § € W'*°(R) de soporte compacto. En consecuencia. al

menos para una subsucesidn, tenemos

u® —u en L?(V(w))-débil,

u® —u en L(:Taz)—(L“(w)) Va > 2y cpd,
Gt — OQu en L*(V'(w))-débil,

k® — k en LI(Wy?) Vg<2,

k*—k en L(Fz—b—l)_(Lb_) Vo> 1y cp.d,

Tr(k®) = Ty(k) en L*(Hj)-débil VM >0,
Asimismo,
B(k*) — B(k) en L* (LY y cp.d.

y k® converge c.p.d. a k. Usaremos el resultado siguiente, de demostracién inmediata:
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Lema 6.5 En las condiciones precedentes, se tiene que
M;(k®) — Ms(k) en L(%)_(Lb—) para cada b > 1.

Veamos que u es, junto con alguna p, solucién de la ecuacién de movimiento.
Poniendo @’ = w x (0, T), resulta que la inecuacién variacional correspondiente a (4.38)

€s:

/0T<3tu5,v) + V//QW : Vo + //Ql(us V)t v +//Q, Ty (Ma(k)) (V)
+ 3luol® 2 V%/ |§7u€|2 + //Q, T%(M3(k5))<1>(vus) (6.38)

T 1
+/0 (J’>v—u‘5)+§|us(T)l2 YweV, ueV.

Veamos cuales son las diferencias que aparecen con respecto al paso al limite llevado a
cabo en la seccién 3.3.3 cuando € — 0. El cuarto sumando de (6.38), gracias al lema

6.5, converge a
//Q Ma(R)& (V).
El segundo sumando de la derecha puede ser escrito del siguiente modo:

J, a2y = [ (T (045(5)) - (k) R(Va) + [ kB(Tu).
Aqui, la penultima integral tiende a cero. Usando la convexidad y continuidad de la
funcion

v /Q My(k)&(Vv),

también tenemos que
lim inf /fQ | T%(Jw?}(kf))@(vuf) > //Q M(k)@(V)
y, por tanto, '
/()T(atu,v) L u//QI Vu: Vo + //Ql(u Vu-v+ //Q M(k)®(Vv)
+ Luo2 > v //Q Vuft + //Q (My(k)B(Vu)

+(f,v—u)+ su(T)* YoeV.

Escrito de forma equivalente, queda:

AT<6tu,w) + V//Q, Vu:Vw + //;gl(u Vu-w+ //QI Ms(k)®'(Vu) : Ve
= [[tfw)  wwev,
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Veamos que también se da la convergencia fuerte de Vu®. Tenemos que

e—0

lim //Q (T — 1) (VY + To(Ma(K)@(Vus®) : Vo)

= //C;I(T — ) (VIVul® + My(R)&' (V) : Vo).

Puesto que
lim //Q (T = OT(Ma(k) — Ma(R)) @ (V) : Vu = 0,

e—0

también es cierto que

lim //Q (T 1) (VP + My(R)®(Vu?) : V)

= //Q,(T —1) (VIVul2 + M3(k)®'(Vu) : Vu) :

Obsérvese que |
> 1 __ £ __ 2
0> lll’lefljélp (v %I(T H)|V(u® — u) >

+liminf ( //Q (T = )M(R)& (V) : Vu - //Q (T = )Ma(k)& (V) : w) .

Pero la funcién
v - [/c;' M3(k)®'(Vv) : Vo

es débilmente s.c.i. Por tanto,

lim inf ( //Q (T = )Ma(R)¥ (V) : Yt — //Q (T — )My(R)®' (V) : Vu)) >0.

lim//,(T — )|V —w)F =0,

e—0
1.e.

Vu® — Vu fuertemente en L¥w x (0,77)).

Para demostrar la convergencia fuerte de Ty (k°) en L*(H;) para cada M > 0.

escribimos la ecuacién de la energia en la forma
Ok — V- (e (k°)VE® + B.(k%)) = F§ + F;

con

F{=Tu(r": Vuf), Ff=-u" - Vk.
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Con lo que hemos visto hasta ahora, es claro que
Ff — v|Vul|? + M3(k)®'(Vu) : Vu en LY(Q % (0,77)).

Por otro lado, F¥ converge débilmente en L°(Q) para algin ¢ > 1. Asi, puede con-
tinuarse en esta etapa como en la etapa andloga de la demostracion del teorema 4.1.

Como consecuencia de lo que precede, se llega a que
T .
[ @Bk 0+ [ (u(k)VE+ B(R)) - (B(k)e)

= /A,(vIVuI"’ + Ma(k)®'(Vu) : Vu —u - V'k) B(k)p .

Esto muestra que se verifica (6.34). La comprobacién de la condicién inicial no presenta

novedades.

6.5 Una generalizacién del teorema 5.1 en los tér-

minos By k%' (Vu).

En esta seccién, vamos a dar un resultado de unicidad de solucién en el caso en que
B # 0 pero B € W** y k®'(Vu) estd sustituido D;¥(k, Vu), con ¥ en las mismas

condiciones que en la seccién 6.1.

Teorema 6.6 Supongamos que, en las condiciones del teorema 5.1, se tiene ademds
Be Wiy

o D:D,T € C! y sus derivadas primeras estin uniformemente’ acotadas.
o D DyDy¥(k,D): D es globalmente lipschitziana.
Entonces las soluciones {uy,Vpy, k1} y {uz, Vps, ka} deben coincidir.

Nota:
Como D — Dy D,¥(k,D) : D es globalmente lipschitziana, podemos deducir que

|Do¥(k, D) : D — Dy¥(k,D'): D'| < C|D — D'} - |k|. (6.39)

En efecto,
|D;¥(k,D): D— Dy¥(k,D"): D'

k
5/0 \D,D;U(s, D) : D — D1 Dy¥(s, D) : D'| ds

k
g/o C|D - D'|ds < C|D - D'| - |K|.
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Demostraciéon del teorema 6.6

Sean v = u; —ug, k = k; —k; ¥y p = p1 — pa. Como en la demostracién del teorema 5.1.

vamos a intentar probar que u verifica desigualdades del tipo
t i
(8 + v / ()| ds < / h(s)lu(s)Pds Vi € [0,T] (6.40)
0 0

para alguna funcién h € L'(0,T). Restando las ecuaciones verificadas por uy y ug ¥
sumando y restando los. términos adecuados, se obtiene:
Ou — vAu + (u-V)ug + (ug - V)u + Vp
=V. (D2\I’(k1, VUQ) — D2\I’(k‘2, VUQ)) (641)
+V : (Dg‘l’(kl, Vul) - DQ\I/(ZCI, VUQ)) ;
V-u=0.

Usando u como funcién “test” en (6.41), se obtiene c¢.p.d. en (0,T) que
(Opu, u) + v(Vu, Vu) + ((u - V)ug, u)
= — (DQ\I’(kl, Vul) - Dz\p(kl, V'U,Q)), VU) -— (qul(kl, VUQ) - D2\If(k2,,Vu2), VU) .

Aqui, el primer sumando de la derecha es positivo; en consecuencia,

2dt|u|2—|—y|lu|[2 —((u - V)uz,u) — (Da@(ky, Vuz) — DaU(ks, Vug), V) (6.42)

en (0,7). El primer término de la derecha en (6.42) puede acotarse del mismo modo

que en el Capitulo 5. Veamos cémo puede acotarse el segundo. Tenemos que

(DQ\I/(k'l, VUQ) - DQ\I/(kg, VUQ), V’LL)
(6.43)
= '—(V . DQ\P(kl, VUQ), u) + (V . DQ\I’(kQ, VUQ), U) .

Denotaremos una componente genérica de V - Dy U(%;, Vuy), por ejemplo

ov o*w ok; R %uy,;
]"hv = 1y a7 a7 R, Vo — ’
Z Bz (6d ( “2)> ;akadl (ki Vuz) 50 1+%8dj,8dlm(k Vi) 5ardan

como sigue

> D1DyU(k;,Vuy)Dk; + > Dy Dy¥(ki, Vuz)D?us .
Entonces podemos escribir el segundo miembro de (6.43) en la forma
— (3(D1D2¥(ky, Vuz) Dy — Dy Dy¥(ky, Vuuy) Dks), u)
— (32(D2Dy¥(ky, Vuz) — Dy D ¥(ky, Vi) Duz, ) .
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Sumando y restando (Z Dy Dy¥(ky,Vug)Dk,, u), esto puede también escribirse
~ (X2 D1Dy¥(ky, Vuup) Dk, u)
— ((D1 D2 ¥ (ky, Vug) — Dy Dy ¥ (ka, Viz)) Do, u) (6.44)
— (Z(DzDQ\I’(kl, VUz) - DQ.DQ\I’(Ii;g, V’LLQ))D2UQ, u) .

A continuacién, veremos cémo puede ser acotado cada sumando de (6.44). En primer

lugar, observamos que
| — (X D1 D,0(ky, Vuug) Dby u) | < /Q(Cg + G| Vua| ™)V - Jul
< Callk|| - Jul + Cal| Vuallze [VE] - Jul < C(1+[[Vuallz=)[VE| - Ju].

Aqui, hemos usado la hipdtesis u, € LEW?"), con r > N. Para el segundo sumando
de (6.44), utilizaremos que D1 D;¥ € C' y tiene derivadas primeras uniformemente

acotadas y que, ademés, Vk; € L?*(L*). Entonces
| = (S(Dy Dy % (ky, V) — Dy Dy ¥ (ky, Vug)) Doy w) |
<C [ K- 1Vhs| - |ul < C|[Vkallzee[f] - ul.
En tercer lugar,
| — (Z(D2D2%(ky, Vug) — Dy Dy¥(ka, Vug)) D us, u) |
< Cl|D?us| ol klzelul < Cl|D*uzliLa |51} - |u] -

1

. . . 1 1
En esta acotacién, hemos elegido ¢ < 2*. Dado que p > IV, se tiene 5 +~-4+-=1.En
Z P 4
conclusién, de (6.42) obtenemos que
1d, 2 2
57l + v llull® < [Vusllzeul® + C(L+ [[Vusllzeo I R} - ful

Cl[Vksll e [#l] - [l + CULD?wall ol -l
Integrando en (0, t), resulta
1 2 t 2 ¢ . 2
P +v [l < [ [ Vuallzesful
t
+ [ € (14 19usllze + 1 Vkallze + 1Duslizo) 18] - ful.

Esta acotacién es la andloga a la que aparece en el teorema 5.1 (cf. (5.3)).
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ki y k, estan acotadas

Vamos a utilizar el principio del méximo en la siguiente ecuacién verificada por k;:
Oik; — V - (uw(k;)VE;) =V - B(ki) + wiVk; — Dy¥(ki, V) : Vu; = v|Vu; 2. (6.46)
Sabemos que

IDg\P(ki,Vui) : Vu,l < C(l + IVui|T‘1){Vui| . |k1| < C*Ikll

tA

Multipliquemos (6.46) por e ™ con A = 2C* y pongamos ¢; = e~ **k;. Entonces

Bipi =V - (@i )Ve;) = V- Blpie™) + ui - Vg
— (qu/(ki, Vu,‘) s Vu; — Ak‘,) et = e"“‘uIVuilz .
Teniendo en cuenta el valor tomado para A,

A .
Api — V- (u(pie™ Vi) — V - B(pie™) + u; - Vip; — S <veTHVu. (6.47)

El segundo miembro de (6.47) que, por comodidad, denotaremos H, estd en L>(Q).
Por otra parte, ¢;(0) = k;(0) = ko. Sea

4| H || poo
M = Max (ukonm, 15 ]le ) :

A

Entonces ¢; < M. En efecto, si tomamos (¢; — M), (t) como funcién “test” en (6.47).

resulta

(Bupis (i = M) + (i) Vi, V(i — M)y ) + (B(wie®), Vi(gi — M)4)

¥ (- Vipi, (s = M)s) + (i, (s = M) < (H, (s — M).) (6.45)

c.p.d. ent.

Aqui, si ponemos
®i(s) = /Os Bi(o)lspmenydo  y @ =(21,%9,...,2n) ,
podemos escribir el integrando del tercer sumando en la forma
B(pie®)V(pi = M)y = e7 B(pie) V(e p; — e M) 4

= e " B(pie") V(e i) Lpenpsenny = eTH P (e, )V(ehp;) = eV - /(e ;)
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El cuarto sumando de (6.48) es cero. El quinto sumando es

A A 5 A
—pi(pi — = [ =|(pi — —M(p;i — M), .
[ Seitei =101 = [ Sloi= M)+ [ 5Mlgi— M),
Procediendo con el resto de los términos como para (6.48) e integrando en el intervalo
(0,1), se llega a que

MA

o= M) P < [ [ (=255 + H)lgi— M)

De aqui, se tiene que (¢; — M), = 0 c.p.d. En consecuencia

k; < Max (ukonmo,fl“—HAUE’i) AT

Se tiene /Ot k(3| ds < G/Ot lu(s)|Pds V¢ € (0,T)

Restando las ecuaciones satisfechas por ky y k; y sumando y restando los términos

adecuados, encontramos:
Bk +uy - Vk =V - (u(ky)VE) = —u - Vi
+ V- (k1) = 1(k2))Vky) = B'(k1)VE — (B'(k1) — B'(k2)) Vs
4 (Vuy + V) : Vu+ (Da¥(ky, Vuy) - Vg — DyU(ky, Vag) : Vig)
+ DyU(ky, V) : Vais — DyU(ky, Vaug) : Vg .

Tomando aqui k¥ como funcién “test”, obtenemos una expresién andloga a (5.6), en la

que aparecen nuevos términos. En primer lugar,

1B (k)L VR

En segundo lugar y puesto que B € W2,

kI < Cllk||- (k]

[ 1B (k) = B(E)| - [V [£]  Cl[ Vel - [P
En tercer lugar, recordando (6.39), obtenemos
| (D% (ky, Vauy) : Vg — Dy¥(kr, Vug) : Vg, k)| < C/Q Vul - |k
En cuarto lugar, puesto que |D,D,¥| < C, aparece

| (D% (ky, Viug) : Vuy — Dy®(ks, Vug) : Vg, k) | §/QC|k| Vsl - k] < CIE2.
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Lo andlogo a mayorar como en (5.7) es ahora
1d
2dt

+ ClE| Bl + IValze - [B* + (Ve |z + ([ Vualz)

K2 pollEI? < [ Vhallim - K] - ] 4+ [kl - %] - 1%]

+ Cllkallze(1 + [[Vuallzes))[k] + C|[ V| po - B[

en (0,7). Y para una funcién similar a la funcién g = g(¢) que se usa en la demostracién
del teorema 5.1 (sélo cambian las constantes), podemos seguir con el mismo argumento

para obtener t t
LIk ds <G [Cu(s)Pds vt e (0,T). (6.49)

Aqui, G es una constante que sélo depende de ||g||z: . Volviendo a (6.45) y usando
(6.49), deducimos que

P + 20 [ u()Pds < [ Vsl - (o) ds

o=

2

+C ( /Ot flu(s)]® ds)i ( /0 t (1+ 1 Vua(s) e + [ VEa()zew + 1 D?uz(5)]]z2) u(s)]? ds)
< C’/Ot (||VU2(S)“L°° + (1 + |[|[Vua(s)||ze + ||Vk2(3)||13°°“Dzuz(S)Hpr) !u(o)lz ds
[ ()P ds.

En otras palabras, hemos probado (6.40) para una cierta funcién h = h(t) que estd en

L'(0,T). Aplicando el lema de Gronwal, queda demostrado el teorema.



Apéndice A
Apéndice

En este Apéndice vamos a dar una demostracién de las acotaciones de Boccardo-Gallouét
diferente de la que aparece en [7]. Esta demostracién puede encontrarse en [20]. No
obstante, serd repetida aqui con intencidén de identificar las constantes que aparecen.

Mas concretamente, vamos a probar el siguiente

Lema A.1 Bajo las hipdtesis

1
*/ |VE]? < Gy, (A1)
n Jn<lk|<2n
/Q IVTu(k)* < Cur, (A.2)
se tiene que _
”k”W(}'q < (03/209 + CC’S/ZH‘/?“—QM)”" . (A.3)
— Demostracién —
Sea

E;={zeQ; 27 <|k| <27}

para cada j € N. De (A.1), se deduce en particular para n = 2/ que
[Ej VA <Co2  VieN. (A.4)
Para M = 2, (A.2) proporciona la estimacién
LIVEE < ¢ (A.5)
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Sea g tal que T < ¢ < (por tanto, ¢ < 2y ¢ < N). Entonces

N -1

IEl .0 =/Q!VkI" :/{k|< lelq»+Z/ IVElt =L+ J7.

121 Jj21

Por un lado, utilizando la desigualdad de Hélder y (A.5), se obtiene que
g
= = "< ) 10 < el
L ./Msz IVE /Q IVI(R)* < ( /Q VT (R)1?) " Q1% < C710

. . . 2
Por otro lado, utilizando la desigualdad de Hoélder con p = — > 1, obtenemos que
q

g -9
7= [ 1vEP < (/E IVkr"%> (/Evl)l T < (Co2)F Byt (A.6)

Para evaluar |F;|, tomamos la funcién ¢, (cf. la Notacién) con n = 27. Aplicando la

desigualdad de Sobolev con — = - ——s1 N > 3 y con 2* un exponente finito arbitrario

2 2 N

1 1
(que elegiremos més adelante tal que »t5- ! < 0)si N = 2, se deduce de (A.4) que
q

Co2’ z/Ev|Vk|"’=/Q|V§w'(k)|2

>CO(/[§2: ) >CQ</ 2j2*) = Cq2? |E+1%7
Ein
de donde -
|E;| < (2&> Tomit s >l (A.T)
Ca
De (A.6) y (A.7), obtenemos que
1-3

; 4. iq Co 2 2-27(1-%) ;2 (1-g

i — 1< (1295 ] — 2" 7U72) o -is(1-4)

J? /Ejlwc; <cio (( CQ) 2 ) o C ,

donde C sélo depende de Cq y de q. Pero

Jq .2*( q) o2 1 1 ,
5~ 5) =I5 2* q+2 v(g, N)j

donde ¥(q, N) > 0 s6lo depende de ¢ y de N. Por ejemplo, cuando N > 3 se tiene que
N -1 N
N-z2\nv-1 "¢

v = . Por tanto,

Hk“wlq < q/2!Q|1 q/2_|_Ccvz =7
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Ahora bien,

Z 9-a,N);

i>1

es una serie convergente cuya suma sélo depende de ¢ y de V. Por tanto,

*

q._ -4
Ikl < (3R~ + 63 Clg, M)

En consecuencia, queda probado (A.3): Paracadag € {1, , existe una constante

N
N-1
C(q) (que sdlo depende de Q, N, ¢, Co y || To(u)||m1) tal que

[Ellwze < Clg) -

Esto prueba el lema.

Lema A.2 Bajo las hipotesis

1 , M
— < Al
n //ng|k|52n IVEI" < Co, (4.8)

JJ VTP < €0 (4.9)

se tiene que

1ll ey < (T C32Cq + T € Y7207/ ya,

La demostracion es analoga a la del lema A.1.
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